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Ikinci boliimde lineer pozitif operatoriin dzellikleri ve siireklilik modiiliiniin tanimi ve 6zel-
likleri verilmistir.

Ucgiincii boliimde Laguerre polinomlarini iceren operator tanitilmis ve bu operator yardimiyla
siirli salinimh fonksiyonlara yaklagim hizi verilmistir.

Dérdiincii boliimde Brenke polinomlarini iceren Szasz operatorleri verilmis ve yaklagim
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The thesis is composed of seven chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, properties of linear positive operators and definition and properties
of modulus of continuity are presented.

In the third chapter, operator containing Laguerre polynomials is defined and the speed
of approach to functions is given by this operator.

In the fourth chapter, Szasz operators involving Brenke type polynomials given and ap-
proach properties are examined.

In the fifth chapter, a Kantorovich type of Szasz operators including Brenke type polyno-
mials are given and approximation properties are examined.
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1. GIRIiS

Yaklagim teorisi, temel olarak verilen keyfi, siirekli bir fonksiyona kendisinden ¢ok
daha basit ve daha kolay sonuglar elde edilebilen fonksiyonlar ya da polinomlar
yardimiyla yaklagsmay1 temel alir. Ele aldigimiz siirekli bir fonksiyona cebirsel poli-
nomlarla ya da fonksiyonlarla yaklasildiginda en iyi yaklagsan polinomun ya da
fonksiyonun bulunmasi ve yaklagim hizinin hesaplanmasi yaklagim teorisinde ¢aligilan

en onemli problemlerden birisidir.

Yaklagim teorisi gecmisten giiniimiize kadar bircok matematik¢iye ilham kaynagi
olmustur. Yillardir yaklagim teorisi iizerine bircok yayin yapilmis olup giiniimiizde

de calisilmaya devam edilmektedir.

Yaklagim teorisinin geligtirilmesinde en biiyiik adim 1885 yilinda Karl Weierstrass
m "[a, b] sonlu arahig: {izerinde tamimli her siirekli f fonksiyonu i¢in, o fonksiyona
yakinsayan bir {P,(z)} polinom dizisi kargilik gelir." teoremini ortaya atmas1 ve
ispatlamasi ile ortaya ¢ikmigtir. Bu teoremin ispatinin karigik ve uzun olmasi se-
bebiyle daha sonralarda bircok matematik¢i daha anlagilabilir ve daha kisa ispatlar
yapmuglardir. Bunlardan bazilar1 Carl Runge (1885), Henri Lebesque (1908), Edmun
Londov (1908), Charles de la Vallee-Poussion (1908), Sergei N. Bernstein (1912) ve
Lipot Fejer (1916). Bu ispatlar icerisinde en ilging olami 1912 yilinda Bernstein

tarafindan verilmistir.

Bu teoremi ispat etmek icin Bernstein siirekli fonksiyonlara yaklasim igin B,, f ope-

ratoriinii f € C[0,1], x € [0, 1] olmak tizere

an(a:)—if(§> " a"(1—2)"% neN.
k=0 k

seklinde tamimlamig ve Bernstein polinomlarinin [0, 1] araliginda siirekli olan f fonksi-
yonuna diizgiin olarak yakinsadigini gostermistir. Bu acidan Bernstein polinomlar:

Weierstrass teoreminde adi gegen P, (z) polinomuna drnektir.
1



Bernstein operatorleri f fonksiyonunun kapali ve sinirh araliklarda tanimli olmasi
halinde incelenir. f fonksiyonunun sinirsiz araliklarda olmasi durumunda da yak-
lagim problemleri incelenmistir. Sinirsiz araliklarda stirekli bir fonksiyona yakin-
sayan 6nemli bir fonksiyon dizisi de G. M. Mirakyan tarafindan inga edilmigtir. 1941
yihnda G. M. Mirakyan [0, co) aralig1 iizerinde siirekli olan ve mh_)rgo f(z)/(1+2?) <

kosulunu saglayan f fonksiyonuna yakinsak olan

S, flx) = g f (%) ene (”]f!)k, neN, (1.1)

ile tanimli Szasz operatorleri olarak bilinen {S,,} operatorler dizisini tanimlamigtir
ve yaklagim ozelliklerini incelemigtir. 1944 yilinda J. Faward ve 1950 yilinda O. Szasz
tarafindan bu operatorlerin bazi 6zellikleri incelenmistir. Genellikle S,, f fonksiyon

serileri Szasz- Mirakyan operatorleri olarak bilinir.

1951 yilinda H. Bohman
Lo(fiz) = flten)ur(z), z€[0,1], 0<t;, <1, neN
k=0

seklinde olan pozitif lineer operatorler dizisinin [0, 1] araliginda siirekli f fonksiyo-
nuna diizgiin yakinsakligi hakkinda oldukca kullanigh bir kriter vermistir. 1953
yilinda P. P. Korovkin, H. Bohman’in sonucunu genelleyen ve pozitif lineer operator-
ler ile yaklagim teorisini derinlestiren bir ¢aligma sunmustur. Calismadaki kritere
gore; keyfi bir {L,(f)} pozitif lineer operator dizisinin f fonksiyonuna kapali ve
sonlu bir aralikta diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her ¢« = 0,1, 2
i¢in {L,,(e;)} dizisinin ilgili aralikta e; fonksiyonuna diizgiin yakinsamasidir. Burada
e; ler i = 0,1,2 igin ¢;(x) = 2° ile tammh test fonksiyonlaridir. Bu kriter, stirekli
fonksiyonlara pozitif lineer operatorlerle yaklagim teorisinin temelini olusturmus-
tur. Bohman-Korovkin teoremini gercekleyen diger operator dizileri Bernstein poli-
nomlarimin bulunma yontemleri kullanilarak elde edilmigtir. Bu yiizden Bernstein
polinomlar:1 pozitif lineer operatorlerle yaklagim teorisinin olugsmasinda ¢ok cnemli
bir yere sahiptir. Bohman- Korovkin teoreminden sonra bu teoremin kogullarini
saglayan ¢ok sayida pozitif lineer operatorler dizisi insa edilmis ve yaklagim 6zellik-

leri incelenmigtir.



2. LINEER POZITiF OPERATORLER

2.1 Lineer Pozitif Operatorlerin Tanim

Tanim 2.1 X ve Y iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X den alinan herhangi bir
f fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa buna
X uzaymda bir operatordiir denir ve L(f;x) = g(z) bigiminde gosterilir, burada
L(f;x) = L(f(t);x) olmak iizere L operatorii f fonksiyonunun bagh oldugu t
degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonug ise x degiskenine baglh bir fonksiyondur.
Bundan dolay1 = degiskeni L igleminde sabit gibidir ve L(f(z);z) = f(x)L(1;2)

yazilabilir.

X uzayi lineer bir uzay oldugunda lineer operatoriin tanimi yapilabilir.

Tanim 2.2 X ve Y lineer fonksiyon uzaylar1 olmak {izere,
L:X—-Y
seklindeki L operatoriinii gézoniine alahm. Eger V f, g € X ve V «, € R i¢in
Llaf + Bg;x) = aL(f;x) + BL(g; x)

kosulu saglaniyorsa o taktirde L operatoriine lineer operator denir.

Tanmim 2.3 X bir vektor uzay1 olmak iizere her f € X icin
f>0iken L(f;2) >0

oluyor ise L operatoriine pozitif operator denir.

Hem lineerlik hem de porzitiflik sartini saglayan operatore lineer pozitif operator

denir.



Uyar: 2.1 f <0 iken L(f;x) <0 gergeklenir mi?

Kabul edelim ki f < 0 olsun. Bu durumda
—f=0
elde edilir. L operatorii pozitif oldugundan
L(—f;2) >0
bulunur. L operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
—L(f;z) >0ise L(f;2) <0

elde edilir. Yani istenilen ¢zelligin gerceklendigi goriilmiis olur.

2.2 Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

Lemma 2.1 Lineer pozitif operatérler monoton artandir. Yani;

f<gise L(f) < L(g)

esitsizligi saglanir.

Ispat. Kabul edelim ki f < ¢ olsun. Bu durumda g — f > 0 olacagindan ve L

operatorii pozitif oldugundan
Lg—f)=0 (2.1)
yazilabilir. Diger taraftan L operatorii lineer oldugundan

L(g = f) = L(g) = L(J)

elde edilir. Bunun (2.1)’de kullamlmasiyla

L(g = f) = L(g) = L(f) = 0 ise L(f) < L(g)

bulunur. =



Lemma 2.2 L bir lineer pozitif operator ise o taktirde;

ILAOI< LD

esitsizligi saglanir.

Ispat. Keyfi bir f fonksiyonu icin

=A< f<If] (2.2)

dir. L operatoriiniin lineerliginden, monoton artanhgimdan ve de (2.2)’den

—L(If]) < L(f) < L(|f])
yazilabilir. Bu ise
IL(A)I < LI f])

oldugunu gosterir. m

Tanim 2.4 n € N olmak iizere f, (x)’e bir fonksiyon dizisi denir ve (f,,) ile gos-

terilir.

Tanim 2.5 n € N olmak iizere L, (f;x)’e bir operator dizisi denir ve (L,,) ile

gosterilir.

Tanim 2.6 Kapali bir [a, b] aralig: iizerinde siirekli ve reel degerli fonksiyonlardan

olugan kiimeye C'[a, b] fonksiyon uzay1 denir. Bu uzaydaki norm,

LF @)ooy = max | f (z)]

a<z<b
seklinde tanimlanir.Burada
Vf,g€Clab]igin f+ g€ Cla,b]
Vf,geCla,bligin f+g=g+ f
Vf,g,heClabicin (f+g)+h=f+(g+h)
VfeCla,b] igin 30 vardir ki f+0 =60+ f = f
VfeCla,bligin 3f vardir ki f+ f'=f'+f =0
VfeCla,bl ve A € Cigin Af € Cla,b]
VfeCla,bl ve A, pe€ Cigin (Au) f=X(uf)
VfeCla,bligin 1.f = f

® NS ool W e



9. VfeCla,blver,peCicin (A+pu)f=Af+puf
10. Vf,geCla,blve \e Cicin A(f+g)=Af+ g
11. VfeCla,b) igin ||f|| >0

12. VfeCla,bigin ||f||=0 < f=0

13. VfeCla,b ve A € Cigin |[Af] = Al f]]

14. Vf, g€ Cla,b]icin [[f +g| < IfI| + llgl
kosullar: saglandigindan C [a, b] Lineer Normlu U zaydir.

Tanim 2.7 (f,) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C'[a,b] lineer normlu uza-

yinda diizgiin yakinsak olmasi igin, Vz € [a, b] iken

nh_{go 1o (@) = f (5'3)”0[(1,1;] =0
olmasidir. Daha agik olarak ise

lim max |f,(z)— f(z)]=0

n—oo a<zr<b

egitliginin saglanmas1 demektir.

Teorem 2.1 (Korovkin Teoremi)f, [a, b] araliginda siirekli, tiim reel eksende sinirh
olsun. L, (f;z) lineer pozitif operatorlerin dizisi, Vo € [a,b] i¢in «, (z), 3, () ve
7, () 0 a diizgiin yakinsayan diziler olmak tizere
L,(L;z) = 14 a,(x)
L,(s;x) = x+p,(2)
L, (52; x) = 22+, (2)

esitliklerini saghyorsa L,, (f; ) [a, b] lizerinde f () fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.
2.3 Siireklilik Modiilii

f € Cla,b] olsun. Y6 > 0 i¢in

w(f;0) = fél[pb}\f(t)—f(fv)l
jt—z|<5

ile tanimlanan w fonksiyonuna f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir.

6



Lemma 2.3 Siireklilik modiilii asagidaki ozellikleri saglar:

(0). w(f;0)=0

(17) . 01 < dgise w(f;01) <w (f;02)

(171) . m e Niginw (f;md) <m w(f;9)
). ANERTi¢inw (f;A) < (1+ N w(f;0)

(v). lim w(f;0)=0

0—0
(i) |f ()= f (@) Sw (f5lt— 2]
wii). 1 () = f @] < (1+50) w (£:9).

ispat. () . Tamim geregince, siireklilik modiilii mutlak degerin supremumu oldugun-

dan ispat agiktir.

(1) . 61 < 09 icin |t — x| < Jy bolgesinin |t — z| < §; bolgesinden daha biiyiik oldugu
aciktir. Bolge biiyiidiigii taktirde, alinan supremumunda biiyiiyemesi gerektiginden

ispat tamamlanir.

(#31) . Siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay:

w(f;mo) = fél[pb} |f(t) = f ()]
[t—z|<md

yazilabilir. [t — x| < md i¢in ¢ = 2 + mh secilmesiyle |h| < ¢ elde edilir. O taktirde
w (f;md) = sup |f (z +mh) = [ (z)]
T, t€la,
|h|<é

seklinde yazilabilir. Diger yandan

m—1
sup |f(z+mh)— f ()| = sup |D [f(x+ (k+1)h)— f(x+kh)]
x,tela,b] ztelad] |12
|h|<d |h|<6

olup, sag tarafa iiggen egitsizligi uygulanirsa

fél[pb}\f(ﬁmh)—f(x)! < ) f;l[pb]\f($+(k+1)h)—f($+/fh)!
“hi<s I

< w(f;0)+...+w(f;9)

= mw(f;9)

7



elde edilir.

(). A € RT sayisinin tam kismu [|A]] ile gosterilirse bu durumda [|A|]] < A < [|A|] +
1 esitsizliginin gegerli oldugu agiktir. Simdi bu esitsizlikten ve (ii) de ispatlanan

w (f;0) mn azalmayan fonksiyon olmasim kullanarak
w (f;20) < w (f5 (Al +1)0)

esitsizligi yazilabilir. [|A|] pozitif bir tamsay1 oldugundan iistteki esitsizligin sag

tarafina (i77) 6zelligi uygulanabilir. Bu durumda

w (f; (AT + 1) 8) < (1M +1) w(f39)

esitsizligi elde edilir. Ayrica V) € R igin [|[A\|]]+1 < A+1 oldugu goz 6niine alinirsa

w (£ ([AT+1) 8) < (A+1) w(f;9)
olur. Sonug olarak
w (f;A0) < (A+ 1w (f;9)
elde edilir ki, bu ise ispat1 tamamlar.
(v). |t —z| < 0 esitsizligindeki 6 — 0 olmas1 ¢ — x olmasi anlamina gelir. f

fonksiyonu siirekli oldugundan, siireklilik tanimina gore ¢t — z igin |f (t) — f (z)] —

0 oldugundan ispat agiktir.

(vi). w(f;0) ifadesinde § = |t — x| secilirseelde edilir. O halde |f (t) — f (z)] lerin
supremumu w (f; [t — x|) olacagindan, |f (t) — f (z)| ifadesi w (f; |t — z|) den kiigiik

kalacaktir. Bu ise istenilendir.

w(filt —=z|) = sup [f(t) = f(z)

z€la,b]

(vii) . (vi) bzelliginden

£ - f @) Sw(f;|t—x]):w<f;_‘t_6x‘5>
8



yazilabilir. Bu esitsizlikte (iv) 6zelligi kullanilirsa

|t — 7]

Lﬂﬂ—f@ﬂS( +ﬂ)wﬁﬁ)

bulunur ki bu ise ispati tamamlar. m

Tanim 2.8 f reel degerli, siirekli bir fonksiyon, a € (0, 1] olmak iizere V z,y €

[0, 00) igin
[f(z) = fy)| <Mz —y[*

saglanacak gekilde bir M > 0 varsa f fonksiyonuna a ’yinci basamaktan Lipschitz
siirekli fonksiyondur denir. Lipschitz siirekli fonksiyonlarin kiimesi Lip,; () ile gos-

terilir.

Tanim 2.9 C'[0,00) ve Cp [0, 00) uzaylar sirasi ile
C'10,00) ={f :]0,00) — R, siirekli}

ve

Cpl0,00) ={f:]0,00) — R, siirli}
seklinde tanimlanmigtir. Cz deki norm
1fllc, = sup[f(2)]
x>0

seklindedir.

Tanim 2.10 f € Cp[0,00) olmak iizere ikinci siireklilik modiilii

w (f30) = Sup6||f(- +20) =2f (+ 1)+ Olle, (2.3)

0<t<

olarak tanmimlanmigtir.

Tamm 2.11 f € Cp[0,00) Petree’s K-fonksiyoneli

K(f:)= it LI = glle, + ol |

geC%[0,00

9



olarak tanimlanir, burada
C%10,00) :={g € Cp[0,00): ¢,g" € Cl0,00)}

ve
lgllez, == llglle, +19'llcy + 119"l

seklinde olup
K (£38) < M {wy (£55) +min (130) ||, } (2.4)

her 6 > 0 i¢in gegerlidir. M sabit olup f ve ¢ dan bagimsizdir

10



3. LAGUERRE POLINOMLARINI iCEREN BiR OPERATOR YARDI-
MIYLA SINIRLI SALINIMLI FONKSIYONLARA YAKLASIM HIZI

n > —1 olmak tizere, n. dereceden genellestirilmis Laguerre polinomlari;

esitligi ile verilir.

Genellestirilmis Laguerre polinomlari i¢in dogurucu fonksiyonu

> - 1 —xt
;Lé)(t)xk:mexp<l_x) (3.1)

esitligi ile tammmhdir. (3.1) esitliginden

il n+1 xt = (n) k
1=(1—2)""exp (1 - x) > LV (t)x (3.2)
k=0
oldugu agiktir.
(1 _ yntl i () () k
Mpr(x,t) == (1 —x)" exp 12 L.” (t)x (3.3)

olsun. Cheney ve Sharma (1964),

(Pof)(z,1) Zf(lH )mmk(x,t) (3.4)

lineer pozitif operatoriinii tanimlamiglardir. Ayrica m,, i (z,t) ¢ekirdeginin n = 0

hali P (¢; = k) y1 vermektedir.

Burada ¢ < 0 kabul edilen bir parametredir. ¢ = 0 6zel durumunda (3.4) esitligi ile
tammmlh (P, f)(x,t) operatorii,

=05 () ()

k=0

Meyer-Konig ve Zeller(1960) operatoériine doniisiir.
11



Ozel fonksiyonlar: iceren lineer pozitif operatorler son yillarda oldukca cahisilmakta
olup, bu ¢aligmalardan bahsetmekte fayda vardir (6rnek i¢in bakimz Altin vd. 2005,
Ozarslan 2007, Tasdelen ve Erencin 2007, Tasdelen vd. 2012, Varma vd. 2012a,b,
Varma ve Tasdelen 2012).

Bojanic (1979) ve Bojanic ve Vuillemier (1981) sirasiyla Fourier serileri ve Fourier
Legendre serilerinin sinirh saliniml fonksiyonlara yaklagim hizlarin1 hesaplamislardir.
Cheng (1983a,b) ise, Bernstein ve Szdsz operatérleri igin bu tip iki sonug elde et-
migtir. Bojanic-Vuilleuimier ve Cheng’in temel ¢aligmalarindan sonra, metodlar: bir
gok galigmada kullamlmigtir (6rnek i¢in bakimiz: Zeng 2000, Guo ve Khan 1989,
Karsli ve Ibikli 2008, Guo 1989).

Bu boliimde, (3.4) esitligi ile tanmiml Cheney ve Sharma operatorlerinin noktasal
yakinsaklik hzindan bahsedilecektir. Ozellikle olasilik teorisinin bazi metod ve
teknikleri yardimiyla (3.4) esitligi ile tammmh (P, f) operatoriiniin, f(z+) ve f(z—)
nin var oldugu x noktalarinda, [0, 1] araliginda tamimh sinirli salimimli fonksiyonlara
yaklagim hiz1 hesaplanacaktir. Burada f(z+) ve f(z—) sirasiyla sag ve sol limitleri

gostermektedir.
3.1 Bazi1 Temel Tamimlar ve Lemmalar

Bu kisimda ana teoremimizi ispatlamak igin gerekli olan bazi temel tanim ve lem-

malar1 agagida verelim.

Tanim 3.1 f, [a,b] lizerinde tamimli, reel degerli bir fonksiyon, P = {zg, x1,...,2,}
[a, b] araligimin bir pargalanmasi ve P de [a,b] araligimin tiim P pargalanmalarimin
kiimesi olsun. f nin [a, b] iizerindeki toplam salinimi

b

V() =sup > [ f(ax) = f ()|

PeP

genigletilmis reel sayisidir.
12



b
Eger \/(f) sonlu ise f fonksiyonu [a,b] {izerinde siirli salmimlidir, denir. [a, d]

tizerinde sinirh salimiml fonksiyonlarin sinifi BV [a, b] ile gosterilir.

Tanim 3.2 f : [a,b] — R Lebesgue olgiilebilir, smirh ve g : [a,b] — R sagdan
siirekli, azalmayan bir fonksiyon ise, Lebesgue—Stieltjes integrali

b

[ fdgta)

a
olarak tamimlanir.
Eger g artmayan ise, Lebesgue-Stieltjes integrali

b b

[ t@asta) =~ [ sa)a(-g)@

a a

olarak da tamimlanir.

Tanim 3.3 X rastgele degiskeninin beklenen degeri

> xP(x) x kesikli
E(z) =4 &m ) .
[ xP(x) x strekli

—00

ve varyansl

seklindedir. Ayrica a gegerli bir say1 olmak tizere F[(z — a)"] e x rassal degiskeninin

a civarindaki 7. momenti denir ve

> (z—a)" P(z;) x kesikli
Blw—ay)={ & o
_f (z —a)" P(x;) x surekli

seklinde gosterilir.
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Lemma 3.1 Her z € [0,1] ve n > 1 igin,

(P 1)(z,t) = 1

tx

(Pos)(@,t) = o - n(l—2) (3.5)
9 2 tz? B tw z
(Fas)@ 1) < @ n(l—z) n(l-2x) * n
(Puls — ).ty < L0 (3.6)
dir.

Ispat. (3.5) in ispati i¢in, Cheney ve Sharma (1964) e bakilabilir. (3.6) nin ispati

i¢in, (3.4) esitligi goz oniine alinirsa,

(Pals = 0)(ayt) = fj( - —x)2mn,k<az,t>

— k+n
[e.9) /{ 2 [ee] k

== . 4 n 7t -2 R n at
;(k—i—n) (2, 0) x;(k+n>m”“($ )

+z? Z My (2, t)
k=0

bulunur. (3.5) den,

(Puls — o) t) < a2o 10 M +£—2x<x—%)+x2

<

esitsizligi elde edilirki, bu ispat1 tamamlar. m

Lemma 3.2 : z € (0,1) ve K,, (2,1, y);

Yoo mpg(z,t), 0<y<l1

k<ny/(1-y)
Kn,k<x7t7y> = 1’
0, y=20

olmak {izere yeterince biiyiik n ’ler i¢in

(i) 0 <y <z icin, Kz, t,y) < 20=0

n(a—y)?
(i) o < 2 < Tigin, 1= Ky, t,2) < 200,
dir.
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Ispat. Tk olarak () nin ispatin1 yapalm. Lemma 3.1 den,

(Pals — o).ty < L0

dir. Ayrica 77 <y <z i¢in

[k/(n + k) — af*

(y —z)? =

oldugu goz oniine alinirsa, yeterince biiyiik n ’ler i¢in

Kolz,ty) < > max(a,t)

k/(n+k)<y
Kt R) =
: k/(mzkky (y — ) (@)
(P.(s — x))(z,1) 4 z(1—t)
(y —x)? ~n(y —x)?

esitsizligi yazilir. Bu ise (i) nin ispatini tamamlar. Simdi de (i¢) nin ispatim elde

edelim. (P,1)(z,t) =1 oldugundan

1 = Zmnkxt
1 = Z M k(x,t) + Z Mg (2, )

k<ny/(1—y) k>ny/(1-y)
1-— Z Mmpr(x,t) = Z M k(1)
k<ny/(1-y) k>ny/(1-y)
1— Kn,k(xv tu y) = Z mn,k(xﬂ t)
k>ny/(1-y)
denklemi elde edilir. Diger taraftan z < z < —= icin
\k/(n+ k) — x|2 -1
(z—x)?

oldugu gozoniine alinirsa

1 — Kpp(z,ty) < Z [k/(n + k) 2_ x|2mn,k(x,t)
iy )
(Pa(s —2)*)(@,t) _ a(l-1)
- (z —x)? = n(z — x)?

esitsizligi yazilir. Bu ise (i) nin ispatini tamamlar. m
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Lemma 3.3 Eger y dejenere olmayan olasilik dagiliminda pozitif degerli rastgele

bir degisken ve E(y?), E(y®) ve E(y*) < oo ise, bu durumda

E(y®) < (E(W)Ey")"?

dir.

Lemma 3.4 z € (0,1) olmak tizere

i::k(l —2)exp (1‘2

) L,go)(t):pk _ —z(z+t+1) (3.7)

(z = 1)

G t
Z E*(1 — x) exp (1 a;’ :17) Lg)) (t)z*
k=0

_ z(tr + (v — 1)2<;(cx—|-_1i;— t(3z* — 22 — 1)) (3.8)

G t
Z E*(1 — x) exp (1 :1;’ x) Lg)) (t)z*
k=0

_ —z(32? + (z — 1)(2? (—;4_.%;;61) + 3t2z(22% —z + 1) (3.9)
+t(x —1)*(72? + 10z + 1))

(z —1)°

ve

g E*(1 — z)exp <1 vt ) L,io)(t)xk
—x
k=0

(e 4 26327 (52® — 22 — 3) + t*(x — 1)?x(252° + 40z + 7) (3.10)
N (x = 1) '
+(x — D423+ 1122 + 11z + 1) + t(x — 1)3(1523 + 5522 + 252 + 1))

(z = 1)

dir.

Ispat. n = 0 icin, (3.1) esitligi

> 1 —at
L(O)t k‘:
; e W =gy e (T




sekline doniigiir. Her iki tarafin x ’e gore tiirevi alinirsa;

; kLP (e = 5 . ) &P (1_:;; 7;> [1(1_—33 x_>2t]

elde edilir. Esitligin her iki tarafi = ile carpilip esitlik diizenlenirse,

= xt 0  —w(r+t+1)
kzzok(l — x)exp (1 —x) Lé)(t)xk BT

elde edilir. Bu ise (3.7) esitliginin ispatini verir. (3.8)-(3.10) nin ispat1 ise benzer
sekilde yapilabilir. =

Lemma 3.5 (; rastgele degisken

PG =) = (1= a)exp (12 ) V(0

l1—2z

ise, bu durumda

n=E()
2 _ o r(txta+t—1)
o =BG -w= CESIE (3.11)
E@l—m4:{x6tﬂl+@'+@—1)@<;?Sj)+ﬂx+i®:—MM—l»}
(3.12)

ve

3 2(tr+x+t—1)((z—1)%(22+7x + 1) + t(2* + 1622 — 162) — 1))
E(G—p)” < \/ (x —1)°

dir.
Ispat. (3.7) den,

p=E() = Zk(l — I)exp (1xt > L,(go)(t)xk = %

— X
k=0

yazilabilir. (3.7) ve (3.8) dikkate alinirsa

o’ = E(¢,—p)?=E()—2uE(()+up

B(G) - (B(e)? = )
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ve (3.7), (3.8) ve (3.10) dikkate alinirsa

E(C1) = 4pE(C}) + 64°E((T) — 4°E(¢y) + '
r(3t2x(1+2)? + (z — 1)*(2* + 7o + 1) + t(2* + 162 — 162) — 1)
(z —1)°

E(¢ — #)4

bulunur. Lemma 3.3 de, yukarida elde edilen esitlikler gbz 6niine alinirsa

EG = < (BG —pE(G —w")"”

B \/x2(tx ot —1)((x— 1222+ 7o + 1) + t(z* + 1623 — 167) — 1))
- (x —1)?

elde edilir. Boylece Lemma 3.5 in ispat1 tamamlanmig olur. m

Asagidaki Lemma olasilik teorisinin klasik merkezi limit teoremi icin bilinen Berry-

Essen smiridir. Ispati ve daha fazla bilgi Shiryayev (1984), p. 432 de bulunabilir

Lemma 3.6 (Berry-Essen). (., k = 1,2,...bagimsiz aym dagilimh rastgele degisken-
ler olsun. F(() = p € R, Var((,) = E(¢, —p)? =02 < o0 ve E|¢; — pf’ < o0

olmak tizere n = 1,2, ... ve tiim ¢ ler igin,

1 “ 1 / w2/ E(C1_#)3
P(m;@k_ﬂ)ﬁt>—\/—2_w e " 2du <OW

dir. Burada 1/v/27 < C' < 0.82 dir. Bu lemmann ispat: i¢in Shiryayev (1984) e
bakilabilir.

Lemma 3.7 Her z € (0, 1) igin,

Z mn,k(xat) - l < OLA (Jf,t)
n

nz/(l—z)<k 2 \/_
dir. Burada
Al t) = 3t2x(1+ )+ (x — 1)*(2* + T2 + 1)
r(tr +x+t—1)2
t(z* + 1623 — 162 — 1)\ /?
r(te+x+t—1)2
seklindedir.
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Ispat. Lemma 3.6 den

1 E(, — )
Z M k(x,t) — 5 < C(gé—\/ﬁu)

nz/(l—z)<k

yazilabilir, burada Lemma 3.3 ve Lemma 3.5 dikkate alinirsa

1 (B(¢ — 1) E(¢G — m)h)'?
m/ékk My o(, 1) — 3 < C o/

(B¢, — )"
ai\/n

_ C% (E(gix;ﬁw)”

= C

IN

1 (3tPx(1+2)+ (x—1)2 (2 + 7o+ 1)
O—
vn r(tr+a+t—1)2
t(z + 1623 — 16z — 1)\ /2
z(tr+a+t—1)2

elde edilir. =

Lemma 3.8 Her z € (0,1) igin

1, s>z
sgn(s —x) = 0, s=uz
-1, s<=x

olmak iizere

(Pysgn(s —x))(x,t) = 2 Z My (T, 1) — 1 + () mp, (2, 1)

nx/(1—z)<k
dir. Burada
(@) = 1, =i K EN
O,x%ﬁ%jkeN
seklindedir.

Ispat. P, operatorii sgn(s — x) fonksiyonuna uygulanrsa

(Pysgn(s — x))(x,t) = Z sgn <k‘ j{_ — a:) Mg (2, )
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= Z mn?k(l',t) + Z (_1)mn,k(x7t)

ne/(l1—z)<k k<nz/(1—x)
olur.
(P 1)(z,t) = Z M k(x,t) + Z M (2, 1) + en ()M (2, 1)
nz/(1—z)<k k<nz/(l1—zx)
oldugu goz oniine alinirsa

(Pasgn(s —2))(x,t) = Y map(zt) =[1= Y mux(z,t)

nz/(l—x)<k nz/(1—z)<k

—en(x)my (,t)]

=gl Z My (2,t) — 1+ ep(@)my, i (, 1)
nz/(l—z)<k

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. =

Lemma 3.9 Her z € (0,1) icin,

flat) = flz—)
2

(Pusants = 0)(ot) + | 10) - HELTED (p oy

*

\C/%A(%t) {If(x+) = fla=)| + en(x) | f(2) = fl2=)} (3.13)

dir. Burada 6,(s)

<

1, z=s

0, x#s

0:(s) =
esitligi ile tanimli Dirac Delta fonksiyonu olup, C* belirli bir sabittir.

Ispat. 0,(s) = § (s — ) olup 6,(s) ye P, operatorii uygulanirsa

P = Y8 (= o) st

— k+n

olur. % = 7z i¢in ,(s) nin tammindan

(Po0)(z,t) = en(x)my, (2, 1)
20



elde edilir. Buradan

IR IO (sg(s — o) + [ ) — LI O gy
< P b sonts - o)) + || 1) - D ey
< f(zr+);f(a:—) 5 Z mnyk(x’t)1+5n(1‘)mn’k1(l’,t>]

nz/(l—x)<k
. ‘ [ oy - L) f@:—)} (o)
= (f(x+)f(:v))( > mn,k@vt)%*%%@mn”f’(“’”)‘
nz/(l—z)<k
. ‘ [ oy - L) f(a:—)} . 00
< )~ fa| X maslet) = 5| + 1)~ f) enlempe
nz/(l—x)<k

esitsizligi elde edilir. Lemma 3.7 ye gore,

1| C
> mnpla,t) — 5| < —=A(a,t) (3.14)
nz/(l—z)<k 2 \/ﬁ

dir. Lemma 3.7 nin ispatinda kullamlan metoda ve Guo (1989) daki ¢aligmaya

benzer sekilde islemler yapilirsa,

Moy g (2, 1) =: %A (x,t) (3.15)

elde edilir. Burada C* = max {C, C } olup (3.14) ve (3.15) den (3.13) esitsizligi elde

edilir, bu ise ispati tamamlar. m

Lemma 3.10 Yeterince biiyiik n ler icin

n m+(1\;g)
<Pngx><x,t><n?;<(11_2){k V (%)}

olup, burada

dir.



Ispat. Lebesque-Stieltjes integralinden

1
(Pof)(z,t) :/f Vdy K k(2,1 y)
0
yazilabilir. (3.16) den (P, g.)(x,t) yi asagidaki gibi yazabiliriz;

a0 = [ 0r () ot

(3.17) yi agagidaki gibi {i¢ kisma ayiralim.
1
/gx(y)dyKn,k(ﬂf, t,y) = (1g:) (2, 1) + (Iog2) (2, ) + (I3g2) (0, t).
0

Burada,
a—z/vn

(Ilgac)<‘r7t) = / gm(y)dyKn,k($7t’y)

v+(1-a)/v/n
(Lot = [ oKty
NG
1
(I3.) (2, 1) = / 0o (1) dy Ko (2,1, 9)
v+(1~2)/v/n

dir. ([19.)(x,t), (I29.)(z,t) ve (I39.)(z,t) yi ayr1 ayri hesaplayalim.

Ik olarak y € [x — x/\/n,z + (1 — x)/+/n] igin (Ig,)(z,t) yi hesaplayalim.

w+(1—2)/v/A
Burada g.(x) = 0 ve [ dyK,i(z,t,y)| <1 oldugu goz oniine alimirsa
v—3/ /7
w+(1-2)/v/n
(Ba)@t = | [ (@)~ 2@ Ko ty)
N
z+(1-z)/v/n
< 192(y) = ga ()| [dy K (2, 1, )|
=2/ /7
a+(1—2)/v/n n r+(1-z)/Vk
<V sn_lz Vo (9)
z—x/\/n k=2 z—2/VE

22
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olur. Tkinci olarak (I g,)(z,t) yi hesaplayalim. Kismi Lebesque-Stieltjes integras-

yonunu kullanirsak,

s—/\/R
([igy)(z,t) = 9:(y)dy Ky (2, t,y)
0

— gz — /R Kot

z—z/y/n
/ Kn,k (3:7 ta y)dygft (y)

2/v/n) = g2(0) K (2, 1,0)

elde ederiz. |g.(z — z/v/n)| = |g.(x — 2/v/n) — g.(2)| </ (g2) oldugundan

v—/ V7
T v=a/\/n T
|(Ilg:c)(~r’t)| = \/ (ga:)Kn,k(x7tux r :L’/\/ﬁ) v Knk z,1 y ( \/ >
z—z/\/n 0 Y
elde edilir. Lemma 3.2 nin (7) sitkkindan
1-1¢
Kn,k:('rvtv'r P x/\/ﬁ) < M

olup, bu deger yukaridaki esitlikte yerine yazilir ve Lemma 3.2 dikkate alinirsa

. o=y

|(11g2) (2, 1)] <

()

v/

V (g0

x(1—1)

z(1—1t) B ‘
0/ n(r — y)zdy ( \y/(gﬁ)

—

= \7 (92) =l = %) +

z—z/\/n

1 X
- 0/ mdy <— \y/(%))

olur. Esitligin sag tarafindaki integrale u = m, dv = d, <—\/(gx)) diyerek
y

kismi integrasyon uygulanirsa

—

1 xr
0/ mdy (— \y/(%)) =

\/gx ) o7 /
Y 0

-

o V(a)dy
Yy

-

xT

_2 E \/ (g:)dy

Y

o



ve son integralde y = x — x//u doniigiimii yapilirsa,

—

_2y)3 \/(gx)dy = _/ \/ g:}c du = x2 Z \/ gz

[ @
0 Y 1 z—z/Vu k=1z—2/Vk
esitligi elde edilir. Sonuc olarak,

‘(Ilgx)(l’,t” < \/ (E&)M

2

T B L VACARE VIV RIS SERVATS

n 2\ 2
<\/_ﬁ> z—x/\/1 0 k=1 ¢ z/vk
r(1—1t) | 1" I
= - o \(g:) + = \V ()
0 k=1 z—x/\/E
1 n ap
1—1t
< 0@+ V ey (3.20)
0 k=1 x—x/\/E

(119:)(x,t) hesaplanmig olur.
Ayni metod ve iglemler |(I3g.)(x,t)| iginde yapilirsa,

1 n z+(1-z)/Vk

(). 0)] < % Ve +> V@)
x k=1 T
(1 _ t) n x+(1-z)/Vk
k=1 ¢—2/Vk

elde edilir.
(3.19)-(3.21) esitsizlikleri, (3.18) de yerine yazilirsa,

|(Prga) (2, 8)] < |(119x)($7t)|+|(fzgx (@, )] + [([3g:) (, 1)]

1 n z+(1-z)/vVk
< \/ g:) + (92)
0 k=1 5 z/Vk
| eV
+— (92) (3.22)
k=2 o—a/VEk
1 —t 1 n T
0 1 z—z/Vk



esitsizligi elde edilir. = € (0,1) igin

Lot 1ot 1t
nz  n(l—z) nz(l—z)

ve
. o+ (1-2)/VE
V =< Vo (%)
dir. Boylece (3.22) dan,
-t 1t n O
Pn x 7t S x xX
(Pl < (2 +n<1_x)) \/g SV @)
k=1 ¢—2/Vk
n a+(l-z)/Vk
k=2 gy —z/VEk
1—¢ n z+(1-z)/vk
3 ne(l—1) \/gx +Z \/ (92)
k=1 z—2/Vk

n a+(-a)/VE

>V @) (3.23)

elde edilir. Diger yandan

k=1 z_z/VEk
olup (3.23) den,
1—t nz+1m\f na:Jrlx\/E
Pn x 7t x x
L e X DORIAVANCA) S DR VAR
k=1 ,_ z/Vk k=2 L z/Vk
yazilr. Burada n > 1 ve z € (0,1) igin 5 < iy dir.
Sonug olarak
]_—t n z+(1-z)/Vk
PTL xr 7t < xT
L e X D ORNAVANR S
k=1 z—a/VE

esitsizligi elde edilir ki bu ispatlanmak istenen esitsizliktir. m

Yukarida verilen tanim ve lemmalarin 15181 altinda asagida verilen teoremi ispat

edelim.
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Teorem 3.1 f , [0,1] de tamumlh simirh salimmh bir fonksiyon ( f € BV/[0,1])

7

olmak iizere, her z € (0,1) ve yeterince biiyiik n’ ler igin

(Puf)e) = 5o+ f-))| <

*

+35A(1’7 LS (o) = fa=)] + enl@) | f(2) = fla=)]}

dir. Burada

Az, 1) = 3t20(1 4 ) + (v — 1)%(2® + 7w + 1) + t(2* 4 162% — 162 — 1)
e x(tr +x+t—1)>2

en(z) = 1 ye=mmkeN
0 ,[E%ﬁ kIEN

b
olup, C* belirli bir sabit, \/(g.); [a,b] de g, in total salinimdir.

Ispat. Herhangi bir f € BV[0, 1] ve yeterince bityiik n ler i¢in f fonksiyonunu [0, 1]
araliginda asagidaki gibi dort pargaya ayirabiliriz.

F) = L(fen) + flem)) + gu(s) 4 LB I

~2H5x(5) (o) - 2T

(3.24)

Eger P, operatorii (3.24) in her iki tarafina uygulanirsa,

(Puf)at) = [30fe) + Fe)] (B0 + (Pt

) = 50t - 1)) (P

elde edilir. Esitligi diizenleyip her iki tarafin mutlak degerini alirsak,

(P~ |50 + s

flz+) — f(x

5 )(Pnsgn(s —x))(x,t)

< |(Pag)(at) |+\

s [f<sv> ~ L) - f<x—>>} (Ps,) ()

2
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bulunur. Buradan Lemma 3.9 ve Lemma 3.10 gtz oniine alinirsa istenen sonug elde

edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m
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4. BRENKE POLINOMLARINI iCEREN SZASZ OPERATORLERININ
BiR GENELLEMESI

Jakimovski ve Leviatan (1969) Appell polinomlar yardimiyla Szasz operatorlerinin
bir genellemesini elde etmiglerdir. ¢ (z) = 3" anz* (ag # 0), |2| (R, (R)1) diskinde bir
analitik fonksiyon olsun ve kabul edelim ki ¢ (1) # 0 olsun. pj (x) Apell polinomlar

icin dogurucu fonksiyon asagidaki sekilde tanmimlanmigtir:
g(t)e™ = pi(a)t" (4.1)
k=0

x € [0,00] igin pg () > 0 olmak iizere, Jakimovski ve Leviatan (1969)

iy omon 1 () (42

P, (f;z) = ;

operatoriinii tanimlamigtir.

(4.1) de g (t) = 1 almur ve €™ in seri agilim yerine yazilirsa kargihkh katsayilarin

zk

7 elde edilir. Bu durumda (4.2) ile verilen operator Szasz

esitliginden py, (z) =

operatoriine doniistir.

Ismail (1974) Sheffer polinomlar1 yardimiyla (1.1) ve (4.2) ile verilen operatorlerin

basgka bir genellemesini elde etmigtir. a, ve hy reel sayilar olmak iizere A (z) =

> apz (ag #0) ve H(z) = 3 hyz® (hy #0) |2] < R, (R > 1) diskinde analitik
=0 k=1
fonksiyonlar olsun. pg () Sheffer polinomlar1 igin dogurucu fonksiyon agagidaki

sekilde tanimlanmigtir

(7) x € [0,00) igin pg (x) >0, (4.3)

()A(1) # 0ve H'(1) =1,

olmak {izere

At) e =3 "py () tF, [t <1 (4.4)
k=0
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seklindedir. Ismail (1974) de

e ipk (n) f (%) neN (4.5)

k=0

T, (f;z) ZZQAT

operatoriinii tanimlamigtir ve operatoriin yaklagim 6zelliklerini incelemistir. Bu ope-

rator agagidaki 6zel durumlarda daha 6nce bilinen operatorlere doniigmektedir.

Durum 1: (4.4) ile verilen dogurucu fonksiyonda H (t) = ¢ alimirsa (4.1) ile verilen
Appell polinomlarmin dogurucu fonksiyonu elde edilir. (4.5) operatorii de (4.2) ile

verilen operatore doniisiir.

Durum 2: H (t) =t ve A(t) = 1 almursa (4.5) operatorii (1.1) ile verilen Szasz

operatoriine doniistir.

Bu boéliimde, Brenke tipli polinomlar yardimiyla lineer pozitif operatorler tanimlan-

migtir. Brenke tipli polinomlar1 Chihara 1978 i¢in dogurucu fonksiyon

A@) B (at) = 3 pi ()t (46)
k=0
olup, burada A ve B agagidaki sekilde tanimlanan analitik fonksiyonlar
At) = > at", ag#0 (4.7)
r=0
B(t) = Y bt , b #0 (r=>0) (4.8)
r=0
ve
k
pr (x) = Z ap_rbpx” , k=0,1,2,... (4.9)
r=0
ve de
() A()A0, %FEE>0, 0<r<k, k=012
(17) B :[0,00) — (0,00), (4.10)

3
(13i) (4.6), (4.7) ve (4.8) serileri |t| < R, (R > 1) igin yakimsaktir.
dir. Yukarida verilen kosullar altinda Brenke tipli polinomlari iceren lineer pozitif

operatorler

Ly (f;z) = m kz:%]?k (nz) f (g) (4.11)
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seklinde tanimlanmigtir, burada x > 0 ve n € N dir. Asagidaki ¢zel durumlarda

(4.11) ile verilen lineer pozitif operatériin hangi operatorleri igerdigini gorelim.

Durum 1: B (t) = €' alinirsa (4.6) ile verilen esitlik (4.1) e, (4.11) ile verilen

operator ise (4.2) ile verilen operatore kargilik gelir.

Durum 2: B (t) = e’ ve A(t) = 1 alinwrsa Szasz operatorii tekrar elde edilir.

4.1 L, Operatdriiniin Yaklagim Ozellikleri

Lemma 4.1 Vz € [0, 00) icin

L,(L;z) = 1 (4.12)
L,(s;x) = i ((:Ix))a: > 711414((11)) (4.13)
2,y _ B'(nz) , B(nz)24"(1) + A(1)]
L, (s%z) = B T ORI (4.14)
+m {A" (1) + A"(1)}

dir.

Ispat. (4.6) de verilen Brenke tipli polinomlarm dogurucu fonksiyonunda t = 1

alinir ve her iki taraf m ile carpilirsa

1 o0
m;pk (nr) =1

elde edilir. Bu durum operatorde dikkate alinirsa (4.12) esitligi elde edilir.
(4.6) ile verilen esitlikte n yerine nz alinir her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinir ve

her iki taraf ¢ ile ¢arpilirsa
tA’ (t) B (nat) + nxtA(t) B' (nat) = Z kp (nx) t* (4.15)
k=0

elde edilir. Bu esitlikte ¢ = 1 alinir ve her iki taraf ile carpilir ve bu durum

1
nA(1)B(nx)
operatorde dikkate almirsa (4.13) esitligi elde edilir.
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(4.15) de verilen esitliginin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinir ve her iki taraf ¢

ile carpilirsa
*n*2*A (1) B" (nat) + nz B’ (nat) {26 A" (t) + tA (1)}

+B (nzt) {t*A" (1) + tA' (1)}
= Z E*py (nx) t*
k=0

elde edilir. Bu egitlikte ¢ = 1 alinir ve her iki taraf m ile carpilir ve bu
durum operatorde dikkate alinirsa (4.14) esitligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1 Eger f € C'[0,00) N E ve

. B'(y) . B"(y)
lim =1 and lim
y—oo B(y) y—oo B(y)

=1 (4.16)

ise o taktirde
lim L, (f;z) = f (z)
dir. Yani L, operatoérleri [0,00) un her kompakt alt kiimesinde f fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir. Burada
E:={f:VYz€[0,00),|f(z)] <ce™ A€ R veceR"}

dir.

Ispat. (4.12),(4.13) ve (4.14) esitliklerinin her iki tarafinm n — oo icin limiti

alimirsa

lim L, (1;z) = lim1

= aj‘o
. . B'(nz) . A1)

lim L, (s:2) = 1 1

noo (532) oo B (nx) v nA (1)
=z

, . B"(nx) . B'(nz)[2A" (1) + A(1)]

2, - 1 2 1
Jn L (5% 0) = lim e+ i = B )
1
lim ——— {A" (1) + A’ (1
Jim s L7 (1) + 4 (1)

= x2
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oldugu bulunur. Buradan

lim L, (s';z) =2’ i=0,1,2

n—oo

yazilabilir.
Yukaridaki yakinsama [0, 00) un her kompakt alt kiimesinde diizgiindiir. Korovkin

teoreminden istenilen elde edilir. m

Lemma 4.2 (Gavrea and Rasa 1993) g € C?[0,00) ve (P,),~o, Pn (1;2) = 1 zel-

ligini saglayan lineer pozitif operatorlerin bir dizisi olsun. Bu durumda

Pu(gi) — g @] < Ig1Pu (5= 0 32) + 5 101 Ba (5 = )52)  (417)

dir.

Lemma 4.3 (Zhuk 1989) f € C'[a,b] ,h € (O, I’_T“) ve [, f fonksiyonuna bagh olan

ikinci dereceden Steklov fonksiyonu ise bu durumda
. 3
O~ 11 < Sus(F:h) (115)

) IR < g (i)

esitsizlikleri saglanir.

Lemma 4.4 z € [0,00) igin

B" (nz) — 2B’ (nz) + B (nz) } 2 (4.19)

Lo ((s —2)*52) = { B (1)

2A" (1) [B' (nx) — B (nx)] + A (1) B' (nx)
o nA () B (na) f

{A"() + A (1)}

1
n?A (1)

_|_

dir.
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Ispat. L, operatoriiniin lineerlik 6zelliginden,

L, ((s— z)?; z) = L, (s*;x) — 2zL, (s;z) + 2°L, (1;2)

elde edilir. Lemma 4.1 den ispat tamamlanir. =
L, f operatoriiniin f fonksiyonuna yakinsama hizin1 agagidaki teoremlerde verelim.

Teorem 4.2 f € C'[0,00) N E olsun.

Lo (fi2) = £ (@) < 20 (£53/ 3 (@)

dir. Burada
A=A (@) = Ly ((s — 2)%:2) = {B/f(m) —fééZfHB(m)}xQ
2A' (1) [B’ (nx) — B (ngj)] + A (1) B (na:)
4 { nA (1) B (nx) }:E
oy A+ A ().
seklindedir.

Ispat. (4.12) den
L (fi2) = [ (2)] = |Ln (f;2) = f (2) Ln (L; )]
yazilir. L, lineer operator oldugundan

Lo (f37) = f(2)] = [La(f;7) = f(2) Lo (1;2)]
= |Ln(f(s) = [ (z);7)]

elde edilir. (4.11) den

Lo (f;2) = [ (2)] = A(l)JlB(na:) kf;pk (nx) <f (%) _ f(a:))
- A(l);(nm) ;p’“ (nz) { f (%) — f(z)
- A(1);(m) gpk (nz) | f (%) — [ ()




bulunur, siireklilik modiiliiniin 6zellikleri kullanilirsa

|Ln (fax) -

esitsizligi bulunur.

f (@)l

<

k=0
(nx) Zpk (ne)w (f’ 'fb
k

+

()B(nw§zpk nx |k_x}
k=0

1

\ + ()B(na: 521% nx |k_x}

Cauch-Schwarz esitsizligi ve (4.6) den

— —
n

Zpk (nx) K

<

) (515 )
k=0 k=0

7
)

Ve

A(1) B (nx) { (n7) Zpk n)
A(1) B (nz) {L, ((s — z) ;x)}%
A(1) B (nz) /A (z)

elde edilir. Bulunan (4.20) da dikkate alinirsa,

bulunur, § =

|Ln (f;

A (7) segilirse istenilen sonug elde edilir.

- @l {1+ VG
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Teorem 4.3 f € C'[0,q] icin
L0 (f52) = F @] < 2 W2 + 5 (0t 24 1) wa ()

dir. Burada

h:=h,(x)= Q/Ln ((s—x)2;a:’)

| f]l = max |f (z)] ve wa (f;h) (2.3) de tamumlandigy gibidir.

z€[a,b]

Ispat. f;, f fonksiyonuna bagh olan ikinci dereceden Steklov fonksiyonu olsun.

(4.12) den

L (f52) = f ()]

IN

| L (f = frs )| + |Ln (fr;2) — fo ()] (4.22)
+ | fu () — f (2)]
< 2{fn = fll + |Ln (fr;2) — fr (2)]

elde edilir. f, € C?[0,a] ve Lemma 4.2 den

Lo (i) = o @) < W T (G5 = 0%52) + 5 U L (5 = 50) - (4.23)

bulunur. Landau egitsizliginde Lemma 4.3 gozoniine alinirsa

2 a
10 < A+ 5
2 3a 1

< a 1Al +Zﬁw2 (f;h)

esitsizligi elde edilir.
h = </Ln ((s — z)?; x) olmak tizere (4.23) de bu son esitsizlik ve Lemma 4.3 dikkate

alinirsa

L (isa) = o @] < 2 NFIR + S (F2 ) + SR (Fih) (420

elde edilir.

(4.22) de (4.24) yerine konulur ve Lemma 4.3 iin (i) sikki dikkate alinirsa teoremin

ispat1 elde edilir. m
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Uyar: 4.1 Teorem 4.3 iin ispat1 h € (0, %) i¢in verilmistir. B (t) = ¢', A(t) =1

ve x = 0 durumlarn igin h := h, (z) = </Ln ((s— z)? ;z) esitliginden h = 0 oldugu

goriiliir. Bu durumda Teorem 4.3 deki esitsizlik h = 0 oldugunda da saglanir.

Teorem 4.4 f € C%[0,00) olsun. Bu durumda

Lo (f52) = F(2)] < A1 flleg,

dir. Burada
B”(nm)f2B/(nm)+B(n‘r)x2 + (B’(n:r)7B(mv))(nA(1)+2A’(1))+A(1)B’(nx)m
,: ( ): B(nx) nA(1)B(nz)
T e T 1 " /
+am (A" (D) + (e + 1) A (1)}
seklindedir.

Ispat. fin Taylor acilim, L, operatorlerin lineerlik 6zelligi ve (4.12) dikkate alinirsa

Lo (fi) = £ () = £/ (@) L (s = 750) 4 30 () L (s = 2)%30)  (4.25)

elde edilir ve n € (z, s) dir.

~,_ B'(nx) - B(nx) A (1)
L,(s—z;z)= B (n7) a:—i—nA(l)ZO

ve x < s igin Lemma 4.1 de (4.13) esitligi ve Lemma 4.4 dikkate alinirsa

B’ (nx) — B (nx) A’ (1)

Lo (f;2) — < ‘
| (f,fL’) f (l’)| — B (TL{L') T+ TLA(].) ||f ||CB
B" (nx)—2B’(nz)+B(nz)
.l sy 11
2 | | AWB (ma) 24 W (na)=B(na)] | A"()+A'(1) Cp
nA(1)B(nz) n2A(1)
7 _ /
< [B (nx) — 2B’ (nz) + B (mﬁ)a72
B (nx)
+(B’ (nz) — B (nz)) (nA (1) +2A" (1)) + A(1) B’ (nx)
x
nA(1) B (nx)

+m%<1> {A" () + (n+ 1) A ON [ fllez

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmig olur. m
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Teorem 4.5 f € Cp|0,00) olsun. Bu durumda
L (f32) = £ (@) < 20 {ws (f5/5) + min (1,6) } /],

dir. Burada

1= b, (1) = 57, (1)

ve M > 0 olup ¢ ve f den bagimsiz bir sabittir. Burada 7, () Teorem 4.4 deki
gibidir.

Ispat. g € C%[0,00) olsun. Teorem 4.4 den

Lo (f52) = f (@) < Lo (f = g;2)[ + [Ln (g5 7) — g (2)] + [g (2) — f ()]
B" (nx) — 2B’ (nx) + B (nz) ,
S 2||f_g”CB+[ B(n:v) Z
+(B’ (nx) — B(nz)) (nA(1)+ 24" (1) + A1) B (nx)x
nA (1) B (nz)
+#(1) {A"(1) + (n+ 1) A (W} llglles,
= 2/l — gllc, + 3 llgllcs (4:26)

elde edilir. (4.26) esitsizliginin sol tarafi g € C'% [0, 00) fonksiyonuna bagh degildir,

bu nedenle

Lo (f5 ) = f ()] < 2K (f;0) (4.27)

dir. Bu egitsizlikte (2.4) esitsizligi dikkate alinirsa
Lo (f32) = £ (@) < 20 {uws (£55) + min (1,6) }[1£],

elde edilir. m

Uyar: 4.2 (4.16) varsaymm altinda Teorem 4.2-4.5 de n — oo iken A, h, v ve ¢§

sifira yakinsar.
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4.2 Ornek

. - ¢k
" exp (wt) = Z gt (2, h) ] (4.28)
k=0 '

Gould-Hopper polinomlar i¢in dogurucu fonksiyon

7]

gt (v, h) =

k!
he k—(d+1)s 4.29
sSk—@d+1s)l " (4.29)

vl
[e=)

formundadir. Burada [.] tamsay1 kismini gosterir. g¢™ (x, h) Gould-Hopper poli-
nomlar1 Hermite tipi Douak 1996 d-ortagonal polinomlardir. d-ortagonal kavrami

Van Iseghem (1987) ve Maroni (1989) tarafindan agiklanmigtir.

A(t) = """ ve B(t) = e olmak iizere (4.28) den Gould-Hopper polinomlarmin
Brenke tipli polinomlar oldugu agiktir. & > 0 ise (4.10) ve (4.16) kosullar ile (4.11)
ile verilen L, operatorii icin saglanir. O halde L, operatoriiniin Gould-Hopper

polinomlarini iceren acgik formu

o (e
Ly (fyx)=emeh 3 I 00 g{:! ’h)f@) (4.30)

seklindedir. 7 = 0 icin g@*! (nz,0) = (nz)* olup bu durumda (4.30) operatorleri

bilinen Szasz operatoriine doniisiir.
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5. BRENKE POLINOMLARINI ICEREN SZASZ TiPLIi OPERATOR-
LERIN KANTROVICH TiPLi GENELLEMESI

Bu boliimde (4.11) de verilen operatorlerin bir Kantrovich tipi ve bazi yaklagim

ozellikleri incelenecektir.

(4.10) varsayimlar altinda (4.11) operatorlerinin Kantorovich versiyonu

(o pp—— P AT 6.1

K, (f;z) = ————— P (nx / f(t)dt 5.1
A1) B (na) 2~ e

seklinde tanimlanmigtir, burada z > 0 ve f € [0,00) dir. (5.1) ile tanimlanan K,

operatoriiniin lineer ve pozitif oldugu agiktir.

(4.6) esitliginde B (t) = e!, A(t) = 1 alimir ve €* nin seri agilimi yerine yazilir ve t*
nin karsilikli katsayilar: egitlenirse, py () = ”,i—lf olarak elde edilir. Bu durumda (5.1)

operatorii

X (np)F EHD/n
K, (f;z) = ne‘”xz% /k f(t)dt (5.2)

k=0 /n
seklindeki Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatoriine doniigiir (Butzer 1954).

(5.1) de B (t) = e' alimirsa Jakimovski ve Leviatan(1969) tarafindan verilen (4.2)

operatoriiniin Kantorovich modeli elde edilir.
5.1 K, Operatoriiniin Yaklagim Ozellikleri

Lemma 5.1 Vz € [0, 00) i¢in

K,(liz) = 1 (5.3)
K, (s;2) = B;/((Z;))x+2A,2(i)/l+(§(l) (5.4)
+m {A” (1) + 24/ (1) + @}

dir.
39



Ispat. (4.6) de verilen Brenke tipli polinomlarin dogurucu fonksiyonunda z yerine

nx, t = 1 alimir ve her iki taraf m ile carpilirsa
A)B(nat) = > p(na)th (5.6)
k=0

A()B(nz) = Y pi(nx) (5.7)

elde edilir. Bu durum operatorde dikkate alinirsa (5.3) esitligi bulunur.

(5.6) ile verilen egitligin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
A" (t) B (naxt) + nxA (t) B (nat) Z kpy (na) th (5.9)

esitligi bulunur. Bu egitlikte sirasiyla ¢ = 1 ahnlr, esitligin her iki tarafi 2 ile
carpildiktan sonra (5.7) esitligi ile taraf tarafa toplanip her iki taraf m ile

carpilirsa

B (nz)  2A(1)+ A1) 1 o0
B (nx) z 2nA (1) ~ A (1) B (nx) g(% + 1)py (nx)

elde edilir. Bu durum operatorde dikkate alimirsa (5.4) esitligi elde edilir.
(5.9) ile verilen esitligin her iki tarafi ¢ ile garpildiktan sonra ¢ ye gore tiirev alinr,
elde edilen esitligin her iki tarafi 3 ile carpilip (5.6) esitligi ile taraf tarafa toplanir,

t = 1 alinip esitligin her iki tarafi ile carpilirsa

A

B'(na) , 2B () A+ AW] L [ AQ)

B " T nA() B (na) +n2A(1){A (D) +247(1) + 3}
1 oo

~ 3n2A(1) B (nz) ;@kz + 3k + 1)py, (nx)

elde edilir. Bu durum operatorde dikkate alinirsa (5.5) egitligi elde edilir. =

Lemma 5.2 z € [0,00) igin

Ko ((s—a)2) = {B" ) = 2;@52? HBn) } % (5.10)
N {2A’ (1) [B' (nx) — B (nz)] + A(1) 2B’ (nx) — B (nz)] } .
nA (1) B (nx)

+m {A” (1) + 24/ (1) + @}
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dir.

Ispat. K, nin lineerliginden
K, ((s— z)? ;1) = K, (5% 2) — 22K, (s;2) + 2°K,, (1; 2) (5.11)

oldugu goriiliir. Lemma 5.1 deki esitlikler yerine yazilip diizenlenirse istenilen sonug

elde edilir. =

Teorem 5.1 Eger f € C'[0,00) N E ve

Jl—»lgog((s)) =1 ve Z}Lrgogl((;)) =1 (5.12)
ise o taktirde
lim K, (f;2) = f (2) (5.13)

dir. Yani K, operatérleri [0,00) un her kompakt alt kiimesinde f fonksiyonuna

diizgiin yakinsaktir. Burada

E = {f :x € [0,00),x — 00 igin lf_igi; yakmsaktlr} (5.14)

dir.

Ispat. (5.3),(5.4) ve (5.5) esitliklerinin her iki tarafinin n — oo icin limiti almir ve

(5.12) daki egitlikler yerine yazilirsa

lim K, (1;2) = lim1
= xo

: _ .. B'(nz) . 2A () + A1)

M Ko (s;2) = A ) T T A
=z

: . B 2B (nx) [A"(1) + A(1)]

K. (s2 — ﬂ 2
Jim K (5% x) = Jim By S AT AN B ) ©
. 1 " / A(l)

—= {L‘2
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oldugu bulunur. Buradan

lim K, (s;z) =2" i=0,1,2

n—oo

yazilabilir.
Yukaridaki yakinsama [0, 00) un her kompakt alt kiimesinde diizgiindiir. Korovkin

teoreminden istenilen elde edilir. m
5.2 Yaklasim Hizi

Bu kisimda, Peetre’s K-fonksiyoneli, ikinci siireklilik modiilii ve bir klasik yaklagim

yardimiyla K, (f) operatoriiniin yaklagim 6zellikleri incelenecektir.

Teorem 5.2 f € C'[0,00) N E olsun.

[ (f32) = f (@)] < 20 (f: VA0 (2) (5.15)

dir. Burada

A :)\n(x):Kn«s_x)z;gc):{B"(m;)—2;9(’752)@—I—B(mc)}x2

N {ZA’ (1) [B' (nz) — B (nx)] + A(1) 2B’ (nz) — B (nz)] } .

nA (1) B (nx) (5.16)

1

A

{A” (1) +24" (1) + @} :

seklindedir. Burada C'[0,00), [0,00) iizerinde diizgiin siirekli fonksiyonlarin uza-
yidir.

Ispat. (5.3) den

yazilir. K, lineer operator oldugundan

K (fi2) = f(2)] = [K.(fi2) = Ko (f (2)52)]

= |Ka(f(s) = f(2);2)|
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elde edilir. (5.1) den

(k+1)
Ko (Fa) =S @) = |y omoo) [ (=)
k=0 %
i
n > h
- e | [ G- e
k=0 ,
(I:H)
n it [
< TmEem ) [ 0@l
bulunur, Lemma 2.3 in (vii) 6zelliginden
(k+1)
K, (f; < z 3 [ (1 10 dt
o) =@ < g apee) [ (1realg)wiss
( A(l);(nx) kzzopk (nx) \
(k+1)
= 00 7 w (f39)
—l—m%lgopk(ms) / |t — x| dt
¢ 1+
(k+1)
K (f32) = f(2)] = s / w(f;d)  (5.17)
m%gopk(n@ / |t — x| dt

\ n

esitsizligi bulunur.

Ikinci yandaki integrale Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

1 1
(k+1) (k+1) 2 (k+1) 2
2
/|t—x|dt < /|t—x\ dt /dt
k k k
1
(k+1) 2



elde edilir. Bu egitsizlik (5.17) de dikkate alimr daha sonra elde edilen esitsizligin

sag tarafina toplam igin Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanirsa

1) 1) 2
> pr (nx) / it —az|dt < —Z / It — x| dt
o Vi
k k
(1) 2
! i": / It — z|* dt
= — n nx) -z
\/ﬁ o pk :L‘ pk
. (k+1) 2
1 o0 2 o0 ~
< me) [Cme) [ p-afa
Vi \iS k=0
k
1 1 A(l)B(nm)K((t—x)Q'x) '
= —= (A1) B (nx))? :
Vn n
A1) B (nz)\/A(1) B (nx 1
- v 4 (O )
Vv
A(1) B (nz) 1
- ADB0D () )
bulunur. Elde ettigimiz bu esitsizlik (5.17) de dikkate aliirsa,
1
Kafio) = F @I < {14 VA (5:0) (5.18)
bulunur, § = /\, (z) segilirse istenilen sonug elde edilir. =

Teorem 5.3 f € C%[0,00) olsun. Bu durumda

(Ko () = f (@) < Cl[ flleg,

dir. Burada
¢ ¢ = (o)
B" (nx) — 2B’ (nz) + B (nz) |
= { 28 (n2) }x (5.19)
N {QA’ (1) [B' (nx) — B (nz)]+ A(1)[2(n+ 1) B (nz) — (2n + 1) B (nx)] } .
2nA (1) B (nx)

+—2n2; 0 {A” (1) + 24 (1) + #} + QAIQ%L;H?(U

seklindedir.
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ispat. f in Taylor agilimi, K, operatorlerin lineerlik 6zelligi ve (5.3) dikkate alimirsa
1
K, (f;z)— f(x)=f'(2) K, (s —x;2) + §f" (n) K, ((s —2)%; :13) (5.20)

elde edilir ve n € (z, s) dir.

B (nz) — B(nz) 2A'(1)+A(1)

K,(s—z;2) = B (n7) x 2nA (1) >0 (5.21)
ve x < s igin (5.20) de Lemma 5.1 ve 5.2 dikkate alinirsa
L L - [
E[B" (nx) — 2B’ (nz) + B (nx) ,
2 B (nz) 4
+2A’ (1) [B' (nz) — B (nx)] + A(1) 2B’ (nx) — B (na:)]x
nA (1) B (nx)
b @+ 24 0 + SN,
< [B (nx) _225(523) + B (nx) .2 (5.22)
1) B nx)
2A" (1) [B' (nx) —
—(2n+1) B (nx)
* 2nA (1) B (nzx) v
+2n2;(1){A"<1>+2A'<1> S 2 g,

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmig olur. =

Teorem 5.4 f € Cp[0,00) olsun. Bu durumda

K (f32) = £ @)] <20 {ws (£V8) + min (L)} 1o, (5:28)

dir. Burada

§:=0d,(z) = =C, (x) (5.24)

ve M > 0 olup ¢ ve f den bagimsiz bir sabittir. Burada (,, () Teorem 5.3 deki
gibidir.
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Ispat. g € 0%[0,00) olsun. Teorem 5.3 den

K (f5 ) = f ()]

IN

Ko (f = i) + K (g52) — g (2)] + Ig (@) — f (2)]
< 201 = glle, +Cllglles

2[If = glle,, + 6 lgllcs (5.25)

elde edilir. (5.25) esitsizliginin sol tarafi g € C% [0, c0) fonksiyonuna bagh degildir,
bu nedenle

K (f32) — f (2)] < 2K (f;0) (5.26)

dir, burada K (f;d) (2.4) de tammlanan Peetre’s K- fonksiyonelidir.(5.25), ikinci

siireklilik modiilii ve Petree’s K- fonksiyoneli kullanilirsa

(Ko (f32) = £ (@)] < 20 s (£;V5) +min (1,6)} | £l

elde edilir. m

Uyar: 5.1 (5.12) varsaymu altinda Teorem 5.2-5.4 de n — oo i¢in \,, ¢, ve J,

sifira yakinsar.
5.3 Ozel Durumlar ve Bagka Ozellikler

h>0,A(t) = e ve B(t (t) = €' i¢gin Gould-Hopper polinomlarini igeren K, (f;x)
in Kantorovich versiyonu

k+1

K, (f;@) = ne ™™ higZH ) /f (5.27)

seklindedir.

Uyar: 5.2 (4.29) ile verilen Gould-Hopper polinomlari i¢in dogurucu fonksiyon h =
0 i¢in g (nz, h) = (nx)" olarak bulunur ve bu durumda (5.27) de verilen operator

(5.2) de verilen Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatoriine doniisiir.
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Simdi (5.27) operatorii i¢in bir Voronovskaya-tipli bir teorem verilecektir.Bu teo-

remin ispat1 icin oncelikle asagidaki lemmalar1 verelim.

Lemma 5.3 K operatorii igin

Ky (Lz) = 1,

1 1

n 2n
2

K (s2) = 224+ =(h(d+1)+ 1)z
n
1 1
t [h(d+1){h(d+1)+d+2}+§},

) 302 (d+1)°
K;(Sg;x) b x3—|—3i{h(d+1)+§}—{—% ( )
2 m* | 43h(d+1)(d+3)+ 1

1 { h2(h+3)(d+1)°+2h(h+1)(d+1) }

(5.28)
+h(d+1)+1

A3 2| 2h(h+1)(d+1)°
K (she) = o'+ 2 (n(d 1) 12+ on (h+ ) {d+1)
n n +6h(d+1)+5

| 1202 (d+1)*(d+2) + 4k (d+ 1)

n* | 42h(d+ 1) (2 + 10d + 15) + 6

B3 (h46) (d+1)" +8h (1 +3h) (d+1)> = 9h (h + 1) (d + 1)°

+— +7h(d+ 1) + 20 (d +1)* 4+ 4d (d — 1) (d + 1)* h?
+3R2d% (d+1)* + (d—2) (d—1)d(d+ 1) h + 1

dir.

Lemma 5.4 z € [0, 00) igin

K ((s —2)*;2) =§+% h(d+1){h(d+1)+d+2}+%
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K:((s—a)2) = 3n—x22+%{6h(h+2)(d+1)2+2h(d+1)(—3d+2)+5}
( B3 (h+6) (d+1)* \
+2h (h? +12h 4+ 4) (d +1)°

+— +7h(d+1) = 9h (h+ 1) (d + 1)

+4d (d — 1) (d + 1) h?

| 302 (d+1)° + (d—2) (d— 1) d(d+ 1) h + }

5 )
(5.29)
dir.
Teorem 5.5 f € C?|0,a] olsun. Bu durumda
i [ (i) = £ @] = o) {4 L+ 2 s
dir.
Ispat. Taylor teoreminden
2
FE) =f @)+ (s=) F @)+ O @) b s o n(sa) (53D

esitligi yazilabilir, burada 7 (s;x) € [0,a] ve

(s —2)°

{f(S)—f(fC)— (s —a) [ (2) = —; f”(flf)}/(s—iv)Q—n(S;w)

0

denkleminde s — x iken limit alinirsa 0

belirsizligi elde edilir. Bu denklemde iki
kez I’H uygulanirsa lim,_,, 1 (s; ) = 0 oldugu goriiliir. (5.31) in her iki tarafina K

operatorii uygulanirsa

K (fiz) = [(2)+f (@) Ki(s — i) (5.32)

fﬂz(!x) Ky ((s —2)*52) + K5 ((s — )" 0 (s;2) s 2)

+

elde edilir. Lemma 5.3 ve Lemma 5.4 den (5.32) esitligi

nlks (i) - F@) = o{ MO S

+n{§+% {h(d+1){h(d+ 1) +d+2} + ﬂ } fﬂz(!x)
+nK;: ((s — )2 (s;2) 1) (5.33)
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seklinde yazilir, burada

(k+1)
00 d+1 n

K (s =0 ssa) ) = meno S SR [ty sy s 539
k=0 ’ %

dir. Esitligin sag tarafindaki integrale Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilirsa

i, ((s —2)"n (s;2) ;o)

N

(k+1) 3 (kt1)
0o d+1 h n n
< n2e*m*hzgk <T|m’ ) / (s —x)"ds /772 (s;x)ds
k=0 T .
n ) n
(k+1) 2
d+1 h T
< n3e*na;7hzgk; Zlm’ ) / (s —x) ds
k=0 ' %
! 1
(k+1) 2
d+1 i
h
ne n:c—hzgk E:L ) /772 (s;x)ds
k=0 %

= 2K (s — 2)"s2) VKL OP (s:2) ) (5.35)

elde edilir. Lemma 5.4 den

lim n?K; ((s —2)*;2) = 322 (5.36)

n—o0

dir. Diger taraftan 7 (s;x) € [0,a] ve lims_,, 7 (s;2) = 0 iken Teorem 5.1 den

lim K (° (s;2);2) =0 (z;2) =0 (5.37)

n—oo

dir. (5.36) ve (5.37), (5.35) da dikkate alinirsa

lim nK; ((s — )’ (s; ) ;x) =0 (5.38)

n—o0

esitligi elde edilir. (5.33) de n — oo iken limit alimir ve elde edilen denklemde (5.38)

yerine yazilirsa

lim n (K (f30) = f @)] = f' (@) {h<d+ 1+ 1} TG

n—00 2 2!

ispat tamamlanir. m
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Uyar1 5.3 Teorem 5.5 de h = 0 alinirsa (5.2) de verilen Szasz-Mirakyan-Kantorovich

operatorii icin Voronovskaya tipli teorem elde edilir.
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6. BRENKE TiPLi POLINOMLARI ICEREN SZASZ TiPLi OPERA-
TORLERIN KANTOROVICH VARYASYONUNUN SINIRLI SALINIM-
LI FONKSIYONLAR YARDIMI iLE YAKLASIM OZELLiKLERI

Kantorovich tipi operatorlerin iyi bilinen baz gesitleri fonksiyonlari yeniden yapi-
landirilmas: icin kullamishdir. Ornegin, biyomedikal goriintiiler veya goriintiilerin
diger tiirleri yeniden yapilandirilabilir ve hatta cesitli pratik problemlerin ¢oziimii
boyle operatorler yardimiyla geligtirilebilir (Costarelli, Vinti 2013,
Costarelli, Vinti 2014, Vinti and Zampogni 2014).

Brenke tipli polinomlarin dogurucu fonksiyonlari, Hermite, Laguerre ve genellestiril-
mig Hermite polinomlarimi (Szegd’s) i¢inde barmdirir. Ayrica bu tip dogurucu
fonksiyonlar olasilik teori ve bazi g-ortogonal polinomlarin iiretilmesiyle de ¢ok ilis-

kilidir.

Sonug olarak bu boliimdeki ¢caligmamiz problemlerin, ortagonal polinomlarin, yak-

lasimin yeniden yapilandirilmasi i¢in faydalidir.

IC R iizerinde siurh salimml tiim fonksiyonlarin simfi BV (1) tarafindan gosterile-
cektir. Bazi yazarlar BV (1) da fonksiyonlarin yakinsama hizini elde etmek igin baz
operatorler iizerinde calismiglardir. Sinirli salinimh fonksiyonlarin yakinsama hizi,
birkag farkli operatorleri igeren Cheng 1983, Cheng 1984, Bojanic Bojanic 1979 ve
Bojanic ve Vuilleumier Bojanic and Vuilleumier 1981 gibi bir¢ok yazar tarafindan
aragtirilmigtir.  Ardindan Bojanic-Vuilleuimier ve Cheng’in temel ¢alismalarindan
sonra, metodlar bir cok calismada kullanilmigtir
(Oksiizer, Karsli, and Tasdelen Yesildal 2013, Gupta 2004, Guo and Khan 1989,
Karsli, Ibikli 2008, Pych-Taberska and Karsli 2011, Zeng 2000).

Bu boliimde lokal sinirhi salinimli fonksiyon i¢in x > 0 noktasinda yakinsama hiz
bulanacaktir. Ayrica bu boliimde (5.1) ile verilen operatoriiniin olasilik teorinin

teknikleri yardimi ile yaklagim 6zellikleri incelenecektir.
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3. boliimde bahsedildigi gibi, Brenke tipli py (nz) polinomlar: i¢in dogurucu fonksi-

yon
A(t)B(ot) = pi(x)th, (6.1)

olup, burada A ve B asagidaki sekilde tanimlanan analitik fonksiyonlar

At) = D at", ag#0 (6.2)
r=0
B(t) = Y bt , b #0 (r>0) (6.3)
r=0
ve
k
pr (x) = Z ap_rbpx” , k=0,1,2,... (6.4)
r=0
ve de

(i) A(1)#0, “’;;(;?T >0, 0<r<k, k=0,1,2,...
(17) B :[0,00) — (0,00), (6.5)

2l
(173) (6.1), (6.2) ve (6.3) serileri |t| < R, (R > 1) igin yakimsaktir

dir.

Bu boliimde M, (z,t)

n [e.9]
M, (z,) = — /
seklinde tamimlanan lineer pozitif operatordiir. [ = [0,00) olmak tizere x,,; (%),

[k/n, (k+ 1) /n] araliginda karakteristik fonksiyondur.

M, (z,t) operatoriiniin Weierstrass M —testinden diizgiin yakimsaktir. Boylelikle

(5.1) operatorii

oo

Ko (fi2) = [ 1M, (@ t)dr

0

seklinde yazilabilir.
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Lemma 6.1 (Berry-Essen). (;, k = 1,2,...bagimsiz aym dagilimh rastgele degigken-
ler olsun. E(¢,) = p € R, Var(¢,) = E((, —p)? = 0% < 00 ve E|¢; — puf® < o0

olmak tizere n = 1,2, ... ve tiim ¢ ler igin,

L - _ o —u2/2 u (Cl )
P(J\/ﬁ;(Ck H) > / d <C—F—F—— 0_3\/—

dir. Burada 1/v/27 < C < 0.82 dir. Bu lemmanin ispat1 igin Shiryayev (1984) e
bakilabilir.

6.1 Yardimci Sonuglar

Uyar1 6.1 Eger lim B((y)) =1 ve lim F;I(yy) = 1ise n — oo iken K, ((s — z)%; T) —
y—00 y—00
0 dir.
Bundan boyle
B/ B//
lim W) =1 ve lim ) = 1.
v=oe B(y) v=oo B(y)

olduklar: kabul edilecektir.

Uyar: 6.2 Burada yukaridaki kosullar1 saglayan B fonksiyonu icin bazi ¢rnekler
verilmistir. Ornegin B(y) = yexp (y) ya da B(y) = y*> + Cexp(y) dir. Bagka

ornekler de kolayca insa edilebilir.

Lemma 6.2 z € (0,00) olsun.

)\n(x,y):/Mn (z,1)dt < gi(f;)l 0<y<u (6.6)
Y (n,z)
1—M\u(z,2) /M xt)dt<m,x<z<oo (6.7)

dir. Burada ¢ (n,z) = K, ((s — z)?; z) dir.
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Ispat. Ilk olarak (6.6) in ispatini yapalim. 0 < t < y olup, buradan —t > —y
yazilabilir. Her iki tarafa x eklenirse z —t > x — y elde edilir. 0 < y < = den

x — 1y > 0 olup her iki taraf x — y ile boliiniirse ;—:Z > 1 oldugu goriiliir. Buradan

/yMn(x,u)du < /M xt( _t> dt:ﬁ/yMn(x,t)(x—t)th

IA

elde edilir.
Simdi de (6.7) nin ispatini elde edelim. K, (1;x) = 1 oldugundan

1:/Mn
0
1 :/M xtdt+/M (x,t)d

dir. (6.6) den sag taraftaki integral \,(x, z) ye esittir. Buradan

Anl(zyy) = /Mn (x,t)dt (6.8)

elde edilir. Diger taraftan 2 < t < oo ve x < z < 00 oldugu gozoniine alinirsa

ir. (6.8) da bu esitlik gozoniine alimirsa

L (ey) = /Mn(:c,t)dt

IN
N\
a2
—~
=
—
|
8
ol T
3

_ (Z_lx)Q Z/Mn (2.0) (t — )% dt
 bmo)
(x—y)*

elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlar. m

Lemma 6.3 z € (0,00) olmak {izere
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(6.9)

1 oo
A(l)B(x)kz:;kpk(x): A0 B @

A"(1)B(z) + xA(1) B (z) + A" (1) B (x)
+2z A’ (1) B' (z) + 2?A (1) B” ()

1 =, B
A0 B () 2 () = A0 B () (6.10)

1 = 3 / / "
—A<1>B<x>kz:()k pe(@) = [A'(1)B(z)+zA(1) B (x) + 34" (1) B (x)
+6xA’ (1) B' (x) + 32°A (1) B" (z)
+32A” (1) B' (z) + 32° A’ (1) B” (z) (6.11)
+A" (1) B (x) +2*A(1) B" (2)]/A(1) B (x)

m kio Kpr(v) = (A'(1) B(x) +2A(1) B' () + TA" (1) B () (6.12)
+14zA' (1) B' (2) + 72A (1) B" (x) + 6A" (1) B (z)
+18zA" (1) B' () + 1824’ (1) B" () + 62° A (1) B” (x)
+A" (1) B (z) + 4xA"” (1) B' (z) + 62° A" (1) B (x)
+42*A' (1) B" (x) + 2*A (1) B” (x))/A (1) B ()
seklindedir.

Ispat. (6.1) ile verilen Brenke tipli polinomlarin dogurucu fonksiyonunun her iki

tarafinin ¢ e gore tiirevi alinirsa
> kpe (@)t = A (t) B (xt) + zA(t) B (t)
k=0
elde edilir. Esitligin her iki tarafi ¢ ile carpilip t = 1 alinirsa
> kpi(x) = A'(1) B(z) + 2A (1) B' (x)
k=0

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi m ile carpigirsa (6.9) esitligi elde edilir.

(6.10) — (6.12) nin ispatida benzer gekilde yapilir. =
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Lemma 6.4 z € (0, 00) i¢in

AW Bm) 2= T o

dir, burada §(z) = EIC;_?)M olup, C belirli bir sabittir.

> | < St ¢ YA,

Ispat. ¢,, P((, =j) = A(l)(;z ) (j=0,1,2,... ;2 € (0, 00) parametredir) pargalan-
masi ile rastgele degiskendir. Bundan dolayi,
A'(1)  B'(z)

0 = VVar(G) = (~(B@)A (1) + 2A() B ())?
+A(1)B(z)((A(1) + 24" (1))zB'(x)
+B(x) (A'(1) + A"(1) + A1) B (2))) /(A(L)B())?,

Holder egitsizliginden;

Blci— il < VE(G - w B¢ - p) (6.13)
— {(~B(2)A(1) — 2A() B (2))((B(x) A'(1) + 2 A1) B (x))’

A B@)((AQ) +24(1))2B (z) + B(x)(A(1) + A"(1))
+ZE2A(1)B”(Z‘)))( (A(l)B’(:Jc))3 +32A(1)B(x)B'(x)(3zA(1)A' (1) B ()
—2A(1)((A1) +2A4'(1))xB'(z) + 22 A(1) B" (x)))

+ (B(2)) (~30A(1) B'(x)(=3 (A/(1))?
F2A()(A(1) + A"(1)) + A(L) (@B (2)(3 (A(1))?

—12(A(1))° + A()(AA(1) - 64"(1)

—4A"(1))) = 22 A(1)((—(5 + 42)A(L) + A"(1) B (x)

(64 2)A(L) + 44(1)B" (2)))) + (B(2))* (3 (A'(1))")

“GA(D)A(L)(A'(1) + A"(1)) + (A1) (BA(1) +54”(1)

—24"(1) — 64"(1))))}/(A(1) B(x))"}/2
elde edilir. {¢}°5¢,, 7, = 3" ¢ ile aym dagitilan bagimsiz rastgele degiskenlerin

bir dizisi olsun. Daha sonra 7,, rastgele degiskenin muhtemel dagilimi

pr (nx)
P, =k) = A(1)B(nx)
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seklindedir. Boylelikle

i (nx) B
kzmm = Plow<m,)
o (M ni _ nT—np
! P( oTn = ovn )

dir. Lemma 3.6 ve (6.13) esitsizliginden

1 1 1 1 2 2
_— nr)—=| < |=2—-—— [ e Pdu| + — / 2y
A(l)B(n:v)kgpk( ) 21— |2 27r/ T
nx —00 0
c n(x—p)
< —fO(x e
o 716( ) oV2mn
elde edilir. m
Lemma 6.5 Her z € (0, 00) i¢in
1, t>=z
sgn(t —z) = 0, t=x .
-1, t<=x

olmak {izere

K, (sgn (t — @) ;7)| < [3 (Cﬁ(x)+”(‘”_“)) P } (6.14)

S

dir.

Ispat. k* € Nicin = € [k*/n, (k* +1) /n) olsun. (5.1) ile verilen operatorde f

yerine sgn(t — x) alimirsa

. (k+1)/n
n
K, (sgn(t—z);z) = WZM (nx) / sgn (t — ) dt
k=0 k/n
k*—1 (k+1)/n
Soopk(nx) [ sgn(t—x)dt
. n k=0 k/n
A1) B (nx ) (k+1)/n
(1) B (nz) + > pr(nx) [ sgn(t—ax)dt
k=k*+1 k/n
(k*+1)/n
n
o, — 1
+A(1)B(nx)pk (nx) / sgn (t —x)dt (6.15)
k*/n
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oy

bulunur. Ilk integralde % <t < BLE < < B ge 0 < k< EF — 1 oldugu

n n - n

gozoniine alimirsa x < t olup bu durumda sgn (t — ) = —1 dir. Ikinci integralde
E*+1 <k < oo, %Stﬁ %ve % <z < %oldugugézbnuneahnlrsat>x

olup, bu durumda sgn (t — z) = 1 dir. K,, (1;z) = 1 oldugundan

oo

1
1 = —
A1) B (na) 4 Zp’“ (nz)
k*—1 00
= Z i, (nx) Z pi (nx) + pi= (nx)
k=0 ke=k*+1
%f LY () e (1) — 1
nr) = ————— nx) + —————pp+ (nx) —
(nx) P A(1) B (nx) k:k*ﬂpk A(1)B (nw)pk
bulunur. Ikinci integralde ise kn—* <z <t< L:l olup sgn(t —z) =1 ve k—; <t<
r < B alp sgn (t — 2) = —1 oldugu gozoniine almirsa
(k*+1)/n T (k*4+1)/n
/ sgn(t—xz)dt = / —1dt + / 1dt
k*/n k*/n z

= (K" +1)/n—x) = (z - k"/n)

esitligi elde edilir.

Bu durumlar (6.15) esitliginde gozoniine alimirsa

k*—1 )

Ky (sgn(t —x);z) = W Z pr (nx) Z i (n)
+Zaﬁ;57m4m»mw+¢wn—m—wx—whm
2 o0
~ A(1) B (na) k;lpk ) =1

n

—i-Qka* (nz) [((K* +1) /n — 2)]
elde edilir. (k*+1)/n—x <1/n den

[ Ko (sgn (t — ) ;x)] <2 A0) B (nr) Zpk("‘”)_é 20 B ()



dir. Berry-Esseen teoreminden

pk* (TLIL‘) .
A1) B (nx) (nx) Zpk n) (nx) Zpk n)
. - L W)/g\r
n(x—p a2
< 2|—= + + d
o [\/ﬁ () oV 2mn ] v 2T ‘ "
(e —1)n2)foy
i () [ C n(x— ,u)] 1
<2 | —=f(x) + +
A(1)B(nz) — \/ﬁﬂ(x) o\/2mn 2mno

dir. Sonug olarak

|K,, (sgn (t — 2);2)| < % {3 (Cﬁ(x) + n((f ;:)) - 217m]

bulunur bu da ispati tamamlar. m

Teorem 6.1 f, [0,00) un her sonlu alt araliginda smirli salimml bir fonksiyon
olsun. Eger z € (0,00) ve r > 1, f (t) = O (t*"), t — o0, ise bu durumda yeterince

biiyiik n ler igin,

— n(n, ) + 2% < Bhe/VE
’Kn(f;w)—f(ﬂ);f(x )‘—4w = >V @)
k=1 g—z/VEk
|fla+) — f(z—)] n(z—p) 1 -
+ vn [3 <CB($) * oV 2w ) * 2%0} O ( ) ’ (6.16)

dir, burada ¢ (n,z) = K, ((s —2)*;2), p = E((y), 0 = \JE (¢ — p)* ve B()
Lemma 6.4 deki gibi olup, C' belirli bir sabittir.

ft)— flz4), z<t<oo

b
ve \/(g.) [a,b] de g, in toplam varyasyonudur.
a

Ispat. Oncelikle sinirh fonksiyonlar icin agagidaki iyi bilinen 6zdeslikler verilecektir.

oy = TR g St
15,(0) | f(@) - e =S (6.17)

2 )
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burada

1, z=t
0:(t) =
0, z#t
ve
1, t>=z
sgn(t —x) = 0, t==zx .
-1, t<=x

dir. (6.17) tin her iki tarafina K, operatorii uygulanirsa

fla4) + f(z—)

Ky (fiz) = 5 Ko (1) + Ky (925 )
I IE) g gt — )
I PSR 2 PR
elde edilir. Direkt hesaplama ile
K, (5,:2) = 0.

oldugu goriiliir ve K, (sgn(t — z); x) igin Lemma 6.5 esitsizligi g6zoniine alinacaktir.

Boylelikle

(6.18)

flat) — fla—)

5 K, (sgn(t — x); x)

< IK, <gx;x>|+\

dir. Bu ‘Kn (f;x) — W‘ tahmini gosterir ki, sadece K, (¢,;x) belirlen-
melidir.

O halde K, (g.;z) i belirleyelim,

z—x/v/n z+ax/\/n
K, (gs0)] < / 0. (E) M, (1, 1) dt| + / 0. (E) M, (5, 1) dt
0 NG
+ /ggc(t)Mn(x,t)dt
NG
= A (,2)] + g (0, 3)] + 5 (1, ) (6.19)

seklindedir. Ay (n,x), As (n,z) ve Ag(n,x) i bulahm.
60



eta/vn
ge(x)=0ve| [ M,(z,t)dt| <1den
—
-
Bl = | [ (0l - gulo)M a0)
—z/\/n
—
< [ 100 - 00| 0y )
—
zt+x/v/n n zt+z/Vk
< VG Z V (%) (6.20)
z—z/v/n k Te—a/VE

dir. Simdi de A; (n, z) i bulalim. y = 2 —x/+/n alimip kismi integrasyon uygulanirsa,

A, (my2) = / 0o () Oon(218)) = 4o ()M ) — 92 (0)An(,0) — / M, 0)ds (94 ()
elde edilir. |g,(y)| = |9, (y) — g.(2)] < \:/<gx> den

|A1 n, x \/ //\n(mat)dt (_\/(gac)> :

Y 0

oldugundan (6.6) ve y =z — 2/y/n < x den

denir ve kismi integrasyon uygu-

|A1 (n, )| g 2\/gw —i—LDna:/
Y 0

dir. Burada u = (z — )72 ve dv = d; <— (92)

lanirsa
4 1 x . y ) .
0/ (.I — t)2dt <_ \t/(gx)) 2 \t/ ga: |0 0/ (33 — t)3 \t/(g dt
1 * L Yy 5 .
= ——((E _ y)z \y/(gz) + ﬁ \O/(gx) + 0/ m \t/(gx)dt

elde edilir. Buradaki son integralde y yerine x — x/y/n yazilir ve t = x — 2/\/u
doniisiimii yapilirsa

-



olur. Sonug olarak

T

Aol < V)

M )

x n T

p(n,7) { ; : SV VTSRS S, <gx>}

0 k=1 z—2/VE

xT

dir. V(gz) < kzi:l

0

(g,) almirsa
vk

L <=

2h(n, ) ’

12

‘Al (nv l‘)| < (gx)

k=1 p—z/VEk

elde edilir. Son olarak da Az (n,z) hesaplayalm. z = z + x/\/n alinirsa,

A3 (n,z) < / Gu(t) M, (2, ) dt = / 0 (B)dy (M (2,1))

olur. [0,2z] de Q,, (z,1)

Qn (x7t> =

olarak tanimlayalim ve

2x

AS (’I’L, {L‘) = /gx(t)dth (fL‘, t) + / Mn (l‘, t) [gx(t) - g:c(zx)] dt

olup Az = Asz; + Asy olarak tanimlanir, burada

2x

Ay = / GO (.8) ve Agp— | My (2,1 [gn(t) — go(22)] dit

z 2z

seklindedir. Ajs; e kismi integrasyon uygulanirsa,

Ao = 0:()Qn (2,2) + / Qu (2, 8) d; (.(1))
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bulunur. Ayrica (6.7) den,

|A31’ S gx(Z)Qn (TL’, Z)+/Qn (ZI},t) dt <\/<g$>>
o) T t
< \!(gx)( )2 +¢( ) )/ (t )2 13 <\/(9x)>

IN
<
S
I

=
S
&
+
=
S
=
—
le —
<
S
I
—_
N
e
<
S
I

olur. Boylece

|A31| < w(n#’?) % \/(gm) + 2/ (t —1£L’)3 \/(g:r)dt

elde edilir. z degiskeni yerine yazilirsa,

2y i 1 " ata/vu T ztz/VEk
T — d— T du < — T
/ \/(9)<t_$)3 2x2/ \/ (g)u_2x2k1 \V ()
bulunur. Buradan
2x n z+z/Vk
’ 31’ = 72 \/(gz’) + Z \/ (gz‘)
T k=1 T

n atz/Vk

< 2OASN ) 622

T

esitsizligi elde edilir. Simdi de Asy yi elde edelim. f(t) = O(t*), t — oo
saglayan bir r > 1 tamsayis1 mevcuttur. Tiim ortagonal polinomlar {py (nz)} ailesi
Asai 1921 galismasinda denklem (1.2) de verilen rekiirans bagintisini saglayan ve
p(t) = t icin Brenke tipli dogurucu fonksiyonlar1 (4.6) tarafindan iiretilir.(ayrica
bakimiz Asai, Kubo, Kuo 2003). Lemma 5.1, Lemma 5.2, Uyar1 6.1 ve Asai 1921 de

verilen tekrar orani goriiniimiinde bir matematiksel tiimevarim yoluyla

K, ((t—x)Qr;x) =0(n7"),n—
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oldugu gosterilebilir. Sadece f, =, r, ye bagh M > 0 sabiti i¢in
Mn = r
Bal £ g S ) [ 0
A(1)B(nx) kz:% ; k
< M2K, ((t- z)* ) =0(n""),n— o0 (6.23)

dir. (6.18) — (6.23) da bulunanlarin birlegtirilmesiyle (6.16) elde edilir. Bu ise ispat

tamamlar. =
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7. TARTISMA VE SONUC

Cesitli polinomlar: iceren lineer pozitif operatorler iizerine olan bu calismamiz icin
makaleler incelendi ve bu operatorlerin yaklagim ozellikleri arastirildi. Brenke poli-
nomlarini iceren Szasz operatorlerine indirgenebilen cesitli lineer pozitif operator-
ler tanimland1 ve bunlarin yaklagim ozellikleri incelendi. Ayrica bu operatorlerin
Kantrovich tipi, Voronovskaya tipi elde edildi, yaklagim ozellikleri verildi ve Kantro-
vich varyasyonun simirli salimimli fonksiyonlara yaklagimi inga edildi. Dahasi La-
guerre polinomlarmi igeren lineer pozitif operatoér tanimlandi ve simirli salimiml
fonksiyonlara yaklagim hizini veren teorem ispatlandi. Yine bu operatorler disinda
operatorlerin tanimlanmasi, verimli caligmalardan sonra birgok genellemesi yapil-
mas1 ve operatorlerin baz yaklagim 6zelliklerini saglamasinin ispatlanmasi beklen-

mektedir.

Brenke ve Laguerre polinomlarimi igeren lineer pozitif operatorlerin yaklagim 6zel-
liklerini veren bu tez; yaklagim teorisiyle ilgilenenlere motive edici bir destek olup;

kaynak olabilecegi diisiincesiyle de 6nem tagimaktadir.
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