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Bu tez yedi bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde lineer pozitif operatörün özellikleri ve süreklilik modülünün tanımıve özel-
likleri verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde Laguerre polinomlarınıiçeren operatör tanıtılmı̧s ve bu operatör yardımıyla
sınırlısalınımlıfonksiyonlara yaklaşım hızıverilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Brenke polinomlarını içeren Szasz operatörleri verilmi̧s ve yaklaşım
özellikleri incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde Brenke polinomlarınıiçeren Szasz tipli operatörlerin Kantrovich tipi veril-
mi̧s ve yaklaşım özellikleri incelenmi̧stir.

Altıncıbölümde ise Kantrovich operatörün sınırlısalınımlıfonksiyonlara yaklaşım özellik-
leri incelenmi̧stir.

Son olarak yedinci bölüm tartı̧sma ve sonuç bölümü olarak ayrılmı̧s olup neler yaptı̆gımız
ve neler yapabileceğimiz hakkında genel bilgi verilmi̧stir.
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The thesis is composed of seven chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, properties of linear positive operators and definition and properties
of modulus of continuity are presented.

In the third chapter, operator containing Laguerre polynomials is defined and the speed
of approach to functions is given by this operator.

In the fourth chapter, Szasz operators involving Brenke type polynomials given and ap-
proach properties are examined.

In the fifth chapter, a Kantorovich type of Szasz operators including Brenke type polyno-
mials are given and approximation properties are examined.

In the sixth chapter, properties of Kantrovich operator approximating to function of
bounded variation are investigated.

Lastly, as the seventh chapter includes discussion and conclusion parts, general information
will be provided about what we have done so far and what can be done more.
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2. LİNEER POZİTİF OPERATÖRLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.1 Lineer Pozitif Operatörlerin Tanımı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2.2 Lineer Pozitif Operatörlerin Özellikleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.3 Süreklilik Modülü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1. GİRİŞ

Yaklaşım teorisi, temel olarak verilen keyfi, sürekli bir fonksiyona kendisinden çok

daha basit ve daha kolay sonuçlar elde edilebilen fonksiyonlar ya da polinomlar

yardımıyla yaklaşmayıtemel alır. Ele aldı̆gımız sürekli bir fonksiyona cebirsel poli-

nomlarla ya da fonksiyonlarla yaklaşıldı̆gında en iyi yaklaşan polinomun ya da

fonksiyonun bulunmasıve yaklaşım hızının hesaplanmasıyaklaşım teorisinde çalı̧sılan

en önemli problemlerden birisidir.

Yaklaşım teorisi geçmi̧sten günümüze kadar birçok matematikçiye ilham kaynağı

olmuştur. Yıllardır yaklaşım teorisi üzerine birçok yayın yapılmı̧s olup günümüzde

de çalı̧sılmaya devam edilmektedir.

Yaklaşım teorisinin geli̧stirilmesinde en büyük adım 1885 yılında Karl Weierstrass

ın "[a, b] sonlu aralı̆gıüzerinde tanımlıher sürekli f fonksiyonu için, o fonksiyona

yakınsayan bir {Pn(x)} polinom dizisi kaŗsılık gelir." teoremini ortaya atması ve

ispatlaması ile ortaya çıkmı̧stır. Bu teoremin ispatının karı̧sık ve uzun olmasıse-

bebiyle daha sonralarda birçok matematikçi daha anlaşılabilir ve daha kısa ispatlar

yapmı̧slardır. Bunlardan bazılarıCarl Runge (1885), Henri Lebesque (1908), Edmun

Londov (1908), Charles de la Vallee-Poussion (1908), Sergei N. Bernstein (1912) ve

Lipot Fejer (1916). Bu ispatlar içerisinde en ilginç olanı 1912 yılında Bernstein

tarafından verilmi̧stir.

Bu teoremi ispat etmek için Bernstein sürekli fonksiyonlara yaklaşım için Bnf ope-

ratörünü f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1] olmak üzere

Bnf(x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

) n

k

xk(1− x)n−k, n ∈ N.

şeklinde tanımlamı̧s ve Bernstein polinomlarının [0, 1] aralı̆gında sürekli olan f fonksi-

yonuna düzgün olarak yakınsadı̆gınıgöstermi̧stir. Bu açıdan Bernstein polinomları

Weierstrass teoreminde adıgeçen Pn(x) polinomuna örnektir.
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Bernstein operatörleri f fonksiyonunun kapalıve sınırlıaralıklarda tanımlıolması

halinde incelenir. f fonksiyonunun sınırsız aralıklarda olmasıdurumunda da yak-

laşım problemleri incelenmi̧stir. Sınırsız aralıklarda sürekli bir fonksiyona yakın-

sayan önemli bir fonksiyon dizisi de G. M. Mirakyan tarafından inşa edilmi̧stir. 1941

yılında G. M. Mirakyan [0,∞) aralı̆gıüzerinde sürekli olan ve lim
x→∞

f(x)/(1+x2) <∞

koşulunu sağlayan f fonksiyonuna yakınsak olan

Snf(x) =

∞∑
k=0

f

(
k

n

)
e−nx

(nx)k

k!
, n ∈ N, (1.1)

ile tanımlıSzasz operatörleri olarak bilinen {Sn} operatörler dizisini tanımlamı̧stır

ve yaklaşım özelliklerini incelemi̧stir. 1944 yılında J. Faward ve 1950 yılında O. Szasz

tarafından bu operatörlerin bazıözellikleri incelenmi̧stir. Genellikle Snf fonksiyon

serileri Szasz- Mirakyan operatörleri olarak bilinir.

1951 yılında H. Bohman

Ln(f ;x) =
n∑
k=0

f(tk,n)uk(x), x ∈ [0, 1], 0 ≤ tk,n ≤ 1, n ∈ N

şeklinde olan pozitif lineer operatörler dizisinin [0, 1] aralı̆gında sürekli f fonksiyo-

nuna düzgün yakınsaklı̆gı hakkında oldukça kullanı̧slı bir kriter vermi̧stir. 1953

yılında P. P. Korovkin, H. Bohman’ın sonucunu genelleyen ve pozitif lineer operatör-

ler ile yaklaşım teorisini derinleştiren bir çalı̧sma sunmuştur. Çalı̧smadaki kritere

göre; keyfi bir {Ln(f)} pozitif lineer operatör dizisinin f fonksiyonuna kapalı ve

sonlu bir aralıkta düzgün yakınsak olmasıiçin gerek ve yeter koşul her i = 0, 1, 2

için {Ln(ei)} dizisinin ilgili aralıkta ei fonksiyonuna düzgün yakınsamasıdır. Burada

ei ’ler i = 0, 1, 2 için ei(x) = xi ile tanımlıtest fonksiyonlarıdır. Bu kriter, sürekli

fonksiyonlara pozitif lineer operatörlerle yaklaşım teorisinin temelini oluşturmuş-

tur. Bohman-Korovkin teoremini gerçekleyen diğer operatör dizileri Bernstein poli-

nomlarının bulunma yöntemleri kullanılarak elde edilmi̧stir. Bu yüzden Bernstein

polinomlarıpozitif lineer operatörlerle yaklaşım teorisinin oluşmasında çok önemli

bir yere sahiptir. Bohman- Korovkin teoreminden sonra bu teoremin koşullarını

sağlayan çok sayıda pozitif lineer operatörler dizisi inşa edilmi̧s ve yaklaşım özellik-

leri incelenmi̧stir.
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2. LİNEER POZİTİF OPERATÖRLER

2.1 Lineer Pozitif Operatörlerin Tanımı

Tanım 2.1 X ve Y iki fonksiyon uzayı olsun. Eğer X den alınan herhangi bir

f fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu kaŗsılık getiren bir L kuralı varsa buna

X uzayında bir operatördür denir ve L(f ;x) = g(x) biçiminde gösterilir, burada

L(f ;x) = L(f(t);x) olmak üzere L operatörü f fonksiyonunun bağlı olduğu t

deği̧skenine göre uygulanmaktadır. Sonuç ise x deği̧skenine bağlıbir fonksiyondur.

Bundan dolayıx deği̧skeni L i̧sleminde sabit gibidir ve L(f(x);x) = f(x)L(1;x)

yazılabilir.

X uzayılineer bir uzay olduğunda lineer operatörün tanımıyapılabilir.

Tanım 2.2 X ve Y lineer fonksiyon uzaylarıolmak üzere,

L : X → Y

şeklindeki L operatörünü gözönüne alalım. Eğer ∀ f, g ∈ X ve ∀ α, β ∈ R için

L(αf + βg;x) = αL(f ;x) + βL(g;x)

koşulu sağlanıyorsa o taktirde L operatörüne lineer operatör denir.

Tanım 2.3 X bir vektör uzayıolmak üzere her f ∈ X için

f ≥ 0 iken L(f ;x) ≥ 0

oluyor ise L operatörüne pozitif operatör denir.

Hem lineerlik hem de pozitiflik şartını sağlayan operatöre lineer pozitif operatör

denir.

3



Uyarı2.1 f ≤ 0 iken L(f ;x) ≤ 0 gerçeklenir mi?

Kabul edelim ki f ≤ 0 olsun. Bu durumda

−f ≥ 0

elde edilir. L operatörü pozitif olduğundan

L(−f ;x) ≥ 0

bulunur. L operatörünün lineerlik özelliği kullanılırsa

−L(f ;x) ≥ 0 ise L(f ;x) ≤ 0

elde edilir. Yani istenilen özelliğin gerçeklendiği görülmüş olur.

2.2 Lineer Pozitif Operatörlerin Özellikleri

Lemma 2.1 Lineer pozitif operatörler monoton artandır. Yani;

f ≤ g ise L(f) ≤ L(g)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Kabul edelim ki f ≤ g olsun. Bu durumda g − f ≥ 0 olacağından ve L

operatörü pozitif olduğundan

L(g − f) ≥ 0 (2.1)

yazılabilir. Diğer taraftan L operatörü lineer olduğundan

L(g − f) = L(g)− L(f)

elde edilir. Bunun (2.1)’de kullanılmasıyla

L(g − f) = L(g)− L(f) ≥ 0 ise L(f) ≤ L(g)

bulunur.

4



Lemma 2.2 L bir lineer pozitif operatör ise o taktirde;

|L(f)| ≤ L(|f |)

eşitsizliği sağlanır.

İspat. Keyfi bir f fonksiyonu için

− |f | ≤ f ≤ |f | (2.2)

dir. L operatörünün lineerliğinden, monoton artanlı̆gından ve de (2.2)’den

−L(|f |) ≤ L(f) ≤ L(|f |)

yazılabilir. Bu ise

|L(f)| ≤ L(|f |)

olduğunu gösterir.

Tanım 2.4 n ∈ N olmak üzere fn (x)’e bir fonksiyon dizisi denir ve (fn) ile gös-

terilir.

Tanım 2.5 n ∈ N olmak üzere Ln (f ;x)’e bir operatör dizisi denir ve (Ln) ile

gösterilir.

Tanım 2.6 Kapalıbir [a, b] aralı̆gıüzerinde sürekli ve reel değerli fonksiyonlardan

oluşan kümeye C [a, b] fonksiyon uzayıdenir. Bu uzaydaki norm,

‖f (x)‖C[a,b] = max
a≤x≤b

|f (x)|

şeklinde tanımlanır.Burada

1. ∀f , g ∈ C [a, b] için f + g ∈ C [a, b]

2. ∀f , g ∈ C [a, b] için f + g = g + f

3. ∀f , g , h ∈ C [a, b] için (f + g) + h = f + (g + h)

4. ∀f ∈ C [a, b] için ∃θ vardır ki f + θ = θ + f = f

5. ∀f ∈ C [a, b] için ∃f ′ vardır ki f + f ′ = f ′ + f = θ

6. ∀f ∈ C [a, b] ve λ ∈ C için λf ∈ C [a, b]

7. ∀f ∈ C [a, b] ve λ , µ ∈ C için (λµ) f = λ (µf)

8. ∀f ∈ C [a, b] için 1.f = f

5



9. ∀f ∈ C [a, b] ve λ , µ ∈ C için (λ+ µ) f = λf + µf

10. ∀f , g ∈ C [a, b] ve λ ∈ C için λ (f + g) = λf + λg

11. ∀f ∈ C [a, b] için ‖f‖ ≥ 0

12. ∀f ∈ C [a, b] için ‖f‖ = 0 ⇐⇒ f = 0

13. ∀f ∈ C [a, b] ve λ ∈ C için ‖λf‖ = |λ| ‖f‖

14. ∀f , g ∈ C [a, b] için ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖
koşullarısağlandı̆gından C [a, b] Lineer Normlu Uzayıdır.

Tanım 2.7 (fn) fonksiyonlar dizisinin f fonksiyonuna C [a, b] lineer normlu uza-

yında düzgün yakınsak olmasıiçin, ∀x ∈ [a, b] iken

lim
n→∞

‖fn (x)− f (x)‖C[a,b] = 0

olmasıdır. Daha açık olarak ise

lim
n→∞

max
a≤x≤b

|fn (x)− f (x)| = 0

eşitliğinin sağlanmasıdemektir.

Teorem 2.1 (Korovkin Teoremi)f, [a, b] aralı̆gında sürekli, tüm reel eksende sınırlı

olsun. Ln (f ;x) lineer pozitif operatörlerin dizisi, ∀x ∈ [a, b] için αn (x) , βn (x) ve

γn (x) 0 a düzgün yakınsayan diziler olmak üzere

Ln (1;x) = 1 + αn (x)

Ln (s;x) = x+ βn (x)

Ln
(
s2;x

)
= x2 + γn (x)

eşitliklerini sağlıyorsa Ln (f ;x) [a, b] üzerinde f (x) fonksiyonuna düzgün yakınsaktır.

2.3 Süreklilik Modülü

f ∈ C [a, b] olsun. ∀δ > 0 için

ω (f ; δ) = sup
x,t∈[a,b]
|t−x|≤δ

|f (t)− f (x)|

ile tanımlanan ω fonksiyonuna f fonksiyonunun süreklilik modülü denir.
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Lemma 2.3 Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri sağlar:

(i) . ω (f ; δ) ≥ 0

(ii) . δ1 ≤ δ2 ise ω (f ; δ1) ≤ ω (f ; δ2)

(iii) . m ∈ N için ω (f ;mδ) ≤ m ω (f ; δ)

(iv) . λ ∈ R+ için ω (f ;λδ) ≤ (1 + λ)ω (f ; δ)

(v) . lim
δ→0

ω (f ; δ) = 0

(vi) . |f (t)− f (x)| ≤ ω (f ; |t− x|)

(vii) . |f (t)− f (x)| ≤
(

1 + |t−x|
δ

)
ω (f ; δ).

İspat. (i) . Tanım gereğince, süreklilik modülü mutlak değerin supremumu olduğun-

dan ispat açıktır.

(ii) . δ1 ≤ δ2 için |t− x| ≤ δ2 bölgesinin |t− x| ≤ δ1 bölgesinden daha büyük olduğu

açıktır. Bölge büyüdüğü taktirde, alınan supremumunda büyüyemesi gerektiğinden

ispat tamamlanır.

(iii) . Süreklilik modülünün tanımından dolayı

ω (f ;mδ) = sup
x,t∈[a,b]
|t−x|≤mδ

|f (t)− f (x)|

yazılabilir. |t− x| ≤ mδ için t = x+mh seçilmesiyle |h| ≤ δ elde edilir. O taktirde

ω (f ;mδ) = sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f (x+mh)− f (x)|

şeklinde yazılabilir. Diğer yandan

sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f (x+mh)− f (x)| = sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

[f (x+ (k + 1)h)− f (x+ kh)]

∣∣∣∣∣
olup, sağ tarafa üçgen eşitsizliği uygulanırsa

sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f (x+mh)− f (x)| ≤
m−1∑
k=0

sup
x,t∈[a,b]
|h|≤δ

|f (x+ (k + 1)h)− f (x+ kh)|

≤ ω (f ; δ) + ...+ ω (f ; δ)

= m ω (f ; δ)
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elde edilir.

(iv) . λ ∈ R+ sayısının tam kısmı[|λ|] ile gösterilirse bu durumda [|λ|] < λ < [|λ|] +

1 eşitsizliğinin geçerli olduğu açıktır. Şimdi bu eşitsizlikten ve (ii) de ispatlanan

ω (f ; δ) nın azalmayan fonksiyon olmasınıkullanarak

ω (f ;λδ) ≤ ω (f ; ([|λ|] + 1) δ)

eşitsizliği yazılabilir. [|λ|] pozitif bir tamsayı olduğundan üstteki eşitsizliğin sağ

tarafına (iii) özelliği uygulanabilir. Bu durumda

ω (f ; ([|λ|] + 1) δ) ≤ ([|λ|] + 1) ω (f ; δ)

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca ∀ λ ∈ R+ için [|λ|]+1 ≤ λ+1 olduğu göz önüne alınırsa

ω (f ; ([|λ|] + 1) δ) ≤ (λ+ 1) ω (f ; δ)

olur. Sonuç olarak

ω (f ;λδ) ≤ (λ+ 1)ω (f ; δ)

elde edilir ki, bu ise ispatıtamamlar.

(v) . |t− x| ≤ δ eşitsizliğindeki δ → 0 olması t → x olması anlamına gelir. f

fonksiyonu sürekli olduğundan, süreklilik tanımına göre t→ x için |f (t)− f (x)| →

0 olduğundan ispat açıktır.

(vi) . ω (f ; δ) ifadesinde δ = |t− x| seçilirseelde edilir. O halde |f (t)− f (x)| lerin

supremumu ω (f ; |t− x|) olacağından, |f (t)− f (x)| ifadesi ω (f ; |t− x|) den küçük

kalacaktır. Bu ise istenilendir.

ω (f ; |t− x|) = sup
x∈[a,b]

|f (t)− f (x)|

(vii) . (vi) özelliğinden

|f (t)− f (x)| ≤ ω (f ; |t− x|) = ω

(
f ;
|t− x|
δ

δ

)
8



yazılabilir. Bu eşitsizlikte (iv) özelliği kullanılırsa

|f (t)− f (x)| ≤
(
|t− x|
δ

+ 1

)
ω (f ; δ)

bulunur ki bu ise ispatıtamamlar.

Tanım 2.8 f reel değerli, sürekli bir fonksiyon, α ∈ (0, 1] olmak üzere ∀ x, y ∈

[0,∞) için

|f (x)− f (y)| ≤M |x− y|α

sağlanacak şekilde bir M > 0 varsa f fonksiyonuna α ’yıncıbasamaktan Lipschitz

sürekli fonksiyondur denir. Lipschitz sürekli fonksiyonların kümesi LipM (α) ile gös-

terilir.

Tanım 2.9 C [0,∞) ve CB [0,∞) uzaylarısırasıile

C [0,∞) = {f : [0,∞)→ R, sürekli}

ve

CB [0,∞) = {f : [0,∞)→ R, sınırlı}

şeklinde tanımlanmı̧stır. CB deki norm

‖f‖CB = sup
x≥0
|f(x)|

şeklindedir.

Tanım 2.10 f ∈ CB [0,∞) olmak üzere ikinci süreklilik modülü

w2 (f ; δ) := sup
0<t≤δ

‖f (.+ 2t)− 2f (.+ t) + f (.)‖CB (2.3)

olarak tanımlanmı̧stır.

Tanım 2.11 f ∈ CB [0,∞) Petree’s K-fonksiyoneli

K (f ; δ) := inf
g∈C2B [0,∞)

{
‖f − g‖CB + δ ‖g‖C2B

}
9



olarak tanımlanır, burada

C2B [0,∞) := {g ∈ CB [0,∞) : g′, g′′ ∈ CB [0,∞)}

ve

‖g‖C2B := ‖g‖CB + ‖g′‖CB + ‖g′′‖CB

şeklinde olup

K (f ; δ) ≤M
{
w2

(
f ;
√
δ
)

+ min (1; δ) ‖f‖CB
}

(2.4)

her δ > 0 için geçerlidir. M sabit olup f ve δ dan bağımsızdır
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3. LAGUERREPOLİNOMLARINI İÇERENBİROPERATÖRYARDI-

MIYLA SINIRLI SALINIMLI FONKSİYONLARA YAKLAŞIM HIZI

n > −1 olmak üzere, n. dereceden genelleştirilmi̧s Laguerre polinomları;

L
(n)
k (t) =

k∑
j=0

(−1)j

 k + n

k − j

 tj

j!

eşitliği ile verilir.

Genelleştirilmi̧s Laguerre polinomlarıiçin doğurucu fonksiyonu

∞∑
k=0

L
(n)
k (t)xk =

1

(1− x)n+1
exp

(
−xt

1− x

)
(3.1)

eşitliği ile tanımlıdır. (3.1) eşitliğinden

1 = (1− x)n+1 exp

(
xt

1− x

) ∞∑
k=0

L
(n)
k (t)xk (3.2)

olduğu açıktır.

mn,k(x, t) := (1− x)n+1 exp

(
xt

1− x

)
L
(n)
k (t)xk (3.3)

olsun. Cheney ve Sharma (1964),

(Pnf)(x, t) =

∞∑
k=0

f

(
k

k + n

)
mn,k(x, t) (3.4)

lineer pozitif operatörünü tanımlamı̧slardır. Ayrıca mn,k(x, t) çekirdeğinin n = 0

hali P (ζ1 = k) yıvermektedir.

Burada t ≤ 0 kabul edilen bir parametredir. t = 0 özel durumunda (3.4) eşitliği ile

tanımlı(Pnf)(x, t) operatörü,

(Mnf)(x, t) = (1− x)n+1
∞∑
k=0

f

(
k

k + n

)(
k

k + n

)
xk

Meyer-König ve Zeller(1960) operatörüne dönüşür.
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Özel fonksiyonlarıiçeren lineer pozitif operatörler son yıllarda oldukça çalı̧sılmakta

olup, bu çalı̧smalardan bahsetmekte fayda vardır (örnek için bakınız Altın vd. 2005,

Ozarslan 2007, Tasdelen ve Erencin 2007, Tasdelen vd. 2012, Varma vd. 2012a,b,

Varma ve Tasdelen 2012).

Bojanic (1979) ve Bojanic ve Vuillemier (1981) sırasıyla Fourier serileri ve Fourier

Legendre serilerinin sınırlısalınımlıfonksiyonlara yaklaşım hızlarınıhesaplamı̧slardır.

Cheng (1983a,b) ise, Bernstein ve Szász operatörleri için bu tip iki sonuç elde et-

mi̧stir. Bojanic-Vuilleuimier ve Cheng’in temel çalı̧smalarından sonra, metodlarıbir

çok çalı̧smada kullanılmı̧stır (örnek için bakınız: Zeng 2000, Guo ve Khan 1989,

Karsli ve Ibikli 2008, Guo 1989).

Bu bölümde, (3.4) eşitliği ile tanımlıCheney ve Sharma operatörlerinin noktasal

yakınsaklık hızından bahsedilecektir. Özellikle olasılık teorisinin bazı metod ve

teknikleri yardımıyla (3.4) eşitliği ile tanımlı(Pnf) operatörünün, f(x+) ve f(x−)

nin var olduğu x noktalarında, [0, 1] aralı̆gında tanımlısınırlısalınımlıfonksiyonlara

yaklaşım hızıhesaplanacaktır. Burada f(x+) ve f(x−) sırasıyla sağ ve sol limitleri

göstermektedir.

3.1 BazıTemel Tanımlar ve Lemmalar

Bu kısımda ana teoremimizi ispatlamak için gerekli olan bazıtemel tanım ve lem-

malarıaşağıda verelim.

Tanım 3.1 f , [a, b] üzerinde tanımlı, reel değerli bir fonksiyon, P = {x0, x1, . . . , xn}

[a, b] aralı̆gının bir parçalanmasıve P de [a, b] aralı̆gının tüm P parçalanmalarının

kümesi olsun. f nin [a, b] üzerindeki toplam salınımı

b∨
a

(f) = sup
P∈P

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|

geni̧sletilmi̧s reel sayısıdır.
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Eğer
b∨
a

(f) sonlu ise f fonksiyonu [a, b] üzerinde sınırlı salınımlıdır, denir. [a, b]

üzerinde sınırlısalınımlıfonksiyonların sınıfıBV [a, b] ile gösterilir.

Tanım 3.2 f : [a, b] → R Lebesgue ölçülebilir, sınırlı ve g : [a, b] → R sağdan

sürekli, azalmayan bir fonksiyon ise, Lebesgue—Stieltjes integrali

b∫
a

f(x)dg(x)

olarak tanımlanır.

Eğer g artmayan ise, Lebesgue-Stieltjes integrali

b∫
a

f(x)dg(x) := −
b∫

a

f(x)d(−g)(x)

olarak da tanımlanır.

Tanım 3.3 X rastgele deği̧skeninin beklenen değeri

E (x) =


∑
T ümx

xP (x) x kesikli

∞∫
−∞

xP (x) x sürekli

ve varyansı

σ2 = V ar (x)

= E (x− µ)2

= E
(
x2
)
− [E (x)]2

şeklindedir. Ayrıca a geçerli bir sayıolmak üzere E[(x− a)r] e x rassal deği̧skeninin

a civarındaki r. momenti denir ve

E[(x− a)r] =


∑
T ümx

(x− a)r P (xi) x kesikli

∞∫
−∞

(x− a)r P (xi) x sürekli

şeklinde gösterilir.
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Lemma 3.1 Her x ∈ [0, 1] ve n ≥ 1 için,

(Pn1)(x, t) = 1

(Pns)(x, t) = x− tx

n(1− x)
(3.5)

(Pns
2)(x, t) ≤ x2 − tx2

n(1− x)
− tx

n(1− x)
+
x

n

ve

(Pn(s− x)2)(x, t) ≤ x(1− t)
n

(3.6)

dir.

İspat. (3.5) in ispatıiçin, Cheney ve Sharma (1964) e bakılabilir. (3.6) nin ispatı

için, (3.4) eşitliği göz önüne alınırsa,

(Pn(s− x)2)(x, t) =
∞∑
k=0

(
k

k + n
− x
)2

mn,k(x, t)

=
∞∑
k=0

(
k

k + n

)2
mn,k(x, t)− 2x

∞∑
k=0

(
k

k + n

)
mn,k(x, t)

+x2
∞∑
k=0

mn,k(x, t)

bulunur. (3.5) den,

(Pn(s− x)2)(x, t) ≤ x2 − tx2

n(1− x)
− tx

n(1− x)
+
x

n
− 2x

(
x− tx

n(1− x)

)
+ x2

≤ x(1− t)
n

eşitsizliği elde edilirki, bu ispatıtamamlar.

Lemma 3.2 : x ∈ (0, 1) ve Kn,k(x, t, y);

Kn,k(x, t, y) =


∑

k≤ny/(1−y)
mn,k(x, t), 0 < y < 1

1, y = 1

0, y = 0

olmak üzere yeterince büyük n ’ler için

(i) 0 ≤ y < x için, Kn,k(x, t, y) ≤ x(1−t)
n(x−y)2

(ii) x < z ≤ 1 için , 1−Kn,k(x, t, z) ≤ x(1−t)
n(z−x)2

dir.
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İspat. İlk olarak (i) nin ispatınıyapalım. Lemma 3.1 den,

(Pn(s− x)2)(x, t) ≤ x(1− t)
n

dir. Ayrıca k
n+k

< y < x için

|k/(n+ k)− x|2

(y − x)2
≥ 1

olduğu göz önüne alınırsa, yeterince büyük n ’ler için

Kn,k(x, t, y) ≤
∑

k/(n+k)<y

mn,k(x, t)

≤
∑

k/(n+k)<y

|k/(n+ k)− x|2

(y − x)2
mn,k(x, t)

≤ (Pn(s− x)2)(x, t)

(y − x)2
≤ x(1− t)
n(y − x)2

eşitsizliği yazılır. Bu ise (i) nin ispatınıtamamlar. Şimdi de (ii) nin ispatınıelde

edelim. (Pn1)(x, t) = 1 olduğundan

1 =
∞∑
k=0

mn,k(x, t)

1 =
∑

k≤ny/(1−y)

mn,k(x, t) +
∑

k>ny/(1−y)

mn,k(x, t)

1−
∑

k≤ny/(1−y)

mn,k(x, t) =
∑

k>ny/(1−y)

mn,k(x, t)

1−Kn,k(x, t, y) =
∑

k>ny/(1−y)

mn,k(x, t)

denklemi elde edilir. Diğer taraftan x < z < k
n+k

için

|k/(n+ k)− x|2

(z − x)2
≥ 1

olduğu gözönüne alınırsa

1−Kn,k(x, t, y) ≤
∑

k>ny/(1−y)

|k/(n+ k)− x|2

(z − x)2
mn,k(x, t)

≤ (Pn(s− x)2)(x, t)

(z − x)2
≤ x(1− t)
n(z − x)2

eşitsizliği yazılır. Bu ise (ii) nin ispatınıtamamlar.
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Lemma 3.3 Eğer y dejenere olmayan olasılık dağılımında pozitif değerli rastgele

bir deği̧sken ve E(y2), E(y3) ve E(y4) <∞ ise, bu durumda

E(y3) ≤ (E(y2)E(y4))1/2

dir.

Lemma 3.4 x ∈ (0, 1) olmak üzere

∞∑
k=0

k(1− x) exp

(
xt

1− x

)
L
(0)
k (t)xk =

−x(x+ t+ 1)

(x− 1)2
(3.7)

∞∑
k=0

k2(1− x) exp

(
xt

1− x

)
L
(0)
k (t)xk

=
x(t2x+ (x− 1)2(x+ 1) + t(3x2 − 2x− 1))

(x− 1)4
(3.8)

∞∑
k=0

k3(1− x) exp

(
xt

1− x

)
L
(0)
k (t)xk

=
−x(t3x2 + (x− 1)2(x2 + 4x+ 1) + 3t2x(2x2 − x+ 1)

(x− 1)6
(3.9)

+
t(x− 1)2(7x2 + 10x+ 1))

(x− 1)6

ve

∞∑
k=0

k4(1− x) exp

(
xt

1− x

)
L
(0)
k (t)xk

=
x(t4x3 + 2t3x2(5x2 − 2x− 3) + t2(x− 1)2x(25x2 + 40x+ 7)

(x− 1)8
(3.10)

+
(x− 1)4(x3 + 11x2 + 11x+ 1) + t(x− 1)3(15x3 + 55x2 + 25x+ 1))

(x− 1)8

dir.

İspat. n = 0 için, (3.1) eşitliği

∞∑
k=0

L
(0)
k (t)xk =

1

(1− x)
exp

(
−xt

1− x

)
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şekline dönüşür. Her iki tarafın x ’e göre türevi alınırsa;

∞∑
k=0

kL
(0)
k (t)xk−1 =

1

(1− x)
exp

(
−xt

1− x

)[
1− x− t
(1− x)2

]
elde edilir. Eşitliğin her iki tarafıx ile çarpılıp eşitlik düzenlenirse,

∞∑
k=0

k(1− x) exp

(
xt

1− x

)
L
(0)
k (t)xk =

−x(x+ t+ 1)

(x− 1)2

elde edilir. Bu ise (3.7) eşitliğinin ispatınıverir. (3.8)-(3.10) nın ispatıise benzer

şekilde yapılabilir.

Lemma 3.5 ζ1 rastgele deği̧sken

P (ζ1 = k) = (1− x) exp

(
xt

1− x

)
L
(0)
k (t)xk

ise, bu durumda

µ = E(ζ1)

σ2 = E(ζ1 − µ)2 =
x(tx+ x+ t− 1)

(x− 1)3
(3.11)

E(ζ1 − µ)4 =

{
x(3t2x(1 + x)2 + (x− 1)2(x2 + 7x+ 1) + t(x4 + 16x3 − 16x− 1))

(x− 1)6

}
(3.12)

ve

E(ζ1−µ)3 ≤

√
x2(tx+ x+ t− 1)((x− 1)2(x2 + 7x+ 1) + t(x4 + 16x3 − 16x)− 1))

(x− 1)9

dir.

İspat. (3.7) den,

µ = E(ζ1) =
∞∑
k=0

k(1− x) exp

(
xt

1− x

)
L
(0)
k (t)xk =

−x(x+ t+ 1)

(x− 1)2

yazılabilir. (3.7) ve (3.8) dikkate alınırsa

σ2 = E(ζ1 − µ)2 = E(ζ21)− 2µE(ζ1) + µ2

= E(ζ21)− (E(ζ1))
2 =

x(tx+ x+ t− 1)

(x− 1)3
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ve (3.7) , (3.8) ve (3.10) dikkate alınırsa

E(ζ1 − µ)4 = E(ζ41)− 4µE(ζ21) + 6µ2E(ζ21)− 4µ3E(ζ1) + µ4

=
x(3t2x(1 + x)2 + (x− 1)2(x2 + 7x+ 1) + t(x4 + 16x3 − 16x)− 1)

(x− 1)6

bulunur. Lemma 3.3 de, yukarıda elde edilen eşitlikler göz önüne alınırsa

E(ζ1 − µ)3 ≤ (E(ζ1 − µ)2E(ζ1 − µ)4)1/2

=

√
x2(tx+ x+ t− 1)((x− 1)2(x2 + 7x+ 1) + t(x4 + 16x3 − 16x)− 1))

(x− 1)9

elde edilir. Böylece Lemma 3.5 in ispatıtamamlanmı̧s olur.

Aşağıdaki Lemma olasılık teorisinin klasik merkezi limit teoremi için bilinen Berry-

Essen sınırıdır. İspatıve daha fazla bilgi Shiryayev (1984), p. 432 de bulunabilir

Lemma 3.6 (Berry-Essen). ζk, k = 1, 2, . . .bağımsız aynıdağılımlırastgele deği̧sken-

ler olsun. E(ζ1) = µ ∈ R, V ar(ζ1) = E(ζ1 − µ)2 = σ2 < ∞ ve E |ζ1 − µ|
3 < ∞

olmak üzere n = 1, 2, ... ve tüm t ler için,∣∣∣∣∣∣P
(

1

σ
√
n

n∑
k=1

(ζk − µ) ≤ t

)
− 1√

2π

t∫
−∞

e−u
2/2du

∣∣∣∣∣∣ < C
E(ζ1 − µ)3

σ3
√
n

dir. Burada 1/
√

2π ≤ C ≤ 0.82 dir. Bu lemmanın ispatıiçin Shiryayev (1984) e

bakılabilir.

Lemma 3.7 Her x ∈ (0, 1) için,∣∣∣∣∣∣
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)−
1

2

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
1√
n
A (x, t)

dir. Burada

A (x, t) =

(
3t2x(1 + x)2 + (x− 1)2(x2 + 7x+ 1)

x(tx+ x+ t− 1)2

+
t(x4 + 16x3 − 16x− 1)

x(tx+ x+ t− 1)2

)1/2
şeklindedir.
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İspat. Lemma 3.6 den∣∣∣∣∣∣
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)−
1

2

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
E(ζ1 − µ)3

σ3
√
n

yazılabilir, burada Lemma 3.3 ve Lemma 3.5 dikkate alınırsa∣∣∣∣∣∣
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)−
1

2

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
(E(ζ1 − µ)2E(ζ1 − µ)4)

1/2

σ3
√
n

= C
(σ2E(ζ1 − µ)4)

1/2

σ3
√
n

= C
1√
n

(
E(ζ1 − µ)4

σ4
√
n

)1/2
≤ C

1√
n

(
3t2x(1 + x)2 + (x− 1)2(x2 + 7x+ 1)

x(tx+ x+ t− 1)2

+
t(x4 + 16x3 − 16x− 1)

x(tx+ x+ t− 1)2

)1/2
elde edilir.

Lemma 3.8 Her x ∈ (0, 1) için

sgn(s− x) =


1, s > x

0, s = x

−1, s < x

olmak üzere

(Pnsgn(s− x))(x, t) = 2
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)− 1 + εn(x)mn,k′(x, t)

dir. Burada

εn(x) =

 1 , x = k′

(n+k′) k′ ∈ N

0 , x 6= k′

(n+k′) k′ ∈ N

şeklindedir.

İspat. Pn operatörü sgn(s− x) fonksiyonuna uygulanırsa

(Pnsgn(s− x))(x, t) =
∞∑
k=0

sgn

(
k

k + n
− x
)
mn,k(x, t)
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=
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t) +
∑

k<nx/(1−x)

(−1)mn,k(x, t)

olur.

(Pn1)(x, t) =
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t) +
∑

k<nx/(1−x)

mn,k(x, t) + εn(x)mn,k′(x, t)

olduğu göz önüne alınırsa

(Pnsgn(s− x))(x, t) =
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)− [1−
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)

−εn(x)mn,k′(x, t)]

= 2
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)− 1 + εn(x)mn,k′(x, t)

elde edilir. Bu ise ispatıtamamlar.

Lemma 3.9 Her x ∈ (0, 1) için,∣∣∣∣f(x+)− f(x−)

2
(Pnsgn(s− x))(x, t) +

[
f(x)− f(x+) + f(x−)

2

]
(Pnδ)(x, t)

∣∣∣∣
≤ C∗√

n
A(x, t) {|f(x+)− f(x−)|+ εn(x) |f(x)− f(x−)|} (3.13)

dir. Burada δx(s)

δx(s) =

 1, x = s

0, x 6= s

eşitliği ile tanımlıDirac Delta fonksiyonu olup, C∗ belirli bir sabittir.

İspat. δx(s) = δ (s− x) olup δx(s) ye Pn operatörü uygulanırsa

Pn (δx(s)) =
∞∑
k=0

δ

(
k

k + n
− x
)
mn,k(x, t)

olur. k
k+n

= x için δx(s) nin tanımından

(Pnδ)(x, t) = εn(x)mn,k′(x, t)
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elde edilir. Buradan∣∣∣∣f(x+)− f(x−)

2
(Pnsgn(s− x))(x, t) +

[
f(x)− f(x+) + f(x−)

2

]
(Pnδ)(x, t)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f(x+)− f(x−)

2
(Pnsgn(s− x))(x, t)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣[f(x)− f(x+) + f(x−)

2

]
(Pnδ)(x, t)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣f(x+)− f(x−)

2

2
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)− 1 + εn(x)mn,k′(x, t)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣[f(x)− f(x+) + f(x−)

2

]
εn(x)mn,k′(x, t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣(f(x+)− f(x−))

 ∑
nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)−
1

2
+

1

2
εn(x)mn,k′(x, t)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣[f(x)− f(x+) + f(x−)

2

]
εn(x)mn,k′(x, t)

∣∣∣∣
≤ |f(x+)− f(x−)|

∣∣∣∣∣∣
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)−
1

2

∣∣∣∣∣∣+ |f(x)− f(x−)| εn(x)mn,k′(x, t)

eşitsizliği elde edilir. Lemma 3.7 ye göre,∣∣∣∣∣∣
∑

nx/(1−x)<k

mn,k(x, t)−
1

2

∣∣∣∣∣∣ ≤ C√
n
A(x, t) (3.14)

dir. Lemma 3.7 nin ispatında kullanılan metoda ve Guo (1989) daki çalı̧smaya

benzer şekilde i̧slemler yapılırsa,

mn,k′(x, t) =:
C1√
n
A (x, t) (3.15)

elde edilir. Burada C∗ = max {C,C1} olup (3.14) ve (3.15) den (3.13) eşitsizliği elde

edilir, bu ise ispatıtamamlar.

Lemma 3.10 Yeterince büyük n ler için

|(Pngx)(x, t)| ≤
3(1− t)
nx(1− x)


n∑
k=1

x+
(1−x)√

k∨
x− x√

k

(gx)


olup, burada

gx(s) =


f(s)− f(x+), x < s ≤ 1

0, s = x

f(s)− f(x−), 0 ≤ s < x

dir.
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İspat. Lebesque-Stieltjes integralinden

(Pnf)(x, t) =

1∫
0

f(y)dyKn,k(x, t, y) (3.16)

yazılabilir. (3.16) den (Pngx)(x, t) yi aşağıdaki gibi yazabiliriz;

|(Pngx)(x, t)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

gx

(
k

k + n

)
mn,k(x, t)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1∫
0

gx(y)dyKn,k(x, t, y)

∣∣∣∣∣∣ . (3.17)

(3.17) yi aşağıdaki gibi üç kısma ayıralım.

1∫
0

gx(y)dyKn,k(x, t, y) = (I1gx)(x, t) + (I2gx)(x, t) + (I3gx)(x, t). (3.18)

Burada,

(I1gx)(x, t) =

x−x/
√
n∫

0

gx(y)dyKn,k(x, t, y)

(I2gx)(x, t) =

x+(1−x)/
√
n∫

x−x/
√
n

gx(y)dyKn,k(x, t, y)

(I3gx)(x, t) =

1∫
x+(1−x)/

√
n

gx(y)dyKn,k(x, t, y)

dir. (I1gx)(x, t), (I2gx)(x, t) ve (I3gx)(x, t) yi ayrıayrıhesaplayalım.

İlk olarak y ∈ [x− x/
√
n, x+ (1− x)/

√
n] için (I2gx)(x, t) yi hesaplayalım.

Burada gx(x) = 0 ve

∣∣∣∣∣x+(1−x)/
√
n∫

x−x/
√
n

dyKn,k(x, t, y)

∣∣∣∣∣ ≤ 1 olduğu göz önüne alınırsa

|(I2gx)(x, t)| =

∣∣∣∣∣∣∣
x+(1−x)/

√
n∫

x−x/
√
n

(gx(y)− gx(x))dyKn,k(x, t, y)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

x+(1−x)/
√
n∫

x−x/
√
n

|gx(y)− gx(x)| |dyKn,k(x, t, y)|

≤
x+(1−x)/

√
n∨

x−x/
√
n

(gx) ≤
1

n− 1

n∑
k=2

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx) (3.19)
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olur. İkinci olarak (I1gx)(x, t) yi hesaplayalım. Kısmi Lebesque-Stieltjes integras-

yonunu kullanırsak,

(I1gx)(x, t) =

x−x/
√
n∫

0

gx(y)dyKn,k(x, t, y)

= gx(x− x/
√
n)Kn,k(x, t, x− x/

√
n)− gx(0)Kn,k(x, t, 0)

−
x−x/

√
n∫

0

Kn,k(x, t, y)dygx(y)

elde ederiz. |gx(x− x/
√
n)| = |gx(x− x/

√
n)− gx(x)| ≤

x∨
x−x/

√
n

(gx) olduğundan

|(I1gx)(x, t)| ≤
x∨

x−x/
√
n

(gx)Kn,k(x, t, x− x/
√
n) +

x−x/
√
n∫

0

Kn,k(x, t, y)dy

(
−

x∨
y

(gx)

)

elde edilir. Lemma 3.2 nin (i) şıkkından

Kn,k(x, t, x− x/
√
n) ≤ x(1− t)

n
(

x√
n

)2
olup, bu değer yukarıdaki eşitlikte yerine yazılır ve Lemma 3.2 dikkate alınırsa

|(I1gx)(x, t)| ≤
x∨

x−x/
√
n

(gx)
x(1− t)

n
(

x√
n

)2 +

x−x/
√
n∫

0

x(1− t)
n(x− y)2

dy

(
−

x∨
y

(gx)

)

=
x∨

x−x/
√
n

(gx)
x(1− t)

n
(

x√
n

)2 +
x(1− t)

n

x−x/
√
n∫

0

1

(x− y)2
dy

(
−

x∨
y

(gx)

)

olur. Eşitliğin sağ tarafındaki integrale u = 1
(x−y)2 , dv = dy

(
−

x∨
y

(gx)

)
diyerek

kısmi integrasyon uygulanırsa

x−x/
√
n∫

0

1

(x− y)2
dy

(
−

x∨
y

(gx)

)
= − 1

(x− y)2

x∨
y

(gx) |x−x/
√
n

0 +

x−x/
√
n∫

0

2

(x− y)3

x∨
y

(gx)dy

= − 1(
x√
n

)2 x∨
x−x/

√
n

(gx) +
1

x2

x∨
0

(gx) +

x−x/
√
n∫

0

2

(x− y)3

x∨
y

(gx)dy
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ve son integralde y = x− x/
√
u dönüşümü yapılırsa,

x−x/
√
n∫

0

2

(x− y)3

x∨
y

(gx)dy =
1

x2

n∫
1

x∨
x−x/

√
u

(gx)du =
1

x2

n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx)

eşitliği elde edilir. Sonuç olarak,

|(I1gx)(x, t)| ≤
x∨

x−x/
√
n

(gx)
x(1− t)

n
(

x√
n

)2
+
x(1− t)

n

− 1(
x√
n

)2 x∨
x−x/

√
n

(gx) +
1

x2

x∨
0

(gx) +
1

x2

n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx)


=

x(1− t)
n

 1

x2

x∨
0

(gx) +
1

x2

n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx)


≤ (1− t)

nx


1∨
0

(gx) +
n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx)

 . (3.20)

(I1gx)(x, t) hesaplanmı̧s olur.

Aynımetod ve i̧slemler |(I3gx)(x, t)| içinde yapılırsa,

|(I3gx)(x, t)| ≤
(1− t)
n(1− x)


1∨
x

(gx) +
n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x

(gx)


=

(1− t)
n(1− x)


1∨
0

(gx) +

n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)

 (3.21)

elde edilir.

(3.19)-(3.21) eşitsizlikleri, (3.18) de yerine yazılırsa,

|(Pngx)(x, t)| ≤ |(I1gx)(x, t)|+ |(I2gx)(x, t)|+ |(I3gx)(x, t)|

≤ (1− t)
nx


1∨
0

(gx) +
n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)


+

1

n− 1

n∑
k=2

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx) (3.22)

+
(1− t)
n(1− x)


1∨
0

(gx) +

n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx)


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eşitsizliği elde edilir. x ∈ (0, 1) için

1− t
nx

+
1− t

n(1− x)
=

1− t
nx(1− x)

ve
x∨

x−x/
√
k

(gx) ≤
x+(1−x)/

√
k∨

x−x/
√
k

(gx)

dir. Böylece (3.22) dan,

|(Pngx)(x, t)| ≤
(

1− t
nx

+
1− t

n(1− x)

)
1∨
0

(gx) +

n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)


+

1

n− 1

n∑
k=2

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)

=
1− t

nx(1− x)


1∨
0

(gx) +
n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)


+

1

n− 1

n∑
k=2

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx) (3.23)

elde edilir. Diğer yandan

1∨
0

(gx) ≤
n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)

olup (3.23) den,

|(Pngx)(x, t)| ≤
2(1− t)
nx(1− x)


n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)

+
1

n− 1

n∑
k=2

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)

yazılır. Burada n > 1 ve x ∈ (0, 1) için 1
n−1 ≤

1−t
nx(1−x) dir.

Sonuç olarak

|(Pngx)(x, t)| ≤
3(1− t)
nx(1− x)


n∑
k=1

x+(1−x)/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)


eşitsizliği elde edilir ki bu ispatlanmak istenen eşitsizliktir.

Yukarıda verilen tanım ve lemmaların ı̧sı̆gı altında aşağıda verilen teoremi ispat

edelim.
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Teorem 3.1 f , [0, 1] de tanımlı sınırlı salınımlı bir fonksiyon ( f ∈ BV [0, 1])

olmak üzere, her x ∈ (0, 1) ve yeterince büyük n’ler için

∣∣∣∣(Pnf)(x, t)− 1

2
(f(x+) + f(x−))

∣∣∣∣ ≤ 3(1− t)
nx(1− x)


n∑
k=1

x+
(1−x)√

k∨
x− x√

k

(gx)


+
C∗√
n
A(x, t){|f(x+)− f(x−)|+ εn(x) |f(x)− f(x−)|}

dir. Burada

A(x, t) =

√
3t2x(1 + x)2 + (x− 1)2(x2 + 7x+ 1) + t(x4 + 16x3 − 16x− 1)

x(tx+ x+ t− 1)2

εn(x) =

 1 , x = k′

(n+k′) k
′ ∈ N

0 , x 6= k′

(n+k′) k′ ∈ N

olup, C∗ belirli bir sabit,
b∨
a

(gx); [a, b] de gx in total salınımıdır.

İspat. Herhangi bir f ∈ BV [0, 1] ve yeterince büyük n ler için f fonksiyonunu [0, 1]

aralı̆gında aşağıdaki gibi dört parçaya ayırabiliriz.

f(s) =
1

2
(f(x+) + f(x−)) + gx(s) +

f(x+)− f(x−)

2
sgn(s− x)

+δx(s)

[
f(x)− f(x+)− f(x−)

2

]
(3.24)

Eğer Pn operatörü (3.24) in her iki tarafına uygulanırsa,

(Pnf)(x, t) =

[
1

2
(f(x+) + f(x−))

]
(Pn1)(x, t) + (Png)(x, t)

+
f(x+)− f(x−)

2
(Pnsgn(s− x))(xt)

+

[
f(x)− 1

2
(f(x+)− f(x−))

]
(Pnδx)(x, t)

elde edilir. Eşitliği düzenleyip her iki tarafın mutlak değerini alırsak,∣∣∣∣(Pnf)(x, t)−
[

1

2
(f(x+) + f(x−))

]∣∣∣∣
≤ |(Png)(x, t)|+

∣∣∣∣f(x+)− f(x−)

2
(Pnsgn(s− x))(x, t)

+

[
f(x)− 1

2
(f(x+)− f(x−))

]
(Pnδx)(x, t)

∣∣∣∣
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bulunur. Buradan Lemma 3.9 ve Lemma 3.10 göz önüne alınırsa istenen sonuç elde

edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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4. BRENKEPOLİNOMLARINI İÇEREN SZASZOPERATÖRLERİNİN

BİR GENELLEMESİ

Jakimovski ve Leviatan (1969) Appell polinomlar yardımıyla Szasz operatörlerinin

bir genellemesini elde etmi̧slerdir. g (z) =
∑
akz

k (a0 6= 0), |z| 〈R, (R〉1) diskinde bir

analitik fonksiyon olsun ve kabul edelim ki g (1) 6= 0 olsun. pk (x) Apell polinomlar

için doğurucu fonksiyon aşağıdaki şekilde tanımlanmı̧stır:

g (t) etx =

∞∑
k=0

pk (x) tk (4.1)

x ∈ [0,∞] için pk (x) ≥ 0 olmak üzere, Jakimovski ve Leviatan (1969)

Pn (f ;x) :=
e−nx

g (1)

∞∑
k=0

pk (nx) f

(
k

n

)
(4.2)

operatörünü tanımlamı̧stır.

(4.1) de g (t) = 1 alınır ve etx in seri açılımıyerine yazılırsa kaŗsılıklıkatsayıların

eşitliğinden pk (x) = xk

k!
elde edilir. Bu durumda (4.2) ile verilen operatör Szasz

operatörüne dönüşür.

Ismail (1974) Sheffer polinomlarıyardımıyla (1.1) ve (4.2) ile verilen operatörlerin

başka bir genellemesini elde etmi̧stir. ak ve hk reel sayılar olmak üzere A (z) =
∞∑
k=0

akz
k (a0 6= 0) ve H (z) =

∞∑
k=1

hkz
k (h1 6= 0) |z| < R, (R > 1) diskinde analitik

fonksiyonlar olsun. pk (x) Sheffer polinomları için doğurucu fonksiyon aşağıdaki

şekilde tanımlanmı̧stır

(i) x ∈ [0,∞) için pk (x) ≥ 0, (4.3)

(ii)A (1) 6= 0 ve H ′ (1) = 1,

olmak üzere

A (t) exH(t) =
∞∑
k=0

pk (x) tk, |t < 1| (4.4)
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şeklindedir. Ismail (1974) de

Tn (f ;x) :=
e−nxH(1)

A (1)

∞∑
k=0

pk (nx) f

(
k

n

)
, n ∈ N (4.5)

operatörünü tanımlamı̧stır ve operatörün yaklaşım özelliklerini incelemi̧stir. Bu ope-

ratör aşağıdaki özel durumlarda daha önce bilinen operatörlere dönüşmektedir.

Durum 1: (4.4) ile verilen doğurucu fonksiyonda H (t) = t alınırsa (4.1) ile verilen

Appell polinomlarının doğurucu fonksiyonu elde edilir. (4.5) operatörü de (4.2) ile

verilen operatöre dönüşür.

Durum 2: H (t) = t ve A (t) = 1 alınırsa (4.5) operatörü (1.1) ile verilen Szasz

operatörüne dönüşür.

Bu bölümde, Brenke tipli polinomlar yardımıyla lineer pozitif operatörler tanımlan-

mı̧stır. Brenke tipli polinomlarıChihara 1978 için doğurucu fonksiyon

A (t)B (xt) =
∞∑
k=0

pk (x) tk, (4.6)

olup, burada A ve B aşağıdaki şekilde tanımlanan analitik fonksiyonlar

A (t) =

∞∑
r=0

art
r , a0 6= 0 (4.7)

B (t) =
∞∑
r=0

brt
r , br 6= 0 (r ≥ 0) (4.8)

ve

pk (x) =
k∑
r=0

ak−rbrx
r , k = 0, 1, 2, . . . (4.9)

ve de

(i) A (1) 6= 0, ak−rbr
A(1)

≥ 0, 0 ≤ r ≤ k, k = 0, 1, 2, . . .

(ii) B : [0,∞)→ (0,∞),

(iii) (4.6) , (4.7) ve (4.8) serileri |t| < R, (R > 1) için yakınsaktır.

(4.10)

dir. Yukarıda verilen koşullar altında Brenke tipli polinomlarıiçeren lineer pozitif

operatörler

Ln (f ;x) :=
1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx) f

(
k

n

)
(4.11)
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şeklinde tanımlanmı̧stır, burada x ≥ 0 ve n ∈ N dir. Aşağıdaki özel durumlarda

(4.11) ile verilen lineer pozitif operatörün hangi operatörleri içerdiğini görelim.

Durum 1: B (t) = et alınırsa (4.6) ile verilen eşitlik (4.1) e, (4.11) ile verilen

operatör ise (4.2) ile verilen operatöre kaŗsılık gelir.

Durum 2: B (t) = et ve A (t) = 1 alınırsa Szasz operatörü tekrar elde edilir.

4.1 Ln Operatörünün Yaklaşım Özellikleri

Lemma 4.1 ∀x ∈ [0,∞) için

Ln (1;x) = 1 (4.12)

Ln (s;x) =
B′ (nx)

B (nx)
x+

A′ (1)

nA (1)
(4.13)

Ln
(
s2;x

)
=

B′′ (nx)

B (nx)
x2 +

B′ (nx) [2A′ (1) + A (1)]

nA (1)B (nx)
x (4.14)

+
1

n2A (1)
{A′′ (1) + A′ (1)}

dir.

İspat. (4.6) de verilen Brenke tipli polinomların doğurucu fonksiyonunda t = 1

alınır ve her iki taraf 1
A(1)B(nx)

ile çarpılırsa

1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx) = 1

elde edilir. Bu durum operatörde dikkate alınırsa (4.12) eşitliği elde edilir.

(4.6) ile verilen eşitlikte n yerine nx alınır her iki tarafının t ye göre türevi alınır ve

her iki taraf t ile çarpılırsa

tA′ (t)B (nxt) + nxtA (t)B′ (nxt) =

∞∑
k=0

kpk (nx) tk (4.15)

elde edilir. Bu eşitlikte t = 1 alınır ve her iki taraf 1
nA(1)B(nx)

ile çarpılır ve bu durum

operatörde dikkate alınırsa (4.13) eşitliği elde edilir.
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(4.15) de verilen eşitliğinin her iki tarafının t ye göre türevi alınır ve her iki taraf t

ile çarpılırsa

t2n2x2A (1)B′′ (nxt) + nxB′ (nxt)
{

2t2A′ (t) + tA (t)
}

+B (nxt)
{
t2A′′ (1) + tA′ (1)

}
=

∞∑
k=0

k2pk (nx) tk

elde edilir. Bu eşitlikte t = 1 alınır ve her iki taraf 1
n2A(1)B(nx)

ile çarpılır ve bu

durum operatörde dikkate alınırsa (4.14) eşitliği elde edilir. Bu ise ispatıtamamlar.

Teorem 4.1 Eğer f ∈ C [0,∞) ∩ E ve

lim
y→∞

B′(y)

B(y)
= 1 and lim

y→∞

B′′(y)

B(y)
= 1 (4.16)

ise o taktirde

lim
n→∞

Ln (f ;x) = f (x)

dir. Yani Ln operatörleri [0,∞) un her kompakt alt kümesinde f fonksiyonuna

düzgün yakınsaktır. Burada

E :=
{
f : ∀x ∈ [0,∞) , |f (x)| ≤ ceAx A ∈ R ve c ∈ R+

}
dir.

İspat. (4.12) , (4.13) ve (4.14) eşitliklerinin her iki tarafının n → ∞ için limiti

alınırsa

lim
n→∞

Ln (1;x) = lim
n→∞

1

= x0

lim
n→∞

Ln (s;x) = lim
n→∞

B′ (nx)

B (nx)
x+ lim

n→∞

A′ (1)

nA (1)

= x

lim
n→∞

Ln
(
s2;x

)
= lim

n→∞

B′′ (nx)

B (nx)
x2 + lim

n→∞

B′ (nx) [2A′ (1) + A (1)]

nA (1)B (nx)
x

+ lim
n→∞

1

n2A (1)
{A′′ (1) + A′ (1)}

= x2
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olduğu bulunur. Buradan

lim
n→∞

Ln
(
si;x

)
= xi i = 0, 1, 2

yazılabilir.

Yukarıdaki yakınsama [0,∞) un her kompakt alt kümesinde düzgündür. Korovkin

teoreminden istenilen elde edilir.

Lemma 4.2 (Gavrea and Rasa 1993) g ∈ C2 [0,∞) ve (Pn)n≥0 , Pn (1;x) = 1 özel-

liğini sağlayan lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olsun. Bu durumda

|Pn (g;x)− g (x)| ≤ ‖g′‖
√
Pn
(
(s− x)2 ;x

)
+

1

2
‖g′′‖Pn

(
(s− x)2 ;x

)
(4.17)

dir.

Lemma 4.3 (Zhuk 1989) f ∈ C [a, b] , h ∈
(
0, b−a

2

)
ve fh, f fonksiyonuna bağlıolan

ikinci dereceden Steklov fonksiyonu ise bu durumda

(i) ‖fh − f‖ ≤
3

4
w2 (f ;h) (4.18)

(ii) ‖f ′′h‖ ≤
3

2h2
w2 (f ;h)

eşitsizlikleri sağlanır.

Lemma 4.4 x ∈ [0,∞) için

Ln
(
(s− x)2 ;x

)
=

{
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

B (nx)

}
x2 (4.19)

+

{
2A′ (1) [B′ (nx)−B (nx)] + A (1)B′ (nx)

nA (1)B (nx)

}
x

+
1

n2A (1)
{A′′ (1) + A′ (1)} .

dir.
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İspat. Ln operatörünün lineerlik özelliğinden,

Ln
(
(s− x)2 ;x

)
= Ln

(
s2;x

)
− 2xLn (s;x) + x2Ln (1;x)

elde edilir. Lemma 4.1 den ispat tamamlanır.

Lnf operatörünün f fonksiyonuna yakınsama hızınıaşağıdaki teoremlerde verelim.

Teorem 4.2 f ∈ C [0,∞) ∩ E olsun.

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ 2w
(
f ;
√
λn (x)

)
dir. Burada

λ : = λn (x) = Ln
(
(s− x)2 ;x

)
=

{
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

B (nx)

}
x2

+

{
2A′ (1) [B′ (nx)−B (nx)] + A (1)B′ (nx)

nA (1)B (nx)

}
x

+
1

n2A (1)
{A′′ (1) + A′ (1)} .

şeklindedir.

İspat. (4.12) den

|Ln (f ;x)− f (x)| = |Ln (f ;x)− f (x)Ln (1;x)|

yazılır. Ln lineer operatör olduğundan

|Ln (f ;x)− f (x)| = |Ln (f ;x)− f (x)Ln (1;x)|

= |Ln (f (s)− f (x) ;x)|

elde edilir. (4.11) den

|Ln (f ;x)− f (x)| =

∣∣∣∣∣ 1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

(
f

(
k

n

)
− f (x)

)∣∣∣∣∣
=

1

A (1)B (nx)

∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

pk (nx)

(
f

(
k

n

)
− f (x)

)∣∣∣∣∣
≤ 1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

∣∣∣∣f (kn
)
− f (x)

∣∣∣∣
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bulunur, süreklilik modülünün özellikleri kullanılırsa

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ 1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)w

(
f ;

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣)

=
1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)w

(
f ;

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ δδ
)

≤ 1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

(
1 +

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ 1

δ

)
w (f ; δ)

=


1

A(1)B(nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

+ 1
A(1)B(nx)

1
δ

∞∑
k=0

pk (nx)
∣∣ k
n
− x
∣∣
w (f ; δ)

=


1

+ 1
A(1)B(nx)

1
δ

∞∑
k=0

pk (nx)
∣∣ k
n
− x
∣∣
w (f ; δ) (4.20)

eşitsizliği bulunur.

Cauch-Schwarz eşitsizliği ve (4.6) den

∞∑
k=0

pk (nx)

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣ ≤

( ∞∑
k=0

p2k (nx)

) 1
2
( ∞∑
k=0

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣2
) 1

2

≤
( ∞∑
k=0

pk (nx)
∞∑
k=0

pk (nx)

) 1
2 ( ∞∑

k=0

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣2
) 1

2

=
√
A (1)B (nx)

( ∞∑
k=0

pk (nx)

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣2
) 1

2 (
A (1)B (nx)

A (1)B (nx)

) 1
2

= A (1)B (nx)

{
1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

∣∣∣∣kn − x
∣∣∣∣2
} 1

2

= A (1)B (nx)
{
Ln
(
(s− x)2 ;x

)} 1
2

= A (1)B (nx)
√
λn (x)

elde edilir. Bulunan (4.20) da dikkate alınırsa,

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤
{

1 +
1

δ

√
λn (x)

}
w (f ; δ) (4.21)

bulunur, δ =
√
λn (x) seçilirse istenilen sonuç elde edilir.
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Teorem 4.3 f ∈ C [0, a] için

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ 2

a
‖f‖h2 +

3

4

(
a+ 2 + h2

)
w2 (f ;h)

dır. Burada

h := hn (x) = 4

√
Ln
(
(s− x)2 ;x

)
‖f‖ = max

x∈[a,b]
|f (x)| ve w2 (f ;h) (2.3) de tanımlandı̆gıgibidir.

İspat. fh f fonksiyonuna bağlı olan ikinci dereceden Steklov fonksiyonu olsun.

(4.12) den

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ |Ln (f − fh;x)|+ |Ln (fh;x)− fh (x)| (4.22)

+ |fh (x)− f (x)|

≤ 2 ‖fh − f‖+ |Ln (fh;x)− fh (x)|

elde edilir. fh ∈ C2 [0, a] ve Lemma 4.2 den

|Ln (fh;x)− fh (x)| ≤ ‖f ′h‖
√
Ln
(
(s− x)2 ;x

)
+

1

2
‖f ′′h‖Ln

(
(s− x)2 ;x

)
(4.23)

bulunur. Landau eşitsizliğinde Lemma 4.3 gözönüne alınırsa

‖f ′h‖ ≤
2

a
‖fh‖+

a

2
‖f ′′h‖

≤ 2

a
‖f‖+

3a

4

1

h2
w2 (f ;h)

eşitsizliği elde edilir.

h = 4

√
Ln
(
(s− x)2 ;x

)
olmak üzere (4.23) de bu son eşitsizlik ve Lemma 4.3 dikkate

alınırsa

|Ln (fh;x)− fh (x)| ≤ 2

a
‖f‖h2 +

3a

4
w2 (f ;h) +

3

4
h2w2 (f ;h) (4.24)

elde edilir.

(4.22) de (4.24) yerine konulur ve Lemma 4.3 ün (i) şıkkıdikkate alınırsa teoremin

ispatıelde edilir.
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Uyarı4.1 Teorem 4.3 ün ispatıh ∈
(
0, a

2

)
için verilmi̧stir. B (t) = et, A (t) = 1

ve x = 0 durumlarıiçin h := hn (x) = 4

√
Ln
(
(s− x)2 ;x

)
eşitliğinden h = 0 olduğu

görülür. Bu durumda Teorem 4.3 deki eşitsizlik h = 0 olduğunda da sağlanır.

Teorem 4.4 f ∈ C2B [0,∞) olsun. Bu durumda

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ γ ‖f‖C2B

dir. Burada

γ := γn (x) =

 B′′(nx)−2B′(nx)+B(nx)
B(nx)

x2 + (B′(nx)−B(nx))(nA(1)+2A′(1))+A(1)B′(nx)
nA(1)B(nx)

x

+ 1
n2A(1)

{A′′ (1) + (n+ 1)A′ (1)}


şeklindedir.

İspat. f in Taylor açılımı, Ln operatörlerin lineerlik özelliği ve (4.12) dikkate alınırsa

Ln (f ;x)− f (x) = f ′ (x)Ln (s− x;x) +
1

2
f ′′ (η)Ln

(
(s− x)2 ;x

)
(4.25)

elde edilir ve η ∈ (x, s) dir.

Ln (s− x;x) =
B′ (nx)−B (nx)

B (nx)
x+

A′ (1)

nA (1)
≥ 0

ve x ≤ s için Lemma 4.1 de (4.13) eşitliği ve Lemma 4.4 dikkate alınırsa

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤
[
B′ (nx)−B (nx)

B (nx)
x+

A′ (1)

nA (1)

]
‖f ′‖CB

+
1

2

 B′′(nx)−2B′(nx)+B(nx)
B(nx)

x2

+A(1)B′(nx)+2A′(1)[B′(nx)−B(nx)]
nA(1)B(nx)

x+ A′′(1)+A′(1)
n2A(1)

 ‖f ′′‖CB
≤ [

B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

B (nx)
x2

+
(B′ (nx)−B (nx)) (nA (1) + 2A′ (1)) + A (1)B′ (nx)

nA (1)B (nx)
x

+
1

n2A (1)
{A′′ (1) + (n+ 1)A′ (1)}] ‖f‖C2B

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmı̧s olur.
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Teorem 4.5 f ∈ CB [0,∞) olsun. Bu durumda

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ 2M
{
w2

(
f ;
√
δ
)

+ min (1, δ)
}
‖f‖CB

dir. Burada

δ := δn (x) =
1

2
γn (x)

ve M > 0 olup δ ve f den bağımsız bir sabittir. Burada γn (x) Teorem 4.4 deki

gibidir.

İspat. g ∈ C2B [0,∞) olsun. Teorem 4.4 den

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ |Ln (f − g;x)|+ |Ln (g;x)− g (x)|+ |g (x)− f (x)|

≤ 2 ‖f − g‖CB + [
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

B (nx)
x2

+
(B′ (nx)−B (nx)) (nA (1) + 2A′ (1)) + A (1)B′ (nx)

nA (1)B (nx)
x

+
1

n2A (1)
{A′′ (1) + (n+ 1)A′ (1)}] ‖g‖C2B

= 2
[
‖f − g‖CB + δ ‖g‖C2B

]
(4.26)

elde edilir. (4.26) eşitsizliğinin sol tarafıg ∈ C2B [0,∞) fonksiyonuna bağlıdeğildir,

bu nedenle

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ 2K (f ; δ) (4.27)

dir. Bu eşitsizlikte (2.4) eşitsizliği dikkate alınırsa

|Ln (f ;x)− f (x)| ≤ 2M
{
w2

(
f ;
√
δ
)

+ min (1, δ)
}
‖f‖CB

elde edilir.

Uyarı4.2 (4.16) varsayımıaltında Teorem 4.2-4.5 de n → ∞ iken λ, h, γ ve δ

sıfıra yakınsar.
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4.2 Örnek

eht
d+1

exp (xt) =
∞∑
k=0

gd+1k (x, h)
tk

k!
(4.28)

Gould-Hopper polinomlarıiçin doğurucu fonksiyon

gd+1k (x, h) =

[ k
d+1 ]∑
s=0

k!

s! (k − (d+ 1) s)!
hsxk−(d+1)s (4.29)

formundadır. Burada [.] tamsayıkısmınıgösterir. gd+1k (x, h) Gould-Hopper poli-

nomlarıHermite tipi Douak 1996 d-ortagonal polinomlardır. d-ortagonal kavramı

Van Iseghem (1987) ve Maroni (1989) tarafından açıklanmı̧stır.

A (t) = eht
d+1

ve B (t) = et olmak üzere (4.28) den Gould-Hopper polinomlarının

Brenke tipli polinomlar olduğu açıktır. h ≥ 0 ise (4.10) ve (4.16) koşullarıile (4.11)

ile verilen Ln operatörü için sağlanır. O halde Ln operatörünün Gould-Hopper

polinomlarınıiçeren açık formu

L∗n (f ;x) = e−nx−h
∞∑
k=0

gd+1k (nx, h)

k!
f

(
k

n

)
(4.30)

şeklindedir. h = 0 için gd+1k (nx, 0) = (nx)k olup bu durumda (4.30) operatörleri

bilinen Szasz operatörüne dönüşür.
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5. BRENKE POLİNOMLARINI İÇEREN SZASZ TİPLİ OPERATÖR-

LERİN KANTROVİCH TİPLİ GENELLEMESİ

Bu bölümde (4.11) de verilen operatörlerin bir Kantrovich tipi ve bazı yaklaşım

özellikleri incelenecektir.

(4.10) varsayımlarıaltında (4.11) operatörlerinin Kantorovich versiyonu

Kn (f ;x) :=
n

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

∫ (k+1)/n

k/n

f (t) dt (5.1)

şeklinde tanımlanmı̧stır, burada x ≥ 0 ve f ∈ [0,∞) dır. (5.1) ile tanımlanan Kn

operatörünün lineer ve pozitif olduğu açıktır.

(4.6) eşitliğinde B (t) = et, A (t) = 1 alınır ve ext nin seri açılımıyerine yazılır ve tk

nın kaŗsılıklıkatsayılarıeşitlenirse, pk (x) = xk

k!
olarak elde edilir. Bu durumda (5.1)

operatörü

Kn (f ;x) := ne−nx
∞∑
k=0

(nx)k

k!

∫ (k+1)/n

k/n

f (t) dt (5.2)

şeklindeki Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatörüne dönüşür (Butzer 1954).

(5.1) de B (t) = et alınırsa Jakimovski ve Leviatan(1969) tarafından verilen (4.2)

operatörünün Kantorovich modeli elde edilir.

5.1 Kn Operatörünün Yaklaşım Özellikleri

Lemma 5.1 ∀x ∈ [0,∞) için

Kn (1;x) = 1 (5.3)

Kn (s;x) =
B′ (nx)

B (nx)
x+

2A′ (1) + A (1)

2nA (1)
(5.4)

Kn

(
s2;x

)
=

B′′ (nx)

B (nx)
x2 +

2B′ (nx) [A′ (1) + A (1)]

nA (1)B (nx)
x (5.5)

+
1

n2A (1)

{
A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3

}
dir.
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İspat. (4.6) de verilen Brenke tipli polinomların doğurucu fonksiyonunda x yerine

nx, t = 1 alınır ve her iki taraf 1
A(1)B(nx)

ile çarpılırsa

A (t)B (nxt) =

∞∑
k=0

pk (nx) tk (5.6)

A (1)B (nx) =
∞∑
k=0

pk (nx) (5.7)

1 =
1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx) (5.8)

elde edilir. Bu durum operatörde dikkate alınırsa (5.3) eşitliği bulunur.

(5.6) ile verilen eşitliğin her iki tarafının t ye göre türevi alınırsa

A′ (t)B (nxt) + nxA (t)B′ (nxt) =
∞∑
k=0

kpk (nx) tk−1 (5.9)

eşitliği bulunur. Bu eşitlikte sırasıyla t = 1 alınır, eşitliğin her iki tarafı 2 ile

çarpıldıktan sonra (5.7) eşitliği ile taraf tarafa toplanıp her iki taraf 1
2nA(1)B(nx)

ile

çarpılırsa

B′ (nx)

B (nx)
x+

2A′ (1) + A (1)

2nA (1)
=

1

2nA (1)B (nx)

∞∑
k=0

(2k + 1)pk (nx)

elde edilir. Bu durum operatörde dikkate alınırsa (5.4) eşitliği elde edilir.

(5.9) ile verilen eşitliğin her iki tarafıt ile çarpıldıktan sonra t ye göre türev alınır,

elde edilen eşitliğin her iki tarafı3 ile çarpılıp (5.6) eşitliği ile taraf tarafa toplanır,

t = 1 alınıp eşitliğin her iki tarafı 1
3n2A(1)B(nx)

ile çarpılırsa

B′′ (nx)

B (nx)
x2 +

2B′ (nx) [A′ (1) + A (1)]

nA (1)B (nx)
x+

1

n2A (1)

{
A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3

}
=

1

3n2A (1)B (nx)

∞∑
k=0

(3k2 + 3k + 1)pk (nx)

elde edilir. Bu durum operatörde dikkate alınırsa (5.5) eşitliği elde edilir.

Lemma 5.2 x ∈ [0,∞) için

Kn

(
(s− x)2 ;x

)
=

{
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

B (nx)

}
x2 (5.10)

+

{
2A′ (1) [B′ (nx)−B (nx)] + A (1) [2B′ (nx)−B (nx)]

nA (1)B (nx)

}
x

+
1

n2A (1)

{
A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3

}
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dir.

İspat. Kn nin lineerliğinden

Kn

(
(s− x)2 ;x

)
= Kn

(
s2;x

)
− 2xKn (s;x) + x2Kn (1;x) (5.11)

olduğu görülür. Lemma 5.1 deki eşitlikler yerine yazılıp düzenlenirse istenilen sonuç

elde edilir.

Teorem 5.1 Eğer f ∈ C [0,∞) ∩ E ve

lim
y→∞

B′(y)

B(y)
= 1 ve lim

y→∞

B′′(y)

B(y)
= 1 (5.12)

ise o taktirde

lim
n→∞

Kn (f ;x) = f (x) (5.13)

dir. Yani Kn operatörleri [0,∞) un her kompakt alt kümesinde f fonksiyonuna

düzgün yakınsaktır. Burada

E :=

{
f : x ∈ [0,∞) , x→∞ için

f (x)

1 + x2
yakınsaktır

}
(5.14)

dir.

İspat. (5.3) , (5.4) ve (5.5) eşitliklerinin her iki tarafının n→∞ için limiti alınır ve

(5.12) daki eşitlikler yerine yazılırsa

lim
n→∞

Kn (1;x) = lim
n→∞

1

= x0

lim
n→∞

Kn (s;x) = lim
n→∞

B′ (nx)

B (nx)
x+ lim

n→∞

2A′ (1) + A (1)

2nA (1)

= x

lim
n→∞

Kn

(
s2;x

)
= lim

n→∞

B′′ (nx)

B (nx)
x2 + lim

n→∞

2B′ (nx) [A′ (1) + A (1)]

nA (1)B (nx)
x

+ lim
n→∞

1

n2A (1)

{
A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3

}
= x2

41



olduğu bulunur. Buradan

lim
n→∞

Kn

(
si;x

)
= xi i = 0, 1, 2

yazılabilir.

Yukarıdaki yakınsama [0,∞) un her kompakt alt kümesinde düzgündür. Korovkin

teoreminden istenilen elde edilir.

5.2 Yaklaşım Hızı

Bu kısımda, Peetre’s K-fonksiyoneli, ikinci süreklilik modülü ve bir klasik yaklaşım

yardımıyla Kn (f) operatörünün yaklaşım özellikleri incelenecektir.

Teorem 5.2 f ∈ C̃ [0,∞) ∩ E olsun.

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤ 2w
(
f ;
√
λn (x)

)
(5.15)

dir. Burada

λ : = λn (x) = Kn

(
(s− x)2 ;x

)
=

{
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

B (nx)

}
x2

+

{
2A′ (1) [B′ (nx)−B (nx)] + A (1) [2B′ (nx)−B (nx)]

nA (1)B (nx)

}
x (5.16)

+
1

n2A (1)

{
A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3

}
.

şeklindedir. Burada C̃ [0,∞) , [0,∞) üzerinde düzgün sürekli fonksiyonların uza-

yıdır.

İspat. (5.3) den

|Kn (f ;x)− f (x)| = |Kn (f ;x)− f (x)Kn (1;x)|

yazılır. Kn lineer operatör olduğundan

|Kn (f ;x)− f (x)| = |Kn (f ;x)−Kn (f (x) ;x)|

= |Kn (f (s)− f (x) ;x)|
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elde edilir. (5.1) den

|Kn (f ;x)− f (x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
n

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

(f (t)− f (x)) dt

∣∣∣∣∣∣∣
=

n

A (1)B (nx)

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

(f (t)− f (x)) dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ n

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

|f (t)− f (x)| dt

bulunur, Lemma 2.3 in (vii) özelliğinden

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤ n

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

(
1 + |t− x| 1

δ

)
w (f ; δ) dt

=



1
A(1)B(nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

+ n
A(1)B(nx)

1
δ

∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

|t− x| dt


w (f ; δ)

|Kn (f ;x)− f (x)| =


1+

n
A(1)B(nx)

1
δ

∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

|t− x| dt

w (f ; δ) (5.17)

eşitsizliği bulunur.

İkinci yandaki integrale Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa

(k+1)
n∫

k
n

|t− x| dt ≤


(k+1)
n∫

k
n

|t− x|2 dt


1
2


(k+1)
n∫

k
n

dt


1
2

=
1√
n


(k+1)
n∫

k
n

|t− x|2 dt


1
2
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elde edilir. Bu eşitsizlik (5.17) de dikkate alınır daha sonra elde edilen eşitsizliğin

sağ tarafına toplam için Cauchy-Schwarz eşitsizliği uygulanırsa

∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

|t− x| dt ≤ 1√
n

∞∑
k=0

pk (nx)


(k+1)
n∫

k
n

|t− x|2 dt


1
2

=
1√
n

∞∑
k=0

√
pk (nx)

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

|t− x|2 dt


1
2

≤ 1√
n

( ∞∑
k=0

pk (nx)

) 1
2

 ∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)
n∫

k
n

|t− x|2 dt


1
2

=
1√
n

(A (1)B (nx))
1
2

(
A (1)B (nx)K

(
(t− x)2 ;x

)
n

) 1
2

=

√
A (1)B (nx)

√
A (1)B (nx)√

n
√
n

(λn (x))
1
2

=
A (1)B (nx)

n
(λn (x))

1
2

bulunur. Elde ettiğimiz bu eşitsizlik (5.17) de dikkate alınırsa,

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤
{

1 +
1

δ

√
λn (x)

}
w (f ; δ) (5.18)

bulunur, δ =
√
λn (x) seçilirse istenilen sonuç elde edilir.

Teorem 5.3 f ∈ C2B [0,∞) olsun. Bu durumda

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤ ζ ‖f‖C2B

dir. Burada

ζ : = ζn (x)

=

{
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

2B (nx)

}
x2 (5.19)

+

{
2A′ (1) [B′ (nx)−B (nx)] + A (1) [2 (n+ 1)B′ (nx)− (2n+ 1)B (nx)]

2nA (1)B (nx)

}
x

+
1

2n2A (1)

{
A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3

}
+

2A′ (1) + A (1)

2nA (1)

şeklindedir.
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İspat. f in Taylor açılımı, Kn operatörlerin lineerlik özelliği ve (5.3) dikkate alınırsa

Kn (f ;x)− f (x) = f ′ (x)Kn (s− x;x) +
1

2
f ′′ (η)Kn

(
(s− x)2 ;x

)
(5.20)

elde edilir ve η ∈ (x, s) dir.

Kn (s− x;x) =
B′ (nx)−B (nx)

B (nx)
x+

2A′ (1) + A (1)

2nA (1)
≥ 0 (5.21)

ve x ≤ s için (5.20) de Lemma 5.1 ve 5.2 dikkate alınırsa

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤
[
B′ (nx)−B (nx)

B (nx)
x+

2A′ (1) + A (1)

2nA (1)

]
‖f ′‖CB

+
1

2
[
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

B (nx)
x2

+
2A′ (1) [B′ (nx)−B (nx)] + A (1) [2B′ (nx)−B (nx)]

nA (1)B (nx)
x

+
1

n2A (1)
(A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3
)] ‖f ′′‖CB

≤ [
B′′ (nx)− 2B′ (nx) +B (nx)

2B (nx)
x2 (5.22)

+

2A′ (1) [B′ (nx)−B (nx)] + A (1)

 2 (n+ 1)B′ (nx)

− (2n+ 1)B (nx)


2nA (1)B (nx)

x

+
1

2n2A (1)
{A′′ (1) + 2A′ (1) +

A (1)

3
}+

2A′ (1) + A (1)

2nA (1)
] ‖f‖C2B

elde edilir. Bu durumda ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 5.4 f ∈ CB [0,∞) olsun. Bu durumda

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤ 2M
{
w2

(
f ;
√
δ
)

+ min (1, δ)
}
‖f‖CB (5.23)

dir. Burada

δ := δn (x) =
1

2
ζn (x) (5.24)

ve M > 0 olup δ ve f den bağımsız bir sabittir. Burada ζn (x) Teorem 5.3 deki

gibidir.
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İspat. g ∈ C2B [0,∞) olsun. Teorem 5.3 den

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤ |Kn (f − g;x)|+ |Kn (g;x)− g (x)|+ |g (x)− f (x)|

≤ 2 ‖f − g‖CB + ζ ‖g‖C2B
= 2

[
‖f − g‖CB + δ ‖g‖C2B

]
(5.25)

elde edilir. (5.25) eşitsizliğinin sol tarafıg ∈ C2B [0,∞) fonksiyonuna bağlıdeğildir,

bu nedenle

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤ 2K (f ; δ) (5.26)

dir, burada K (f ; δ) (2.4) de tanımlanan Peetre’s K- fonksiyonelidir.(5.25) , ikinci

süreklilik modülü ve Petree’s K- fonksiyoneli kullanılırsa

|Kn (f ;x)− f (x)| ≤ 2M
{
w2

(
f ;
√
δ
)

+ min (1, δ)
}
‖f‖CB

elde edilir.

Uyarı5.1 (5.12) varsayımıaltında Teorem 5.2-5.4 de n → ∞ için λn, ζn ve δn

sıfıra yakınsar.

5.3 Özel Durumlar ve Başka Özellikler

h ≥ 0, A (t) = eht
d+1

ve B (t) = et için Gould-Hopper polinomlarınıiçeren Kn (f ;x)

in Kantorovich versiyonu

K∗n (f ;x) := ne−nx−h
∞∑
k=0

gd+1k (nx, h)

k!

k+1
n∫

k
n

f (t) dt (5.27)

şeklindedir.

Uyarı5.2 (4.29) ile verilen Gould-Hopper polinomlarıiçin doğurucu fonksiyon h =

0 için gd+1k (nx, h) = (nx)k olarak bulunur ve bu durumda (5.27) de verilen operatör

(5.2) de verilen Szasz-Mirakyan-Kantorovich operatörüne dönüşür.
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Şimdi (5.27) operatörü için bir Voronovskaya-tipli bir teorem verilecektir.Bu teo-

remin ispatıiçin öncelikle aşağıdaki lemmalarıverelim.

Lemma 5.3 K∗n operatörü için

K∗n (1;x) = 1,

K∗n (s;x) = x+
h (d+ 1)

n
+

1

2n
,

K∗n
(
s2;x

)
= x2 +

2

n
(h (d+ 1) + 1) x

+
1

n2

[
h (d+ 1) {h (d+ 1) + d+ 2}+

1

3

]
,

K∗n
(
s3;x

)
= x3 +

3x2

n

{
h (d+ 1) +

3

2

}
+

x

n2

 3h2 (d+ 1)2

+3h (d+ 1) (d+ 3) + 7
2


+

1

n3

 h2 (h+ 3) (d+ 1)3 + 3
2
h (h+ 1) (d+ 1)2

+h (d+ 1) + 1
4

 (5.28)

K∗n
(
s4;x

)
= x4 +

4x3

n
{h (d+ 1) + 2}+

3x2

n2

 2h (h+ 1) (d+ 1)2

+6h (d+ 1) + 5


+
x

n3

 12h2 (d+ 1)2 (d+ 2) + 4h3 (d+ 1)3

+2h (d+ 1) (2d2 + 10d+ 15) + 6


+

1

n4


h3 (h+ 6) (d+ 1)4 + 8h (1 + 3h) (d+ 1)3 − 9h (h+ 1) (d+ 1)2

+7h (d+ 1) + 2h3 (d+ 1)3 + 4d (d− 1) (d+ 1)2 h2

+3h2d2 (d+ 1)2 + (d− 2) (d− 1) d (d+ 1)h+ 1
5


dır.

Lemma 5.4 x ∈ [0,∞) için

K∗n
(
(s− x)2 ;x

)
=
x

n
+

1

n2

[
h (d+ 1) {h (d+ 1) + d+ 2}+

1

3

]
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K∗n
(
(s− x)4 ;x

)
=

3x2

n2
+

x

n3
{

6h (h+ 2) (d+ 1)2 + 2h (d+ 1) (−3d+ 2) + 5
}

+
1

n4



h3 (h+ 6) (d+ 1)4

+2h (h2 + 12h+ 4) (d+ 1)3

+7h (d+ 1)− 9h (h+ 1) (d+ 1)2

+4d (d− 1) (d+ 1)2 h2

+3h2d2 (d+ 1)2 + (d− 2) (d− 1) d (d+ 1)h+ 1
5


(5.29)

dir.

Teorem 5.5 f ∈ C2 [0, a] olsun. Bu durumda

lim
n→∞

n [K∗n (f ;x)− f (x)] = f ′ (x)

{
h (d+ 1) +

1

2

}
+
xf ′′ (x)

2!
(5.30)

dır.

İspat. Taylor teoreminden

f (s) = f (x) + (s− x) f ′ (x) +
(s− x)2

2!
f ′′ (x) + (s− x)2 η (s;x) (5.31)

eşitliği yazılabilir, burada η (s;x) ∈ [0, a] ve{
f (s)− f (x)− (s− x) f ′ (x)− (s− x)2

2!
f ′′ (x)

}
/ (s− x)2 = η (s;x)

denkleminde s → x iken limit alınırsa 0
0
belirsizliği elde edilir. Bu denklemde iki

kez L’H uygulanırsa lims→x η (s;x) = 0 olduğu ğörülür. (5.31) in her iki tarafına K∗n

operatörü uygulanırsa

K∗n (f ;x) = f (x) + f ′ (x)K∗n (s− x;x) (5.32)

+
f ′′ (x)

2!
K∗n
(
(s− x)2 ;x

)
+K∗n

(
(s− x)2 η (s;x) ;x

)
elde edilir. Lemma 5.3 ve Lemma 5.4 den (5.32) eşitliği

n [K∗n (f ;x)− f (x)] = n

{
h (d+ 1)

n
+

1

2n

}
f ′ (x)

+n

{
x

n
+

1

n2

[
h (d+ 1) {h (d+ 1) + d+ 2}+

1

3

]}
f ′′ (x)

2!

+nK∗n
(
(s− x)2 η (s;x) ;x

)
(5.33)
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şeklinde yazılır, burada

K∗n
(
(s− x)2 η (s;x) ;x

)
= ne−nx−h

∞∑
k=0

gd+1k (nx, h)

k!

(k+1)
n∫

k
n

(s− x)2 η (s;x) ds (5.34)

dır. Eşitliğin sağ tarafındaki integrale Cauchy-Schwarz eşitsizliği kullanılırsa

nK∗n
(
(s− x)2 η (s;x) ;x

)
≤ n2e−nx−h

∞∑
k=0

gd+1k (nx, h)

k!


(k+1)
n∫

k
n

(s− x)4 ds


1
2


(k+1)
n∫

k
n

η2 (s;x) ds


1
2

≤

n3e−nx−h ∞∑
k=0

gd+1k (nx, h)

k!

(k+1)
n∫

k
n

(s− x)4 ds


1
2

.

ne−nx−h ∞∑
k=0

gd+1k (nx, h)

k!

(k+1)
n∫

k
n

η2 (s;x) ds


1
2

=
√
n2K∗n

(
(s− x)4 ;x

)√
K∗n (η2 (s;x) ;x) (5.35)

elde edilir. Lemma 5.4 den

lim
n→∞

n2K∗n
(
(s− x)4 ;x

)
= 3x2 (5.36)

dır. Diğer taraftan η (s;x) ∈ [0, a] ve lims→x η (s;x) = 0 iken Teorem 5.1 den

lim
n→∞

K∗n
(
η2 (s;x) ;x

)
= η2 (x;x) = o (5.37)

dır. (5.36) ve (5.37), (5.35) da dikkate alınırsa

lim
n→∞

nK∗n
(
(s− x)2 η (s;x) ;x

)
= 0 (5.38)

eşitliği elde edilir. (5.33) de n→∞ iken limit alınır ve elde edilen denklemde (5.38)

yerine yazılırsa

lim
n→∞

n [K∗n (f ;x)− f (x)] = f ′ (x)

{
h (d+ 1) +

1

2

}
+
xf ′′ (x)

2!

ispat tamamlanır.
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Uyarı5.3 Teorem 5.5 de h = 0 alınırsa (5.2) de verilen Szasz-Mirakyan-Kantorovich

operatörü için Voronovskaya tipli teorem elde edilir.
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6. BRENKE TİPLİ POLİNOMLARI İÇEREN SZASZ TİPLİ OPERA-

TÖRLERİNKANTOROVİCHVARYASYONUNUN SINIRLI SALINIM-

LI FONKSİYONLAR YARDIMI İLE YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ

Kantorovich tipi operatörlerin iyi bilinen bazıçeşitleri fonksiyonların yeniden yapı-

landırılması için kullanı̧slıdır. Örneğin, biyomedikal görüntüler veya görüntülerin

diğer türleri yeniden yapılandırılabilir ve hatta çeşitli pratik problemlerin çözümü

böyle operatörler yardımıyla geli̧stirilebilir (Costarelli, Vinti 2013,

Costarelli, Vinti 2014, Vinti and Zampogni 2014).

Brenke tipli polinomların doğurucu fonksiyonları, Hermite, Laguerre ve genelleştiril-

mi̧s Hermite polinomlarını (Szegö’s) içinde barındırır. Ayrıca bu tip doğurucu

fonksiyonlar olasılık teori ve bazıq-ortogonal polinomların üretilmesiyle de çok ili̧s-

kilidir.

Sonuç olarak bu bölümdeki çalı̧smamız problemlerin, ortagonal polinomların, yak-

laşımın yeniden yapılandırılmasıiçin faydalıdır.

I⊂ R üzerinde sınırlısalınımlıtüm fonksiyonların sınıfıBV (I) tarafından gösterile-

cektir. Bazıyazarlar BV (I) da fonksiyonların yakınsama hızınıelde etmek için bazı

operatörler üzerinde çalı̧smı̧slardır. Sınırlısalınımlıfonksiyonların yakınsama hızı,

birkaç farklıoperatörleri içeren Cheng 1983, Cheng 1984, Bojanic Bojanic 1979 ve

Bojanic ve Vuilleumier Bojanic and Vuilleumier 1981 gibi birçok yazar tarafından

araştırılmı̧stır. Ardından Bojanic-Vuilleuimier ve Cheng’in temel çalı̧smalarından

sonra, metodları bir çok çalı̧smada kullanılmı̧stır

(Öksüzer, Karsli, and Tasdelen Yesildal 2013, Gupta 2004, Guo and Khan 1989,

Karsli, Ibikli 2008, Pych-Taberska and Karsli 2011, Zeng 2000).

Bu bölümde lokal sınırlısalınımlıfonksiyon için x > 0 noktasında yakınsama hızı

bulanacaktır. Ayrıca bu bölümde (5.1) ile verilen operatörünün olasılık teorinin

teknikleri yardımıile yaklaşım özellikleri incelenecektir.
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3. bölümde bahsedildiği gibi, Brenke tipli pk (nx) polinomlarıiçin doğurucu fonksi-

yon

A (t)B (xt) =

∞∑
k=0

pk (x) tk, (6.1)

olup, burada A ve B aşağıdaki şekilde tanımlanan analitik fonksiyonlar

A (t) =

∞∑
r=0

art
r , a0 6= 0 (6.2)

B (t) =
∞∑
r=0

brt
r , br 6= 0 (r ≥ 0) (6.3)

ve

pk (x) =
k∑
r=0

ak−rbrx
r , k = 0, 1, 2, . . . (6.4)

ve de

(i) A (1) 6= 0, ak−rbr
A(1)

≥ 0, 0 ≤ r ≤ k, k = 0, 1, 2, . . .

(ii) B : [0,∞)→ (0,∞),

(iii) (6.1) , (6.2) ve (6.3) serileri |t| < R, (R > 1) için yakınsaktır

(6.5)

dir.

Bu bölümde Mn (x, t)

Mn (x, t) :=
n

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)χn,k (t)

şeklinde tanımlanan lineer pozitif operatördür. I = [0,∞) olmak üzere χn,k (t),

[k/n, (k + 1) /n] aralı̆gında karakteristik fonksiyondur.

Mn (x, t) operatörünün Weierstrass M−testinden düzgün yakınsaktır. Böylelikle

(5.1) operatörü

Kn (f ;x) =

∞∫
0

f (t)Mn (x, t) dt.

şeklinde yazılabilir.
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Lemma 6.1 (Berry-Essen). ζk, k = 1, 2, . . .bağımsız aynıdağılımlırastgele deği̧sken-

ler olsun. E(ζ1) = µ ∈ R, V ar(ζ1) = E(ζ1 − µ)2 = σ2 < ∞ ve E |ζ1 − µ|
3 < ∞

olmak üzere n = 1, 2, ... ve tüm t ler için,∣∣∣∣∣∣P
(

1

σ
√
n

n∑
k=1

(ζk − µ) ≤ t

)
− 1√

2π

t∫
−∞

e−u
2/2du

∣∣∣∣∣∣ < C
E(ζ1 − µ)3

σ3
√
n

dir. Burada 1/
√

2π ≤ C ≤ 0.82 dir. Bu lemmanın ispatıiçin Shiryayev (1984) e

bakılabilir.

6.1 YardımcıSonuçlar

Uyarı6.1 Eğer lim
y→∞

B′(y)
B(y)

= 1 ve lim
y→∞

B′′(y)
B(y)

= 1 ise n→∞ iken Kn

(
(s− x)2 ;x

)
→

0 dır.

Bundan böyle

lim
y→∞

B′(y)

B(y)
= 1 ve lim

y→∞

B′′(y)

B(y)
= 1.

olduklarıkabul edilecektir.

Uyarı6.2 Burada yukarıdaki koşulları sağlayan B fonksiyonu için bazı örnekler

verilmi̧stir. Örneğin B(y) = y exp (y) ya da B(y) = y2 + C exp (y) dir. Başka

örnekler de kolayca inşa edilebilir.

Lemma 6.2 x ∈ (0,∞) olsun.

λn(x, y) =

y∫
0

Mn (x, t) dt ≤ ψ (n, x)

(x− y)2
, 0 ≤ y < x (6.6)

ve

1− λn(x, z) =

∞∫
z

Mn (x, t) dt ≤ ψ (n, x)

(z − x)2
, x < z <∞ (6.7)

dır. Burada ψ (n, x) = Kn

(
(s− x)2 ;x

)
dir.
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İspat. İlk olarak (6.6) in ispatınıyapalım. 0 < t < y olup, buradan −t > −y

yazılabilir. Her iki tarafa x eklenirse x − t > x − y elde edilir. 0 ≤ y < x den

x− y > 0 olup her iki taraf x− y ile bölünürse x−t
x−y > 1 olduğu görülür. Buradan

y∫
0

Mn (x, u) du ≤
y∫
0

Mn (x, t)

(
x− t
x− y

)2
dt =

1

(x− y)2

y∫
0

Mn (x, t) (x− t)2 dt

≤ ψ (n, x)

(x− y)2
, 0 ≤ y < x.

elde edilir.

Şimdi de (6.7) nin ispatınıelde edelim. Kn (1;x) = 1 olduğundan

1 =

∞∫
0

Mn (x, t) dt

1 =

z∫
0

Mn (x, t) dt+

∞∫
z

Mn (x, t) dt

dir. (6.6) den sağ taraftaki integral λn(x, z) ye eşittir. Buradan

1− λn(x, y) =

∞∫
z

Mn (x, t) dt (6.8)

elde edilir. Diğer taraftan z < t < ∞ ve x < z < ∞ olduğu gözönüne alınırsa
t−x
z−x > 1 dir. (6.8) da bu eşitlik gözönüne alınırsa

1− λn(x, y) =

∞∫
z

Mn (x, t) dt

≤
∞∫
z

Mn (x, t)
(t− x)2

(z − x)2
dt

=
1

(z − x)2

∞∫
z

Mn (x, t) (t− x)2 dt

=
ψ (n, x)

(x− y)2

elde edilir ki bu ise ispatıtamamlar.

Lemma 6.3 x ∈ (0,∞) olmak üzere
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1

A (1)B (x)

∞∑
k=0

kpk (x) =
A′ (1)

A (1)
+ x

B′ (x)

B (x)
(6.9)

1

A (1)B (x)

∞∑
k=0

k2kpk (x) =

A′ (1)B (x) + xA (1)B′ (x) + A′′ (1)B (x)

+2xA′ (1)B′ (x) + x2A (1)B′′ (x)

A (1)B (x)
(6.10)

1

A (1)B (x)

∞∑
k=0

k3pk (x) = [A′ (1)B (x) + xA (1)B′ (x) + 3A′′ (1)B (x)

+6xA′ (1)B′ (x) + 3x2A (1)B′′ (x)

+3xA′′ (1)B′ (x) + 3x2A′ (1)B′′ (x) (6.11)

+A′′′ (1)B (x) + x3A (1)B′′′ (x)]/A (1)B (x)

ve

1

A (1)B (x)

∞∑
k=0

k4pk (x) = (A′ (1)B (x) + xA (1)B′ (x) + 7A′′ (1)B (x) (6.12)

+14xA′ (1)B′ (x) + 7x2A (1)B′′ (x) + 6A′′′ (1)B (x)

+18xA′′ (1)B′ (x) + 18x2A′ (1)B′′ (x) + 6x3A (1)B′′′ (x)

+A′′′′ (1)B (x) + 4xA′′′ (1)B′ (x) + 6x2A′′ (1)B′′ (x)

+4x3A′ (1)B′′′ (x) + x4A (1)B′′′′ (x))/A (1)B (x)

şeklindedir.

İspat. (6.1) ile verilen Brenke tipli polinomların doğurucu fonksiyonunun her iki

tarafının t e göre türevi alınırsa

∞∑
k=0

kpk (x) tk−1 = A′ (t)B (xt) + xA (t)B′ (xt)

elde edilir. Eşitliğin her iki tarafıt ile çarpılıp t = 1 alınırsa

∞∑
k=0

kpk (x) = A′ (1)B (x) + xA (1)B′ (x)

bulunur. Bu eşitliğin her iki tarafı 1
A(1)B(x)

ile çarpı̧sırsa (6.9) eşitliği elde edilir.

(6.10)− (6.12) nin ispatıda benzer şekilde yapılır.
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Lemma 6.4 x ∈ (0,∞) için∣∣∣∣∣∑
k>nx

pk (nx)

A (1)B (nx)
− 1

2

∣∣∣∣∣ ≤ C√
n
β(x) +

√
n (x− µ)

σ
√

2π
,

dir, burada β(x) = E|ζ1−µ|3
σ3

olup, C belirli bir sabittir.

İspat. ζ1, P (ζ1 = j) =
pj(x)

A(1)B(x)
(j = 0, 1, 2, . . . ;x ∈ (0,∞) parametredir) parçalan-

masıile rastgele deği̧skendir. Bundan dolayı,

µ = E(ζ1) =
A′ (1)

A (1)
+ x

B′ (x)

B(x)

σ2 =
√
V ar (ζ1) = (−(B(x)A′(1) + xA(1)B′(x))2

+A(1)B(x)((A(1) + 2A′ (1))xB′(x)

+B(x) (A′(1) + A′′(1)) + x2A(1)B′′(x))
)
/(A(1)B(x))2,

Hölder eşitsizliğinden;

E |ζ1 − µ|
3 ≤

√
E (ζ1 − µ)4E (ζ1 − µ)2 (6.13)

= {(−B(x)A′(1)− xA(1)B′(x))((B(x)A′(1) + xA(1)B′(x))2

+A(1)B(x)((A(1) + 2A′(1))xB′(x) +B(x)(A′(1) + A′′(1))

+x2A(1)B′′(x)))(3x (A(1)B′(x))
3

+ 3xA(1)B(x)B′(x)(3xA(1)A′(1)B′(x)

−2A(1)((A(1) + 2A′(1))xB′(x) + x2A(1)B′′(x)))

+ (B(x))2 (−3xA(1)B′(x)(−3 (A′(1))
2

+2A(1)(A′(1) + A′′(1))) + A(1)(xB′(x)(3 (A(1))2

−12 (A′(1))
2

+ A(1)(4A′(1)− 6A′′(1)

−4A′′′(1)))− x2A(1)((−(5 + 4x)A(1) + A′′(1))B′′(x)

+x((6 + x)A(1) + 4A′(1)B′′′(x)))) + (B(x))3 (3 (A′(1))
3
)

−6A(1)A′(1)(A′(1) + A′′(1)) + (A(1))2 (3A′(1) + 5A′′(1)

−2A′′′(1)− 6A′′′′(1))))}/(A(1)B(x))6}1/2.

elde edilir. {ζ l}∞l=1;ζ1, ηn =
n∑
l=1

ζ l. ile aynıdağıtılan bağımsız rastgele deği̧skenlerin

bir dizisi olsun. Daha sonra ηn rastgele deği̧skenin muhtemel dağılımı

P (ηn = k) =
pk (nx)

A (1)B (nx)
.
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şeklindedir. Böylelikle∑
k>nx

pk (nx)

A (1)B (nx)
= P (nµ < ηn)

= 1− P
(
ηn − nµ
σ
√
n
≤ nx− nµ

σ
√
n

)
.

dir. Lemma 3.6 ve (6.13) eşitsizliğinden

∣∣∣∣∣ 1

A (1)B (nx)

∑
k>nx

pk (nx)− 1

2

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣12 − 1√

2π

0∫
−∞

e−u
2/2du

∣∣∣∣∣∣+
1√
2π

nx−nµ
σ
√
n∫

0

e−u
2/2du

≤ C√
n
β(x) +

n (x− µ)

σ
√

2πn
.

elde edilir.

Lemma 6.5 Her x ∈ (0,∞) için

sgn(t− x) =


1, t > x

0, t = x

−1, t < x

.

olmak üzere

|Kn (sgn (t− x) ;x)| ≤ 2√
n

[
3

(
Cβ(x) +

n (x− µ)

σ
√

2π

)
+

1√
2πσ

]
(6.14)

dir.

İspat. k∗ ∈ N için x ∈ [k∗/n, (k∗ + 1) /n) olsun. (5.1) ile verilen operatörde f

yerine sgn(t− x) alınırsa

Kn (sgn (t− x) ;x) =
n

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

(k+1)/n∫
k/n

sgn (t− x) dt

=
n

A (1)B (nx)


k∗−1∑
k=0

pk (nx)
(k+1)/n∫
k/n

sgn (t− x) dt

+
∞∑

k=k∗+1
pk (nx)

(k+1)/n∫
k/n

sgn (t− x) dt


+

n

A (1)B (nx)
pk∗ (nx)

(k∗+1)/n∫
k∗/n

sgn (t− x) dt (6.15)
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bulunur. İlk integralde k
n
≤ t ≤ k+1

n
, k∗

n
≤ x ≤ k∗+1

n
ve 0 ≤ k ≤ k∗ − 1 olduğu

gözönüne alınırsa x < t olup bu durumda sgn (t− x) = −1 dir. İkinci integralde

k∗ + 1 ≤ k < ∞, k
n
≤ t ≤ k+1

n
ve k∗

n
≤ x ≤ k∗+1

n
olduğu gözönüne alınırsa t > x

olup, bu durumda sgn (t− x) = 1 dir. Kn (1;x) = 1 olduğundan

1 =
1

A (1)B (nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

=
1

A (1)B (nx)

[
k∗−1∑
k=0

pk (nx) +
∞∑

k=k∗+1

pk (nx) + pk∗ (nx)

]

− 1

A (1)B (nx)

k∗−1∑
k=0

pk (nx) =
1

A (1)B (nx)

∞∑
k=k∗+1

pk (nx) +
1

A (1)B (nx)
pk∗ (nx)− 1

bulunur. İkinci integralde ise k∗

n
≤ x ≤ t ≤ k∗+1

n
olup sgn (t− x) = 1 ve k∗

n
≤ t ≤

x ≤ k∗+1
n
alıp sgn (t− x) = −1 olduğu gözönüne alınırsa

(k∗+1)/n∫
k∗/n

sgn (t− x) dt =

x∫
k∗/n

−1dt+

(k∗+1)/n∫
x

1dt

= ((k∗ + 1) /n− x)− (x− k∗/n)

eşitliği elde edilir.

Bu durumlar (6.15) eşitliğinde gözönüne alınırsa

Kn (sgn (t− x) ;x) =
1

A (1)B (nx)

[
−

k∗−1∑
k=0

pk (nx) +

∞∑
k=k∗+1

pk (nx)

]
+

n

A (1)B (nx)
pk∗ (nx) [((k∗ + 1) /n− x)− (x− k∗/n)]

=
2

A (1)B (nx)

∞∑
k=k∗+1

pk (nx)− 1

+2
n

A (1)B (nx)
pk∗ (nx) [((k∗ + 1) /n− x)]

elde edilir. (k∗ + 1) /n− x ≤ 1/n den

|Kn (sgn (t− x) ;x)| ≤ 2

∣∣∣∣∣ 1

A (1)B (nx)

∑
k>nx

pk (nx)− 1

2

∣∣∣∣∣+ 2
pk∗ (nx)

A (1)B (nx)

58



dir. Berry—Esseen teoreminden

pk∗ (nx)

A (1)B (nx)
=

1

A (1)B (nx)

k∗∑
k=0

pk (nx)− 1

A (1)B (nx)

k∗−1∑
k=0

pk (nx)

≤ 2

[
C√
n
β(x) +

n (x− µ)

σ
√

2πn

]
+

1√
2π

(k∗−nx)/σ
√
n∫

((k∗−1)−nx)/σ
√
n

e−u
2/2du,

pk∗ (nx)

A (1)B (nx)
≤ 2

[
C√
n
β(x) +

n (x− µ)

σ
√

2πn

]
+

1√
2πnσ

dir. Sonuç olarak

|Kn (sgn (t− x) ;x)| ≤ 2√
n

[
3

(
Cβ(x) +

n (x− µ)

σ
√

2π

)
+

1√
2πσ

]
bulunur bu da ispatıtamamlar.

Teorem 6.1 f, [0,∞) un her sonlu alt aralı̆gında sınırlı salınımlı bir fonksiyon

olsun. Eğer x ∈ (0,∞) ve r > 1, f (t) = O (t2r) , t→∞, ise bu durumda yeterince

büyük n ler için,∣∣∣∣Kn (f ;x)− f(x+) + f(x−)

2

∣∣∣∣ ≤ 4nψ(n, x) + x2

nx2

n∑
k=1

x+x/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx)

+
|f(x+)− f(x−)|√

n

[
3

(
Cβ(x) +

n (x− µ)

σ
√

2π

)
+

1√
2πσ

]
+O

(
n−r
)
, (6.16)

dir, burada ψ (n, x) = Kn

(
(s− x)2 ;x

)
, µ = E(ζ1), σ =

√
E (ζ1 − µ)2 ve β(x)

Lemma 6.4 deki gibi olup, C belirli bir sabittir.

gx(t) =


f(t)− f(x+), x < t <∞

0, t = x

f(t)− f(x−), 0 ≤ t < x

ve
b∨
a

(gx) [a, b] de gx in toplam varyasyonudur.

İspat. Öncelikle sınırlıfonksiyonlar için aşağıdaki iyi bilinen özdeşlikler verilecektir.

f(t) =
f(x+) + f(x−)

2
+ gx(t) +

f(x+)− f(x−)

2
sgn(t− x)

+δx(t)

[
f(x)− f(x+)− f(x−)

2

]
, (6.17)
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burada

δx(t) =

 1, x = t

0, x 6= t

ve

sgn(t− x) =


1, t > x

0, t = x

−1, t < x

.

dir. (6.17) ün her iki tarafına Kn operatörü uygulanırsa

Kn (f ;x) =
f(x+) + f(x−)

2
Kn (1;x) +Kn (gx;x)

+
f(x+)− f(x−)

2
Kn (sgn(t− x);x)

+

[
f(x)− f(x+)− f(x−)

2

]
Kn (δx;x)

elde edilir. Direkt hesaplama ile

Kn (δx;x) = 0.

olduğu görülür ve Kn (sgn(t− x);x) için Lemma 6.5 eşitsizliği gözönüne alınacaktır.

Böylelikle ∣∣∣∣Kn (f ;x)− f(x+) + f(x−)

2

∣∣∣∣ (6.18)

≤ |Kn (gx;x)|+
∣∣∣∣f(x+)− f(x−)

2
Kn (sgn(t− x);x)

∣∣∣∣
dir. Bu

∣∣∣Kn (f ;x)− f(x+)+f(x−)
2

∣∣∣ tahmini gösterir ki, sadece Kn (gx;x) belirlen-

melidir.

O halde Kn (gx;x) i belirleyelim,

|Kn (gx;x)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
x−x/

√
n∫

0

gx(t)Mn (x, t) dt

∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
x+x/

√
n∫

x−x/
√
n

gx(t)Mn (x, t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
∞∫

x+x/
√
n

gx(t)Mn (x, t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
= |∆1 (n, x)|+ |∆2 (n, x)|+ |∆3 (n, x)| (6.19)

şeklindedir. ∆1 (n, x) , ∆2 (n, x) ve ∆3 (n, x) i bulalım.
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gx(x) = 0 ve

∣∣∣∣∣x+x/
√
n∫

x−x/
√
n

Mn (x, t) dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1 den

|∆2 (n, x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
x+x/

√
n∫

x−x/
√
n

(gx(t)− gx(x))Mn (x, t) dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤

x+x/
√
n∫

x−x/
√
n

|gx(t)− gx(x)|Mn (x, t) dt

≤
x+x/

√
n∨

x−x/
√
n

(gx) ≤
1

n

n∑
k=1

x+x/
√
k∨

x−x/
√
k

(gx) (6.20)

dir. Şimdi de∆1 (n, x) i bulalım. y = x−x/
√
n alınıp kısmi integrasyon uygulanırsa,

∆1 (n, x) =

y∫
0

gx(t)dt (λn(x, t)) = gx(y)λn(x, y)−gx(0)λn(x, 0)−
y∫
0

λn(x, t)dt (gx(t))

elde edilir. |gx(y)| = |gx(y)− gx(x)| ≤
x∨
y

(gx) den

|∆1 (n, x)| ≤
x∨
y

(gx)λn(x, y) +

y∫
0

λn(x, t)dt

(
−

x∨
t

(gx)

)
.

olduğundan (6.6) ve y = x− x/
√
n ≤ x den

|∆1 (n, x)| ≤ ψ(n, x)

(x− y)2

x∨
y

(gx) + ψ(n, x)

y∫
0

1

(x− t)2
dt

(
−

x∨
t

(gx)

)

dir. Burada u = (x − t)−2 ve dv = dt

(
−

x∨
t

(gx)

)
denir ve kısmi integrasyon uygu-

lanırsa
y∫
0

1

(x− t)2dt

(
−

x∨
t

(gx)

)
= − 1

(x− t)2
x∨
t

(gx) |y0 +

y∫
0

2

(x− t)3
x∨
t

(gx)dt

= − 1

(x− y)2

x∨
y

(gx) +
1

x2

x∨
0

(gx) +

y∫
0

2

(x− t)3
x∨
t

(gx)dt

elde edilir. Buradaki son integralde y yerine x − x/
√
n yazılır ve t = x − x/

√
u

dönüşümü yapılırsa

x−x/
√
n∫

0

2(x− t)−3
x∨
t

(gx)dt =
1

x2

n∫
1

x∨
x−x/

√
u

(gx)du ≤
1

x2

n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx)
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olur. Sonuç olarak

|∆1 (n, x)| ≤
x∨
y

(gx)
ψ(n, x)

(x− y)2

+ψ(n, x)

− 1

(x− y)2

x∨
y

(gx) +
1

x2

x∨
0

(gx) +
1

x2

n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx)


dır.

x∨
0

(gx) ≤
n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx) alınırsa

|∆1 (n, x)| ≤ 2ψ(n, x)

x2

n∑
k=1

x∨
x−x/

√
k

(gx) (6.21)

elde edilir. Son olarak da ∆3 (n, x) hesaplayalım. z = x+ x/
√
n alınırsa,

∆3 (n, x) ≤
∞∫
z

gx(t)Mn (x, t) dt =

∞∫
z

gx(t)dt (λn (x, t))

olur. [0, 2x] de Qn (x, t)

Qn (x, t) =

 1− λn (x, t−) , 0 ≤ t < 2x

0, t = 2x

olarak tanımlayalım ve

∆3 (n, x) =

2x∫
z

gx(t)dtQn (x, t)+

∞∫
2x

Mn (x, t) [gx(t)− gx(2x)] dt

olup ∆3 = ∆31 + ∆32 olarak tanımlanır, burada

∆31 =

2x∫
z

gx(t)dtQn (x, t) ve ∆32 =

∞∫
2x

Mn (x, t) [gx(t)− gx(2x)] dt

şeklindedir. ∆31 e kısmi integrasyon uygulanırsa,

|∆31| = gx(z)Qn (x, z) +

2x∫
z

Qn (x, t) dt (gx(t))
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bulunur. Ayrıca (6.7) den,

|∆31| ≤ gx(z)Qn (x, z) +

2x∫
z

Qn (x, t) dt

(
t∨
x

(gx)

)

≤
z∨
x

(gx)
ψ(n, x)

(x− z)2
+ ψ(n, x)

2x∫
z

1

(t− x)2
dt

(
t∨
x

(gx)

)

≤
z∨
x

(gx)
ψ(n, x)

(x− z)2
+ ψ(n, x)

{
1

x2

2x∨
x

(gx)−
1

(x− z)2

z∨
x

(gx)

+2

2x∫
z

1

(t− x)3

t∨
x

(gx)dt


olur. Böylece

|∆31| ≤ ψ(n, x)

 1

x2

2x∨
x

(gx) + 2

2x∫
z

1

(t− x)3

t∨
x

(gx)dt

 .

elde edilir. z deği̧skeni yerine yazılırsa,

2x∫
x+x/

√
n

t∨
x

(gx)
dt

(t− x)3
=

1

2x2

n∫
1

x+x/
√
u∨

x

(gx)du ≤
1

2x2

n∑
k=1

x+x/
√
k∨

x

(gx)

bulunur. Buradan

|∆31| ≤
ψ(n, x)

x2


2x∨
x

(gx) +
n∑
k=1

x+x/
√
k∨

x

(gx)


≤ 2ψ(n, x)

x2

n∑
k=1

x+x/
√
k∨

x

(gx) (6.22)

eşitsizliği elde edilir. Şimdi de ∆32 yi elde edelim. f (t) = O (t2r) , t → ∞

sağlayan bir r > 1 tamsayısımevcuttur. Tüm ortagonal polinomlar {pk (nx)} ailesi

Asai 1921 çalı̧smasında denklem (1.2) de verilen rekürans bağıntısını sağlayan ve

ρ (t) = t için Brenke tipli doğurucu fonksiyonları (4.6) tarafından üretilir.(ayrıca

bakınız Asai, Kubo, Kuo 2003). Lemma 5.1, Lemma 5.2, Uyarı6.1 ve Asai 1921 de

verilen tekrar oranıgörünümünde bir matematiksel tümevarım yoluyla

Kn

(
(t− x)2r ;x

)
= O

(
n−r
)
, n→∞
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olduğu gösterilebilir. Sadece f , x, r, ye bağlıM > 0 sabiti için

|∆32| ≤
Mn

A(1)B(nx)

∞∑
k=0

pk (nx)

∞∫
2x

χn,k (t) t2rdt

≤ M22rKn

(
(t− x)2r ;x

)
= O

(
n−r
)
, n→∞ (6.23)

dir. (6.18)− (6.23) da bulunanların birleştirilmesiyle (6.16) elde edilir. Bu ise ispatı

tamamlar.
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Çeşitli polinomlarıiçeren lineer pozitif operatörler üzerine olan bu çalı̧smamız için

makaleler incelendi ve bu operatörlerin yaklaşım özellikleri araştırıldı. Brenke poli-

nomlarını içeren Szasz operatörlerine indirgenebilen çeşitli lineer pozitif operatör-

ler tanımlandıve bunların yaklaşım özellikleri incelendi. Ayrıca bu operatörlerin

Kantrovich tipi, Voronovskaya tipi elde edildi, yaklaşım özellikleri verildi ve Kantro-

vich varyasyonun sınırlı salınımlı fonksiyonlara yaklaşımı inşa edildi. DahasıLa-

guerre polinomlarını içeren lineer pozitif operatör tanımlandı ve sınırlı salınımlı

fonksiyonlara yaklaşım hızınıveren teorem ispatlandı. Yine bu operatörler dı̧sında

operatörlerin tanımlanması, verimli çalı̧smalardan sonra birçok genellemesi yapıl-

masıve operatörlerin bazıyaklaşım özelliklerini sağlamasının ispatlanmasıbeklen-

mektedir.

Brenke ve Laguerre polinomlarınıiçeren lineer pozitif operatörlerin yaklaşım özel-

liklerini veren bu tez; yaklaşım teorisiyle ilgilenenlere motive edici bir destek olup;

kaynak olabileceği düşüncesiyle de önem taşımaktadır.
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