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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

MAKSİMAL VE SİNGÜLER İNTEGRAL OPERATÖRLER İÇİN GLOBAL MORREY
TİPLİ UZAYLARDA İKİ AĞIRLIKLI EŞİTSİZLİKLER

Ayşe GÜREL BOZYİĞİT

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Canay AYKOL KOCAKUŞAKLI

Bu tez çalışması altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci
bölümde temel tanım ve teoremler verilmiştir. Ayrıca Morrey uzayları, lokal Morrey uzay-
ları ve genelleştirilmiş Morrey uzayları hatırlatılarak bu uzayların bazı temel özelliklerinden
bahsedilmiştir. Tezin üçüncü bölümünde ağırlıklı global Morrey tipli uzaylar hatırlatılmış
olup bu bölümün birinci kısmında ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda maksimal ope-
ratörlerin iki ağırlıklı sınırlılığı ispatlanmıştır. Bu bölümüm ikinci kısmında ise ağırlıklı
global Morrey tipli uzaylarda maksimal komütatörlerin iki ağırlıklı sınırlılığına değinilmiş-
tir. Tezin dördüncü bölümünde ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda singüler operatörler
ve singüler komütatörlerin iki ağırlıklı sınırlılığından bahsedilmiştir. Bu bölümün ilk kıs-
mında ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda singüler operatörlerin iki ağırlıklı eşitsizlikleri
incelenip iki ağırlıklı sınırlılığı için gerekli koşulu veren teorem ispatı gösterilmiştir. Bu
bölümün ikinci kısmında ise ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda singüler komütatörlerin
iki ağırlıklı sınırlılığı ispatlanmıştır. Tezin beşinci bölümünde diğer bölümlerde elde edilen
sonuçlar kullanılarak ağırlıklı global Morrey uzaylarında bazı eşitsizliklerin uygulamasına
yer verilmiştir. Tezin son bölümünde ise elde edilen sonuçların analizi yapılmıştır.

Eylül 2023, 50 sayfa

Anahtar Kelimeler: Maksimal operatör, singüler integral operatörler, global Morrey
tipli uzay, iki ağırlıklı eşitsizlikler, Hardy eşitsizliği, BMO uzayı.
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TWO WEIGHTED INEQUALITIES FOR MAXIMAL AND SINGULAR INTEGRAL
OPERATORS IN GLOBAL MORREY TYPE SPACES

Ayşe GÜREL BOZYİĞİT

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Canay AYKOL KOCAKUŞAKLI

This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, basic definitions and theorems are given. In addition, Morrey spaces,
local Morrey spaces and generalized Morrey spaces are recalled and some basic properties
of these spaces are mentioned. In the third part of the thesis, weighted global Morrey
type spaces are reminded and in the first part of this part, two weighted boundedness of
maximal operators in weighted global Morrey type spaces is proved. In the second part
of this chapter, the two-weight boundedness of maximal commutators in weighted global
Morrey type spaces is discussed. The fourth part of the thesis deals with the two-weight
boundedness of singular operators and singular commutators in weighted global Morrey
type spaces. In the first part of this chapter, two-weight inequalities of singular operators
in weighted global Morrey type spaces are analyzed and the proof of the theorem giving
the necessary condition for two-weight boundedness is shown. In the second part of this
chapter, two-weight boundedness of singular commutators in weighted global Morrey type
spaces is proved. In the fifth part of the thesis, the application of some inequalities in
weighted global Morrey type spaces using the results obtained in the other chapters is
given. In the last part of the thesis, the results obtained are analyzed.

September 2023, 50 pages

Key Words: Maximal operator, singular integral operators, global Morrey type space,
two weight inequalities, Hardy inequality, BMO space.
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SİMGELER DİZİNİ

Rn n boyutlu Öklid uzayı

B(x, r) x merkezli r yarıçaplı açık yuvar

|B(x, r)| B(x, r) yuvarının Lebesgue ölçüsü

Lp(Rn) Lebesgue uzayı

Lloc
1 (Rn) Rn de lokal integrallenebilen fonksiyon uzayı

Lp,ω(Rn) Ağırlıklı Lebesgue uzayı

Lp,λ(Rn) Morrey uzayları

Lloc
p,λ(Rn) Lokal Morrey uzayı

Mp,ω(Rn) Genelleştirilmiş Morrey uzayı

Mp,θ,ω(Rn) Genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzayı

GMφ
p,θ,ω(Rn) Ağırlıklı global Morrey tipli uzay

W k
p (Ω) Sobolev uzayı

W k
p,ω(Ω, φ) Genelleştirilmiş Sobolev uzayı

ωn Birim kürenin hacmi

M Maksimal operatör

T Singüler integral operatörü

Ap(Rn) Muckenhoupt sınıfı

Mb Maksimal komütatör

[M, b] Maksimal komütatör

[T, b] Singüler integral komütatörü

χA A kümesinin karakteristik fonksiyonu
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1. GİRİŞ

Maksimal operatör, lineer olmayan bir operatördür ve harmonik analiz için önemli

araçlardan biridir. Bu operatör g ∈ Lloc
1 (Rn) olmak üzere;

Mg(x) = sup
r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|g(y)|dy

ile tanımlanır.

Mg Hardy-Littlewood maksimal operatörü ile harmonik analizin farklı alanlarında

karşılaşılabilir. Bunların en önemlilerinden biri de singüler operatörler teorisi ile Le-

besgue diferensiyelleme teoreminin ispatıdır. Maksimal operatör, reel ve kompleks

analizde oldukça fazla kullanılan bir operatördür. Ayrıca Maksimal operatörün sınır-

lılığı, birçok konvolüsyon tipli olan singüler integral operatörlerin sınırlılığının elde

edilmesinde önemli bir role sahiptir.

Calderón-Zygmund tipi singüler integraller

Tg(x) =

∫
Rn

K(x, t)g(t)dt

biçiminde tanımlanır. Burada K standart singüler çekirdektir, yani K fonksiyonu

{(x, t) ∈ Rn × Rn : x ̸= t} üzerinde sürekli ve

|K(x, t)| ≤ C|x− t|−n x ̸= t,

|K(x, t)−K(x, z)| ≤ C
|t− z|σ

|x− t|n+σ
, σ > 0, |x− t| > 2|t− z| ise

|K(x, t)−K(ξ, t)| ≤ C
|x− ξ|σ

|x− t|n+σ
, σ > 0, |x− t| > 2|x− ξ| ise

özelliklerini sağlayan bir fonksiyondur.

Maksimal singüler operatör

T ∗g(x) = sup
ε>0

|Tεg(x)|

ile tanımlanır. Burada Tεg(x),
1



Tεg(x) =

∫
{t∈Rn:|x−t|≥ε}

K(x, t)g(t)dt.

ile tanımlanan alışılmış kesmedir. g bir basamak fonksiyonu olduğunda T ∗g(x) he-

men her yerde (h.h.y.) var olduğu bilinmektedir.

Singüler integraller konusu başta Calderon ve Zygmund (1952) olmak üzere birçok

araştırmacı tarafından çalışılmıştır. Harmonik analizinde çok önemli konularından

biri olan singüler integral operatörler analitik fonksiyonlarda sınır değer problemler

teorisinde , kısmi türevli denklemler teorisinde , Fourier serileri ve matematiğin diğer

alt dallarında çeşitli uygulamalara sahip güncel bir konudur.

Her x ∈ Rn ve bir ölçülebilir b fonksiyonu için maksimal komütatör

Mb(g)(x) = sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(x)− b(y)||g(y)|dy

biçiminde tanımlanır.

b bir ölçülebilir fonksiyon olsun. M Hardy-Littlewood maksimal operatörü ve b fonk-

siyonun komütatörü her x ∈ Rn için

[M, b]g(x) = M(bg)(x)− b(x)Mg(x)

ile tanımlanır.

0 ≤ λ ≤ n, p ≥ 1 için g ∈ Lloc
p (Rn) olmak üzere

∥g∥p,λ = sup
x∈Rn,r>0

 1

rλ

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy


1
p

< ∞

koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayına Lp,λ(Rn) Morrey uzayları denir. Burada

B(x, r), x merkezli r yarıçaplı yuvarı belirtir.

∥g∥p,λ = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ∥g∥Lp(B(x,r)) ≤ c < ∞

a) λ = 0 alınırsa,
2



∥g∥p,0 = sup
x∈Rn,r>0

∥g∥Lp(B(x,r)) = ∥g∥Lp(Rn)

bilinen Lebesgue uzayı elde edilir.

b) λ = n alınırsa,

Lp,n(Rn) = L∞(Rn)

dir. Gerçekten de g ∈ L∞(Rn) olsun.

r−n

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy


1
p

≤ ω
1
p
n∥g∥L∞

elde edilir. Böylece g ∈ Lp,n(Rn) bulunur ve

∥g∥Lp,n ≤ ω
1
p
n∥g∥L∞

elde edilir.

g ∈ Lp,n(Rn) olsun. Temel Lebesgue Teoreminden

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy = |g(x)|p

dir. Bu durumda

|g(x)| =

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy


1
p

≤ ω
− 1

p
n ∥g∥Lp,n

eşitsizliği gerçeklenir. O halde g ∈ L∞(Rn) dir ve

∥g∥L∞ ≤ ω
− 1

p
n ∥g∥Lp,n

gerçeklenir (Stein, 1970). Burada ωn, Rn’de birim kürenin hacmidir ve

ωn =
πn/2

Γ(1 + n
2
)

ile gösterilir.

|g(x)| ≤ ω
− 1

p
n ∥g∥Lp,n

3



ifadesi ele alındığında sonuç elde edilir.

c) λ < 0 veya λ > n ise Lp(Rn) = Θ olup Θ Rn de sıfıra denk olan fonksiyonların

kümesidir.

Morrey uzayları ilk defa Morrey (1938) tarafından tanımlanmıştır. Morrey uzayları

kısmi diferensiyel denklemler teorisinde ve varyasyonlar analizi teorisindeki prob-

lemlerde oldukça kullanışlıdır.

Maksimal operatörün sınırlılığı farklı fonksiyon uzaylarında bazı matematikçiler ta-

rafından araştırılmıştır. Hardy-Littlewood maksimal operatörün Morrey uzayların-

daki sınırlılık koşullarını Mizuhara (1991), Nakai (1994) ve Guliyev (2009) gibi ma-

tematikçiler çalışmıştır. Klasik Morrey uzayları, Morrey (1938) tarafından çalışılmış-

tır. Hardy-Littlewood maksimal operatörü ile singüler integral operatörlerin Morrey

uzayınlarındaki sınırlılığı incelenmiştir. Bahsedilen operatörlerin ağırlıklı Lebesgue

uzaylarında sınırlılığı Muckenhoupt (1972), Coifman ve Fefferman (1974) tarafından

çalışılmıştır. Nakai ve Mizuhara gibi araştırmacılar maksimal ve singüler integra-

lin genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığını elde etmişlerdir. Ayrıca Guliyev

(1994, 1999) tarafından geliştirilen yeni bir yöntemle Lie grupları ve Rn de harmo-

nik analizin klasik integral operatörleri için sınırlılık sonuçları elde edilmiştir. Daha

sonra Guliyev (2009) tarafından önerilen yeni yöntemlerle genelleştirilmiş Morrey

uzaylarında maksimal, potansiyel ve singüler integral gibi operatörlerin sınırlılığı

sağlanmıştır. Guliyev ile birlikte Samko (2009) gibi araştırmacılar, sadece Morrey

tipli uzaylarla sınırlı kalmayarak diğer fonksiyon uzaylarında da yeni sonuçlar elde

etmişlerdir.

∥g∥BMO = sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|g(y)− gB(x,r)|dy < ∞

veya

∥g∥BMO = inf
C

sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|g(y)− C|dy < ∞.

olacak şekildeki tüm lokal integrallenebilen g fonksiyonlarının sınıfına BMO(Rn)

uzayı denir.

4



BMO (Bounded Mean Oscillation) uzayı, John ve Nirenberg (1961) tarafından ta-

nımlanmıştır. Ayrıca BMO uzayı, L uzayı ile benzer özelliklere sahip olup L∞ yerine

kullanıldığı durumlarla da karşılaşılabilir.

T , Calderón-Zygmund operatör ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Coifman vd. (1976) ça-

lışmalarının iyi bilinen bir sonucu [b, T ]g = T (bg) − b Tg komütatör operatörünün

1 < p < ∞ için, Lp(Rn) üzerinde sınırlı olduğudur. Calderón-Zygmund operatörlerin

komütatörü ikinci mertebeden eliptik kısmi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin

düzgünlüğün incelenmesinde önemlidir.

1 ≤ p < ∞ ve 1
p
+ 1

p′
= 1 olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φp(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φ−p′(y)dy


1
p′

< ∞

ise φ ağırlık fonksiyonu, Ap(Rn) sınıfına aittir denir. Her x ∈ Rn ve r > 0 için

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

φ(y)dy ≤ C ess sup
y∈B(x,r)

1

φ(y)
< ∞

olacak şekilde C > 0 var ise φ ağırlık fonksiyonu, A1(Rn) sınıfına aittir denir.

1 ≤ p < ∞ için,

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φp
2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φ−p′

1 (y)dy


1
p′

< ∞

ise (φ1, φ2) ağırlık fonksiyonları Ãp(Rn) sınıfına aittir.

Ap sınıfı Muckenhoupt tarafından 1972 de Hardy-Littlewood maksimal operatörünün

sınırlılıklarının incelenmesiyle ilgili çalışmalarında tanımlanmıştır. Ap Muckenhoupt

sınıfının maksimal fonksiyonun ağırlıklı Lebesgue uzaylarında sınırlılığı karakterize

ettiği bilinmektedir.

1 ≤ p < ∞ ve g ∈ Lloc
p (Rn) olmak üzere

∥g∥Mp,ω = sup
x∈Rn,r>0

r−
n
p

ω(x, r)
∥g∥Lp(B(x,r)) < ∞

5



koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayına Mp,ω(Rn) genelleştirilmiş Morrey uzayı de-

nir. Burada ω(x, r), Rn×(0,∞) ’da negatif olmayan ölçülebilir fonksiyondur. Ayrıca

ω(x, r) = r
λ− n

p seçilirse Lp,λ(Rn) Morrey uzayı elde edilir.

Lebesgue uzaylarında kesirli maksimal operatörler ve singüler integral operatörler

için iki ağırlıklı norm eşitsizliği Edmunds ve Kokilashili (1995), Cruz-Uribe (2000)

gibi matematikçiler tarafından geniş çapta incelenmiştir. Morrey uzayları üzerindeki

farklı ağırlık türleri ile ağırlıklı norm eşitsizlikleri de Nakamura vd. (2018) tarafından

çalışılmıştır.

Son zamanlarda, Komori ve Shirai (2009) ağırlıklı Morrey uzaylarını tanımlamışlar

ve Hardy-Littlewood maksimal operatörü , Calderón-Zygmund operatörü gibi bazı

klasik operatörlerin bu uzaylar üzerindeki sınırlılığını çalışmışlardır. Ayrıca Guliyev

(2012) ilk olarak genelleştirilmiş ağırlıklı Morrey uzaylarını tanıtmıştır ve altlineer

operatörlerin sınırlılığını ve bunların Calderón-Zygmund operatörleri tarafından üre-

tilen yüksek dereceli komütatörlerini ve bu uzaylardaki Riesz potansiyelini incele-

miştir (Aykol vd. 2020, Guliyev 2014, 2018).

Tez çalışmasının üçüncü bölümünde yer alan teorem ispatlarında modern matemati-

ğin çok bilinen eşitsizliklerinden biri olan Hardy eşitsizliği sıklıkla kullanılmıştır. Bu

eşitsizlik, Hardy tarafından (1920) ilk kez tanımlanmıştır ve daha sonra ilk ağırlıklı

Hardy eşitsizliği de tanıtılmıştır (Hardy vd., 1952). Hardy eşitsizliğinin gelişimine

ağırlık fonksiyonlarının eşitsizlik içinde kullanılması önemli bir katkı sağlamıştır.

0 < p, θ < ∞ ve ω(r), φ(r), (0,∞) üzerinde negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlar

ve g ∈ Lloc
p,φ(Rn) olsun. GMφ

p,θ,ω ağırlıklı global Morrey tipli uzayları

∥g∥GMφ
p,θ,ω(Rn) = sup

x∈Rn

(∫ ∞

0

ω(t)∥g∥θLp,φ(B(x,t))dt

)1/θ

< ∞

normu ile tanımlanır. Eğer φ(r) = 1 ise o zaman GMp,θ,ω Global Morrey-tipi uzay

elde edilir (Burenkov ve Guliyev, 2004).
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0 < λ < n için GMp,∞,r−λ/p uzayları Morrey (1938) tarafından tanıtılmış olan kla-

sik Morrey tipi uzaylardır ve 2.derece kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin

lokal davranışlarının incelenmesi için kullanılır. GMp,∞,w uzaylarının interpolasyon

özellikleri Spanne (1966) tarafından araştırılmıştır. GMp,∞,r−λ uzayları Hörmander

tipi vektör alanlarında, gömme teoremlerini incelemek için Lu (1995) tarafından kul-

lanılmıştır. Mizuhara (1991) ve Nakai (2006) çalışmalarında GMp,∞,w uzaylarında

çeşitli integral operatörlerin sınırlılığını incelemiştir.

Bu tezin amacı, ağırlıklı Global Morrey tipli uzaylarda M maksimal operatörü

ile T Calderón-Zygmund singüler integral operatörü ve onların komütatörlerinin

GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Rn) uzayına sınırlılığını elde etmektir. Burada

Morrey uzayının tanımı hatırlatılarak bu uzayda maksimal operatör ve Calderón-

Zygmund singüler integral operatörünün sınırlılıkları verilmiştir. Ağırlıklı Global

Morrey tipli uzaylarda belirtilen operatörlerin sınırlılığının gösterilmesinde Hardy

eşitsizliğinden yararlanılmıştır. Tezin son kısmında ise üçüncü ve dördüncü bölüm-

lerde elde edilen sonuçlarla ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda eşitsizlikler üzerine

uygulamalara yer verilmiştir.
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2. TEMEL BİLGİLER

Bu bölümde, tez çalışmasında kullanılacak temel tanım ve teoremlere yer verilmiştir.

2.1 Temel Tanım ve Teoremler

Tanım 2.1 W bir F cismi (R veya C) üzerinde bir vektör uzayı olsun. Eğer bir ∥.∥ :

W → R dönüşümü her v, w ∈ W ve her γ ∈ F için

(N1) ∥w∥ ≥ 0 ve ∥w∥ = 0 ⇔ w = 0,

(N2) ∥γw∥ = |γ|∥w∥,

(N3) ∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥

aksiyomlarını sağlıyor ise bu dönüşüme W üzerinde norm denir. (W, ∥.∥) ikilisine normlu

bir vektör uzayı olarak adlandırılır ve kısaca W ile gösterilir (Kreyszig, 1978).

Tanım 2.2 W ve V iki vektör uzayı ve T , W uzayından V uzayına bir fonksiyon olsun.

Her w, x ∈ W ve her γ ∈ F için

(i) T (w + x) = Tw + Tx

(ii) T (γw) = γTw

özellikleri sağlanıyor ise T bir lineer operatör olarak adlandırılır (Kreyszig, 1978).

Tanım 2.3 W ve V iki normlu uzay, D(T ) ⊂ W ve T : D(T ) → V lineer bir operatör

olsun. Her w ∈ W için

∥Tw∥ ≤ E∥w∥

gerçeklenecek biçimde bir E ≥ 0 sayısı mevcutsa T sınırlı bir operatör olarak ifade edilir.

Bu T operatörünün normu

∥T∥ = sup
w∈D(T ),w ̸=0

∥Tw∥
∥w∥

ile hesaplanır (Kreyszig, 1978).

Tanım 2.4 W ile V normlu uzaylar, D(T ) ⊂ W olmak üzere T : D(T ) → V bir

operatör ve w0 ∈ D(T ) olsun. Her ε > 0 için,

∥w − w0∥ < δ
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şartını sağlayan her w ∈ W için,

∥Tw − Tw0∥ < ε

koşulu gerçeklenecek biçimde bir δ > 0 sayısı mevcutsa T operatörüne w0 süreklidir denir

(Kreyszig, 1978).

Teorem 2.1 W ve V iki normlu uzay ve D(T ) ⊂ W olmak üzere T : D(T ) → V bir

lineer operatör olsun. Bu durumda T lineer operatörünün sürekli olması için gerekli ve

yeter şart T nin sınırlı olmasıdır (Kreyszig, 1978).

Tanım 2.5 W bir küme ve S, W kümesini alt kümelerinin bir sınıfı olsun. Eğer

(a) W ∈ S,

(b) Her A ∈ S için Ac = W \ A ∈ S,

(c) Her i ∈ {1, 2, ...,m} için Ai ∈ S iken
m⋃
i=1

Ai ∈ S

gerçekleniyor ise S sınıfına, W üzerinde bir cebirdir denir (c) koşulu yerine

(d) Her i ∈ N için Ai ∈ S iken
∞⋃
i=1

Ai ∈ S

özelliği sağlanıyorsa S cebirine, W üzerinde σ-cebir denir. (W,S) ikilisi bir ölçülebilir

uzay olarak ifade edilir ve S deki her bir küme S-ölçülebilir kümedir.

Tanım 2.6 (W,S) ölçülebilir uzayı ile h : W → R fonksiyonu verilsin. Her β ∈ R için

h−1(]β,+∞[) = {w ∈ W : h(w) > β} ∈ S

sağlanıyor ise h ye ölçülebilir fonksiyon adı verilir.

Tanım 2.7 (W,S) ölçülebilir uzayı verilsin. Eğer µ : W → [−∞,∞] küme fonksiyonu

(i) µ(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ S için µ(A) ≥ 0 ,

(iii) (An), S de ayrık olan (An) dizisi olmak üzere µ
( ∞⋃

n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ(An)

özelliklerini gerçekliyorsa µ fonksiyonu ölçü olarak adlandırılır. Bu durumda (W,S, µ)

üçlüsüne ölçü uzayı denir. Ayrıca her A ∈ S için µ(A) < ∞ oluyor ise µ ye sonlu ölçü

denir.
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Tanım 2.8 (W,S, µ) bir ölçü uzayı ve P bir önerme olsun. Eğer µ(A) = 0 olacak

biçimde bir A ∈ S kümesi dışında P önermesi doğru ise P , hemen her yerde (h.h.y)

sağlanır denir.

Tanım 2.9 W bir küme ve P (W ), W kümesinin kuvvet kümesi olsun . Eğer µ∗ :

P (W ) → [−∞,∞] küme fonksiyonu

(i) µ∗(∅) = 0,

(ii) Her A ∈ P (W ) için µ∗(A) ≥ 0,

(iii) Her A,B ∈ P (W ) için A ⊂ B iken µ∗(A) ≤ µ∗(B)

(iv) (An), P (W ) de bir dizi olmak üzere µ∗
( ∞⋃

n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(An)

özelliklerini gerçekliyorsa bir dış ölçü olarak adlandırılır.

Tanım 2.10 (Lebesgue Dış Ölçüsü) (Ik), R nin sınırlı ve açık alt aralıklarının dizisi ve

ηA =

{
(Ik) : A ⊂

⋃
Ik

}
olsun. P (R) üzerinde

λ∗(A) = inf

{
∞∑
k=1

d(Ik) : (Ik) ∈ ηA

}
tanımlanan λ∗ bir dış ölçü olup Lebesgue dış ölçüsü olarak adlandırılır. Burada I = (a, b)

olmak üzere d(I) = b− a olur.

Teorem 2.2 λ∗ Lebesgue dış ölçüsü her alt aralığa onun uzunluğunu karşılık getirir.

Yani I ⊂ R bir aralık ise

λ∗(I) = d(I)

olur.

Tanım 2.11 Rn deki bir I aralığı, I1, . . . , In ler R nin alt aralıkları olmak üzere

I = I1 × . . .× In = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ Ii ve i = 1, . . . n}

ile ifade edilir. I aralığını hacmi, V (I) = d(I1) . . . d(In) = Πn
i=1d(Ii) ile hesaplanır. Tüm

Ii ler, R de açık aralık ise I, Rn de açık aralık, hepsi kapalı ise Rn de kapalı aralık olarak
10



adlandırılır. (Ik), Rn nin sınırlı ve açık alt aralıklarının dizisi,

νA =

{
(Ik) : A ⊂

⋃
Ik

}

olsun. P (Rn) üzerinde

λ∗(A) = inf

{
∞∑
k=1

V (Ik) : (Ik) ∈ νA

}
tanımlanan λ∗, bir dış ölçü olup Rn üzerindeki Lebesgue dış ölçüsü olarak adlandırılır.

Tanım 2.12 W bir küme ve µ∗ bir dış ölçüsü olsun. Eğer her A ⊂ W için

µ∗(A) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(A ∩ Ec)

ise E, µ∗-ölçülebilir küme denir. µ∗ dış ölçüsüne göre ölçülebilen E kümelerinin sınıfı

M(W,µ∗) ile gösterilir.

Teorem 2.3 W bir küme ve µ∗, W üzerinde bir dış ölçü olsun. Bu durumda

(a) M(W,µ∗) sınıfı bir σ-cebirdir.

(b) µ∗ dış ölçüsünün M(W,µ∗) sınıfına kısıtlaması bir ölçüdür.

Tanım 2.13 λ∗ Lebesgue dış ölçüsünün M(Rn, λ∗) sınıfına kısıtlamasına Lebesgue

ölçüsü denir ve λ ile gösterilir.

Tanım 2.14 (W,S, µ) bir ölçü uzayı olsun. Bu durumda

(i) p ∈ [1,∞) için

∥h∥Lp(W ) =

(∫
W

|h|pdµ

) 1
p

< ∞

(ii) p = ∞ için

∥h∥L∞(W ) = ess sup
w∈W

|h(w)| < ∞

koşulunu sağlayan fonksiyonların sınıfına p-inci kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar

uzayı adı verilir ve Lp ile gösterilir.
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A ⊂ Rn ölçülebilir küme ise A kümesinin Lebesgue ölçüsü

|A| =
∫
A

dx

şeklindedir.

Teorem 2.4 1 < p < ∞, 1 < q < ∞ ve 1
p
+ 1

q
= 1 olsun. Eğer g ∈ Lp ve h ∈ Lq ise

gh ∈ L1 ve

∥gh∥L1 ≤ ∥g∥Lp∥h∥Lq

gerçeklenir. Bu eşitsizlik Hölder eşitsizliği olarak adlandırılır.

Teorem 2.5 1 ≤ p < ∞ olsun. Eğer g, h ∈ Lp(W ) ise g + h ∈ Lp ve

∥g + h∥Lp ≤ ∥g∥Lp + ∥h∥Lp

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Minkowski eşitsizliği adı verilir.

Teorem 2.6 (Fubini Teoremi) h, Rn+m üzerinde ölçülebilir bir fonksiyon ve

J1 =

∫
Rn+m

|h(x, y)|dxdy

J2 =

∫
Rm

(∫
Rn

|h(x, y)|dx

)
dy

J3 =

∫
Rn

(∫
Rm

|h(x, y)|dy

)
dx

integrallerinden en az biri var ve sonlu olsun. O halde

(a) Hemen her y ∈ Rm için h(., y) ∈ L1(Rn),

(b) Hemen her x ∈ Rn için h(x, .) ∈ L1(Rm),

(c)
∫
Rm

h(., y)dy ∈ L1(Rn),

(d)
∫
Rn

h(x, .)dx ∈ L1(Rm),

(e) J1 = J2 = J3

ifadeleri elde edilir.
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Tanım 2.15 h ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere her kompakt K ⊂ W alt kümesi

üzerinde ∫
K

| h | dµ < ∞

ise h fonksiyonu W üzerinde lokal integrallenebilirdir denir.

Teorem 2.7 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Rn üzerinde tanımlı lokal integral-

lenebilen bir h fonksiyonu verilsin. O halde

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|h(y)|dy = h(x)

ifadesi h.h. her x için sağlanır.

Tanım 2.16 Lp,φ(Rn) ile ölçülebilir g fonksiyonlarının ağırlıklı Lp uzayı gösterilir. Bu

uzay

∥g∥Lp,φ(B(x,r)) ≡ ∥gχB(x,r)
∥Lp,φ(Rn) =

(∫
B(x,r)

|g(y)|pφ(y)dy
) 1

p

< ∞

olacak şekildeki g fonksiyonlarının uzayıdır.

Ağırlıklı Lebesgue uzayı, bir ağırlık fonksiyonu yardımıyla Lebesgue ölçüsü kullanılarak

tanımlanan bir fonksiyon uzayıdır.

2.2 Morrey Uzayları

Bu kısımda tez çalışmasında faydalanılacak tanımlar ve teoremler hatırlatılmıştır.

Tanım 2.17 (Morrey Uzayları) 0 ≤ λ ≤ n, p ≥ 1 için g ∈ Lloc
p (Rn) olmak üzere

∥g∥p,λ = sup
x∈Rn,r>0

 1

rλ

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy


1
p

< ∞

koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayına Lp,λ(Rn) Morrey uzayları denir. Burada B(x, r),

x merkezli r yarıçaplı yuvarı belirtir.

∥g∥p,λ = sup
x∈Rn

r−
λ
p ∥g∥Lp(B(x,r)) ≤ c < ∞
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a) λ = 0 alınırsa,

∥g∥p,0 = sup
x∈Rn,r>0

∥g∥Lp(B(x,r)) = ∥g∥Lp(Rn)

bilinen Lebesgue uzayı elde edilir.

b) λ = n alınırsa,

Lp,n(Rn) = L∞(Rn)

dir. Gerçekten de g ∈ L∞(Rn) olsun.

r−n

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy


1
p

≤ ω
1
p
n∥g∥L∞

elde edilir. Böylece g ∈ Lp,n(Rn) bulunur ve

∥g∥Lp,n ≤ ω
1
p
n∥g∥L∞

elde edilir. Yani L∞(Rn) ⊂ Lp,n(Rn) elde edilir.

g ∈ Lp,n(Rn) olsun. Temel Lebesgue Teoreminden

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy = |g(x)|p

dir. Bu durumda

|g(x)| =

lim
r→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)|pdy


1
p

≤ ω
− 1

p
n ∥g∥Lp,n

eşitsizliği gerçeklenir. O halde g ∈ L∞(Rn) dir ve

∥g∥L∞ ≤ ω
− 1

p
n ∥g∥Lp,n

gerçeklenir (Stein, 1970). Burada ωn, Rn’de birim kürenin hacmidir ve

ωn =
πn/2

Γ(1 + n
2
)

ile gösterilir. Dolayısıyla Lp,n(Rn) ⊂ L∞(Rn) elde edilir.
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c) λ < 0 veya λ > n ise Lp,λ(Rn) = Θ olup burada Θ, Rn de sıfıra denk olan fonk-

siyonların kümesidir.

Morrey uzayları ilk defa Morrey (1938) tarafından tanımlanmıştır. Morrey uzayları

kısmi diferensiyel denklemler teorisinde ve varyasyonlar analizi teorisindeki prob-

lemlerde önemli yere sahiptir. Morrey uzaylarının norm tanımında B(x, r) yerine

B(0, r) alınırsa Lloc
p,λ lokal Morrey uzayı elde edilir.

Tanım 2.18 ω fonksiyonu h.h. x ∈ Rn için ω(x) > 0 olacak biçimde Rn de lokal

integrallenebilir ise ω bir ağırlık fonksiyonu olarak adlandırılır.

Tanım 2.19 (Lp,κ(ω) Ağırlıklı Morrey Uzayı) 1 ≤ p < ∞, 0 < κ < 1 ve ω bir ağırlık

fonksiyonu olsun. Bu durumda

∥g∥Lp,κ(ω) = sup
x∈Rn,r>0

ω(B(x, r))−
κ
p ∥g∥Lp,ω(B(x,r)) < ∞

özelliğini sağlayan g fonksiyonlarının uzayı Lp,κ(ω) ağırlıklı Morrey uzayı olarak adlandı-

rılır. Bu norm tanımında B(x, r) yerine B(0, r) alınırsa lokal ağırlıklı Morrey uzayı elde

edilir.

Tanım 2.20 (Mp,ω(Rn) Genelleştirilmiş Morrey Uzayı) 1 ≤ p < ∞ ve g ∈ Lloc
p (Rn)

olmak üzere

∥g∥Mp,ω = sup
x∈Rn,r>0

r−
n
p

ω(x, r)
∥g∥Lp(B(x,r)) < ∞

koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayına Mp,ω(Rn) genelleştirilmiş Morrey uzayı denir.

Burada ω(x, r), Rn × (0,∞) da negatif olmayan ölçülebilir fonksiyondur. Ayrıca burada

ω(x, r) = r
λ− n

p seçilirse Lp,λ(Rn) Morrey uzayı elde edilir.

Tanım 2.21 (LMp,θ,ω(Rn) Genelleştirilmiş ağırlıklı lokal Morrey uzayı)

0 < p, θ ≤ ∞ ve ω(r), ağırlık fonksiyonu olsun. g ∈ Lloc
p (Rn) olmak üzere

∥g∥LMp,θ,ω
= ∥ω(r)∥g∥Lp(B(0,r))

∥Lθ(0,∞)) < ∞

koşulunu sağlayan fonksiyonların uzayına LMp,θ,ω(Rn) lokal Morrey uzayı denir.
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Tanım 2.22 (Maksimal Fonksiyon) g : Rn → R lokal integrallenebilir olsun. g fonksi-

yonunun maksimal fonksiyonu

Mg(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)|dy

ile tanımlanır.

Aşağıdaki teorem maksimal operatörün Lebesgue uzaylarındaki sınırlılığını karakte-

rize etmektedir.

Teorem 2.8 Rn üzerinde tanımlanan g fonksiyonu için

(i) g ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞ ise Mg maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(ii) Eğer g ∈ L1(Rn) ise ∀t > 0 için,

|{x : Mg(x) > t}| ≤ A

t

∫
Rn

|g(x)|dx

sağlanır. Burada A, sadece boyuta bağlı bir sabittir.

(iii) g ∈ Lp(Rn), 1 < p ≤ ∞ ise Mg ∈ Lp(Rn) ve ∥Mg∥Lp ≤ Ap∥g∥Lp gerçeklenir

(Stein, 1970).

Teorem 2.9 (i) 1 ≤ p ≤ ∞ , g ∈ Lp,λ ve 0 < λ < ∞ için Mg, Rn de hemen her

yerde sonludur.

(ii)1 < p < ∞, 0 < λ < n olsun. Bu durumda

∥Mg∥p,λ ≤ C∥g∥p,λ

gerçeklenir. Burada C, f fonksiyonundan bağımsız sabittir.

(iii) p = 1 olsun. Bu durumda

t|{Mg > t} ∩Br(x)| ≤ Crλ∥g∥1,λ

gerçeklenir. C sabiti x, r, t ve g den bağımsızdır (Chiarenza ve Frasca, 1987).

Lemma 2.1 1 ≤ p < ∞, g ∈ Lloc
p (Rn) olsun. Bu durumda

p > 1 için,

∥Mg∥Lp(B(x,t)) ≤ Ctn/p
∞∫
t

r−
n
p
−1∥g∥Lp(B(x,r))dr
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ve p = 1 için

∥Mg∥WL1(B(x,t) ≤ Ctn
∞∫
t

r−n−1∥g∥L1(B(x,r))dr

gerçeklenir, burada C sabiti g, x ∈ Rn e bağlı olmayan bir sabittir ve t > 0 dır. (Guliyev,

1994).

Teorem 2.10 1 ≤ p < ∞ olsun ve ω1(x, r), ω2(x, r) fonksiyonları

∞∫
t

ω1(x, r)
dr

r
≤ Cω2(x, r) (2.1)

koşulunu sağlasın, burada C, x ve t’ye bağlı olmayan bir sabittir. Bu durumda p > 1

için M maksimal operatörü Mp,ω1(Rn) uzayından Mp,ω2(Rn) uzayına sınırlıdır. (Guliyev,

1999)

Tanım 2.23 1 ≤ p < ∞ ve 1
p
+ 1

p′
= 1 olsun. Eğer

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φp(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φ−p′(y)dy


1
p′

< ∞

ise φ ağırlık fonksiyonu, Ap(Rn) sınıfına aittir denir. Her x ∈ Rn ve r > 0 için

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

φ(y)dy ≤ C ess sup
y∈B(x,r)

1

φ(y)
< ∞

olacak şekilde C > 0 var ise φ ağırlık fonksiyonu, A1(Rn) sınıfına aittir denir.

1 ≤ p < ∞ için,

sup
x∈Rn,r>0

 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φp
2(y)dy


1
p
 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

φ−p′

1 (y)dy


1
p′

< ∞

ise (φ1, φ2) ağırlık fonksiyonları Ãp(Rn) dir.

Lemma 2.2 1 ≤ p < ∞ ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. 1
p
+ 1

p′
= 1 olmak üzere

(φ−1
2 , φ−1

1 ) ∈ Ãp′(Rn) dır.

Teorem 2.11 1 ≤ p < ∞ olsun. M : Lp,φ(Rn) → Lp,φ(Rn) sınırlı olması için gerek

ve yeter koşul φ ∈ Ap(Rn) olmasıdır (Muckenhoupt, 1972).
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Teorem 2.12 1 < p < ∞ ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. O zaman M operatörü

Lp,φ1
(Rn) uzayından Lp,φ2

(Rn) uzayına sınırlıdır (Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia,

1985).

Lemma 2.3 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, 1
p
+ 1

p′
= 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Eğer

q−1
p−1

= δ ise (φ−1
1 , φ−1

2 ) ∈ Ãq′(Rn) gerçeklenir.

Sonuç 2.1 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, 1
p
+ 1

p′
= 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Bu

durumda M operatörü Lp,φδ
1
(Rn) uzayından Lp,φδ

2
(Rn) uzayına sınırlıdır.

Tanım 2.24 (Singüler İntegral Operatör) Calderón-Zygmund tipi singüler integraller

Tg(x) =

∫
Rn

K(x, t)g(t)dt

biçiminde ifade edilir. Burada K standart singüler çekirdektir, yani K fonksiyonu {(x, t) ∈

Rn × Rn : x ̸= t} üzerinde sürekli ve

|K(x, t)| ≤ C|x− t|−n x ̸= t,

|K(x, t)−K(x, z)| ≤ C
|t− z|σ

|x− t|n+σ
, σ > 0, |x− t| > 2|t− z| ise

|K(x, t)−K(ξ, t)| ≤ C
|x− ξ|σ

|x− t|n+σ
, σ > 0, |x− t| > 2|x− ξ| ise

özelliklerini sağlayan bir fonksiyondur.

Teorem 2.13 1 < p < ∞ ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Bu durumda T singüler integal

operatörü Lp,φ1
(Rn) uzayından Lp,φ2

(Rn) uzayına sınırlıdır (Fujii, 1991).

Sonuç 2.2 1 < p < ∞ ve φ ∈ Ap(Rn) olsun. O halde T singüler integral operatörü

Lp,φ(Rn) uzayında sınırlıdır.

Tanım 2.25 0 < p, θ < ∞ için ω(r), φ(r), (0,∞) üzerinde negatif olmayan ölçülebilir

fonksiyonlar ve g ∈ Lloc
p,φ(Rn) olsun. GMφ

p,θ,ω ağırlıklı global Morrey tipli uzayları

∥g∥GMφ
p,θ,ω(Rn) = sup

x∈Rn

(∫ ∞

0

ω(t)∥g∥θLp,φ(B(x,t))dt

)1/θ

< ∞

normu ile tanımlanır. Eğer φ(r) = 1 ise o zaman GMp,θ,ω global Morrey tipli uzay elde

edilir (Burenkov ve Guliyev, 2004).
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M ♯ keskin maksimal operatörü,

gB(x,r)(x) = |B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

g(y)dy

olmak üzere

M ♯g(x) = sup
r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|g(y)− gB(x,r)|dy,

ile tanımlanır.

Tanım 2.26

∥g∥BMO = sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|g(y)− gB(x,r)|dy < ∞

veya

∥g∥BMO = inf
C

sup
x∈Rn, r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|g(y)− C|dy < ∞.

olacak şekildeki tüm lokal integrallenebilen g fonksiyonlarının sınıfına BMO(Rn) uzayı

denir.

Tanım 2.27 Her x ∈ Rn ve bir ölçülebilir b fonksiyonu için maksimal komütatör

Mb(g)(x) = sup
r>0

|B(x, r)|−1

∫
B(x,r)

|b(x)− b(y)||g(y)|dy

biçiminde tanımlanır.

Tanım 2.28 b bir ölçülebilir fonksiyon olsun. M Hardy-Littlewood maksimal operatörü

ve b fonksiyonun komütatörü her x ∈ Rn için

[M, b]g(x) = M(bg)(x)− b(x)Mg(x)

ile tanımlanır.

Mb ve [M, b] operatörleri temelde birbirinden farklıdır. Çünkü Mb pozitif ve altlinner

operatör iken [M, b] operatörü ne pozitif ne de altlineerdir. Ancak b fonksiyonuna

bazı ek koşullar eklenirse Mb operatörü [M, b] operatörünü kapsar.

Tanım 2.29 1 ≤ p < ∞ olmak üzere

∥g∥BMOp,φ = sup
x∈Rn, r>0

∥(g(·)− gB(x,r))χB(x,r)∥Lp,φ(Rn)

∥φ∥Lp(B(x,r))

< ∞
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veya

∥g∥BMOp,φ = sup
x∈Rn, r>0

1

|B(x, r)|
∥(g(·)− gB(x,r))χB(x,r)∥Lp,φ(Rn)∥φ−1∥Lp′ (B(x,r)) < ∞

koşulunu sağlayan tüm lokal integrallenebilen g fonksiyonlarının sınıfı BMOp,φ(Rn) ile

gösterilir.

Teorem 2.14 1 ≤ p < ∞ ve φ Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. Eğer φ ∈

Ap(Rn) ise ∥ · ∥BMOp,φ ve ∥ · ∥BMO normları birbirine denktir (Ho, 2016).

Aşağıdaki lemma diğer bölümlerdeki esas teoremleri ispat ederken kullanılacaktır.

Lemma 2.4 b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda 0 < 2r < t için

∣∣bB(x,r) − bB(x,t)

∣∣ ≤ C∥b∥BMO ln
t

r

olacak şekilde b, x, r ve t ifadelerinden bağımsız bir C > 0 vardır(Janson, 1978).

Lemma 2.5 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞ olmak üzere v ve w, (0,∞) üzerinde ölçülebilir pozitif

iki fonksiyon olsun.O zaman(∫ ∞

0

(∫ t

0

h(τ)dτ

)s

w(t)dt

)1/s

≤ C

(∫ ∞

0

h(t)rv(t)dt

)1/r

, (2.2)

olacak şekilde h fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır gerek ve yeter koşul

K = sup
t>0

(∫ ∞

t

w(τ)dτ

)1/s(∫ t

0

v(τ)1−r′dτ

)1/r′

< ∞, (2.3)

olmasıdır. Burada r + r′ = rr′ dür. Ayrıca C, (2.2) deki en iyi sabitse ve K, (2.3) ile

tanımlanıyorsa, o zaman

K ≤ C ≤ k(r, s)K (2.4)

şeklindedir.
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3. AĞIRLIKLI GLOBAL MORREY TİPLİ UZAYLARDA MAKSİMAL

OPERATÖR VE MAKSİMAL KOMÜTATÖRLER İÇİN İKİ AĞIRLIKLI

EŞİTSİZLİKLER

Bu bölümde, öncelikle ağırlıklı global Morrey tipli uzaylar tanıtılacak, ardından bu

uzaylarda Maksimal operatör ve komütatörlerinin iki ağırlıklı sınırlılığı için gerekli

şartlar elde edilecektir.

Tanım 3.1 0 < p, θ < ∞ ve ω(r), (0,∞) üzerinde negatif olmayan ölçülebilir bir

fonksiyon ve g ∈ Lloc
p (Rn) olsun. LMp,θ,ω(Rn) lokal Morrey tipi uzay ve GMp,θ,ω(Rn)

global Morrey tipi uzay sırasıyla

∥g∥LMp,θ,ω(Rn) =
∥∥ω∥g∥Lp(B(0,t))

∥∥
Lθ(0,∞)

ve

∥g∥GMp,θ,ω(Rn) = sup
x∈Rn

∥g(x+ ·)∥LMp,θ,ω(Rn)

quasi-normları sonlu olacak şekildeki tüm fonksiyonların uzayıdır.

LMp,θ,ω(Rn) Banach uzayıdır. Burenkov ve Guliyev (2004) tarafından lokal Morrey

tipi uzaylarda maksimal operatörün sınırlılığı için gerek ve yeter koşul gösterilmiştir.

Ayrıca kesirli maksimal operatörün sınırlılığı ve lokal Morrey tipli uzaylarda Riesz

potansiyeli için gerek ve yeter koşul sırasıyla Burenkov ve Guliyev (2006, 2009) ta-

rafından elde edilmiştir.

Her t > 0 için ∥ω(r)∥Lθ(t,∞) = ∞ ise o zaman LMp,θ,ω = GMp,θ,ω = Θ dır. Bu-

rada Θ, Rn üzerinde sıfıra eşdeğer tüm fonksiyonların kümesidir. Her t > 0 için

∥ω(r)rn/p∥Lθ(0,t) = ∞ ise o zaman tüm f ∈ LMp,θ,ω için 0 da sürekli olup g(0) = 0

dır ve 0 < p < ∞ için GMp,θ,ω = Θ dır.

Lokal ve global Morrey tipi uzayların temel özellikleri için Burenkov ve Guliyev

(2004) tarafından yapılan çalışmalara bakılabilir.
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0 < λ < n için GMp,∞,r−λ/p uzayları Morrey (1938) tarafından tanıtılmış olan klasik

Morrey tipi uzaylardır ve ikinci derece kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin

lokal davranışlarının incelenmesi için kullanılır. GMp,∞,w uzaylarının interpolasyon

özellikleri Spanne (1966) tarafından araştırılmıştır. GMp,∞,r−λ uzayları Hörmander

tipi vektör alanlarında, gömme teoremlerini incelemek için Lu (1995) tarafından

kullanılmıştır. Mizuhara (1991) ve Nakai(2006) çalışmalarında GMp,∞,w uzaylarında

çeşitli integral operatörlerin sınırlılığını incelemiştir.

3.1 Ağırlıklı Global Morrey Tipli Uzaylarda Maksimal Operatörlerin İki

Ağırlıklı Eşitsizlikleri

Bu bölümde ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda maksimal operatörün iki ağır-

lıklı sınırlılıkları gösterilmiştir. Aşağıda verilen genelleştirilmiş Hardy eşitsizlikleri

teoremlerin ispatında kullanılmıştır.

Lemma 3.1 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞ olmak üzere v ve w, (0,∞) üzerinde ölçülebilir pozitif

iki fonksiyon olsun.O zaman

(∫ ∞

0

(∫ t

0

h(τ)dτ

)s

w(t)dt

)1/s

≤ C

(∫ ∞

0

h(t)rv(t)dt

)1/r

, (3.1)

olacak şekilde h fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır gerek ve yeter koşul

K = sup
t>0

(∫ ∞

t

w(τ)dτ

)1/s(∫ t

0

v(τ)1−r′dτ

)1/r′

< ∞, (3.2)

olmasıdır. Burada r + r′ = rr′’dür. Ayrıca C (3.1)’deki en iyi sabitse ve K (3.2) ile

tanımlanıyorsa o zaman

K ≤ C ≤ k(r, s)K. (3.3)

Burada (3.2) deki K sabiti çeşitli biçimlerde yazılabilir (Opic ve Kufner, 1990). Örneğin

k(r, s) = r1/s(r′)1/r
′

, k(r, s) = s1/s(s′)1/r
′

, k(r, s) =
(
1 + s/r′

)1/s(
1 + r′/s

)1/r′
.

Lemma 3.2 1 ≤ r ≤ s ≤ ∞ olmak üzere v ve w fonksiyonları (0,∞) üzerinde hemen

her yerde ölçülebilir pozitif iki fonksiyon olsun. Bu durumda(∫ ∞

0

(∫ ∞

t

h(τ)dτ

)s

w(t)dt

)1/s

≤ C

(∫ ∞

0

h(t)rv(t)dt

)1/r

(3.4)
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h fonksiyonundan bağımsız bir C sabiti vardır gerek ve yeter koşul

K1 = sup
t>0

(∫ t

0

w(τ)dτ

)1/s(∫ ∞

t

v(τ)1−r′dτ

)1/r′

< ∞

olmasıdır. Ayrıca, (3.4)’deki en iyi C sabiti (3.4)’deki K1 ≤ C ≤ k(r, s)K1 eşitsizliklerini

sağlar.

Lemma 3.1 ve Lemma 3.2, 1 ≤ r = s < ∞ için Talenti (1969), Tomaselli (1969),

Muckenhoupt (1972) tarafından ve r < s için Bradley (1978), Kokilashvili (1979),

Maz’ya (1985) tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 3.1 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Bu durumda her

g ∈ Lp,φδ
1
(Rn) için

∥Mg∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(3.5)

dir. Burada C sabiti g, x ve t den bağımsızdır.

İspat. g fonksiyonunu aşağıdaki şekilde ifade edelim.

g = g1 + g2, g1(y) = g(y)χB(x,2t)(y), g2(y) = g(y)χCB(x,2t)(y), t > 0, (3.6)

∥Mg∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥Mg1∥L

p,φδ
2
(B(x,t)) + ∥Mg2∥L

p,φδ
2
(B(x,t)).

yazabiliriz. g1 ∈ Lp,φδ
1
(Rn) alalım, Teorem 2.12 den

∥Mg1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥Mg1∥L

p,φδ
2
(Rn)

≤ C∥g1∥L
p,φδ

1
(Rn)

= C∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)).

Bu durumda

∥Mg1∥L
p,φδ

2
(B(x,2t)) ≤ C∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,2t)),

elde edilir ve burada C sabiti g den bağımsızdır.

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)) ≤ C∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
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dikkate alındığında

∥Mg1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(3.7)

yazılabilir.

Mg2(z) i hesaplamak için, z ∈ B(x, t) için, δ > 0 seçelim. Bu durumda

∫
CB(x,2t)

|x− y|−n+δ|g(y)|dy = (n− δ)

∫
CB(x,2t)

|g(y)|
(∫ ∞

|x−y|
sδ−n−1ds

)
dy

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|g(y)|dy
)
ds

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))∥χB(x,s)φ

−δ
1 ∥Lp′ (Rn)ds (3.8)

yazabiliriz.

Şimdi z ∈ B(x, t) için,

Mg2(z) = sup
r>0

|B(z, r)|−1

∫
B(z,r)

|g2(y)|dy

≤ C sup
r≥2t

∫
CB(x,2t)∩B(z,r)

|y − z|−n|g(y)|dy

≤ C sup
r≥2t

∫
CB(x,2t)∩B(z,r)

|x− y|−n|g(y)|dy

≤ C

∫
CB(x,2t)

|x− y|−n|g(y)|dy.

∫
CB(x,t)

|x− y|−n|g(y)|dy ≤ C

∫ ∞

t

s−n−1∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds (3.9)

bulunur. Sonuç olarak,

∥Mg2∥Lp,φ2 (B(x,t)) ≤ C

∥∥∥∥∫ ∞

t

s−n−1∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds

∥∥∥∥
L
p,φδ

2
(B(x,t))

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds ∥χB(x,t)∥Lp,φδ

2
(Rn)

≤ C∥φδ
2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(3.10)

elde edilir.
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(3.7) ve (3.10) dan

∥Mg2∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s

elde edilir, burada C sabiti f den bağımsızdır.

Aşağıdaki teoremde GMφ
p,θ,ω(Rn) uzayındaki maksimal operatörün iki ağırlıklı sı-

nırlılığı için gerekli koşul verilmiştir.

Teorem 3.2 1 < p < ∞,0 < δ < 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. 1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞ ve

ω1, ω2 fonksiyonları

sup
t>0

(∫ t

0

ω2(s)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,s))ds

) θ1
θ2
(∫ ∞

t

ω1(r)
1−θ′1r−θ′1∥φδ

2∥
−θ′1
Lp(B(x,r))dr

)θ1−1

< ∞,

(3.11)

koşulunu sağlıyor ise M operatörü GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Rn) uzayına

sınırlıdır.

İspat. g ∈ GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) olsun. Teorem 3.1 den ve daha sonra Lemma 3.2 de

h(s) =
∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

1

s
,

ω(t) = ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

ν(t) = ω1(t)t
θ1∥φδ

2∥
θ1
Lp(B(x,t))

uygulandığında
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∥Mg∥
GM

φδ
2

p,θ2,ω2

= sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥Mg∥θ2L
p,φδ

2
(B(x,t))dt

 1
θ2

≤ C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

(∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s

)θ2

dt

 1
θ2

≤ C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

∥g∥θ1L
p,φδ

1
(B(x,t))

∥φδ
2∥θ1Lp(B(x,t))

t−θ1ω1(t)t
θ1∥φδ

2∥
θ1
Lp(B(x,t))dt


1
θ1

= C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω1(t)∥g∥θ1L
p,φδ

1
(B(x,r))dt

 1
θ1

= C∥g∥
GM

φδ
1

p,θ1,ω1

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

3.2 Ağırlıklı Global Morrey Tipli Uzaylarda Maksimal Komütatörlerin

İki Ağırlıklı Eşitsizlikleri

Bu kısımda ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda maksimal komütatörlerin iki ağır-

lıklı sınırlılığı ile ilgili teorem ve ispatlara yer verilecektir.

Lemma 3.3 b negatif olmayan lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

her g ∈ Lloc
1 (Rn) için

|[M, b]g(x)| ≤ Mb(g)(x), x ∈ Rn

gerçeklenir (Ağcayazı vd., 2015).

Teorem 3.3 b ∈ BMO(Rn) ve X, Rn’de ölçülebilir bir Banach uzayı olsun. M , X

üzerinde sınırlı olsun. O zaman Mb, X üzerinde sınırlıdır ve

∥Mbg∥X ≤ C∥b∥BMO∥g∥X

sağlanır. Burada C sabiti g den bağımsızdır (Ağcayazı vd., 2015).

Sonuç 3.1 1 ≤ p < ∞, b ∈ BMO(Rn) ve φ ∈ Ap(Rn) olsun. Bu durumda Mb

operatörü Lp,φ(Rn) de sınırlıdır.
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Teorem 3.4 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn),

φ1 ∈ Ap(Rn) olsun. Bu durumda Mb operatörü Lp,φδ
1
(Rn) den Lp,φδ

2
(Rn) ye sınırlıdır.

İspat. g ∈ Lp,φδ
1
(Rn), b ∈ BMO(Rn) olsun.

Mbg(x) ≤ C∥b∥BMOM
2g(x).

eşitsizliği gerçeklenir (Ağcayazı vd., 2015, Sonuç 1.11). Bu eşitsizlik, Teorem 2.11,

Sonuç 2.1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn), φ1 ∈ Ap(Rn) koşulları kullanılarak

∥Mbg∥L
p,φδ

2
(Rn) ≤ C∥b∥BMO

∥∥M2g
∥∥
L
p,φδ

2
(Rn)

≤ C∥b∥BMO ∥Mg∥L
p,φδ

1
(Rn)

≤ C∥b∥BMO ∥g∥L
p,φδ

1
(Rn)

elde edilir. Burada M2g(x) = M(Mg(x)) dır.

Teorem 3.5 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn),

φ1, φ2 ∈ Ap(Rn) olsun. Bu durumda her g ∈ Lp,φδ
1
(Rn) için,

∥Mbg∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥b∥BMO∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∞∫
t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(3.12)

sağlanır. Burada C sabiti g, x ve t den bağımsızdır.

İspat. g fonksiyonunu

g = g1 + g2, g1(y) = g(y)χB(x,2t)(y), g2(y) = g(y)χCB(x,2t)(y), t > 0 (3.13)

şeklinde ifade edilsin.

∥Mbg∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥Mbg1∥L

p,φδ
2
(B(x,t)) + ∥Mbg2∥L

p,φδ
2
(B(x,t))

eşitsizliği yazılabilir. Teorem 3.4 den

∥Mbg1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥Mbg1∥L

p,φδ
2
(Rn)

≤ C∥b∥BMO∥g1∥L
p,φδ

1
(Rn) = C∥b∥BMO∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,2t)) (3.14)
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Burada C sabiti g den bağımsızdır. (3.14) eşitsizliğinden,

∥Mbg1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥b∥BMO∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∞∫
t

(
1 + ln

r

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,r))

∥φδ
2∥Lp(B(x,r))

dr

r
(3.15)

sağlanır ki burada ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)) t ye göre azalmayandır. Dolayısıyla (3.15) in sağ

tarafı, (3.14) ün sağ tarafındaki ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)) den daha büyüktür.

z ∈ B(x, t) olsun. Bu durumda,

Mbg2(z) = sup
r>0

|B(z, r)|−1

∫
B(z,r)

|b(z)− b(y)||g2(y)|dy

≤ C sup
r≥2t

∫
CB(x,2t)∩B(z,r)

|y − z|−n|b(z)− b(y)||g(y)|dy

≤ C sup
r≥2t

∫
CB(x,2t)∩B(z,r)

|x− y|−n|b(z)− b(y)||g(y)|dy

= n

∫
CB(x,2t)

|b(z)− b(y)||g(y)|
(∫ ∞

|x−y|
s−n−1ds

)
dy

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|b(z)− b(y)||g(y)|dy
)
ds

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|b(y)− bB(x,s)||g(y)|dy
)
ds

+ C

∫ ∞

t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|b(z)− bB(x,s)||g(y)|dy
)
ds = I1 + I2

elde edilir.

Şimdi I1 için incelenecek olursa, Hölder eşitsizliği ve Teorem 2.14 den,

I1 =

∫ ∞

t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|b(y)− bB(x,s)||g(y)|dy
)
ds

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))∥b(·)− bB(x,s)∥L

p′,φ−δ
1

(B(x,s))ds

≤ C∥b∥BMO

∫ ∞

t

s−n−1∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))∥φ−δ

1 ∥Lp′ (B(x,s))ds

elde edilir.
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I2 yi hesaplamak için Lemma 2.4 den yararlanılırsa,

I2 =

∫ ∞

t

s−n−1|b(z)− bB(x,s)|
(∫

{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}
|g(y)|dy

)
ds

≤ |b(z)− bB(x,t)|
∫ ∞

t

s−n−1

(∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|g(y)|dy
)
ds

+

∫ ∞

t

s−n−1|bB(x,t) − bB(x,s)|
(∫

{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}
|g(y)|dy

)
ds

≤ CMbχB(x,t)(z)

∫ ∞

t

s−n−1∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))∥φ−δ

1 ∥Lp′ (B(x,s))ds

+ C∥b∥BMO

∫ ∞

t

s−n−1 ln
s

t
∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))∥φ−δ

1 ∥Lp′ (B(x,s))ds

bulunur.

Teorem 3.4 den,

∥Mbg2∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥I1∥L

p,φδ
2
(B(x,t)) + ∥I2∥L

p,φδ
2
(B(x,t))

≤ C∥b∥BMO∥φδ
2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s

+ C∥MbχB(x,t)∥Lp,φδ
2
(B(x,t))

∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s

≤ C∥b∥BMO∥φδ
2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(3.16)

elde edilir. Böylece (3.15) ile (3.16) dan (3.12) bulunur.

Aşağıdaki teorem GMφ
p,θ,ω(Rn) uzayında maksimal komütatörün iki ağırlıklı sınırlı-

lığı için temel koşulu vermektedir.

Teorem 3.6 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. 1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞

ve ω1, ω2 fonksiyonları

sup
t>0

(∫ t

0

ω2(s)∥φδ
2∥

θ2

Lp(B(x,s))ds

) θ1
θ2
(∫ ∞

t

(
1 + ln

r

t

)θ′
1

ω1(r)
1−θ′

1r−θ′
1∥φδ

2∥
−θ′

1

Lp(B(x,r))dr

)θ1−1

< ∞

(3.17)

koşulunu sağlıyor ise Mb operatörü GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Rn) uzayına

sınırlıdır.

İspat. g ∈ GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn), b ∈ BMO(Rn) olsun. İlk adımda Teorem 3.5 ve sonraki
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adımda Lemma 3.2 de

h(s) =
(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

1

s

ω(t) = ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

ν(t) =
(
1 + ln

s

t

)−θ1
ω1(t)t

θ1∥φδ
2∥

θ1
Lp(B(x,t))

uygulanırsa

∥Mbg∥
GM

φδ
2

p,θ2,ω2

= sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥Mbg∥θ2L
p,φδ

2
(B(x,t))dt

 1
θ2

≤ C∥b∥BMO sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

(∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s

)θ2

dt

 1
θ2

≤ C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

(
1 + ln

s

t

)θ1 ∥g∥θ1Lp,φδ
1
(B(x,t))

∥φδ
2∥θ1Lp(B(x,t))

t−θ1
(
1 + ln

s

t

)−θ1
ω1(t)t

θ1∥φδ
2∥

θ1
Lp(B(x,t))dt


1
θ1

= C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω1(t)∥g∥θ1L
p,φδ

1
(B(x,t))dt

 1
θ1

= C∥g∥
GM

φδ
1

p,θ1,ω1

elde edilir ve böylece ispat tamamlanmış olur.
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4. AĞIRLIKLI GLOBAL MORREY TİPLİ UZAYLARDA SİNGÜLER

OPERATÖR VE SİNGÜLER KOMÜTATÖRLER İÇİN İKİ AĞIRLIKLI

EŞİTSİZLİKLER

Bu bölümde GMφ
p,θ,ω(Rn) uzaylarında singüler integral operatörler ve komütatörleri

için iki ağırlıklı eşitsizlikleri incelenecektir.

4.1 Ağırlıklı Global Morrey Tipli Uzaylarda Singüler Operatörlerin İki

Ağırlıklı Eşitsizlikleri

T , Calderón-Zygmund operatör ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Coifman vd. (1976) ça-

lışmalarının iyi bilinen bir sonucu [b, T ]g = T (bg) − b Tg komütatör operatörünün

1 < p < ∞ için, Lp(Rn) üzerinde sınırlı olduğudur. Calderón-Zygmund operatörlerin

komütatörü ikinci mertebeden eliptik kısmi diferansiyel denklemlerin çözümlerinin

incelenmesinde önemlidir.

Lemma 4.1 1 < s < ∞ ve b ∈ BMO(Rn) olsun. Bu durumda her x ∈ Rn için

|[b, T ]g|(x) ≤ M(|[b, T ]g|(x)) ≤ C∥b∥BMO

(
(M |Tg|s)

1
s (x) + (M |g|s)

1
s (x)

)
olacak şekilde bir C > 0 vardır.

Teorem 4.1 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (φδ
1, φ

δ
2) ∈ Ãp(Rn) olsun. Bu durumda her

g ∈ Lp,ω1(Rn) için

∥Tg∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(4.1)

gerçeklenir. Burada C sabiti g, x ve t den bağımsızdır.

İspat. g fonksiyonu (3.13) de olduğu gibi g = g1 + g2 olarak ifade edilirse,

∥Tg∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥Tg1∥L

p,φδ
2
(B(x,t)) + ∥Tg2∥L

p,φδ
2
(B(x,t))

31



yazılabilir. Teorem 2.13 den,

∥Tg1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥Tg1∥L

p,φδ
2
(Rn) ≤ C∥g1∥L

p,φδ
1
(Rn) = C∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,2t)) (4.2)

gerçeklenir. Burada C sabiti g den bağımsızdır.

∥Tg1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(4.3)

elde edilir ki ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)), t ye göre azalmayandır. Dolayısıyla (4.2) nin sağ tara-

fındaki ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)) ifadesi (4.3) ün sağ tarafından daha büyüktür.

Şimdi ∥Tg2∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) yi hesaplamak için z ∈ B(x, t) alınıp |x−z| ≤ t, |z−y| ≥ 2t,

1
2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y|, eşitsizlikleri uygulandığında

|Tg2(z)| ≤ C

∫
CB(x,2t)

|g(y)|
|y − z|n

dy

elde edilir.

Tg2(z) yi hesaplamak için, z ∈ B(x, t) olduğundan,∫
CB(x,t)

|x− y|−n|g(y)|dy

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|g(y)|dyds

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1∥φ−δ
1 χB(x,s)∥Lp′ (Rn)∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds

bulunur.

Böylece aşağıdaki eşitsizlik∫
CB(x,t)

|x− y|−n|g(y)|dy ≤ C

∫ ∞

t

s−n−1∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds (4.4)

elde edilir. (4.4) den,

∥Tg2∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥χB(x,t)∥Lp,φδ

2
(Rn)

∫ ∞

t

s−n−1∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds

≤ C∥φδ
2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(4.5)

Dolayısıyla (4.3) ve (4.5) ile (3.5) sonucuna ulaşılır.

Aşağıdaki teorem GMφ
p,θ,ω(Rn) uzayında singüler integral operatörün iki ağırlıklı

sınırlılığı için gerekli koşulu veren teoremdir.
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Teorem 4.2 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn), 1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞ olsun.

ω1 ve ω2 fonksiyonları (3.11) koşulunu sağlasın. Bu durumda T operatörü GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn)

uzayından GMφδ
2

p,θ2,ω2
(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat. g ∈ GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) olsun. İlk adımda Teorem 4.1 ve daha sonraki adımda

Lemma 3.2 de

h(s) =
∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

1

s
,

ω(t) = ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

ve

ν(t) = ω1(t)t
θ1∥φδ

2∥
θ1
Lp(B(x,t))

uygulanırsa

∥Tg∥
GM

φδ
2

p,θ2,ω2

= sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥Mg∥θ2L
p,φδ

2
(B(x,t))dt

 1
θ2

≤ C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

(∫ ∞

t

∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s

)θ2

dt

 1
θ2

≤ C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

∥g∥θ1L
p,φδ

1
(B(x,t))

∥φδ
2∥θ1Lp(B(x,t))

t−θ1ω1(t)t
θ1∥φδ

2∥
θ1
Lp(B(x,t))dt


1
θ1

= C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω1(t)∥g∥θ1L
p,φδ

1
(B(x,r))dt

 1
θ1

= C∥g∥
GM

φδ
1

p,θ1,ω1

olur ve ispat tamamlanır.

4.2 Ağırlıklı Global Morrey Tipli Uzaylarda Singüler Komütatörlerin

İki Ağırlıklı Eşitsizlikleri

Bu bölümde, ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda singüler komütatörlerin iki ağır-

lıklı sınırlılığı için gerekli teoremler ve ispatlarına yer verilecektir.

Aşağıda verilen teorem Lp,φ(Rn) uzayında [b, T ] operatörünün iki ağırlıklı sınırlılığını

vermektedir.
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Teorem 4.3 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn),

φ1 ∈ Ap(Rn) olsun. Bu durumda [b, T ] operatörü Lp,φδ
1
(Rn) uzayından Lp,φδ

2
(Rn) uzayına

sınırlıdır.

İspat. g ∈ Lp,φδ
1
(Rn), b ∈ BMO(Rn), (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn), φ1 ∈ Ap(Rn) olsun. Lemma

4.1, Sonuç 2.1 ve Sonuç 2.2 den,

∥[b, T ]g∥L
p,φδ

2
(Rn) ≤ ∥M([b, T ]g)∥L

p,φδ
2
(Rn) ≤ C∥b∥BMO

∥∥∥(M |Tg|s)
1
s + (M |g|s)

1
s

∥∥∥
L
p,φδ

2
(Rn)

≤ C∥b∥BMO

[∥∥∥(M |Tg|s)
1
s

∥∥∥
L
p,φδ

2
(Rn)

+
∥∥∥(M |g|s)

1
s

∥∥∥
L
p,φδ

2
(Rn)

]

≤ C∥b∥BMO

[∥∥∥(|Tg|s) 1
s

∥∥∥
L
p,φδ

1
(Rn)

+
∥∥∥(|g|s) 1

s

∥∥∥
L
p,φδ

1
(Rn)

]
≤ C∥b∥BMO ∥g∥L

p,φδ
1
(Rn)

elde edilip ispat tamamlanır.

Teorem 4.4 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn) ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn),

φ1, φ2 ∈ Ap(Rn) olsun. O halde her g ∈ Lp,φδ
1
(Rn) için,

∥[b, T ]g∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥b∥BMO∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

(
1 + ln

r

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,r))

∥φδ
2∥Lp(B(x,r))

dr

r
(4.6)

sağlanır. Burada C sabiti g, x ve t den bağımsızdır.

İspat. g fonksiyonu (3.13) deki gibi yazılırsa

∥[b, T ]g∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥[b, T ]g1∥L

p,φδ
2
(B(x,t)) + ∥[b, T ]g2∥L

p,φδ
2
(B(x,t))

elde edilir. Teorem 4.3 den,

∥[b, T ]g1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ ∥[b, T ]g1∥L

p,φδ
2
(Rn)

≤ C∥b∥BMO∥g1∥L
p,φδ

1
(Rn) = C∥b∥BMO∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,2t)) (4.7)

Burada C sabiti, g den bağımsızdır. (4.7) den,

∥[b, T ]g1∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥b∥BMO∥φδ

2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(4.8)
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olur ki burada ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)), t de azalmayan olduğundan (4.8) in sağ tarafı (4.7)

nin sağ tarafındaki ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,2t)) den daha büyüktür.

Şimdi ∥[b, T ]g2∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) hesaplanacak olursa,

|[b, T ]g2(z)| ≤ C

∫
Rn\B(x,2t)

|b(z)− b(y)| |g(y)| dy
|y − z|n

,

Burada z ∈ B(x, t) olup |x− z| ≤ t, |z − y| ≥ 2t eşitsizlikleri uygulandığında

|[b, T ]g2(z)| ≤ C

∫
Rn\B(x,2t)

|x− y|−n|b(z)− b(y)| |g(y)|dy

1
2
|z − y| ≤ |x− y| ≤ 3

2
|z − y| elde edilir.

[b, T ]g2 yi hesaplamak için önce aşağıdaki eşitsizlik gösterilecektir.∫
Rn\B(x,t)

|x− y|−n|b(z)− b(y)||g(y)|dy

≤ C∥b∥BMO

∫ ∞

t

s−n
(
1 + ln

s

t

)
∥φ−δ

1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L
p,φδ

1(B(x,s))

ds

s
(4.9)

z ∈ B(x, t) olmak üzere [b, T ]g2(z) yi hesaplamak için,∫
Rn\B(x,t)

|x− y|−n|b(z)− b(y)||g(y)|dy

≤
∫
Rn\B(x,t)

|x− y|−n|b(y)− bB(x,t)||g(y)|dy

+

∫
Rn\B(x,t)

|x− y|−n|b(z)− bB(x,t)||g(y)|dy = J1 + J2

Şimdi δ > 0 seçilirse, Teorem 2.14 and Lemma 2.4 yardımıyla,

J1 =

∫
Rn\B(x,t)

|x− y|−n|b(y)− bB(x,t)||g(y)|dy

≤ δ

∫
Rn\B(x,t)

|x− y|−n+δ|b(y)− bB(x,t)||g(y)|dy
∫ ∞

|x−y|
s−δ−1ds

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1

∫
{y∈Rn:2t≤|x−y|≤s}

|b(y)− bB(x,t)||g(y)|dyds

≤ C

∫ ∞

t

s−n−1∥b(·)− bB(x,s)∥L
p′,φ−δ

1
(B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds

+ C

∫ ∞

t

s−n−1|bB(x,t) − bB(x,s)|
∫
B(x,s)

|g(y)|dyds

≤ C∥b∥BMO

∫ ∞

t

s−n−1∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))ds

+ C∥b∥BMO

∫ ∞

t

s−n−1 ln
s

t
∥φ−δ

1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))ds
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elde edilir. Şimdi de J2 incelenecek olursa,

J2 =|b(z)− bB(x,t)|
∫
Rn\B(x,t)

|x− y|−n|g(y)|dy

≤ C|B(x, t)|−1

∫
B(x,t)

|b(z)− b(y)|dy
∫ ∞

t

s−n∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))

ds

s

≤ CMbχB(x,t)(z)

∫ ∞

t

s−n∥φ−δ
1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L

p,φδ
1
(B(x,s))

ds

s

Burada C sabiti, x ve t den bağımsızdır.

(4.9) eşitsizliğinden,

∥[b, T ]g2∥L
p,φδ

2
(B(x,t)) ≤ C∥χB(x,t)∥Lp,φδ

2
(Rn)∥b∥BMO

×
∫ ∞

t

s−n
(
1 + ln

s

t

)
∥φ−δ

1 ∥Lp′ (B(x,s))∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

ds

s

≤ C∥b∥BMO∥φδ
2∥Lp(B(x,t))

∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s
(4.10)

olur. Böylece (4.8) ve (4.10) ile (4.6) elde edilmiş olur.

Aşağıdaki teorem GMφ
p,θ,ω(Rn) uzayında singüler integral komütatörlerinin iki ağır-

lıklı eşitsizliklerini göstermektedir.

Teorem 4.5 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn), (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn), φ1, φ2 ∈

Ap(Rn), 1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞ olsun ve ω1 ,ω2 fonksiyonları (3.17) koşulunu sağlasın. Bu

durumda [b, T ] operatörü GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Rn) uzayına sınırlıdır.

İspat. g ∈ GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn), b ∈ BMO(Rn) olsun. İlk adımda Teorem 4.4 ve sonraki

adımda ve Lemma 3.2 de

h(s) =
(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

1

s

ω(t) = ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

ν(t) =
(
1 + ln

s

t

)−θ1
ω1(t)t

θ1∥φδ
2∥

θ1
Lp(B(x,t))
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uygulanırsa

∥[b, T ]f∥
GM

φδ
2

p,θ2,ω2

= sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥[b, T ]g∥θ2L
p,φδ

2
(B(x,t))dt

 1
θ2

≤ C∥b∥BMO sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω2(t)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,t))

(∫ ∞

t

(
1 + ln

s

t

) ∥g∥L
p,φδ

1
(B(x,s))

∥φδ
2∥Lp(B(x,s))

ds

s

)θ2

dt

 1
θ2

≤ C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

(
1 + ln

s

t

)θ1 ∥g∥θ1Lp,φδ
1
(B(x,t))

∥φδ
2∥θ1Lp(B(x,t))

t−θ1
(
1 + ln

s

t

)−θ1
ω1(t)t

θ1∥φδ
2∥

θ1
Lp(B(x,t))dt


1
θ1

= C sup
x∈Rn

 ∞∫
0

ω1(t)∥g∥θ1L
p,φδ

1
(B(x,t))dt

 1
θ1

= C∥g∥
GM

φδ
1

p,θ1,ω1

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu bölümde, üçüncü ve dördüncü bölümde elde edilen sonuçların ağırlıklı global

Morrey tipli uzaylardaki bazı uygulamalarına yer verilecektir.

α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Zn
+, |α| =

n∑
j=1

αj ve Dα = ∂α1
x1

· · · ∂αn
xn

olmak üzere Sobolev

uzayları

W k
p (Ω) = {v ∈ Lp(Ω) : D

αv ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ k}

ve genelleştirilmiş Sobolev-Morrey uzayları

W k
p,ω(Ω, φ) = {v ∈ Mp,ω

φ (Ω) : Dαv ∈ Mp,ω
φ (Ω), ∀ |α| ≤ k}

ile ifade edilir.

ωn, Rn uzayında birim yuvarın hacmi olmak üzere Laplacian operatörünün standart

temel çözümü

Γ(x) =

 1
2π

log |x|−1 n = 2,

1
n(n−2)ωn

|x|2−n n ≥ 3,

şeklindedir.

g ∈ C∞
0 (Rn) fonksiyonu olsun.

ϕ(x) =

∫
Γ(x− y)g(y)dy

ile tanımlanan ϕ potensiyeli Rn uzayında −△ϕ = g denkleminin bir çözümüdür ve

1 < p < ∞ olmak üzere

∥ϕ∥W 2
p (Rn) ≤ C∥g∥Lp(Rn) (5.1)

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca, bu eşitsizlik singüler integrallerin Calderón-Zygmund te-

orisinin bir sonucudur.

Diğer taraftan, bir düzgün sınırlı Ω bölgesi üzerinde
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 −△ϕ = g ,Ω içinde

ϕ = 0 ,Ω sınırında
(5.2)

ile tanımlanan Dirichlet probleminin çözümleri için (5.1) gibi hesaplamalar iyi bilin-

mektedir.

Bu bölümde sınırlı Ω kümesinde Dirichlet problemi (5.2) ele alınacaktır. Aynı za-

manda bu bölümde ∂Ω nın C2 sınıfında olduğunu kabul edilecektir. Bu problemin

çözümü

ϕ(x) =

∫
Ω

G(x, y)g(y)dy (5.3)

olur. Burada, h(x, y) her sabit y ∈ Ω için △xh(x, y) = 0 x ∈ Ω

h(x, y) = −Γ(x− y) x ∈ ∂Ω

olmak üzere G(x, y),

G(x, y) = Γ(x− y) + h(x, y)

ile tanımlanan Green fonksiyonudur.

Eğer P (y,Q), Poisson çekirdeği ise h(x, y),

h(x, y) = − 1

(n− 2)ωn

∫
∂Ω

1

|x−Q|n−2
P (y,Q)dS(Q),

ile verilir. Burada dS, ∂Ω üzerinde yüzey ölçüsüdür.

Green fonksiyonu,

G(x, y) ≤

 C log |x− y| , n = 2

C|x− y|2−n , n ≥ 3

ve

|Dxi
G(x, y)| ≤ C|x− y|1−n (5.4)
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eşitsizliklerini sağlar (Widman, 1967). Böylece

Dxi
ϕ(x) =

∫
Ω

Dxi
G(x, y)g(y)dy (5.5)

olur. (5.3) gösterimindeki ϕ fonksiyonunun ikinci dereceden türevlerini bulmak için

aşağıdaki lemmadan yararlanılacaktır. Burada d(x) = inf
q∈∂Ω

|x − q| ile sınıra olan

uzaklık gösterilmektedir.

Lemma 5.1 α ∈ Zn
+ (n = 2 ise |α| > 0) olsun. Bu durumda

|Dαh(x, y)| ≤ Cd(x)2−n−|α|

olacak şekilde yalnızca n ve α ya bağlı bir C sabiti vardır.

Bu lemmadan her x ∈ Ω için Dxixj
h(x, y), x elemanın bir komşuluğunda düzgün

sınırlıdır ve dolayısıyla

Dxixj

∫
Ω

h(x, y)g(y)dy =

∫
Ω

Dxixj
h(x, y)g(y)dy

elde edilir. Ayrıca |Dxj
Γ(x)| ≤ C|x|1−n olduğundan

Dxj

∫
Ω

Γ(x− y)g(y)dy =

∫
Ω

Dxj
Γ(x− y)g(y)dy

elde edilir.

Dxixj
Γ integralenebilir olmadığından ikinci dereceden türevler ve integral arasındaki

sıra değiştirilemez. m sınırlı bir fonksiyon ve

Kf(x) = lim
ε→0

∫
|x−y|>ε

Dxixj
Γ(x− y)f(y)dy.

olmak üzere

Dxi

∫
Ω

Dxj
Γ(x− y)g(y)dy = Kf(x) +m(x)g(x)

olduğu bilinir. Burada ve bundan sonraki adımlarda, Rn üzerinde tanımlanan f

fonksiyonu, orijinal f yi sıfır ile genişleterek ele alınmaktadır.
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K, Calderón-Zygmund singular integral operatördür. Gerçekten de, Dxj
Γ ∈ C∞(Rn\

{0}), 1−n derecesinde homojen bir fonksiyon olduğu için, Dxixj
Γ(x−y), −n derece-

sinde homojen ve birim küre üzerinde sıfır ortalamaya sahip olduğu sonucuna varılır

(Agmon, 1965). Sonuç olarak, Calderón ve Zygmund (1952) tarafından verilen genel

teoriden şu sonuç ortaya çıkar: K, 1 < p < ∞ için Lp(Rn)’de sınırlı bir operatördür.

Ayrıca, 1 < p < ∞ için

K̃f(x) = sup
ε>0

∣∣∣∣∫
|x−y|>ε

Dxixj
Γ(x− y)g(y)dy

∣∣∣∣
maksimal operatörü Lp(Rn) de sınırlıdır.

Sonuç 5.1 Ω ⊂ Rn, C2 de sınırlı ve 1 < p < ∞ olmak üzere (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn), 1 ≤

θ1 ≤ θ2 < ∞ olsun ve ayrıca ω1(r) ve ω2(r), (6) koşulunu sağlasın. g ∈ GMφ1
p,θ1,ω1

(Ω)

ve ϕ, (5.2) deki problemin çözümüdür. Bu durumda,

∥ϕ∥W 2
p,ω2,θ2

(Ω,φ2)
≤ C∥g∥GMφ1

p,θ1,ω1
(Ω) (5.6)

olacak şekilde yalnızca n ve Ω ya bağlı bir C sabiti vardır.

İspat. Green fonksiyonu için aşağıdaki tahmine ihtiyaç duyulacaktır. Bu tahmin,

Dall’Acqua ve Sweers (2004) tarafından ispatlanmıştır ancak Dall’Acqua ve Sweers

C2 den daha düzenli bir bölgede çalışmışlardır.

Ω, C2 de sınırlı bir bölge ve G(x, y), Ω üzerindeki (5.2) probleminin Green fonksiyonu

olsun. Bu durumda (x, y) ∈ Ω × Ω için Green fonksiyonu aşağıdaki tahminden

yararlanılacaktır. Bu tahmin, Dall’Acqua ve Sweers (2004) tarafından ispatlanmıştır.

Ancak Dall’Acqua ve Sweers C2 den daha düzenli bir bölgede çalışmışlardır. Ω, C2 de

sınırlı bir bölge ve G(x, y), Ω üzerindeki (5.2) probleminin Green fonksiyonu olsun.

Bu durumda (x, y) ∈ Ω× Ω için

|Dxixj
G(x, y)| ≤ C

d(x)

|x− y|n+1

olacak şekilde yalnızca n ve Ω ya bağlı C sabiti vardır.

Sonuç, aşağıdaki eşitsizliklerden elde edilir (Duran vd., 2019). Her x ∈ Ω için

|ϕ(x)|+ |Dxi
ϕ(x)| ≤ CMg(x) (5.7)
41



|Dxixj
ϕ(x)| ≤ C

(
K̃g(x) +Mf(x) + |g(x)|

)
(5.8)

olacak şekilde yalnızca n ve Ω ya bağlı C sabiti vardır. Teorem 3.2 ve Teorem 4.2, M

ve K̃ operatörlerinin GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Ω) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Ω) uzayına sınırlı olduğunu

gösterir. Sonuç olarak (5.7) ve (5.8) ifadelerinden (5.6) elde edilir.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

GMφ
p,θ,ω ağırlıklı global Morrey tipli uzaylar, 0 < p, θ < ∞ ve ω(r), φ(r), (0,∞)

üzerinde negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlar ve g ∈ Lloc
p,φ(Rn) olmak üzere

∥g∥GMφ
p,θ,ω(Rn) = sup

x∈Rn

(∫ ∞

0
ω(t)∥g∥θL

p,φδ (B(x,t))dt

)1/θ

< ∞

normu ile tanımlanır. Bu tezde GMφ
p,θ,ω ağırlıklı global Morrey tipli uzaylarda mak-

simal operatör ile singüler operatörler ve onların komütatörlerinin iki ağırlıklı sınır-

lılıkları incelenmiş olup aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir:

• 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. 1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞ ve ω1, ω2

fonksiyonları

sup
t>0

(∫ t

0

ω2(s)∥φδ
2∥

θ2

Lp(B(x,s))ds

) θ1
θ2
(∫ ∞

t

ω1(r)
1−θ′

1r−θ′
1∥φδ

2∥
−θ′

1

Lp(B(x,r))dr

)θ1−1

< ∞,

koşulunu sağlıyorsa bu durumda M maksimal operatörü, GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uza-

yından GMφδ
2

p,θ2,ω2
(Rn) uzayına sınırlıdır.

• 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn) olsun. 1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞ ve ω1, ω2

fonksiyonları

sup
t>0

(∫ t

0

ω2(s)∥φδ
2∥

θ2

Lp(B(x,s))ds

) θ1
θ2
(∫ ∞

t

(
1 + ln

r

t

)θ′
1

ω1(r)
1−θ′

1r−θ′
1∥φδ

2∥
−θ′

1

Lp(B(x,r))dr

)θ1−1

< ∞

koşulunu sağlıyorsa Mb operatörü GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Rn)

uzayına sınırlıdır.

• 1 < p < ∞, 0 < δ < 1 ve (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn), 1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞ olsun. ω1 and

ω2 fonksiyonları

sup
t>0

(∫ t

0

ω2(s)∥φδ
2∥

θ2
Lp(B(x,s))ds

) θ1
θ2
(∫ ∞

t

ω1(r)
1−θ′1r−θ′1∥φδ

2∥
−θ′1
Lp(B(x,r))dr

)θ1−1

< ∞

koşulu sağlanıyorsa T operatörü GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Rn) uza-

yına sınırlıdır.
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• 1 < p < ∞, 0 < δ < 1, b ∈ BMO(Rn), (φ1, φ2) ∈ Ãp(Rn), φ1, φ2 ∈ Ap(Rn),
1 ≤ θ1 ≤ θ2 < ∞ olsun ve ω1 ,ω2 fonksiyonları

sup
t>0

(∫ t

0

ω2(s)∥φδ
2∥

θ2

Lp(B(x,s))ds

) θ1
θ2
(∫ ∞

t

(
1 + ln

r

t

)θ′
1

ω1(r)
1−θ′

1r−θ′
1∥φδ

2∥
−θ′

1

Lp(B(x,r))dr

)θ1−1

< ∞

gerçeklenirse [b, T ] operatörü GMφδ
1

p,θ1,ω1
(Rn) uzayından GMφδ

2
p,θ2,ω2

(Rn) uzayına

sınırlı olur.

Bu tez çalışmasında son olarak ağırlıklı global tipli Morrey uzaylarında üçüncü ve

dördüncü bölümlerde elde edilen sonuçlarla (5.2) ile verilen Dirichlet probleminin

çözümleri için uygulamaya yer verilmiştir. Tezde verilen sonuçların harmonik ana-

lizin klasik operatörlerinin Morrey tipli uzaylarda iki ağırlıklı sınırlılıklarına ilişkin

çalışmalar literatürde az sayıda bulunduğundan verilen tezin bu alanda çalışma yap-

makta olan yüksek lisans ve doktora öğrencilerine yol gösterici bir kaynak olacağı

düşünülmektedir.
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