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Bu tez calismasi alt1 boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Tkinci
boliimde temel tanim ve teoremler verilmistir. Ayrica Morrey uzaylari, lokal Morrey uzay-
lar1 ve genellestirilmis Morrey uzaylar: hatirlatilarak bu uzaylarin bazi temel 6zelliklerinden
bahsedilmistir. Tezin ti¢iincii bolimiinde agirlikli global Morrey tipli uzaylar hatirlatilmisg
olup bu boliimiin birinci kisminda agirlikli global Morrey tipli uzaylarda maksimal ope-
ratorlerin iki agirhikli sinirlilign ispatlanmistir. Bu béliimiim ikinci kisminda ise agirlikli
global Morrey tipli uzaylarda maksimal komiitatorlerin iki agirlikli sinirhiligina deginilmis-
tir. Tezin dordiincii boliimiinde agirlikli global Morrey tipli uzaylarda singiiler operatorler
ve singiiler komiitatorlerin iki agirlikli simirliligindan bahsedilmistir. Bu bolimiin ilk kis-
minda agirlikli global Morrey tipli uzaylarda singiiler operatorlerin iki agirlikli esitsizlikleri
incelenip iki agirlikli sinirlilign igin gerekli kosulu veren teorem ispati gosterilmistir. Bu
boliimiin ikinci kisminda ise agirlikli global Morrey tipli uzaylarda singiiler komiitatorlerin
iki agirhikli sinirlihigr ispatlanmigtir. Tezin beginci boliimiinde diger boliimlerde elde edilen
sonuclar kullanilarak agirlikli global Morrey uzaylarinda bazi esitsizliklerin uygulamasina
yer verilmistir. Tezin son boltimiinde ise elde edilen sonuglarin analizi yapilmigtir.
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This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, basic definitions and theorems are given. In addition, Morrey spaces,
local Morrey spaces and generalized Morrey spaces are recalled and some basic properties
of these spaces are mentioned. In the third part of the thesis, weighted global Morrey
type spaces are reminded and in the first part of this part, two weighted boundedness of
maximal operators in weighted global Morrey type spaces is proved. In the second part
of this chapter, the two-weight boundedness of maximal commutators in weighted global
Morrey type spaces is discussed. The fourth part of the thesis deals with the two-weight
boundedness of singular operators and singular commutators in weighted global Morrey
type spaces. In the first part of this chapter, two-weight inequalities of singular operators
in weighted global Morrey type spaces are analyzed and the proof of the theorem giving
the necessary condition for two-weight boundedness is shown. In the second part of this
chapter, two-weight boundedness of singular commutators in weighted global Morrey type
spaces is proved. In the fifth part of the thesis, the application of some inequalities in
weighted global Morrey type spaces using the results obtained in the other chapters is
given. In the last part of the thesis, the results obtained are analyzed.
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1. GIRIS

Maksimal operator, lineer olmayan bir operatordiir ve harmonik analiz i¢in 6nemli

araclardan biridir. Bu operatdr g € Li°¢(R"™) olmak {izere;

Mg() = sup | B(z, )| / oty
B(z,r

r>0

ile tanimlanir.

M g Hardy-Littlewood maksimal operatorii ile harmonik analizin farkli alanlarinda
karsilagilabilir. Bunlarin en énemlilerinden biri de singiiler operatorler teorisi ile Le-
besgue diferensiyelleme teoreminin ispatidir. Maksimal operator, reel ve kompleks
analizde oldukga fazla kullanilan bir operatordiir. Ayrica Maksimal operatoriin sinir-
lilig1, bir¢ok konvoliisyon tipli olan singiiler integral operatorlerin sinirlihiginin elde

edilmesinde 6nemli bir role sahiptir.

Calderén-Zygmund tipi singiiler integraller
Ty(z) = /K(m,t)g(t)dt
RTL

bi¢giminde tanimlanir. Burada K standart singiiler cekirdektir, yani K fonksiyonu

{(z,t) € R" x R" : & # t} tizerinde siirekli ve

K(@,t) < Cla—t™ x4t

t— z|°
]K(m,t)—K(:E,Z)\SC%, o>0, |z—t|>2|t—z ise
:C_ n—+o
|K@wy—K@¢nch£%%r,a>o,|x—ﬂ>mx—a¢%
xr — n—+ao

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur.

Maksimal singiiler operator

T"g(z) = sup |Teg(z)|
e>0

ile tammlanir. Burada T.g(x),



nmmz/‘ K (z, t)g(t)dt.
{teR™:|z—t|>e}

ile tanimlanan aligilmig kesmedir. g bir basamak fonksiyonu oldugunda T*g(z) he-

men her yerde (h.h.y.) var oldugu bilinmektedir.

Singiiler integraller konusu bagta Calderon ve Zygmund (1952) olmak iizere birgok
aragtirmac: tarafindan caligilmigtir. Harmonik analizinde ¢ok 6nemli konularindan
biri olan singiiler integral operatorler analitik fonksiyonlarda sinir deger problemler
teorisinde , kismi tiirevli denklemler teorisinde , Fourier serileri ve matematigin diger

alt dallarinda cesitli uygulamalara sahip giincel bir konudur.

Her x € R™ ve bir 6l¢iilebilir b fonksiyonu i¢in maksimal komiitator

My(g)(x) =  sup \B(l’ﬂ")!l/B( )lb(l‘)—b(y)Hg(yﬂdy

zER™, r>0

bi¢iminde tanimlanir.

b bir 6lc¢iilebilir fonksiyon olsun. M Hardy-Littlewood maksimal operatori ve b fonk-

siyonun komiitatorii her x € R™ i¢in
[M, blg(x) = M(bg)(x) — b(x)Mg(x)

ile tanimlanir.

0<A<n,p>licinge LLOC(R”) olmak {izere

1
I3

1
lgllor = sup 7-/|awmw < oo
z€R™,r>0 r ( )
B(x,r

kosulunu saglayan fonksiyonlarmn uzayma L, \(R"™) Morrey uzaylar1 denir. Burada

B(z,7), x merkezli r yaricaph yuvari belirtir.

_2A
Hngy)\ = sup 7 r ||g||Lp(B(x,r)) <c< oo
z€R™,r>0

a) A =0 almursa,



||9||p,0 = Sup . ||g||Lp(B(:c,r)) = ||9||Lp(Rn)

zeR™ r>

bilinen Lebesgue uzay elde edilir.

b) A = n alnirsa,

Lpn(R") = Loo(R")

dir. Gergekten de g € Lo (R™) olsun.

A

1
/ ow)lPdy | < willgln
B(z,r)

elde edilir. Boylece g € Ly, ,,(R") bulunur ve

1
lgllzy, < witllgllz..

elde edilir.

g € L,,(R™) olsun. Temel Lebesgue Teoreminden

1
Iim ——— Pdy = D
tim s [ laly = lo(e)
B(z,r)
dir. Bu durumda
1 » ’ _1
= | lim — d < wp?
o) = |l e [ oy | <l
B(z,r)

esitsizligi gergeklenir. O halde g € Lo (R™) dir ve

_1
I9llzec < wn"llgllz,,

gergeklenir (Stein, 1970). Burada w,,, R"’de birim kiirenin hacmidir ve

7Tn/2

Wp = =~
L(1+3%)
ile gosterilir.

_1
l9(2)] < wn”llglz,.,
3



ifadesi ele alindiginda sonug elde edilir.
c) A <0 veya A > nise L,(R") = O olup © R" de sifira denk olan fonksiyonlarin

kiimesidir.

Morrey uzaylar ilk defa Morrey (1938) tarafindan tanimlanmigtir. Morrey uzaylari
kismi diferensiyel denklemler teorisinde ve varyasyonlar analizi teorisindeki prob-

lemlerde oldukga kullanighdir.

Maksimal operatoriin sinirliligi farkl fonksiyon uzaylarinda baz matematikgiler ta-
rafindan arastirilmigtir. Hardy-Littlewood maksimal operatoriin Morrey uzaylarin-
daki siirhlik kogullarimi Mizuhara (1991), Nakai (1994) ve Guliyev (2009) gibi ma-
tematikgiler cahigmigtir. Klasik Morrey uzaylari, Morrey (1938) tarafindan galigilmig-
tir. Hardy-Littlewood maksimal operatorii ile singiiler integral operatorlerin Morrey
uzayinlarindaki sinirliligi incelenmigtir. Bahsedilen operatorlerin agirlikli Lebesgue
uzaylarinda sinirlihgi Muckenhoupt (1972), Coifman ve Fefferman (1974) tarafindan
calisilmigtir. Nakai ve Mizuhara gibi aragtirmacilar maksimal ve singiiler integra-
lin genellestirilmis Morrey uzaylarindaki simirliligini elde etmiglerdir. Ayrica Guliyev
(1994, 1999) tarafindan geligtirilen yeni bir yontemle Lie gruplari ve R™ de harmo-
nik analizin klasik integral operatorleri i¢in sinirhilik sonuglari elde edilmigtir. Daha
sonra Guliyev (2009) tarafindan onerilen yeni yontemlerle genellegtirilmis Morrey
uzaylarinda maksimal, potansiyel ve singiiler integral gibi operatorlerin sinirlilig:
saglanmigtir. Guliyev ile birlikte Samko (2009) gibi arastirmacilar, sadece Morrey
tipli uzaylarla sinirh kalmayarak diger fonksiyon uzaylarinda da yeni sonuclar elde

etmiglerdir.

lolsvo = suwp Bz, / L 1900) gy < o
B(x,r

z€R™, r>0

veya

gl Bro = iréf sup \B(az,r)\_l/ lg(y) — Cldy < oc.
zeR™, r>0 B(m,r)

olacak sekildeki tiim lokal integrallenebilen g fonksiyonlarimin smifina BMO(R")

uzay1 denir.



BMO (Bounded Mean Oscillation) uzay1, John ve Nirenberg (1961) tarafindan ta-
nimlanmigtir. Ayrica BM O uzayi, L uzayi ile benzer 6zelliklere sahip olup L, yerine

kullanildig1 durumlarla da kargilagilabilir.

T, Calderon-Zygmund operatér ve b € BMO(R™) olsun. Coifman vd. (1976) ca-
ligmalarinin iyi bilinen bir sonucu [b, T|g = T'(bg) — bTg komiitator operatoriiniin
1 < p < o0 igin, L,(R™) iizerinde simirh oldugudur. Calderén-Zygmund operatérlerin
komiitatorii ikinci mertebeden eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢éztimlerinin

diizgilinliiglin incelenmesinde 6nemlidir.

+ z% = 1 olsun. Eger

p/
1 ,
sup —/sopydy —/s@‘pydy < 00
S0\ B S AW B, )
B(z,r) B(:E,T‘)

ise  agirhik fonksiyonu, A,(R") smifina aittir denir. Her x € R™ ve r > 0 igin

1
Imwﬂl/w@@éﬂwmh—<w
B(e) yEB(z,r) 90<y)

olacak gekilde C' > 0 var ise ¢ agirhk fonksiyonu, A;(R™) sinifina aittir denir.

1 < p < oo igin,

1

p/

RSAS

1 / ) 1 / ,p,
sup =7 oy (y)dy = 01" (y)dy < o0
|\ Ban | e Bl | oW
B(x,r) B(z,r)

ise (¢, ¢y) agirlik fonksiyonlar KP(R”) smifina aittir.

A, smifi Muckenhoupt tarafindan 1972 de Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin
smirhliklarimin incelenmesiyle ilgili caligmalarinda tanimlanmigtir. A, Muckenhoupt
sinifinin maksimal fonksiyonun agirlikli Lebesgue uzaylarinda siirliligi karakterize

ettigi bilinmektedir.

1 <p<oovege LY(R") olmak iizere

n

P
= _— <
Il = sup =Sl me < oo

5



kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayma M, ., (R") genellestirilmis Morrey uzayi de-
nir. Burada w(z,r), R" X (0, 00) 'da negatif olmayan o¢lgiilebilir fonksiyondur. Ayrica

w(z,r) = P secilirse L, »(R™) Morrey uzay: elde edilir.

Lebesgue uzaylarinda kesirli maksimal operatorler ve singiiler integral operatorler
i¢in iki agirlikli norm esitsizligi Edmunds ve Kokilashili (1995), Cruz-Uribe (2000)
gibi matematikciler tarafindan genis ¢apta incelenmigtir. Morrey uzaylar: tizerindeki
farkli agirhik tiirleri ile agirlikli norm egitsizlikleri de Nakamura vd. (2018) tarafindan

calisilmigtir.

Son zamanlarda, Komori ve Shirai (2009) agirlikli Morrey uzaylarimi tanimlamiglar
ve Hardy-Littlewood maksimal operatorii , Calderén-Zygmund operatorii gibi baz
klasik operatorlerin bu uzaylar tizerindeki sinirhihigim ¢aligmiglardir. Ayrica Guliyev
(2012) ilk olarak genellegtirilmis agirhikli Morrey uzaylarim tanitmigtir ve altlineer
operatorlerin sinirliligini ve bunlarin Calderén-Zygmund operatorleri tarafindan iire-
tilen yiiksek dereceli komiitatorlerini ve bu uzaylardaki Riesz potansiyelini incele-

migtir (Aykol vd. 2020, Guliyev 2014, 2018).

Tez calismasinin iigiincii boliimiinde yer alan teorem ispatlarinda modern matemati-
gin ¢ok bilinen esitsizliklerinden biri olan Hardy esitsizligi siklikla kullanilmigtir. Bu
esitsizlik, Hardy tarafindan (1920) ilk kez tanimlanmigtir ve daha sonra ilk agirhikl
Hardy esitsizligi de tamitilmigtir (Hardy vd., 1952). Hardy esitsizliginin geligsimine

agirlik fonksiyonlarimin esitsizlik i¢inde kullanilmasi énemli bir katki saglamigtir.

0<p, 0 <oovew(r),e(r), (0,00) tizerinde negatif olmayan dl¢iilebilir fonksiyonlar

ve g € Lé‘jfa(]R") olsun. G/\/lgﬁ’w agirlikh global Morrey tipli uzaylari

0o 1/6
ooz e = 515 ([~ wOllgll oearit) <00

normu ile tanimlanir. Eger ¢(r) = 1 ise o zaman GM,, 4., Global Morrey-tipi uzay

elde edilir (Burenkov ve Guliyev, 2004).



0 < A <nicgin GM,, o, .-»/» uzaylart Morrey (1938) tarafindan tanitilmis olan kla-
sik Morrey tipi uzaylardir ve 2.derece kismi diferensiyel denklemlerin ¢éziimlerinin
lokal davranislariin incelenmesi i¢in kullamhr. GM,, o ,, uzaylarmin interpolasyon
ozellikleri Spanne (1966) tarafindan arastirilmigtir. GM,, . ,—» uzaylari Hérmander
tipi vektor alanlarinda, gémme teoremlerini incelemek igin Lu (1995) tarafindan kul-
lamlmigtir. Mizuhara (1991) ve Nakai (2006) calismalarinda GM,, o, uzaylarinda

gesitli integral operatorlerin sinirliligini incelemigtir.

Bu tezin amaci, agirlikli Global Morrey tipli uzaylarda M maksimal operatori
ile T" Calderén-Zygmund singiiler integral operatorii ve onlarin komiitatorlerinin
GMZ%LM(R”) uzayindan G./\/lﬁg@%w2 (R™) uzayma simirhligin elde etmektir. Burada
Morrey uzayinin tamimi hatirlatilarak bu uzayda maksimal operator ve Calderon-
Zygmund singiiler integral operatoriiniin sinirhiliklart verilmigtir. Agirlikli Global
Morrey tipli uzaylarda belirtilen operatorlerin sinirlihiginin gosterilmesinde Hardy
esitsizliginden yararlanilmigtir. Tezin son kisminda ise ii¢iincii ve dordiincii béliim-

lerde elde edilen sonuclarla agirlikli global Morrey tipli uzaylarda esitsizlikler {izerine

uygulamalara yer verilmigtir.



2. TEMEL BILGILER

Bu boliimde, tez calismasinda kullanilacak temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
2.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanmim 2.1 W bir F' cismi (R veya C) lizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger bir ||.|| :
W — R doniisimi her v,w € W ve her v € F icin

(N1) ||w]| >0 ve ||w|| =0 < w =0,

(N2) [lywll = [rllwl,

(N3) flo + wll < flo]l + [jwl]

aksiyomlarini sagliyor ise bu déniisiime W iizerinde norm denir. (I, ||.||) ikilisine normlu

bir vektor uzayi olarak adlandirilir ve kisaca W ile gosterilir (Kreyszig, 1978).

Tanmim 2.2 W ve V iki vektdr uzayi ve T', W uzayindan V' uzayina bir fonksiyon olsun.
Her w,z € W ve her v € F icin

() T(w+2xz)=Tw+Tx

(i) T(yw) = yTw

ozellikleri saglaniyor ise T' bir lineer operatdr olarak adlandinlir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.3 W ve V iki normlu uzay, D(T') C W ve T': D(T') — V lineer bir operator
olsun. Her w € W icin
1Tl < Ellwll

gerceklenecek bicimde bir £/ > 0 sayisi mevcutsa T sinirl bir operatdr olarak ifade edilir.
Bu T operatoriiniin normu

Tw
Il =  sp el
weD(T),w#0 ||U}||

ile hesaplanir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.4 W ile V normlu uzaylar, D(T") C W olmak iizere T' : D(T) — V bir

operatdr ve wy € D(T') olsun. Her € > 0 igin,

|lw — wpl| <6
8



sartini saglayan her w € W icin,
| Tw — Two|| < e

kosulu gerceklenecek bicimde bir & > 0 sayisi mevcutsa T operatdriine wy siireklidir denir

(Kreyszig, 1978).

Teorem 2.1 W ve V iki normlu uzay ve D(T") C W olmak ilizere T : D(T') — V bir
lineer operatér olsun. Bu durumda T lineer operatoriiniin siirekli olmasi icin gerekli ve

yeter sart T nin sinirh olmasidir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.5 W bir kiime ve S, W kiimesini alt kiimelerinin bir sinifi olsun. Eger
(a) W e S,

(b) Her Ae Sigcin A=W\ AeS,

(c) Heri e {1,2,....,m} icin A; € S iken G A eSS

i=1
gercekleniyor ise S sinifina, W lizerinde bir cebirdir denir (c) kosulu yerine

(d) Heri € Nigin A; € Siken |J A; € S
i=1
ozelligi saglaniyorsa S cebirine, W iizerinde o-cebir denir. (W,S) ikilisi bir dl¢ilebilir

uzay olarak ifade edilir ve S deki her bir kiime S-6l¢iilebilir kiimedir.

Tanmim 2.6 (W,S) olgiilebilir uzayi ile h : W — R fonksiyonu verilsin. Her 5 € R igin

hY (18, +oo]) = {w € W : h(w) > B} € S

saglaniyor ise h ye olciilebilir fonksiyon adi verilir.

Tamim 2.7 (W,S) dlgiilebilir uzayr verilsin. Eger  : W — [—00, 00| kiime fonksiyonu
(i) n(®) =0,

(ii) Her A € Sigin pu(A) >0,

(iii) (A,), S de ayrik olan (A,,) dizisi olmak iizere u( Ej An> = i w(Ay)
ozelliklerini gercekliyorsa i fonksiyonu dl¢ii olarak adTa:ridlrlllr. BZZldurumda (W, S, n)
tcliisiine dl¢li uzayr denir. Ayrica her A € S icin u(A) < oo oluyor ise 1 ye sonlu dl¢ii

denir.



Tanim 2.8 (W, S, i) bir dlgli uzayr ve P bir 6nerme olsun. Eger p(A) = 0 olacak
bicimde bir A € S kiimesi disinda P 6nermesi dogru ise P, hemen her yerde (h.h.y)

saglanir denir.

Tamim 2.9 W bir kiime ve P(W), W kimesinin kuvvet kiimesi olsun . Eger p*
PW) — [—oo, oo] kiime fonksiyonu

(i) p (@) =

(i) Her A € P(W) icin p*(A) >0,

(iii) Her A, B € P(W) igin A C B iken pu*(A) < p*(B)

(iv) (A), P(W) de bir dizi olmak lizere p* (UA ) < i *(A,)

ozelliklerini gercekliyorsa bir dis dlcii olarak adlandirilir.

Tanim 2.10 (Lebesgue Dis Olgiisii) (1), R nin sinirl ve acik alt araliklarinin dizisi ve

Ny = {(Ik)AC Ulk}

olsun. P(R) iizerinde

mf{Zd Ii) : (1) enA}

tanimlanan \* bir dis dl¢ii olup Lebesgue dis dl¢iisii olarak adlandirilir. Burada I = (a, b)

olmak iizere d(I) = b — a olur.

Teorem 2.2 \* Lebesgue dis dlciisii her alt araliga onun uzunlugunu karsihk getirir.

Yani I C R bir aralik ise

olur.
Tanim 2.11 R” deki bir I araligi, I, ..., I, ler R nin alt araliklari olmak iizere
I=0Lx...xI,={(x1,...,2,) 2, € vei=1,...n}

ile ifade edilir. I araligini hacmi, V/(I) = d(1,)...d(,) = II?_,d(1;) ile hesaplanir. Tim

I; ler, R de acik aralik ise I, R™ de acik aralik, hepsi kapali ise R™ de kapali aralik olarak
10



adlandinhir. (1), R™ nin sinirli ve agik alt araliklarinin dizisi,

Vg = {(Ik)AC Ufk}

olsun. P(R") iizerinde

k=1

tanimlanan \*, bir dis 6lcii olup R™ iizerindeki Lebesgue dis dlciisii olarak adlandirilir.
Tamim 2.12 W bir kiime ve p* bir dis dl¢iisii olsun. Eger her A C W icin
p(A) = p (AN E)+ p (AN E)

ise F, p*-6lcilebilir kiime denir. p* dis dlciisiine gore dlciilebilen E kiimelerinin sinifi

M(W, p*) ile gosterilir.

Teorem 2.3 W bir kiime ve p*, W {izerinde bir dis 6l¢ii olsun. Bu durumda
(a) M(W, p*) sinifi bir o-cebirdir.
(b) p* dis ol¢tisiintin M (W, u*) sinifina kisitlamasi bir 6l¢iidiir.

Tanim 2.13 A" Lebesgue dis dlciisiinin M(R™, \*) sinifina kisitlamasina Lebesgue

olciisii denir ve )\ ile gosterilir.

Tanmim 2.14 (W, S, ) bir dl¢ii uzayr olsun. Bu durumda
(i) p € [1,00) igin

B =

2|z, vy = (/Ihlpdu> < 00

W

(i) p = oo igin

[All Lo (wy = ess sup [h(w)] < o0
weW

kosulunu saglayan fonksiyonlarin sinifina p-inci kuvvetten integrallenebilir fonksiyonlar

uzay! adi verilir ve L, ile gosterilir.
11



A C R” élciilebilir kiime ise A kiimesinin Lebesgue dlciisii

|A|:/d$

A

seklindedir.

Teorem 2.4 1<p<oo,1<q<oove%+%:10|sun. Egerge L,ve h € L, ise

gh € Ly ve

lghllz, < llgllz, 1Al

gerceklenir. Bu esitsizlik Holder esitsizligi olarak adlandirlir.
Teorem 2.5 1 <p < oo olsun. Eger g,h € L,(W) ise g+ h € L, ve

lg + Rllz, <llgll, + AL,
esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi adi verilir.

Teorem 2.6 (Fubini Teoremi) h, R™*™ {izerinde 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve

5= / Ih(z, y)|dedy

]Rn+m

Jy = /(/\h(x,y)\dx)dy
Js = /(/\h(w,y}\dy)da:

integrallerinden en az biri var ve sonlu olsun. O halde
(a) Hemen her y € R™ icin h(.,y) € Li(R"),
(b) Hemen her z € R™ igin h(z,.) € L;(R™),
(c) f h(.,y)dy € Li(R"),

(d) f h(z,.)dz € Li(R™),

(e ) = J3

ifadeleri elde edilir.
12



Tamim 2.15 £ olciilebilir bir fonksiyon olmak {izere her kompakt K C W alt kiimesi

uzerinde

/|h|du<oo
K

ise h fonksiyonu W iizerinde lokal integrallenebilirdir denir.

Teorem 2.7 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) R™ iizerinde tanimli lokal integral-

lenebilen bir h fonksiyonu verilsin. O halde

1

ti s [ )y = hia)

B(z,r)

ifadesi h.h. her x icin saglanir.

Tanim 2.16 L, (R") ile dl¢iilebilir g fonksiyonlarinin agirlikl L, uzayr gosterilir. Bu

uzay

19112, B = N9xsg0m 1Lpe @) = ( /B \g(y)!”@(y)dy) < 00

(z,r)
olacak sekildeki g fonksiyonlarinin uzayidir.

Agirlikh Lebesgue uzayi, bir agirlik fonksiyonu yardimiyla Lebesgue 6lciisii kullanilarak

tanimlanan bir fonksiyon uzayidir.

2.2 Morrey Uzaylar:
Bu kisimda tez ¢alismasinda faydalanilacak tanimlar ve teoremler hatirlatilmistir.

Tanim 2.17 (Morrey Uzaylan) 0 < A <n, p>1ligin g € LZ’C(R”) olmak lizere

P

1
lollpa = sup 7-/|¢wmw <0
zeRrr>0 | T O
B(xz,r

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayina L, ,(R™) Morrey uzaylari denir. Burada B(z, 1),

x merkezli r yaricapl yuvari belirtir.

_A
lgllpx = sup =2 {|gllz,(B@r) < <00

zeR
13



a) A =0 almursa,

I9llpo = sup lgllz,B@r) = llgllc,@
zeR™,r>0

bilinen Lebesgue uzay elde edilir.

b) A = n alinirsa,

Lpn(R") = Loo(R")

dir. Gergekten de g € Lo(R™) olsun.

=

1
T4 / lg(y)lPdy | < willgllL.
B(z,r)

elde edilir. Béylece g € Ly, ,,(R™) bulunur ve

1
91z, < wrllgllLe
elde edilir. Yani Lo (R") C L, ,,(R") elde edilir.

g € L, ,(R™) olsun. Temel Lebesgue Teoreminden

lim ———— /\g )Pdy = |g(z)|P

r—0 |B x,T)
B(xr
dir. Bu durumda
1
P
— - - )P <
o) = |l e [ oy | <l
B(zr)

esitsizligi gergeklenir. O halde g € Lo (R™) dir ve

_1
91z < wn"llgllz,,

gergeklenir (Stein, 1970). Burada w,,, R"’de birim kiirenin hacmidir ve

71_71/2

Wy = ————
L(1+3%)

ile gosterilir. Dolayisiyla L, ,,(R") C Lo (R") elde edilir.
14



c) A <0veya A > nise L, (R") = © olup burada ©, R" de sifira denk olan fonk-

siyonlarin kiimesidir.

Morrey uzaylar ilk defa Morrey (1938) tarafindan tanimlanmigtir. Morrey uzaylari
kismi diferensiyel denklemler teorisinde ve varyasyonlar analizi teorisindeki prob-
lemlerde 6nemli yere sahiptir. Morrey uzaylarmin norm tamminda B(z,r) yerine

B(0,r) almirsa LIS lokal Morrey uzay: elde edilir.

Tanmim 2.18 w fonksiyonu h.h. z € R™ igin w(x) > 0 olacak bigimde R™ de lokal

integrallenebilir ise w bir agirlik fonksiyonu olarak adlandirlhr.

Tanim 2.19 (L, .(w) Agirlikh Morrey Uzay1) 1 < p < 00, 0 < k < 1 ve w bir agirhk

fonksiyonu olsun. Bu durumda

l9llzpnw) = sup  w(B(z,7)) 7 ||gll,.B@r) < o0
zeR™,r>0

ozelligini saglayan g fonksiyonlarinin uzayi L, .(w) agirlikli Morrey uzayi olarak adlandi-
rilir. Bu norm taniminda B(z, ) yerine B(0,7) alinirsa lokal agirlikli Morrey uzay: elde

edilir.

Tamm 2.20 (M, (R") Genellestirilmis Morrey Uzay1) 1 < p < oo ve g € LI*°(R")

olmak uzere

n

lgllrs,., = sup 9/, (B@r) < o0

zeR™,r>0 w(m, T)
kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayina M, ,(R") genellestirilmis Morrey uzayi denir.

Burada w(z, ), R™ x (0,00) da negatif olmayan &lgiilebilir fonksiyondur. Ayrica burada

wlz,r) =71 7 secilirse L, \(R™) Morrey uzay elde edilir.

Tanim 2.21 (LM, 4., (R™) Genellestirilmis agirlikli lokal Morrey uzayi)

0 < p,0 < oo ve w(r), agirlik fonksiyonu olsun. g € L*“(R™) olmak iizere

HgHLMp,e,w = ||w(r)||g|’Lp(B(o,r))HLG(O»OO)) <0

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayina LM, ,(R") lokal Morrey uzay denir.
15



Tanim 2.22 (Maksimal Fonksiyon) g : R™ — R lokal integrallenebilir olsun. g fonksi-

yonunun maksimal fonksiyonu

Mg(z) = iiﬁm / 19(v)ldy

B(z,r)

ile tanimlanir.

Asgagidaki teorem maksimal operatoriin Lebesgue uzaylarindaki sinirliligimi karakte-

rize etmektedir.

Teorem 2.8 R” iizerinde tanimlanan g fonksiyonu icin
(i) g € Ly(R™), 1 < p < oo ise Mg maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.
(ii) Eger g € Li(R™) ise ¥t > 0 igin,

o Mye) > )] <5 [ lg(w)lds

saglanir. Burada A, sadece boyuta bagh bir sabittir.
(iii)) g € L,(R"), 1 < p < ooise Mg € L,(R") ve ||Mg|lr, < ApllgllL, gergeklenir
(Stein, 1970).

Teorem 2.9 (i) 1 <p<oo,ge€L,)ve0 <A< ooigin Mg, R* de hemen her
yerde sonludur.

(i)l <p < o0, 0 < A < n olsun. Bu durumda

1Mgllpx < Cllgllpa

gerceklenir. Burada C, f fonksiyonundan bagimsiz sabittir.

(iii) p = 1 olsun. Bu durumda
ti{Mg >t} N B, (z)] < Crlglli
gergeklenir. C' sabiti =, 7, t ve g den bagimsizdir (Chiarenza ve Frasca, 1987).

Lemma 2.1 1 <p < oo, g € L(R") olsun. Bu durumda

p > 1 icin,

[e.e]

IMgllz, B < Ctn/p/T_p_1“9||Lp<B<x,r>>dr
t

16



ve p =1 igin

o0

IMglhwisoin < O [ 7 glaondr
t

gergeklenir, burada C sabiti g, € R™ e bagl olmayan bir sabittir ve t > 0 dir. (Guliyev,
1994).

Teorem 2.10 1 < p < oo olsun ve wy(z,7), wo(z,r) fonksiyonlari

o0

/wl(x,r)% < Cws(z, ) (2.1)

t
kosulunu saglasin, burada C, = ve t'ye bagli olmayan bir sabittir. Bu durumda p > 1
icin M maksimal operatérii M, ,, (R") uzayindan M, ,,(R") uzayina sinirhidir. (Guliyev,
1999)

Tanim 2.23 1 < p < oo ve %—l— z% = 1 olsun. Eger

1 / 1 /
sup | —=—— P(y)d — / P (y)d < 00
S N B )¢ (y)dy Ban ) ¢ W
B(z,r) B(z,r)
ise ¢ agirlik fonksiyonu, A,(R") sinifina aittir denir. Her x € R” ve r > 0 igin
. 1
|B(x,7)| o(y)dy < Cess sup —— < 00

yEB(x,r) ©(y)
B(z,r)

olacak sekilde C' > 0 var ise ¢ agirlik fonksiyonu, A;(R™) sinifina aittir denir.

1 <p<ooigin,

1 / » 1 / _p,
sup | 5 oy (y)dy =y o1 (y)dy < 0
oo |Gl | OV B ) o

ise (v, py) agirhk fonksiyonlar EP(R") dir.

Lemma 2.2 1 < p < oo ve (p,p,) € ZP(R”) olsun.
(92" 01") € Ay(R™) dr.

—{—]% = 1 olmak lzere

SRl

Teorem 2.11 1 < p < oo olsun. M : L, ,(R™) — L, ,(R"™) sinirli olmasi icin gerek

ve yeter kosul ¢ € A,(R"™) olmasidir (Muckenhoupt, 1972).
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Teorem 2.12 1 < p < oo ve (p,,p,) € A,(R™) olsun. O zaman M operatorii
Ly, (R") uzayindan L, (R™) uzayina sinirlidir (Garcia-Cuerva ve Rubio de Francia,

1985).

Lemma 2.3 1 <p <00, 0<d <1+ =1ve(p,p) € A,(R™) olsun. Eger

% =dise (o1 95" € gq/(Rn) gerceklenir.

Sonug 2.1 1 <p< oo, 0<6 <1, %—l—}% =1 ve (p,p,) € ZP(R”) olsun. Bu

durumda M operatérii L, ,s(R") uzayindan L, _s(R") uzayina sinirhdir.

Tanmim 2.24 (Singiiler integral Operatdr) Calderén-Zygmund tipi singiiler integraller
@@y3/K@¢w@m
Rn

biciminde ifade edilir. Burada K standart singiiler cekirdektir, yani K fonksiyonu {(z,t) €
R™ x R™ : x # t} iizerinde siirekli ve

[K(z,t)] < Cle —t|™  x#4,

t_ o
|K(x,t)—K(x,z)|§C’%, o>0, |z—tl>2t—z ise
x_ n—r+ao
K ) = K] <l 0500 o t/> 20 ¢] ise
:L:_ n—r+—o

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur.

Teorem 2.13 1 < p < oo ve (¢, p,y) € EP(R") olsun. Bu durumda 7" singiiler integal

operatdrii L, , (R") uzayindan L, ,, (R™) uzayina sinirhidir (Fujii, 1991).

Sonug 2.2 1 < p < oo ve p € A,(R") olsun. O halde T singiiler integral operatérii

L, ,(R™) uzayinda sinirlidir.

Tanim 2.25 0 < p,0 < oo igin w(r), ¢(r), (0,00) lizerinde negatif olmayan dlgiilebilir
fonksiyonlar ve g € LZ;(R”) olsun. GM;QM agirlikli global Morrey tipli uzaylari
0o 1/6
ooz e = 515 ([~ wlOllall oapit) <00
normu ile tanimlanir. Eger ¢(r) = 1 ise 0 zaman GM,, ¢, global Morrey tipli uzay elde

edilir (Burenkov ve Guliyev, 2004).
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M?* keskin maksimal operatorii,
aotan(@) = 1B [ oty
B(z,r

olmak tlizere

Mig(z) = sup | B(a,r)| / L 1900) = 9ot
B(z,r

r>0

ile tanimlanir.

Tanim 2.26

lgllsaio = sup  |[Bla,r)| / 19(8) — g ldy < 00
z€R™, r>0 B(z,r)

veya

lollasio =int sup |Bzr) [ lgly) = Cldy < oo,
zeR™, r>0 B(z,r)

olacak sekildeki tiim lokal integrallenebilen g fonksiyonlarinin sinifina BMO(R™) uzayi

denir.

Tamim 2.27 Her x € R™ ve bir dlciilebilir b fonksiyonu icin maksimal komiitator

Mp(g)(x) ZSUPIB(%T)I_I/B( )Ib(w) = b(y)llg(y)ldy

r>0

biciminde tanimlanir.

Tanim 2.28 b bir dlciilebilir fonksiyon olsun. M Hardy-Littlewood maksimal operatorii

ve b fonksiyonun komiitatorii her x € R™ icin
[M, blg(x) = M(bg)(x) — b(x)Mg(x)

ile tanimlanir.

M, ve [M, b] operatorleri temelde birbirinden farklidir. Clinkii M, pozitif ve altlinner
operator iken [M,b] operatorii ne porzitif ne de altlineerdir. Ancak b fonksiyonuna

baz1 ek kogullar eklenirse M, operatorii [M, b] operatoriinii kapsar.

Tanim 2.29 1 < p < oo olmak lizere

1(9() = 9B@r)) X B Ly @
HQHBMOMO: sup ) () 1 Lp,o( )<oo
z€R™, >0 ol L, (B
19




veya

1 -1
lgllBrro,, = sup WH(Q(‘) = 98X B Lo @) 07 |2, (B@m) < 00

z€R™, r>0
kosulunu saglayan tiim lokal integrallenebilen g fonksiyonlarinin sinifi BMO,, ,(R") ile

gosterilir.

Teorem 2.14 1 < p < oo ve @ Lebesgue dlciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger ¢ €

Ap(R") ise || - [ Brmo,., Ve || - [[Baro normlari birbirine denktir (Ho, 2016).

Asgagidaki lemma diger boliimlerdeki esas teoremleri ispat ederken kullanilacaktir.
Lemma 2.4 b€ BMO(R") olsun. Bu durumda 0 < 2r < t igin
t
b5 — bsn| < Cllbllsmo ln .
olacak sekilde b, 2, ve t ifadelerinden bagimsiz bir C' > 0 vardir(Janson, 1978).

Lemma 2.5 1 <r < s < 0o olmak iizere v ve w, (0,00) tizerinde dlciilebilir pozitif

iki fonksiyon olsun.O zaman

(/OOO (/Ot h(T)dT>sw(t)dt) " <C (/OOO h(t)rv(t)dt) I/T, (2.2)

olacak sekilde h fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir gerek ve yeter kosul

K= sup (/too w(T)dT) v (/Otv(T)l—’“'dT) " < 00, (2.3)

olmasidir. Burada r + 7' = rr’ diir. Ayrica C, (2.2) deki en iyi sabitse ve K, (2.3) ile
tanimlaniyorsa, o zaman

K <C<k(rs)K (2.4)

seklindedir.
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3. AGIRLIKLI GLOBAL MORREY TiPLI UZAYLARDA MAKSIMAL
OPERATOR VE MAKSIMAL KOMUTATORLER ICIN iKi AGIRLIKLI
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde, 6ncelikle agirlikli global Morrey tipli uzaylar tanitilacak, ardindan bu
uzaylarda Maksimal operator ve komiitatorlerinin iki agirhikli sinirhiligh igin gerekli

sartlar elde edilecektir.

Tanim 3.1 0 < p,§ < oo ve w(r), (0,00) lizerinde negatif olmayan olgciilebilir bir
fonksiyon ve g € LI*(R") olsun. LM, ., (R") lokal Morrey tipi uzay ve GM,,.,(R")

global Morrey tipi uzay sirasiyla

gl 2ty 0zm) = 1 llgl om0 || o 0,00

ve
||g||GMp,G,w(Rn) = Sup ||g(x + .>HLMp,9,w(Rn)
TER™

quasi-normlari sonlu olacak sekildeki tiim fonksiyonlarin uzayidir.

LM, ., (R") Banach uzayidir. Burenkov ve Guliyev (2004) tarafindan lokal Morrey
tipi uzaylarda maksimal operatoriin sinirliligi i¢in gerek ve yeter kogul gosterilmigtir.
Ayrica kesirli maksimal operatoriin sinirlilign ve lokal Morrey tipli uzaylarda Riesz
potansiyeli i¢in gerek ve yeter kogul sirasiyla Burenkov ve Guliyev (2006, 2009) ta-

rafindan elde edilmigtir.

Her t > 0 i¢in [|w(r)||£,(t,00) = 00 ise 0 zaman LM, g, = GM,4,., = © dir. Bu-
rada ©, R" iizerinde sifira egdeger tiim fonksiyonlarin kiimesidir. Her ¢ > 0 i¢in
|w(r)r™?|| 1,04 = 00 ise 0 zaman tiim f € LM, ., i¢in 0 da siirekli olup g(0) =0

dir ve 0 < p < 00 igin GM,, 4, = O dir.

Lokal ve global Morrey tipi uzaylarin temel 6zellikleri i¢cin Burenkov ve Guliyev

(2004) tarafindan yapilan galigmalara bakilabilir.
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0 < A<nigin GM uzaylar1 Morrey (1938) tarafindan tanitilmig olan klasik

p,0o,r— AP
Morrey tipi uzaylardir ve ikinci derece kismi diferensiyel denklemlerin ¢éztimlerinin
lokal davraniglarinin incelenmesi i¢in kullamhir. GM,, o ., uzaylarmin interpolasyon
ozellikleri Spanne (1966) tarafindan arastirilmigtir. GM,, o - uzaylari Hérmander
tipi vektor alanlarinda, gémme teoremlerini incelemek igin Lu (1995) tarafindan

kullanilmigtir. Mizuhara (1991) ve Nakai(2006) ¢calismalarinda GM,, » ., uzaylarinda

gesitli integral operatorlerin sinirliligini incelemistir.

3.1 Agirliklh Global Morrey Tipli Uzaylarda Maksimal Operatorlerin iki
Agirliklh Esitsizlikleri

Bu boliimde agirlikli global Morrey tipli uzaylarda maksimal operatoriin iki agir-
likli simirhiliklart gosterilmistir. Asagida verilen genellestirilmis Hardy esitsizlikleri

teoremlerin ispatinda kullanilmigtir.

Lemma 3.1 1 <r < s < 0o olmak iizere v ve w, (0,00) lizerinde dlciilebilir pozitif

iki fonksiyon olsun.O zaman

(/OOO (/Ot h(T)dT>sw(t)dt) " <C (/OOO h(t)rv(t)dt) 1/7«7 (3.1)

olacak sekilde h fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir gerek ve yeter kosul

K = sup ( /t h w(T)dT) v ( /O tv(f)l—r’df) " < 0, (3.2)

olmasidir. Burada r + ' = rr”'diir. Ayrica C' (3.1)'deki en iyi sabitse ve K (3.2) ile

tanimlaniyorsa o zaman

K <C <Ek(rs)K. (3.3)
Burada (3.2) deki K sabiti cesitli bicimlerde yazilabilir (Opic ve Kufner, 1990). Ornegin

k(r,s) =k s) = (YT K(rs) = (14 s/r) (L7 )s)

Lemma 3.2 1 <7 < s < oo olmak iizere v ve w fonksiyonlar (0, c0) iizerinde hemen

her yerde olciilebilir pozitif iki fonksiyon olsun. Bu durumda

(/OOO (/too h(T)dT)S w(t)dt) - <C </OOO h(t)’”v(t)dt) v (3.4)
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h fonksiyonundan bagimsiz bir C' sabiti vardir gerek ve yeter kosul

t 1/s 00 , 1/r
K, = sup (/ w(¢)d7> (/ v(r)t" d’i’) < 00
t>0 0 t

olmasidir. Ayrica, (3.4)'deki en iyi C sabiti (3.4)'deki Ky < C < k(r, s) K, esitsizliklerini

saglar.

Lemma 3.1 ve Lemma 3.2, 1 < r = s < oo igin Talenti (1969), Tomaselli (1969),
Muckenhoupt (1972) tarafindan ve r < s i¢in Bradley (1978), Kokilashvili (1979),

Maz’ya (1985) tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 3.1 1 <p <oo, 0<d<1ve (p,py) € EP(R”) olsun. Bu durumda her

g € Ly i (R") icin

00 HgHL s(B(z,8)) (s
IMglle 5@y < ClES L, (B / —
ng( (z,t)) 21| Lp(B(x,t)) ] “(ngLp(B(x’s)) s

dir. Burada C sabiti g, z ve t den bagimsizdir.

Ispat. ¢ fonksiyonunu asagidaki sekilde ifade edelim.

9=g+9, 0 =9YWXp@a (V) %) =9Y)xcpuan(y), t>0,
1Mgllz, smen < Moz, e + 1M, beo):

yazabiliriz. g1 € L, ,s(R") alalim, Teorem 2.12 den

IMarllz, 5@ < Mol @y
< Cligillz, ot (B7)
= Cligllz, s (B2
Bu durumda
||Mgl||Lp,¢g(B(x,2t)) < C||9||Lp,¢{(3(x,2t))>

elde edilir ve burada C' sabiti g den bagimsizdir.

HgHL 5(B(%,5)) ds
lalle. saean < Clebl, e / AT ds
pef (P@20) R A 17 Y

23

(3.5)

(3.6)



dikkate alindiginda

< l9llL, sB@s) ds
e I e
p,wg( (z,1)) 21 Lp(B(,t)) ] HSOgHLp(B(x,s)) s
yazilabilir.
M g5(z) 1 hesaplamak igin, z € B(x,t) igin, 6 > 0 secelim. Bu durumda
Lo e ety = -0) [ gl ([T s as) ay
CB(z,2t) ©B(z,2t) lz—y|
< C/ s (/ lg(y)\dy) ds
t {yeRm:2t<|z—y|<s}
< C/ s_n_l||g||Lp7Lp(1$(B($,S))||XB(:E,S)901_6||LPI(R")dS (3.8)
t

yazabiliriz.

Simdi z € B(x,t) igin,

Mga(2) = sup B [ gty

B(z,r)

< Csup/ ly — 2[7"[g(y)|dy
r>2t JCB(x,2t)NB(z,r)

< Csup/ [z —y[™"[g(y)|dy
CB(z,2t)NB(z,r)

r>2t

< O/ [z —y|™"|g(y)|dy.
CB(z,2t)

/ [z =yl "g(y)ldy < C/ s e e, aapllal mepds  (3.9)
CB(z.t) ¢ !

bulunur. Sonug olarak,

1Mgal L, 0B < C ‘

/ s‘”_l|\901_5HLP,(B(95,5))||g||LW5(B(x,S))ds
: i Ly o3 (B@1)

<C / s e e, seanllglle, smends [Xpesllr, e
t

< |lgllz, s ) ds

< Cllb | (B0 / (3.10)

o NSz, Bsy S

elde edilir.
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(3.7) ve (3.10) dan

0o ||g || prp‘ls (B(z,s)) @

1Mol swen < Clll B/
png(( ) 2| Lp(B(x,t)) ] ||SOgHLp(B(x,s)) s

elde edilir, burada C sabiti f den bagimsizdir. m

Agagidaki teoremde GM;Q’W(R”) uzayindaki maksimal operatoriin iki agirlikli si-

nirliligr igin gerekli kosul verilmigtir.

Teorem 3.2 1< p<00,0<d<1ve(p,p,y) € EP(R”) olsun. 1 < 0, <y < 0o ve

w1, wy fonksiyonlari

2

t 23 0o . L 61—1
sup (/0 wz(S)I!@%Hiﬁ,w@,s))dS) (/ wi(r)' =0 ell\wg\legB(m))dr) < o0,
t
(3.11)

kosulunu sagliyor ise M operatorii GM? (R™) uzayindan GM? (R™) uzayina

p,01,w1 p,02,w2

sinirhdir.

ispat. g € GM? (R™) olsun. Teorem 3.1 den ve daha sonra Lemma 3.2 de

p7617w1

P.%9

l9llL s(B.s)

1
h(s -,
s

D8l (@)
w(t) = W2<t>||%0g||0Li,(B(x,t))

v(t) = wl(t)tel ||Spg ||ilp(B(x,t))

uygulandiginda
25



1
oo P

M — )| Mgl|% dt
H gHGMﬁ%z,wz CESSRIZL sz( )H gHLp"Pg (B(2.))
1
% < Nglle, sy g5\ \ "
< Cow | [l wun ([ ) @
e | J PpBEN\ Jy 03 Lo(Basy 5
1
g2 g

L, s (B(1)

P —601 61 411601
o\ Moy O o
) Ly(B(.0)

IN
Q
w
o

T

1
01

J— 91
= Csup /wl(t) ||g||Lp’w§(B(x,7”))dt
0

zeR?
= C g 5
| HGMZ,}GM

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

3.2 Agirlikhh Global Morrey Tipli Uzaylarda Maksimal Komiitatorlerin
ki Agirlikh Esitsizlikleri

Bu kisimda agirlikli global Morrey tipli uzaylarda maksimal komiitatorlerin iki agir-

ikl sinirliligr ile ilgili teorem ve ispatlara yer verilecektir.

Lemma 3.3 b negatif olmayan lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda
her g € LY*(R") icin
(M, blg(x)| < My(g)(x), = €R"

gerceklenir (Agcayazi vd., 2015).

Teorem 3.3 b € BMO(R"™) ve X, R"'de 6lciilebilir bir Banach uzayi olsun. M, X

tizerinde sinirli olsun. O zaman M;, X iizerinde sinirlidir ve

| Mpgllx < C|lbl|sarollgllx

saglanir. Burada C sabiti g den bagimsizdir (Agcayazi vd., 2015).

Sonu¢ 3.1 1 < p < oo, b € BMO(R") ve ¢ € A,(R™) olsun. Bu durumda M,

operatdrii L, ,(R") de sinirlidir.
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Teorem 3.4 1 < p < 00, 0 < 8 < 1, b € BMO(R") ve (¢,,p,) € A, (R"),
1 € Ap(R") olsun. Bu durumda M, operatdrii L, .s(R") den L, s(R") ye sinirlidur.

Ispat. g € L, (R"), b€ BMO(R") olsun.
Myg(x) < C|lbllprroM3g(x).

esitsizligi gergeklenir (Agcayaz1 vd., 2015, Sonug 1.11). Bu egitsizlik, Teorem 2.11,
Sonug 2.1 ve (¢, @,) € Ay (R™), ¢, € A,(R") kogullar1 kullanilarak

1Mol gy < Clollmo M2, o

IN

Clitllzmo 1Ml S ®)

< Clbllsmollgllz, e

elde edilir. Burada M?g(z) = M(Mg(x)) dir. m

Teorem 3.5 1 < p < 00, 0 < 6 < 1, b € BMO(R") ve (¢,,p,) € A, (R"),
©1, 92 € Ap(R") olsun. Bu durumda her g € L, _s(R") icin,

[e.9]

5 loll, 59 ds
Mgl ooy < Clblmvrolledliycaeay [ (14105) Tt
t

= (3.12)
||902||LP<B<x s) S

saglanir. Burada C sabiti g,z ve t den bagimsizdir.
Ispat. ¢ fonksiyonunu
9=91+9%, 90 =9YXpe¥): 9u)=9W)Xcpea(y), t>0 (3.13)
seklinde ifade edilsin.
IMoglle, @) < [Mogrlle, saeo + 1MoL, s
2 2 2
esitsizligi yazilabilir. Teorem 3.4 den
||Mbgl||Lp,¢g(B(z,t)) < HMbngLp’wg(R”)

< ClPllsaollgrllz, s = Cllbllsarollgle, s e (3.14)
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Burada C' sabiti g den bagimsizdir. (3.14) esitsizliginden,

o0

lgllz, @) dr
1M1l ota < Clbllamolleiloieny [ (141nF) o2
t

— (3.15
Blmem, )

saglanir ki burada ||g| L, (Bw:20) t ye gore azalmayandir. Dolayisiyla (3.15) in sag

tarafl, (3.14) iin sag tarafindaki ||g||. ,(B(s2¢) den daha biiyiiktiir.
D¢y

z € B(z,t) olsun. Bu durumda,

r>0

Myga(2) = sup | B(z, )| / ) bl
B(z,r
< C'sup / ly — 2" |b(z) — () llg(w)ldy
CB(z,2t)NB(z,r)

r>2t

< Csup / = | [b(z) — b(@)lg(v)|dy
CB(z,2t)NB(z,r)

r>2t

Zn/ W [b(2) — E;(y)Hg(y)! (/:m 8‘”‘1d8> dy
e (e -l ) i
<c / ) = boelstly )

+ C/ (/ b(2) — bB(;v,s)Hg(y)Idy) ds =1, + I,
{yeRm:2t<|z—y|<s}

elde edilir.

Simdi [y i¢in incelenecek olursa, Holder esitsizligi ve Teorem 2.14 den,

Sy 40 — b gy ) s
t {yeRm:2t<|z—y|<s}

< —n—1 N
<C /t s Mgl s B lbC) = baeas L, _sB@s)ds

< C||b||BMo/ S_n_l||g||Lp’<P(1;(B(x,s))||§01_6||Lp/(B(x,s))dS
t

elde edilir.
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I5 yi hesaplamak i¢in Lemma 2.4 den yararlanilirsa,

I = / S B(=) — b ( / |g<y>|dy) ds
¢ {yeRn:2t<|o—y|<s}
<) ol [ 5 ( / |g<y>|dy) s
¢ {yeRn 2t<|o—y|<s}
+/ Sinil‘bB(x,t) - bB(QE,S)‘ </ ’g(y)‘dy) ds
t {yeRm:2t<|z—y|<s}

< CMpXp(ap)(2) / s Mgle, ssan o1 L, mends
t

o o s -
+CHbl|BMo/t s 1111zHgHLP’w({(B(J:,s))H(pl6HLP/(B(J:,3))d8

bulunur.

Teorem 3.4 den,

[Megal, sB@s) < Nhlle, ;e + 12l Ben
2 2 2
lgllz, ;5 ) ds

< Cllbllavol el [ (1+1n7)
: ||902||Lp(3(xs)) 8

o0 lgllz, . d
5(B(x,t))/ <1+ln >¢—1 S
P¢5 ¢ ||902 ||Lp(B(ff s) S

o0 ”gHL S dS
SCHbHBMo||¢g||Lp(B(x,t))/ ( +1n )w—l (3.16)
‘ 16312, (B.s)) S

elde edilir. Boylece (3.15) ile (3.16) dan (3.12) bulunur. =
Asagidaki teorem GM?

>0 (R") uzaymda maksimal komiitatoriin iki agirhikl smirh-

lig1 i¢in temel kogulu vermektedir.

Teorem 3.6 1 < p < 00, 0 <3 < 1ve (¢,,p,) € A(R") olsun. 1 < 0; < 6 < 00

ve w1, wy fonksiyonlari

u 0,—1

t i © r 9/1 ’ ’ —0
i,gp (/0 2(s )||<p2||L (Bl S))ds) (/t (1 +1In E) wl(r)l917"01|903||Lp(13(x,r))dr> < 00
(3.17)

kosulunu sagliyor ise M, operatorii G/\/lp 0,0, (R") uzayindan G/\/lp Dy, (R™) uzayina

sinirhdir.

Ispat. g € GM?L (R™), b € BMO(R™) olsun. Ik adimda Teorem 3.5 ve sonraki
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adimda Lemma 3.2 de

lgllz, B 1
—E

h(s) = <1+ln > et

15| L, (B(z,s))
w(t) = wa®IE e

9
v(t) = <1+1n¥> wi(t)t 1||902||L(B(a:zt))

uygulanirsa
1
00 02
Myg = sup /w Myg (@ dt
[ Mgl o . - 2(1)]| Mg 3 (B@0)
0
N N
o0 I9llz, s B gs ’
< Cllllawo sup | [wa®ledlftpen | [ (L+107) i)
zER™ / t ||902||Lp(B(:r5)) o
1
N o, g1l A BED) s\ —01 . "
< C sup /(1 + In t> —lt_ ! (1 +In ¥> wi(t)t 1||902||Lp(3(m))dt
ze€R" J HSOQHLP(B(x,t))
1
[e's) 01
—C gl dt

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmig olur. m
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4. AGIRLIKLI GLOBAL MORREY TiPLI UZAYLARDA SINGULER
OPERATOR VE SINGULER KOMUTATORLER iCIN IKi AGIRLIKLI
ESITSIZLIKLER

Bu boliimde GM;Q’M(R”) uzaylarinda singiiler integral operatorler ve komiitatorleri

i¢in iki agirhikh egitsizlikleri incelenecektir.

4.1 Agirlikh Global Morrey Tipli Uzaylarda Singiiler Operatérlerin Iki
Agirlhikli Esitsizlikleri

T, Calderon-Zygmund operatér ve b € BMO(R™) olsun. Coifman vd. (1976) ca-
ligmalarinin iyi bilinen bir sonucu [b, T|g = T'(bg) — bT¢g komiitatér operatoriiniin
1 < p < o0 igin, L,(R") iizerinde simirh oldugudur. Calderén-Zygmund operatérlerin
komiitatorii ikinci mertebeden eliptik kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin

incelenmesinde 6nemlidir.

Lemma 4.1 1< s < oovebe BMO(R") olsun. Bu durumda her x € R igin

0 =

B, Tlgl(x) < M|, Tlgl (@) < Clbllmuo ((MITgl) () + (M]gl)* ()

olacak sekilde bir C' > 0 vardir.

Teorem 4.1 1 < p < 00, 0 < § < 1 ve (¢°,p8) € A,(R") olsun. Bu durumda her

g c Lp7w1(Rn) |c;|n

< 9llz, s @) ds

ITgllz, s s < C||<Pg|\L,,(B(x,t))/ (4.1)

o NSz, Basy S

gerceklenir. Burada C' sabiti g, x ve t den bagimsizdir.

Ispat. g fonksiyonu (3.13) de oldugu gibi g = g1 + g» olarak ifade edilirse,

ITgllz, smen <1 Tallz, smen + 1T, men
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yazilabilir. Teorem 2.13 den,

ITg1llz, @ < 1Tall, @) < Claile, @) =Clgllr, spa2  (42)

gerceklenir. Burada C' sabiti ¢ den bagimsizdir.

o0 HgHL 5 (B(z,3)) (s
ITorl, gimen < Cledlimen | T (43
pd (B@:1)) 211 Lp(B(xt)) ; HSDQHLP(B(LS)) s

elde edilir ki ||g||z ,(B(z,2¢)), t ye gbre azalmayandir. Dolayisiyla (4.2) nin sag tara-
P,

findaki [/g|| L s(B2t) ifadesi (4.3) iin sag tarafindan daha biiyiiktiir.

#}

Simdi ||T'g2||z ,(B(ws)) Y1 hesaplamak i¢in z € B(z,t) almp |z — 2| < t, [z —y| > 2t,
P¥Y

sz =yl <z —y| < 2|z — yl, esitsizlikleri uygulandiginda

Tga(2)] < C/ l9(y)| a0

C B(z,2t) ly — 2|

elde edilir.
Tgo(2) yi hesaplamak i¢in, z € B(x,t) oldugundan,

L o= u oty
CB(x,t)

< C/ S‘"‘l/ 9(y)|dyds
t {yeRm:2t<|z—y|<s}

<C [ 5 e e eyl gcaiends
t

bulunur.

Boylece agagidaki egitsizlik

s(B(zs)ds  (4.4)

1

L e=lwlas <0 [T e el
CB(x,t) t ’

elde edilir. (4.4) den,

OO —n— —0
ITg2llz, s B@o) < Clixsaall, 4@ /t s e, e llgl, s mends

o0 HgHL 5(B(2,5)) (s

o x / lgls, o0 ds 4.5
< Ol L, (B@w) t No3L,(Bas) S B

Dolayisiyla (4.3) ve (4.5) ile (3.5) sonucuna ulagiir. m

Agagidaki teorem GM;GW(R") uzayinda singiiler integral operatoriin iki agirlikh

sinirhiligr i¢in gerekli kogulu veren teoremdir.
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Teorem 4.2 1 < p <00, 0 <8 <1ve (¢;,p,) € A (R"), 1< 6; <6y < oo olsun,
w1 Ve W fonk5|yon|ar| (3.11) kosulunu saglasin. Bu durumda 7" operatdrii GM? R™)

uzayindan G/\/l

p91 wl(

020 (RT) uzayina sinirhidir.

Ispat. g € G/\/l R™) olsun. Ilk adimda Teorem 4.1 ve daha sonraki adimda

p91 wl(
Lemma 3.2 de

PPy

||9||L 5(B(z,5) 1
H%HLp(B(z,s)) 5

w(t) = w7 (B

ve
v(t) = wi(t )t61||902||Lp(B(x t))
uygulanirsa
1
00 02
:Sup M x dt
gl 0 = s / 2OIMIS ey
1
e wllgle, gmen as\” | "™
<Cswp | [wa®ledl o | [ T T
zER™ / t ||902HLp(B(a:,s)) §
1
S 0 o1
I 5
< C' sup —17571 ()tluSDzHLp(B(xt))dt
TER™ HS%HLZ,(B(M))
1
o0 01
o 01 —
=y | [a®lol ot =Clal,.q
0

olur ve ispat tamamlanir. m

4.2 Agirlikhh Global Morrey Tipli Uzaylarda Singiiler Komiitatorlerin
ki Agirlikh Esitsizlikleri

Bu béliimde, agirlikli global Morrey tipli uzaylarda singiiler komiitatorlerin iki agir-

ikl sinirliligr igin gerekli teoremler ve ispatlarina yer verilecektir.

Asagida verilen teorem L, ,(R™) uzayimda [b, T'] operatoriiniin iki agirhiklh sinirhiligim

vermektedir.
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Teorem 4.3 1 < p < 00, 0 < 8 < 1, b € BMO(R") ve (¢,,p,) € A, (R"),
1 € Ap(R") olsun. Bu durumda [b, T operatérii L,, ,s(R") uzayindan L, s (R") uzayina

sinirhdir.
ispat. g € L, s (R"), b€ BMOR"), (¢, 95) € A,(R™), ¢, € A,(R™) olsun. Lemma
4.1, Sonug 2.1 ve Sonug 2.2 den,

1
s

6. Thgll, oy < MDD,y < Clolaco | (MITgl") + (Mgl

pr(pg (R")

1
s

< Cbllsmo [H(M|T9|S) L 5(R™) L 5(R”)]

1
s

< Clbllswo | | (T91)?|,

< C||b Rn
| S0 gl e

+ H g’
e Ty
elde edilip ispat tamamlanir. m

Teorem 4.4 1 < p < 00, 0 < 0 < 1, b € BMO(R") ve (¢1,p,) € Ay(R™),
©1, 92 € Ap(R") olsun. O halde her g € L, _s(R") icin,

lollz, o B@m) ar

16, T)alle, ey < Clbllsaolleble,o xt))/ <1+1n ) —
LP t ||902||LP(B(177')) r
(4.6

saglanir. Burada C sabiti g,z ve ¢t den bagimsizdir.
Ispat. g fonksiyonu (3.13) deki gibi yazihirsa
16,7191, _swien < 16Tl _goion + I Tlgell, oy
N2 2 2

elde edilir. Teorem 4.3 den,

6. Thor e, e < N Tlanll, oo

2
< Clbllawollanls, ey = Clolsnollgl, ycois0) (47)

Burada C' sabiti, g den bagimsizdir. (4.7) den,

o S P,
1o, Tgrllz, s (B SCHb”BMO|’903”LP<BW>>/ (1““ 1) y B
P.%Y t ||902||Lp s))
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olur ki burada HgHLp L8 (B@20)s t de azalmayan oldugundan (4.8) in sag tarafi (4.7)
1
nin sag tarafindaki ||g||z (B2 den daha biiyiiktiir.
p,%9

Simdi ||[b, T]g2]lz ;(B(a,)) hesaplanacak olursa,
P,pY

[0, T]g2(2)| < C/ Ib(2) — b(mM

R\ B(z,21) ly — 2"’

Burada z € B(z,t) olup |z — z| <t, |z — y| > 2t esitsizlikleri uygulandiginda

b, T1g2(2)| < € |z —y[7"[b(z) = b(y)| l9(y)|dy

R7\B(x,2t)
Nz =yl <|z—y| < 2|z — y] elde edilir.
[b, T)go yi hesaplamak i¢in 6nce agagidaki esitsizlik gosterilecektir.
[ o= al ) - )iy
R\ B(z,t)

ds

Pl (Bla,s) g

00 4 S B
<Clblaso | 57 (1+103) 161 ey @taan gl
t

z € B(z,t) olmak tizere [b, T|g2(2) yi hesaplamak igin,

[ o= al ) - bl

R\ B(z,t)

<[ el )~ baollo)ldy
R\ B(z,t)

+ / |z —y|7"|b(2) — bpayllgw)|dy = J1 + Ja
R7\ B(z,t)

Simdi 0 > 0 segilirse, Teorem 2.14 and Lemma 2.4 yardimiyla,

= [ o=yl lbly) ~ b gl
R™\ B(z,t)

<5 / & — 5|7 1b(y) — bawlg()|dy / 0 s
R7\ B(,t) |

z—y|

<c / / 1b(y) — b llg(y)|dyds
¢ {yeRn:2¢< |z —y|<s}

< —n—1 N
_C’/t s b(4) bB(:c,s)||Lp,7¢;5(B(x,s))||g||Lp,¢(1;(B(x,s))dS

+ C/ Sin*lle(%t) - bB(z,s)’ |g(y)|dyd3
t

B(z,s)

SCHbHBMo/ S_n_1|‘S01_6’|Lp/(B(z,s))HgHLpW?(B(x,s))dS
t

5 (B(x,5)) S

Y1

[e%S) o s B
+Cllblaso [ 57 1ei ey o ol
t
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elde edilir. Simdi de J; incelenecek olursa,

Jo =b(2) = bp(a,p)l |z —yl™"|g(y)ldy
R\ B(x,t)
_ < ds
< C|B(z,1)| 1/ b(z2) — b(y)ldy/ s e, e lgle B —
B(z,t) t Pl S
> —-n -6 ds
< OMxpn(2) | s ller e, sesllalle, e —
t 1 S
Burada C' sabiti, x ve t den bagimsizdir.
(4.9) esitsizliginden,
10 Tg2llz, s sy < CliXsaallz, 3@ lIblsao
oy ds
o A R I P P P
t 1 S
g o0 lgllz, ;B ds
< Clblmvol ey [ (147) =t (4.10)
: ||‘;02||Lp(3953)) s

olur. Boylece (4.8) ve (4.10) ile (4.6) elde edilmis olur. m

Agagidaki teorem G’./\/lp 0..(R") uzaymda singiiler integral komiitatorlerinin iki agr-

ikl egitsizliklerini gostermektedir.

Teorem 4.5 1 < p < 00, 0 < § <1, b€ BMOR"), (¢,,,) € A,(R™), ¢, 0, €
A,(R™), 1 <60, <6y < o0 olsun ve wy ,wo fonksiyonlari (3.17) kosulunu saglasin. Bu

durumda [b, T operatérii GM?Y  (R™) uzayindan GM”2 _ (R™) uzayina sinirlidir.

P91w1 p92w

Ispat. g € GM?, (R"), b € BMO(R") olsun. Ik adimda Teorem 4.4 ve sonraki

p91 UJ1<

adimda ve Lemma 3.2 de

gz N1
o) = (1) rdoe]

198112, (B.s)
w(t) = ()H‘PQ” B(a,t))
91
v(t) = <1+ln¥> wi(t)t 1”802HL,,(B(N)
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uygulanirsa

oo o
I[b, 71| = sup /wz W TIGNE | (st
Mp92w2 TeR” WQ
0
1
o oo lglle, cmwen as\™ ™
< Clltlawo sup | [l e | [ (14w3) 22
e ¢ 168112, By S
0
1
; o W02 oy R i
< C sup /<1+1 t> —t 1<1+lnz> ()t1||902||Lp(B(xt))dt
rER™ 9 H902 || Ly(B(x,t))
1
%) 01
swp | [r®lol it | =Clollg
0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu boéliimde, tigiincii ve dordiincii boliimde elde edilen sonuclarin agirlikli global

Morrey tipli uzaylardaki bazi uygulamalarina yer verilecektir.

n
a = (o, ae,...,a,) € 27, |a = a; ve D = 9% - .. 99 olmak iizere Sobolev
) + — J 1 T

J
uzaylari

WEQ) ={ve L,(Q): D € L,(Q), ¥ |a| <k}

p

ve genellestirilmig Sobolev-Morrey uzaylari
k _ W . « W
W, (Q,0) = {v e MP¥(Q): D € ME¥(Q), V |af <k}

ile ifade edilir.

Wy, R™ uzayinda birim yuvarin hacmi olmak tizere Laplacian operatoriiniin standart
temel ¢OzUmui

1 -1 _

5= log |z| n=2,

—n(n_12)w” |z n >3,

[(x) =

seklindedir.

g € C§°(R™) fonksiyonu olsun.

P(z) = /F(w —y)g(y)dy

ile tanimlanan ¢ potensiyeli R" uzayinda —/A\¢ = g denkleminin bir ¢éziimiidiir ve

1 < p < oo olmak ftizere

Iellwz@ny < CllgllL, @n) (5.1)

esitsizligi saglanir. Ayrica, bu esitsizlik singiiler integrallerin Calderén-Zygmund te-

orisinin bir sonucudur.

Diger taraftan, bir diizgiin siirh €2 bolgesi iizerinde
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—NAp=g ,Q iginde
¢o=0 , €1 siirinda

(5.2)

ile tanimlanan Dirichlet probleminin ¢éziimleri i¢in (5.1) gibi hesaplamalar iyi bilin-

mektedir.

Bu béliimde sinirh  kiimesinde Dirichlet problemi (5.2) ele alinacaktir. Ayni za-
manda bu béliimde 9Q nin C? siifinda oldugunu kabul edilecektir. Bu problemin

¢Ozumu

olur. Burada, h(z,y) her sabit y € Q i¢in

Nzh(z,y) =0 x €}
h(z,y) = —T'(z — y) x € 0S)

olmak tizere G(z,y),

G(r,y) =T(z —y) + h(z,y)

ile tamimlanan Green fonksiyonudur.

Eger P(y, @), Poisson ¢ekirdegi ise h(z,y),

1 1
h<x7y) = _(TL _ 2>wn /8(2 |.7) _ Q|n_2P(y7Q>ds(Q)7

ile verilir. Burada dS, 02 iizerinde yiizey olgiisiidiir.

Green fonksiyonu,

Cloglo—y|  , n=
G(z,y)
Clz —y|*™ , n>3
ve
D2, G (2, y)] < Clz —y|' " (5.4)
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esitsizliklerini saglar (Widman, 1967). Boylece

D, b(x) = / D..G(z, 9)g(y)dy (5.5)

olur. (5.3) gosterimindeki ¢ fonksiyonunun ikinci dereceden tiirevlerini bulmak igin
agagidaki lemmadan yararlanilacaktir. Burada d(z) = inde |z — ¢| ile smira olan
IS

uzaklik gosterilmektedir.

Lemma 5.1 a € Z" (n=2ise |a| > 0) olsun. Bu durumda
[D*h(z,y)| < Cd(x)* "1

olacak sekilde yalnizca n ve « ya bagh bir C' sabiti vardir.

Bu lemmadan her z € Q i¢in D, h(z,y), © elemanm bir komsulugunda diizgiin

sinirhdir ve dolayisiyla

Deos, | ho0)au)dy = / Do, (@, 9)9 () dy

elde edilir. Aynica |D,,I'(z)| < C|z|'™™ oldugundan

D., [ T = y)g(y)dy = / D, Tz — y)g(y)dy
Q Q

elde edilir.

Dy, I' integralenebilir olmadigindan ikinci dereceden tiirevler ve integral arasindaki

sira degigtirilemez. m siirh bir fonksiyon ve

Kf(l‘) = lim Dl‘z‘l‘jr(x - y)f(y)dy

e—0 ‘w_y‘>5

olmak tlizere

D, / D,.T(x — y)g(y)dy = K f(z) + m(x)g(z)

oldugu bilinir. Burada ve bundan sonraki adimlarda, R™ iizerinde tanimlanan f

fonksiyonu, orijinal f yi sifir ile genigleterek ele alinmaktadir.
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K, Calderén-Zygmund singular integral operatérdiir. Gergekten de, D, I' € C*(R™\
{0}), 1 —n derecesinde homojen bir fonksiyon oldugu i¢in, D, ,I'(x —y), —n derece-
sinde homojen ve birim kiire iizerinde sifir ortalamaya sahip oldugu sonucuna varilir
(Agmon, 1965). Sonug olarak, Calderon ve Zygmund (1952) tarafindan verilen genel
teoriden su sonug ortaya gikar: K, 1 < p < oo i¢in L,(R")’de simrh bir operatordiir.

Ayrica, 1 < p < 00 igin

[?f(:p) = sup

e>0

/ Dy, (2 — y)g(y)dy
|z—y|>e

maksimal operatorii L,(R™) de smirhdir.

Sonug 5.1 © C R, C? de sinirli ve 1 < p < oo olmak iizere (¢, py) € A,(R"), 1 <
61 < 6, < oo olsun ve ayrica w; (r) ve wy(r), (6) kosulunu saglasin. g € GM?} | ()

ve ¢, (5.2) deki problemin ¢oziimiidiir. Bu durumda,

||¢||W§Yw2‘92(ﬂ,cp2) < C”Q“GM;’}QWI(Q) (5.6)
olacak sekilde yalnizca n ve Q2 ya bagh bir C' sabiti vardir.

Ispat. Green fonksiyonu icin agagidaki tahmine ihtiya¢ duyulacaktir. Bu tahmin,
Dall’Acqua ve Sweers (2004) tarafindan ispatlanmigtir ancak Dall’Acqua ve Sweers
C? den daha diizenli bir bélgede calismiglardir.

Q, C? de smirh bir bélge ve G(x, y), Q tizerindeki (5.2) probleminin Green fonksiyonu
olsun. Bu durumda (z,y) € Q x Q igin Green fonksiyonu agagidaki tahminden
yararlanilacaktir. Bu tahmin, Dall’Acqua ve Sweers (2004) tarafindan ispatlanmigtir.
Ancak Dall’Acqua ve Sweers C? den daha diizenli bir bolgede ¢alismuslardir. 2, C? de
siurh bir bolge ve G(x,y),  tizerindeki (5.2) probleminin Green fonksiyonu olsun.

Bu durumda (z,y) €  x Q i¢in

d(x)

Dy, G(z,y)| < C——2—

olacak gekilde yalnizca n ve ) ya bagh C' sabiti vardir.
Sonug, agagidaki esitsizliklerden elde edilir (Duran vd., 2019). Her x € ) i¢in

|0(2)] + [ Dz, ¢(x)| < CMg(z) (5.7)
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Daa,0(2)] < C (Kg(w) + M (x) + lg(x)]) (5.8)

olacak gekilde yalnizca n ve Q2 ya bagh C' sabiti vardir. Teorem 3.2 ve Teorem 4.2, M
ve K operatorlerinin GM# (Q) uzaymdan GM*: (©) uzayma simirh oldugunu

p,01,w1 p,02,w2

gosterir. Sonug olarak (5.7) ve (5.8) ifadelerinden (5.6) elde edilir. m
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6. TARTISMA VE SONUC

GM?, , agirhkl global Morrey tipli uzaylar, 0 < p, § < oo ve w(r), ¢(r), (0,00)

tizerinde negatif olmayan Olgiilebilir fonksiyonlar ve g € Lé‘j;(R") olmak iizere

00 1/6
Ioloaeg, oo = s ([~ Nl qoiunyit) < ox

)

0w a8irlikli global Morrey tipli uzaylarda mak-

normu ile tanimlanir. Bu tezde GM
simal operator ile singiiler operatorler ve onlarin komiitatorlerinin iki agirlikli sinir-

liliklar: incelenmis olup asagidaki sonuclar elde edilmistir:

e 1<p<o00,0<d<1ve (@) € A (R™) olsun. 1 < 0; < 0y < 00 ve wy, wy

fonksiyonlar:

0,—1

91
t 23 [e’e] ,
o _g —0
sup (/0 w2(5)||993|ﬁ(3(w,s))d5> (/t wi(r)! =%y 01|<Pg||Lp(lB(z,r))d7") < 09,

t>0

8
kogulunu saghyorsa bu durumda M maksimal operatorii, GM§71917UJ1(R”) uza-

5
yindan GM?2  (R") uzayma siirhdir.

p7927w2

e 1<p<o0,0<d<1ve (@) € A(R™) olsun. 1 < 6; < 0y < 00 ve wy, wy
fonksiyonlar:

91

! 5116 % > r\% 1-04,.—05y 51— n
sup ([ a2 mrts) " ([ (L1 5) " el ) <o

kogulunu saghyorsa M, operatorii GM? (R™) uzayindan GM? (R™)

p,01,w1 p,02,w2

uzayina simirhidir.

e 1<p<o0,0<d<1ve (o) € AR, 1<6; <0, < oo olsun. w; and

wo fonksiyonlari

o1
t 2 00 L L 01—1
Stl>1£> (/0 w2(3)||90g”9£(3(x,3))d5) (/ wi(r)' = 91||903||Lp(13(z,r))dr> < 00
t

kosulu saglaniyorsa T operatorii GM? (R™) uzaymdan GM? (R™) uza-

p,01,w1 p,02,w2
yina siirhidir.
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o 1 < p < o0, 0 < 6 < 17 b € BMO(R”), ((1017902) € EP(R”)’ P15 P2 € Ap(Rn)a
1 <6, <60y < oo olsun ve w; ,wy fonksiyonlar

6

t 51105 d % [e'e) 1 r /]
. 1 ,)
s ([ n@edl o pts) ([ (1]

gergeklenirse [b, T'| operatorii GM? (R™) uzaymdan GM? (R™) uzayma

p,01,w1 p,02,w2

’

9171
1 —_0 _p Fy —9’
wi (r) =0y 91||¢2|Lp63(x7r))dr> < oo

sinirh olur.

Bu tez caligmasinda son olarak agirlikli global tipli Morrey uzaylarinda iigiincii ve
dordiincti boliimlerde elde edilen sonuglarla (5.2) ile verilen Dirichlet probleminin
¢ozlimleri i¢in uygulamaya yer verilmistir. Tezde verilen sonuglarin harmonik ana-
lizin klasik operatorlerinin Morrey tipli uzaylarda iki agirlikli sinirhliklarina iligkin
calismalar literatiirde az sayida bulundugundan verilen tezin bu alanda c¢alisma yap-
makta olan yiiksek lisans ve doktora Ggrencilerine yol gosterici bir kaynak olacag:

diistiniilmektedir.

44



KAYNAKLAR

Adams, D.R., 1975. A note on Riesz potentials, Duke Math. J. 42 (4): 765-778.

Agmon, S.; 1965. Lectures on elliptic boundary value problems, mathematical stu-
dies, vol. 2, D. Van Nostrand Co., Inc., Princeton, N.J.-Toronto-London.

Agmon, S., Douglis, A., Nirenberg, L., 1959. Estimates near the boundary for solu-
tions of elliptic partial differential equations satisfying general boundary con-
ditions, I , Comm. Pure Appl. Math. 12, 623-727.

Agcayazi, M., Gogatishvili, A., Koca, K., Mustafayev, R., 2015. A note on maximal
commutators and commutators of maximal functions, J. Math. Soc. Japan.

67(2), 581-593

Aykol, C., Badalov, X.A., Hasanov, J.J., 2020. Maximal and singular operators in
the local "complementary” generalized variable exponent Morrey spaces on
unbounded sets, Quaest. Math., 43 (10), pp. 1487-1512.

Burenkov, V.I., Guliyev, H.V., 2004. Necessary and sufficient conditions for boun-
dedness of the maximal operator in local Morrey-type spaces, Studia Math.
163 (2), 157-176.

Burenkov, V.I., Guliev, V.S., Necessary, 2006. and sufficient conditions for the bo-
undedness of the fractional maximal operator in local Morrey-type spaces,
(Russian) Dokl. Akad. Nauk 409 (4), 443-447.

Burenkov, V.I., Guliyev, V.S.; 2009. Necessary and sufficient conditions for the bo-
undedness of the Riesz potential in local Morrey-type spaces, Potential Anal.
30 (3).

Burenkov, V., Gogatishvili, A., V.S. Guliyev, V.S., Mustafayev R., 2010. Bounded-
ness of the fractional maximal operator in local Morrey-type spaces, Complex
Var. Elliptic Equ. 55 (8-10), 739-758.

Bradley, J.S., 1978. Hardy inequalities with mixed norms, Canad. Math. Bull., 21,
4, 405-408.

Calderon, A.P., Zygmund, A., 1952. On the existence of certain singular integrals,
Acta Math. 88, 85-139.

Chen Y., 2004. Regularity of solutions to elliptic equations with VMO coefficients,
Acta Math. Sin. (Engl. Ser.) 20, 1103-1118.

Chiarenza, F., Frasca, M., Longo, P., 1993. W?P-solvability of Dirichlet problem for
nondivergence elliptic equations with VMO coefficients, Trans. Amer. Math.
Soc. 336, 841-853.

Chiarenza, F., Frasca, M., Longo, P., 1991. Interior W?P-estimates for nondivergence
elliptic equations with discontinuous coefficients, Ricerche Mat. 40 149-168.

45



Coifman, R., Fefferman, C., 1974. Weighted norm inequalities for maximal functions
and singular integrals, Studia Mathematica, 241-250.

Coifman, R., Rochberg, R., Weiss, G., 1976. Factorization theorems for Hardy spaces
in several variables, Ann. of Math. 103 (2), 611-635.

Cruz-Uribe, D., 2000. New proofs of Two-weight norm inequalities for the maximal
operator, Georgian Math. J., 7, 33-42.

Cruz-Uribe, D., 2017. Two weight norm inequalities for fractional integral operators
and commutators, Advanced Courses of Mathematical Analysis VI, World Sci.
Publ., Hackensack, NJ, 25-85.

Qelik, S., 2016. Harmonik Analizde Lebesgue Uzaylar1 ve Integral Operatorleri, [Yiik-
sek lisans tezi|, Kirgehir Ahi Evran Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Mate-
matik Anabilim Dali, Kirgehir.

Dallacqua, A., Sweers, G., 2004. Estimates for Green function and Poisson kernels
of higher order Dirichlet boundary value problems, J. Differential Equations
205, 466-487.

Di Fazio, G., Ragusa, M.A., 1991. Commutators and Morrey spaces, Bollettino
U.M.I. 7 5-A, 323-332.

Di Fazio, G., Ragusa, M.A., 1993. Interior estimates in Morrey spaces for strong
solutions to nondivergence form equations with discontinuous coefficients, J.
Funct. Anal. 112, 241-256.

Duran, R.G., Sanmartino, M., Toschi, M., 2009. Weighted a priori estimates for
Poisson equation, Indiana University Mathematics Journal 29, 1-16.

Edmunds, D.E., Kokilashvili, V.M., 1995. Two weighted inequalities for singular
integrals, Canad. Math. Bull. 38 (3), 295-303.

Fan, D., Lu, S., Yang, D., 1998. Boundedness of operators in Morrey spaces on
homogeneous spaces and its applications, Acta Math. Sinica (N. S.), 14, 625-
634.

Fujii, N., 1991. A condition for a two-weight norm inequality for singular operators,
Studia Math., v.98, p.175-190

Garcia-Cuerva, J., Rubio de Francia, J.L., 2011. Weighted norm inequalities and
related topics, North Holland Math. Studies 116, North Holland, Amsterdam,

Giaquinta, M., 1983. Multiple integrals in the calculus of variations and nonlinear
elliptic systems. Princeton Univ. Press, Princeton, NJ,.

Gilbert, G., Trudinger, N.S., 1983. Elliptic partial differential equations of second
order. 2nd ed. Springer-Verlag.

46



Guliyev, V.S., 1994. Integral operators on function spaces on the homogeneous gro-
ups and on domains in R™. Doctor’s degree dissertation, Moscow, Mat. Inst.
Steklov, 1-329. (Russian)

Guliyev, V.S., 1999. Function spaces, integral operators and two weighted inequali-
ties on homogeneous groups, some applications. 332 p., Baku.

Guliyev, V.S., 2009. Boundedness of the maximal, potential and singular operators
in the generalized Morrey spaces. J. Inequal. Appl., 1-20.

Guliyev, V.S., Hasanov, J. J., Samko, S.G. 2010. Boundedness of maximal, poten-
tial type, and singular integral operators in the generalized variable exponent
Morrey type spaces. J. Math. Sci., 170(4), 423-443.

Guliyev, V.S., 2012. Generalized weighted Morrey spaces and higher order commu-
tators of sublinear operators, Eurasian Math. J. 3 (3), 33-61.

Guliyev, V.S., 2013. Generalized local Morrey spaces and fractional integral opera-
tors with rough kernel, J. Math. Sci. (N. Y.) 193 (2).

Guliyev, V.S., 2013. Local generalized Morrey spaces and singular integrals with
rough kernel, Azerb. J. Math. 3 (2), 79-94.

Guliyev, V.S., Samko, S. G. 2013. Maximal, potential, and singular operators in the
generalized variable exponent Morrey spaces on unbounded sets. J. Math. Sci.,
193(2), 228-248.

Guliyev, V.S., Karaman, T., Mustafayev, R.C., Serbetci A., 2014. Commutators of
sublinear operators generated by Calderén-Zygmund operator on generalized
weighted Morrey spaces, Czechoslovak Math. J. 64 (139) (2), 365-386.

Hardy, G.H., 1920. Note on a theorem of Hilbert Math. Z. 6,314-317.

Hardy, G.H., Littlewood, J.E., Pélya, G., 1952. Inequalities, Cambridge University
Press, 2d ed.

Haroske, D.D., Skrzypczak L., 2017. Embeddings of weighted Morrey spaces, Math.
Nachr. 290 (7), 1066-1086.

Ho, K.P.; 2016. Singular integral operators, John-Nirenberg inequalities and Tribel-
Lizorkin type spaces on weighted Lebesgue spaces with variable exponents,
Revista De La Union Matematica Argentina 57 (1), 85-101.

Janson, S., 1978. Mean oscillation and commutators of singular integral operators,
Ark. Mat. 16, 263-270.

John, F., Nirenberg, L. 1961. On functions of bounded mean oscillation, Communi-
cations on pure and applied Mathematics, 14(3), 415-426.

Karaman, T., Guliyev V.S., Serbetci, A., 2014. Boundedness of sublinear operators
generated by Calderéon-Zygmund operators on generalized weighted Morrey
spaces, An. Stiint. Univ. Al. I. Cuza lasi. Mat. (N. S.) 60 (1), 227-244.

47



Kokilashvili, V., Meskhi, A., 2011. Two-weight inequalities for fractional maximal
functions and singular integrals in LP) spaces, J. Math. Sci. (N.Y.) 173, no.
6, 656-673.

Kokilashvili, V., 1979. On Hardy’s inequalities in weighted spaces. Soobsh. AN Gruz.
SSR, 96, 1, 37-40. (in Russian)

Komori, Y., Shirai, S., 2009. Weighted Morrey spaces and a singular integral opera-
tor, Math. Nachr. 282 (2), 219-231.

Kreyszig, E., 1978. Introductory of Functional Analysis with Applications, John
Wiley and Sons, New York.

Kufner, A., John O., Fugik, S., 1977. Function Spaces. Noordhoff International Pub-
lishing: Leyden, Publishing House Czechoslovak Academy of Sciences: Prague,
1977.

Kurata, K., Nishigaki, S., Sugano, S., 1999. Boundedness of Integral Operators on
Generalized Morrey Spaces and Its Application to Schrodinger operators. Proc.
AMS, 128(4), 1125-1134.

Lacey, M.T., Sawyer, E.T., Uriarte-Tuero, 1., 2012. A characterization of two weight
norm inequalities for maximal singular integrals with one doubling measure,

Anal. PDE 5 (1), 1-60.

Lu, G., 1995. Embedding theorems on Campanato-Morrey spaces for vector fields
and applications, C. R. Acad. Sci. Paris 320, 429-434.

Maz’ya, V.G., 1985. Sobolev Spaces, Springer-Verlag, Berlin.

Mizuhara, T., 1991. Boundedness of some classical operators on generalized Morrey
spaces, in: Harmonic Analysis (S. Igari, ed.), ICM 90 Satellite Proceedings,
Springer, Tokyo, 183-189.

Mizuta, Y., Shimomura, T., 2008. Sobolev embeddings for Riesz potentials of func-
tions in Morrey spaces of variable exponent, J. Math. Japan, 60, 583-602.

Morrey, C.B., 1938. On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equ-
ations. Trans. Amer. Math. Soc. 43, 126-166.

Morrey, C.B., 1938. On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equ-
ations. Trans. Amer. Math. Soc. 43, 126-166.

Muckenhoupt, B., 1972. Hardy’s inequality with weights. Studia Math., 44 (1), 31-
38.

Nakai, E., 1994. Hardy-Littlewood maximal operator, singular integral operators
and Riesz potentials on generalized Morrey spaces. Math. Nachr. 166, 95-103.

Nakai, E., 2006. The Campanato, Morrey and Holder spaces on spaces of homoge-
neous type, Studia Math., Vol.176, 1-19.

48



Nakamura, S., Sawano, Y., Tanaka, H., 2018. The fractional operators on weighted
Morrey spaces, J. Geom. Anal. 28 (2), 1502-1524

Opic, B., Kufner, A.; 1990. Hardy-type Inequalities, Pitman Research Notes in Mat-
hematics Series 219, Longman Scientific and Technical, Harlow.

Pan, J., Sun, W., 2020. Two-weight norm inequalities for fractional maximal functi-
ons and fractional integral operators on weighted Morrey spaces, Math. Nachr.
293 (5), 970-982.

Samko, N., 2009. Weighted Hardy and singular operators in Morrey spaces, J. Math.
Anal. Appl. 350 (1), 56-72.

Sarason, D., 1975. On functions of vanishes mean oscillation, Trans. Amer. Math.
Soc. 207, 391-405.

Shao, X., Tao, S., 2021. Weighted estimates of variable kernel fractional integral
and its commutators on vanishing generalized Morrey spaces with variable
exponent, Chinese Annals of Mathematics, Series B, 42(3), 451-470.

P

ok » Ann. Scuola Norm. Sup.

Spanne, S., 1966. Sur I'interpolation entre les espaces £
Pisa 20, 625-648.

Stein, .M., 1993. Harmonic analysis: Real-variable methods, orthogonality and os-
cillatory integrals. Princeton Univ. Press, Princeton, NJ.

Talenti, G., 1969. Osservazioni sopra una classe di disuguaglianze, Rend. Sem. Mat.
Fis. Milano 39, 171-185.

Tomaselli, G., 1969. A class of inequalities, Boll. Un. Mat. Ital. 2, 622-631.

Widman, K.O., 1967. Inequalities for the Green function and boundary continuity
of the gradient of solutions of elliptic differential equations, Math. Scand. 21,
17-37.

49





