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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

RASGELE DE¼G·IŞKEN D·IZ·ILER·IN·IN A-DÜZGÜN ·INTEGRALLENEB·IL·IRL·I¼G·I

Havva ULUÇAY

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Mehmet ÜNVER

Bu tez alt¬böümden oluşmaktad¬r.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde toplanabilme teorisi ve ölçü teorisine ili̧skin baz¬ temel kavramlara yer
verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde ilk olarak istatistiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli Cesàro toplanabilme kavram-
lar¬ tan¬t¬l¬p, bu iki kavram¬n s¬n¬rl¬ diziler uzay¬ üzerinde denkli¼gine yer verilmi̧stir.
Daha sonra A-kuvvetli toplanabilme ve A-istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬ tan¬t¬l¬p
yine s¬n¬rl¬ diziler için bu iki kavram¬n denkli¼gi gösterilmi̧stir. Üstelik bir x dizisinin
A-kuvvetli toplanabilir olmas¬için gerek ve yeter şart¬n x dizisinin A-istatistiksel yak¬n-
sak ve A-düzgün integrallenebilir oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Dördüncü bölümde rasgele de¼gi̧sken dizilerinin A-düzgün integrallenebilme kavram¬tan¬t¬-
l¬p, bu kavram¬n bir karakterizasyonuna yer verilmi̧stir. Ayr¬ca rasgele de¼gi̧skenlerin a¼g¬r-
l¬kl¬toplamlar dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Rasgele vektör dizilerinin A-kompakt
düzgün integrallenebilme tan¬m¬ verilip, a¼g¬rl¬kl¬ toplamlar¬n¬n dizisinin L1 uzay¬ndaki
yak¬nsakl¬¼g¬gösterilmi̧stir.

Esas itibari ile orijinal sonuçlar¬m¬z beşinci bölümde verilmi̧stir. Beşinci bölümde daha
önceki bölümlerde verilen A-istatistiksel yak¬nsakl¬k, A-kuvvetli toplanabilme, A-kompakt
düzgün integrallenebilme tan¬mlar¬Bochner integrali yard¬m¬yla rasgele vektör dizileri için
genelleştirilmi̧s ve bunlara ili̧skin baz¬teorem ve sonuçlar elde edilmi̧stir.

Son bölümde ise tezin genel bir de¼gerlendirilmesine yer verilmi̧stir.

Aral¬k 2016, 64 sayfa

Anahtar Kelimeler: A-istatistiksel yak¬nsakl¬k, A-düzgün integrallenebilme, Bochner
integrali.
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ABSTRACT

Master Thesis

A-UNIFORM INTEGRABILITY OF SEQUENCES OF RANDOM VARIABLES

Havva ULUÇAY

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet ÜNVER

This thesis consists of six chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter some basic concepts of summability theory and measure theory have
been recalled.

In the third chapter the concepts of statistical convergence and strong Cesàro summability
have been studied and equivalence of these concepts for bounded sequences have been
given. Subsequently, the idea of A-statistical convergence and A-strong summabilty of
sequences have been explained. The equivalence of these concepts for bounded sequences
have also been examined. Moreover, it has been shown that x is A-strongly convergent if
and only if it is A-statistically convergent and A-uniformly integrable.

In the fourth chapter the concept of A-uniform integrability for sequences of random
variables has been introduced and a characterization of this concept has been given. Also,
convergence of a weighted sums of random variables has been investigated. The concept
of A-compactly uniform integrability of sequences of random elements has been recalled
and convergence in L1 space of weighted sums of random elements has been given.

The original results of this thesis are included in the �fth chapter. In the �fth chapter the
concepts of A-statistical convergence, A-strong summability and A-uniform integrability
are generalized for sequences of random elements by using Bochner integral and some
results are obtained for these more general concepts.

The �nal chapter conducts a general evaluation.

December 2016, 64 pages

Key Words: A-statistical convergence, A-uniform integrability, Bochner integral.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

R Reel say¬lar cümlesi
N Do¼gal say¬lar cümlesi
UA A-düzgün integrallenebilen skaler terimli diziler uzay¬
stA A-istatistiksel yak¬nsak diziler uzay¬
� (A) A kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu
w (A) A-kuvvetli toplanabilen diziler uzay¬
jAj A kümesinin eleman say¬s¬
Ac A kümesinin tümleyeni
�A A kümesinin karakteristik fonksiyonu
cA A matrisinin toplanabilirlik alan¬
C1 Cesàro matrisi
�A (K) K kümesinin A-yo¼gunlu¼gu
h:h:k Hemen her k
M+ Negatif olmayan ve her bir sat¬r toplam¬1 olan matrislerin s¬n¬f¬
� Lebesgue ölçüsü
L1 Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar uzay¬
w Skaler terimli tüm diziler uzay¬
w0 (A) S¬f¬ra A-kuvvetli toplanabilen diziler uzay¬
l1 S¬n¬¬rl¬diziler uzay¬
k:k1 l1 uzay¬n¬n al¬̧s¬lm¬̧s supremum normu
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1. G·IR·IŞ

Martingallerin yak¬nsakl¬¼g¬nda önemli rol oynayan düzgün integrallenebilme kavram¬,

olas¬l¬k teorisinin başl¬ca kavramlar¬ndan biridir. Literatürde bu kavram¬n birçok

versiyonu bulunmaktad¬r. Rasgele de¼gi̧skenlerin s¬n¬f¬için verilen düzgün integral-

lenebilme kavram¬birçok karakterizasyona sahiptir (Chung 1968). Toplanabilme

teorisi göz önüne al¬narak benzer tan¬m toplanabilme matrisi yard¬m¬yla da ve-

rilmi̧stir (Cabrera 1994). Üstelik; kompakt düzgün integrallenebilme kavram¬tan¬m-

lanarak, bu kavram Banach uzaylar¬nda de¼ger alan rasgele vektörlerin s¬n¬f¬için de

tan¬mlanm¬̧s ve çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r (Wang ve Rao 1987).

1997 y¬l¬nda Cabrera ayr¬labilir Banach uzaylar¬nda toplanabilme matrisi yard¬m¬yla

kompakt düzgün integrallenebilme kavram¬n¬n tan¬m¬n¬vermi̧s ve rasgele vektörlerin

a¼g¬rl¬kl¬toplamlar dizisinin ortalamadaki yak¬nsakl¬¼g¬n¬araşt¬rm¬̧st¬r.

Bu tezde ise ayr¬labilir Banach uzaylar¬nda de¼ger alan rasgele vektörlerin dizileri için

Bochner integrali yard¬m¬yla kompakt düzgün integrallenebilmenin yeni bir versi-

yonu tan¬mlanm¬̧st¬r.

2007 y¬l¬nda Khan ve Orhan reel terimli diziler için A-düzgün integrallenebilme

kavram¬n¬ tan¬mlayarak, toplanabilme teorisinin başl¬ca kavramlar¬ndan biri olan

A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmi̧slerdir. Bu tezde ise Bochner integrali

yard¬m¬yla rasgele vektörlerin dizileri içinA-kuvvetli toplanabilme kavram¬n¬genelleş-

tirilecek ve düzgün integrallenebilmenin bu yeni versiyonu kullanarak bu kavram için

benzer sonuçlar elde edilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Toplanabilme Teorisi

Bu k¬s¬mda, toplanabilme teorisinin baz¬temel tan¬mlar¬ve teoremi verilecektir.

Tan¬m 2.1.1 w, reel ya da kompleks terimli tüm dizilerin uzay¬ ve E � w alt

vektör uzay¬olmak üzere E uzay¬na bir dizi uzay¬denir. Bir E dizi uzay¬ndan K

reel veya kompleks cismine tan¬ml¬lineer bir f fonksiyoneline toplanabilme metodu

denir. E¼ger E yak¬nsak diziler uzay¬n¬içeriyor ve yak¬nsak her x dizisi için limx = L

oldu¼gunda f(x) = L oluyorsa f fonksiyoneline regüler toplanabilme metodu denir

(Wilansky 1985).

Tan¬m 2.1.2 A = (ank) reel ya da kompleks terimli sonsuz matris ve x = (xk) bir

dizi olmak üzere her n 2 N için X
k

ankxk

serisi yak¬nsak ise

(Ax)n :=
X
k

ankxk

olmak üzere Ax := f(Ax)ng dizisine x dizisinin A dönüşüm dizisi denir.

wA := fx 2 w : f(Ax)ng dizisi mevcutg

ve

cA := fx 2 w : f(Ax)ng dizisi yak{nsakg

kümelerini tan¬mlayal¬m. Bir f : cA ! K fonksiyonelini f(x) = lim
n
(Ax)n şek-

linde tan¬mlarsak f bir toplanabilme metodudur. E¼ger lim
n
(Ax)n = L ise x dizisi

L say¬s¬na A�toplanabilirdir denir ve bu durum A� limx = L şeklinde ifade edilir

(Wilansky 1985). Tez boyunca A(x) := lim
n
(Ax)n ile gösterilecektir.

Aşa¼g¬daki teorem toplanabilme matrislerinin regülerli¼gini karakterize etmektedir.

2



Teorem 2.1.1 (Silverman-Toeplitz) Bir A = (ank) matrisinin regüler olmas¬ için

gerek ve yeter koşul;

(i) kAk := sup
n

P
k

jankj <1

(ii) lim
n
ank = 0 (her k için)

(iii) lim
n

P
k

ank = 1

olmas¬d¬r (Boss 2000).

Yukar¬daki teorem kullan¬larak

cnk =

8<: 1
n

0

;

;

1 � k � n

k > n

ile tan¬ml¬C1 = (cnk) Cesàro matrisinin regüler oldu¼gu kolayca görülebilir.

2.2 Ölçü Teorisi

Bu k¬s¬mda tezin temelini oluşturacak olan rasgele de¼gi̧sken, rasgele vektör tan¬mlar¬

verilecek ve tezin ilerleyen k¬s¬mlar¬nda kullan¬lacak olan baz¬önemli tan¬mlardan

bahsedilecektir.

Tan¬m 2.2.1 X bir küme olmak üzere X kümesinin altkümelerinin bir � s¬n¬f¬

(i) X 2 �

(ii) Her E 2 � için Ec = X n E 2 �

(iii) Her n 2 N için En 2 � iken
1
[
n=1
En 2 �

koşullar¬n¬ sa¼gl¬yorsa bu � s¬n¬f¬na X üzerinde bir � � cebir ve (X; �) ikilisine

ölçülebilir uzay denir (Royden 1968).

Tan¬m 2.2.2 (X; �) bir ölçülebilir uzay olsun. � üzerinde tan¬ml¬geni̧sletilmi̧s reel

de¼gerli bir � fonksiyonu

(i) � (;) = 0

(ii) Her E 2 � için � (E) � 0

(iii) Her fEng ayr¬k dizisi için �
� 1
[
n=1
En

�
=

1P
n=1

� (En)

3



özelliklerini sa¼gl¬yorsa bu � fonksiyonuna bir ölçü fonksiyonu ve (X; �; �) üçlüsüne

bir ölçü uzay¬denir (Royden 1968).

Tan¬m 2.2.3 (X; �) bir ölçülebilir uzay ve P fonksiyonu � üzerinde tan¬ml¬bir ölçü

olsun. E¼ger P (X) = 1 ise P fonksiyonuna olas¬l¬k ölçüsü denir ve (X; �; P ) üçlüsüne

olas¬l¬k uzay¬denir (Chung 2001).

Tan¬m 2.2.4 X bir topolojik uzay olsun. X uzay¬n¬n tüm aç¬k alt kümelerini içeren

en küçük ��cebir vard¬r ve bu ��cebire Borel ��cebir denir. Bu Borel ��cebirin

elemanlar¬na X uzay¬n¬n Borel kümeleri denir (Royden 1968).

Tan¬m 2.2.5 (X; �
1
) ve

�
Y; �

2

�
iki ölçülebilir uzay olmak üzere her E 2 �

2
için

f�1(E) 2 �1 oluyorsa f : X ! Y fonksiyonuna ölçülebilirdir (rasgele eleman)

denir. Burada Y bir vektör uzay¬oldu¼gunda f fonksiyonu rasgele vektör, Y = R

oldu¼gunda ise f fonksiyonu rasgele de¼gi̧sken ad¬n¬al¬r. Elbette R al¬̧s¬lm¬̧s topolo-

jisinin Borel �� cebiri ile Y Banach uzay¬oldu¼gunda da norm topolojisinin üretti¼gi

Borel � � cebiri ile göz önüne al¬nmaktad¬r (Chung 2001).

Teorem 2.2.1 (X; �; �) bir ölçü uzay¬ve ffng negatif olmayan rasgele de¼gi̧skenlerin

bir dizisi ve f =
P
n

un olsun. O haldeZ
X

fd� =
X
n

Z
X

und�

gerçeklenir. Burada her iki seri de yak¬nsak kabul edilmektedir ve integral Lebesgue

integralidir (Royden 1968).

Tan¬m 2.2.6 (X; �; P ) bir olas¬l¬k uzay¬, her j 2 N için fj : X ! R rasgele

de¼gi̧skenler ve her j 2 N için Bj � R Borel ve lineer kümeler olmak üzere

P

 
n\
j=1

ffj 2 Bjg
!
=

nY
j=1

P (ffj 2 Bjg)

koşulu sa¼glan¬yorsa ffjg s¬n¬f¬ba¼g¬ms¬zd¬r denir. Her i; j 2 N için

P (ffi 2 Big \ ffj 2 Bjg) = P (ffi 2 Big)P (ffj 2 Bjg)
4



gerçekleniyorsa ffjg s¬n¬f¬ikili ba¼g¬ms¬zd¬r denir (Chung 2001). Rasgele vektörlerin

s¬n¬f¬için ba¼g¬ms¬zl¬k tan¬m¬benzer biçimde yap¬l¬r.

Tan¬m 2.2.7 (X; �; �) bir ölçü uzay¬, Y ayr¬labilir bir Banach uzay¬olsun. E¼ger

(i) lim
n;m

Z
X

kfn � fmk d� = 0

(ii) ffng dizisi f rasgele vektörüne hemen her yerde yak¬nsak

koşullar¬n¬sa¼glayan sadece sonlu ölçüye sahip küme üzerinde s¬f¬rdan farkl¬de¼ger

alan basit fonksiyonlar¬n bir ffng dizisi varsa f rasgele vektörüne Bochner integral-

lenebilirdir denir ve bu fonksiyonun Bochner integrali

Bf := lim
n

Z
X

fnd�

ile tan¬mlan¬r (Pugachev ve Sinitsyn 1999).

Tan¬m 2.2.8 X bir vektör uzay¬ve ���X uzay¬üzerinde bir k¬smi s¬ralama ba¼g¬n-

t¬s¬olsun. E¼ger

(i) Her x; y 2 X için x _ y = supfx; yg 2 X ve x ^ y = inffx; yg 2 X

(ii) Her x; y; z 2 X için x � y iken x+ z � y + z

(iii) Her x 2 X ve � 2 (0;1) için 0 � x iken 0 � �x

özellikleri gerçekleniyorsa X vektör uzay¬na bir Riesz uzay¬ denir (Aliprantis ve

Burkinshaw 1990).

Tan¬m 2.2.9 Bir X Riesz uzay¬n¬n pozitif konisi X+ := fx 2 X : 0 � xg şeklinde

tan¬mlan¬r (Aliprantis ve Burkinshaw 1990).

Tan¬m 2.2.10 (X; k:k) normlu bir Riesz uzay¬olmak üzere x; y 2 X için jxj � jyj

iken kxk � kyk oluyorsa uzay¬n normuna bir örgü normu denir, burada jxj = x_(�x)

ile verilmektedir. E¼ger bir örgü normu ile donat¬lm¬̧s bir Riesz uzay¬tam ise bu uzay

Banach örgüsü olarak adland¬r¬l¬r (Aliprantis ve Burkinshaw 1990).
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3. SKALER TER·IML·I D·IZ·ILER·IN DÜZGÜN ·INTEGRALLENEB·I-

L·IRL·I¼G·I

Bu bölümde ilk olarak istatistiksel yak¬nsakl¬k ve kuvvetli Cesàro toplanabilme

kavramlar¬tan¬t¬l¬p, bu iki kavram aras¬ndaki ili̧ski incelenecektir. Ayr¬ca A-istatis-

tiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ ele al¬nacak ve A-kuvvetli toplanabilme ile aras¬ndaki

ili̧ski incelenecektir. Daha sonra, A-düzgün integrallenebilme kavram¬tan¬t¬l¬p, bu

kavram ile A-istatistiksel yak¬nsakl¬k ve A-kuvvetli toplanabilme aras¬ndaki ili̧ski ele

al¬nacakt¬r.

3.1 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda skaler terimli bir dizinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve kuvvetli Cesàro

toplanabilirli¼gi verilip, bu iki kavram aras¬ndaki ili̧ski incelenecektir.

Tan¬m 3.1.1 K � N olmak üzere

�(K) := lim
n

1

n
jfk � n : k 2 Kgj

limiti mevcut ise bu limite K kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu denir. Burada jKj ile K

kümesinin eleman say¬s¬gösterilmektedir (Niven ve Zuckerman 1980).

Tan¬m 3.1.2 x = (xk) skaler terimli bir dizi olsun. Her " > 0 için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa x dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

st� limx = L ile gösterilir (Fast 1951, Fridy 1985, Connor 1988).

Bir " > 0 içinK" = fk : jxk � Lj � "g dersek �K" bu kümenin karakteristik fonksiyo-

nu olmak üzere st � limx = L olmas¬ için gerek ve yeter koşul her " > 0 için

C1 � lim�K"
(k) = 0 olmas¬d¬r.
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Şimdi klasik anlamda yak¬nsakl¬k ile istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬nda nas¬l bir ili̧ski

oldu¼gunu aç¬klayal¬m. Klasik anlamda yak¬nsak olan her dizi istatistiksel yak¬nsak-

t¬r. Ancak baz¬¬raksak diziler de istatistiksel yak¬nsak olabilir. Bunun için aşa¼g¬daki

örne¼gi verebiliriz.

Örnek 3.1.1

xk =

8<:
p
k

1

;

;

k = m2

k 6= m2
; (m = 1; 2; :::)

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) bir dizisini ele alal¬m. Her " > 0 için

jfk � n : jxk � 1j � "gj � jfk � n : xk 6= 1gj �
p
n

oldu¼gundan

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � 1j � "gj � 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla st � limx = 1 dir. Ancak x dizisi yak¬nsak de¼gildir. Hatta

bu dizi s¬n¬rs¬z bir dizidir.

Aşa¼g¬daki teorem istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n iyi bilinen karakterizasyonlardan biridir.

Teorem 3.1.1 Bir x = (xk) dizisinin bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olmas¬için

gerek ve yeter koşul �(K) = 1 olacak biçimde bir K � N için lim
k2K

xk = L olmas¬d¬r

(Fridy 1985, Connor 1988).

Tan¬m 3.1.3 x = (xk) skaler terimli bir dizi olsun. E¼ger

lim
n

1

n

nX
k=1

jxk � Lj = 0

olacak biçimde L say¬s¬ varsa x dizisi L say¬s¬na kuvvetli Ces�aro toplanabilirdir

denir (Connor 1988).

Teorem 3.1.2 (i) Bir x dizisi bir L say¬s¬na kuvvetli Ces�aro toplanabilir ise yine

ayn¬de¼gere istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) S¬n¬rl¬bir x dizisi bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise yine ayn¬de¼gere kuvvetli

Ces�aro toplanabilirdir (Connor 1988).
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·Ispat. i) x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli Ces�aro toplanabilir olsun. Her " > 0

için
nX
k=1

jxk � Lj =
X
1�k�n

jxk�Lj<"

jxk � Lj+
X
1�k�n

jxk�Lj�"

jxk � Lj

�
X
1�k�n

jxk�Lj�"

jxk � Lj

�
X
1�k�n

jxk�Lj�"

"

= "
X

1
1�k�n

jxk�Lj�"

= " jfk � n : jxk � Lj � "gj

gerçeklenir. Buradan

1

n

nX
k=1

jxk � Lj �
1

n
" jfk � n : jxk � Lj � "gj � 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla x dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

ii) Kabul edelim ki x = (xk) s¬n¬rl¬dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun. x

dizisi s¬n¬rl¬oldu¼gundan her k için

jxk � Lj � jxkj+ jLj � kxk+ jLj =:M <1

yazabiliriz. Bu durumda
nX
k=1

jxk � Lj =
X
1�k�n

jxk�Lj<"

jxk � Lj+
X
1�k�n

jxk�Lj�"

jxk � Lj

� "
X

1
1�k�n

jxk�Lj<"

+M
X
1�k�n

jxk�Lj�"

1

� "n+M jfk � n : jxk � Lj � "gj

olup

0 � 1

n

nX
k=1

jxk � Lj � "+
1

n
M jfk � n : jxk � Lj � "gj

elde edilir. Dolay¬s¬yla x dizisi L say¬s¬na kuvvetli Ces�aro toplanabilirdir.

Sonuç 3.1.1 S¬n¬rl¬diziler uzay¬üzerinde istatistiksel yak¬nsakl¬k ile kuvvetli Ces�aro

toplanabilme kavramlar¬denktir.
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3.2 A-istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Kuvvetli Toplanabilme

Bu k¬s¬mda bir dizinin A-istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ ve A-kuvvetli toplanabilirli¼gi

incelenecek ve bu iki kavram aras¬ndaki ili̧ski verilecektir.

Tan¬m 3.2.1 A = (ank) matrisi negatif olmayan regüler bir toplanabilme matrisi

olmak üzere her " > 0 için

lim
n

X
k:jxk�Lj�"

ank = 0

gerçekleniyorsa x = (xk) dizisi L say¬s¬na A-istatistiksel yak¬nsakt¬r denir (Connor

1988) ve stA � limx = L ile gösterilir.

Aç¬kça görülüyor ki A-istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬nda A matrisi yerine Cesàro

matrisi al¬n¬rsa istatistiksel yak¬nsakl¬k elde edilir. Di¼ger yandan yo¼gunluk tan¬m¬

da A-yo¼gunluk tan¬m¬na geni̧sletilebilir. K � N olmak üzere

�A(K) := lim
n

X
k2K

ank

limiti mevcut ise K kümesi A-yo¼gunlu¼ga sahiptir denir (Freedman ve Sember 1981).

Bir " > 0 say¬s¬için K" = jfk 2 N : jxk � Lj � "gj dersek, stA � limx = L olmas¬

için gerek ve yeter koşul her " > 0 için �A(K") = 0 olmas¬d¬r.

Hemen söyleyebiliriz ki klasik anlamda yak¬nsak olan her dizi A-istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

Tan¬m 3.2.2 A = (ank) matrisi negatif olmayan regüler bir matris olsun. x = (xk)

skaler terimli bir dizi olmak üzere

lim
n

X
k

ank jxk � Lj = 0

olacak biçimde L say¬s¬ varsa x dizisi L say¬s¬na A-kuvvetli toplanabilirdir denir

(Connor 1988). A�kuvvetli toplanabilen dizilerin kümesi w (A) ve s¬f¬ra A-kuvvetli

toplanabilen dizilerin kümesini de w0 (A) ile gösterilir.
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Teorem 3.2.1 A = (ank) matrisi negatif olmayan regüler bir matris olsun. O halde

(i) Bir x = (xk) dizisi L say¬s¬na A-kuvvetli toplanabilir ise stA � limx = L

gerçeklenir.

(ii) x = (xk) s¬n¬rl¬bir dizi ve stA � limx = L ise x dizisi L say¬s¬na A-kuvvetli

toplanabilirdir (Connor 1989).

·Ispat. L = 0 almak genellikten biŗsey kaybettirmez.

i) Kabul edelim ki x 2 w0 (A) olsun. O halde

lim
n

X
k

ank jxkj = 0

gerçeklenir. Her " > 0 içinX
k

ank jxkj =
X

k:jxkj<"

ank jxkj+
X

k:jxkj�"

ank jxkj

�
X

k:jxkj�"

ank jxkj

� "
X

k:jxkj�"

ank

� 0

oldu¼gundan stA � limx = L gerçeklenir.

ii) Kabul edelim ki x = (xk) dizisi s¬n¬rl¬ ve stA � limx = L olsun. O halde

kxk1 := sup
k
jxkj <1 olur. Ayr¬ca

X
k

ank jxkj =
X

k:jxkj<"

ank jxkj+
X

k:jxkj�"

ank jxkj

� "
X
k

ank + kxk1
X

k:jxkj�"

ank

gerçeklenir. Kabulümüzden ve A matrisinin regülerli¼ginden x 2 w0 (A) bulunur.
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3.3 A-düzgün ·Integrallenebilme

Bu k¬s¬mda bir dizinin A-düzgün integrallenebilmesi tan¬t¬lacak ve A-kuvvetli

toplanabilme, A-istatistiksel yak¬nsakl¬k ve A-düzgün integrallenebilme aras¬ndaki

ili̧ski incelenecektir.

Negatif olmayan elemanlara sahip ve her bir sat¬r toplam¬1 olan matrislerin s¬n¬f¬n¬

M+ ile gösterece¼giz.

Tan¬m 3.3.1 A = (ank) bir toplanabilme matrisi olmak üzere

lim
c!1

sup
n

X
k:jxkj�c

jankj jxkj = 0

oluyorsa x = (xk) dizisine A-düzgün integrallenebilirdir denir. A-düzgün integral-

lenebilen dizilerin uzay¬UA ile gösterilir (Khan ve Orhan 2007).

A-düzgün integrallenebilmeyi karakterize etmek için ilk önce aşa¼g¬daki notasyonu

verelim. Her n için fn : [0; 1]! f0; 1; 2; :::g olmak üzere

fn(s) :=

8<: 0

k

;

;

0 � s � an;0

s 2
"
k�1P
j=0

anj;
kP
j=0

anj

!
; (k = 1; 2; :::)

ile tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n bir ffng dizisini ve x dizisi yard¬m¬yla fgng fonksiyon

dizisini gn : [0; 1]! R olmak üzere gn (s) := x (fn (s)) şeklinde tan¬mlayal¬m.

Lemma 3.3.1 x = (xk) skaler terimli bir dizi, A = (ank) 2 M+ bir toplanabilme

matrisi ve L1 ([0; 1] ; �) ; [0; 1] aral¬¼g¬üzerinde Lebesgue integrallenebilen fonksiyon-

lar¬n uzay¬olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

(i) x dizisi A-düzgün integrallenebilirdir.

(ii) K = fgn : n � 1g kümesi L1 uzay¬nda düzgün integrallenebilirdir.

(iii) � (0) = 0; lim
t!1

�(t)
t
= 1; sup

n

P
k

� (jxkj) ank < 1 olacak şekilde konveks ve çift

bir � : R! R fonksiyonu vard¬r (Khan ve Orhan 2007).
11



·Ispat. x = (xk) dizisi A-düzgün integrallenebilir olsun. O halde her " > 0 ve c � co
için

sup
n

X
k:jxkj�c

ank jxkj < "

olacak biçimde bir c0 say¬s¬vard¬r. j = 0; 1; ::: için Ej :=
jP
k=0

ank; ve E�1 = 0 olmak

üzere Z
jgnj>c

jgnj d� =
1X
j=0

Z
jgnj>c

[Ej�1;Ej)

jgnj d�

yaz¬labilir. s 2 [Ej�1; Ej) için gn (s) = x (fn (s)) = xj oldu¼gundan her n 2 N ve

c � co için Z
jgnj>c

jgnj d� =
1X
j=0

Z
jxjj>c

[Ej�1;Ej)

jxjj d�

=
X
jxj j�c

jxjj
Z

[Ej�1;Ej)

d�

=
X
jxj j�c

jxjj anj

< "

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla K = fgn : n � 1g kümesi L1 uzay¬nda düzgün integral-

lenebilirdir. O halde De la Vallée-Poussin teoreminden (Meyer 1966) � (0) = 0;

lim
t!1

�(t)
t
= 1 ve sup

n

Z
� (jgnj) d� < 1 olacak şekilde negatif olmayan, artan, kon-

veks bir � fonksiyonu vard¬r. j = 0; 1; ::: için Ej =
j�1P
k=0

ank; ve E1 = 0 olmak üzere

her n 2 N Z
� (jgnj) d� =

1X
j=0

Z
[Ej�1;Ej)

� (jgnj) d�

yaz¬labilir. s 2 [Ej�1; Ej) için gn (s) = x (fn (s)) = xj oldu¼gundan her n 2 N içinZ
� (jgnj) d� =

1X
j=0

Z
[Ej�1;Ej)

� (jxjj) d�

=

1X
j=0

� (jxjj) ank

< 1
12



gerçeklenir. Bu da (iii) önermesini ispatlar.

Şimdi s¬n¬rl¬bir dizinin A-düzgün integrallenebilir oldu¼gunu gösterelim. x = (xk)

s¬n¬rl¬bir dizi olmak üzere

E = fk : jxkj > Mg

kümesini tan¬mlayal¬m. kxk1 de¼gerinden daha büyük bir M > 0 için E = ? olup

sup
n

X
k:jxkj>M

jxkj jankj = sup
n

X
k

�E (k) jxkj jankj

= 0

gerçeklendi¼ginden x 2 UA elde edilir.

Regüler ve maks
k
ank ! 0 olacak şekilde A 2 M+ matrisi verildi¼ginde s¬n¬rs¬z ancak

A-düzgün integrallenebilir bir dizi inşa edebiliriz. Asl¬nda A matrisi s¬f¬ra yak¬nsak

kolonlara sahip ve

lim inf
k

n
maks
n
ank

o
= 0

olacak şekilde bir matris oldu¼gunda da s¬n¬rs¬z ancak A-düzgün integrallenebilen bir

x = (xk) dizisi inşa edilebilir. Bunun için kolon indislerinin

maks
n
an;K(m) < 2

�m;m = 0; 1; 2; :::

olacak şekilde K (0) < K (1) < K (2) < ::: dizisini ele alal¬m. Şimdi n > N (m)

ve k � K (m) oldu¼gunda ank < 2�m olacak şekilde sat¬r indislerinin artan N (j)

indislerini seçelim. Di¼ger yandan bir y = (yk) dizisini

yk =

8<: m+ 1

0

;

;

k = K (m)

d:d:

biçiminde tan¬mlayal¬m. Her n > N (m) için

(Ay)n =
1X
k=1

ykank

=

1X
j=1

(j + 1) an;K(j)

�
mX
j=0

(j + 1) 2�m +
X
j>m

(j + 1) 2�j (3.1)
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gerçeklenir. (3.1) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬ndam!1 için limit al¬n¬rsa n > N (m)

oldu¼gunda n ! 1 olaca¼g¬ndan lim
n
(Ay)n = 0 sa¼glan¬r. Şimdi bir x = (xk) dizisini

her k için

xk =
p
yk

şeklinde tan¬mlayal¬m. Konveks, çift � (x) = x2 ile tan¬ml¬� fonksiyonunu göz

önüne al¬rsak � (0) = 0; lim
x!1

�(x)
x
=1 ve lim

n
(Ay)n = 0 oldu¼gundan

sup
n

X
k

� (jxkj) ank = sup
n

X
k

ykank <1

olup Lemma 3.3.1 gere¼gince x dizisi A-düzgün integrallenebilirdir.

Aşa¼g¬da verece¼gimiz teorem bir x dizisinin A-kuvvetli toplanabilirli¼gini karakterize

etmektedir.

Teorem 3.3.1A 2M+ ve x = (xk) skaler terimli bir dizi olsun. Aşa¼g¬daki önermeler

denktir.

(i) x dizisi s¬f¬ra A-kuvvetli toplanabilirdir.

(ii) x dizisi A-düzgün integrallenebilirdir ve s¬f¬ra A-istatistiksel yak¬nsakt¬r (Khan

ve Orhan 2007).

·Ispat. x dizisi s¬f¬ra A-kuvvetli toplanabilir olsun. Bu durumda

lim
n

X
k

ank jxkj = 0

gerçeklenir. Her " > 0 için

0 �
X

k:jxkj>"

ank =
X

k:jxk" j>1
ank �

1

"

X
k

ank jxkj

olup, stA � limx = 0 gerçeklenir. Şimdi " > 0 olsun. Her n � N içinX
k

ank jxkj < "

olacak biçimde bir N 2 N vard¬r. Di¼ger yandan her n = 1; 2; :::; N � 1 içinX
k>K

ank jxkj < "
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olacak şekilde yeterince büyük K 2 N say¬s¬seçilebilir. Ayr¬ca

C > maks fjx1j ; jx2j ; ::: jxK jg olmak üzere

sup
n

X
k:jxkj>C

ank jxkj < "

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla x 2 UA elde edilir.

Şimdi x dizisi A-düzgün integrallenebilir ve stA � limx = 0 olsun. Her " > 0 ve her

t > 0 için

lim sup
n

X
k:jxkj�t

ank jxkj � lim sup
n

X
k:"<jxkj�t

ank jxkj+ lim sup
n

X
k:jxkj�min(t;")

ank jxkj

� tlim sup
n

X
k:jxkj>"

ank + "
1X
k=1

ank

� " (3.2)

elde edilir. (3.2) eşitsizli¼gi göz önüne al¬narak

lim sup
n

X
k

ank jxkj � lim sup
n

X
k:jxkj�t

ank jxkj+ lim sup
n

X
k:jxkj>t

ank jxkj

� "+ lim sup
n

X
k:jxkj>t

ank jxkj

bulunur. Ayr¬ca limsupx � sup x oldu¼gundan her " > 0 ve her t > 0 için

lim sup
n

X
k

ank jxkj � "+ lim sup
n

X
k:jxkj>t

ank jxkj

elde edilir. Her iki taraf¬n t!1 için limiti al¬n¬rsa

lim sup
n

X
k

ank jxkj � "+ lim
t!1

sup
n

X
k:jxkj>t

ank jxkj

bulunur. O halde x dizisi A-düzgün integrallenebilir oldu¼gundan

lim sup
n

X
k

ank jxkj � "

olup " key� oldu¼gundan

lim sup
n

X
k

ank jxkj = 0

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla

lim
n

X
k

ank jxkj = 0

elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.
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4. RASGELEVEKTÖRD·IZ·ILER·IN·INDÜZGÜN ·INTEGRALLENEB·I-

L·IRL·I¼G·I

Bu bölümde (H;�; P ) bir olas¬l¬k uzay¬olmak üzereH uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele

de¼gi̧sken dizilerinin A-düzgün integrallenebilme kavram¬tan¬mlanacak ve bir karak-

terizasyonu elde edilecektir Ayr¬ca rasgele de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬kl¬toplamlar dizisinin

yak¬nsakl¬¼g¬ele al¬nacakt¬r. Rasgele vektör dizilerinin A-kompakt düzgün integral-

lenebilme kavram¬ verilip, bu dizilerin a¼g¬rl¬kl¬ toplamlar dizisinin L1 uzay¬ndaki

yak¬nsakl¬¼g¬incelenecektir.

4.1 Rasgele De¼gi̧sken Dizilerinin A-düzgün ·Integrallenebilirli¼gi

Bu k¬s¬mda rasgele de¼gi̧sken dizileri için düzgün integrallenebilme ve A-düzgün in-

tegrallenebilme kavramlar¬verilecek ve A-düzgün integrallenebilme kavram¬n¬n bir

karakterizayonu elde edilecektir.

Tan¬m 4.1.1 T key� bir indis kümesi ve her t 2 T için fftg ; H uzay¬üzerinde

tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir s¬n¬f¬olsun. E¼ger

lim
c!1

sup
t2T

Z
jftj>c

jftj dP = 0

oluyorsa fftg s¬n¬f¬düzgün integrallenebilirdir denir (Chung 2001).

Tan¬m 4.1.2 ffng dizisi H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin Lebesgue

integrallenebilir bir dizisi ve A = (ank) matrisi bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

lim
c!1

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP

1CA = 0

oluyorsa ffng dizisine A-düzgün integrallenebilirdir denir (Cabrera 1994).

Teorem 4.1.1 ffng dizisi H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin düzgün

integrallenebilir bir dizisi olsun. Bu durumda sup
n

P
k

jankj < 1 koşulunu sa¼glayan
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her A = (ank) matrisi için ffng dizisi A-düzgün integrallenebilirdir (Cabrera 1994).

·Ispat. Kabul edelim ki ffng dizisi düzgün integrallenebilir olsun. sup
n

P
k

jankj <1

oldu¼gundan her n 2 N için X
k

jankj �M (4.1)

olacak biçimde birM > 0 say¬s¬vard¬r. ffng dizisi düzgün integrallenebilir oldu¼gun-

dan

lim
c!1

sup
k

Z
jfkj>c

jfkj dP = 0

gerçeklenir. O halde her " > 0 için c � c0 oldu¼gunda

sup
k

Z
jfkj>c

jfkj dP <
"

M
(4.2)

olacak biçimde bir c0 > 0 say¬s¬mevcuttur. Şimdi her c � c0 için (4.1) ve (4.2)

eşitsizliklerinden

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP

1CA � sup
n

0B@X
k

jankj

0B@sup
k

Z
jfkj>c

jfkj dP

1CA
1CA � "

elde edilir. Yani ffng dizisi A-düzgün integrallenebilirdir.

Teorem 4.1.2 H uzay¬ üzerinde tan¬ml¬ rasgele de¼gi̧skenlerin bir ffng dizisinin

düzgün integrallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) sup
n

Z
H

jfnj dP <1

(ii) Her " > 0 için P (E) < � oldu¼gunda

sup
n

Z
E

jfnj dP < "

olacak biçimde bir � = � (") > 0 mevcut olmas¬d¬r (Chung 2001).

Aşa¼g¬daki teorem A-düzgün integrallenebilme kavram¬n¬karakterize etmektedir. Bu

teorem düzgün integrallenebilme için yukar¬da bahsetti¼gimiz karakterizasyonun bir

benzeridir.
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Teorem 4.1.3 A = (ank) matrisi sup
n

P
k

jankj <1 olacak biçimde bir toplanabilme

matrisi olmak üzere H üzerinde tan¬ml¬ rasgele de¼gi̧skenlerin bir ffng dizisinin

A-düzgün integrallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) sup
n

0@X
k

jankj
Z
H

jfkj dP

1A <1

(ii) Her " > 0 için

sup
n

 X
k

jankjP (Ek)
!
< �

oldu¼gunda

sup
n

0@X
k

jankj
Z
Ek

jfkj dP

1A < "

olacak biçimde bir � = � (") > 0 mevcut olmas¬d¬r (Cabrera 1994).

·Ispat. Kabul edelim ki ffng dizisi A-düzgün integrallenebilir olsun. Bu durumda

her " > 0 ve her c � c0 için

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP

1CA <
"

2

olacak biçimde bir c0 > 0 say¬s¬mevcuttur. O halde her k içinZ
H

jfkj dP =

Z
jfkj�c

jfkj dP +
Z
jfkj>c

jfkj dP

� c+

Z
jfkj>c

jfkj dP

olup her n 2 N içinX
k

jankj
Z
H

jfkj dP � c
X
k

jankj+
X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP

< cM +
"

2

< 1

gerçeklenir. Burada M say¬s¬Teorem 4.1.1�deki gibi al¬nm¬̧st¬r. Bu da (i) şart¬n¬

ispatlar. (ii) şart¬n¬ispatlamak için her n 2 N içinX
k

jankjP (Ek) <
"

2c
= �
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koşulunu sa¼glayan bir fEkg dizisini ele alal¬m. Bu durumda her n 2 N için

X
k

jankj
Z
Ek

jfkj dP =
X
k

jankj

0B@ Z
Ek\(jfkj�c)

jfkj dP +
Z

Ek\(jfkj>c)

jfkj dP

1CA
� c

X
k

jankjP (Ek) +
X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP

< c
"

2c
+
"

2

= "

elde edilir. Dolay¬s¬yla (ii) koşulu gerçeklenir.

Kaŗs¬t olarak (i) gere¼gince

sup
n

0@X
k

jankj
Z
H

jfkj dP

1A < T

olacak biçimde bir T > 0 say¬s¬vard¬r. Buradan ve Markov eşitsizli¼ginden her bir

c > 0 için

X
k

jankjP (jfkj > c) � 1

c

X
k

jankj
Z
H

jfkj dP

� 1

c
sup
n

0@X
k

jankj
Z
H

jfkj dP

1A
� T

c

elde edilir. " > 0 verildi¼ginde; her bir c � c0 = T
�
için

sup
n

X
k

jankjP (jfkj > c) � sup
n

X
k

jankjP (jfkj > c0)

� T

c0
= �

bulunur. (ii) uyar¬nca k 2 N için Ek = fjfkj > cg al¬n¬rsa her c � c0 için

sup
n

X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP < "

gerçeklenir. Yani ffng dizisi A-düzgün integrallenebilirdir.
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Lemma 4.1.1 A = (ank) matrisi sup
n

P
k

jankj <1 olacak biçimde bir toplanabilme

matrisi olsun. E¼ger H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir ffng dizisi

A-düzgün integrallenebilir ise Sn =
X
k

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A a¼g¬rl¬kl¬toplamlar dizisi

düzgün integrallenebilirdir (Cabrera 1994).

·Ispat. ffng dizisi A-düzgün integrallenebilir olsun. Teorem 4.1.3�ün (i) gere¼gince

her n 2 N için

Z
H

jSnj dP =

Z
H

������
X
k

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A������ dP
� 2

X
k

jankj
Z
H

jfkj dP

� 2T

< 1

gerçeklenir. Teorem 4.1.3�ün (ii) uyar¬nca her " > 0 için sup
n

�P
k

jankjP (Ek)
�
< ��

oldu¼gunda sup
n

0@P
k

jankj
Z
Ek

jfkj dP

1A < "
2
olacak biçimde bir �� > 0 mevcuttur.

Şimdi 0 < � < min
�
��

M
; "
2T

	
ve P (E) < � olacak biçimde E kümesini alal¬m. Bu-

rada M say¬s¬Teorem 4.1.1 ve T say¬s¬Teorem 4.1.3�deki gibi al¬nm¬̧st¬r. O haldeP
k

jankjP (E) < �M < �� oldu¼gundan her n 2 N için

Z
E

jSnj dP �
Z
E

0@X
k

jankj

������fk �
Z
H

fkdP

������
1A dP

=
X
k

jankj
Z
E

������fk �
Z
H

fkdP

������ dP
�

X
k

jankj
Z
E

jfkjdP + P (E)
X
k

jankj
Z
H

jfkjdP

<
"

2
+
"

2T
T

= "

elde edilir. Teorem 4.1.2 uyar¬nca fSng dizisi düzgün integrallenebilirdir.
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S¬radaki teorem, düzgün integrallenebilmenin klasik karakterizasyonunu veren De

La Valleé Poussin teoremine benzer olan A�düzgün integrallenebilmenin bir karak-

terizasyonudur. Bu sonuç, p > 1 olmak üzere G(t) = tp ile tan¬ml¬G fonksiyonu ile

uygulamada kullan¬l¬r.

Teoremi vermeden önce ispat¬nda kullan¬lacak olan önermeyi ispats¬z olarak verelim.

Önerme 4.1.1 f Lebesgue integrallenebilir rasgele de¼gi̧sken olmak üzere her n 2 N

için X
k=n

P (jf j � k) �
Z
jf j�n

jf j dP

gerçeklenir (Cabrera 1994).

Teorem 4.1.4 A = (ank) matrisi sup
n

P
k

jankj <1 olacak biçimde bir toplanabilme

matrisi olsun. H üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir ffng dizisinin A-düzgün

integrallenebilir olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) sup
n

X
k

jankj
Z
H

G(jfkj)dP <1

(ii) lim
t!1

G(t)
t
=1

olacak biçimde G : (0;1) ! (0;1) ; G(0) = 0 ölçülebilir fonksiyonunun var

olmas¬d¬r. Üstelik G fonksiyonu konveks ve G(t)
t
artan olacak biçimde seçilebilir

(Cabrera 1994).

·Ispat. Kabul edelim ki G fonksiyonu verilen koşullar¬sa¼glas¬n. (i) gere¼gince

sup
n

X
k

jankj
Z
H

G(jfkj)dP �M

olacak biçimde bir M > 0 say¬s¬mevcuttur. (ii) uyar¬nca her " > 0 ve t > c0 için

G(t)

t
� M + 1

"

olacak biçimde bir c0 > 0 say¬s¬vard¬r. O halde her n 2 N ve jfkj > c > c0 için

jfkj � G (jfkj)
"

M + 1
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yazabiliriz. Buradan Z
jfkj>c

jfkj dP �
"

M + 1

Z
jfkj>c

G(jfkj)dP

olup X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP �
"

M + 1

X
k

jankj
Z
jfkj>c

G(jfkj)dP < "

elde edilir. Yani ffng dizisi A-düzgün integrallenebilirdir. Burada G fonksiyonunun

konveks ve G(t)
t
nin artan olmas¬gerekli de¼gildir.

Kaŗs¬t olarak ffng dizisi A-düzgün integrallenebilir olsun. Her n 2 N için lim
n
gn =1

olacak biçimde negatif olmayan sabitlerin artan bir fgng dizisini alal¬m. Şimdi n 2 N

olmak üzere

g : (0;1)! (0;1) ; s 2 [n� 1; n) için g(s) = gn

olarak tan¬mlans¬n. G fonksiyonu da

G (t) =

tZ
o

g(s)ds ; t > 0; G(0) = 0

şeklinde tan¬mlans¬n. ·Ilk olarak G fonksiyonunun konveks oldu¼gunu gösterelim.

�; � > 0; � + � = 1; t1 < t2 2 (0;1) için g fonksiyonu azalmayan oldu¼gundan

�G(t1) + �G (t2)� (�+ �)G (�t1 + �t2)

= �

t1Z
o

g(s)ds+ �

t2Z
o

g(s)ds� (�+ �)
�t1+�t2Z

o

g(s)ds

= �

t2Z
�t1+�t2

g(s)ds� �
�t1+�t2Z

t1

g(s)ds

� �

t2Z
�t1+�t2

g(�t1 + �t2)ds� �
�t1+�t2Z
t1

g(�t1 + �t2)ds

= 0

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla G fonksiyonu konvekstir. Her bir n � 1 için (n� 1; n)

aral¬¼g¬nda G
0
(t) = g (t) = gn gerçeklenir. Bu durumda

F (t) :=
G (t)

t
22



ile tan¬ml¬F fonksiyonu (0;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve her bir (n� 1; n) aral¬¼g¬nda

türevlenebilir oldu¼gundan; F fonksiyonunun artan oldu¼gunu göstermek için n � 1

için t 2 (n� 1; n] olmak üzere F 0
(t) > 0 oldu¼gunu göstermek yeterlidir. n � 1 ve

t 2 (n� 1; n] sabitlensin.

G (t) =

tZ
o

g(s)ds =

n�1Z
o

g(s)ds+

tZ
n�1

g(s)ds

=

n�1X
i=0

Z
(i�1;i]

gids+

tZ
n�1

g(s)ds

=

n�1X
i=0

gi + (t� n+ 1) gn

eşitli¼gini göz önüne al¬rsak

F (t) =
G (t)

t
=
1

t

 
n�1X
i=0

gi + (t� n+ 1) gn

!
olup

t2F 0 (t) = gn:t�
n�1X
i=0

gi + (t� n+ 1) gn

=
nX
i=1

(gn � gi)

> 0

gerçeklenir. Şimdi F fonksiyonu artan oldu¼gundan t!1 iken F (t)!1 oldu¼gunu

göstermek yerine t 2 (n� 1; n] oldu¼gundan n ! 1 iken F (n) ! 1 oldu¼gunu

göstermek yeterlidir. gi ! 1 oldu¼gundan her M > 0 ve her i > i0 için gi > M

olacak biçimde bir i0 say¬s¬vard¬r. Her M > 0 için

1

n

nX
i=1

gi =
1

n

ioX
i=1

gi +
1

n

nX
i=i0+1

gi

>
1

n
cio +

1

n

nX
i=i0+1

M

=
1

n
cio +

1

n
(n� i0)M

olup

lim inf
n

1

n

nX
i=1

gi > M
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gerçeklenir. Dolay¬s¬yla

lim inf
n

1

n

nX
i=1

gi =1 (4.3)

elde edlir. O halde

lim sup
n

1

n

nX
i=1

gi =1 (4.4)

olup (4.3) ve (4.4) eşitliklerinden

lim
n

1

n

nX
i=1

gi =1

bulunur. Şimdi

sup
n

X
k

jankj
Z
H

G(jfkj)dP <1

olacak biçimde ve lim
n
gn =1 olacak biçimde artan bir fgng dizisinin varl¬¼g¬n¬ispat-

layal¬m. ffng dizisi A-düzgün integrallenebilir oldu¼gundan her bir j 2 N için

sup
n

X
k

jankj
Z

jfkj>nj

jfkjdP < 2�j

koşulunu sa¼glayan pozitif tamsay¬lar¬n j ! 1 için nj ! 1 olacak biçimdeki bir

fnjg dizisini seçebiliriz. Di¼ger yandan her n 2 N için

gn = jfj � 1 : nj < ngj

olacak biçimde fgng dizisini al¬rsak fgng dizisi artand¬r. j ! 1 iken nj ! 1

oldu¼gundan her bir n � 1 için fj 2 N : nj < ng kümesi s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca M � 1

olmak üzere j = 1; 2; :::;M için nj < no olacak biçimde no � 1 tamsay¬s¬vard¬r.

gn azalmayan oldu¼gundan her n � n0 için gn � gno = M d¬r. Yani n ! 1 için

gn !1 gerçeklenir. Ayr¬ca n 2 N, her t 2 (n� 1; n] için

G (t) =

n�1X
i=0

gi + (t� n+ 1) gn

oldu¼gundan her t 2 (n� 1; n] için

G (t) �
n�1X
i=0

gi + (n� n+ 1) gn

=

nX
i=1

gi
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elde edilir. O halde her k 2 N içinZ
H

G(jfkj)dP �
Z
H

 1X
n=1

� (n� 1 < jfkj � n)
nX
i=1

gi

!
dP

=

Z
H

 1X
i=1

gi

 1X
n=i

� (n� 1 < jfkj � n)
!!

dP

=

1X
i=1

gi

Z
H

 1X
n=i

� (n� 1 < jfkj � n)
!
dP

=

1X
i=1

giP (jfkj > i� 1)

bulunur. Buradan her n 2 N için
1X
k=1

jankj
Z
H

G(jfkj)dP �
1X
k=1

jankj
 1X
i=1

giP (jfkj > i� 1)
!

=
1X
k=1

jankj
 1X
i=1

jfj � 1 : nj < igjP (jfkj > i� 1)
!

=

1X
k=1

jankj

0@ 1X
j=1

1X
i=nj

P (jfkj > i)

1A (4.5)

elde edilir. Önerme 4.1.1 ve Tonelli teoremi (4.5) eşitsizli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

1X
k=1

jankj
Z
H

G(jfkj)dP �
1X
k=1

jankj

0B@ 1X
j=1

Z
jfkj�nj

jfkj dP

1CA
=

1X
j=1

0B@ 1X
k=1

jankj
Z

jfkj�nj

jfkj dP

1CA
=

1X
j=1

2�j

< 1

bulunur. Dolay¬s¬yla (i) gerçeklenir.
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4.2 Rasgele De¼gi̧skenlerin A¼g¬rl¬kl¬Toplamlar Dizisinin Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda rasgele de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬kl¬ toplamlar dizisinin yak¬nsakl¬¼g¬ ele al¬-

nacakt¬r.

Teorem 4.2.1 H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir ffng dizisi ba¼g¬m-

s¬z ve her birinin Lebesgue integrali sonlu iseZ
H

 
nY
j=1

fj

!
dP =

nY
j=1

0@Z
H

fjdP

1A
sa¼glan¬r (Chung 2001).

Lemma 4.2.1 ffng dizisi H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir dizisi

olsun. Ayr¬ca bir A = (ank) matrisi

(i) sup
n

P
k

jankj <1

(ii) lim
n
sup
k
jankj = 0

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger ffng dizisi ikili ba¼g¬ms¬z ve düzgün s¬n¬rl¬ise

lim
n

0@Z
H

������
X
k

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A������
2

dP

1A
1
2

= 0

gerçeklenir (Cabrera 1994).

·Ispat. ffng dizisi düzgün s¬n¬rl¬oldu¼gundan her n 2 N ve her s 2 H için

jfn (s)j � N olacak biçimde bir N > 0 say¬s¬vard¬r. O halde her n 2 N içinZ
H

(Sn)
2 dP =

Z
H

0@X
k

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A1A2

dP

=

Z
H

lim
m

0@ mX
k=1

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A1A2

dP

=

Z
H

lim
m

8<:
mX
k=1

(ank)
2

0@fk � Z
H

fkdP

1A2

(4.6)

+

m

2
X

1�k<j

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A anj
0@fj � Z

H

fjdP

1A9=;
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gerçeklenir. Şimdi n say¬s¬n¬sabitleyelim ve her m 2 N için

Em :=

mX
1�k<j

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A anj
0@fj � Z

H

fjdP

1A

olmak üzere
Z
H

lim
m
Em dP = 0 olaca¼g¬n¬gösterelim. A matrisini kabul koşullar¬ndan

ve ffng dizisinin düzgün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan her m ve her s 2 H için

jEm(s)j �
mX

1�k<j

jankjjanjj

������fk (s)�
Z
H

fk (s) dP

������
������fj (s)�

Z
H

fj (s) dP

������
� T

olacak biçimde bir T > 0 say¬s¬vard¬r. Di¼ger yandan

1X
1�k<j

jankjjanjj

������fk �
Z
H

fkdP

������
������fj �

Z
H

fjdP

������ <1
oldu¼gundan lim

m
Em mevcuttur. Bu durumda S¬n¬rl¬Yak¬nsakl¬k Teoremi�nden

Z
H

lim
m
EmdP = lim

m

Z
H

EmdP

= lim
m

Z
H

0@ mX
1�k<j

ankanj

0@fk � Z
H

fkdP

1A0@fj � Z
H

fjdP

1A1A dP
= lim

m

mX
1�k<j

ankanj

Z
H

0@fk � Z
H

fkdP

1A0@fj � Z
H

fjdP

1A dP
=

1X
1�k<j

ankanj

Z
H

8<:fkfj � fk
Z
H

fjdP � fj
Z
H

fkdP

+

0@Z
H

fkdP

Z
H

fjdP

1A dP
9=;

olup Teorem 4.2.1�den Z
H

lim
m
EmdP = 0 (4.7)
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bulunur. (4.7) eşitli¼gi (4.6) eşitsizli¼ginde dikkate al¬n¬rsa

Z
H

(Sn)
2 dP =

Z
H

1X
k=1

(ank)
2

0@fk � Z
H

fkdP

1A2

dP

=
1X
k=1

(ank)
2

Z
H

0@fk � Z
H

fkdP

1A2

dP

�
1X
k=1

(ank)
2

Z
H

0@jfkj+ Z
H

jfkj dP

1A2

dP

olup, ffng dizisinin düzgün s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan ve A matrisinin kabul koşullar¬ndan

lim
n

Z
H

(Sn)
2 dP = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla

lim
n

0@Z
H

(Sn)
2 dP

1A 1
2

= 0

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.

Aşa¼g¬daki önerme rasgele de¼gi̧skenlerin a¼g¬rl¬kl¬ toplamlar dizisinin L1 uzay¬ndaki

yak¬nsakl¬¼g¬n¬veren Teorem 4.2.2�in ispat¬nda kullan¬lacak olup burada ispats¬z ola-

rak verilecektir.

Önerme 4.2.1 ffng dizisi H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir dizisi

ve c > 0 olmak üzere her n 2 N için

Wn := fn�fjfnj�cg

olacak biçimde rasgele de¼gi̧skenlerin bir fWng dizisini tan¬mlayal¬m. E¼ger ffng dizisi

ikili ba¼g¬ms¬z ise fWng dizisi de ikili ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.2.2 ffng dizisi H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir dizisi

olsun. Ayr¬ca bir A = (ank) matrisi

(i) sup
n

P
k

jankj <1
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(ii) lim
n
sup
k
jankj = 0

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger ffng dizisi ikili ba¼g¬ms¬z ve A-düzgün integrallenebilir ise

lim
n

Z
H

������
X
k

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A������ dP = 0
gerçeklenir (Cabrera 1994).

·Ispat. ffng dizisi A-düzgün integrallenebilir oldu¼gundan her " > 0 ve her c > c0

için

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkj dP

1CA <
"

4
(4.8)

olacak biçimde bir c0 > 0 say¬s¬mevcuttur. Di¼ger yandan her n 2 N için

Yn := fn�fjfnj>cg

olacak biçimde rasgele de¼gi̧skenlerin bir fYng dizisini tan¬mlayal¬m. Bu durumdaZ
H

������
X
k

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A������ dP
=

Z
H

������
X
k

ank

0@(Yk +Wk)�
Z
H

(Yk +Wk) dP

1A������ dP
�

Z
H

������
X
k

ank

0@Yk � Z
H

YkdP

1A������ dP +
Z
H

������
X
k

ank

0@Wk �
Z
H

WkdP

1A������ dP (4.9)
gerçeklenir. ffng dizisi ikili ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan Önerme 4.2.1 gere¼gince fWng dizisi

de ikili ba¼g¬ms¬zd¬r. Ayr¬ca her n 2 N ve her s 2 H için jWn (s)j � c oldu¼gundan

fWng dizisi düzgün s¬n¬rl¬d¬r. Lemma 4.2.1�den

lim
n

0@Z
H

������
X
k

ank

0@Wk �
Z
H

WkdP

1A������
2

dP

1A
1
2

= 0

gerçeklenir. Di¼ger yandan P (H) = 1 <1 oldu¼gundan

lim
n

Z
H

������
X
k

ank

0@Wk �
Z
H

WkdP

1A������ dP = 0
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elde edilir. O halde ayn¬" > 0 ve her n � n0 için

Z
H

������
X
k

ank

0@Wk �
Z
H

WkdP

1A������ dP < "

2
(4.10)

olacak biçimde bir n0 say¬s¬vard¬r. Ayr¬ca

Z
H

������
X
k

ank

0@Yk � Z
H

YkdP

1A������ dP �
Z
H

X
k

jankj

������Yk �
Z
H

YkdP

������ dP
=

X
k

jankj
Z
H

������Yk �
Z
H

YkdP

������ dP
� 2

X
k

jankj
Z
H

jYkj dP

= 2
X
k

jankj
Z
jfkj>c

jfkjdP

olup (4:8) eşitsizli¼ginden her n 2 N için

Z
H

������
X
k

ank

0@Yk � Z
H

YkdP

1A������ dP < "

2
(4.11)

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla (4.10) ve (4.11) eşitsizlikleri (4.9)�de dikkate al¬n¬rsa her

n � no için Z
H

������
X
k

ank

0@fk � Z
H

fkdP

1A������ dP � "
elde edilir. Bu da ispat¬tamamlar.

Yukar¬daki teoremin di¼ger şartlar¬n¬biraz daha güçlendirip, rasgele de¼gi̧sken dizilerinin

ikili ba¼g¬ms¬zl¬k koşulu düşürülebilir. Böylece aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.3 ffng dizisi H uzay¬üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin bir dizisi

olsun. Ayr¬ca bir A = (ank) matrisi

(i) r 2 (0; 1) için sup
n

P
k

jankjr <1

(ii) lim
n
sup
k
jankj = 0
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koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger fjfnjrg dizisi Ar�düzgün integrallenebilir ise

lim
n

0@Z
H

�����X
k

ankfk

�����
r

dP

1A 1
r

= 0

gerçeklenir (Cabrera 1994).

·Ispat. fjfnjrg dizisi Ar�düzgün integrallenebilir olsun. Burada Ar matrisi

Ar = (jankjr) şeklinde tan¬mlanan bir toplanabilme matrisidir. O halde her " > 0

ve her c > c0 için

sup
n

0B@X
k

jankjr
Z
jfkj>c

jfkjr dP

1CA <
"

2
(4.12)

olacak biçimde bir c0 > 0 say¬s¬mevcuttur. Di¼ger yandan her k 2 N için rasgele

de¼gi̧skenlerin fWkg ve fYkg dizilerini Teorem 4.2.2�deki gibi tan¬mlayal¬m. M > 0

say¬s¬Teorem 4.1.1�deki gibi al¬nmak üzere

Z
H

�����X
k

ankWk

����� dP �
X
k

jankj
Z
H

jWkj dP

=
X
k

jankj
Z
jfkj�c

jfkjdP

� c
X
k

jankj

� cMsup
k
jankj1�r

olup A matrisinin (ii) koşulundan

lim
n

Z
H

�����X
k

ankWk

����� dP = 0
d¬r. r 2 (0; 1) için Lyaponouv eşitsizli¼ginden; her " > 0 ve her n � n0 için

Z
H

�����X
k

ankWk

�����
r

dP <

0@Z
H

�����X
k

ankWk

�����
1Ar

<
"r

2
(4.13)
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olacak biçimde bir n0 say¬s¬vard¬r. Di¼ger yandanZ
H

�����X
k

ankYk

�����
r

dP �
Z
H

 X
k

jankjr jYkjr
!
dP

=
X
k

jankjr
Z
H

jYkjr dP

=
X
k

jankjr
Z
jfkj>c

jfkjrdP

olup (4:12) eşitsizli¼ginden her n 2 N için

Z
H

�����X
k

ankYk

�����
r

dP <
"r

2
(4.14)

gerçeklenir. (4:13) ve (4:14) eşitsizlikleri kullan¬larak her n � no için

Z
H

�����X
k

ankfk

�����
r

dP =

Z
H

�����X
k

ank (Wk + Yk)

�����
r

dP

<

Z
H

�����X
k

ankWk

�����
r

dP +

Z
H

�����X
k

ankYk

�����
r

dP

< "r

elde edilir. Dolay¬s¬yla 0@Z
H

�����X
k

ankfk

�����
r

dP

1A 1
r

< "

sa¼glan¬r. Bu da ispat¬tamamlar.

Buraya kadar rasgele de¼gi̧skenlerin dizileri için çal¬̧smalara yer verilmi̧stir. �Bu

sonuçlar rasgele vektörlerin dizileri için geçerli mi?� sorusu akla gelebilir. Rasgele

de¼gi̧skenlerin dizisi için verilen Teorem 4.2.2 ayr¬labilir Banach uzay¬n¬n rasgele vek-

törlerin dizileri için geçerli de¼gildir. Bunun için aşa¼g¬daki örnek verilebilir. Ancak

ileriki k¬s¬mda böyle bir geni̧slemenin yeni koşul alt¬nda gerçeklendi¼gi

ispatlanacakt¬r.

32



Örnek 4.2.1 l1 ayr¬labilir Banach uzay¬n¬ele alal¬m. feng, l1 uzay¬n¬n standart

baz¬ve her n 2 N için fn : H ! l1 olmak üzere

fn(s) =

8<: en ; s 2 B

�en ; s 2 C

P (B) = P (C) = 1
2
şeklinde tan¬mlanan rasgele vektörlerin ba¼g¬ms¬z bir ffng dizisini

göz önüne alal¬m. l1 mutlak yak¬nsak seri oluşturan diziler uzay¬x = (xn) 2 l1

olmak üzere kxk =
P
n

jxnj < 1 normu ile bir Banach uzay¬oldu¼gundan her n 2 N

ve h:h:s için

kfn (s)k =
X
j

���(fn)j��� =X
j

���(en)j��� = 1
gerçeklenir. Her n 2 N için

Bfn = enP (B)� enP (C)

= �

olup her c � 1 ve her n 2 N için
Z

kfnk>c

jjfnjjdP = 0 sa¼glan¬r. Burada � Banach

uzay¬n¬n s¬f¬r vektörüdür. Dolay¬s¬yla rasgele vektörlerin fkfnkg dizisi düzgün in-

tegrallenebilirdir. Di¼ger yandan A = (ank)matrisi sup
n

P
k

jankj <1 olacak biçimdeki

toplanabilme matrisi olmak üzere fkfnkg dizisi Teorem 4.1.1�den A-düzgün in-

tegrallenebilirdir. Ancak h:h:s 2 H içinZ
H






X
k

ankfk






 =X
k

jankj

olup
�R
kSnk

	
dizisi s¬f¬ra yak¬nsamak zorunda de¼gildir. Örne¼gin, Cesàro matrisini

göz önüne al¬nd¬¼g¬nda ve her n 2 N içinZ
H

jjSnjjdP =

Z
H

X
k

jankjdP

= 1

gerçeklenir.

Ancak Teorem 4.2.3 ayr¬labilir Banach uzaylar¬na geni̧sletilebilir ve dolay¬s¬yla aşa¼g¬-

daki sonuç elde edilir.
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Teorem 4.2.4 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬olmak üzere ffng dizisi H uza-

y¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir dizisi olsun. Ayr¬ca bir A = (ank)

matrisi

(i) r 2 (0; 1) için sup
n

P
k

jankjr <1

(ii) lim
n
sup
k
jankj = 0

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger fkfnkrg dizisi Ar�düzgün integrallenebilir ise

lim
n

0@Z
H






X
k

ankfk







r

dP

1A 1
r

= 0

gerçeklenir (Cabrera 1994).

4.3 Rasgele Vektör Dizilerinin Kompakt Düzgün ·Integrallenebilirli¼gi

Bu k¬s¬mda rasgele vektörlerin dizisinin s¬k¬l¬k, kompakt düzgün integrallenebilme

ve A-kompakt düzgün integrallenebilme kavramlar¬tan¬t¬lacak ve aralar¬ndaki ili̧ski

ele al¬nacakt¬r.

Tan¬m 4.3.1 (X; k:k) bir Banach uzay¬olmak üzere ffng dizisi H uzay¬ndan X

uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir dizisini göz önüne alal¬m. Her " > 0 için

sup
n

Z
fn =2K

kfnk dP < "

koşulunu sa¼glayan kompakt bir K � X altkümesi varsa ffng dizisine kompakt

düzgün integrallenebilirdir denir (Cabrera 1997).

Ayr¬labilir Banach uzay¬ndaki rasgele vektör dizilerinin kompakt düzgün

integrallenebilme kavram¬, rasgele de¼gi̧skenlerin düzgün integrallenebilme kavram¬n¬n

do¼gal geni̧slemesidir. Banach uzay¬sonlu boyutlu ise bu iki tan¬m birbirine denktir

(Cabrera 1997).

34



Tan¬m 4.3.2 (X; k:k) bir Banach uzay¬olmak üzere ffng dizisi H uzay¬ndan X

uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir dizisi olsun. E¼ger her " > 0 için

sup
n
P (fn =2 K) < "

olacak biçimde kompakt bir K � X altkümesi varsa ffng dizisine X üzerinde �s¬k¬�

bir dizidir denir (Cabrera 1997).

X ayr¬labilir Banach uzay¬oldu¼gunda norm topolojisinin üretti¼gi ��cebir ile aç¬k yu-

varlar¬n üretti¼gi ��cebir çak¬̧s¬kt¬r. Ayr¬ca fonksiyonlar¬n ölçülebilirli¼gini araşt¬rken

� � cebirin elemanlar¬n¬n ön görüntü kümelerinin ölçülebilir oldu¼guna bakmak

yerine � � cebiri üreten ailenin elemanlar¬n¬n ön görüntü kümelerinin ölçülebilir-

li¼gine bakmak yeterlidir. Bu nedenle burada ayr¬labilir Banach uzaylar¬nda çal¬̧smak

kolayl¬k sa¼glayacakt¬r.

Tan¬m 4.3.3 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬olmak üzere ffng dizisi H uza-

y¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬ rasgele vektörlerin bir dizisi olsun. A = (ank) matrisi

sup
n

P
k

jankj <1 olacak biçimde bir toplanabilme matrisi olmak üzere e¼ger her " > 0

için

sup
n

X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP < "

koşulunu sa¼glayan kompakt bir K � X altkümesi varsa ffng dizisine A-kompakt

düzgün integrallenebilirdir denir (Cabrera 1997).

Aşa¼g¬daki teorem ayr¬labilir bir Banach uzay¬nda bir ffng dizisinin A-kompakt

düzgün integrallenebilmesi için yeter koşulu ispatlar.

Teorem 4.3.1 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬ ve A = (ank) matrisi

sup
n

P
k

jankj < 1 olacak biçimde bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger H uzay¬n-

dan X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir ffng dizisi s¬k¬ve H uzay¬üzerinde

tan¬ml¬ rasgele de¼gi̧skenlerin bir fkfnkg dizisi A-düzgün integrallenebilir ise ffng

dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilirdir (Cabrera 1997).
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·Ispat. Kabul edelim ki fkfnkg dizisi A-düzgün integrallenebilir ve ffng dizisi s¬k¬

olsun. O halde her n 2 N için

P (fn =2 K) <
�

M

olacak biçimde X uzay¬n¬n kompakt bir K altkümesi vard¬r. Burada M > 0 say¬s¬

Teorem 4.1.1�deki gibi al¬nm¬̧st¬r. Şimdi her k için Ek = fs : fk(s) =2 Kg al¬rsak

sup
n

 X
k

jankjP (Ek)
!
= sup

n

 X
k

jankjP (fk =2 K)
!
< �

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla Teorem 4.1.3 (ii) gere¼gince her " > 0 için

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP

1CA < "

sa¼glan¬r. Yani ffng dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilirdir.

Önerme 4.3.1 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬olmak üzere H uzay¬ndan X

uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir ffng dizisi kompakt düzgün integrallenebilir

olsun. Bu durumda sup
n

P
k

jankj < 1 koşulunu sa¼glayan her A = (ank) matrisi için

ffng dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilirdir (Cabrera 1997).

·Ispat. M > 0 say¬s¬Teorem 4.1.1�deki gibi al¬nmak üzere ffng dizisi kompakt

düzgün integrallenebilir olsun. Bu durumda her " > 0 için

sup
n

Z
fn =2K

kfnk dP <
"

M

koşulunu sa¼glayan bir K � X kompakt altkümesi vard¬r. Buradan her " > 0 için

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP

1CA � sup
n

0B@X
k

jankj sup
k2N

Z
fk =2K

kfkk dP

1CA < "

olup ffng dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilirdir.

Yukar¬daki önermenin kaŗs¬t¬ do¼gru de¼gildir. Yani A-kompakt düzgün integral-

lenebilir rasgele vektörlerin dizileri kompakt düzgün integrallenebilir de¼gildir. Bunun
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için aşa¼g¬daki örnek verilebilir.

Örnek 4.3.1 l1 ayr¬labilir Banach uzay¬n¬göz önüne alal¬m. feng, l1 uzay¬n¬n stan-

dart baz¬ve her n 2 N için fn : H ! l1 olmak üzere

fn(s) =

8>>><>>>:
nen ; s 2 B

�nen ; s 2 C

� ; s 2 D

P (B) = P (C) = 1
2n
; P (D) = 1� 1

n
şeklinde tan¬mlanan ba¼g¬ms¬z rasgele vektörlerin

bir dizisi olsun. K, l1 uzay¬n¬n herhangi bir kompakt altkümesi olmak üzere, K

kümesi f�nen; n 2 Ng kümesinin en fazla sonlu tane eleman¬n¬içerir. Bu durumda

no < n oldu¼gunda fn(s) =2 K gerçeklenir. O haldeZ
fn =2K

jjfnjjdP =

Z
B

jjnenjjdP +
Z
C

jj � nenjjdP +
Z
D

jj�jjdP

= nP (B) + nP (C)

= 1

olup sup
n

Z
fn =2K

jjfnjjdP = 1 sa¼glan¬r. Bu da bize rasgele vektörlerin ffng dizisinin

kompakt düzgün integrallenebilir olmad¬¼g¬n¬gösterir. Ayr¬ca " > 0 için
1

no
< "

olacak biçimde n0 2 N mevcuttur. Şimdi K kümesi K = f�;�e1;�2e2; :::;�noenog

olsun. K, l1 uzay¬n¬n kompakt altkümesidir ve

P (fn =2 K) =

8<: 0
1

n

;

;

n � no
n > n0

olup sup
n
P (fn =2 K) = sup

n>no

1

n
=
1

no
< " sa¼gland¬¼g¬ndan rasgele vektörlerin ffng dizisi

s¬k¬d¬r. Şimdi A = (ank) matrisi sup
n

P
k

k jankj <1 olacak biçimde bir toplanabilme

matrisi olsun. Bu durumda c > no içinX
k

jankj
Z

jjfkjj>c

jjfkjjdP �
X
k

jankj
Z

jjfkjj>no

jjfkjjdP

=
X
k

jankj
Z
fk =2K

jjfkjjdP
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elde edilir. Ayr¬ca l1 uzay¬n¬n tan¬m¬ndan her n 2 N ve s 2 H için jjfk(s)jj � k olupX
k

jankj
Z

jjfkjj>c

jjfkjjdP �
X
k

kjankjP (fk =2 K)

< "
X

k
k

jankj

elde edilir. Dolay¬s¬yla fkfnkg dizisi A-düzgün integrallenebilirdir. O halde Teorem

4.3.1�den ffng dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilirdir.

4.4 A-kompakt Düzgün ·Integrallenebilir Rasgele Vektör Dizilerinin

L1-A¼g¬rl¬kl¬Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda ayr¬labilir Banach uzay¬nda de¼ger alan rasgele vektörlerin a¼g¬rl¬kl¬toplam-

lar dizisinin L1 uzay¬ndaki yak¬nsakl¬¼g¬n¬inceleyece¼giz.

Şimdi kullanaca¼g¬m¬z iki operatörden bahsedelim. Bunun için ilk olarak aşa¼g¬daki

tan¬mlar¬hat¬rlatal¬m.

Tan¬m 4.4.1 (X; k:k) bir Banach uzay¬ve b = fbng bu uzayda bir dizi olsun. Her

bir x 2 X için

x =
X
n

tnbn

olacak biçimdeki skalerlerin bir tek ftng dizisi varsa b dizisine X uzay¬ için bir

Schauder baz¬d¬r denir (Wilansky 1964).

Tan¬m 4.4.2 (X; k:k) bir Banach uzay¬ve b = fbng dizisi X uzay¬n¬n bir Schauder

baz¬olsun. Her n 2 N için

gn : X ! K; gn (x) = tn

şeklinde tan¬mlanan sürekli lineer fonksiyonellerin bir fgng dizisi b baz¬için koordi-

nat fonksiyonelleri olarak adland¬r¬l¬r. Burada ftng dizisi Tan¬m 4.4.1�deki skalerlerin

dizisidir (Wilansky 1964).
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(X; k:k) bir Banach uzay¬olmak üzere, Un : X ! X; k¬smi toplam operatörü

Un (x) =

nX
k=1

gk(x)bk =
nX
k=1

tkbk

şeklinde ve Qn : X ! X; rezidüel (kalan) operatörü

Qn (x) = x� Un (x)

şeklinde tan¬mlan¬r. fUng ve fQng dizileri her x 2 X için

lim
n!1

Un (x) = x ve lim
n!1

Qn (x) = �

koşulunu sa¼glayan sürekli, lineer operatörlerin iki dizisidir (Cabrera 1997). Ayr¬ca

her n 2 N için

kUnk � C

olacak biçimde C > 0 baz sabiti vard¬r (Wilansky 1964). Dolay¬s¬yla

kUnk = sup
x 6=�

kUn(x)k
kxk

oldu¼gundan

kUn(x)k � C kxk

eşitsizli¼gi her x 2 X için gerçeklenir.

Önerme 4.4.1 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬ve K � X kompakt altkümesi

olsun. Her " > 0 için n � n0 ve x 2 K oldu¼gunda

kQn(x)k < "

olacak biçimde n0 2 N say¬s¬mevcuttur (Wei ve Taylor 1978).

K¬s¬m 4.2�de ayr¬labilir Banach uzay¬nda de¼ger alan rasgele vektörlerin dizisi için

Teorem 4.2.2�nin sa¼glanmad¬¼g¬n¬göstermi̧stik. Ancak Teorem 4.4.1�de A-kompakt

düzgün integrallenebilen rasgele vektörlerin dizisi için benzer bir geni̧slemenin müm-

kün oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. Bunun için ilk olarak verece¼gimiz teoremin ispat¬nda

kullanaca¼g¬m¬z aşa¼g¬daki lemmalar¬ve önermeleri verelim.
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Lemma 4.4.1 (X; k:k) Schauder baz¬na sahip bir Banach uzay¬ve A = (ank)matrisi

sup
n

P
k

jankj <1 olacak biçimde bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger, H uzay¬ndan

X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir ffng dizisi A-kompakt düzgün integral-

lenebilir ise

lim
t!1

sup
n

0@X
k

jankj
Z
H

kQt (fk �Bfk)k dP

1A = 0

gerçeklenir (Cabrera 1997).

·Ispat. X uzay¬n¬n Schauder baz¬n¬n baz sabiti C olsun. ffng dizisi A-kompakt

düzgün integrallenebilir oldu¼gundan her " > 0 için

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP

1CA <
"

4(C + 1)
(4.15)

olacak biçimde bir K � X kompakt altküme mevcuttur. Di¼ger yandan her k 2 N

için

Wk := fk�ffk2Kg ve Yk := fk�ffk =2Kg

olacak biçimde rasgele vektörlerin fWkg ve fYkg dizilerinin tan¬mlayal¬m. Burada

fk(s) 2 K için Wk(s) 2 K oldu¼gundan Önerme 4.4.1�den her " > 0 için t � t0 için

kQt(Wk(s))k <
"

4M
(4.16)

olacak biçimde bir t0 2 N say¬s¬mevcuttur. Yine M > 0 say¬s¬Teorem 4.1.1�deki

gibi al¬nm¬̧st¬r. Şimdi her k 2 N ve her t 2 N için

I1 :=

Z
H

kQt (Wk �BWk)k dP =
Z
H

kQt (Wk)�Qt (BWk)k dP

yaz¬labilir. Ayr¬ca her t 2 N için Qt : X ! X sürekli lineer operatör olup

Qt (BWk) = BQt(Wk) sa¼gland¬¼g¬ndan

I1 =

Z
H

kQt(Wk)�BQt(Wk)k dP

yazabiliriz. kBWkk �
Z
kWkk dP oldu¼gundan

I1 �
Z
H

kQt(Wk)k dP +
Z
H

jjQt(Wk)jjdP
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olup, (4.16) eşitsizli¼ginden

I1 =

Z
H

kQtWk �BWkk <
"

2M

bulunur ve böylece

X
k

jankj
Z
H

kQt (Wk �BWk)k dP <
X
k

jankj
Z
H

"

2M
dP <

"

2
(4.17)

elde edilir. Di¼ger yandan

I2 :=

Z
H

kQt (Yk �BYk)k dP

=

Z
H

kYk �BYk � Ut (Yk �BYk)k dP

�
Z
H

jjYkjjdP +
Z
H

jjYkjjdP +
Z
H

kUt (Yk �BYk)k dP

olup kUn(x)k � C kxk oldu¼gundan

I2 � 2:

Z
H

jjYkjjdP +
Z
H

C kYk �BYkk dP

� 2(C + 1):

Z
H

jjYkjjdP

= 2(C + 1)

Z
fk =2K

kfkk dP

elde edilir. Böylece,

X
k

jankj
Z
H

kQt (Yk �BYk)k dP � 2(C + 1)
X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP

olup (4.15) eşitsizli¼ginden

X
k

jankj
Z
H

kQt (Yk �BYk)k dP <
"

2
(4.18)

elde edilir. Dolay¬s¬yla her t � t0 için (4:17) ve (4:18) eşitsizliklerinden

sup
n

X
k

jankj
Z
H

kQt (fk �Bfk)k dP < "
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olup ffng dizisi için

lim
t!1

sup
n

X
k

jankj
Z
H

kQt (fk �Bfk)k dP = 0

gerçeklenir.

Lemma 4.4.2 (X; k:k) Schauder baz¬na sahip bir Banach uzay¬ve A = (ank)matrisi

sup
n

P
k

jankj <1 olacak biçimde bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger H uzay¬ndan

X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir ffng dizisi A-kompakt düzgün integral-

lenebilir ise

lim
t!1

sup
n

0@X
k

jankj
Z
H

kQt(fk)k dP

1A = 0

gerçeklenir (Cabrera 1997).

Lemma 4.4.2 bir önceki lemmaya benzer şekilde ispatlanabilir.

Önerme 4.4.2 (X; k:k) bir Banach uzay¬ve ffng dizisi H uzay¬ndan X uzay¬na

tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir dizisi olsun. Kompakt bir K � X altkümesi ve her

n 2 N için

Wn = fn�ffn2Kg

olacak biçimde rasgele vektörlerin bir fWng dizisini tan¬mlayal¬m. E¼ger ffng dizisi

ikili ba¼g¬ms¬z ise rasgele vektörlerin fWn �BWng dizisi de ikili ba¼g¬ms¬zd¬r.

Önerme 4.4.3 (X; k:k) bir Banach uzay¬ olmak üzere H uzay¬ndan X uzay¬na

tan¬ml¬ rasgele vektörlerin bir ffng dizisi ikili ba¼g¬ms¬z ve fgng dizisi H uzay¬

üzerinde tan¬ml¬rasgele de¼gi̧skenlerin sonlu bir dizisi ise fgn (fn)g dizisi ikili ba¼g¬m-

s¬zd¬r (Chung 2001).

Önerme 4.4.4 (X; k:k) bir Banach uzay¬olsun. f; H uzay¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬

rasgele vektör ve g, X uzay¬ndan R uzay¬na tan¬ml¬sürekli lineer fonksiyonel ise

fg (f �Bf)g rasgele de¼gi̧skeni s¬f¬r ortalamaya sahiptir. Yani Lebesgue integrali

s¬f¬rd¬r.
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Teorem 4.4.1 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬olmak üzere ffng dizisi H uza-

y¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin bir dizisi olsun. Ayr¬ca bir A = (ank)

matrisi

(i) sup
n

P
k

jankj <1

(ii) lim
n
sup
k
jankj = 0

koşullar¬n¬sa¼glas¬n. E¼ger ffng dizisi ikili ba¼g¬ms¬z ve A-kompakt düzgün integral-

lenebilir ise

lim
n

Z
H






X
k

ank (fk �Bfk)





 dP = 0

gerçeklenir (Cabrera 1997).

·Ispat. ffng dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilir oldu¼gundan her " > 0 için

sup
n

0B@X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP

1CA < "

olacak biçimde bir K � X kompakt altkümesi mevcuttur. K kümesinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n-

dan sup
k
sup
s2H

kfk(s)k � N olacak biçimde bir N > 0 say¬s¬vard¬r. O halde her n 2 N

içinZ
H






X
k

ank (fk �Bfk)





 dP �

X
k

jankj
Z
H

kfk �Bfkk dP

�
X
k

jankj
Z
H

(kfkk+ kBfkk) dP

� 2
X
k

jankj
Z
H

kfkk dP

= 2
X
k

jankj
Z
fk2K

kfkk dP + 2
X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP

< 2MN + 2"

< 1

sa¼glan¬r. Yani Sn 2 L1 dir. Burada M > 0 say¬s¬Teorem 4.1.1�deki gibi al¬nm¬̧st¬r.

Di¼ger yandan X ayr¬labilir Banach uzay¬, Schauder baz¬na sahip C [0; 1] Banach

uzay¬içine izometrik olarak izomor�k yap¬labilece¼ginden; genelli¼gi bozmaks¬z¬n, X

uzay¬n¬n fbng Schauder baz¬na sahip oldu¼gunu varsayabiliriz (Marti 1969). Şimdi
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fbng Schauder baz¬n¬n baz sabitine C diyelim. Her bir sabitlenmi̧s t 2 N ve her

n 2 N için

Z
H






X
k

ank (fk �Bfk)





 dP

=

Z
H






Qt
 X

k

ank (fk �Bfk)
!
+ Ut

 X
k

ank (fk �Bfk)
!




 dP

�
Z
H






Qt
 X

k

ank (fk �Bfk)
!




 dP (4.19)

+

Z
H







tX
i=1

gi

 X
k

ank (fk �Bfk)
!
bi






 dP
yazabiliriz. Lemma 4.4.1�den her t � to, her n 2 N ve her " > 0 için

Z
H






Qt
 X

k

ank (fk �Bfk)
!




 dP (4.20)

=

Z
H






Qt
 
lim
m

mX
k=1

ank (fk �Bfk)
!




 dP

�
Z
H

 1X
k=1

jankj kQt (fk �Bfk)k
!
dP

=
1X
k=1

jankj
Z
H

kQt (fk �Bfk)k dP

<
"

4

olacak biçimde bir t0 say¬s¬mevcuttur. Sabit t 2 N ve r > maks
1�i�t

kgik kbik seçelim.

ffng dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilir oldu¼gundan key� " > 0 için

sup
n

X
k

jankj
Z
fk =2K

kfkk dP <
"

4rt
(4.21)

koşulunu sa¼glayan K � X kompakt altkümesi mevcuttur. Her n 2 N için rasgele

vektörlerin fWng ve fYng dizileri Lemma 4.4.1�deki gibi tan¬mlayal¬m. Her i; n 2 N
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için Z
H







tX
i=1

gi

 X
k

ank (fk �Bfk)
!
bi






 dP
�

tX
i=1

Z
H

�����gi
 X

k

ank (fk �Bfk)
!����� kbik dP

�
tX
i=1

8<:
Z
H

�����gi
 X

k

ank (Wk �BWk)

!����� dP (4.22)

+

Z
H

�����gi
 X

k

ank (Yk �BYk)
!����� dP

9=; kbik
elde ederiz. Di¼ger yandan her i; n 2 N içinZ

H

�����gi
 X

k

ank (Wk �BWk)

!����� dP kbik
�

0@Z
H

 
gi

 X
k

ank (Wk �BWk)

!!2
dP

1A 1
2

:

0@Z
H

12dP

1A 1
2

kbik

=

0B@Z
H

lim
m

0B@ mX
k=1

ank gi (Wk �BWk)

1CA
2

dP

1CA
1
2

kbik

=

8<:
Z
H

lim
m

 
mX
k=1

a2nk (gi (Wk �BWk))
2

+

m

2
X

1�k<j

ankgi (Wk �BWk) anjgi (Wj �BWj)

!) 1
2

kbik (4.23)

gerçeklenir. Şimdi n say¬s¬n¬sabitleyelim ve her m 2 N için

Em :=
mX

1�k<j

ankgi (Wk �BWk) anjgi (Wj �BWj)

olmak üzere
Z
H

lim
m
Em dP = 0 olaca¼g¬n¬gösterelim. Her m ve her s 2 H için

jEm(s)j �
mX

1�k<j

jankjjanjj jgi (Wk �BWk)j jgi (Wj �BWj)j

� T
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olacak biçimde bir T > 0 say¬s¬vard¬r. Di¼ger yandan
1X

1�k<j

jankjjanjj jgi (Wk �BWk)j jgi (Wj �BWj)j <1

oldu¼gundan lim
m
Em mevcuttur. Bu durumda S¬n¬rl¬Yak¬nsakl¬k Teoremi�ndenZ

H

lim
m
EmdP = lim

m

Z
H

EmdP

= lim
m

Z
H

 
mX

1�k<j

ankanjgi (Wk �BWk) gi (Wj �BWj)

!
dP

= lim
m

mX
1�k<j

ankanj

Z
H

(gi (Wk �BWk) gi (Wj �BWj)) dP

elde edilir. Ayr¬ca Önerme 4.4.2 ve Önerme 4.4.3�den

gi (Wk �BWk) ve gi (Wj �BWj)

rasgele de¼gi̧sken dizileri ikili ba¼g¬ms¬zd¬r ve Lebesgue integralleri sonlu oldu¼gundan

Teorem 4.2.1�denZ
H

lim
m
AmdP =

1X
1�k<j

ankanj

0@Z
H

gi (Wk �BWk) dP

1A0@Z
H

gi (Wj �BWj) dP

1A
gerçeklenir. Önerme 4.4.4�den Z

H

lim
m
EmdP = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla (4.23) eşitsizli¼gindenZ
H

�����gi
 X

k

ank (Wk �BWk)

!����� dP kbik
�

0@Z
H

 1X
k=1

jankj2 (gi (Wk �BWk))
2

!
dP

1A 1
2

kbik

� r

0@ 1X
k=1

jankj2
Z
H

kWk �BWkk2 dP

1A 1
2

� L

 �
(sup
k

jankj
� 1X
k=1

jankj
! 1

2

! 0; (n!1)
46



gerçeklenir. Bu nedenle " > 0 için n � n0 ve 1 � i � t oldu¼gundaZ
H

�����gi
 X

k

ank (Wk �BWk)

!����� dP kbik < "

4t
(4.24)

olacak biçimde bir no 2 N mevcuttur. Di¼ger yandanZ
H

�����gi
 X

k

ank (Yk �BYk)
!����� dP kbik

�
Z
H

 X
k

jankj jgi (Yk �BYk)j
!
dP kbik

�

0@X
k

jankj
Z
H

jjgijj kYk �BYkk dP

1A kbik
� 2r

X
k

jankj
Z
H

jjYkjjdP

= 2r
X
k

jankj
Z
fk =2K

jjfkjjdP

olup (4:24) eşitsizli¼gindenZ
H

�����gi
 X

k

ank (Yk �BYk)
!����� dP kbik < 2r: "4rt (4.25)

elde edilir. Sonuç olarak (4:20); (4:24) ve (4:25) eşitsizlikleri (4:19)�de dikkate al¬n¬rsa

her n � n0 için Z
H






X
k

ank (fk �Bfk)





 dP < t: "4t + 2rt "4rt + "4 = "

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.
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5. RASGELE VEKTÖR D·IZ·ILER·IN·IN KOMPAKT DÜZGÜN

BOCHNER ·INTEGRALLENEB·IL·IRL·I¼G·I

Bu bölümde bir Banach uzay¬nda de¼ger alan rasgele vektörlerin dizisi için Bochner

integrali yard¬m¬yla Bochner A-istatistiksel yak¬nsakl¬k ve Bochner A-kuvvetli

toplanabilme kavramlar¬tan¬mlanacak ve aralar¬ndaki ili̧ski ele al¬nacakt¬r. Ayr¬ca

bu diziler için A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilme kavram¬ verilip, bu

iki yeni kavram ile olan ili̧skisi araşt¬r¬lacakt¬r. Bu bölüm boyunca yine (H;�; P )

olas¬l¬k uzay¬yla çal¬̧smaya devam edilecektir.

5.1 Bochner A-kuvvetli Toplanabilme

Bu k¬s¬mda A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilme tan¬mlanacak ve düzgün

integrallanebilme ile aras¬ndaki ili̧ski incelenecektir. Ayr¬ca Bochner A-istatistiksel

yak¬nsakl¬k ve Bochner A-kuvvetli toplanabilme kavramlar¬ tan¬mlan¬p, üçüncü

bölümde verdi¼gimiz klasik anlamdaki A-istatistiksel yak¬nsakl¬k ve A-kuvvetli

toplanabilme aras¬ndaki ili̧skiye yer verilecektir.

Lebesgue integrali yerine Bochner integrali kullan¬larak A-kompakt düzgün integral-

lenebilmenin daha genel tan¬m¬aşa¼g¬daki biçimde verilebilir.

Tan¬m 5.1.1 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬, F = ffng dizisi H uzay¬ndan X

uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi ve A = (ank)

bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger her " > 0 için

sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk =2Kg

 < "

olacak biçimde kompakt bir K � X altkümesi varsa F dizisine A-kompakt düzgün

Bochner integrallenebilirdir denir.

f rasgele vektörü Bochner integrallenebilir olmak üzere

kBfk �
Z
kfk
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oldu¼gundan F dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilir oldu¼gunda A-kompakt

düzgün Bochner integrallenebilirdir. Ancak bu durumun kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬na

ili̧skin aşa¼g¬daki örne¼gi verebiliriz.

Örnek 5.1.1 l1 ayr¬labilir Banach uzay¬n¬ göz önüne alal¬m. fekg ; l1 uzay¬n¬n

standart baz¬ve her k 2 N için Bk\Dk = �; P (Bk) = P (Dk) =
1
2k
olacak biçimdeki

Bk; Dk 2 � için fk : H ! l1 olmak üzere

fk(s) =

8>>><>>>:
kek

�kek
�

;

;

;

s 2 Bk
s 2 Dk

d:d

ile tan¬mlanan rasgele vektörlerin bir ffkg dizisini ve l1 uzay¬n¬n key�birK kompakt

altkümesini ele alal¬m. O halde her k � N için �kek =2 K olacak biçimde N 2 N

vard¬r. Dolay¬s¬yla her n � N için

nX
k=1

cnk

Z
fk =2K

kfkk dP � 1

n

nX
k=N

Z
fk =2K

kfkk dP

=
1

n

nX
k=N

Z
H

kfkk dP

=
1

n

nX
k=N

1

=
n�N + 1

n

olup

sup
n

nX
k=1

cnk

Z
fk =2K

kfkk dP � sup
n>N

nX
k=1

cnk

Z
fk =2K

kfkk dP = 1

gerçeklenir. Burada C1 = (cnk) Cesàro matrisidir. Di¼ger yandan K = � kompakt

kümesini göz önüne alal¬m. Her k için fk basit fonksiyonlar¬n¬n Bochner integrali

tan¬m¬ndan

Bfk =
1

2k
kek �

1

2k
kek = �
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olup, buradan

sup
n

nX
k=1

cnk


Bfk�ffk =2Kg

 = sup

n

1

n

nX
k=1

kBfkk

= sup
n

1

n

nX
k=1

k�k

= 0

bulunur. Sonuç olarak ffkg dizisi C1-kompakt düzgün Bochner integrallenebilirken,

C1-kompakt düzgün integrallenebilir de¼gildir.

Şimdi rasgele vektör dizileri için Bochner A-kuvvetli toplanabilme ve Bochner

A-istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬n¬verelim. Burada X Banach uzay¬n¬ayr¬la-

bilir almaya devam edece¼giz.

Tan¬m 5.1.2 F = ffng dizisi H uzay¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin

Bochner integrallenebilir bir dizisi, f Bochner integrallenebilir bir rasgele vektör ve

A = (ank) negatif olmayan, regüler bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger fBfng

vektörlerin dizisi Bf vektörüne norm topolojisinde A-istatistiksel yak¬nsak ise; yani

her " > 0 için

lim
n

X
ank

k:kB(fk�f)k>"

= 0

gerçekleniyorsa F dizisi f rasgele vektörüne BochnerA-istatistiksel yak¬nsakt¬r denir.

Tan¬m 5.1.3 F = ffng dizisi H uzay¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin

Bochner integrallenebilir bir dizisi, f Bochner integrallenebilir bir rasgele vektör

ve A = (ank) bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger fBfng vektörlerin dizisi Bf

vektörüne A-kuvvetli toplanabilir ise; yani

lim
n

X
k

jankj kB (fk � f)k = 0

oluyorsa F dizisi f rasgele vektörüne Bochner A-kuvvetli toplanabilirdir denir.

Elbette, Teorem 3.3.1�i kullan¬larak Tan¬m 5.1.2 ve Tan¬m 5.1.3�de verilen kavramlar

aras¬ndaki ili̧skiyi elde etmek kolayd¬r. Ancak Tan¬m 5.1.1�de tan¬mlanan düzgün
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integrallenebilmenin geni̧slemesi yard¬m¬yla bu kavramlar aras¬ndaki do¼gal ili̧ski elde

edilebilir. Bu amaç için aşa¼g¬daki tan¬m verilmelidir.

Tan¬m 5.1.4 F = ffng dizisi H uzay¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬rasgele vektörlerin

Bochner integrallenebilir bir dizisi, f rasgele vektörü Bochner integrallenebilir ve

A = (ank) bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

lim
n

X
k

jankj
Z
H

k(fk � f)k dP = 0

oluyorsa F dizisi f rasgele vektörüne Lebesgue A-kuvvetli toplanabilirdir denir.

Her Bochner integrallenebilir g rasgele vektörü için

kBgk �
Z
kgk

oldu¼gundan F dizisi LebesgueA-kuvvetli toplanabilir oldu¼gunda BochnerA-kuvvetli

toplanabilirdir.

Şimdi bu yeni kavramlar ile bu kavramlar¬n klasik versiyonlar¬ aras¬ndaki ili̧skiyi

inceleyen iki örnekten bahsedelim.

Örnek 5.1.2 x = (xk) reel terimli bir dizi, L bir reel say¬olsun. J = [0; 1] ; B(J);

J aral¬¼g¬n¬n Borel � � cebiri, her n 2 N için fn : (J;B(J); �)! (R; j:j) olmak üzere

fn(s) = xn ile ffng dizisi ve f : (J;B(J); �)! (R; j:j) olmak üzere f(s) = L şeklinde

f fonksiyonu tan¬mlans¬n. Bu durumda

kB (fn � f)k =
Z
J

kfn � fk d� = jxn � Lj

eşitli¼ginden rasgele de¼gi̧skenlerin Lebesgue integrallenebilir özel bir dizisi için s¬ras¬yla

klasik versiyondaki A-istatistiksel yak¬nsakl¬k ve A-kuvvetli toplanabilme kavram-

lar¬n¬n Bochner A-istatistiksel yak¬nsakl¬k ve Bochner (veya Lebesgue denkli¼gi )

A-kuvvetli toplanabilmeye denk oldu¼gu görülür.
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Örnek 5.1.3 A = (ank) bir toplanabilme matrisi ve x; A-düzgün integrallenebilir

reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda her " > 0 için c � L oldu¼gunda

sup
n

X
k:jxkj>c

jxkj jankj < "

koşulunu gerçekleyen bir L > 0 say¬s¬vard¬r. Şimdi K = K(") = [�L;L] kompakt

kümesini ve Örnek 5.1.2�de tan¬mlanan (fn) rasgele de¼gi̧skenlerin dizisini ele alal¬m.

Bu durumda her " > 0 için

sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk =2Kg

 = sup

n

X
k:jxkj>L

jankj

������
Z
J

xkd�

������
= sup

n

X
k:jxkj>L

jankj jxkj� (J)

= sup
n

X
k:jxkj>L

jankj jxkj

< "

olup, rasgele de¼gi̧skenlerin Lebesgue integrallenebilir özel bir dizisi için A-düzgün

integrallenebilme, A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilmeye denkttir.

5.2 A-kompakt Düzgün Bochner ·Integrallenebilme

Bu k¬s¬mda A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilmeyi kullanarak, Bochner

A-kuvvetli toplanabilme ve Bochner A-istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬aras¬n-

daki ili̧skiyi ele alaca¼g¬z.

Ayr¬labilir Banach uzaylar¬ için verilen aşa¼g¬daki teorem Teorem 3.3.1� in bir

benzeridir.

Teorem 5.2.1 (X; k:k) ayr¬labilir Banach uzay¬ve F = ffng, H uzay¬ndan X uza-

y¬na tan¬ml¬ rasgele vektörlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi olsun.

A = (ank) negatif olmayan, regüler bir toplanabilme matrisi ve her s 2 H için

f (s) = � olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler gerçeklenir.

(i) F dizisi f rasgele vektörüne Bochner A-istatistiksel yak¬nsak ve A-kompakt
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düzgün Bochner integrallenebilir ise yine f rasgele vektörüne Bochner A-kuvvetli

toplanabilirdir.

(ii) F dizisi f rasgele vektörüne Bochner A-kuvvetli toplanabilir ise yine f rasgele

vektörüne Bochner A-istatistiksel yak¬nsakt¬r.

·Ispat. i) Kabul edelim ki F dizisi f = � rasgele vektörüne Bochner A-istatistiksel

yak¬nsak ve A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilir olsun. Bu durumda her

" > 0 için

lim
n

X
ank

k:kB(fk)k> "
2

= 0 (5.1)

ve

sup
n

X
k

ank


Bfk�ffk =2Kg

 < "

2
(5.2)

olacak biçimde bir K � X kompakt altkümesi vard¬r. Di¼ger yandan her " > 0 için

X
k

kBfkk ank =
X

k:kBfkk> "
2

kBfkk ank +
X

k:kBfkk� "
2

kBfkk ank

�
X
k



Bfk�ffk =2Kg

 ank
+

X
k:kBfkk> "

2



Bfk�ffk2Kg

 ank + "2 (5.3)

elde edilir. K kompakt küme oldu¼gundan her x 2 K için kxk � M olacak biçimde

M > 0 say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla her k için



Bfk�ffk2Kg

 �
Z

fs:fk(s)2Kg

kfk(s)k dP (s)

� M

Z
H

dP (s)

= M (5.4)

gerçeklenir. Şimdi (5:3) ve (5:4) eşitsizliklerinden her " > 0 için

lim sup
n

X
k

kBfkk ank � sup
n

X
k



Bfk�ffk =2Kg

 ank
+M lim sup

n

X
k:kBfkk> "

2

ank +
"

2
(5.5)
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yaz¬labilir. Di¼ger yandan (5:1) ve (5:2) eşitsizlikleri (5:5) dikkate al¬n¬rsa her " > 0

için

lim sup
n

X
k

kBfkk ank � "

gerçeklenir. Bu da bize F dizisinin f rasgele vektörüne Bochner A-kuvvetli topla-

nabilir oldu¼gunu ispatlar.

ii) Kabul edelim ki F dizisi f rasgele vektörüne Bochner A-kuvvetli toplanabilir

olsun. O halde her " > 0 içinX
k

kBfkk ank �
X

k:kBfkk>"

kBfkk ank

> "
X

k:kBfkk>"

ank

elde edilir. Dolay¬s¬yla

0 �
X

k:kBfkk>"

kBfkk ank �
1

"

X
k

kBfkk ank

gerçeklenir. Sonuç olarak F dizisi f rasgele vektörüne Bochner A-istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

Aşa¼g¬daki teorem ayr¬labilir Banach uzaylar¬nda de¼ger alan rasgele vektörlerin

dizilerinin A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilir olmas¬ için gerek koşulu

verir.

Teorem 5.2.2 (X; k:k) ayr¬labilir bir Banach uzay¬ve F = ffkg ; H uzay¬ndan X

uzay¬na tan¬ml¬ rasgele vektörlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi olsun.

A = (ank) negatif olmayan, regüler bir toplanabilme matrisi ve her s 2 H için

f (s) = � olmak üzere kabul edelim ki her n için fn (H) kümesi kompakt olsun. E¼ger

F dizisi f rasgele vektörüne Lebesgue A-kuvvetli toplanabilir ise yine f rasgele vek-

törüne Bochner A�istatistiksel yak¬nsakt¬r ve F dizisi A-kompakt düzgün Bochner

integrallenebilirdir.

·Ispat. Kabul edelim ki F dizisi f = � rasgele vektörüne Lebesgue A-kuvvetli

toplanabilir olsun. Bu durumda F dizisi f rasgele fonksiyonuna Bochner A-kuvvetli
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toplanabilirdir ve Teorem 5.2.1�in (ii) gere¼gince F dizisi Bochner A-istatistiksel

yak¬nsakt¬r. Di¼ger yandan her n > N içinX
k

ank

Z
H

kfkk dP <
"

2
(5.6)

olacak biçimde bir N > 0 say¬s¬vard¬r. n = 1; 2; :::; N içinX
k

ank

Z
H

kfkk dP <1

oldu¼gundan n = 1; 2; :::; N içinX
k>M

ank

Z
H

kfkk dP <
"

2
(5.7)

olacak biçimde birM > 0 say¬s¬vard¬r. Şimdi X uzay¬n¬n K =
S
k�M

fk (H) kompakt

altkümesini ele alal¬m. O halde k = 1; 2; :::;M için

fs : fk (s) =2 Kg = �

gerçeklenir. Böylece n = 1; 2; :::; N içinX
k



Bfk�ffk =2Kg

 ank =
X
k>M



Bfk�ffk =2Kg

 ank
�

X
k>M

ank

Z
fk =2K

kfkk dP

�
X
k>M

ank

Z
H

kfkk dP (5.8)

elde edilir. Ayr¬ca (5:6) gere¼gince

sup
n>N

X
k



Bfk�ffk =2Kg

 ank � sup
n>N

X
k

ank

Z
fk =2K

kfkk dP

� sup
n>N

X
k

ank

Z
H

kfkk dP

<
"

2
(5.9)

bulunur. (5:7) ; (5:8) ve (5:9) uyar¬nca

sup
n

X
k



Bfk�ffk =2Kg

 ank < "
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gerçeklenir. Yani F dizisi A-kompakt Bochner düzgün integrallenebilirdir.

Örnek 5.1.2, Örnek 5.1.3 ve Teorem 5.2.1�den aşa¼g¬daki sonuç elde edilir. Bu sonuç

asl¬nda üçüncü bölümde reel terimli diziler için verdi¼gimiz Teorem 3.3.1 kendisidir.

Sonuç 5.2.1 x = (xk) reel terimli bir dizi, A = (ank) negatif olmayan, regüler

bir toplanabilme matrisi olsun. Bu durumda x dizisinin L say¬s¬na A-kuvvetli

toplanabilir olmas¬ için gerek ve yeter koşul A-düzgün integrallenebilir ve yine L

say¬s¬na A-istatistiksel yak¬nsak olmas¬d¬r.

Aşa¼g¬daki önermeler s¬ras¬yla ayr¬labilir Banach örgüleri (lattice) üzerinde de¼ger alan

pozitif rasgele vektörlerin dizilerinin A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilmesi

için yeter koşulu ve sonlu boyutlu ayr¬labilir Banach uzaylar¬nda de¼ger alan ras-

gele vektörlerin dizilerinin A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilmesi için gerek

koşulu verir. Bu koşullar, dördüncü bölümde bahsetti¼gimiz gibi düzgün integral-

lenebilme karakterizasyonun şartlar¬na benzer olarak verilecektir.

Bu önermeyi vermeden önce, Banach örgülerinde vektör integralinin baz¬basit özel-

liklerini hat¬rlayal¬m.

(X; k:k) bir Banach örgüsü X+; X uzay¬n¬n pozitif konisi olmak üzere f , H uza-

y¬ndan X+ konisine tan¬ml¬ rasgele vektörü Bochner integrallenebilir olsun. Her

E1 � E2 2 � için

f�E2 � f�E1 � 0

yazabiliriz. Bochner integrali pozitif oldu¼gundan (Aliprantis ve Burkinshaw 1990)

ve örgü normundan 

Bf�E2

 � 

Bf�E1

 (5.10)

oldu¼gu kolayl¬kla görülür.
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Önerme 5.2.1 (X; k:k) bir Banach örgüsü F = ffng ; H uzay¬ndan X+ konisine

tan¬ml¬rasgele vektörlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi ve A = (ank) regüler

bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger F dizisi A-kompakt düzgün Bochner integral-

lenebilir ise

(i) sup
n

X
k

jankj kBfkk <1

(ii) Her " > 0 için, Ak 2 � ve

sup
n

X
k

jankjP (Ak) < � (5.11)

oldu¼gunda

sup
n

X
k

jankj


Bfk�Ak

 < "

olacak biçimde bir � > 0 mevcuttur.

·Ispat. Kabul edelim ki F dizisi A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilir olsun.

O halde her " > 0 için

sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk =2Kg

 < "=2 (5.12)

olacak biçimde bir K � X kompakt altkümesi vard¬r. K kümesi kompakt oldu¼gun-

dan sup
x2K

kxk �M olacak biçimde bir M > 0 say¬s¬vard¬r. Bu durumda

fs 2 H : fk(s) 2 Kg � fs 2 H : kfk(s)k �Mg

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla A matrisinin regülerli¼gi ve (5.12) uyar¬nca

sup
n

X
k

jankj kBfkk � sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk2Kg



+ sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk 62Kg



� sup
n

X
k

jankj
Z
fk2K

kfkk dP

+ sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk 62Kg



< M sup
n

X
k

jankj+ "=2

<1
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elde edilir. Bu da (i) şart¬n¬ ispatlar. Di¼ger yandan � = "=2M ve fAkg, (5.11)

koşulunu sa¼glayan � s¬n¬f¬na ait kümelerin bir dizisi olsun. Şimdi

Rk = Ak \ fs : fk(s) 2 Kg ve Qk = Ak \ fs : fk(s) 62 Kg

küme dizilerini tan¬mlarsak (5.10) gere¼gince

sup
n

X
k

jankj


Bfk�Ak

 � sup

n

X
k

jankj


Bfk�fs2Rkg



+ sup
n

X
k

jankj


Bfk�fs2Qkg



� sup
n

X
k

jankj
Z
s2Rk

kfkk dP

+ sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk 62Kg



�M sup
n

X
k

jankjP (Ak)

+ "=2

< "

gerçeklenir. Bu da ispat¬tamamlar.

Önerme 5.2.2 (X; k:k) sonlu boyutlu ayr¬labilir Banach uzay¬, F = ffng ; H uza-

y¬ndan X uzay¬na tan¬ml¬ rasgele vektörlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi,

A = (ank) regüler bir toplanabilme matrisi olsun. E¼ger

(i) sup
n

X
k

jankj
Z
H

kfkk dP <1

(ii) Her " > 0 için, Ek 2 � ve

sup
n

X
k

jankjP (Ek) < � (5.13)

oldu¼gunda

sup
n

X
k

jankj


Bfk�Ek

 < "

olacak biçimde bir � > 0 mevcutsa F dizisi A-kompakt düzgün Bochner integral-

lenebilirdir.
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·Ispat. (i) gere¼gince

sup
n

X
k

jankj
Z
H

kfkk dP < T

olacak biçimde bir T > 0 say¬s¬vard¬r. c > T=� sabitlersek Chebychev eşitsizli¼gin-

den,

sup
n

X
k

jankjP (kfkk > c) �
�

T
sup
n

X
k

jankj
Z
H

kfkk dP < � (5.14)

elde edilir. Şimdi K = fx 2 X : kxk � cg kompakt kümesini göz öününe alal¬m.

Bu durumda (5:14)�den her bir k için Ek = f�1k (K
c) ölçülebilir altkümesi (5:13)

koşulunu sa¼glar. Böylece (ii) uyar¬nca

sup
n

X
k

jankj


Bfk�ffk 62Kg

 = sup

n

X
k

jankj


Bfk�Ek

 < "

gerçeklenir. Yani F dizisi A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilirdir.

Sonuç 5.2.2 Sonlu boyutlu ayr¬labilir R Banach örgüsünü göz önüne alal¬m. Bu

durumda Önerme 5.2.1 ve Önerme 5.2.2�de toplanabilme matrisi özdeşlik matrisi

alarak dördüncü bölümde verdi¼gimiz Teorem 4.1.2�i elde ederiz. Di¼ger yandan

Wilansky 1985�nin Teorem 1.3.9�unu göz önüne alarak yine dördüncü bölümde verdi

¼gimiz Teorem 4.1.3�i elde ederiz.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Toplanabilme teorisinin amac¬ ¬raksak bir diziye (veya seriye) bir limit kaŗs¬l¬k

getirmektir. Bir dizi yak¬nsak olmad¬¼g¬durumda, uygun toplanabilme yöntemleri

kullan¬larak diziye bir limit kaŗs¬l¬k getirilebilir. En yayg¬n toplanabilme

yöntemleri matris toplanabilme yöntemleri (Boss 2000, Wilansky 1984) olup bu yön-

temler yard¬m¬yla A-kuvvetli toplanabilme ve A-istatistiksel yak¬nsakl¬k kavramlar¬

elde edilir. Bu iki kavram¬n tan¬mlara uygun bir Amatrisi için s¬n¬rl¬diziler üzerinde

denkli¼gi ispatlanm¬̧st¬r (Connor 1988). Di¼ger yandan 2007 y¬l¬nda Khan ve Orhan

A-düzgün integrallenebilme kavram¬n¬tan¬mlayarakA-kuvvetli yak¬nsakl¬k kavram¬-

n¬n bir karakterizasyonunu elde etmi̧slerdir.

Tüm bu düşüncelerden yola ç¬karak, bu tezde ayr¬labilir Banach uzaylar¬nda de¼ger

alan rasgele vektörlerin dizileri için Bochner integrali yard¬m¬yla BochnerA-istatistik-

sel yak¬nsakl¬k ve Bochner A-kuvvetli toplanabilme kavramlar¬tan¬mlanm¬̧s ve bu

yeni iki kavram ile klasik versiyonlar¬aras¬ndaki ili̧ski ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra

Bochner integrali kullanarak, Lebesgue integrali ile verilen A-kompakt düzgün

integrallenebilme kavram¬n¬n daha genel tan¬m¬n¬olan A-kompakt düzgün Bochner

integrallenme kavram¬verilip, bu üç yeni kavramlar aras¬ndaki ili̧ski incelenmi̧stir.

Ayr¬ca rasgele vektörlerin bir dizisi A-kompakt düzgün integrallenebilir oldu¼gunda

A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilir oldu¼gu görülmüştür. Fakat bu duru-

mun kaŗs¬t¬n¬n do¼gru olmad¬¼g¬bir örnek ile aç¬klanm¬̧st¬r.

Litaratürde düzgün integrallenebilmenin birçok versiyonu bulunmaktad¬r. Reel de¼ger-

li ölçülebilir fonksiyonlar için verilen düzgün integrallenebilme kavram¬n¬n

karakterizasyonu Chung 2001�un kitab¬nda yer almaktad¬r. Cabrera 1997�da

rasgele vektörlerin dizileri için benzer düşünceyi izlemi̧s ve A-kompakt düzgün in-

tegrallenebilmeyi karakterize etmi̧stir. Bu düşüncelerden yola ç¬karak bu tezde

�A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilme kavram¬karakterize edilebilir mi?�

diye araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ancak ayr¬labilir Banach örgülerinde de¼ger alan rasgele vektör-
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lerin dizileri için A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilme için yeter koşul ve

sonlu boyutlu ayr¬labilir Banach uzaylar¬nda de¼ger alan rasgele vektörlerin dizilerinin

A-kompakt düzgün Bochner integrallenebilme için gerek koşul elde edilmi̧stir. Buna

ra¼gmen klasik karakterizasyon özel hal olarak elde edilmi̧stir. Di¼ger yandan

Cabrera 1994�¬n verdi¼gi sonuç da elde edilmi̧stir.
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