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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

RASGELE DEGISKEN DIiZiLERININ A-DUZGUN INTEGRALLENEBILIRLIGI

Havva ULUCAY

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Yrd. Dog¢. Dr. Mehmet UNVER

Bu tez alt1 boiimden olusmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde toplanabilme teorisi ve olcii teorisine iliskin baz1 temel kavramlara yer
verilmistir.

Uciincii boliimde ilk olarak istatistiksel yakisaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilme kavram-
lar1 tanitilip, bu iki kavramin simrli diziler uzay: iizerinde denkligine yer verilmistir.
Daha sonra A-kuvvetli toplanabilme ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlari tamtilip
yine siirh diziler icin bu iki kavramin denkligi gosterilmistir. Ustelik bir x dizisinin
A-kuvvetli toplanabilir olmas: icin gerek ve yeter sartin x dizisinin A-istatistiksel yakin-
sak ve A-diizgiin integrallenebilir oldugu gosterilmistir.

Dordiincii boliimde rasgele degisken dizilerinin A-diizgiin integrallenebilme kavrami taniti-
lip, bu kavramin bir karakterizasyonuna yer verilmistir. Ayrica rasgele degiskenlerin agir-
ikl toplamlar dizisinin yakinsaklhig1 arastirilmistir. Rasgele vektor dizilerinin A-kompakt
diizgiin integrallenebilme tanimu verilip, agihkh toplamlarmin dizisinin L' uzaymdaki
yakinsaklig1 gosterilmigtir.

Esas itibari ile orijinal sonuclarimiz besinci boliimde verilmistir. Besinci boltimde daha
onceki boliimlerde verilen A-istatistiksel yakinsaklik, A-kuvvetli toplanabilme, A-kompakt
diizgiin integrallenebilme tanimlar: Bochner integrali yardimiyla rasgele vektor dizileri icin
genellestirilmis ve bunlara iligkin bazi teorem ve sonuclar elde edilmistir.

Son boliimde ise tezin genel bir degerlendirilmesine yer verilmistir.

Aralhik 2016, 64 sayfa

Anahtar Kelimeler: A-istatistiksel yakinsaklik, A-diizgiin integrallenebilme, Bochner
integrali.
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ABSTRACT

Master Thesis

A-UNIFORM INTEGRABILITY OF SEQUENCES OF RANDOM VARIABLES

Havva ULUCAY

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet UNVER

This thesis consists of six chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter some basic concepts of summability theory and measure theory have
been recalled.

In the third chapter the concepts of statistical convergence and strong Cesaro summability
have been studied and equivalence of these concepts for bounded sequences have been
given. Subsequently, the idea of A-statistical convergence and A-strong summabilty of
sequences have been explained. The equivalence of these concepts for bounded sequences
have also been examined. Moreover, it has been shown that z is A-strongly convergent if
and only if it is A-statistically convergent and A-uniformly integrable.

In the fourth chapter the concept of A-uniform integrability for sequences of random
variables has been introduced and a characterization of this concept has been given. Also,
convergence of a weighted sums of random variables has been investigated. The concept
of A-compactly uniform integrability of sequences of random elements has been recalled
and convergence in L space of weighted sums of random elements has been given.

The original results of this thesis are included in the fifth chapter. In the fifth chapter the
concepts of A-statistical convergence, A-strong summability and A-uniform integrability
are generalized for sequences of random elements by using Bochner integral and some
results are obtained for these more general concepts.

The final chapter conducts a general evaluation.

December 2016, 64 pages

Key Words: A-statistical convergence, A-uniform integrability, Bochner integral.
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SIMGELER DiZiNi

R Reel sayilar ciimlesi

N Dogal sayilar ctimlesi

Ua A-diizgiin integrallenebilen skaler terimli diziler uzay1
st 4 A-istatistiksel yakinsak diziler uzayi

J(A) A kiimesinin dogal yogunlugu

w (A) A-kuvvetli toplanabilen diziler uzay1

|A| A kiimesinin eleman sayisi

A¢ A kiimesinin tiimleyeni

XA A kiimesinin karakteristik fonksiyonu

ca A matrisinin toplanabilirlik alam

Ch Cesaro matrisi

da(K) K kiimesinin A-yogunlugu

h.h.k Hemen her £

M+ Negatif olmayan ve her bir satir toplami 1 olan matrislerin sinifi
A Lebesgue ol¢iisii

Ly Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar uzay:

w Skaler terimli tiim diziler uzay:

wp (A) Sifira A-kuvvetli toplanabilen diziler uzayi

loo Siurh diziler uzay:

-1 ls uzaymin aligilmig supremum normu

vi



1. GIRIiS

Martingallerin yakinsakliginda énemli rol oynayan diizgiin integrallenebilme kavramia,
olasilik teorisinin baghca kavramlarindan biridir. Literatiirde bu kavramin bircok
versiyonu bulunmaktadir. Rasgele degiskenlerin siifi i¢in verilen diizgiin integral-
lenebilme kavrami birgok karakterizasyona sahiptir (Chung 1968). Toplanabilme
teorisi goz oniine alinarak benzer tanim toplanabilme matrisi yardimiyla da ve-
rilmisgtir (Cabrera 1994). Ustelik; kompakt diizgiin integrallenebilme kavrami tanim-
lanarak, bu kavram Banach uzaylarinda deger alan rasgele vektorlerin sinifi i¢in de

tanimlanmig ve galigmalar yapilmigtir (Wang ve Rao 1987).

1997 yilinda Cabrera ayrilabilir Banach uzaylarinda toplanabilme matrisi yardimiyla
kompakt diizgiin integrallenebilme kavraminin tanimini vermis ve rasgele vektorlerin

agirlikh toplamlar dizisinin ortalamadaki yakinsakligini aragtirmigtar.

Bu tezde ise ayrilabilir Banach uzaylarinda deger alan rasgele vektorlerin dizileri igin
Bochner integrali yardimiyla kompakt diizgiin integrallenebilmenin yeni bir versi-

yonu tanimlanmigtir.

2007 yilinda Khan ve Orhan reel terimli diziler igin A-diizgiin integrallenebilme
kavramini tanimlayarak, toplanabilme teorisinin baglica kavramlarindan biri olan
A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmislerdir. Bu tezde ise Bochner integrali
yardimiyla rasgele vektorlerin dizileri i¢cin A-kuvvetli toplanabilme kavramini genelles-
tirilecek ve diizgiin integrallenebilmenin bu yeni versiyonu kullanarak bu kavram i¢in

benzer sonuglar elde edilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Toplanabilme Teorisi
Bu kisimda, toplanabilme teorisinin bazi temel tanimlar: ve teoremi verilecektir.

Tanim 2.1.1 w, reel ya da kompleks terimli tiim dizilerin uzay1 ve £/ C w alt
vektor uzayr olmak iizere E uzayma bir dizi uzay1 denir. Bir E dizi uzayindan K
reel veya kompleks cismine taniml lineer bir f fonksiyoneline toplanabilme metodu
denir. Eger E yakinsak diziler uzayini iceriyor ve yakinsak her x dizisi igin limz = L
oldugunda f(z) = L oluyorsa f fonksiyoneline regiiler toplanabilme metodu denir

(Wilansky 1985).

Tanim 2.1.2 A = (a,;) reel ya da kompleks terimli sonsuz matris ve z = (zy) bir

dizi olmak {izere her n € N icin

E Ak

k
serisi yakinsak ise

(Ax)n = Zankxk
k

olmak iizere Az := {(Az),} dizisine = dizisinin A doniigiim dizisi denir.
wy =z € w: {(Az),} dizisi mevcut}

ve
ca:={zr €ew:{(Ax),} dizisi yakinsak}

kiimelerini tammlayalim. Bir f : ¢4 — K fonksiyonelini f(z) = lim(Ax), sek-
linde tammlarsak f bir toplanabilme metodudur. Eger lim(Az), = L ise x dizisi
L sayisina A—toplanabilirdir denir ve bu durum A — lim x = L sgeklinde ifade edilir

(Wilansky 1985). Tez boyunca A(zx) := lim(Ax), ile gosterilecektir.

Asagidaki teorem toplanabilme matrislerinin regiilerligini karakterize etmektedir.



Teorem 2.1.1 (Silverman-Toeplitz) Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmas1 igin
gerek ve yeter kosul;

(@) 1Al = sup}_ lank| < oo

(17) lignank - Ok(her k igin)

(i17) li}szank =1

olma51d1rk(B0ss 2000).

Yukaridaki teorem kullanilarak

Cnk =

o s
e
\Y
N

ile tamimh Cy = (¢,;) Cesaro matrisinin regiiler oldugu kolayca goriilebilir.
2.2  Olgii Teorisi

Bu kisimda tezin temelini olugturacak olan rasgele degisken, rasgele vektor tanimlar:
verilecek ve tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan bazi 6nemli tanimlardan

bahsedilecektir.

Tanim 2.2.1 X bir kiime olmak iizere X kiimesinin altkiimelerinin bir p sinifi

(i) X ep

(i) Her E € picin E°= X\ E€p

(iii) Her n € N icin E,, € p iken nleE” €p

kosullarim saglhiyorsa bu p smifina X iizerinde bir o — cebir ve (X, p) ikilisine

olciilebilir uzay denir (Royden 1968).

Tanim 2.2.2 (X p) bir ¢lgiilebilir uzay olsun. p iizerinde tanimh genigletilmis reel
degerli bir u fonksiyonu

(i) p(0) =0

(1) Her E € pigin pu(E) >0

(17i) Her {E,} ayrik dizisi igin p (:L:len)

[
8
=
S

3



ozelliklerini sagliyorsa bu u fonksiyonuna bir 6lgii fonksiyonu ve (X, p, ) tigliisiine

bir 6l¢ii uzayr denir (Royden 1968).

Tamim 2.2.3 (X, p) bir 6lgiilebilir uzay ve P fonksiyonu p iizerinde taniml bir 6lgii
olsun. Eger P (X) = 1 ise P fonksiyonuna olasilik 6lgiisii denir ve (X, p, P) iigliisiine

olasilik uzay1 denir (Chung 2001).

Tamm 2.2.4 X bir topolojik uzay olsun. X uzaymin tiim acik alt kiimelerini iceren
en kiiciik o — cebir vardir ve bu o — cebire Borel o — cebir denir. Bu Borel o — cebirin

elemanlarina X uzaymin Borel kiimeleri denir (Royden 1968).

Tamm 2.2.5 (X,p,) ve (Y,p,) iki olciilebilir uzay olmak iizere her E € p, i¢in
Y E) € p, oluyorsa f : X — Y fonksiyonuna olgiilebilirdir (rasgele eleman)
denir. Burada Y bir vektor uzay1 oldugunda f fonksiyonu rasgele vektor, ¥ = R
oldugunda ise f fonksiyonu rasgele degisken adini alir. Elbette R aligilmig topolo-
jisinin Borel o — cebire ile Y Banach uzay1 oldugunda da norm topolojisinin iirettigi

Borel o — cebiri ile goz oniine alimmaktadir (Chung 2001).

Teorem 2.2.1 (X, p, 1) bir 6l¢ii uzay1 ve { f,,} negatif olmayan rasgele degigkenlerin
bir dizisi ve f = > u, olsun. O halde

Zfduzznjlundu

gerceklenir. Burada her iki seri de yakinsak kabul edilmektedir ve integral Lebesgue

integralidir (Royden 1968).

Tanim 2.2.6 (X, p, P) bir olasihk uzayi, her j € N igin f; : X — R rasgele

degiskenler ve her j € N icin B; C R Borel ve lineer kiimeler olmak tizere

P (ﬂ {f; € Bj}) = HP({fj € B;})

kosulu saglaniyorsa { f;} smifi bagimsizdir denir. Her 4, j € N igin

P{fie Bi}n{f; € B;}) = P{fi € Bi}) P({f; € Bj})
4



gercekleniyorsa { f;} smifi ikili bagimsizdir denir (Chung 2001). Rasgele vektorlerin

sinifi i¢in bagimsizlik tanimi benzer bigimde yapilir.

Tamim 2.2.7 (X, p, u) bir 6l¢ii uzayi, Y ayrilabilir bir Banach uzay: olsun. Eger
@)t [ o = full =0
X
(13) {fn} dizisi f rasgele vektoriine hemen her yerde yakinsak
kosullarini saglayan sadece sonlu 6lgiiye sahip kiime iizerinde sifirdan farkli deger

alan basit fonksiyonlarin bir { f,,} dizisi varsa f rasgele vektoriine Bochner integral-

lenebilirdir denir ve bu fonksiyonun Bochner integrali
Bf = lim/fndu
X

ile tamimlanir (Pugachev ve Sinitsyn 1999).

Tanim 2.2.8 X bir vektor uzayr ve “<” X uzayi iizerinde bir kismi siralama bagin-
tis1 olsun. Eger

(1) Her z,y € X icin x Vy = sup{z,y} € X vex Ay =inf{x,y} € X

(17) Her z,y,z € X iginx <y ikenz+ 2 <y+z

(7ii) Her x € X ve A € (0,00) igin 0 < z iken 0 < Az

ozellikleri gergekleniyorsa X vektor uzayma bir Riesz uzayr denir (Aliprantis ve

Burkinshaw 1990).

Tamim 2.2.9 Bir X Riesz uzaymin pozitif konisi X, := {z € X : 0 < z} seklinde

tamimlanir (Aliprantis ve Burkinshaw 1990).

Tanim 2.2.10 (X, ||.||) normlu bir Riesz uzay1 olmak iizere z,y € X i¢in |z| < |y|
iken ||z|| < ||ly|| oluyorsa uzayin normuna bir rgii normu denir, burada |z| = 2V (—x)
ile verilmektedir. Eger bir 6rgii normu ile donatilmig bir Riesz uzay1 tam ise bu uzay

Banach orgiisti olarak adlandirilir (Aliprantis ve Burkinshaw 1990).



3. SKALER TERIMLIi DIiZiLERIN DUZGUN INTEGRALLENEBI-
LIRLIiGi

Bu boliimde ilk olarak istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilme
kavramlar: tanitilip, bu iki kavram arasindaki iligki incelenecektir. Ayrica A-istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami ele alinacak ve A-kuvvetli toplanabilme ile arasindaki
iligki incelenecektir. Daha sonra, A-diizgiin integrallenebilme kavrami tanitilip, bu
kavram ile A-istatistiksel yakinsaklik ve A-kuvvetli toplanabilme arasindaki iligki ele

alinacaktir.
3.1 lstatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda skaler terimli bir dizinin istatistiksel yakinsakligi ve kuvvetli Cesaro

toplanabilirligi verilip, bu iki kavram arasindaki iligki incelenecektir.

Tanim 3.1.1 K C N olmak iizere
1
NK) :=lim—|{k<n:keK}
non

limiti mevcut ise bu limite K kiimesinin dogal yogunlugu denir. Burada |K]| ile K

kiimesinin eleman sayis1 gosterilmektedir (Niven ve Zuckerman 1980).

Tanim 3.1.2 = = (x;) skaler terimli bir dizi olsun. Her € > 0 igin
1
lim—|{k<n:|xy—L| >¢e}|=0
non
olacak gekilde bir L sayis1 varsa = dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve

st — limx = L ile gosterilir (Fast 1951, Fridy 1985, Connor 1988).

Bire > 0i¢in K. = {k : [z, — L| > €} dersek x, bu kiimenin karakteristik fonksiyo-
nu olmak {izere st — limx = L olmasi icin gerek ve yeter kogul her ¢ > 0 igin

Cy — lim xx_ (k) = 0 olmasidir.



Simdi klasik anlamda yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasinda nasil bir iligki
oldugunu aciklayalim. Klasik anlamda yakinsak olan her dizi istatistiksel yakinsak-
tir. Ancak bazi wraksak diziler de istatistiksel yakinsak olabilir. Bunun i¢in agagidaki

ornegi verebiliriz.

Ornek 3.1.1
Vi, k=m?

Ty = ,(m=1,2,..)

1, k#m?

seklinde tanmimlanan x = (z) bir dizisini ele alalim. Her € > 0 i¢in
Hk<n:|lzp—1 >}l <H{k<n:zp 1} <Vn
oldugundan
1
lim—|{k<n:jzy—1] >} <0
nn

elde edilir. Dolayisiyla st — limz = 1 dir. Ancak z dizisi yakinsak degildir. Hatta

bu dizi simirsiz bir dizidir.

Asagidaki teorem istatistiksel yakinsakligin iyi bilinen karakterizasyonlardan biridir.

Teorem 3.1.1 Bir x = () dizisinin bir L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi igin

gerek ve yeter kogul 0(K) = 1 olacak bigimde bir K C N i¢in %Hnka = L olmasidir
€

(Fridy 1985, Connor 1988).

Tanim 3.1.3 = = (z;) skaler terimli bir dizi olsun. Eger

1 n
lim— —L| =
i nz |2y — L] =0
k=1
olacak bicimde L sayisi varsa x dizisi L sayisina kuvvetli C'esaro toplanabilirdir

denir (Connor 1988).

Teorem 3.1.2 (i) Bir x dizisi bir L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir ise yine
ayni degere istatistiksel yakinsaktir.
(2) Smurh bir z dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak ise yine ayni degere kuvvetli

Cesaro toplanabilirdir (Connor 1988).



Ispat. i) 2 = (x;) dizisi L sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilir olsun. Her ¢ > 0

icin

Slae—Ll = > Ja—Ll+ Y o — L
k=1

1<k<n 1<k<n
|z —L|<e | —L|>e

> e —L

1<k<n
‘$k—L‘26

d e

1<k<n
|z —L[>e

2521

1<k<n
|z —L|=e

= e{k<n:|zx— L| > e}

v

A%

gerceklenir. Buradan

1¢ 1
—E |z, — L] > —e{k<n:|zy—L| >€}| >0
n n
k=1
elde edilir. Dolayisiyla x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir.

i1) Kabul edelim ki x = (x}) smurh dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak olsun. z
dizisi sinirli oldugundan her £ igin

|z — L| < |ag| + |L] < ||z]| + |L] =2 M < oo

yazabiliriz. Bu durumda

e =Ll = > Jm—Ll+ Y |m— L
k=1

1<k<n 1<k<n

|z —L|<e lep—L|>e
< ¢ E 1 +M g 1
1<k<n 1<k<n
lep—L|<e lex—L|>e

< en+ MKk<n:|rg— Ll >¢e}

olup

I 1
0< — — LI < —MH{k<n: —L|>
< lo - set M|k Snilo- L2 <)
elde edilir. Dolayisiyla x dizisi L sayisina kuvvetli C'esaro toplanabilirdir. m

Sonug 3.1.1 Sinirh diziler uzay: tizerinde istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli C'esaro

toplanabilme kavramlar1 denktir.



3.2 A-istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Toplanabilme

Bu kisimda bir dizinin A-istatistiksel yakinsakligi ve A-kuvvetli toplanabilirligi

incelenecek ve bu iki kavram arasindaki iligki verilecektir.

Tanim 3.2.1 A = (a,;) matrisi negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi

olmak tizere her ¢ > 0 icin

lim Z anr = 0

k:|zp—L|>e

gergekleniyorsa x = (zy) dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir (Connor

1988) ve sty — limxz = L ile gosterilir.

Agikca goriiliiyor ki A-istatistiksel yakinsaklik taniminda A matrisi yerine Cesaro
matrisi alinirsa istatistiksel yakinsaklik elde edilir. Diger yandan yogunluk tanimi

da A-yogunluk tanimina genigletilebilir. K C N olmak iizere
Sa(K) :=1im

limiti mevcut ise K kiimesi A-yogunluga sahiptir denir (Freedman ve Sember 1981).
Bir € > 0 sayis1 i¢in K. = |{k € N: |z, — L| > ¢}| dersek, sty — limz = L olmasi

icin gerek ve yeter kogul her £ > 0 igin §4(K.) = 0 olmasidir.

Hemen soyleyebiliriz ki klasik anlamda yakinsak olan her dizi A-istatistiksel yakin-

saktir.

Tanim 3.2.2 A = (a,;) matrisi negatif olmayan regiiler bir matris olsun. = = (xy)

skaler terimli bir dizi olmak iizere
ZimZank |y — L| =0
k

olacak bicimde L sayis1 varsa x dizisi L sayisina A-kuvvetli toplanabilirdir denir
(Connor 1988). A—kuvvetli toplanabilen dizilerin kiimesi w (A) ve sifira A-kuvvetli

toplanabilen dizilerin kiimesini de wy (A) ile gosterilir.



Teorem 3.2.1 A = (a,x) matrisi negatif olmayan regiiler bir matris olsun. O halde
(1) Bir x = (w) dizisi L sayisima A-kuvvetli toplanabilir ise sty — limz = L
gerceklenir.

(17) x = (xp) smurh bir dizi ve sty — limx = L ise = dizisi L sayisina A-kuvvetli

toplanabilirdir (Connor 1989).

Ispat. L = 0 almak genellikten birgey kaybettirmez.
i) Kabul edelim ki z € wg (A) olsun. O halde

limZank lzk| =0
"%

gerceklenir. Her £ > 0 i¢in

Zank|$k| = Z A, || + Z A |k
k >

Y%
- [
S
=
2

k\xk\>s
Z € E QAnj
k:|zk|>e
> 0

oldugundan st 4 — limx = L gerceklenir.
i1) Kabul edelim ki x = (x}) dizisi simirh ve sty — limxz = L olsun. O halde

T = sup |xrg| < o0 olur. Trica
. = sup ] < o0 olur. Ay

Zank|$k| = Z A, || + Z Ak |k
k

kx| <e k:lzg|>e
< Santlal. Y an
k k|1’k|26

gergeklenir. Kabuliimiizden ve A matrisinin regiilerliginden = € wg (A) bulunur. m
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3.3 A-diizgiin Integrallenebilme

Bu kisimda bir dizinin A-diizgiin integrallenebilmesi tanitilacak ve A-kuvvetli
toplanabilme, A-istatistiksel yakinsaklik ve A-diizgiin integrallenebilme arasindaki

iligki incelenecektir.

Negatif olmayan elemanlara sahip ve her bir satir toplami 1 olan matrislerin sinifini

M ile gosterecegiz.

Tanim 3.3.1 A = (a,;) bir toplanabilme matrisi olmak {izere

lim sup Z || 21| = 0
c—00 o

ki|zg|>c

oluyorsa x = (zj) dizisine A-diizgiin integrallenebilirdir denir. A-diizgiin integral-

lenebilen dizilerin uzay1 Uy ile gosterilir (Khan ve Orhan 2007).

A-diizgiin integrallenebilmeyi karakterize etmek igin ilk 6nce asagidaki notasyonu

verelim. Her n igin f, : [0,1] — {0, 1,2, ...} olmak iizere

0<s<a
0 , — _TL70

fuls) = k., s€ lkz_:lanj, zk:anj) , (k=1,2,..)
j=0  j=0

ile tamimli fonksiyonlarin bir {f,} dizisini ve x dizisi yardimiyla {g,} fonksiyon

dizisini g, : [0, 1] — R olmak iizere g, (s) := z (f, (s)) seklinde tanimlayalim.

Lemma 3.3.1 = = (zj) skaler terimli bir dizi, A = (a,x) € MT bir toplanabilme
matrisi ve L' ([0,1], ) ; [0, 1] arahig {izerinde Lebesgue integrallenebilen fonksiyon-
larin uzay1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) x dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir.
(i1) K = {gn : n > 1} kiimesi L' uzaymnda diizgiin integrallenebilirdir.

(t)

(13) ® (0) = 0, tlirn (DT = 00, supy_® (|zg|) anx < oo olacak gekilde konveks ve ¢ift
—00 n k

bir  : R — R fonksiyonu vardir (Khan ve Orhan 2007).
11



Ispat. = = (}) dizisi A-diizgiin integrallenebilir olsun. O halde her € > 0 ve ¢ > ¢,
icin
sup Z ank |k < €
" k.lxk|>c
J
olacak bi¢imde bir ¢y sayist vardir. j =0,1,... i¢in E; := ) a,x, ve £_; = 0 olmak
k=0

lizere

[ lonlir = Z [ lslax

|gn|>c lgn|>c
[EJ 1,Ej )

yazilabilir. s € [E;_1, E;) icin g, (s) = z (fn (s)) = z; oldugundan her n € N ve

c > ¢, i¢in

/|gn|d)\ = Z / || dX

|g’ﬂ|>c | J’>c

[EJ IE)

= Y |zl / dX

>
il 2e [Ej-1,E5)

= > il an

|zj]>c
< €
gergeklenir. Dolayisiyla K = {g, : n > 1} kiimesi L' uzaymnda diizgiin integral-
lenebilirdir. O halde De la Vallée-Poussin teoreminden (Meyer 1966) ® (0) = 0,

lim q’g) = 00 Ve sup / ® (|gn|) dXA < oo olacak sekilde negatif olmayan, artan, kon-

t—o0
j—1
veks bir @ fonksiyonu vardir. j = 0,1, ... i¢in E; = ) a,, ve By = 0 olmak iizere
k=0
her n € N
s Z | el

[E] 1E)

yazilabilir. s € [E;_1, E;) i¢in g, (s) = x (f, (s)) = x; oldugundan her n € N i¢in

[etahar = > [ egzha



gergeklenir. Bu da (i77) 6nermesini ispatlar. m

Simdi smurh bir dizinin A-diizgiin integrallenebilir oldugunu gosterelim. z = (xy)

simirl bir dizi olmak tizere

E=A{k:|zg| > M}

kiimesini tanimlayalim. ||z||  degerinden daha biiyiik bir M > 0 i¢in £ = @ olup

sup Y Jakllan] = supd xp (k) |z [ank]
" ko >M "ok
=0

gerceklendiginden = € Uy elde edilir.

Regiiler ve m%k’sank — 0 olacak sekilde A € M matrisi verildiginde sinirsiz ancak
A-diizgiin integrallenebilir bir dizi inga edebiliriz. Aslinda A matrisi sifira yakinsak
kolonlara sahip ve

limkinf {mak’sank} =0
olacak sekilde bir matris oldugunda da smirsiz ancak A-diizgiin integrallenebilen bir

x = (z},) dizisi inga edilebilir. Bunun igin kolon indislerinin
maksay, gm) < 27", m=0,1,2, ...

olacak sekilde K (0) < K (1) < K (2) < ... dizisini ele alalim. $imdi n > N (m)
ve k < K (m) oldugunda a,; < 27™ olacak sekilde satir indislerinin artan N (j)

indislerini segelim. Diger yandan bir y = (y;) dizisini

m+1 |, k=K(m)
0 . dd

Yk =

bi¢iminde tamimlayalim. Her n > N (m) igin

< Xm:(j+1)2m+2(j+1)2j (3.1)
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gergeklenir. (3.1) esitsizliginin her iki tarafinda m — oo igin limit alinirsan > N (m)
oldugunda n — oo olacagindan lim (Ay), = 0 saglamr. Simdi bir 2 = (x,) dizisini
her k icin

xk:\/y_k

seklinde tanimlayalim. Konveks, ¢ift ® (z) = 2?2 ile tamimh & fonksiyonunu goz

oniine alirsak ® (0) = 0, lim @ = oo ve lim (Ay),, = 0 oldugundan

supZ@ (|ek|) ank = supZykank < 00
"k "ok

olup Lemma 3.3.1 geregince x dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir.

Asgagida verecegimiz teorem bir x dizisinin A-kuvvetli toplanabilirligini karakterize

etmektedir.

Teorem 3.3.1 A € Mt ve x = (z}) skaler terimli bir dizi olsun. Agagidaki 6nermeler
denktir.

(1) x dizisi sifira A-kuvvetli toplanabilirdir.

(71) = dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir ve sifira A-istatistiksel yakisaktir (Khan

ve Orhan 2007).

Ispat. = dizisi sifira A-kuvvetli toplanabilir olsun. Bu durumda

limZank |z =0
S

gerceklenir. Her £ > 0 i¢in

0< Z (nk = Z Uk < ézank|xk‘
k

PP e

olup, sty — limx = 0 gergeklenir. Simdi € > 0 olsun. Her n > N i¢in

Zank ’Ik| <e€

k

olacak bi¢imde bir N € N vardir. Diger yandan her n = 1,2,..., N — 1 icin

Zank |ZL‘k| < €

kE>K

14



olacak gekilde yeterince biiyiik K € N sayisi secilebilir. Ayrica
C > maks{|z1|,|z2], ... |xk|} olmak iizere
sup Z ank |zx| < €
" kilag>C
gerceklenir. Dolayisiyla x € Uy elde edilir.
Simdi z dizisi A-diizgiin integrallenebilir ve st4 — limz = 0 olsun. Her € > 0 ve her

t > 0 i¢in

lim sup Z Ani |7x] < limsup Z An |Tx| + lim sup Z Ak | Tk

kilzg | <t " kie<|zk|<t " k:|zg | <min(t,e)
< thmsup Z ank—l—EZank
k:|zk|>e
< e (3.2)

elde edilir. (3.2) esitsizligi gbz oniine alinarak
lim supZank |z < limsup Z Ank | )| + lim sup Z Ak |k
" k i|xg |[<t " ki|xg | >t

< e+ limsup Z A, | T |

n ki|xg | >t

bulunur. Ayrica limsupzr < sup z oldugundan her € > 0 ve her ¢ > 0 i¢in

lim supZank |zx| < e+ limsup Z Ank ||
" k:|zg| >t

elde edilir. Her iki tarafin t — oo i¢in limiti alinirsa

lim supZan;C lzg| < e+ hmsup Z nk | Tk

kil | >t

bulunur. O halde x dizisi A-diizgiin integrallenebilir oldugundan
lim supZan;.C lzg| < e
" k
olup ¢ keyfi oldugundan
lim supZank |zk| =0
" k

gerceklenir. Dolayisiyla
hTrln;ank ’.%k’ =0

elde edilir. Bu da ispati tamamlar. =
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4. RASGELE VEKTOR DIiZIiLERININ DUZGUN INTEGRALLENEBI-
LIRLIiGi

Bu boliimde (H, X, P) bir olasilik uzay1 olmak iizere H uzay: tizerinde tanimli rasgele
degisken dizilerinin A-diizgiin integrallenebilme kavrami tanimlanacak ve bir karak-
terizasyonu elde edilecektir Ayrica rasgele degiskenlerin agirlikli toplamlar dizisinin
yakinsakligi ele alinacaktir. Rasgele vektor dizilerinin A-kompakt diizgiin integral-
lenebilme kavrami verilip, bu dizilerin agirhkl toplamlar dizisinin L' uzaymdaki

yakinsaklig1 incelenecektir.
4.1 Rasgele Degisken Dizilerinin A-diizgiin Integrallenebilirligi

Bu kisimda rasgele degisken dizileri igin diizgiin integrallenebilme ve A-diizgiin in-
tegrallenebilme kavramlar: verilecek ve A-diizgiin integrallenebilme kavraminin bir

karakterizayonu elde edilecektir.

Tanim 4.1.1 T keyfi bir indis kiimesi ve her t € T i¢in {f;}, H uzay: iizerinde
taniml rasgele degiskenlerin bir siifi olsun. Eger
lim sup / |fi| dP =0
€00 4T
\ft|>c

oluyorsa { f;} simfi diizgiin integrallenebilirdir denir (Chung 2001).

Tanim 4.1.2 {f,} dizisi H uzay iizerinde tanimh rasgele degiskenlerin Lebesgue

integrallenebilir bir dizisi ve A = (a,;) matrisi bir toplanabilme matrisi olsun. Eger

lim sup Z]ank\ / |f|dP | =0
g | fr]>c

oluyorsa { f,,} dizisine A-diizgiin integrallenebilirdir denir (Cabrera 1994).

Teorem 4.1.1 {f,} dizisi H uzay1 iizerinde tamimh rasgele degiskenlerin diizgiin

integrallenebilir bir dizisi olsun. Bu durumda sup) _ |a,,| < oo kosulunu saglayan
n k
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her A = (an;) matrisi i¢in {f,} dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir (Cabrera 1994).

Ispat. Kabul edelim ki {f,} dizisi diizgiin integrallenebilir olsun. sup>_ |a,x| < oo
n Tk

oldugundan her n € N i¢in

D lan] < M (4.1)

k
olacak bi¢imde bir M > 0 sayisi vardir. {f,} dizisi diizgiin integrallenebilir oldugun-

dan

lim sup / |fx|dP =0

C— 00 k

|fk‘>c

gerceklenir. O halde her € > 0 igin ¢ > ¢y oldugunda

su / |f]dP<i (4.2)

kp k M .
| fi|>c

olacak bicimde bir ¢y > 0 sayis1 mevcuttur. Simdi her ¢ > ¢ icin (4.1) ve (4.2)

esitsizliklerinden

sup | ol [ 18P | <sup | S faud s [ Ifddr | | <
" k n k

[frl>c |fr|>c

elde edilir. Yani {f,} dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir. m

Teorem 4.1.2 H uzay: iizerinde tanimh rasgele degiskenlerin bir {f,} dizisinin

diizgiin integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
(1) sup/ |fn] dP < o0
H

(i7) Her € > 0 igin P(F) < ¢ oldugunda

sup/|fn|dP<5
"

olacak bigimde bir 6 = § (¢) > 0 mevcut olmasidir (Chung 2001).

Asagidaki teorem A-diizgiin integrallenebilme kavramin karakterize etmektedir. Bu
teorem diizgiin integrallenebilme i¢in yukarida bahsettigimiz karakterizasyonun bir

benzeridir.
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Teorem 4.1.3 A = (a,;) matrisi sup)  |an,| < 0o olacak bi¢imde bir toplanabilme
n 'k

matrisi olmak iizere H iizerinde tamiml rasgele degiskenlerin bir {f,} dizisinin

A-diizgiin integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart

(1) sup Z|ank|/|fk|dP < 00
H

" k
(77) Her € > 0 igin

sup (Z|ank|P(Ek)> <90

oldugunda

sup Z|ank\/|fk]dP <e
Ey

k

olacak bicimde bir § = § (¢) > 0 mevcut olmasidir (Cabrera 1994).

Ispat. Kabul edelim ki {f,} dizisi A-diizgiin integrallenebilir olsun. Bu durumda

her £ > 0 ve her ¢ > ¢; igin

£
sup [ Y lanl / [fuldP | <5

n
k
[fr|>c

olacak bicimde bir ¢y > 0 sayis1t mevcuttur. O halde her k igin

[isdar = [ isjap+ [ i

H [frl<c |fk|>c

c+ / | fiel AP

[fk]>c

IN

olup her n € N igin

Zram/wdp < S ol + 3 o / il dP
k H k k

[fx]>c

€
< cM+ -
c +2

< o0

gergeklenir. Burada M sayisi Teorem 4.1.1’deki gibi alinmigtir. Bu da (i) sartim

ispatlar. (i7) sartini ispatlamak i¢in her n € N i¢in

S laukl P(EY) < o =6
- 2c

18



kosulunu saglayan bir { £y} dizisini ele alalim. Bu durumda her n € N i¢in

|ani| [ [feldP = || | ful AP + | fel dP
g kE/k k ;ak / k / k

Ern(|fxl<c) ExN(|fr|>c)
< > lank| P(Ep) + Y |l / | fel AP
F g |fil>e

e €
< 02—C+§
= ¢

elde edilir. Dolayisiyla (ii) kogulu gerceklenir.

Kargit olarak (i) geregince

sup Z|ank|/|fk|dp <T

olacak bicimde bir T" > 0 sayis1 vardir. Buradan ve Markov esitsizliginden her bir

c > 01igin

Slanl PAI>¢) < 23 lawl [ IfildP
k k H

1
< —sup E |ank|/|fk|dp
C o - /
T
S _
c

elde edilir. ¢ > 0 verildiginde; her bir ¢ > ¢y = % icin

sup Y [ans| P (Ifil > ¢) < supy _|an| P (|fi| > co)

< — =6
Co

bulunur. (i) uyarmnca k € N igin Ey = {|fx| > ¢} almursa her ¢ > ¢ igin

supZ]ank.] / |fe|dP < e
ok

|fr|>c

gergeklenir. Yani {f,} dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir. m
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Lemma 4.1.1 A = (a,;) matrisi sup)  |a,x| < oo olacak bigimde bir toplanabilme
n k&
matrisi olsun. Eger H uzay: iizerinde tammh rasgele degiskenlerin bir {f,} dizisi

A-diizgiin integrallenebilir ise .5,, = Zank fr — / frdP | agirlikhi toplamlar dizisi
k
H

diizgiin integrallenebilirdir (Cabrera 1994).

Ispat. {f,} dizisi A-diizgiin integrallenebilir olsun. Teorem 4.1.3’iin (i) geregince

her n € N igin

/|Sn|dP = /Zank fk—/fde dP
H ok H
< 22|ank|/|fk|dp
k H

< 2T

< o0

gergeklenir. Teorem 4.1.3’tin (i7) uyarinca her £ > 0 igin sup (Z|ank|P(Ek)> <6
k

n

oldugunda sup | > |ank| / |fe|dP | < § olacak bicimde bir §* > 0 mevcuttur.
n \ &

Ey
Simdi 0 < 0 < min{%, 5} ve P(E) < § olacak bicimde E kiimesini alalm. Bu-

rada M sayist Teorem 4.1.1 ve T sayis1 Teorem 4.1.3’deki gibi alinmigtir. O halde

> ank| P (E) < 0M < 6" oldugundan her n € N igin
k

éISnIdP < é glam fk—lfkdp dp
= ;’&”k’é fk—éfkdp dP

< Y lausd [l + P2 o] [15laP
K E k H
€
—T
< + 5T

M oM

elde edilir. Teorem 4.1.2 uyarinca {5, } dizisi diizgiin integrallenebilirdir. m
20



Siradaki teorem, diizgiin integrallenebilmenin klasik karakterizasyonunu veren De
La Valleé¢ Poussin teoremine benzer olan A—diizgiin integrallenebilmenin bir karak-
terizasyonudur. Bu sonug, p > 1 olmak iizere G(t) = t* ile tammlh G fonksiyonu ile

uygulamada kullanilir.
Teoremi vermeden ¢nce ispatinda kullanilacak olan 6nermeyi ispatsiz olarak verelim.

Onerme 4.1.1 f Lebesgue integrallenebilir rasgele degisken olmak iizere her n € N
icin

S P(f1 > k) < / fldp

lfI=n

gergeklenir (Cabrera 1994).

Teorem 4.1.4 A = (a,,) matrisi sup)  |a,;| < oo olacak bicimde bir toplanabilme
n 'k
matrisi olsun. H iizerinde tamimh rasgele degigkenlerin bir {f,,} dizisinin A-diizgiin

integrallenebilir olmas: i¢in gerek ve yeter sart
(@) sy laus| [ Gllsil)aP < o0
"ok
H

N i G0 _
(i) Jim % = o

olacak bicimde G : (0,00) — (0,00), G(0) = 0 olgiilebilir fonksiyonunun var

olmasidir. Ustelik G fonksiyonu konveks ve G artan olacak bigimde secilebilir

t
(Cabrera 1994).

Ispat. Kabul edelim ki G fonksiyonu verilen kogullar saglasm. (i) geregince
SUP Y _ | /G(\fk|)dP <M

olacak bi¢imde bir M > 0 sayis1 mevcuttur. (ii) uyarinca her € > 0 ve t > ¢q i¢in

G(t) L M+1
t €

olacak bigimde bir ¢y > 0 sayist vardir. O halde her n € N ve |fi| > ¢ > ¢ igin

€
M+1

| fe] <G (| fel)
21



yazabiliriz. Buradan

[ nlir <5 [ aanar

[frl>c |fx]>c

olup

> Jan| / | fuldP < MJrl > Janl / (Ifxl)dP < e

g [fil>e [ Fil>e
elde edilir. Yani {f,} dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir. Burada G fonksiyonunun
konveks ve @ nin artan olmasi gerekli degildir.
Kargit olarak { f,,} dizisi A-diizgiin integrallenebilir olsun. Her n € N i¢in 1i7rlngn =00
olacak bigimde negatif olmayan sabitlerin artan bir {g,} dizisini alalim. Simdin € N

olmak iizere

g:(0,00) — (0,00),s € [n—1,n) icin g(s) = gx

olarak tanimlansin. G fonksiyonu da

t

G(t) = /g(s)ds ,1>0, G(0) =

seklinde tanimlansm. Ilk olarak G fonksiyonunun konveks oldugunu gosterelim.

a,f>0,a+p=1,1t <ty €(0,00) igin g fonksiyonu azalmayan oldugundan

aG(t) + pG (tg) — (a+ B) G (aty + ft)

t1 at1+fta

_ / d3+5/ ds—a+6)/9(8)d3

o
at1+Pta

_ 5/ $)ds —a / o(s)ds

at1+Pta t1
at)+Btg

to
> B / glaty + fBty)ds — a / g(aty + Bta)ds
at1+Gt2 t1
=0
gergeklenir. Dolayisiyla G fonksiyonu konvekstir. Her bir n > 1 i¢in (n — 1,n)

arahiginda G’ (t) = g (t) = g gerceklenir. Bu durumda



ile tammh F fonksiyonu (0, 00) araliginda stirekli ve her bir (n — 1,n) araliginda
tiirevlenebilir oldugundan; F' fonksiyonunun artan oldugunu gostermek icin n > 1
icin ¢ € (n — 1,n] olmak iizere F' (t) > 0 oldugunu gostermek yeterlidir. n > 1 ve
t € (n — 1, n| sabitlensin.

t n—1 t

G(t) = /g(s)ds: /g(s)ds—l—/g(s)ds

o o n—1

= Z/glds—l—/ s)ds

(i—1,]

= Zgi+<t_n+1)gn
i=0

esitligini goz Oniine alirsak

F(t):GT(t):%<ZQi+(t—n+1)g)

olup

BF (t) = gnt—Zgz (t—n+1)g,

gergeklenir. Simdi F fonksiyonu artan oldugundan ¢t — oo iken F' (t) — oo oldugunu
gostermek yerine ¢ € (n — 1,n] oldugundan n — oo iken F'(n) — oo oldugunu
gostermek yeterlidir. g; — oo oldugundan her M > 0 ve her ¢ > iy igin g; > M

olacak big¢imde bir 7y sayis1 vardir. Her M > 0 igin

1 n 1 10 1 n
E;gi = E;gi—i_ﬁ Z Gi

i=109+1
1 1 «
> =G —
nc" + nz M
1=ig+1
1 1

= —Cio+—(n—i0)M
n n

olup
1 n
im in - g g

=1

23



gerceklenir. Dolayisiyla

1 n
liminf—) ¢; = 4.
im inf - ;1 gi = 00 (4.3)
elde edlir. O halde
1 n
li — ; = 4.4
1mnsupn E g; = 00 (4.4)

i=1

olup (4.3) ve (4.4) esitliklerinden
DY
1m— ; — OQ
" ni:lg

bulunur. Simdi

sup> " Jan] /G(|fk|)dP < o0

olacak bi¢imde ve limg,, = oo olacak bigimde artan bir {g, } dizisinin varligim ispat-

layalim. {f,} dizisi A-diizgiin integrallenebilir oldugundan her bir j € N i¢in

sup> " law] [ 1fldP <27
"ok

| fi|>n;
kosulunu saglayan pozitif tamsayilarin j — oo icin n; — oo olacak bicimdeki bir

{n;} dizisini segebiliriz. Diger yandan her n € N i¢in
gn=HJ = 1:n; <n}l

olacak bigimde {g,} dizisini alirsak {g,} dizisi artandir. j — oo iken n; — oo
oldugundan her bir n > 1 icin {j € N:n; < n} kiimesi smirhdir. Ayrica M > 1
olmak tizere j = 1,2,..., M i¢in n; < n, olacak bicimde n, > 1 tamsayis1 vardir.
gn azalmayan oldugundan her n > ng i¢in ¢, > ¢,, = M dir. Yani n — oo igin

gn — 00 gergeklenir. Ayrica n € N, her t € (n — 1, n] igin

n—1
G(t)=) gi+(t—n+1)g,
=0
oldugundan her ¢ € (n — 1,n] i¢in
n—1
G(t) < St m—n+1)g,
i=0
= Zgi

i=1
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elde edilir. O halde her k£ € N icin

/G(Ifk|)dP < /(Zx(n—1<|fk|§n)zgi) dP

H H

- / (igi (ix(n— L<|fil < n))) P
50 (B remiza)or

= D P (fil>i-1)
i=1

bulunur. Buradan her n € N igin

Z|ank|/G(|fk|)dP < D la ZgiP(lfk|>i—1))
k=1 o k=1 i=1
= > law Z|{j21¢nj<i}lp(|fk|>@'—1)>
k=1 i=1
= X laml | DD P (Sl > ) (4.5)
k=1 j=li=n;
elde edilir. Onerme 4.1.1 ve Tonelli teoremi (4.5) esitsizliginde dikkate alinirsa
> lawel [GURDAP < S lanl |3 [ 1feldP
k=t H h=t I=1 fl2ng
= > | Slewl [ 1nlap
S VA
— 22*1
j=1
< o0

bulunur. Dolayisiyla (i) gerceklenir. m
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4.2 Rasgele Degiskenlerin Agirlikli Toplamlar Dizisinin Yakinsakhgi

Bu kisimda rasgele degiskenlerin agirlikli toplamlar dizisinin yakinsakhigi ele ali-

nacaktir.

Teorem 4.2.1 H uzay: iizerinde tanimh rasgele degiskenlerin bir { f,,} dizisi bagim-

siz ve her birinin Lebesgue integrali sonlu ise

£<Jf[lfj> dpzjf[1 lfjdp

saglanir (Chung 2001).

Lemma 4.2.1 {f,} dizisi H uzay iizerinde tanmimh rasgele degiskenlerin bir dizisi
olsun. Ayrica bir A = (a,;) matrisi
() sup)_ |ank| < o0
(i) l?rrlnksup ] = 0
kogullarmkl saglasi. Eger {f,} dizisi ikili bagimsiz ve diizgiin sinirh ise
2 3

lim /Zank fi — / fdP || dP| =0
H k H

gerceklenir (Cabrera 1994).

Ispat. {f,} dizisi diizgiin smirl oldugundan her n € N ve her s € H icin

| fn (s)| < N olacak bicimde bir N > 0 sayis1 vardir. O halde her n € N i¢in
2

/ (Sp)?dP = 4 Zk:ank fi — 4 frdP dpP

H
2

= /lim Zank fk_/fkdp dp
"\ k=1 o

H
2

- /hygn zj:(ank)Q fk_/fk:dp (4.6)

H k=1

+2m2ank fk—/fde in,j fj—/fjdp
H H

1<k<j
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gerceklenir. Simdi n sayisini sabitleyelim ve her m € N igin

Zank fr — / fodP | an; | 5 — / f;dP

1<k<j

olmak tizere / limFE,, dP = 0 olacagini gosterelim. A matrisini kabul kosullarindan

H
ve {f,} dizisinin diizgiin simirlihgindan her m ve her s € H igin

|En(s)] < |G| ang] | i ( fi(s)dP||f;(s) = [ f;(s)dP
1<Zk<3 k k /k Z
< T

olacak bi¢imde bir 7" > 0 sayisi vardir. Diger yandan

Z ‘ankHan]‘ fk_/fkdp fj—/fjdp < o0

1<k<j

oldugundan limF,, mevcuttur. Bu durumda Siirli Yakinsaklik Teoremi’nden

/ limFE,,dP = lim / E,.dP
H

H
= lim / Zankam fi — / fedP | | f; — é f;dP | | dP

1<k<y

= lim Z (kg / fi — 4 frdP | | f; — 4 f;dP | dP

1<k<j

= f: ankanj/ Jefi — fk/deP fj/fde

1<k<y

/ f,dP / f,dp | ap

olup Teorem 4.2.1’den

/ lim E,,dP = 0 (4.7)

H
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bulunur. (4.7) esitligi (4.6) esitsizliginde dikkate alinirsa

2

/(Sn)zdP = /i ank)? | fr — /fde dP

H

|_l

— i(ankf/ fk—/fde 2dP
H H

2

\fel + [ |feldP | dP
/

IN
WE
=
ES

m\w

olup, {f,} dizisinin diizgiin siirhligindan ve A matrisinin kabul kogullarindan

hm/ dP—O

elde edilir. Dolayisiyla

N

lim /(Sn)QdP =0

n
H

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar. m

Asagidaki onerme rasgele degiskenlerin agirlikli toplamlar dizisinin L; uzaymmdaki
yakinsakligini veren Teorem 4.2.2’in ispatinda kullanilacak olup burada ispatsiz ola-

rak verilecektir.

Onerme 4.2.1 {fn} dizisi H uzay: iizerinde tamimh rasgele degiskenlerin bir dizisi

ve ¢ > 0 olmak iizere her n € N igin

W = faX{ifal<e)

olacak bi¢imde rasgele degiskenlerin bir {IV,, } dizisini tamimlayalim. Eger { f,,} dizisi
ikili bagimsiz ise {W,,} dizisi de ikili bagimsizdir.

Teorem 4.2.2 {f,} dizisi H uzay iizerinde tanimh rasgele degiskenlerin bir dizisi
olsun. Ayrica bir A = (a,;) matrisi
() supY o] < o0
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() lim sup |anx| =0
nok

kogullarini saglasin. Eger {f,,} dizisi ikili bagimsiz ve A-diizgiin integrallenebilir ise

lim / > a | fo— / fedP | |dP =0
|k H

gergeklenir (Cabrera 1994).

ispat. {fn} dizisi A-diizgiin integrallenebilir oldugundan her € > 0 ve her ¢ > ¢

icin

swp | 3 o [ Idar| < (18)
[ frl>c

olacak bicimde bir ¢y > 0 sayis1 mevcuttur. Diger yandan her n € N igin

Yo = faX{ful>c)

olacak bigimde rasgele degiskenlerin bir {V,,} dizisini tanimlayalim. Bu durumda

nk | fo — [ frdP
;Clk k /k

Zank (Y, + W) — /Yk+Wk )dP | |dP

I

k H
< > St | Vi — / YpdP | |dP + / > i | Wi — / WydP || dP(4.9)
k H H |k H

gerceklenir. {f,} dizisi ikili bagimsiz oldugundan Onerme 4.2.1 geregince {W,,} dizisi
de ikili bagimsizdir. Ayrica her n € N ve her s € H igin |, (s)| < ¢ oldugundan
{W,.} dizisi diizgiin smuirhdir. Lemma 4.2.1’den

2 2

lim /Zank W, — / W.dP || dP| =0
H

H k

gerceklenir. Diger yandan P (H) = 1 < oo oldugundan

lim / Zank W, — / W.dP || dP =0
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elde edilir. O halde ayni € > 0 ve her n > ng icin

/ > i | Wi~ / Wy dP dP<% (4.10)
H

H k

olacak bicimde bir ng sayis1 vardir. Ayrica

YidP|dP

/Zank Yk—/kaP dP < /Dankr Yk—/

"l * H ok H

= Z|ank|/ Y,C—/kaP dpP
k H H

< 22|ank\/\Yk]dP
k H

= 2 ol [ 1ilap
k

[fr|>c

olup (4.8) esitsizliginden her n € N i¢gin

/Zank Yk—/kaP dP<g (4.11)
k

H H

gergeklenir. Dolayisiyla (4.10) ve (4.11) esitsizlikleri (4.9)’de dikkate alimirsa her

n > n, i¢in
/ Zank fk_/fkdp dP <e
"k H

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Yukaridaki teoremin diger sartlarini biraz daha giiclendirip, rasgele degisken dizilerinin

ikili bagimsizlik kosulu diisiiriilebilir. Boylece agsagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.3 {f,} dizisi H uzay iizerinde tammh rasgele degiskenlerin bir dizisi
olsun. Ayrica bir A = (a,,) matrisi

(i) r € (0,1) i¢in sup_ |au|" < oo

(i7) liTILn Sl;p |G| :”0 ’
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kosullarim saglasin. Eger {|f,|"} dizisi A”—diizgiin integrallenebilir ise

lim /

H

Zankfk dP| =0

k

gerceklenir (Cabrera 1994).

Ispat. {|f.|"} dizisi A"—diizgiin integrallenebilir olsun. Burada A" matrisi
A" = (Jank|") seklinde tanmimlanan bir toplanabilme matrisidir. O halde her £ > 0

ve her ¢ > ¢; icin

T T 6
sup | 3 Jaul /|fk| ar | < * (4.12)
" k

[fr|>c

olacak bigimde bir ¢y > 0 sayist mevcuttur. Diger yandan her k£ € N icin rasgele
degiskenlerin {W;} ve {Y}} dizilerini Teorem 4.2.2’deki gibi tamimlayalim. M > 0

sayist Teorem 4.1.1’deki gibi alinmak tizere

/

H

> Wi dP < Zyanky/\wk\dp
k k H

= lank] [ |frldP

|fkl<c

S CZ|ank|

k
< cMsup |ap|"
k

olup A matrisinin (i7) kosulundan

lim /
H

dir. r € (0,1) i¢in Lyaponouv esitsizliginden; her € > 0 ve her n > ng i¢in

/

H

dP =0

Zank Wk
k

r

67‘
— 4.1
<5 (413)

T

< |

H
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olacak bicimde bir ng sayis1 vardir. Diger yandan

/ZankYk dP < /(Z\ankm}fkr) dP
H k H k
_ Zyankr/ Y,.|" dP
k H
= Slaut [ I
k

A

| fi|>c
olup (4.12) egitsizliginden her n € N i¢in
T ET
/ > auYi| dP < 5 (4.14)
k

H

gergeklenir. (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri kullamlarak her n > n, igin

[ enhi] ap = [ S awvis v ap
!k !k
< /Zanka dP+/ ZankYk dP
ok ok
< £

elde edilir. Dolayisiyla

Sl

T

dP <€

Zankfk

k

/

H

saglanir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Buraya kadar rasgele degiskenlerin dizileri igin c¢aligmalara yer verilmistir. “Bu
sonugclar rasgele vektorlerin dizileri icin gecerli mi?” sorusu akla gelebilir. Rasgele
degiskenlerin dizisi i¢in verilen Teorem 4.2.2 ayrilabilir Banach uzayinin rasgele vek-
torlerin dizileri i¢in gecgerli degildir. Bunun icin asagidaki ¢rnek verilebilir. Ancak
ileriki kisstmda boyle bir geniglemenin yeni kogul altinda gergeklendigi

ispatlanacaktir.
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Ornek 4.2.1 [' ayrilabilir Banach uzaymi ele alalm. {e,}, I' uzaymin standart

bazi ve her n € N icin f, : H — [* olmak iizere

e, , SEB
fa(s) =
—e, , seC
1

P(B) = P(C) = ;5 seklinde tamimlanan rasgele vektorlerin bagimsiz bir { f,,} dizisini

gbz oniine alahm. [! mutlak yakinsak seri olusturan diziler uzay1 x = (z,) € I
olmak iizere ||z|| = > |z,| < oo normu ile bir Banach uzay1 oldugundan her n € N

ve h.h.s igin

=1

£ = D2 [(Fa)| = 2 |,

gerceklenir. Her n € N igin

Bf, = e,P(B)—e,P(C)
= 0

olup her ¢ > 1 ve her n € N igin / || ful|dP = 0 saglanir. Burada ¢ Banach

| fnll>c
uzaymnn sifir vektoriidiir. Dolayisiyla rasgele vektorlerin {||f, ||} dizisi diizgiin in-

tegrallenebilirdir. Diger yandan A = (a,,) matrisi sup) | |a,| < oo olacak bicimdeki
n Tk
toplanabilme matrisi olmak iizere {||f,||} dizisi Teorem 4.1.1’den A-diizgiin in-

tegrallenebilirdir. Ancak h.h.s € H igin

/ > ancfi

H k

= 2 _lan
k

olup { [ ||Sa||} dizisi sifira yakinsamak zorunda degildir. Ornegin, Cesaro matrisini

goz oniine alindiginda ve her n € N igin

/HSanP - /Z!ankldP
I g k
= 1

gerceklenir.

Ancak Teorem 4.2.3 ayrilabilir Banach uzaylarina genisletilebilir ve dolayisiyla agagi-

daki sonug elde edilir.
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Teorem 4.2.4 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzay: olmak tizere { f,,} dizisi H uza-
yindan X uzayma tamimh rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. Ayrica bir A = (a,)
matrisi

(i) r € (0,1) igin sup_ |au]" < oo

(17) liyrln sgp |G| :nO ’

kogullarim saglasin. Eger {||f.||"} dizisi A”—diizgiin integrallenebilir ise

lim /

H

Zankfk daP]l =0

k

gerceklenir (Cabrera 1994).
4.3 Rasgele Vektor Dizilerinin Kompakt Diizgiin Integrallenebilirligi

Bu kisimda rasgele vektorlerin dizisinin sikilik, kompakt diizgiin integrallenebilme
ve A-kompakt diizgiin integrallenebilme kavramlar: tanitilacak ve aralarindaki iligki

ele alinacaktir.

Tanim 4.3.1 (X, ||.||) bir Banach uzay1 olmak iizere {f,} dizisi H uzaymmdan X

uzayina tanimh rasgele vektorlerin bir dizisini goz oniine alalim. Her € > 0 i¢in

sup / | fulldP < €

fn¢K
kogulunu saglayan kompakt bir K C X altkiimesi varsa {f,} dizisine kompakt

diizgiin integrallenebilirdir denir (Cabrera 1997).

Aynlabilir Banach uzayindaki rasgele vektor dizilerinin  kompakt —diizgiin
integrallenebilme kavrami, rasgele degiskenlerin diizgiin integrallenebilme kavraminin
dogal genislemesidir. Banach uzay1 sonlu boyutlu ise bu iki tanim birbirine denktir

(Cabrera 1997).
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Tanim 4.3.2 (X, ||.||) bir Banach uzay:1 olmak tizere {f,} dizisi H uzayindan X

uzayina tanimli rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. Eger her € > 0 igin
supP(f, & K) <e

olacak bigimde kompakt bir K C X altkiimesi varsa { f,,} dizisine X iizerinde “sik1”
bir dizidir denir (Cabrera 1997).

X ayrilabilir Banach uzay1 oldugunda norm topolojisinin iirettigi o —cebir ile acik yu-
varlarin iirettigi o — cebir ¢akisiktir. Ayrica fonksiyonlarin 6lciilebilirligini aragtirken
o — cebirin elemanlarinin 6n goriintii kiimelerinin olgiilebilir olduguna bakmak
yerine o — cebiri iireten ailenin elemanlarimin 6n goriintii kiimelerinin olgiilebilir-
ligine bakmak yeterlidir. Bu nedenle burada ayrilabilir Banach uzaylarinda caligmak

kolaylik saglayacaktir.

Tanim 4.3.3 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzay1 olmak tizere {f,} dizisi H uza-
yindan X uzayma tammh rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. A = (a,;) matrisi
sup) _ |ank| < 0o olacak bigimde bir toplanabilme matrisi olmak tizere eger her ¢ > 0
i(;n ’

sup [l [ il dP <=
k e K
kosulunu saglayan kompakt bir K C X altkiimesi varsa {f,} dizisine A-kompakt

diizgiin integrallenebilirdir denir (Cabrera 1997).

Agagidaki teorem ayrilabilir bir Banach uzaymda bir {f,} dizisinin A-kompakt

diizgiin integrallenebilmesi icin yeter kogulu ispatlar.

Teorem 4.3.1 (X, |.||) ayrlabilir bir Banach uzayr ve A = (a,;) matrisi
sup) _ |ank| < oo olacak bigimde bir toplanabilme matrisi olsun. Eger H uzayin-
d:m liX uzayima tanmimh rasgele vektorlerin bir {f,} dizisi siki ve H uzay iizerinde
tamiml rasgele degiskenlerin bir {||f,||} dizisi A-diizgiin integrallenebilir ise {f,}

dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilirdir (Cabrera 1997).
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Ispat. Kabul edelim ki {||f, ||} dizisi A-diizgiin integrallenebilir ve {f,} dizisi siki
olsun. O halde her n € N igin

P(fu g K) <+

olacak bicimde X uzayimin kompakt bir K altkiimesi vardir. Burada M > 0 sayisi
Teorem 4.1.1°deki gibi alinmugtir. Simdi her k i¢in Ey = {s: fi(s) ¢ K} alirsak

sup (Z |G| P(E@) = sup (Z \anr| P(fr ¢ K)) <90

k k

oldugu aciktir. Dolayisiyla Teorem 4.1.3 (i7) geregince her € > 0 igin

sup | ) |l / If:lldP | < e
" k

k¢ K

saglanir. Yani {f,} dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilirdir. m

Onerme 4.3.1 (X, |.||) ayrilabilir bir Banach uzay: olmak iizere H uzaymdan X
uzayma tamimh rasgele vektorlerin bir {f,} dizisi kompakt diizgiin integrallenebilir
olsun. Bu durumda sup}_ |a.x| < oo kogulunu saglayan her A = (a,;) matrisi i¢in

n 'k
{fn} dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilirdir (Cabrera 1997).

Ispat. M > 0 sayis1 Teorem 4.1.1°deki gibi alnmak tizere {f,} dizisi kompakt
diizgiin integrallenebilir olsun. Bu durumda her € > 0 icin

3

P
sup [ 51aP <+

fngK

kosulunu saglayan bir K’ C X kompakt altkiimesi vardir. Buradan her € > 0 i¢in

sup | ol [ 151 aP | <sup (Y lanclsup [ [Alap | <
k k

Nix2:e k¢ K

olup {f,} dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilirdir. =

Yukaridaki onermenin kargit1 dogru degildir. Yani A-kompakt diizgiin integral-

lenebilir rasgele vektorlerin dizileri kompakt diizgiin integrallenebilir degildir. Bunun
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icin agagidaki ornek verilebilir.

Ornek 4.3.1 ! aynlabilir Banach uzaymi goz 6niine alalim. {en}, I uzaymm stan-

dart bazi ve her n € Nicin f, : H — [! olmak iizere

ne, , se€B
fuls) = —ne, , se€C
0 , seD

P(B) = P(C) = 5, P(D) = 1— = seklinde tanimlanan bagimsiz rasgele vektorlerin
bir dizisi olsun. K, ! uzaymnin herhangi bir kompakt altkiimesi olmak iizere, K
kiimesi {Fne,,n € N} kiimesinin en fazla sonlu tane elemanini icerir. Bu durumda

ne, < n oldugunda f,(s) ¢ K gergeklenir. O halde

/Ilfnl\dP - /Hnenudm/H—nenudm/ueudP
B C D

fngK
= nP(B)+nP(C)

=1

olup sup / ||fulldP = 1 saglanir. Bu da bize rasgele vektorlerin {f,,} dizisinin
fngK

1
kompakt diizgiin integrallenebilir olmadigin1 gosterir. Ayrica ¢ > 0 igin — < ¢
o

olacak bi¢imde ny € N mevcuttur. Simdi K kiimesi K = {6, Fey, F2es, ..., Fnoen, }

olsun. K, I* uzaymim kompakt altkiimesidir ve

, n<mn,

P(fn & K) =

I |~ o

, N >ng

1 1
olupsupP(f, ¢ K) = sup — = — < ¢ saglandigindan rasgele vektorlerin { f,, } dizisi

n>ne n No

sikidir. 9imdi A = (ay,) matrisi sup) |k |a,,| < oo olacak bicimde bir toplanabilme
n 'k
matrisi olsun. Bu durumda ¢ > n, icin

il [ NAlAP < Ylawl | lIfllap

[| frll>c [ frl>no

= \ank| [ || frl|dP

k¢ K
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elde edilir. Ayrica I' uzaymin tammindan her n € N ve s € H igin || fx(s)|| < k olup

Sawel [ AP < S Hawl P ¢ K)
k k

I fkll>e
< €Y klanl
k

elde edilir. Dolayisiyla {|| f.||} dizisi A-diizgiin integrallenebilirdir. O halde Teorem
4.3.1’den {f,} dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilirdir.

4.4 A-kompakt Diizgiin Integrallenebilir Rasgele Vektér Dizilerinin
Lqi-Agirhikli Yakinsakligi

Bu kisimda ayrilabilir Banach uzayinda deger alan rasgele vektorlerin agirlikli toplam-

lar dizisinin L; uzayindaki yakinsakligini inceleyecegiz.

Simdi kullanacagimiz iki operatérden bahsedelim. Bunun igin ilk olarak agagidaki

tammlar: hatirlatalim.

Tanim 4.4.1 (X, ||.||) bir Banach uzay:1 ve b = {b,} bu uzayda bir dizi olsun. Her
bir z € X i¢in

T = Ztnbn

olacak bigimdeki skalerlerin bir tek {t,} dizisi varsa b dizisine X uzay1 igin bir

Schauder bazidir denir (Wilansky 1964).
Tanim 4.4.2 (X, ||.||) bir Banach uzay:1 ve b = {b,,} dizisi X uzayimn bir Schauder
bazi olsun. Her n € N igin

gn: X = K| gn(x):tn

seklinde tamimlanan siirekli lineer fonksiyonellerin bir {g,} dizisi b baz igin koordi-
nat fonksiyonelleri olarak adlandirihir. Burada {¢,,} dizisi Tanim 4.4.1’deki skalerlerin

dizisidir (Wilansky 1964).
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(X, |I-]l) bir Banach uzay1 olmak iizere, U, : X — X, kismi toplam operatorii

k=1 k=1

seklinde ve @, : X — X, rezidiiel (kalan) operatorii

seklinde tanimlanir. {U,} ve {Q,} dizileri her z € X i¢in

lim U, (z) =z velim Q, (x) =0

n—oo n—oo

kogulunu saglayan siirekli, lineer operatorlerin iki dizisidir (Cabrera 1997). Ayrica
her n € N igin
U]l < C

olacak bigimde C' > 0 baz sabiti vardir (Wilansky 1964). Dolayisiyla

R A0
20 7]
oldugundan
[Un(2)]] < C ||z

esitsizligi her x € X igin gergeklenir.

Onerme 4.4.1 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzay: ve K € X kompakt altkiimesi

olsun. Her € > 0 icin n > ng ve x € K oldugunda

1@n(2)]| <&

olacak bigimde ng € N sayis1 mevcuttur (Wei ve Taylor 1978).

Teorem 4.2.2'nin saglanmadigin1 gostermistik. Ancak Teorem 4.4.1’de A-kompakt
diizgiin integrallenebilen rasgele vektorlerin dizisi i¢cin benzer bir genislemenin miim-
kiin oldugunu ispatlayacagiz. Bunun i¢in ilk olarak verecegimiz teoremin ispatinda

kullanacagimiz agagidaki lemmalari ve 6nermeleri verelim.
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Lemma 4.4.1 (X, ||.||) Schauder bazina sahip bir Banach uzay1 ve A = (a,) matrisi

sup) _ |anx| < oo olacak bigimde bir toplanabilme matrisi olsun. Eger, H uzaymdan
n 'k
X uzaymma tammh rasgele vektorlerin bir {f,} dizisi A-kompakt diizgiin integral-

lenebilir ise
fim sup | 3 o / 1Q: (fi — BRI AP | =0
H

gergeklenir (Cabrera 1997).

Ispat. X uzaymin Schauder bazinin baz sabiti C' olsun. {f,} dizisi A-kompakt

diizgiin integrallenebilir oldugundan her € > 0 i¢in

s?lp Xk:]and / | fell P <m (4.15)

fud K
olacak bi¢cimde bir K C X kompakt altkiime mevcuttur. Diger yandan her £k € N
icin
Wi = fiXqpeery Ve Yi i= faXpem)

olacak bicimde rasgele vektorlerin {W;} ve {Y;} dizilerinin tamimlayalim. Burada
fr(s) € K icin Wy(s) € K oldugundan Onerme 4.4.1’den her ¢ > 0 igin t > ¢, icin

|QWi(s)l < = (4.16)
olacak bicimde bir ¢y € N sayist mevcuttur. Yine M > 0 sayis1 Teorem 4.1.1°deki

gibi alinmigtir. Simdi her £ € N ve her ¢ € N igin

I / 1Q: (Wi — B, | dP = / 1Q: (W) — Qi (BW,)]| dP
H H

yazilabilir. Ayrica her ¢ € N i¢in @; : X — X siirekli lineer operatér olup
Q. (BW,,) = BQ,(W,,) saglandigidan

fi= [ 1QuWe) - BQW) | dP
H
yazabiliriz. ||BW| < / |Wk|| dP oldugundan

I < / 1Q: (Wil dP + / 1Q.(WldP
H H
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olup, (4.16) esitsizliginden
I = /HQth — BWy|| < 577 2M
bulunur ve boylece
Z |G| / 1Q; (W), — BW,)|| dP < Z || /—dP <= (4.17)
elde edilir. Diger yandan
Lo [1Qu - B ap

- /nYk — BYy— U, (Ys — BY;)|| dP

IN

/\|Ykr|dP+/M||dP+/HUt (Y — BY:)| dP
H H H

olup ||U,(x)| < C'||z|| oldugundan

L < 2./|]Yk\|dP~l—/CHYk—BYkHdP

H

< 2(C+ 1)./||Yk||dP

- 2<0+1>/ | fill dP

k¢ K

elde edilir. Boylece,

S o / 1Qr (Vi — BYD[dP < 2(C + 1S ol / | fill dP
k H k

k¢ K

olup (4.15) esitsizliginden
£
> Jan [ 00— BYD] P < 5 (118)
k H
elde edilir. Dolayisiyla her t > t igin (4.17) ve (4.18) esitsizliklerinden

sup " o] [ 1Q: (e = BA)| AP < =
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olup {f,,} dizisi i¢in
tim supY el [ 1Q: (i~ Bl AP =0
k H
gerceklenir. m

Lemma 4.4.2 (X, ||.||) Schauder bazina sahip bir Banach uzay1 ve A = (a,,;) matrisi

sup) _ |ank| < oo olacak bi¢imde bir toplanabilme matrisi olsun. Eger H uzaymdan
n 'k

X uzaymma tanmimh rasgele vektorlerin bir {f,} dizisi A-kompakt diizgiin integral-

lenebilir ise
tim sup | 3 faw] [ Qf)IdP ) =0
k H

gergeklenir (Cabrera 1997).
Lemma 4.4.2 bir 6énceki lemmaya benzer sekilde ispatlanabilir.

Onerme 4.4.2 (X, |.|) bir Banach uzay1 ve {f,} dizisi H uzaymndan X uzayma
tanimh rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. Kompakt bir K C X altkiimesi ve her
n € N i¢in

Wo = faX{paexy
olacak bicimde rasgele vektorlerin bir {W,,} dizisini tamimlayalim. Eger {f,,} dizisi

ikili bagimsiz ise rasgele vektorlerin {W,, — BW,,} dizisi de ikili bagimsizdir.

Onerme 4.4.3 (X, ||.||) bir Banach uzay1 olmak tizere H uzaymdan X uzaymna
tamml rasgele vektorlerin bir {f,} dizisi ikili bagimsiz ve {g,} dizisi H uzay1
tizerinde taniml rasgele degiskenlerin sonlu bir dizisi ise {g, (f,)} dizisi ikili bagim-

sizdir (Chung 2001).

Onerme 4.4.4 (X, |.||) bir Banach uzay: olsun. f, H uzaymdan X uzayma tanimh
rasgele vektor ve g, X uzayindan R uzayma tanimh siirekli lineer fonksiyonel ise
{g(f — Bf)} rasgele degigkeni sifir ortalamaya sahiptir. Yani Lebesgue integrali

sifirdir.
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Teorem 4.4.1 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzay: olmak tizere {f,} dizisi H uza-
yindan X uzayma tamimh rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. Ayrica bir A = (a,x)
matrisi

(i) supY. lau| < o0

(17) lriirlnks%p |ank| =0

kogullarim saglasin. Eger {f,} dizisi ikili bagimsiz ve A-kompakt diizgiin integral-

lim /
H

gerceklenir (Cabrera 1997).

lenebilir ise

dP =0

> aw (fr = Bfy)
k

Ispat. {f,} dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilir oldugundan her & > 0 icin

sup [ Slaul [ 15l aP | <
" k

e K
olacak bicimde bir K’ C X kompakt altkiimesi mevcuttur. K kiimesinin sinirhiligin-
dan sup sup || fx(s)|| < N olacak bigimde bir N > 0 sayis1 vardir. O halde her n € N
k seH
icin

/

H

Zank (fr — Bfr)
i

aP < Sl [ 1~ BfelldP

k H

< ol [ (Ul + 185l P
k H

< 2 laul [ 5l aP
k H

= 2 el [ Il P+ 25wl [ flar
k k

freK Rt K
< 2MN + 2¢

< o0

saglanir. Yani S,, € L; dir. Burada M > 0 sayis1 Teorem 4.1.1’deki gibi alinmistir.
Diger yandan X ayrilabilir Banach uzayi, Schauder bazina sahip C'[0,1] Banach
uzay1 icine izometrik olarak izomorfik yapilabileceginden; genelligi bozmaksizin, X

uzaymnn {b,} Schauder bazina sahip oldugunu varsayabiliriz (Marti 1969). Simdi
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{bn} Schauder bazinin baz sabitine C' diyelim. Her bir sabitlenmis ¢ € N ve her

n € N i¢in
/ > i (f — Bfy)|| dP
H k
= / Q: (Zank (fs — Bfk)) + U, (Zank (fs — Bﬁ)) dP
H k k
< / Q, (Zank (fi— B f@) qP (4.19)
H k
+/ > g <Zank (fix — Bfk)> b;||dP
H =1 k
yazabiliriz. Lemma 4.4.1’den her ¢t > ¢,, her n € N ve her ¢ > 0 icin
Q <Zank (fe — B fk)> dP (4.20)
k

IN

Mg m\ m\ m\

dpP

@ <1i7£nzank (fr — Bfk:))
k=1

Z |ank| |Q¢ (fx — Bfk)”) dP
k=1

|ank| [ 1Q¢ (fx — Bfe)lldP
/

o
I

olacak bi¢imde bir ty sayist mevcuttur. Sabit t € N ve r > 7}1<CL]<€29 |l gi]] ||bs]| secelim.

{fn} dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilir oldugundan keyfi £ > 0 igin

9
g IR K

kogulunu saglayan K C X kompakt altkiimesi mevcuttur. Her n € N icin rasgele

vektorlerin {W,, } ve {Y,,} dizileri Lemma 4.4.1’deki gibi tammlayalim. Her i, n € N
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icin

/>

=1 k

< Z/ (Z&nk Jr — Bfk)) [b:]| dP
< i / i (Zank (Wi — BWk)) dpP (4.22)
+/ gi (Zank (Vi — BYk)> dP 3 ||b]]

elde ederiz. Diger yandan her 7, n € N icin

/ gi (Zank (Wi — BWk)>

H k

dP b

1
2

/ (gi (Zank (Wk — BWk))) P | . /12dP 164

k H
2

_ /lim S o gs (Wi — BW) | aP | ]

m
H k=1

I

[NIES

m
H

= / lim Zaik (9: (Wy — BW,))?
k=1

=

+2 " ankgi (Wi — BWi) ayg; (W, — BWj)) } 1641 (4.23)

1<k<j

gerceklenir. Simdi n sayisini sabitleyelim ve her m € N igin

= D awgi (W — BWy) ay0: (W, — BW))

1<k<j

olmak tizere / limF,, dP = 0 olacagini gosterelim. Her m ve her s € H icin
H

m

|En(s)] < E |ank||ans] |9s (Wi — BWy)| |g: (W; — BW;)|
1<k<j
< T
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olacak bi¢imde bir 7" > 0 sayisi vardir. Diger yandan

> " lankllans| g (Wi = BW)| |gi (W, — BW;)| < o0

1<k<y

oldugundan lim#,, mevcuttur. Bu durumda Sinirli Yakinsaklik Teoremi'nden

/ limFE,,dP = lim / E,.dP
H H

= lim / ( Z Anknigi (Wy — BWy) gs (W — BWj)) dP
H

1<k<j

= linrln Z a/nk(lnj/ (9: Wi — BWy) g: (W — BW;)) dP

1<k<j I

elde edilir. Ayrica Onerme 4.4.2 ve Onerme 4.4.3’den
g (Wk — BWk) ve g; (W] — BWJ)

rasgele degisken dizileri ikili bagimsizdir ve Lebesgue integralleri sonlu oldugundan

Teorem 4.2.1’den

o0

/ imA,dP =Y " anran; / g; (W), — BW,,) dP / gi (W; — BW,)dP
o 1=k<j H H

gerceklenir. Onerme 4.4.4’den

/ limFE,,dP =0

H

elde edilir. Dolayisiyla (4.23) esitsizliginden

/ gi (Zank (W, — BWk)) dP ||b;]|
H k
- 3
= /<Z|ank|2 (9i (Wk—BWk))2> dP | lb
" k=1
- 3
< r( |ank|2/||Wk—BWk||2dP
k=1 H
% 3
< L((<sup|ank|)2|ank|>
k k=1
— 0, (n— o)
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gerceklenir. Bu nedenle € > 0 icin n > ng ve 1 < ¢ <t oldugunda

/ gi (Zank (W, — BWk))

H

g
dP ||bs]| < yr (4.24)

olacak bi¢cimde bir n, € N mevcuttur. Diger yandan

/ 9i <Zank (Ve — BYk))

dP |[bs]

H
< /<Z|ank||gi (Yk_BYk)|) dP ||bs
H k
< | Slowd [llall 1%~ Bl |
k H
< 23 ol [IMil1dP
k H
= 23 Jaul [ Ilfllap
& feEK

olup (4.24) egitsizliginden

/ gi (Zank (Ve — BYk)>

H k

3

bl < 2.2

(4.25)

elde edilir. Sonug olarak (4.20), (4.24) ve (4.25) esitsizlikleri (4.19)’de dikkate alinirsa

/

H

her n > ng i¢in

13 13 9
dP < t.5 vop S 1 E
Sttt tiTE

> aw (fe = Bfy)
k

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar. m
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5. RASGELE VEKTOR DIiZILERININ KOMPAKT DUZGUN
BOCHNER INTEGRALLENEBILIRLiGI

Bu boliimde bir Banach uzayinda deger alan rasgele vektorlerin dizisi i¢cin Bochner
integrali yardimiyla Bochner A-istatistiksel yakinsaklik ve Bochner A-kuvvetli
toplanabilme kavramlar1 tanimlanacak ve aralarindaki iliski ele alinacaktir. Ayrica
bu diziler i¢in A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme kavrami verilip, bu
iki yeni kavram ile olan iligkisi aragtirilacaktir. Bu boliim boyunca yine (H, X, P)

olasilik uzayiyla calisgmaya devam edilecektir.
5.1 Bochner A-kuvvetli Toplanabilme

Bu kisimda A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme tanimlanacak ve diizgiin
integrallanebilme ile arasindaki iligki incelenecektir. Ayrica Bochner A-istatistiksel
yakinsaklik ve Bochner A-kuvvetli toplanabilme kavramlari tanimlanip, iigiincii
boliimde verdigimiz klasik anlamdaki A-istatistiksel yakinsaklik ve A-kuvvetli

toplanabilme arasindaki iligkiye yer verilecektir.

Lebesgue integrali yerine Bochner integrali kullanilarak A-kompakt diizgiin integral-

lenebilmenin daha genel tanimi asagidaki bicimde verilebilir.

Tanim 5.1.1 (X, ||.||) ayrlabilir bir Banach uzay1, F' = {f,} dizisi H uzaymndan X
uzayma taniml rasgele vektorlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi ve A = (anx)

bir toplanabilme matrisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
sup) _ lane| || Bfexpgml| <€
"ok

olacak bicimde kompakt bir K C X altkiimesi varsa F' dizisine A-kompakt diizgiin

Bochner integrallenebilirdir denir.

f rasgele vektorii Bochner integrallenebilir olmak iizere

1Bf| < / 1
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oldugundan F' dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilir oldugunda A-kompakt
diizgiin Bochner integrallenebilirdir. Ancak bu durumun karsitinin dogru olmadigina

iliskin agagidaki ¢rnegi verebiliriz.

Ornek 5.1.1 [; ayrilabilir Banach uzayim goz oniine alalim. {ex}, |1 uzaymm
standart bazi ve her k € Ni¢in B, N Dy, = ¢, P(By) = P(Dj,) = 5= olacak bi¢imdeki

By, Dy € ¥ igin fi, : H — [; olmak tizere

ke, , s€ By
fe(s)=1q —ke, , s€ Dy
0 d.d

Y

ile tanimlanan rasgele vektorlerin bir { fi } dizisini ve [; uzayinin keyfi bir K kompakt
altkiimesini ele alahm. O halde her & > N igin Fke, ¢ K olacak bigimde N € N

vardir. Dolayisiyla her n > N icin

v

> [ sdap

fot K R=N oK

1 n
= > [lnlap
n
k:NH
=
n
k=N

n—N+1
n

Soeu [ Al

k=1

olup

supd o [ Il dP = sup> e [ il P =1
k=1 k=1

e K K

gerceklenir. Burada C} = (c¢,;) Cesaro matrisidir. Diger yandan K = ¢ kompakt
kiimesini goz oniine alalim. Her k i¢in f; basit fonksiyonlarinin Bochner integrali

tanimindan

1 1
Bfk = %kek — ﬁkek =0
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olup, buradan

n 1 n
supd_cun || Bfixingrll = sw=> [ Bfil
" k=1 " k=1
1 n
= sup—>_ |4
=1
= 0

bulunur. Sonug olarak { f;} dizisi C;-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilirken,

C1-kompakt diizgiin integrallenebilir degildir.

Simdi rasgele vektor dizileri i¢in Bochner A-kuvvetli toplanabilme ve Bochner
A-istatistiksel yakinsaklik tanimlarini verelim. Burada X Banach uzayim ayrila-

bilir almaya devam edecegiz.

Tanim 5.1.2 F' = {f,} dizisi H uzaymdan X uzayma tammh rasgele vektorlerin
Bochner integrallenebilir bir dizisi, f Bochner integrallenebilir bir rasgele vektor ve
A = (an) negatif olmayan, regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger {Bf,}
vektorlerin dizisi B f vektoriine norm topolojisinde A-istatistiksel yakinsak ise; yani

her € > 0 i¢in

lim Za’”k =0

" kB>
gercekleniyorsa F' dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-istatistiksel yakinsaktir denir.

Tanim 5.1.3 F = {f,} dizisi H uzayindan X uzayma tammh rasgele vektorlerin
Bochner integrallenebilir bir dizisi, f Bochner integrallenebilir bir rasgele vektor
ve A = (a,;) bir toplanabilme matrisi olsun. Eger {Bf,} vektorlerin dizisi B f

vektoriine A-kuvvetli toplanabilir ise; yani
) fanel | B (fe = Il =0
k
oluyorsa F' dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-kuvvetli toplanabilirdir denir.

Elbette, Teorem 3.3.1°1 kullanilarak Tanim 5.1.2 ve Tanim 5.1.3’de verilen kavramlar

arasindaki iligkiyi elde etmek kolaydir. Ancak Tanim 5.1.1’de tanimlanan diizgiin
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integrallenebilmenin genislemesi yardimiyla bu kavramlar arasindaki dogal iligki elde

edilebilir. Bu amac i¢in asagidaki tanim verilmelidir.

Tanim 5.1.4 F = {f,} dizisi H uzayindan X uzayma tammh rasgele vektorlerin
Bochner integrallenebilir bir dizisi, f rasgele vektorii Bochner integrallenebilir ve

A = (ay) bir toplanabilme matrisi olsun. Eger
i | [ (e = )P =0
k
H

oluyorsa F' dizisi f rasgele vektoriine Lebesgue A-kuvvetli toplanabilirdir denir.

Her Bochner integrallenebilir g rasgele vektorii icin

1Bg| < / gl

oldugundan F' dizisi Lebesgue A-kuvvetli toplanabilir oldugunda Bochner A-kuvvetli
toplanabilirdir.

Simdi bu yeni kavramlar ile bu kavramlarin klasik versiyonlar1 arasindaki iligkiyi

inceleyen iki érnekten bahsedelim.

Ornek 5.1.2 & = (1) reel terimli bir dizi, L bir reel say1 olsun. J = [0, 1], B(J),
J araligimin Borel o — cebiri, her n € N igin f,, : (J, B(J),A) — (R, |.|) olmak iizere
fn(s) = xy ile { f,} dizisi ve f : (J, B(J),\) — (R, |.|) olmak iizere f(s) = L seklinde

f fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda
1B U= D= [ W= flldx= fa — I
J

esitliginden rasgele degigkenlerin Lebesgue integrallenebilir 6zel bir dizisi i¢in sirasiyla
klasik versiyondaki A-istatistiksel yakinsaklik ve A-kuvvetli toplanabilme kavram-
larmin Bochner A-istatistiksel yakinsaklik ve Bochner (veya Lebesgue denkligi )

A-kuvvetli toplanabilmeye denk oldugu goriiliir.
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Ornek 5.1.3 A = (ank) bir toplanabilme matrisi ve z, A-diizgiin integrallenebilir

reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda her € > 0 i¢in ¢ > L oldugunda

sup Z |z |ank| < e

" k:|zg|>c

kosulunu gergekleyen bir L > 0 sayisi vardir. Simdi K = K(¢) = [-L, L] kompakt
kiimesini ve Ornek 5.1.2’de tanimlanan (f,,) rasgele degiskenlerin dizisini ele alalim.

Bu durumda her € > 0 icin

a3 o [ Bixgpersl] = sup 3 lows] | [mudd
"ok

" kilzg|>L J

= sup Y lan [ax] A (J)

" k:|xg|>L

= sup Z || |k

" k:|xg|>L
< €

integrallenebilme, A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilmeye denkttir.

5.2 A-kompakt Diizgiin Bochner Integrallenebilme

Bu kisimda A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilmeyi kullanarak, Bochner
A-kuvvetli toplanabilme ve Bochner A-istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 arasin-

daki iligkiyi ele alacagiz.

Ayrilabilir Banach uzaylar1 igin verilen asagidaki teorem Teorem 3.3.17 in bir

benzeridir.

Teorem 5.2.1 (X, ||.||) ayrilabilir Banach uzay1 ve F' = {f,,}, H uzayindan X uza-
yina tanmiml rasgele vektorlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi olsun.
A = (anx) negatif olmayan, regiiler bir toplanabilme matrisi ve her s € H igin
f (s) = 0 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler gerceklenir.

(1) F dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-istatistiksel yakinsak ve A-kompakt
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diizgiin Bochner integrallenebilir ise yine f rasgele vektoriine Bochner A-kuvvetli
toplanabilirdir.
(17) F dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-kuvvetli toplanabilir ise yine f rasgele

vektoriine Bochner A-istatistiksel yakinsaktir.

ispat. i) Kabul edelim ki F' dizisi f = 6 rasgele vektoriine Bochner A-istatistiksel
yakinsak ve A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilir olsun. Bu durumda her
e > 0 i¢in

lim Y ap =0 (5.1)

n
(| B(fi)ll>5

ve

supd _ans || Bfixsery < § (5.2)
"ok

olacak bicimde bir K C X kompakt altkiimesi vardir. Diger yandan her £ > 0 i¢in

YoIBfillaw = > ABfillaw+ D IBfillaw
k

k|| Bfrll>5 k| Bfrll<5

Z HBka{fkgéK}” (nk
k

k|| Bfrll>5

IN

€

- (5.3)

elde edilir. K kompakt kiime oldugundan her z € K icin ||z|| < M olacak bicimde
M > 0 sayist vardir. Dolayisiyla her £ icin

IBixgenl < [ I8@IdPE)

{s:fr(s)EK}
< M / 4P (s)
H
= M (5.4)
gergeklenir. Simdi (5.3) ve (5.4) esitsizliklerinden her € > 0 igin
limsup) |[Bfillawe < sup) || Bfixseny | an
" k "k
: 5
+M]lim sup Z Ang + 3 (5.5)

n
E:||Bfell>5
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yazilabilir. Diger yandan (5.1) ve (5.2) esitsizlikleri (5.5) dikkate alinirsa her ¢ > 0
icin
limsupz | Bfell ank < e
" k
gerceklenir. Bu da bize F' dizisinin f rasgele vektoriine Bochner A-kuvvetli topla-
nabilir oldugunu ispatlar.

i1) Kabul edelim ki F' dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-kuvvetli toplanabilir

olsun. O halde her € > 0 i¢in

S IBfillaws > > IBfill an
k

k:\| B fill>e
> € E Ank
k|| Bfxll>e

elde edilir. Dolayisiyla

1
0< 3 IBAllaw < =3 IBfl an
k

k:|| Bfx|>e
gergeklenir. Sonug olarak F' dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-istatistiksel yakin-

saktir. m

Agagidaki teorem ayrilabilir Banach uzaylarinda deger alan rasgele vektorlerin
dizilerinin A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilir olmasi i¢in gerek kosulu

verir.

Teorem 5.2.2 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzay1 ve F' = {f}, H uzaymdan X
uzayina tamimli rasgele vektorlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi olsun.
A = (ank) negatif olmayan, regiiler bir toplanabilme matrisi ve her s € H icin
f (s) = 6 olmak iizere kabul edelim ki her n i¢in f,, (H) kiimesi kompakt olsun. Eger
F dizisi f rasgele vektoriine Lebesgue A-kuvvetli toplanabilir ise yine f rasgele vek-
toriine Bochner A-istatistiksel yakinsaktir ve F' dizisi A-kompakt diizgiin Bochner

integrallenebilirdir.

Ispat. Kabul edelim ki F dizisi f = 6 rasgele vektoriine Lebesgue A-kuvvetli

toplanabilir olsun. Bu durumda F' dizisi f rasgele fonksiyonuna Bochner A-kuvvetli
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toplanabilirdir ve Teorem 5.2.1'in (4i) geregince F' dizisi Bochner A-istatistiksel

yakinsaktir. Diger yandan her n > N icin
€
Zank/ Ifell dP < 5 (5.6)
K H

olacak bigimde bir N > 0 sayis1 vardir. n = 1,2, ..., N icin

Zank/ I fell dP < o0
k H

oldugundan n = 1,2, ..., N i¢in

k>M

Zank/ el dP < g (5.7)
H

olacak bi¢imde bir M > 0 sayis1 vardir. Simdi X uzaymim K = |J fi (H) kompakt

k<M

altkiimesini ele alahm. O halde £k = 1,2, ..., M icin

{s:fi(s) ¢ K} =0

gerceklenir. Boylece n =1,2,..., N icin

Yo IBfixgrgmllaw = D | Bfexqnem | ans
k

k>M

< Z/ 1l dP
k>M ik

< Sau [ Il (5.8)
k>M H

elde edilir. Ayrica (5.6) geregince

s [Bfoxrgmllan < s [ 1P
k k LK
< swp>an [ 1A dp
n>N & -
g
< = 5.9
: (5.9)

bulunur. (5.7), (5.8) ve (5.9) uyarmca

supd _ || B x| ane < ¢
"k
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gergeklenir. Yani F' dizisi A-kompakt Bochner diizgiin integrallenebilirdir. m

Ornek 5.1.2, Ornek 5.1.3 ve Teorem 5.2.1’den agagidaki sonug elde edilir. Bu sonug

aslinda ticlincii boliimde reel terimli diziler igin verdigimiz Teorem 3.3.1 kendisidir.

Sonug 5.2.1 © = (=) reel terimli bir dizi, A = (a,x) negatif olmayan, regiiler
bir toplanabilme matrisi olsun. Bu durumda z dizisinin L sayisina A-kuvvetli
toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A-diizgiin integrallenebilir ve yine L

sayisina A-istatistiksel yakinsak olmasidir.

Agagidaki 6nermeler sirasiyla ayrilabilir Banach orgiileri (lattice) iizerinde deger alan
pozitif rasgele vektorlerin dizilerinin A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilmesi
icin yeter kogulu ve sonlu boyutlu ayrilabilir Banach uzaylarinda deger alan ras-
gele vektorlerin dizilerinin A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilmesi icin gerek
kosulu verir. Bu kogullar, dordiincii boliimde bahsettigimiz gibi diizgiin integral-

lenebilme karakterizasyonun sartlarina benzer olarak verilecektir.

Bu 6nermeyi vermeden 6nce, Banach o¢rgiilerinde vektor integralinin bazi basit 6zel-

liklerini hatirlayalim.

(X, ]].]]) bir Banach orgiisiit Xy, X uzaymm pozitif konisi olmak iizere f, H uza-
yindan X, konisine tamimli rasgele vektorii Bochner integrallenebilir olsun. Her
FEiCEyelX 191n

IXg, = fxg, =0

yazabiliriz. Bochner integrali pozitif oldugundan (Aliprantis ve Burkinshaw 1990)

ve orgii normundan

|Bf X, = ||Bfxp,| (5.10)

oldugu kolaylikla goriiliir.
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Onerme 5.2.1 (X, ||.||) bir Banach orgiisit F' = {f,}, H uzayindan X, konisine
tanmiml rasgele vektorlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi ve A = (a,) regiiler
bir toplanabilme matrisi olsun. Eger F' dizisi A-kompakt diizgiin Bochner integral-

lenebilir ise

(i) sup > Jan | Bfill < oo
"k

(i7) Her € > 0 igin, Ax € ¥ ve

sup » |ane| P(Ay) < 6 (5.11)
L

oldugunda

supz lankl || Bfixa,|| <€
ok

olacak bicimde bir § > 0 mevcuttur.

Ispat. Kabul edelim ki F dizisi A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilir olsun.
O halde her € > 0 i¢in

Supz || HBka{fk¢K}H <e/2 (5.12)
ok

olacak bigimde bir K C X kompakt altkiimesi vardir. K kiimesi kompakt oldugun-

dan 8161[13 ||z|| < M olacak bigimde bir M > 0 sayis1 vardir. Bu durumda
{s€eH: fi(s)e K}yC{se€ H:|fu(s)| <M}
gerceklenir. Dolayisiyla A matrisinin regiilerligi ve (5.12) uyarinca
Sgpz |an] || Bfill < Slrllpz |ank] || Bfex(seery |
k k

+sup D [anel || Bfix g |
"ok

<sup S Janl / il dP
L

freK

+ supz |ankl || Bfix sz |
"ok
<Msup2|ank|+5/2
"ok

< 0
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elde edilir. Bu da (i) sartim ispatlar. Diger yandan 6 = ¢/2M ve {4}, (5.11)

kosulunu saglayan ¥ sinifina ait kiimelerin bir dizisi olsun. Simdi
R =ArN{s: fu(s) € K} ve Qr = A N{s: fr(s) &€ K}
kiime dizilerini tammlarsak (5.10) geregince
S%PZ || || Bfixa, || < Sgpz |ank] | BfiX sery |
k k

+ sup Z |ank] || Bfexiseun |
"ok

<sup Yol [ fillaP
ok

SER

+ sup Z || HBka{fk¢K}H
ok
< Msupz |ank| P(Ay)
"ok

+¢/2

<e€

gerceklenir. Bu da ispati tamamlar. m

Onerme 5.2.2 (X, ||.||) sonlu boyutlu ayrilabilir Banach uzayi, F = {f,}, H uza-
yindan X uzayina tanimli rasgele vektorlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi,

A = (ayy) regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger
(7) SUPZ || / | fell dP < oo
"ok
H

(77) Her € > 0 igin, E} € X ve
sup Z || P(Ex) < 0 (5.13)
"k

oldugunda
SUPZ |ani] || Bfexg, || < e
"ok
olacak bigimde bir § > 0 mevcutsa F' dizisi A-kompakt diizgiin Bochner integral-

lenebilirdir.
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Ispat. (i) geregince

sup Y ol [ IfelldP < T
"ok

olacak bigimde bir 7" > 0 sayis1 vardir. ¢ > T'/§ sabitlersek Chebychev esitsizligin-

den,

Y
sup S [onal P (15l > ) < s pZ|ank|/||kadP<5 (5.14)
"k

elde edilir. Simdi K = {z € X : ||z|| < ¢} kompakt kiimesini goz 6iiniine alalim.
Bu durumda (5.14)’den her bir k i¢in By = f, '(K¢) olgiilebilir altkiimesi (5.13)

kogulunu saglar. Boylece (i7) uyarinca
SUPZ |ank| ||Bka{fk€K}|| = SUPZ |ank| HBkaEkH <E
"ok "ok

gergeklenir. Yani F dizisi A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilirdir. m

Sonug 5.2.2 Sonlu boyutlu ayrilabilir R Banach orgiisiinii goéz oniine alalim. Bu
durumda Onerme 5.2.1 ve Onerme 5.2.2’de toplanabilme matrisi dzdeslik matrisi
alarak dordiincii boliimde verdigimiz Teorem 4.1.2°i elde ederiz.  Diger yandan
Wilansky 1985'nin Teorem 1.3.9’unu goz oniine alarak yine dérdiincii boliimde verdi

gimiz Teorem 4.1.3’i elde ederiz.
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6. TARTISMA VE SONU(C

Toplanabilme teorisinin amaci 1raksak bir diziye (veya seriye) bir limit karsilik
getirmektir. Bir dizi yakinsak olmadigi durumda, uygun toplanabilme yontemleri
kullanilarak diziye bir limit karsihik getirilebilir. En yaygin toplanabilme
yontemleri matris toplanabilme yontemleri (Boss 2000, Wilansky 1984) olup bu yoén-
temler yardimiyla A-kuvvetli toplanabilme ve A-istatistiksel yakinsaklik kavramlar
elde edilir. Bu iki kavramin tanimlara uygun bir A matrisi i¢in sinirh diziler tizerinde
denkligi ispatlanmigtir (Connor 1988). Diger yandan 2007 yilinda Khan ve Orhan
A-diizgiin integrallenebilme kavramini tanimlayarak A-kuvvetli yakinsaklik kavrami-

nin bir karakterizasyonunu elde etmisglerdir.

Tiim bu diisiincelerden yola ¢ikarak, bu tezde ayrilabilir Banach uzaylarinda deger
alan rasgele vektorlerin dizileri igin Bochner integrali yardimiyla Bochner A-istatistik-
sel yakinsaklik ve Bochner A-kuvvetli toplanabilme kavramlar: tanimlanmig ve bu
yeni iki kavram ile klasik versiyonlar1 arasindaki iligki ele alinmigtir. Daha sonra
Bochner integrali kullanarak, Lebesgue integrali ile verilen A-kompakt diizgiin
integrallenebilme kavraminin daha genel tanimini olan A-kompakt diizgiin Bochner
integrallenme kavrami verilip, bu ii¢ yeni kavramlar arasindaki iligki incelenmistir.
Ayrica rasgele vektorlerin bir dizisi A-kompakt diizgiin integrallenebilir oldugunda
A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilir oldugu goriilmiigtiir. Fakat bu duru-

mun karsitinin dogru olmadig bir 6rnek ile aciklanmigtir.

Litaratiirde diizgiin integrallenebilmenin bir¢ok versiyonu bulunmaktadir. Reel deger-
li olciilebilir fonksiyonlar igin verilen diizgiin integrallenebilme kavraminin
karakterizasyonu Chung 2001’un kitabinda yer almaktadir. Cabrera 1997’da
rasgele vektorlerin dizileri i¢in benzer diisiinceyi izlemis ve A-kompakt diizgiin in-
tegrallenebilmeyi karakterize etmigtir. Bu diigiincelerden yola cikarak bu tezde
“A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme kavrami karakterize edilebilir mi?”

diye aragtirilmistir. Ancak ayrilabilir Banach 6rgiilerinde deger alan rasgele vektor-
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lerin dizileri i¢in A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme i¢in yeter kosul ve
sonlu boyutlu ayrilabilir Banach uzaylarinda deger alan rasgele vektorlerin dizilerinin
A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme igin gerek kosul elde edilmistir. Buna
ragmen klasik karakterizasyon o©zel hal olarak elde edilmistir. Diger yandan

Cabrera 1994'1n verdigi sonug da elde edilmigtir.
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