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ÖZET 
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BULANIK ÖLÇÜNÜN BELİRLENMESİNDE KARŞILAŞILAN 

HESAPLAMA ÇABASINI AZALTMAYA DUYARLI YAKLAŞIMLAR 

 

 

Ezgi TÜRKARSLAN 

Ankara Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Mehmet ÜNVER 

 

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

 

İkinci bölümde bulanık ölçüm teorisi, k-monotonluk ve bir küme fonksiyonun Möbius 

gösterimine ilişkin bazı temel kavram ve önermelere yer verilmiştir. 

 

Üçüncü bölümde ilk olarak k-toplamsal bulanık ölçü kavramı tanıtılıp k-toplamsal 

bulanık ölçülerin bulanık ölçü belirleme sürecinde sağladığı kolaylıklara değinilmiştir. 

Daha sonra bulanık ölçünün Shapley katsayısı ve etkileşim gösterimi kavramları 

tanıtılıp bu kavramlarla ilgili önerme ve teoremler verilmiştir. 

 

Dördüncü bölümde ilk olarak  λ -bulanık ölçü ve Choquet integrali tanıtılıp bulanık ölçü 

belirlemek için literatürde mevcut bir metoda yer verilmiştir. Daha sonra bir çok kriterli 

karar verme problemi olan tedarikçi seçim problemi hem literatürdeki mevcut metot ile 

hem de geleneksel bulanık ölçü belirleme metodu ile ele alınmıştır. 

 

Beşinci bölümde bulanık ölçü belirlemek için verilmiş karma bir metoda yer verilmiştir. 

Daha sonra bu karma metot ve Choquet integrali yardımıyla bir uygulama incelenmiştir. 

 

Son bölümde ise tezin genel bir değerlendirilmesine yer verilmiştir. 

 

 

Haziran 2017, 59 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Bulanık ölçü, bulanık integral, çok kriterli karar verme. 
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This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. 

 

In the second chapter some basic concepts of fuzzy measure theory, k-monotonicity and 

Möbius representation of a set function have been recalled. 

 

In the third chapter, the concept of k-additive fuzzy measure is introduced and the 

practicality of  k-additive fuzzy measures in the fuzzy measure identification process is 

refered .Then the concepts of Shapley index and interaction index of a fuzzy measure 

are introduced and some propositions and theorems related to these concepts are given. 

 

In the fourth chapter, the concepts of  λ-fuzzy measure and Choquet integral are 

introduced and from a literature method for determining fuzzy measure is given. 

Subsequently, a supplier selection problem is considered as a multi criteria decision 

making problem and this problem and solved both by the literature method and by the 

traditional fuzzy measure identification method. 

 

In the fifth chapter, a hybrid method which was given to determine a fuzzy measure is 

considered. Then, an application is investigated via this hybrid method and Choquet 

integral. 
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1. GİRİŞ 

Çok Kriterli Karar Verme (ÇKKV) karar bilimlerinin bir alt dalı olup birden fazla 

çelişen kritere göre alternatifleri sıralama, alternatifler arasından seçim yapma, 

dolayısıyla alternatifleri analiz etme sürecidir. ÇKKV; hayatın her alanında ve her 

düzeyde uygulanmaktadır. Örneğin, mikro ölçekte kişilerin yatırım, gayrimenkul alımı, 

aile bütçeleme gibi kararlarında; orta ölçekte işletmelerin üretim planlaması, teçhizat 

alımı, tedarikçi seçimi, tesis yer seçimi, yatırım gibi kararlarında; makro ölçekte 

devletlerin ekonomik hedef, strateji belirlenmesi gibi kararlarında kullanılabilmektedir. 

ÇKKV; problemin belirlenmesi, kriterlerin inşası, alternatiflerin değerlendirilmesi ve en 

uygun alternatifin seçilmesi gibi temel basamaklardan oluşur. ÇKKV problemlerinde 

karar verici kriter ağırlıkları ile kriterler arasındaki ilişkinin belirlenmesi ve bu ağırlık 

ve ilişkilere göre alternatiflerin değerlendirilmesi gibi problemleri bazı gelişmiş 

yöntemlerle aşmak zorundadır. Bu yöntemlerden biri bulanık ölçü ve bulanık integral 

kavramlarının birlikte kullanılmasıdır. Aslında bulanık ortamda ele alınan ÇKKV 

problemleri, Bellman ve Zadeh (1970) bulanık ortamda karar verme konseptini 

sunduğundan beri çalışılmaktadır. Bulanık ortam dahilinde ele alınan karar verme 

sürecinin gerçek hayat problemlerine daha çok uyduğu için ön plana çıktığını söylemek 

mümkündür (Carlsson ve Fullér 1996, Ducey ve Larson 1999, Özçelik vd. 2014).  

Bulanık integral kavramının temeli toplamsallığın modellenmesinin geleneksel bir yolu 

olan Lebesgue  integraline dayanmaktadır (Lebesgue 1966).  Lebesgue integralinde 

kriterler arasında etkileşimin olmadığı varsayılır. Ancak pratikte ÇKKV problemlerinde 

daima kriterler arasında olumlu ya da olumsuz yönde bir etkileşim söz konusudur. Bu 

toplamsal olmama sorununu modellemek için toplamsal olanların yerine bulanık ölçüler 

ve bulanık integraller dikkate alınmaktadır. Choquet integrali, bulanık ölçü sayesinde 

kriterler arasında gereksizlik ve sinerji konseptini kullanarak kriterler arasındaki 

etkileşimin belli bir çeşidini dikkate alan bulanık integrallerden biridir (Tzeng ve Huang 

2011).  

Karar verme problemlerinde bulanık ölçüm teorisi kullanılırken kriterlerin birbirlerine 

olan etkileşimi göz önüne alınarak bulanık ölçü inşa edilir ve bulanık integral 
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yöntemlerinden biri kullanılarak en uygun alternatif belirlenir. Ancak, kriter sayısı 

arttıkça ölçüsü hesaplanması gereken küme sayısı üstel şekilde artacağından ve  

birbirini etkileyeceğinden her bir kümenin ölçüsünü hesaplamak kolay bir işlem 

değildir. Literatürde bu sorunun üstesinden gelmek için çeşitli çalışmalar 

bulunmaktadır.  

Bu tezde bulanık ölçünün inşa edilmesinde kümenin eleman sayısına bağlı olarak üstel 

olarak artan alt küme sayısının doğurduğu zorluğun üstesinden gelmek için ortaya 

konulmuş yöntemler detaylı olarak incelenecektir. 



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Bulan�k Ölçüm Teorisi

Bu bölümde bulan�k ölçüm teorisinin baz� temel tan�m ve önermeleri verilecektir.Tez

boyunca notasyon kolayl�§� sa§lamak aç�s�ndan X = {1, 2, ...n} ³eklinde al�nacakt�r.

Tan�m 2.1.1 X 6= ∅ sonlu bir küme ve P (X), X 'in kuvvet kümesi olmak üzere,

(i) µ(∅) = 0

(ii) µ(X) = 1

(iii) A ⊆ B ise µ(A) ≤ µ(B) (monotonluk)

³artlar�n� sa§layan µ : P (X)→ R fonksiyonuna X üzerinde tan�ml� bir bulan�k ölçü

denir. E§er A ∩B = ∅ iken;

(i) µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) sa§lan�yorsa µ toplamsal bulan�k ölçü

(ii) µ(A ∪B) ≥ µ(A) + µ(B) sa§lan�yorsa µ üst toplamsal bulan�k ölçü

(iii) µ(A ∪ B) ≤ µ(A) + µ(B) sa§lan�yorsa µ alt toplamsal bulan�k ölçü olarak

isimlendirilir (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

Tan�m 2.1.2 X 6= ∅ sonlu bir küme, µ : P (X)→ R bir küme fonksiyonu ve k ≥ 2

bir tam say� olsun. P (X) ailesindeki her (Ai)
k
i=1 dizisi için

µ

(
k⋃
i=1

Ai

)
≥

∑
∅6=I⊂{1,2,3...k}

(−1)|I|+1µ

(⋂
i∈I

Ai

)
(2.1)

oluyorsa µ fonksiyonuna k-monotondur denir (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

Tez boyunca k = 1 monotonluk özelli§ine kar³�l�k gelecektir. Ayr�ca özel olarak

k = 2 al�n�rsa her A1, A2 ∈ P (X) için

µ(A1 ∪ A2) ≥ µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩ A2)

elde edilir.

Tan�m 2.1.2'de µ fonksiyonu olas�l�k ölçüsü olarak al�n�rsa (2.1) e³itsizli§i e³itlik
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³eklinde verilir. Yani, k-monotonluk özelli§i bu durumun bir geni³lemesidir (Nguyen

ve Walker 2005).

Tan�m 2.1.3 X 6= ∅ sonlu bir küme, µ : P (X) → R bir küme fonksiyonu olsun.

Her k ≥ 2 tam say�s� için µ fonksiyonu k-monoton ise µ fonksiyonuna∞-monotondur

denir (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

Tan�m 2.1.4 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ : P (X)→ R bir küme fonksiyonu olmak

üzere her A ∈ P (X) için

m(A) =
∑
B⊂A

(−1)|A\B|µ(B) (2.2)

ile tan�ml� m : P (X) → R dönü³ümüne µ fonksiyonunun Möbius gösterimi denir

(Chateauneuf ve Ja�ray 1989). Burada m dönü³ümünün iyi tan�ml� oldu§u aç�kt�r.

�imdi Möbius gösteriminin karakterizasyonunda kullanaca§�m�z lemmalar� verelim.

Lemma 2.1.1 A sonlu bir küme olmak üzere;

∑
B⊂A

(−1)|B| =

 1, A = ∅

0, A 6= ∅

gerçeklenir (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

�spat. A = ∅ durumu aç�kt�r. A 6= ∅ olsun. A = {x1, x2, ..., xn} alal�m. Binom

teoreminden;∑
B⊂A

(−1)|B| =(−1)|∅| +
∑
i

(−1)|{xi}| +
∑
i<j

(−1)|{xi,xj}| + ...+ (−1)|A|

=

(
n

0

)
(−1)0 +

(
n

1

)
(−1)1 + ...+

(
n

n

)
(−1)n

=(1− 1)n

=0

elde edilir.
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Lemma 2.1.2 A sonlu bir küme ve B ⊂ A olmak üzere;

∑
B⊂D⊂A

(−1)|D| =

 (−1)|A|, A = B

0, d.d

gerçeklenir (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

�spat. �spat iki durumda incelenebilir.

(i) A = B olsun. Bu durumda B ⊂ D ⊂ A oldu§unda A = D olur. O halde

∑
B⊂D⊂A

(−1)|D| =
∑
A

(−1)|A| = (−1)|A|

gerçeklenir.

(ii) A 6= B ve B ⊂ A olsun. Lemma 2.1.1'den

∑
B⊂D⊂A

(−1)|D| =
∑

E⊂A\B

(−1)|B∪E| = (−1)|B|
∑

E⊂A\B

(−1)|E| = 0

elde edilir.

A³a§�daki önerme bir küme fonksiyonunun Möbius gösterimini karakterize etmekte-

dir.

Önerme 2.1.1 X 6= ∅ sonlu bir küme µ : P (X)→ R herhangi bir küme fonksiyonu

olsun. (2.2) ile tan�ml� m fonksiyonunun µ'nün Möbius gösterimi olmas� için gerek

ve yeter ³art her A ∈ P (X) için

µ(A) =
∑
B⊂A

m(B) (2.3)

e³itli§inin sa§lanmas�d�r. (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

�spat. Kabul edelim ki (2.3) gerçeklensin. O halde A ∈ P (X) olmak üzere
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∑
B⊂A

(−1)|A\B|µ(B) =
∑
B⊂A

(−1)|A|−|B|µ(B)

=(−1)|A|
∑
B⊂A

(−1)|B|µ(B)

=(−1)|A|
∑
B⊂A

(−1)|B|
∑
D⊂B

m(D)

=(−1)|A|
∑
D⊂A

m(D)
∑

D⊂B⊂A

(−1)|B|

=(−1)|A|

m(A)
∑

A⊂B⊂A

(−1)|B| +
∑
D⊂A
D 6=A

m(D)
∑

D⊂B⊂A

(−1)|B|



elde edilir. Lemma 2.1.2'den e³itli§in sa§ taraf�ndaki ilk toplam (−1)|A| de§erine

ikinci toplam ise s�f�ra e³ittir. Buradan

∑
B⊂A

(−1)|A\B|µ(B) =(−1)|A| (−1)|A|m(A)

=m(A)

elde edilir. O halde m dönü³ümü µ fonksiyonunun Möbius gösterimidir.

�imdi kabul edelim ki m dönü³ümü µ fonksiyonunun Möbius gösterimi olsun. O

halde A ∈ P (X) olmak üzere

∑
B⊂A

m(B) =
∑
B⊂A

∑
D⊂B

(−1)|B\D|µ(D)

=
∑
B⊂A

∑
D⊂B

(−1)|B|(−1)|D|µ(D)

=
∑
B⊂A

(−1)|B|
∑
D⊂B

(−1)|D|µ(D)

=
∑
D⊂A

(−1)|D|µ(D)
∑

D⊂B⊂A

(−1)|B|

=(−1)|A|µ(A)
∑

A⊂B⊂A

(−1)|B| +
∑
D⊂A
D 6=A

(−1)|D|µ(D)
∑

D⊂B⊂A

(−1)|B|

6



yaz�labilir. Yine Lemma 2.1.2'den son e³itli§in ilk toplam� (−1)|A| de§erine ve ikinci

toplam� s�f�ra e³ittir. O halde

∑
B⊂A

m(B) =(−1)|A| (−1)|A|µ(A)

=µ(A)

elde edilir. Bu da ispat� tamamlar.

Önerme 2.1.2 X 6= ∅ sonlu bir küme µ : P (X)→ R herhangi bir küme fonksiyonu

olsun.

(i) µ, bir k ≥ 2 tam say�s� için k-monoton ise 2 ≤ k
′ ≤ k olacak ³ekilde her k

′
tam

say�s� için k
′
- monotondur.

(ii) k ≥ 2 olmak üzere µ fonksiyonu k-monoton ve her x ∈ X için µ(x) > 0 ise µ

dönü³ümü monotondur ve µ > 0 gerçeklenir (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

�spat. (i) µ, k-monoton olsun. Herhangi bir (Ai)
k
′

i=1 küme dizisini alal�m ve (Bi)
k
i=1

küme dizisi

Bi =

 Ai, i ≤ k
′

∅, i > k
′

³eklinde tan�mlayal�m. µ, k-monoton oldu§undan

µ

 k
′⋃

i=1

Ai

 = µ

(
k⋃
i=1

Bi

)
≥

∑
I⊂{1,2,3...k}

I 6=∅

(−1)|I|+1µ

(⋂
i∈I

Bi

)

=
∑

I⊂{1,2,3...k′}
I 6=∅

(−1)|I|+1µ

(⋂
i∈I

Ai

)

gerçeklenir. Bu da ispat� tamamlar.

(ii) µ fonksiyonu k-monoton, her x ∈ X için µ(x) > 0 ve A1 ⊂ A2 olsun.
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B1 = A1, B2 = A2\A1 olmak üzere A2 = B1 ∪B2 ve µ, k-monoton oldu§undan

µ(A2) = µ(B1 ∪B2) ≥
∑

I⊂{1,2}
I 6=∅

(−1)|I|+1µ

(⋂
i∈I

Bi

)

= µ(B1) + µ(B2)− µ(B1 ∩B2)

= µ(A1) + µ(A2\A1)

= µ(A1) + µ

 ⋃
x∈A2\A1

{x}


≥ µ(A1) +

n∑
i=1

µ({xi})

elde edilir. O halde µ monoton olup µ > 0 gerçeklenir.

Önerme 2.1.3 X 6= ∅ sonlu bir küme µ : P (X)→ R herhangi bir küme fonksiyonu

ve m : P (X) → R fonksiyonu µ'nün Möbius gösterimi olsun. O halde µ'nün bir

K ≥ 2 tam say�s� için K-monoton olmas� için gerek ve yeter ³art

∑
D⊂

K⋃
k=1

Ak

D*Ak, ∀k

m(D) ≥ 0, Ak ∈ P (X), 1 ≤ k ≤ K (2.4)

e³itsizli§inin sa§lanmas�d�r (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

�spat. (Ak)Kk=1, P (X) kümesinde bir dizi olmak üzere I(D) = {k : 1 ≤ k ≤ K,

D ⊂ Ak} ³eklinde tan�mlans�n ve µ, K-monoton olsun. O halde (2.3)'ten

µ

(
K⋃
k=1

Ak

)
≥

∑
I⊂{1,2,3...K}

I 6=∅

(−1)|I|+1µ

(⋂
k∈I

Ak

)

=
∑

I⊂{1,2,3...K}
I 6=∅

(−1)|I|+1
∑

D⊂
⋂
k∈I

Ak

m(D)

=
∑

I(D)6=∅

m(D)
∑

I⊂I(D)

I 6=∅

(−1)|I|+1
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yazabiliriz. Binom teoreminden

∑
I⊂I(D)

I 6=∅

(−1)|I|+1 = 1 (2.5)

elde edilir. O halde

µ

(
K⋃
k=1

Ak

)
≥

∑
I(D)6=∅

m(D) (2.6)

sa§lan�r. Di§er yandan (2.3)'ten

µ

(
K⋃
k=1

Ak

)
=

∑
D⊂

K⋃
k=1

Ak

m(D)

=
∑

D⊂
K⋃

k=1
Ak

D⊂Ak

m(D) +
∑

D⊂
K⋃

k=1
Ak

D*Ak

m(D)

olup (2.6)'dan ispat tamamlan�r. �imdi

∑
D⊂

K⋃
k=1

Ak

D*Ak, ∀k

m(D) ≥ 0

olsun.(2.3)'ten

µ

(
K⋃
k=1

Ak

)
=

∑
D⊂

K⋃
k=1

Ak

I(D)=∅

m(D) +
∑

D⊂
K⋃

k=1
Ak

I(D)6=∅

m(D)

=
∑

D⊂
K⋃

k=1
Ak

D⊂Ak

m(D) +
∑

D⊂
K⋃

k=1
Ak

D*Ak, ∀k

m(D)
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olup hipotezden ve (2.5)'ten

µ

(
K⋃
k=1

Ak

)
−

∑
D⊂

K⋃
k=1

Ak

D⊂Ak, ∀k

m(D) ≥ 0

µ

(
K⋃
k=1

Ak

)
≥

∑
D⊂

K⋃
k=1

Ak

D⊂Ak, ∀k

m(B)

µ

(
K⋃
k=1

Ak

)
≥

∑
D⊂

K⋃
k=1

Ak

D⊂Ak, ∀k

m(D)
∑

I⊂I(D)

I 6=∅

(−1)|I|+1

=
∑

I⊂I(D)

I 6=∅

(−1)|I|+1µ

(⋂
k∈I

Ak

)

Bu da ispat� tamamlar.

Sonuç 2.1.1 X 6= ∅ sonlu bir küme µ : P (X) → R herhangi bir küme fonksiyonu

ve m : P (X)→ R fonksiyonu µ fonksiyonunun Möbius gösterimi olsun.

(i) µ, k-monoton ve 2 ≤|A|≤ k ise m(A) ≥ 0 gerçeklenir.

(ii)µ, ∞-monoton ise m negatif olmayan bir fonksiyondur (Chateauneuf ve Ja�ray

1989).

�spat. (i) |A|= k
′ ≤ k olsun. A = {x1, x2, ..., xk′} ve Ai = A\{xi} ise her

i = 1, 2, ..., k
′
için A =

k
′⋃

i=1

Ai olur. Hipotezden µ fonksiyonu k-monoton oldu§undan

Önerme 2.1.2'den k
′
-monoton olup (2.4) sa§lan�r. Ancak bu ³art� sa§layan tek küme

A kümesinin kendi oldu§undan ispat tamamlan�r.

(ii)µ, ∞-monoton bir dönü³üm olsun. Bu durumda her k ≥ 2 tam say�s� için µ

fonksiyonu k-monoton olup (i)'den m(A) ≥ 0 gerçeklenir.
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3. k-TOPLAMSAL BULANIK ÖLÇÜLER VE BAZI GÖSTER�MLER�

Bu bölümde k-toplamsal bulan�k ölçü kavram� tan�t�l�p bu kavram�n bulan�k ölçü

belirleme sürecinde sa§lad�§� kolayl�§a ve dual ölçü kavram�na de§inilecektir. Ayr�ca

bulan�k ölçünün Shapley katsay�s� ve etkile³im gösterimi tan�t�larak bunlar�n Möbius

gösterimi ile aras�ndaki ili³ki incelenecektir.

3.1 k-Toplamsal Bulan�k Ölçüler

Bu k�s�mda k-toplamsal bulan�k ölçülerin bulan�k ölçü belirleme sürecinde sa§lad�§�

kolayl�§a de§inilecektir.

Tan�m 3.1.1 Bir µ : {0, 1}n → R fonksiyonuna pseudo-Boolean fonksiyonu denir.

Her bulan�k ölçü bir pseudo-Boolean fonksiyonudur. Gerçekten her A ⊂ X için

xi =

 1, i ∈ A

0, d.d.
(3.1)

tan�mlarsak A kümesini A = (x1, x2, ..., xn) ∈ {0, 1}n olacak biçimde ifade edebiliriz

(Grabisch 1997).

Önerme 3.1.1 Her µ pseudo-Boolean fonksiyonu n de§erli çok lineer polinom olarak

ifade edilebilir. Yani her T ⊂ X ve x = (x1, x2, ..., xn) ∈ {0, 1}n için

µ(x) =
∑
T⊂X

[
m(T )

∏
i∈T

xi

]
(3.2)

yaz�labilir. Burada m : P (X)→ R fonksiyonu µ fonksiyonunun Möbius gösterimidir

(Grabisch 1997).

Tan�m 3.1.2 X 6= ∅ sonlu bir küme ve A, X'in bo³ kümeden farkl� bir alt kümesi
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olsun. Bu durumda

υA(B) =

 1, A ⊂ B

0, d.d

ile tan�ml� υA : P (X)→ R fonksiyona bir ittifak oyunu denir (Grabisch 1997).

Asl�nda her ittifak oyunu 0 − 1 de§erli bir bulan�k ölçüdür ve (3.2) e³itli§indeki∏
i∈T

xi ifadesi x vektörüne kar³�l�k gelen A = {x1, x2, ..., xn} kümesinin υT alt�ndaki

de§eridir. Yani (3.2) gösterimi bulan�k ölçülerin ittifak oyunlar�na bir ayr�³�m�d�r.

E§er ölçü toplamsal ise K ⊂ X, m(T ) ∈ R ve x = (x1, x2, ..., xn) ∈ {0, 1}n için

µ(x) =
∑
i∈K

µi =
n∑
i=1

µixi

olur. O halde (3.2)'den mi = µi olmak üzere bir pseudo-Boolean fonksiyonu elde

etmi³ oluruz. Buradan yola ç�karak k-toplamsal ölçü tan�m�n� verebiliriz.

Tan�m 3.1.3 X 6= ∅ sonlu bir küme ve k ≥ 2 bir tam say� olmak üzere X üzerinde

tan�ml� bir µ bulan�k ölçüsü, |T | > k olacak biçimdeki her T ⊂ X için m(T ) = 0 ve

|T | = k olacak biçimdeki baz� T ⊂ X kümeleri için m(T ) 6= 0 ko³ulunu sa§l�yorsa µ

ölçüsüne k-toplamsal bulan�k ölçü denir (Grabisch 1997).

Dikkat edilirse her bulan�k ölçü |X|= n olmak üzere bir k ≤ n tam say�s� için

k-toplamsald�r. En kötü senaryo k = n olmas�d�r. Gerçekten |X|= n olmak üzere

bulan�k ölçü belirleyebilmek için 2n =
n∑
i=1

(
n
i

)
tane alt kümenin de§erinin belirlen-

mesi gerekir. Ancak k-toplamsal bulan�k ölçülerde k = 1 için
(
n
1

)
tane, herhangi

bir k = j için
j∑
i=1

(
n
i

)
tane alt kümenin de§erinin belirlenmesine ihtiyaç vard�r. Bu

durum aç�kça ölçü belirleme sürecini kolayla³t�r�r.
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�imdi örnek olmas� aç�s�ndan 2-toplamsal bulan�k ölçüleri inceleyelim. Her K ⊂ X

için (3.1) ve (3.2)'den

µ(K) =
n∑
i=1

mixi +
∑
{i,j}⊂X

mi,jxixj

=
∑
i∈K

mi +
∑
{i,j}⊂K

mi,j

=
∑
i∈K

µi +
∑
{i,j}⊂K

(µi,j − µi − µj)

=
∑
i∈K

µi +
∑
{i,j}⊂K

µi,j −
∑
i 6=j
i,j∈K

(µi + µj)

=
∑
i∈K

µi +
∑
{i,j}⊂K

µi,j − (|K| − 1)
∑
i∈K

µi

=
∑
{i,j}⊂K

µi,j − (|K| − 2)
∑
i∈K

µi

yazabiliriz.

3.2 Shapley Katsay�s� ve Etkile³im Katsay�s�

Bu k�s�mda bulan�k ölçünün Shapley katsay�s�, etkile³im katsay�s� ve dual ölçü

kavramlar� tan�t�lacakt�r.

Tan�m 3.2.1 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü olmak üzere

her i ∈ X için

νi :=
n−1∑
k=0

γk
∑

K⊂X\i
|K|=k

(µiK − µK)

say�s�na i'ye kar³�l�k gelen Shapley katsay�s� denir. Burada

γk =
1

n

(
n− 1

k

)−1
=

(n− k − 1)!(k)!

n!

³eklindedir. Asl�nda Shapley katsay�s� i. terimin bu terimi içeren tüm kümelere
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katk�s�n�n ortalamas�d�r (Grabisch 1997).

Burada
n∑
i=1

νi = 1 oldu§u ve ölçü toplamsal oldu§u zaman her i ∈ X için µi = mi = νi

oldu§u kolayca görülebilir. Di§er yandan her i, j ∈ X için

i) µij = µi + µj ise i ve j elemanlar� aras�nda etkile³im yoktur,

ii) µij > µi + µj ise i ve j elemanlar� pozitif etkile³imlidir,

iii) µij < µi + µj ise i ve j elemanlar� negatif etkile³imlidir

denir.

Tan�m 3.2.2 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü olmak üzere

her i, j ∈ X için

Iij =
n−2∑
k=0

ξk
∑

K⊂X\{i,j}
|K|=k

(µijK − µiK − µjK + µK)

say�s�na (i, j) ikilisine kar³�l�k gelen etkile³im katsay�s� denir. Burada

ξk =
1

n− 1

(
n− 2

k

)−1
=

(n− k − 2)!k!

(n− 1)!

³eklindedir (Grabisch 1997).

Etkile³im katsay�s� {i, j} kümesini içeren tüm alt kümelere {i, j} kümesinin katk�s�n�n

ortalamas�d�r. Dikkat edilirse ölçü toplamsal oldu§u zaman Iij = 0 gerçeklenir.

Tan�m 3.2.3 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü olsun. Her-

hangi bir T ⊂ X için

IT :=

n−|T |∑
k=0

ξ
|T |
k

∑
K⊂X\T
|K|=k

∑
L⊂T

(−1)|T |−|L|µKL

say�s�na T kümesinin etkile³im katsay�s� denir. Burada |T | = p olmak üzere

ξpk =
1

n− p+ 1

(
n− p
k

)−1
=

(n− k − p)!k!

(n− p+ 1)!
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³eklindedir (Grabisch 1997).

Tan�m 3.2.4 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü olmak üzere

her A ⊂ X için

µ∗(A) := 1− µ(Ac)

ile tan�ml� µ∗ : P (X)→ R fonksiyonuna µ bulan�k ölçüsüne kar³�l�k gelen dual ölçü

denir (Grabisch 1997).

A³a§�daki önerme kolayca ispatlanabilir.

Önerme 3.2.1 µ, bulan�k ölçüsünün dual ölçüsü de bir bulan�k ölçüdür

(Grabisch 1997).

3.3 Gösterimlerin Baz� Özellikleri

Bu bölümde νi, Iij, IT , µ
∗, υA ve Möbius gösteriminin sa§lad�§� baz� özellikler

verilecektir. A³a§�daki iki teorem etkile³im katsay�s� ile Möbius gösterimi aras�n-

daki ili³kiyi vermektedir.

Teorem 3.3.1 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü olsun. µ

bulan�k ölçüsünün etkile³im gösterimi her T ⊂ X için

IT =

n−|T |∑
k=0

1

k + 1

∑
K⊂X\T
|K|=k

mTK

e³itli§ini sa§lar (Grabisch 1997).

Sonuç 3.3.1 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde k-toplamsal bir bulan�k ölçü

ve m, µ ölçüsünün Möbius gösterimi olsun. Bu durumda
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IT =

 m(T ), |T | = k

0, |T | > k

gerçeklenir (Grabisch 1997).

�spat. Teorem 3.3.1 ve Tan�m 3.1.3'ten ispat kolayca görülebilir.

Teorem 3.3.2 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü olsun . µ

bulan�k ölçüsünün Möbius gösterimi her T ⊂ X için

m(T ) =

n−|T |∑
k=0

αk
∑

K⊂X\T
|K|=k

IKT

e³itli§ini sa§lar. Burada her k için

αk = −
k−1∑
r=0

αr
k − r + 1

(
k

r

)
ile verilir. α0 = 0 olmak üzere αk say�lar�na Bernoulli say�lar� denir (Grabisch,1997).

Bir bulan�k ölçünün Möbius gösterimi ile dualinin Möbius gösterimi aras�ndaki ili³ki

a³a§�da verilmi³tir.

Önerme 3.3.1 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü olsun.

µ∗, µ ölçüsünün dual ölçüsü, m ve m∗ fonksiyonlar� da s�ras�yla µ ve µ∗ ölçülerinin

Möbius gösterimleri olsun. O halde her A ⊂ X için

m∗(A) = (−1)|A|+1
∑
A⊂B

m(B)

gerçeklenir (Grabisch 1997).

�spat. Öncelikle A ⊂ X olmak üzere∑
B⊂A

m∗(B) =
∑

A∩B 6=∅

m(B) (3.3)
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oldu§unu gösterelim. Önerme 2.1.1 ve Tan�m 3.1.2'ten

µ(A) =
∑
B⊂A

m(B) =
∑
B⊂X

υB(A)m(B) (3.4)

yazabiliriz. Di§er yandan Tan�m 3.2.4 ve (3.4) e³itli§inden

µ∗(A) = 1− µ(Ac) = 1−
∑
B⊂X

υB(Ac)m(B) (3.5)

elde edilir. �imdi, reel say�lar için bilinen

x.y = 1− [(1− x) + (1− y)− (1− x).(1− y)]

e³itli§ini (3.5)'te göz önüne al�rsak x = υB(Ac) , y = m(B) seçerek

µ∗(A) =
∑
B⊂X

υ∗B(A)m(B) (3.6)

elde ederiz. Ayr�ca υB ittifak oyununun dual ölçüsü de bir bulan�k ölçü oldu§undan

Tan�m 3.2.4'ten

υ∗B(A) = 1− υB(Ac) =

 1, υB(Ac) = 0⇐⇒ A ∩B 6= ∅

0, υB(Ac) = 1⇐⇒ A ∩B = ∅
(3.7)

yazabiliriz. O halde (3.6) ve (3.7)'den

µ∗(A) =
∑
B⊂A

m∗(B) =
∑
B⊂X

υ∗B(A)m(B) =
∑

A∩B 6=∅

m(B)

olup (3.3) e³itli§i elde edilir. �imdi tümevar�m yöntemini kullanarak iddiam�z� is-

patlayal�m: A = {i} için (3.3)'ten

m∗({i}) =
∑
i∈B

m(B)
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sa§lan�r. |A| ≤ k olacak biçimdeki kümeler için iddiam�z do§ru olsun. |A′ | = k + 1

için do§ru oldu§unu gösterelim. (3.3)'ten

k∑
i=1

∑
B⊂A′

|B|=i

m∗(B) +m∗(A
′
) =

∑
B∩A′ 6=∅

m(B) (3.8)

yazabiliriz. Di§er yandan hipotezden

k∑
i=1

∑
B⊂A′

|B|=i

m∗(B) =
k∑
i=1

∑
B⊂A′

|B|=i

(−1)|B|+1
∑
B⊂C

m(C)

=
k∑
i=1

∑
B⊂A′

|B|=i

(−1)|B|+1

∑
B⊂C
A′*C

m(C) +
∑
B⊂C
A′⊂C

m(C)


=

k∑
i=1

∑
B⊂A′

|B|=i

(−1)|B|+1
∑
B⊂C
A′*C

m(C) +
k∑
i=1

∑
B⊂A′

|B|=i

(−1)|B|+1
∑
A′⊂C

m(C)

=
k∑
i=1

∑
C∩A′ 6=∅
|C∩A′ |=i

m(C)

(
i∑

j=1

(
i

j

)
(−1)j+1

)
+
∑
A′⊂C

m(C)

(
k∑
i=1

(
k + 1

i

)
(−1)i+1

)

elde edilir. Binom teoreminden

i∑
j=1

(
i

j

)
(−1)j+1 = 1

ve

k∑
i=1

(
k + 1

i

)
(−1)i+1 =

 2, k tek

0, k çift

yazabiliriz. O halde

k∑
i=1

∑
B⊂A′

|B|=i

m∗(B) =



k∑
i=1

∑
C∩A′ 6=∅
|C∩A′ |=i

m(C) + 2
∑
A′⊂C

m(C), k tek

k∑
i=1

∑
C∩A′ 6=∅
|C∩A′ |=i

m(C), k çift
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olur. Elde edilenler (3.8)'de yerine yaz�l�rsa

k tek ise;

m∗(A
′
) = −

∑
A′⊂B

m(B)

k çift ise;

m∗(A
′
) =

∑
A′⊂B

m(B)

bulunur. Bu da ispat� tamamlar.

�imdi bir bulan�k ölçünün etkile³im katsay�lar� ile dualinin etkile³im katsay�lar�

aras�ndaki ili³kiyi inceleyelim:

Önerme 3.3.2 X 6= ∅ sonlu bir küme; µ, X üzerinde bir bulan�k ölçü ve µ∗, µ

ölçüsünün dual ölçüsü olmak üzere I ve I∗ s�ras�yla µ ve µ∗'�n etkile³im

gösterimleri olsun. O halde her T ⊂ X için

I∗T = (−1)|T |+1IT

gerçeklenir (Grabisch 1997).

�spat. Tan�m 3.2.3'ten |T | = p olmak üzere

I∗T =

n−|T |∑
k=0

ξ
|T |
k

∑
K⊂X\T
|K|=k

∑
L⊂T

(−1)|T |−|L|µ∗KL

=

n−|T |∑
k=0

ξ
|T |
k

∑
K⊂X\T
|K|=k

∑
L⊂T

(−1)|T |−|L|(1− µ(KL)c)

=

n−|T |∑
k=0

ξ
|T |
k

∑
K⊂X\T
|K|=k

(∑
L⊂T

(−1)|T |−|L| +
∑
L⊂T

(−1)|T |−|L|+1(1− µ(KL)c)

)
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yazabiliriz. Di§er yandan Lemma 2.1.1'den

I∗T =

n−|T |∑
k=0

ξ
|T |
k

∑
K⊂X\T
|K|=k

∑
L⊂T

(−1)|T |−|L|+1(1− µKLc)

bulunur. �imdi J := Kc\T olsun. |K| = k olmak üzere |J | = n−k−p ve ξpk = ξpn−k−p

elde edilir. O halde

I∗T =

n−|T |∑
j=0

ξ
|T |
j

∑
J⊂X\T
|J |=n−k−p

∑
L⊂T

(−1)|T |−|L|+1µ(T\L)J (3.9)

olur. Buradan

(−1)|T |−|L|+1 =


(−1)|L| , |T | tek

(−1)|L|+1 , |T | çift

yazabiliriz. O halde (3.9)'dan T\L = Lc = U olmak üzere

I∗T =



n−|T |∑
j=0

ξ
|T |
j

∑
J⊂X\T
|J |=n−k−p

∑
U⊂T

(−1)|T |−|U |+1µ(UJ), k tek

−
n−|T |∑
j=0

ξ
|T |
j

∑
J⊂X\T
|J |=n−k−p

∑
U⊂T

(−1)|T |−|U |+1µ(UJ), k çift

olup ispat tamamlan�r.

Bir ittifak oyununun etkile³im katsay�lar� ve Möbius gösterimi do§rudan hesapla-

nabilir. Bunu göstermek için öncelikle a³a§�daki lemmaya ve tan�ma ihtiyac�m�z

vard�r.

Lemma 3.3.1 ∑
A⊂C⊂B

(−1)|C\A| =
∑

A⊂C⊂B

(−1)|B\C| =

 0, A ⊂ B

1, A = B

gerçeklenir (Grabisch 2016).
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Tan�m 3.3.1 X 6= ∅ sonlu bir küme ψ : P (X) × P (X) → R bir operatör ve

ξ : P (X)→ R bir küme fonksiyonu olmak üzere bir operatör ile küme fonksiyonunun

(ψ ∗ ξ) çarp�m� her A ⊂ X için

(ψ ∗ ξ)(A) :=
∑
C⊂X

ψ(A,C)ξ(C)

ile tan�ml�d�r (Grabisch 2016).

Önerme 3.3.3 m, ξ : P (X)→ R ile tan�ml� küme fonksiyonunun Möbius gösterimi

olmak üzere ξ küme fonksiyonunun etkile³im gösterimi için

Iξ = Γ ∗mξ

gerçeklenir. Burada Γ Ters Bernoulli operatörü olup her A,B ⊂ X için

Γ(A,B) =


1

|B\A|+ 1
, A ⊂ B

0, d.d.

ile tan�ml�d�r (Grabisch 2016).

Önerme 3.3.4 X 6= ∅ sonlu bir küme olmak üzere A ⊂ X alal�m. υA ittifak oyu-

nunun Möbius gösterimi mA ve etkile³im gösterimi IA olmak üzere

mA(T ) =


1, A = B

0, d.d.

ve

IAT =


1

|A\T |+ 1
, T ⊂ A

0, d.d.

gerçeklenir.
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�spat. υA ittifak oyununun Möbius gösteriminin Tan�m 2.1.4'ten

mA(T ) =
∑
S⊂T

(−1)|T\S|υA(S)

oldu§unu biliyoruz. A = T ve A 6= T olmak üzere iki ayr� durumu inceleyelim:

Durum 1: A = T olsun. Bu durumda

mA(T ) =
∑
S⊂A

(−1)|A\S|υA(S) = 1

oldu§u aç�kt�r.

Durum 2: A 6= T olsun. Bu durum da dört farkl� durumda incelenmelidir.

(i) T $ A ise

mA(T ) =
∑
S⊂T

(−1)|T\S|υA(S) = 0

elde edilir.

(ii) A $ T ise Lemma 3.3.1'den

mA(T ) =
∑
S⊂T

(−1)|T\S|υA(S) =
∑

A⊂S⊂T

(−1)|T\S| = 0

veya υA(S) nin tan�m�ndan

mA
T =

∑
S⊂A⊂T

(−1)|T\S|υA(S) = 0

elde edilir.

(iii) A ∩ T = ∅ ise

mA(T ) =
∑
S⊂T

(−1)|T\S|υA(S) = 0

elde edilir.

(iv) A ∩ T 6= ∅ A\T 6= ∅ T\ A 6= ∅ ise

mA(T ) =
∑
S⊂T

(−1)|T\S|υA(S) = 0

elde edilir.
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Di§er yandan υA ittifak oyununun etkile³im gösterimi

IA = Γ ∗mA

oldu§undan

IAT = (Γ ∗mA)(T ) =
∑
D⊂X

Γ(T,D)mA(D)

=
∑
T⊂D

1

|D\T |+ 1
mA(D)

=
∑
T⊂A

1

|A\T |+ 1

=
1

|A\T |+ 1

olur. Bu da ispat� tamamlar.

S�radaki önerme ile bir ittifak oyununun etkile³im gösterimleri ile dualinin etkile³im

gösterimleri aras�ndaki ili³ki verilecektir.

Önerme 3.3.5 X 6= ∅ sonlu bir küme ve A ⊂ X olsun. υA ittifak oyununun duali

υ∗A olmak üzere s�ras�yla IA ve IA
∗
fonksiyonlar� da υA ve υ∗A ölçülerinin etkile³im

gösterimleri olsun. O halde her A,B ⊂ X için

(i) IAA = 1 , IA
∗

A = (−1)|A|+1

(ii) B $ A iken 0 < IAB < 1 , 0 < |IA∗B | < 1

(iii) B * A iken IAB = 0 IA
∗

B = 0

gerçeklenir (Grabisch 1997).

�spat. i) Önerme 3.3.4'te IAT =
1

|A\T |+ 1
ifadesinde T = A al�n�rsa,

IAA =
1

|A\A|+ 1
= 1

elde edilir. Önerme 3.3.2'de T = A al�n�rsa,

IA
∗

A = (−1)|A|+1IAA = (−1)|A|+1
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elde edilir.

ii) Di§er yandan B $ A ise |A| − |B| > 0 olup 0 <
1

|A| − |B|+ 1
< 1 olur. O halde

Önerme 3.3.4'ten

0 < IAB < 1

elde edilir. Önerme 3.3.2'de T = B al�n�p e³itli§in her iki taraf�n�n mutlak de§eri

al�n�rsa

0 < |IA∗B | < 1

elde edilir.

iii) Önerme 3.3.4'ten B * A iken IAB = 0 bulunur. Önerme 3.3.2'den B * A iken

0 < |IA∗B | < 1 bulunup ispat tamamlan�r.

Önerme 3.3.6 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, k ≥ 1 için X üzerinde k-monoton bir

küme fonksiyonu olsun. O halde |T | ≤ k olacak biçimdeki her T ⊂ X için IT > 0

gerçeklenir (Grabisch 1997).

�spat. Öncelikle k = 1 durumunu özel olarak inceleyelim. Yani µ fonksiyonunu

monoton kabul edelim. Her i ∈ X ve K ⊂ X\i için µK ≤ µiK olup γk ≥ 0

oldu§undan Ii > 0 gerçeklenir. k ≥ 2 durumu için |T | = k olacak biçimde T ⊂ X

alal�m. IT tan�m�ndan K ⊂ X\T için∑
L⊂T

(−1)|T\L|µKL ≥ 0

oldu§unu göstermemiz yeterlidir. T := {t1, t2, ...., tk} ve Ai := K ∪ (T\ti) olsun. µ,

k- monoton oldu§undan

µ

(
k⋃
i=1

[K ∪ (T\ti)]

)
≥

∑
I⊂{1,2,3...k}

I 6=∅

(−1)|I|+1µ

(⋂
i∈I

[K ∪ (T\ti)]

)

yazabiliriz. �imdi

µKT ≥
∑
L$T

(−1)|T\L|+1µKL

= −
∑
L$T

(−1)|T\L|µKL
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µKT +
∑
L$T

(−1)|T\L|µKL =
∑
L⊂T

(−1)|T\L|µKL ≥ 0

olup IT ≥ 0 gerçeklenir. Di§er yandan r ≤ k için r-monotonluk sa§land�§�ndan

|T | ≤ k için de IT ≥ 0 elde edilir. Bu da ispat� tamamlar.

Etkile³im gösterimi sonlu de§erli bir fonksiyon oldu§undan s�n�rl� oldu§u aç�kt�r. Bu

s�n�r� belirleyebilmek için öncelikle k-monoton ölçüler için üst s�n�r� belirleyece§imiz

a³a§�daki önermeyi ispatlayal�m.

Önerme 3.3.7 X 6= ∅ sonlu bir küme, k ≥ 1 ve µ, X üzerinde k-monoton bir

bulan�k ölçü olsun. |T | ≤ k + 1 olacak biçimdeki her T ⊂ X için IT ≤ 1 gerçeklenir

(Grabisch 1997).

�spat. �spat� |T | = k + 1 için gösterirsek r < k + 1 için de geçerli olacakt�r. IT

tan�m�nda K ⊂ X\T için

∑
L⊂T

(−1)|T\L|µKL = 1

al�n�rsa

IT =

n−|T |∑
k=0

ξ
|T |
k

∑
K⊂X\T
|K|=k

1 =

n−|T |∑
k=0

ξ
|T |
k

(
n− p
k

)
= 1

elde edilir. O halde K ⊂ X\T için

∑
L⊂T

(−1)|T\L|µKL ≤ 1 (3.10)

oldu§unu gösterirsek IT ≤ 1 oldu§unu göstermi³ oluruz. Öncelikle

∑
L⊂T

(−1)|T\L|µKL = µKT +
∑
L$T

(−1)|T\L|µKL
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yazal�m. µ, bulan�k ölçü oldu§undan µKT terimi en fazla 1 olabilir. O halde∑
L$T

(−1)|T\L|µKL ≤ 0

oldu§unu gösterirsek K ⊂ X\T için∑
L⊂T

(−1)|T\L|µKL ≤ 1

oldu§unu göstermi³ oluruz.

�lk olarak k = 1 durumunu dü³ünelim. Yani T = {i, j} olsun. µ, monoton oldu§un-

dan ∑
L${i,j}

(−1)|T\L|µKL = µK − µiK − µjK ≤ 0

elde edilir. �imdi tümevar�m yöntemi ile k ≥ 2 için iddiam�z�n do§ru oldu§unu

ispatlayal�m. k ≥ 2 ise |T | = 3 olup T = {i, j, p} ³eklindedir. Monotonluk ve

2-monotonluktan∑
L${i,j,p}

(−1)|T\L|µKL = −µK + µiK + µjK + µpK − µijK − µipK − µjpK ≤ 0

gerçeklenir. �imdi iddiam�z�n k = m için sa§land�§�n� kabul edelim ve |T ′| = m+ 1

olacak biçimde bir küme alal�m. |T | = m olacak biçimde T ⊂ T
′
al�rsak T

′
= T ∪{t}

olacak biçimde t ∈ X vard�r. K ⊂ X\T ′ için hipotez ve Önerme 3.3.6'dan∑
L$T ′

(−1)|T
′\L|µKL =

∑
L$T ′

t/∈L

(−1)|T
′\L|µKL +

∑
L$T ′

t∈L

(−1)|T
′\L|µKL ≤ 0

elde edilir. Burada L = L
′ ∪ {t} olup Önerme 3.3.6'dan∑

L⊂T

(−1)|T
′\L|µKL +

∑
L′∪{t}$T ′

(−1)|T
′\L|µKL′ t ≤ 0

elde edilir. Bu da ispat� tamamlar.

Önerme 3.3.8 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ, X üzerinde tan�ml� bir bulan�k ölçü

olmak üzere her i, j ∈ X için Iij ∈ [−1, 1] gerçeklenir. Ayr�ca Iij = 1 olmas� için

gerek ve yeter ³art µ = υ{i,j} olmas�d�r (Grabisch 1997).
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�spat. µ bulan�k ölçü oldu§undan monotondur. O halde Önerme 3.3.7'den Iij ≤ 1

sa§lan�r. Ayr�ca µ bulan�k ölçüsünün duali olan µ∗ da bir bulan�k ölçü oldu§undan

I∗ij ≤ 1 sa§lan�r. Önerme 3.3.2'den

I∗ij = (−1)|{i,j}|+1Iij ≤ 1

olup Iij ≥ −1 gerçeklenir. O halde her {i, j} ⊂ X için Iij ∈ [−1, 1] elde edilir. Son

olarak Önerme 3.3.5'in ilk ³art�ndan υ{i,j} ittifak oyununun etkile³im gösteriminin

Iij ≤ 1 oldu§unu elde ederiz. Kar³�t olarak Iij ≤ 1 oldu§unu kabul edelim.

Iij =
n−2∑
k=0

ξk
∑

K⊂X\{i,j}
|K|=k

(µijK − µiK − µjK + µK) (3.11)

toplam�n�n her bir terimi k = 1, 2, 3, ...., n − 2 ve |K| = k olacak biçimdeki her

K ⊂ X\{i, j} için (µijK − µiK − µjK + µK) ³eklindedir. E§er µijK < 1 ise µ

monoton oldu§undan (µK − µiK − µjK) ≤ 0 olup e³itsizli§in her iki taraf�na (µijK)

terimi eklenirse

(µijK − µiK − µjK + µK) ≤ µijK < 1 (3.12)

elde edilir. Bu durumda (3.11)'dan

Iij <

n−2∑
k=0

ξk
∑

K⊂X\{i,j}
|K|=k

1 =
n−2∑
k=0

1

n− 1

(
n− 2

k

)−1(
n− 2

k

)
= 1

gerçeklenir. Bu ise çeli³kidir. Bu durumda µijK = 1 olur. O halde (3.12) e³itsizli§i

−µiK − µjK + µK = 0

e³itli§ine dönü³ür. µ bulan�k ölçü olup monotonluk özelli§ini sa§layaca§�ndan bu

durum ancak

µiK = µjK = µK = 0

olmas� ile mümkündür. Böylelikle µ, {i, j} ikilisi için bir ittifak oyunu olup ispat

tamamlan�r.

27



Önerme 3.3.9 X 6= ∅ sonlu bir küme olmak üzere X üzerinde tan�ml� bulan�k

ölçülerin sonlu konveks kombinasyonu da bir bulan�k ölçüdür. Yani i = 1, 2, ...., p

için µi fonksiyonlar� bulan�k ölçülerin bir ailesi ve α1, α2, ...., αp ∈ [0, 1] için
p∑
i=1

αi = 1

olmak üzere

µ =

p∑
i=1

αiµ
i

bir bulan�k ölçüdür. Ayr�ca her A ⊂ X için s�ras�yla

m(A) =

p∑
i=1

αim
i(A)

ve

IA =

p∑
i=1

αiI
i
A

ifadeleri µ ölçüsünün Möbius gösterimi ve etkile³im gösterimidir (Grabisch 1997).

�spat. Her i = 1, 2, ...., p için µi fonksiyonu bulan�k ölçü , α1, α2, ...., αp ∈ [0, 1] ve

p∑
i=1

αi = 1

olsun. O halde

µ(∅) =

p∑
i=1

αiµ
i(∅) = 0

µ(X) =

p∑
i=1

αiµ
i(X) =

p∑
i=1

αi = 1

elde edilir. Di§er yandan her i için µi fonksiyonu bulan�k ölçü oldu§undan A ⊂ B

iken

p∑
i=1

αiµ
i(A) ≤

p∑
i=1

αiµ
i(B)

µ(A) ≤ µ(B)
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gerçeklenir. Ayr�ca

µ(A) =
∑
B⊂A

m(B)

=
∑
B⊂A

∑
C⊂D

(−1)|D\C|µC

=

p∑
i=1

αi
∑
B⊂A

∑
C⊂D

(−1)|D\C|µiC

=

p∑
i=1

αim
i
A

ve

IA =

n−|A|∑
k=0

ξ
|A|
k

∑
K⊂X\A
|K|=k

∑
L⊂A

(−1)|A|−|L|µKL

=

n−|A|∑
k=0

ξ
|A|
k

∑
K⊂X\A
|K|=k

∑
L⊂A

(−1)|A|−|L|
p∑
i=1

αim
i
KL

=

p∑
i=1

αi

n−|A|∑
k=0

ξ
|A|
k

∑
K⊂X\A
|K|=k

∑
L⊂A

(−1)|A|−|L|mi
KL

=

p∑
i=1

αiI
i
A

elde edilir.

Verilen bir küme fonksiyonunun bir bulan�k ölçünün Möbius gösterimine kar³�l�k

gelip gelmedi§i önemli bir problemdir. Bu problemin çözümüne geçmeden önce

a³a§�daki lemmay� verelim.

Lemma 3.3.2 Herhangi bir µ küme fonksiyonunun monoton olmas� için gerek ve

yeter ³art her A ∈ P (X) ve her x ∈ A için µ(A) ≥ µ(A\x) olmas�d�r (Chateauneuf

ve Ja�ray 1989).

�spat. Kabul edelim ki µ monoton olsun. O halde µ(A) ≥ µ(A\x) gerçeklenir.

Kar³�t olarak her A ∈ P (X) ve x ∈ A için µ(A) ≥ µ(A\x) olsun. �imdi E ⊂ F ⊂ X
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alal�m. F\E = {x1, x2, ..., xn} diyelim. O halde hipotezden

µ(F ) ≥ µ(F\{x1} ≥ µ(F\{x1})\{x2}) ≥ ... ≥ µ(E)

olup ispat tamamlan�r.

Teorem 3.3.3 X 6= ∅ sonlu bir küme ve m : P (X) → R bir fonksiyon olsun. m

fonksiyonunun bir bulan�k ölçünün Möbius gösterimine kar³�l�k gelmesi için gerek ve

yeter ³art

(i) m(∅) = 0

(ii)
∑
B⊂X

m(B) = 1

(iii) ∀A ⊂ X ve∀i ∈ A için
∑

i∈B⊂A
m(B) ≥ 0

olmas�d�r (Chateauneuf ve Ja�ray 1989).

�spat. Kabul edelim ki m bir µ bulan�k ölçüsünün Möbius gösterimi olsun.

i) Tan�m 2.1.4'ten

m(A) =
∑
B⊂A

(−1)|A\B|µ(B)

oldu§unu biliyoruz. Burada A = ∅ al�n�rsa B = ∅ olup µ bulan�k ölçü oldu§undan

m(∅) = 0 sa§lan�r.

ii) Önerme 2.1.1'den

µ(A) =
∑
B⊂A

m(B)

oldu§unu biliyoruz. Burada A = X al�n�rsa µ bulan�k ölçü oldu§undan

∑
B⊂X

m(B) = 1
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sa§lan�r.

iii) A ∈ P (X) ve x ∈ A alal�m ve A
′
= A\{x} tan�mlayal�m. Lemma 3.3.2'den∑

D⊂A′
m(D) ≤

∑
F⊂A

m(F ) =
∑
D⊂A′

m(D) +
∑
D⊂A′

m(D ∪ {x})

=
∑
D⊂A′

m(D ∪ {x})

=
∑
D⊂A′

m(D ∪ {x}) ≥ 0

=
∑
i∈B⊂A

m(B) ≥ 0

gerçeklenir. Kar³�t olarak (i), (ii), (iii) ³artlar� sa§lans�n. µ fonksiyonunun bulan�k

ölçü oldu§unu gösterelim. E§er;

µ(A) =
∑
B⊂A

m(B)

e³itli§inde A = ∅ al�n�rsa µ(∅) = 0 elde edilir. Yine ayn� e³itlikte A = X al�n�rsa∑
B⊂X

m(B) = 1

elde edilir. Ayr�ca Lemma 3.3.2'den µ fonksiyonunun monoton oldu§u görülür.

Möbius gösterimi için ele al�nan problem etkile³im katsay�lar� için de göz önüne

al�nabilir. A³a§�daki teorem ile verilen bir I küme fonksiyonunun bir bulan�k ölçünün

etkile³im katsay�s� olabilmesi için gerek ³artlar verilecektir.

Teorem 3.3.4 X 6= ∅ sonlu bir küme ve I : P (X)→ R bir küme fonksiyonu olsun.

I fonksiyonu bir µ bulan�k ölçüsünün etkile³im gösterimi ise

(i) ∀i ∈ X ve ∀K ⊂ X\i için
n−1∑
r=0

r∑
k=0

βrk
∑

L⊂X\i
IiL

|L∩K|=k,|L|=r

≥ 0

(ii)
n∑
r=0

αr
∑
L⊂X

IL

|L|=r

= 0

(iii)
n∑
r=0

βrr
∑
L⊂X

IL

|L|=r

= 1
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gerçeklenir (Grabisch 1997).

Burada

βrk =
k∑
j=0

(
k

j

)
αr−j

ve

αk = −
k−1∑
r=0

αr
k − r + 1

(
k

r

)
³eklindedir.

�spat. Teorem 3.3.2'de T = ∅ al�n�rsa

m(∅) =
n∑
r=0

αr
∑
L⊂X

IL

|L|=r

(3.13)

elde edilir. Teorem 3.3.3 (i) ³art�ndan m(∅) = 0 olup (3.13) e³itli§inden
n∑
r=0

αr
∑
L⊂X

IL

|L|=r

= 0

elde edilir. O halde (ii) ispatlanm�³ olur. �imdi Teorem 3.3.3'ün (ii) ko³ulundan

1 =
∑
A⊂X

m(A)

=
∑
A⊂X


n−|A|∑
r=0

αr
∑

L⊂X\A
|L|=r

IAL


=

∑
A⊂X

∑
L⊂X\A

α|L|IAL

=
∑
A⊂X

∑
L⊂X\A

α|L|−|A|IL

=
∑
L⊂X

IL
∑
A⊂L

α|L|−|A|

(
|L|
|A|

)

=
n∑
r=0

∑
L⊂X
|L|=r

IL

r∑
j=0

αr−j

(
r

j

)

=
n∑
r=0

βrr
∑
L⊂X

IL
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yazabiliriz. Bu ise (iii)'yi ispatlar. Her bulan�k ölçü bir k ≤ n pozitif tam say�s�

için k-toplamsal bulan�k ölçü oldu§undan teoremin (i) ³art�n�n k-toplamsal bulan�k

ölçüler için sa§land�§�n� gösterelim. k-toplamsal bulan�k ölçüler için Teorem 3.3.3'

ün (i) ³art� yaz�l�rsa i ∈ X ve K ⊂ X\i için

mi +
∑
j∈K

mij + ...+
∑
L⊂K
|L|=l

miL + ...+
∑
L⊂K
|L|=k−1

miL ≥ 0

elde edilir. |K|≥ k alal�m ve yukar�daki e³itsizli§in her bir terimini Teorem 3.3.1'i

kullanarak IT katsay�lar�na dönü³türürsek |T | = p olmak üzere ∀i ∈ X ve ∀K ⊂ X\i

için
n−1∑
r=0

r∑
k=0

βrk
∑
L⊂X\i

IiL

|L∩K|=k,|L|=r

≥ 0

elde edilir. Bu da ispat� tamamlar.
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4. BULANIK ÖLÇÜ BEL�RLEMEK �Ç�N BAZI METOTLAR

Bu bölümde λ-bulan�k ölçü tan�t�l�p, literatürde mevcut bir bulan�k ölçü belirleme

metodu incelenecek ve bu metodun yine literatürde mevcut örneklerle uygulamalar�

gösterilip, λ-bulan�k ölçüden fark� vurgulanacakt�r. Burada ele al�nan örnekler ve

yöntemler Larbani vd. (2011)'e aittir.

4.1 λ- Bulan�k Ölçü

Bu k�s�mda λ-bulan�k ölçü tan�t�lacak ve sonraki bölümlerde kullan�lacak baz� tan�m-

lar verilecektir.

Tan�m 4.1.1 X 6= ∅ sonlu bir küme ve A,B ⊂ X olsun. A∩B = ∅ ve λ ∈ (−1,∞)

olmak üzere,

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) + λµ(A)µ(B)

³art�n� sa§layan µ : P (X)→ R fonksiyonuna X üzerinde tan�ml� bir λ- bulan�k ölçü

denir. Her A,B ∈ P (X) için A ∩B = ∅ olmak üzere;

(i)λ = 0 iken µλ(A∪B) = µλ(A) + µλ(B) sa§lan�yorsa µ toplamsal λ- bulan�k ölçü

(ii)λ > 0 iken µλ(A ∪B) > µλ(A) + µλ(B) sa§lan�yorsa µ üst toplamsal λ- bulan�k

ölçü

(iii)λ < 0 iken µλ(A ∪B) < µλ(A) + µλ(B) sa§lan�yorsa µ alt toplamsal λ- bulan�k

ölçü olarak isimlendirilir (Larbani vd. 2011).

X = {x1, x2, ..., xn} sonlu bir küme, λ ∈ (−1,∞) vei = 1, 2, ..., n için µi = µλ({xi}),µλ
bulan�k ölçüsünün bulan�k yo§unluklar� olmak üzere

µλ(X) = µλ({x1, x2, ..., xn}) =
n∑
i=1

µi + λ

n−1∑
i1=1

∑
i2=i1+1

µi1µi2 + ...+ λn−1µ1µ2...µn

=
1

λ

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

(1 + λµi)− 1

∣∣∣∣∣
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e³itli§i ileX üzerinde bir bulan�k ölçü tan�mlanabilir. Burada µi = µλ({xi}) bulan�k

yo§unluklar� verildi§i zaman λ parametresi a³a§�daki e³itlik çözülerek hesaplanabilir:

λ =


0,

n∑
i=1

µi = 1

n∏
i=1

(1 + λµi)− 1,
n∑
i=1

µi 6= 1

�imdi λ- bulan�k ölçü kavram�na alternatif olan a³a§�daki tan�m� verelim.

Tan�m 4.1.2 X 6= ∅ sonlu bir küme ve µ,X üzerinde bir bulan�k ölçü olmak üzere

her A,B ∈ P (X) ve A ∩B = ∅ için

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) + λAB (4.1)

e³itli§i ile verilen λAB ifadesine A ve B kümeleri aras�ndaki kar³�l�kl� ba§�ml�l�k

katsay�s� denir (Larbani vd. 2011).

Bulan�k ölçüler kullan�larak bulan�k integraller tan�mlanabilir. Bu integrallerden

biri de 1953 y�l�nda Gustave Choquet taraf�ndan tan�mlanan Choquet integralidir.

Tan�m 4.1.3 X = {x1, x2, ..., xn} sonlu bir küme (kriterlerin kümesi) ve µ, X üze-

rinde bir bulan�k ölçü olsun. Bir f : X −→ [0, 1] fonksiyonun Choquet integrali

(C)

∫
X

fdµ :=
n∑
k=1

(f(x(k))− f(x(k−1)))µ(E(k))

ile verilir. Burada {x(k)}nk=0 dizisi 0 := f(x(0)) ≤ f(x(1)) ≤ f(x(2)) ≤ ...

≤ f(x(n)) olacak biçimde {x(k)}nk=0 dizisinin yeni bir permütasyonudur ve

E(k) := {x(k), x(k+1), ..., x(n)} ³eklindedir (Choquet 1953).
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�ekil 4.1 Choquet �ntegrali

Her i için x(i) = ai, Ai = {x ∈ X : f(x) ≥ ai}, A1 = X ve Gµ,f (t) = µ({x ∈ X :

f(x) ≥ t}) olmak üzere �ekil 4.1'de verilen alan f 'in Choquet integralidir.

4.2 Bulan�k Ölçünün Belirlenmesi

Bu bölümde bir bulan�k ölçü belirlemek için izlenecek ad�mlar verilecektir. Bu ad�m-

lar yine Larbani vd. (2011)'e aittir.

Ad�m 1: i 6= j için 0 ≤ λij ≤ 1 olacak biçimdeki λij kar³�l�kl� ba§�ml�l�k katsay�lar�

belirlenir. Bu katsay�lar� belirlerken karar verici a³a§�daki yöntemleri kullanabilir.

(i) Karar verici deneyimlerine ve bilgilerine dayanarak bu katsay�lar� belirleyebilir.

Bunun için ilk önce kriterler aras�ndaki kar³�l�kl� ba§�ml�l�§�n tam ba§�ml�, çok

güçlü ba§�ml�, güçlü ba§�ml�, orta ba§�ml�, zay�f ba§�ml� ve ba§�ms�z olmak

üzere s�ral� bir ölçe§ini tan�mlar. Daha sonra say�sal bir ölçe§i belirledi§i s�ral�

ölçek ile ili³kilendirir. Örne§in; tam ba§�ml�l�k için 1.0, çok güçlü ba§�m-

l�l�k için 0.90, pozitif güçlü ba§�ml�l�k için 0.75,orta ba§�ml�l�k için 0.30, ve

ba§�ms�zl�k için 0.00 gibi. Karar verici kar³�l�kl� ba§�ml�l�k katsay�lar�n�n belir-

lenmesi sürecinde herhangi iki kriter aras�ndaki kar³�l�kl� ba§�ml�l�k katsay�s�

1'e yak�nsa kriterlerden birinin gereksiz oldu§unu ifade eder ve gereksiz kriteri

ortadan kald�r�r.
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(ii) Karar verici bu katsay�lar� ilgili alanlardaki uzmanlar�n görü³lerine dayanarak

belirleyebilir.

Ad�m 2: Kriterlerin yo§unluklar� belirlenir. X 6= ∅ kriterlerin sonlu bir kümesi ol-

mak üzere {xi, xj} biçimindeki bir kümenin ölçüsünü veX tüm kriterlerin kümesinin

ölçüsünü s�ras�yla

µ({xi, xj}) = µi + µj + λij

µ(X) =
∑
xi∈X

µi + max
xi,xj∈X
i 6=j

λij,
(4.2)

ile tan�mlayabiliriz. µ bulan�k ölçü olaca§�ndan

0 ≤ µ({xi, xj}) = µi + µj + λij ≤ 1

µ(X) =
∑
xi∈X

µi + max
xi,xj∈X
i 6=j

λij = 1

olmal�d�r. O halde her i = 1, 2, ..., n için µ({xi}) = µi bireysel yo§unluklar�

0 ≤ µi + µj + λij ≤ 1

µ(X) =
∑
xi∈X

µi + max
xi,xj∈X
i 6=j

λij = 1,

0 ≤ µi ≤ 1, i = 1, 2, ..., n

(4.3)

sistemini çözerek elde edebiliriz.

Önerme 4.2.1 Ad�m 1 ve Ad�m 2 ile belirlenen λij ve µi'ler göz önüne al�nd�§�nda

|A| ≥ 2 için

µ(A) =
∑
xi∈A

µi + max
xi,xj∈A
i 6=j

λij

µ(∅) = 0

(4.4)

³eklinde tan�mlanan µ fonksiyonu bir bulan�k ölçüdür (Larbani vd. 2011).
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�spat. (4.4) sisteminden µ(∅) = 0 ve µ(X) = 1 sa§lan�r. |A| ≥ 2 olmak üzere

A ⊂ B iken ∑
xi∈A

µi ≤
∑
xi∈B

µi

ve

max
xi,xj∈A
i 6=j

λij ≤ max
xi,xj∈B
i 6=j

λij

olup buradan

∑
xi∈A

µi + max
xi,xj∈A
i 6=j

λij ≤
∑
xi∈B

µi + max
xi,xj∈B
i 6=j

λij

µ(A) ≤ µ(B)

elde edilir. Bu da ispat� tamamlar.

4.3 Elde Edilen Bulan�k Ölçünün Bir Uygulamas�

K�s�m (4.2)'de elde edilen yöntemin bir uygulamas� olarak Larbani vd.(2011) tedarikçi

seçim problemini göz önüne alm�³t�r. �imdi bu örne§i inceleyelim:

Tedarikçi seçim problemi gerçek dünya yöneticileri taraf�ndan yayg�n olarak tart�³�lan

bir yönetim sorunudur. Bir tedarikçiyi de§erlendirmek için kullan�lan en yayg�n dört

kriter

x1 =Hizmet kalitesi

x2 =Fiyat

x3 =Mü³teri Memnuiyeti

x4 =Ürün Perfonmans�

kriterleridir ve bu kriterler birbirlerini pozitif yönde etkilemektedir. Bahsedilen

bu dört kriterin genellikle hesaplama kolayl�§� sa§lamak için birbirinden ba§�ms�z
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oldu§u kabul edilmi³tir. Ancak kriterlerin ba§�ms�zl�§�n� varsayman�n gerçekçi ol-

maktan çok uzak oldu§unu ve böyle bir karar problemi yap�s�n�n gerçek dünya yö-

neticilerinin karar�n� yönlendirmek için kullan�ld�§�nda yan�lt�c� olabilece§ini görebi-

liriz. Bölüm (4.2)'deki bulan�k ölçü belirleme ad�mlar� takip edilirse ilk olarak karar

verici kriterler aras�ndaki kar³�l�kl� ba§�ml�l�k derecesini ve µi = µ({xi}) bireysel

yo§unluklar� belirlemelidir.

X = {x1, x2, x3, x4} kriterlerin kümesi ve {λij = λji, 1 ≤ i, j ≤ 4, i 6= j} olmak

üzere

λ12 = 0.03, λ23 = 0.06

λ13 = 0.04, λ24 = 0.10

λ14 = 0.03, λ34 = 0.03

ve i = 1, 2, 3, 4 için µi bireysel yo§unluklar

µ1 = 0.25, µ3 = 0.25

µ2 = 0.25, µ4 = 0.15

olsun. Kolayl�k olmas� bak�m�ndan x1, x2, x3, x4 kriterleri s�ras�yla 1, 2, 3, 4 ile

gösterilsin. |A| ≥ 2 olmak üzere (4.4) sisteminden elde edilir (Çizelge 4.1).
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Çizelge 4.1 Ölçünün Belirlenmesi

µ(∅) = 0 µ({4}) = 0.15 µ({2, 3}) = 0.56 µ({1, 2, 4}) = 0.75

µ({1}) = 0.25 µ({1, 2}) = 0.53 µ({2, 4}) = 0.50 µ({1, 3, 4}) = 0.69

µ({2}) = 0.25 µ({1, 3}) = 0.54 µ({3, 4}) = 0.43 µ({2, 3, 4}) = 0.75

µ({3}) = 0.25 µ({1, 4}) = 0.43 µ({1, 2, 3}) = 0.81 µ({1, 2, 3, 4}) = µ(X) = 1

Kabul edelim ki A,B,C ve D tedarikçileri alternati�erimiz olsunlar. Tedarikçilerin

x1, x2, x3, x4 kriterlerine göre puanlar� çizelge 4.2'de verilmi³tir.

Çizelge 4.2 Tedarikçilerin x1, x2, x3, x4 Kriterlerine Göre Skorlar�

Alternati�er Hizmet Kalitesi Fiyat Mü³teri memnuniyeti Ürün Performans�

A 55 85 85 45

B 55 45 75 85

C 85 75 55 65

D 75 65 65 75

�imdi, Choquet integrali yard�m�yla alternati�eri de§erlendirelim. Choquet inte-

gralinin de§er aral�§� [0, 1] oldu§undan alternati�erin puanlar�n� normalize edelim.

A alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.55

f(x2) = 0.85

f(x3) = 0.85

f(x4) = 0.45

olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x4) ≤ f(x1) ≤ f(x2) ≤ f(x3) elde

edilir. �imdi Tan�m 4.1.3 ile f fonksiyonunun A tedarikçisi için Choquet integralini
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hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµ =[(f(x4)− f(x0))µ(E(1))] + [(f(x1)− f(x4))µ(E(2))]

+[(f(x2)− f(x1))µ(E(3))] + [(f(x3)− f(x2))µ(E(4))]

=0.45× 1 + 0.10× 0.81 + 0.30× 0.56 + 0

=0.699

B alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.55

f(x2) = 0.45

f(x3) = 0.75

f(x4) = 0.85

olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x2) ≤ f(x1) ≤ f(x3) ≤ f(x4) elde

edilir. �imdi Tan�m 4.1.3 ile f fonksiyonunun B tedarikçisi için Choquet integralini

hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµ =[(f(x2)− f(x0))µ(E(1))] + [(f(x1)− f(x2))µ(E(2))]

+[(f(x3)− f(x1))µ(E(3))] + [(f(x4)− f(x3))µ(E(4))]

=0.45× 1 + 0.10× 0.69 + 0.20× 0.43 + 0.10× 0.15

=0.620

C alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.85

f(x2) = 0.75

f(x3) = 0.55

f(x4) = 0.65

olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x3) ≤ f(x4) ≤ f(x2) ≤ f(x1) elde

edilir. �imdi Tan�m 4.1.3 ile f fonksiyonunun C tedarikçisi için Choquet integralini
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hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµ =[(f(x3)− f(x0))µ(E(1))] + [(f(x4)− f(x3))µ(E(2))]

+[(f(x2)− f(x4))µ(E(3))] + [(f(x1)− f(x2))µ(E(4))]

=0.55× 1 + 0.10× 0.75 + 0.10× 0.53 + 0.10× 0.25

=0.703

D alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.75

f(x2) = 0.65

f(x3) = 0.65

f(x4) = 0.75

olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x2) ≤ f(x3) ≤ f(x1) ≤ f(x4) elde

edilir. �imdi Tan�m 4.1.3 ile f fonksiyonunun D tedarikçisi için Choquet integralini

hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµ =[(f(x2)− f(x0))µ(E(1))] + [(f(x3)− f(x2))µ(E(2))]

+[(f(x1)− f(x3))µ(E(3))] + [(f(x4)− f(x1))µ(E(4))]

=0.65× 1 + 0 + 0.10× 0.43 + 0

=0.693

Elde edilen de§erler s�ralan�rsa C � D � A � B olup en iyi tedarikçinin C oldu§u

görülür (Larbani vd. 2011)

4.4 Geleneksel λ-Bulan�k Ölçü Belirleme Metodu

Bu k�s�mda çok kriterli karar verme metotlar�ndan biri olan analitik hiyerar³i süreci

metodunu (AHP) kullanarak Bölüm 4.3'teki ayn� örne§i inceleyece§iz (Larbani vd.

2011) AHP metodu karar verirken alternati�erin kriterlere göre s�ralanmas�na ve
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seçim yap�lmas�na yarayan nicel bir yöntemdir. Bu metotta önce standart tercih

tablosundan yararlan�larak kriterlerin birbirlerine göre önem derecesini gösteren H

matrisi olu³turulur.

Çizelge 4.3 Standart Tercih Tablosu

Önem De§eri De§er Tan�mlar�

1 E³it önemde

3 Biraz daha önemli(az üstünlük)

5 Oldukça önemli(fazla üstünlük)

7 Çok önemli(çok üstünlük)

9 Son derece önemli (kesin üstünlük)

2,4,6 ve 8 Ara de§erler (uzla³ma de§erleri)

�imdi H matrisini olu³tural�m. Her kriterin kendi ile kar³�la³t�r�l�p önem derecesinin

belirlenmesinde kriterler e³it önemde olduklar� için matrisin kö³egeni 1 olur. a21 = 3

ise x2 kriteri x1 kriterinden biraz daha önemli demektir. Bu durumda a12 = 1/3

olmal�d�r. O halde Çizelge 4.2'den yararlan�larak H matrisi a³a§�daki gibi olu³turu-

labilir.

H =



1 1/3 1/3 1/2

3 1 1/2 1/4

3 2 1 1

2 4 1 1


H matrisi olu³turulduktan sonra

bij =
aij
n∑
i=1

aij

formülü ile bir C matrisi olu³turulur. Burada
n∑
i=1

aij , H matrisinin sütun toplamlar�
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olup i = 1, 2, 3, 4 olmak üzere Bi matrisi

Bi =



b1i

b2i

b3i

b4i


³eklindedir. i = 1, 2, 3, 4 olmak üzere Bi matrisi C matrisinin her bir sütununu

olu³turur.

C =



1/9 1/22 2/17 2/11

3/9 3/22 3/17 1/11

3/9 6/22 6/17 4/11

2/9 12/22 6/17 4/11


C matrisinin sat�r bile³enlerinin aritmetik ortalamas� al�narak kriterlerin birbirlerine

göre önem derecelerini gösteren

W =



w1

w2

w3

w4


sütun matrisi olu³turulur. i = 1, 2, 3, 4 olmak üzere

wi =

n∑
i=1

cij

n

³eklindedir. O halde W sütun matrisi

W =



0.110

0.179

0.326

0.384


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olarak bulunur. O halde AHP metodu yard�m�yla kriterlerin ba³lang�ç a§�rl�k-

lar�n� bulmu³ olduk. Karar vericinin kriterler aras�nda k�yaslama yaparken tutarl�

davran�p davranmad�§�n� ölçmek için tutarl�l�k oran�n�n hesaplanmas� gerekir. Bu

hesaplamada kriter say�s�na ba§l� olarak rasgele indeks say�lar� kullan�l�r. Hesapla-

malar sonucunda bulunan de§er 0,10 veya alt�nda ç�km�³sa olu³turulan kar³�la³t�rma

matrisinin tutarl� oldu§u sonucuna var�l�r. Aksi durumda karar matrisi tekrar düzen-

lenmelidir (Saaty 1980).

Çizelge 4.4 Rasgele Tutarl�l�k �ndeksi De§erleri

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

RI 0 0 0.52 0.9 1.11 1.25 1.35 1.40 1.45 1.49 1.51 1.48 1.56

�imdi tutarl�l�k oran�n� hesaplayal�m. Öncelikle H karar matrisi ile W sütun mat-

risini çarparak V sütun matrisini hesaplayal�m.

V =


1 1/3 1/3 1/2

3 1 1/2 1/4

3 2 1 1

2 4 1 1




0.110

0.179

0.326

0.384

 =


0.470

0.768

1.398

1.646


Daha sonra i = 1, 2, 3, 4 için

Di =

(
Vi
Wi

)
=


4.27

4.29

4.28

4.28



sütun matrisi elde edilip n = 4 için

λmax =

4∑
i=1

Di

n
= 4.28
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bulunur. �imdi tutarl�l�k oran�n� hesaplayal�m. Tutarl�l�k indeksi

TI =
λmax − n
n− 1

= 0.09

ve çizelge 4.4'ten n = 4 için RI = 0.9 olup tutarl�l�k oran�

TO =
0.09

0.9
= 0.1

elde edilir.

�imdi bulan�k ölçü a§�rl�klar�n� bulal�m. c ∈ Z+ olmak üzere

w1 : µλ({x1}) =0.110c

w2 : µλ({x2}) =0.179c

w3 : µλ({x3}) =0.326c

w4 : µλ({x4}) =0.384c

olur. Daha sonra λ = 3 ve c = 0.569 al�nd�§�nda bir λ-bulan�k ölçüsü elde edilmi³tir

(Inouei ve Amagasa 1997) . O halde Tan�m 4.1.1'den çizelge 4.5 bulunur.

Çizelge 4.5 λ- Bulan�k Ölçüsünün Belirlenmesi

µλ(∅) = 0 µλ(x4) = 0.219 µλ(x2, x3) = 0.344 µλ(x1, x2, x4) = 0.523

µλ(x1) = 0.063 µλ(x1, x2) = 0.184 µλ(x2, x4) = 0.388 µλ(x1, x3, x4) = 0.688

µλ(x2) = 0.102 µλ(x1, x3) = 0.283 µλ(x3, x4) = 0.526 µλ(x2, x3, x4) = 789

µλ(x3) = 0.186 µλ(x1, x4) = 0.322 µλ(x1, x2, x3) = 0.472 µλ(X) = 1

�imdi Bölüm 4.3'teki ayn� örne§i inceleyece§iz. O halde Choquet integralinin tan�m�n�

kullanarak A,B,C ve D alternati�erini s�ralayal�m.

A alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.55

f(x2) = 0.85

f(x3) = 0.85

f(x4) = 0.45
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olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x4) ≤ f(x1) ≤ f(x2) ≤ f(x3) elde

edilir. A tedarikçisi için Choquet integralini hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµλ =[(f(x4)− f(x0))µλ(E(1))] + [(f(x1)− f(x4))µλ(E(2))]

+[(f(x2)− f(x1))µλ(E(3))] + [(f(x3)− f(x2))µλ(E(4))]

=0.45× 1 + 0.10× 0.472 + 0.30× 0.344 + 0

=0.6004

B alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.55

f(x2) = 0.45

f(x3) = 0.75

f(x4) = 0.85

olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x2) ≤ f(x1) ≤ f(x3) ≤ f(x4) elde

edilir. �imdi Tan�m 4.1.3 ile f fonksiyonunun B tedarikçisi için Choquet integralini

hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµλ =[(f(x2)− f(x0))µλ(E(1))] + [(f(x1)− f(x2))µλ(E(2))]

+[(f(x3)− f(x1))µλ(E(3))] + [(f(x4)− f(x3))µλ(E(4))]

=0.45× 1 + 0.10× 0.688 + 0.20× .0.526 + 0.10× .0.219

=0.6459

C alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.85

f(x2) = 0.75

f(x3) = 0.55

f(x4) = 0.65

olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x3) ≤ f(x4) ≤ f(x2) ≤ f(x1) elde

edilir. �imdi Tan�m 4.1.3 ile f fonksiyonunun C tedarikçisi için Choquet integralini
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hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµλ =[(f(x3)− f(x0))µλ(E(1))] + [(f(x4)− f(x3))µλ(E(2))]

+[(f(x2)− f(x4))µλ(E(3))] + [(f(x1)− f(x2))µλ(E(4))]

=0.55× 1 + 0.10× 0.523 + 0.10× .0.184 + 0.10× .0.063

=0.627

D alternati� için çizelge 4.2'den

f(x1) = 0.75

f(x2) = 0.65

f(x3) = 0.65

f(x4) = 0.75

olup bu de§erler küçükten büyü§e s�ralan�rsa f(x2) ≤ f(x3) ≤ f(x1) ≤ f(x4) elde

edilir. �imdi Tan�m 4.1.3 ile f fonksiyonunun D tedarikçisi için Choquet integralini

hesaplayal�m:

(C)

∫
X

fdµλ =[(f(x2)− f(x0))µλ(E(1))] + [(f(x3)− f(x2))µλ(E(2))]

+[(f(x1)− f(x3))µλ(E(3))] + [(f(x4)− f(x1))µλ(E(4))]

=0.65× 1 + 0 + 0.10× 0.322 + 0

=0.6822

Elde edilen de§erler s�ralan�rsa D � B � C � A olup en iyi tedarikçinin D oldu§u

görülür (Larbani vd. 2011).
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Çizelge 4.6 Bölüm (4.2) ve (4.4)'te Elde Edilen S�ralamalar ve Puanlar (Larbani

vd. 2011)

Alternati�er
K�s�m 4.2 K�s�m 4.3

S�ra Bulan�k �ntegral S�ra Bulan�k �ntegral

A 3 0.699 4 0.6004

B 4 0.620 2 0.6459

C 1 0.703 3 0.6270

D 2 0.693 1 0.6822

�imdi ileri sürülen bulan�k ölçü belirleme metodu kullan�larak tan�mlanan ölçünün

λ-bulan�k ölçü olmad�§�n� gösterelim. Örnek olarak Bölüm 4'ün çok kriterli karar

verme uygulamas�nda belirlenen bulan�k ölçünün λ-bulan�k ölçü olarak belirlene-

meyece§ini gösterelim. Kolay hesaplamak için x1, x2, x3, x4 kriterlerini s�ras�yla 1, 2,

3, 4 ile gösterlim. Tan�m 4.1.1'den

µ({1}) ∪ ({2}) = µ({1}) + µ({2}) + λµ({1})µ({2})

e³itli§i çözülürse λ = 0.48 elde edilir.Benzer ³ekilde

µ({2}) ∪ ({4}) = µ({2}) + µ({4}) + λµ({2})µ({4})

e³itli§i çözülürse λ = 2.67 bulunur. O halde ileri sürülen metot bir λ-bulan�k ölçü

olamaz (Larbani vd. 2011).
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5. BULANIK ÖLÇÜM TEOR�S�N�N B�R UYGULAMASI

Bu bölümde bulan�k ölçüm teorisi kullan�larak literatürde var olan bir örnek ince-

lenecektir. Küresel �s�nma ve iklim de§i³iklikleri dünya üzerindeki tüm canl�lar�n

ya³amlar�n� tehdit eden önemli konulard�r. Kurakl�k, s�cakl�k de§i³imleri ve ya§�³

de§i³imleri küresel �s�nman�n gözle görülebilir sonuçlar�d�r. Bu bölümde bu sonuçlar

dikkate al�narak Türkiye için küresel �s�nman�n etki derecelerinin de§erlendirilmesi

çok kriterli karar verme problemi ele al�nacakt�r ve bulan�k ölçü teorisi yard�m�yla

ilgili etki dereceleri belirlenecektir (Özcelik vd. 2016).

5.1 Bulan�k Ölçünün Belirlenmesi

Bu bölümde bulan�k ölçü belirlemek için karma bir metot incelenecektir. Bu k�s�mda

incelenecek metot bir önceki bölümdeki (4.2) denklemi ile bir çok kriterli karar verme

metodu olan bulan�k analitik hiyerar³i süreci (FAHP) metodunun bir karmas�d�r

(Özcelik vd. 2016). FAHP; kriterlerin bireysel önem a§�rl�klar�n�n belirlenmesi için

kullan�l�r. Bu bölümde uzman görü³üne göre kar³�la³t�rma matrisi Çizelge 5.1 ile

verilen üçgen bulan�k skala kullan�larak olu³turulmu³tur (Da§deviren 2007).

Çizelge 5.1 Üçgen Bulan�k Dönü³üm Ölçe§i(TFS)

Dilbilimsel Ölçek TFS TFS(kar³�l�kl�)

Sadece e³it (1, 1, 1) (1, 1, 1)

E³it önemde (1/2, 1, 3/2) (2/3, 1, 2)

Zay�f önemli (1, 3/2, 2) (1/2, 2/3, 1)

Oldukça önemli (3/2, 2, 5/2) (2/5, 1/2, 2/3)

Çok önemli (2, 5/2, 3) (1/3, 2/5, 1/2)

Son derece önemli (5/2, 3, 7/2) (2/7, 1/3, 2/5)
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Öncelikle her k = 1, 2, ..., n için α-kesim de§erinde alt ve üst s�n�rlar a³a§�daki

e³itliklerle belirlenir:

Alt s�n�r : LBk = α(mk − lk) + lk

Üst s�n�r : UBk = uk − α(uk −mk)

Daha sonra her k için wk(alt) ve wk(st) s�n�r de§erleri a³a§�daki formüllerle hesaplan�r.

wk(alt) =

l∑
i=1

αi(LBk)i

l∑
i=1

αi

w(st) =

l∑
i=1

αi(UBk)i

l∑
i=1

αi

Daha sonra

Wk = βwk(alt) + (1− β)w(st), β ∈ [0, 1]

e³itli§i ile her bir kriterin önem a§�rl�§� hesaplan�r. β = 1 al�n�rsa karar vericinin

iyimser görü³te, β = 0.5 al�n�rsa karar vericinin �l�ml� görü³te, β = 0 al�n�rsa karar

vericinin karamsar görü³e sahip oldu§unu söyleyebiliriz. �yimser karar verici bulan�k

de§erlendirme yaparken yüksek de§erleri, kötümser karar verici ise dü³ük de§erleri

tercih etme e§ilimindedir (Deng 1999)

�imdi her bir (xi, xj) ikili kriteri için λij ∈ [0, 1] kar³�l�kl� ba§�ml�l�k katsay�s�n�

belirleyelim. Karar verici kar³�l�kl� ba§�ml�l�k katsay�lar�n� belirlemek için Bölüm

4.2'deki ad�mlar� takip edebilir (Özcelik vd. 2016).

5.2 Türkiye'nin �ehirlerinin Küresel Is�nmadan Etkilenme Derecelerinin

Belirlenmesi

Bu k�s�mda küresel �s�nman�n ya§�³ ve s�cakl�k gibi etkileri dikkate al�narak Türkiye'nin

³ehirlerinin küresel �s�nmadan etkilenme dereceleri bir çok kriterli karar verme prob-

lemi olarak ele al�nacakt�r (Özcelik vd. 2016.). Bu amaçla a³a§�da dört tane kriter
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belirlenmi³tir. Belirtilen kriterlere ili³kin veriler, Türkiye Devlet Meteoroloji �³-

lerinden edinilmi³tir.

Çizelge 5.2 Kriterlerin Tan�mlanmas�

Cl Maksimum ya§�³ miktar� ile bu ya§�³�n gerçekle³ti§i ay�n normal ya§�³ miktar�

aras�ndaki oran (son 42 y�l)

C2 Ya§�³�n anormal oldu§u y�l say�s� (son 42 y�l)

C3 Kurakl�k derecesi (son 21 y�l)

C4 Son 10 y�ll�k ortalama s�cakl�§�n mevsim normaline oran�

Kriterler belirlendikten sonra kriterlerin önem a§�rl�klar� bahsedilen karma metot ile

belirlebilir. Bunun için ilk önce FAHP yöntemi ile kriterlerin ikili bulan�k kar³�la³t�rma

matrisi elde edilecektir. Kriterler için ikili kar³�la³t�rma matrisi çizelge 5.3'te verilmi³-

tir. Çizelge 5.3 kullan�larak her bir kriterin bulan�k a§�rl�§�

C1 = (0.103, 0.158, 0.270)

C2 = (0.132, 0.198, 0.307)

C3 = (0.249, 0.390, 0.589)

C4 = (0.148, 0.254, 0.416)

olarak elde edilmi³tir.

Her α-kesim de§erinde C1, C2, C3, C4 kriterlerinin alt ve üst s�n�rlar� K�s�m 5.1'deki

formüller kullan�larak elde edilmi³ ve çizelge 5.4'te gösterilmi³tir. Kriterlerin bulan�k

önem a§�rl�klar� çizelge 5.4'in son sütununda gösterilmi³tir ve β = 0.5 olarak kabul

edilmi³tir.
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Çizelge 5.3 Kriterler �çin Kar³�la³t�rma Matrisi

Kriterler C1 C2 C3 C4

C1 (1, 1, 1) (2/5, 1/2, 2/3) (1/3, 2/5, 1/2) (2/3, 1, 2)

C2 (3/2, 2, 5/2) (1, 1, 1) (2/5, 1/2, 2/3) (2/5, 1/2, 2/3)

C3 (2, 5/2, 3) (3/2, 2, 5/2) (1, 1, 1) (1, 3/2, 2)

C4 (1/2, 1, 3/2) (3/2, 2, 5/2) (1/2, 2/3, 1) (1, 1, 1)

Çizelge 5.4 Kriteler �çin Bulan�kla³t�r�lm�³ Önem A§�rl�klar�

Kriterler l m u walt wüst W

C1 0.103 0.158 0.270 0.137833 0.199067 0.17

C2 0.132 0.198 0.307 0.1738 0.237967 0.21

C3 0.249 0.390 0.589 0.3383 0.462967 0.40

C4 0.148 0.254 0.416 0.215133 0.3134 0.26

Daha sonra uzmanlar�n görü³üne göre herhangi iki kriter aras�ndaki λij zay�f ba§�m-

l�l�k katsay�lar� elde edilmi³tir. Bu katsay�lar;

λ12 =λ21 = 0.02

λ13 =λ31 = 0.01

λ14 =λ41 = 0.01

λ23 =λ32 = 0.01

λ24 =λ42 = 0.02

λ34 =λ43 = 0.04

dir. �ki kriter aras�ndaki kar³�l�kl� ba§�ml�l�k katsay�lar� hesapland�ktan sonra tek

nokta kümelerinin bireysel yo§unluklar�n� çizelge 5.4'ün son sütununu ve
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(4.2) sistemine göre normalize ederek

µ1 = 0.16, µ2 = 0.19, µ3 = 0.37, µ4 = 0.24

³eklinde buluruz. Gerçekten;

4∑
k=1

µk + max
i,j=1,2,3,4

i 6=j

λij =0.16 + 0.19 + 0.37 + 0.24 + 0.04

=1

elde edilir. �imdi (4.2) sistemini kullanarak bulan�k ölçü kural�m. Böylece çizelge

5.5 elde edilir.

Çizelge 5.5 Bulan�k Ölçü

µ(∅) = 0 µ(C4) = 0.24 µ(C2, C3) = 0.57 µ(C1, C2, C4) = 0.61

µ(C1) = 0.16 µ(C1, C2) = 0.37 µ(C2, C4) = 0.0.45 µ(C1, C3, C4) = 0.81

µ(C2) = 0.19 µ(C1, C3) = 0.54 µ(C3, C4) = 0.65 µ(C2, C3, C4) = 0.0.84

µ(C3) = 0.37 µ(C1, C4) = 0.37 µ(C1, C2, C3) = 0.74 µ(C1, C2, C3, C4) = 1

Choquet integrali yard�m�yla Türkiye'nin 81 ilinin küresel �s�nmaya kar³� yatk�nl�k

derecesini hesaplanabilir. Kriterlerin yap�s� gere§i "bir" sonucu küresel �s�nmaya en

fazla yatk�nl�k durumunu, "s�f�r" sonucu küresel �s�nmaya en az yatk�nl�k durumunu

göstermektedir.

Burada örnek te³kil etmesi aç�s�ndan sadece Ankara ili için veriler kullan�larak Cho-

quet integralinin hesaplanmas� verilecektir.

Örnek 5.2.1 Ankara ³ehrinin Choquet integralini hesaplayal�m. X = {C1, C2, C3, C4}

ve

f(C1) = 0.2382942

f(C2) = 0.5416667

f(C3) = 0.5673935

f(C4) = 0.4727869
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olmak üzere

(C)

∫
X

fdµ =
n∑
k=1

(f(C(k))− f(C(k−1)))µ(Ek)

=(0.2382942− 0)× 1 + (0.4727869− 0.2382942)× 0.84

+(0.5416667− 0.4727869)× 0.57 + (0.5673935− 0.5416667)× 0.37

=0.48405

elde edilir.

Özcelik vd. (2016)'e göre, k�y� kentleri ve düzenli ya§�³ alan ³ehirler di§er ³ehirler-

den daha az etkilenmektedir. Küresel �s�nmadan en fazla etkilenen ³ehir Kütahya

olarak belirlenmi³tir. Bu durum Kütahya ³ehrinin konumu nedeniyle beklenen bir

sonuçtur. Çünkü, ³ehir ülkenin iç k�sm�nda bulunmaktad�r ve y�llara göre ya§�³

rejimi düzensizlikler göstermi³tir. Ayr�ca ³ehrin sanayile³me durumuda bu sonuçta

etkili olmu³tur. Küresel �s�nmadan en az etkilenen ³ehir Sinop olarak belirlenmi³tir.

Sinop, ³ehri Karadeniz Bölgesi'ndedir ve bu bölgede bulunan Rize, Samsun, Artvin

³ehirleridedi§er ³ehirlere göre daha dü³ük skora alm�³t�r. Çünkü, Türkiye'nin di§er

bölgelerinin aksine bu bölgede s�cakl�k ve ya§�³ rejimi düzenlidir.

Sonuç olarak önerilen karma yöntem sayesinde Türkiye'nin ³ehirlerinin küresel �s�n-

madan etkilenme derecesini gösteren ve tutarl� olan tablo (Özcelik 2016)'de elde

edilmi³tir. Bu tabloda C1, C2, C3 ve C4 kriterlerine göre alternati�erin ald�§� de§er-

ler bahsedilen gerçek verilerden elde edilmi³tir.
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6. TARTI�MA VE SONUÇ

Çok kriterli karar verme (ÇKKV) olu³turulan birbiriyle çeli³en kriterlere göre en

uygun alternati� belirleme sürecidir. Bu süreçte karar verici kriterler aras�ndaki

ili³kinin belirlenmesi ve bu ili³kilere göre alternati�erin de§erlendirilmesi gibi prob-

lemleri baz� yöntemlerle a³mak zorundad�r. Bu sebeplerle baz� çok kriterli karar

verme yöntemleri geli³tirilmi³tir. Bu yöntemlerin temel amac� alternatif ve kriter

say�lar�n�n fazla oldu§u durumlarda karar verme mekanizmas�n� kontrol alt�nda tut-

mak ve karar sonucunu mümkün oldu§u kadar kolay ve çabuk elde etmektir.

Çok kriterli karar verme yöntemlerinden biri bulan�k ölçü ve bulan�k integral kavram-

lar�n�n birlikte kullan�lmas�d�r. Bulan�k ölçü, bulan�k integral kavramlar� günlük

ya³amda kar³�la³�lan problemlerin tam olarak modellenemedi§i belirsizlik içeren du-

rumlarda kullan�l�r.

Bu tezde karar verme sürecini rahatlatmak için kullan�lan k-toplamsal bulan�k ölçü

ve λ-bulan�k ölçü kavram� aç�klanm�³, literatürde mevcut bir çok kriterli karar verme

problemi olan tedarikçi seçim yöntemi incelenmi³tir. Tezin son bölümünde çok

kriterli karar verme problemlerinin çözümü için yine literatürde mevcut karma bir

metot incelenip bu metot yard�m�yla bir gerçek hayat problemi incelenmi³tir.
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