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t¬nda elemanter ve nümerik yöntemler kullan¬larak sonuçlar ve teoremler verilmi̧s, çeşitli
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
KAYNAKLAR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Şekil 3.1 �1(u) uzay e¼grisi .......................................................................... 18
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1. G·IR·IŞ

Matematik tarihinde minimal yüzey teorisinin kökenleri 18. yüzy¬l, Euler�in ve La-

grange�nin çal¬̧smalar¬na dayan¬r. Bu çal¬̧smalar incelendi¼ginde yüzeyin minimalli¼gi

ayn¬s¬n¬rlara sahip olan yüzeyler aras¬nda en küçük yüzey alan¬na sahip olma ola-

rak tan¬mlanm¬̧st¬r. Verilen tan¬m do¼grultusunda Euler düzlem ve katenodin bir

minimal yüzey oldu¼gunu bulmuştur (Euler 1744). Lagrange ise 3-boyutlu Öklid

uzay¬nda yüzeylerin C2 s¬n¬f¬ndan diferensiyellenebilir, z = f(x; y) parametresiyle

tan¬m¬n¬kullan¬p minimallik tan¬m¬ndan bugün Lagrange diferensiyel denklemi ola-

rak da bilinen

fxx
�
1 + f 2y

�
� 2fxfyfxy + fyy(1 + f 2x) = 0 (1.1)

denklemini elde etmi̧stir. Frans¬z matematikçi k¬saca analitik fonsiyonlarla tan¬m-

lanan yüzeylerin minimal olmas¬için gerek koşulun (1.1) denklemini sa¼glamas¬gerek-

ti¼gini ortaya ç¬kar¬rken tersine belirlenen s¬n¬rda yüzey için elde edilen k¬smi türevli

denklemin analitik çözümü olmad¬¼g¬durumlarda belirlenen s¬n¬rda bir minimal yüzey

olamayaca¼g¬n¬da göstermi̧stir (Lagrange 1760). 1776�da Meusnier o zamana kadar

elde edilen verilerin geometrik yorumunu yaparak yani bir yüzeyin minimal ol-

mas¬n¬n yüzeyin ortalama e¼grili¼ginin s¬f¬r olmas¬yla mümkün oldu¼gunu elde ederek

teoriyi geli̧stirmekle kalmam¬̧s ayn¬zamanda helikoidin bir minimal yüzey oldu¼gunu

da ispatlam¬̧st¬r (Meusnier 1785). Bu geli̧smelerin ard¬ndan minimal yüzey teorisi

elli y¬ldan fazla süren bir durgunluk dönemine girmi̧stir.

Teorinin alt¬n ça¼g¬1835�de Scherk taraf¬ndan (1.1) denkleminin f(x; y) = g(x)+h(y)

formundaki analitik fonksiyonlar için çözümlenmesiyle başlam¬̧st¬r ve 1890�a kadar

devam etmi̧stir. Alman matematikçinin minimallik koşulunu araşt¬rd¬¼g¬ yüzeyler

ayr¬ca öteleme yüzeyi olarak da bilinir ve Öklid uzay¬nda minimal öteleme yüzeyleri

a 2 R olmak üzere

g(x) =
1

a
log (cos ax) ve h(y) = �1

a
log (cos ay) (1.2)

fonksiyonlar¬ ile bellidir (Scherk 1835). Scherk daha sonra bütün minimal regle

yüzeyleri belirlemeye çal¬̧sm¬̧s fakat problemi 1842�de Catalan çözmüştür ve he-
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likoidin üç boyutlu reel uzayda minimal tek regle yüzey oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r

(Catalan 1842). Dahas¬bilim insanlar¬farkl¬yap¬lar kullanarak yeni minimal yüzey

örnekleri bulmay¬amaçlam¬̧slard¬r. Örne¼gin, Enneper yüzeyi

enneper(u; v) =

�
u� u

3

3
+ uv2; v � v

3

3
+ u2v; u2 � v2

�
(1.3)

aç¬k parametrelendirme kullan¬larak elde edilen ve kendini kesen ilk minimal yüzey

olma özelli¼gi taş¬r. Weierstrass ise izotermal parametrizasyonu kullanarak minimal

yüzeyler için ilk genel çözümü elde etmi̧stir (Weierstrass 1866).

Dahas¬, bu dönemde matematikte yap¬lan bahsi geçen geli̧smelere ek olarak mini-

mal yüzeyleri �zik alan¬nda araşt¬ran Plateau�yu da gözönünde bulundurmal¬y¬z.

Uzay e¼grileri biçimindeki telleri sabunlu ve gliserinli çözelti içine dald¬rarak yapt¬¼g¬

deneylerle Belçikal¬�zikçi minimal yüzeyleri en az potansiyel yüzey enerjisine sahip

olanlar olarak belirlemi̧stir. Böylece, Plateau problemi olarak da bilinen verilen

bir e¼griyi s¬n¬r kabul eden miminal yüzeyi bulma problemi do¼gmuştur ve 1914-1950

y¬llar¬aras¬nda geçen minimal yüzeyin ikinci alt¬n ça¼g¬da başlam¬̧st¬r. Plateau prob-

leminin çözümü için bir çok matematikçi çal¬̧sm¬̧st¬r bunlardan Bernstein, Courant ve

1936�da elde etti¼gi çözümle ilk Fields madalyas¬n¬alan Douglas�¬n katk¬lar¬büyüktür

(Osserman 1986).

Minimal yüzey teorisinin üçüncü alt¬n ça¼g¬ ise teknolojiye eri̧simle matematiksel

problem çözümlerinde ortaya ç¬kan yöntem ve araşt¬rmalar¬n art¬̧s¬göz önüne al¬nd¬-

¼g¬nda 1960�da başlad¬¼g¬ve günümüze kadar devam etti¼gi söylenebilir. Araşt¬rmalar

özellikle Lagrange denkleminin genel çözümünü elde etmek yerine Scherk gibi be-

lirli bir yüzey ailesi için minimal alt yüzey ailesini belirlemeye yönelmi̧stir. Bu

yönelmeler ¬̧s¬¼g¬nda, minimal yüzeyler üzerine yap¬lan çal¬̧smalardan 1993�te I. Van

de Woestyne�nin minimallik koşulunu homotetik yüzeyler için ele almas¬yla minimal

alt aileyi sadece düzlemler ve helikoidler olarak belirlemesi dikkat çekmektedir. Yani,

f(x; y) = g(x)h(y) fonksiyonu ile parametrelendirilen iki boyutlu yüzeyler için La-

grange denkleminin çözümleri düzlemler ya da helikoidlerdir (Van de Woestyne 1993).

E¼ger minimallik teorisini öteleme ve homoteti yüzeyleri için incelersek; 21.yüzy¬lda

teori üzerindeki geli̧smeler h¬z kazanm¬̧s, n�boyutlu Öklid ve Minkowski uzaylar¬nda
2



yüzeyler genelleştirilmi̧s ve minimallik sonuçlar¬ elde edilmi̧stir. Dahas¬, öteleme

yüzeyleri için farkl¬metriklerle tan¬mlanan alt manifoldlarda araşt¬rmalar yap¬lm¬̧st¬r,

bunlara hiperbolik uzay, Sol3 uzay¬, nilpotent gruplar örnek verilebilir.

3-boyutlu Heisenberg grupta minimal öteleme ve homoteti yüzeylerini belirleme bu

tez çal¬̧smas¬nda ele al¬nan iki ana problemdir. Öncelikle, Heisenberg grubun metrik

yap¬s¬na uygun olarak öteleme ve homoteti yüzeyleri tan¬mlanm¬̧s sonra minimal-

lik koşulu Meusnier�in geometrik yorumu baz al¬narak hesaplanm¬̧st¬r. Minimallik

koşulu olarak bulunan k¬smi türevli denklemlerin çözüm yöntemleri iki yüzey ailesi

için farkl¬l¬k göstermektedir. Öteleme yüzeyleri için denklem çözümleri eleman-

ter yöntemlerle elde edilip, minimal öteleme yüzeylerinin düzlemler ve silindirler

oldu¼gu belirlenmi̧stir. Di¼ger yandan, homoteti yüzeyleri için ortaya ç¬kan minimallik

koşullar¬n¬n yap¬s¬ndan ötürü problem polinom halkalar¬nda ele al¬nm¬̧s, indirgenen

denklemin pro�line göre elemanter ya da nümerik metodlar kullan¬lm¬̧s ve sonuçlar¬

elde edilmi̧stir. Dahas¬, bu çal¬̧sma da elde edilen sonuçlar¬n di¼ger alt manifoldlarda

bulunan çözümlerle kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬n¬n yap¬labilmesi için ikinci bölümde öteleme ve

homoteti yüzeylerinin minimalli¼gi ile ilgili çeşitli tan¬m ve teoremlere yer verilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

�
~M; ~g

�
m�boyutlu bir Riemann manifoldu, (M; g) n�boyutlu bir manifold ve { :

M ! ~M bir immersiyon olsun. M üzerindeki metrik, indirgenmi̧s Riemann metri¼gi

g := {�~g olarak ele al¬n¬rsa bu durumda { bir izometrik immersiyon olur. E¼ger {

birebilirlik özelli¼gine sahipse, bu durumdaM manifoldu, ~M�nin bir alt manifoldudur

dolay¬s¬ylaM�ye ~M�nin Riemannian alt manifoldu denir. M alt manifoldunun te¼get

ve normal demetleri s¬ras¬yla

TM =
[
p2M

Tp ~M ve NM =
[
p2M

Np ~M (2.1)

dir. Ayr¬ca her p 2M için Tp ~M te¼get uzay¬, TpM te¼get uzay¬ve bu uzay¬n komple-

menti TpM? olmak üzere

Tp ~M = TpM � TpM? (2.2)

direk toplam¬olarak ifade edilir. Yani v 2 Tp ~M; p 2 M için v = vT + vN olacak

şekilde vT 2 TpM ve vN 2 TpM? vektörleri mevcuttur.

M manifoldu üzerindeki lokal vektör alanlar¬X; Y 2 TM , ~M manifoldundaki vektör

alanlar¬na geni̧sletilebilir ve ~r kovaryant türev operatörü uygulanabilir. O halde

rXY =
�
~rXY

�>
olmak üzere

~rXY =
�
~rXY

�>
+
�
~rXY

�?
(2.3)

dir.

M manifoldunun ikinci temel formunu simetrik bilineer dönüşüm II ile

II : TM � TM ! NM; II(X; Y ) :=
�
~rXY

�>
(2.4)

tan¬mlayabiliriz.

E¼ger ekboyut 1 ise yaln¬z bir tane N normal vektörü olaca¼g¬ndan vektör de¼gerli

ikinci temel form tan¬m¬n¬kullanmaktansa daha basit skalar tan¬m¬kullanabiliriz.

M manifoldunun simetrik, 2-tensör skalar ikici temel formu

h(X; Y ) = hII(X;Y ); Ni (2.5)

4



dir. Di¼ger yandan ikinci temel form için bir başka karaterizasyon M manifoldunun

S şekil operatörü ile

h(X; Y ) = hX;SY i (2.6)

verilir. (2.5) ve (2.6) denklemleri ile h ve S tensor alanlar¬cinsinden aşa¼g¬daki iki

denklem mevcuttur:

i. Gauss formülü: ~rXY = rXY + h(X; Y )N

ii. Weingarten formulü: ~rXN = �SX

O halde iki boyutlu bir alt manifold için fE1; E2g te¼get uzay¬n¬n ortonormal baz¬

olmak üzere yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

H =
1

2
[h (E1; E1) + h (E2; E2)] (2.7)

elde edilir. E¼ger normal uzay¬n¬n boyutu bire eşit de¼gilse, �i 2 NM; 3 � i � m

olmak üzere

2H =
mX
i=3

�
hi (E1; E1) + h

i (E2; E2)
�
�i (2.8)

dir.

Tan¬m 2.1 Her noktas¬nda ortalama e¼grili¼gi s¬f¬r olan yüzeye minimaldir denir

(Gray 1993).

Şimdi, M yüzeyini f : U � R2 ! En parametrizasyonuyla ele alal¬m ve te¼get

uzay¬n¬n ortonormal bir baz¬fE1; E2g olsun. a; b; �; � 2 R olmak üzere

fu = aE1 + bE2;

fv = �E1 + �E2;

dir. Yüzeyin birinci temel formunun bileşenleri:

E = g(fu; fu) = a
2 + b2;

F = g(fu; fv) = a�+ b�;

G = g(fv; fv) = �
2 + �2;
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ve ikinci temel formun bileşenleri:

h11 = h(fu; fu); h12 = h(fu; fv); h22 = h(fv; fv)

elde edilir. Böylece (2.7), yüzeyin ortalama e¼grili¼gi

H =
Gh11 � 2Fh12 + Eh22

2(EG� F 2) (2.9)

bulunur ve minimallik koşulu ise

Gh11 � 2Fh12 + Eh22 = 0 (2.10)

dir (do Carmo 1976).

2.1 Öteleme Yüzeyleri

Tan¬m 2.2 z = f(x) + g(y) olmak üzere X : U � E2 ! E3 : (x; y) ! (x; y; z)

immersiyonu ile verilen yüzeye öteleme yüzeyi denir (Gray 1993).

Ayr¬ca, X immersiyonu ile belli olan öteleme yüzeyi ortogonal düzlemlerde yatan

�(x) = (x; 0; f(x)) ve �(y) = (0; y; g(y)) e¼grilerinin toplam¬olarak da yorumlanabi-

lir. Şimdi öteleme yüzeylerinin minimallik tarihçesi hakk¬nda bilgi verelim.

� 2-boyutlu öteleme yüzeylerinin minimallik koşulunun çözümü düzlemler d¬̧s¬nda

Scherk yüzeyi olarak adland¬r¬lan yüzeylerdir ve a 2 R0 olmak üzere

z =
1

a
log

�
ax

ay

�
(2.11)

fonksiyonu ile karakterize edilirler (Scherk 1835).

� 3�boyutlu Öklid uzay¬, E3 de herhangi iki uzay e¼grisinin toplam¬ şeklinde

yaz¬labilen yüzey aşikar olmayan bir minimal yüzeydir ancak ve ancak yüzey

parametrelendirilmesi � 2 R ve c 2 R0 olmak üzere

X(s; t) =

�
s+ t sin �; t cos �;

1

c
log (cs)� 1

c
log (ct)

�
(2.12)

ile tan¬ml¬d¬r (Dillen vd. 1998).

� n > 3, n�boyutlu Öklid uzay¬nda öteleme yüzeylerinin iki çeşit genelleştirmesi

yap¬labilir.
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i. n � 2 için En+1 uzay¬nda F (x1; x2; :::xn) = f1(x1) + f2(x2) + :::+ fn(xn)

olmak üzere xn+1 = F (x1; x2; :::xn) parametrelendirmesiyle tan¬mlanan

Mn öteleme hiperyüzeyinin minimal olmas¬için gerek ve yeter şart

yüzeyin bir hiperdüzlem olmas¬ya da M2 Scherk yüzeyi olmak üzere

Mn =M2 � En�2 (2.13)

formunda bir çarp¬m manifoldu olmas¬d¬r (Dillen vd. 1991).

Burada dikkat edilirse öteleme hiperyüzeyi n tane e¼grinin toplam¬biçi-

minde ifade edilebilir.

ii. En uzay¬nda M genelleştirilmi̧s öteleme yüzeyi

hi(x; y) = fi(x) + gi(y); 3 � i � n

fonksiyonlar¬ile

X : U � E2 ! En : (x; y)! (x; y; h3(x; y); :::; hn(x; y))

immersiyonuyla tan¬mlan¬r. M yüzeyi minimaldir ancak ve ancak hi(x; y)

fonksiyonlar¬a1; a2 2 R+ ve b1; b2; c; d 2 R sabitleri ile

hi(x; y) =
ciP
c2i

�
log

����cos a1ucos a2v

����+ b1u+ b2v�+ cu+ dv (2.14)

bellidir (Verstraelen vd. 1994).

� 3�boyutlu Minkowski uzay¬, L3 = (R3; dx2 + dy2 � dz2) de ortalama e¼grili¼gi

s¬f¬r olan spacelike yüzeylere maksimal yüzey denir. L3 uzay¬ndaki maksi-

mal yüzeyler, Kobayashi taraf¬ndan birinci ve ikinci çeşit Weierstrass-Enneper

formülleri kullan¬larak düzlem, katenoid, Enneper yüzeyi ve helikoide denk ol-

mak üzere s¬n¬�and¬r¬lm¬̧st¬r (Kobayashi 1983). Son dönemlerde yap¬lan çal¬̧s-

malarla, n�boyutlu Minkowski uzay¬Ln de genelleştirilmi̧s öteleme yüzey-

lerinin minimallik karakterizasyonu da spacelike ve timelike durumlar¬ için

elde edilmi̧stir (Yang vd. 2018).

� Üst-yar¬uzay modeli: Hiperbolik uzayda H3 =
�
R3+;

dx2 + dy2 + dz2

z2

�
mini-

mal öteleme yüzeyleri incelenmi̧s, uzay¬n yap¬s¬n¬n z�koordinat¬n¬n di¼ger koor-
7



dinatlarla de¼gi̧sememe özelli¼gi de baz al¬narak iki tür olacak şekilde tan¬m ver-

ilmi̧stir. Bunlardan ilk tür için minimal yüzey bulunamayaca¼g¬, ikinci türde ise

sadece düzlemlerin minimallik koşulunu sa¼glad¬¼g¬elde edilmi̧stir (Lopez 2011).

� Hn+1 hiperbolik uzay¬nda öteleme hiperyüzeyleri için genelleştirilme yap¬lm¬̧s;

birinci tür için minimalli¼gin sa¼glanmad¬¼g¬, ikinci türde ise ·Ispanyol matematik-

çinin üç boyutta kulland¬¼g¬hesaplamardan farkl¬bir yöntem kullanarak dü-

zlemden başka var olan minimal öteleme yüzeyleri için genel karakterizasyon

elde edilmi̧stir (Seo 2013).

� R3 uzay¬n¬n ds2 = e2zdx2 + e�2zdy2 + dz2 sol invaryant metri¼gi ile oluşan

modeli, Sol3 uzay¬olarak bilinir. Bu uzayda öteleme yüzeyleri üç farkl¬türde

parametrelenmi̧s ve minimallik koşullar¬n¬sa¼glayan alt aileler elde edilmi̧stir

(Lopez ve Munteanu 2012).

� Son dönemlerde ise öteleme yüzeyleri e¼grilerin toplam¬d¬̧s¬nda farkl¬tan¬mlarla

ele al¬nm¬̧st¬r. Örne¼gin, E4 uzay¬nda öteleme yüzeyleri bir e¼gri ve bir yüzeyin

toplam¬olarak tan¬mlanabilir. Bu durumda üç boyutlu M öteleme yüzeyinin

parametrelendirmesi


 : I � R! R4; u! (u; 0; 0; f(u))

e¼grisi ve

� : D � R2 ! R4; (v; w)! (0; v; w; g(v; w))

yüzeyi ile tan¬mlanan

F : I �D ! R4; (u; v; w)! (u; v; w; f(u) + g(v; w)) (2.15)

immersiyonu ile verilir, minimallik koşulunu sa¼glayan alt öteleme ailesi için

çözümler (Moruz ve Munteanu 2016)�de elde edilmi̧stir.

2.2 Homoteti Yüzeyleri

Tan¬m 2.3 z = f(x)g(y) olmak üzere X : U � E2 ! E3 : (x; y) ! (x; y; z)

immersiyonu ile verilen yüzeye homoteti yüzeyi denir (Gray 1993).
8



Homoteti yüzeylerinin minimalli¼gini araşt¬rma asl¬nda öteleme yüzeylerinden önce

başlam¬̧st¬r fakat probleme resmi yaklaş¬m ilk olarak Belçikal¬matematikçi Ignace

Van de Woestyne taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Woestyne minimal yüzey araşt¬rmalar¬na

3�boyutlu Minkowski uzay¬nda başlam¬̧s, (Van de Woestyne 1990) ve

(Van de Woestyne 1991)�de elde etti¼gi çözümlerle ve bu uzayda daha önceden

(Kobayashi 1983)�de verilen sonuçlarla birlikte maksimal yüzey teorisini tamam-

lam¬̧st¬r. Daha sonra, helikoidin fonksiyonel yap¬s¬ve Scherk yüzeylerinden ilham

alarak fonksiyon toplam¬ yerine çarp¬m¬n¬ düşünmüş böylece homoteti yüzeyleri

için minimallik koşullar¬n¬ çözümlemi̧stir. Sonunda, düzlemden başka sadece he-

likoid yüzeyinin 3�boyutlu Öklid uzay¬nda minimal homoteti yüzeyi oldu¼gunu is-

patlam¬̧st¬r (Van de Woestyne 1993). Dahas¬, homotetik hiperyüzeylerin (n + 1)

boyutlu yar¬-Öklidiyen uzayda karakterizasyonlar¬elde edilmi̧s ve s¬radaki teorem

ile ifade edilmi̧stir.

Teorem 2.1 Mn; Ln+1v uzay¬nda non-dejenere minimal homoteti hiperyüzeyi ise

Mn ya bir hiperdüzlem ya da aşa¼g¬daki hiper yüzeylerden biridir.

1; 2; :::; n+10in permütasyonu p ve C;D; �1; �2; p1; p2; p3; q ve Lj; (1 � j � n) sabitler

olmak üzere;

i. xp(n+1) = Ce
Pn
j=1 Ljxp(j) ;

Pn
j=1 "p(j)L

2
j = 0

ii. xp(n+1) =
�
xp(1) + �1

�
tan
�
�2xp(2) + q

�
; "p(1)"p(n+1) = 1

iii. xp(n+1) =
�
xp(1) + �1

�
tanh

�
�2xp(2) + q

�
; "p(1)"p(n+1) = �1

iv. xp(n+1) =
�
xp(1) + �1

�
coth

�
�2xp(2) + q

�
; "p(1)"p(n+1) = �1

v. xp(n+1) =
�
Cxp(1) +D

�
e
Pn
j=2 Ljxp(j) ;

Pn
j=2 "p(j)L

2
j = 0

vi. xp(n+1) = �
�
xp(1) + p1

� �
xp(2) + p2

��
xp(3) + p3

� ; "p(1)"p(2)"p(3)"p(n+1) = 1

(Van de Woestyne 1995).

Minkowki uzay¬ndaki minimal homoteti yüzeyelerinin genelleştirmesindeki son eksik

parça ise Sa¼glam ve Sabuncuo¼glu�nun çal¬̧smas¬ile tamamlanm¬̧st¬r.

Teorem 2.2 Ln+1v yar¬-Öklidiyen uzay¬nda bütün lightlike homotetik hiperyüzeyler

minimaldir (Sa¼glam ve Sabuncuo¼glu 2011).
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Yak¬n tarihte yapt¬klar¬homotetik yüzeylerin minimalli¼giyle ilgili çal¬̧smalar¬yla Jiu

ve Sun teorinin geli̧smesine büyük katk¬sa¼glam¬̧st¬r. Öklid uzay¬nda minimal ho-

motetik hiperyüzeylerin hiper düzlemler, kuadratik koniler, kuadratik konide yatan

silindirler ve helikoidde yatan silindirler oldu¼gu elde edilmi̧stir (Jiu ve Sun 2007).

2.3 Heisenberg Grup

Bu bölümde tez çal¬̧smas¬nda kullan¬lan alt manifold ve üzerindeki Riemannmetri¼gini

tan¬t¬p, minimal yüzey teorisinin buradaki uygulanabilirli¼ginden bahsedilecektir.

Nobel ödüllü Alman �zikçi Werner Heisenberg taraf¬ndan kuantum mekanik sistem-

lerini tan¬mlamak için kurdu¼gu matematiksel yap¬Heisenberg grup olarak bilinir

(Heisenberg 1925). Gözlenemeyen büyüklükler için verilen bu karakterizasyon 20.

yüzy¬l¬n �zikçi ve tarihçilerini çok şaş¬rtm¬̧st¬r. Verilen karakterizasyonun ana ilham

kayna¼g¬�zikteki kaŗs¬l¬k gelme kuram¬na dayanarak matrislerin de¼gi̧smeli olmayan

özelliklerinin �ziksel yorumlamas¬ olarak kabul edilebilir. Matematiksel anlamda

matris teorisine çok da aşina olmayan Heisenberg�in yaklaş¬m¬(MacKinnon 1977)

ve (Aitchison vd. 2004) de yeniden inşa edilmi̧s ve Heisenberg grup yap¬s¬Riemann

metrikleriyle birlikte tan¬mlanm¬̧st¬r.

(2p + 1) boyutlu reel diferensiyellenebilir manifoldu Heisenberg grup; p � p birim

matris Ip, A = (a1; a2; :::; ap) ; B = (b1; b2; :::; bp) 2 Rp ve c 2 R olmak üzere

� =

0BBB@
1 A c

0 Ip Bt

0 0 1

1CCCA (2.16)

(p + 2) � (p + 2) tipindeki üst üçgensel matrislerinden oluşup k¬saca H(p; 1) ile

gösterilir. Matris çarp¬m¬alt¬nda

i:

0BBB@
1 A c

0 Ip Bt

0 0 1

1CCCA
0BBB@
1 �A �c

0 Ip �Bt

0 0 1

1CCCA =

0BBB@
1 A+ �A c+ �c+ A � �B

0 Ip

�
B + �B

�t
0 0 1

1CCCA ;
10



ii:

0BBB@
1 A c

0 Ip Bt

0 0 1

1CCCA
0BBB@
1 �A A �B � c

0 Ip �Bt

0 0 1

1CCCA =

0BBB@
1 0 0

0 Ip 0

0 0 1

1CCCA ;
özelliklerinden H(p; 1)�nin grup yap¬s¬na sahip oldu¼gu bellidir.

Şimdi p = 1 için 3�boyutlu Heisenberg grubu Riemann metrik yap¬s¬yla ele alal¬m.

E¼ger H(1; 1) için global koordinat sistemini

x = A; y = B ve z = c

kabul edersek, H(1; 1) üzerinde

g = dx2 + dy2 + (dz � xdy)2 (2.17)

sol-invaryant metri¼gi tan¬mlan¬r.

Böylece, H(1; 1) de sol-invaryant vektör alanlar¬n¬n ortonormal bir baz¬

X =
@

@x
; Y =

@

@y
+ x

@

@z
; � =

@

@z
(2.18)

elde edilir. O zaman manifold üzerindeki Levi-Civita konneksiyonu ~r

~rX� = ~r�X =
�1
2
Y

~rY � = ~r�Y =
1

2
X (2.19)

~rXY = � ~rYX =
1

2
�

ve di¼ger durumlarda s¬f¬r olur (Gonzalez ve Chinea 1989).

H(1; 1) de birM manifoldu için fE1; E2g cümlesi TpM te¼get uzay¬n¬n bir baz¬ve E;

F; G birinci temel formun bileşenleri olmak üzere yüzeyin ortalama e¼grilik fonksiyonu

H =
Gg(N; ~rE1E1)� 2Fg(N; ~rE1E2) + Eg(N; ~rE2E2)

2(EG� F 2) (2.20)

ile tan¬ml¬d¬r (Thurston 1997).

Heisenberg grup üzerinde verilen (2.17) metri¼gi d¬̧s¬nda farkl¬metrikler de tan¬m-

lanabilir. Şimdiye kadar yap¬lan minimal yüzey araşt¬rmalar¬nda homojen Riemann

metri¼gi

~g = dx2 + dy2 +

�
dz +

1

2
(ydx� xdy)

�2
(2.21)
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ile tan¬ml¬Nil3 uzay¬olarak da bilinen Heisenberg grup yap¬s¬kullan¬lm¬̧st¬r

(Abresch ve Rosenberg 2005). ·Ilk sonuçlar minimal yüzeyler için Weierstrass gös-

terimlerinin s¬n¬�and¬r¬lmas¬yla verilmi̧stir (Inoguchi 2008). Daha sonra, minimal

yüzeylerin ortalama e¼grili¼ginin s¬f¬r olma özelli¼gi üzerinden çözüm (2.21) metri¼ginin

yap¬s¬ndan ötürü 6 farkl¬ şekilde tan¬mlanan öteleme yüzeyleri için sonuçlar elde

edilmi̧stir (Inoguchi vd. 2012). Öklid uzay¬nda yap¬lan yaklaş¬ma benzer olarak bu-

rada verilen alt¬ çeşit öteleme yüzeyi için minimallik çözümleri iki uzay e¼grisinin

toplam¬ tan¬m¬ndan yararlan¬larak ele al¬narak baz¬ yüzey karakterizasyonlar¬ ile

verilmi̧stir (Yoon vd. 2013).

2.4 Alternatif Çözüm Metodlar¬

Bir yüzeyin minimalli¼ginin araşt¬r¬lmas¬için bir çok yöntem mevcuttur. Bu bölüme

kadar bahsedilen minimal yüzeylerle ilgili sonuçlara farkl¬metrik uzaylarda, farkl¬

yöntemlerle ulaş¬lm¬̧st¬r. Bu tezde (2.17) Riemann metri¼gi ile tan¬ml¬ 3�boyutlu

Heisenberg grupta öteleme ve homoteti yüzeylerinin minimalli¼gi yüzeyin ortalama

e¼grili¼ginin s¬f¬r olmas¬tan¬m¬kullan¬larak ele al¬nacakt¬r. Bu yaklaş¬mla minimallik

koşullar¬non-lineer k¬smi diferensiyel denklemlerin çözümlenmesine indirgenmi̧s ol-

maktad¬r. Öteleme yüzeyleri için çeşitli elemanter i̧slemler ve diferensiyel denklem

çözüm yöntemleri kullan¬larak minimallik koşullar¬n¬n çözümleri elde edilmi̧stir. Di¼ger

yandan, homoteti yüzeylerinin her koşulu için analitik çözümün elde edilmesinin

do¼gurdu¼gu zorluktan ötürü baz¬problemler polinom halkalar¬nda ele al¬nm¬̧s, hatta

gerekli şartlarda başlang¬ç de¼ger problemleri olarak incelenip nümerik çözümlere

ulaş¬lm¬̧st¬r.

Almanmatematikçiler Carl David Tolme Runge veWilhelmKutta taraf¬ndan 1900�lü

y¬llarda geli̧stirilen Runge-Kutta (RK) yöntemleri adi diferensiyel denklemlerin çözüm

yaklaş¬mlar¬ için kapal¬ ve aç¬k iterasyonlu yöntemler ailesinin önemli bir tipidir.

RK yöntemleri asl¬nda Euler yöntemi gibi tek ad¬ml¬diferensiyel eşitlik çözüm yön-

temlerinin temelini oluşturmaktad¬r. Bu yöntemlerin temelinde verilen diferensiyel

denklemin istenen bir noktadaki ba¼g¬ml¬de¼gi̧sken de¼gerini bulmakt¬r ve bunun için

başlang¬ç de¼gerinin üzerine, tahmini yap¬lan e¼gimle aral¬k büyüklü¼günün çarp¬m¬ek-

lenmektedir. Bu çal¬̧smada ise bu yöntemlerden ikinci mertebeden diferensiyel den-
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klemlerin çözümü için kullan¬lan Runge-Kutta-Nyström (RKN) yöntemiyle nümerik

yaklaş¬m yapaca¼g¬z.

RKN yöntemi algoritmas¬x1 = x0 + h; x2 = x0 + 2h; :::; xN = x0 +Nh olmak üzere

N eşit aral¬kl¬noktalarda y00 = f(x; y; y0); y(x0) = y0; y0(x0) = y00 başlang¬ç de¼ger

probleminin çözümünü hesaplar. Burada f fonksiyonu [x0; xN ] aral¬¼g¬nda tek bir

çözüme sahiptir. xn+1 = x0 + (n + 1)h; 0 � n � N noktalar¬için çizelge 2.1�den

belli olan algoritman¬n dört ad¬m¬:

ki = f

 
xn + cih; yn + cihy

0
n + h

2

4X
j=1

�aijkj; y
0
n + h

4X
j=1

aijkj

!
; 1 � i � 4 (2.22)

olup y(xn+1) ve y0(xn+1) için yaklaş¬k de¼gerler s¬ras¬yla

yn+1 = yn + hy
0
n + h

2

4X
j=1

�bjkj (2.23)

ve

y0n+1 = y
0
n + h

4X
j=1

bjkj (2.24)

dir (Hairer ve Wanner 1973).

Çizelge 2.1 RKN Algoritmas¬Katsay¬lar Tablosu

c1 0

c2
1

2

1

8

1

2

�aij aij

c3
1

2

1

8
0 0

1

2

c4 1 0 0
1

2
0 0 1

�bi ! 1

6

1

6

1

6
0

1

6

2

6

2

6

1

6
 bi
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3. 3-BOYUTLU HE·ISENBERG GRUPTA M·IN·IMAL ÖTELEME

YÜZEYLER·I

Bu bölümde 3-boyutlu Heisenberg grupta öteleme yüzeyleri tan¬mlan¬p, minimallik

koşullar¬ elde edilerek, çözümleri verilecektir. Ayr¬ca çözümler Öklid geometrisi

bak¬̧s aç¬s¬yla yorumlan¬p, örneklerle aç¬klanacakt¬r. H(1; 1); 3-boyutlu Heisen-

berg grubun metrik özelliklerinden koordinat fonksiyonlar¬n¬n izometrik olmamas¬

gözönüne al¬nd¬¼g¬nda bu uzayda öteleme yüzey tan¬m¬aşa¼g¬daki gibi verilir.

Tan¬m 3.1 H(1; 1) Heisenberg uzay¬nda M öteleme yüzeyi F : U � R2 ! H(1; 1)

immersiyonu ile

F(u; v) = (u; v; f(u) + g(v)); (Tip I) (3.1)

veya

F(u; v) = (u; f(u) + g(v); v); (Tip II) (3.2)

veya

F(u; v) = (f(u) + g(v); u; v); (Tip III) (3.3)

olarak f ve g türevlenebilir fonksiyonlar¬yla üç farkl¬şekilde tan¬mlan¬r.

M yüzeyinin TpM te¼get uzay¬n¬n bir baz¬fFu; Fvg ve yüzeyin birinci temel formunun

bileşenleri

E = g(Fu;Fu); F = g(Fu;Fv); G = g(Fv;Fv) (3.4)

olmak üzere (2.20)�den yüzeyin ortalama e¼grili¼gi H

H =
Gg(N; ~rFuFu)� 2Fg(N; ~rFuFv) + Eg(N; ~rFvFv)

2(EG� F 2) (3.5)

denklemiyle ifade edilir. Dolay¬s¬yla M yüzeyi için minimallik koşulu

Gg(N; ~rFuFu)� 2Fg(N; ~rFuFv) + Eg(N; ~rFvFv) = 0 (3.6)

dir.

Şimdi öteleme yüzeyinin üç durumu için minimallik koşullar¬n¬araşt¬ral¬m.
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3.1 Tip I - Minimal Öteleme Yüzeyleri

H(1; 1) uzay¬nda F(u; v) = (u; v; f(u)+g(v)) formunda parametrelenmi̧sM öteleme

yüzeyi için minimallik koşulunu elde edelim.

M yüzeyinin te¼get uzay¬

Fu = X + f 0(u)� ve Fv = Y + (g0(v)� u)� (3.7)

vektörleriyle gerilir. Yüzeyin birim normal vektörü ise

N =
1

�
(�f 0(u)X � (g0(v)� u)Y + �) (3.8)

�2 = 1 + f 0(u)2 + (g0(v)� u)2 ile ifade edilir.

Birinci temel form katsay¬lar¬8>>><>>>:
E = 1 + f 0(u)2

F = f 0(u)(g0(v)� u)

G = 1 + (g0(v)� u)2
(3.9)

ve yüzey üzerindeki Levi-Civita konneksiyonun bileşenleri8>>><>>>:
~rFuFu = �f 0(u)Y + f 00(u)�
~rFvFv = [g0(v)� u]X + g00(v)�
~rFuFv =

1

2
[f 0(u)X � (g0(v)� u)Y � �]

(3.10)

dir. Öyleyse (3.6) denklemiyle verilen minimallik koşulu

f 00(u) + g00(v) + f 00(u)[g0(v)� u]2 + f 0(u)2g00(v) + f 0(u)[g0(v)� u] = 0 (3.11)

olarak elde edilir.

Tip I minimal öteleme yüzeylerini bulmak için (3.11) k¬smi türevli denkleminin

çözümleri olan f(u) ve g(v) fonksiyonlar¬n¬elde etmeliyiz. Öncelikle f 0; f 00; g0 ve g00

fonksiyonlar¬n¬n her noktada s¬f¬rdan farkl¬olduklar¬n¬varsayal¬m. (3.11) denklem-

inin s¬ras¬yla u ve v de¼gi̧skenlerine göre türevleri al¬n¬rsa

2

�
f 000

f 0f 00
+
g000

g0g00

�
=
1

g0

�
1

f 0
+
2uf 000

f 0f 00

�
(3.12)
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elde edilir. (3.12) için ayn¬i̧slem yani s¬ras¬yla u ve v de¼gi̧skenlerine göre türev alma

tekrarlan¬rsa �
1

g0

�0�
1

f 0
+
2uf 000

f 0f 00

�0
= 0 (3.13)

bulunur ve ilk terim s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan bir c1 2 R sabiti ile

1

f 0
+
2uf 000

f 0f 00
= c1 (3.14)

sa¼glan¬r. (3.12) ve (3.14) denklemlerinin kombinasyonu ile

f 000

f 0f 00
=
c1
2g0
� g000

g0g00
(3.15)

elde edilir. Dikkat edilirse (3.12) de eşitli¼gin sol k¬sm¬u de¼gi̧skenin bir fonksiyonu

iken sa¼g k¬s¬m v de¼gi̧skenin bir fonksiyonudur. Dolay¬s¬yla c2; c3 2 R sabitleri ile

f 00 =
c2
2
f 02 + c3 (3.16)

ve
g000

g00
=
c1
2
� c2g0 (3.17)

eşitlikleri mevcuttur.

Şimdi (3.16) ifadesini (3.14) denklemine gerekli i̧slemlerle yerleştirirsek sonuçta

f 0 =
1

c1 � 2c2u
(3.18)

oldu¼gu görülür. Ayr¬ca f 00 6= 0 oldu¼gundan c2 sabiti s¬f¬rdan farkl¬olmak zorundad¬r.

f fonksiyonun türev de¼gerlerinin (3.16) denkleminde yerine konmas¬yla

8c22c3u
2 � 8c1c2c3u+ 2c21c3 � 3c2 = 0 (3.19)

formundaki u de¼gi̧skenin ikinci dereceden fonksiyonu elde edilir. Polinomun bütün

katsay¬lar¬s¬f¬rlanmal¬d¬r, dolay¬s¬yla c2 s¬f¬rd¬r. Sonuçta bu durum f 00 6= 0 kabulüyle

çeli̧sir.

Di¼ger taraftan, e¼ger her noktada f 00 6= 0 fakat f 0(u0) = 0 olacak şekilde bir u0 2

(u0� "; u0+ "); " > 0 için benzer çeli̧ski g fonksiyonu için de elde edilir. Dolay¬s¬yla

(3.11) minimallik koşulu f 00 = 0 veya g00 = 0 koşullar¬alt¬nda incelenmelidir.
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1: Kabul edelim ki f(u) = Au + B; A;B 2 R bir a�n fonksiyon olsun. (3.11)

denklemi

(1 + A2)g00 + Ag0 = Au (3.20)

haline gelir. Aç¬kça görülüyor ki A s¬f¬r olmal¬d¬r ve g00 = 0 elde edilir.

Böylelikle, Tip I minimal yüzeyi olarak F(u; v) = (u; v; av + b); a; b 2 R

düzlemi elde edilir.

2: E¼ger g fonksiyonunu a�n olacak biçimde yani g(v) = av + b; a; b 2 R kabul

edersek (3.11) minimallik koşulundan

�
1 + (a� u)2

�
f 00 + (a� u)f 0 = 0 (3.21)

elde edilir.

(3.21) diferensiyel denkleminin çözümü c1; c2 2 R olmak üzere

f(u) = c1

�
(u� a)

q
1 + (u� a)2 � log

�q
1 + (u� a)2 � (u� a)

��
+ c2

(3.22)

dir. Burada ayr¬ca, (3.22) eşitli¼ginde c1 sabitinin s¬f¬r de¼geri için, minimal

yüzey olarak (u; v; au+ b) denklemiyle belli olan düzlem ele edilir.

Böylece, Tip I öteleme yüzeylerinin minimallik durumunu aç¬klayan teoremi vere-

biliriz.

Teorem 3.1 H(1; 1); 3�boyutlu Heisenberg uzay¬nda Tip I minimal öteleme yüzey-

lerinin denklemi a; b; c 2 R olmak üzere

F(u; v) = (u; v; c
�
(u� a)

q
1 + (u� a)2 � log

�q
1 + (u� a)2 � (u� a)

��
+av+b)

(3.23)

dir.

Örnek 3.1 a = 1; b = 1 ve c = 1 de¼gerleri için (3.23) parametresiyle verilen

F1(u; v) Tip I minimal öteleme yüzeyini oluşturan fonksiyonlar g1(v) = v + 1 ve

f1(u) = (u� 1)
q
1 + (u� 1)2 � log

�q
1 + (u� 1)2 � u+ 1

�
dir. Dahas¬F1(u; v)
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yüzeyi d1 = (0; v; g1) do¼grusunun �1 = (u; 0; f1) uzay e¼grisi boyunca kendine paralel

hareketiyle oluşur ve Öklid anlam¬nda bir silindir yüzeyi belirtir. Öyleyse

Şekil 3.1 �1(u) uzay e¼grisi

ve

Şekil 3.2 F1(u; v); Tip I minimal öteleme yüzeyi

gra�kleri elde edilir.

3.2 Tip II - Minimal Öteleme Yüzeyleri

3�boyutlu Heisenberg uzay¬nda M öteleme yüzeyi F(u; v) = (u; f(u) + g(v); v)

parametresiyle verilsin. TpM = SpfFu;Fvg olmak üzere

Fu = X + f 0(u)Y � uf 0(u)� ve Fv = g0(v)Y + (1� ug0(v))� (3.24)

dir. M yüzeyin birim normal vektörü �2 = f 0(u)2 + g0(v)2 + (1� ug0(v))2 ile

N =
1

�
(f 0(u)X � (1� ug0(v))Y + g0(v)�) (3.25)

ifade edilir.

Gerekli i̧slemlerle (3.6) denklemi sonucuM; Tip II öteleme yüzeyinin minimal olmas¬

için gerek ve yeter koşul

f 00
h
g02 + (1� ug0)2

i
+ g00

�
1 + (1 + u2)f 02

�
+ f 0g0 [1� ug0] = 0 (3.26)
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olur. Önceki bölümde yap¬lan i̧slemlere benzer olarak burada (3.26) k¬smi diferen-

siyel denkleminin çözümleri elde edilecektir.

g0g00 6= 0 koşulu alt¬nda v de¼gi̧skenine göre (3.26)�in türevi al¬n¬rsa�
g000

g0g00

��
1 + (1 + u2)f 02

�
+

�
1

g0

�
[f 0 � 2uf 00] + 2

��
1 + u2

�
f 00 � uf 0

�
= 0 (3.27)

elde edilir.

v de¼gi̧skenine göre (3.27) denkleminin türevini bulup belirli düzenlemeler yapt¬ktan

sonra c; c1 2 R sabitleri ile aşa¼g¬daki denklemler elde edilir.

g000

g0g00
=
c

g0
+ c1 (3.28)

2uf 00 � f 0 = c
�
1 + (1 + u2)f 02

�
(3.29)

Ayr¬ca (3.28) ve (3.29) denklemlerinin (3.27) ile kombinasyonuyla

2
�
uf 0 �

�
1 + u2

�
f 00
�
= c1

�
1 + (1 + u2)f 02

�
(3.30)

bulunur.

Minimallik koşulu, (3.26) denklemini yeniden

g00
�
1 + (1 + u2)f 02

�
+ g0 [f 0 � 2uf 00] + g02

�
(1 + u2)f 00 � uf 0

�
+ f 00 = 0 (3.31)

ile ifade edelim.

(3.29) ve (3.30) ifadelerinin (3.31) denklemine yerleştirilmesiyle

�
1 + (1 + u2)f 02

� �
g00 � cg0 � c1

2
g02
�
+ f 00 = 0 (3.32)

elde edilir. Burada terimleri u ve v de¼gi̧skenlerine göre inceleneyerek, aşa¼g¬daki

ç¬kar¬mlar¬k 2 R sabitinin varl¬¼g¬yla yapabiliriz.

g00 � cg0 � c1
2
g02 = k (3.33)

f 00 = �k
�
1 + (1 + u2)f 02

�
(3.34)
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(3.29) ve (3.30), (3.34) ile birlikte düşünülürse

f 0 + (c+ 2uk)
�
1 + (1 + u2)f 02

�
= 0

2uf 0 �
�
c1 � 2k

�
1 + u2

�� �
1 + (1 + u2)f 02

�
= 0

denklemlerine dönüşürler. E¼ger f 0 6= 0 ise iki denklem

c1 � 2k
�
1 + u2

�
+ 2u (c+ 2uk) = 0 (3.35)

ile u de¼gi̧skeninin ikinci dereceden bir polinomunu temsil ederler. Burada kat-

say¬lar¬n s¬f¬rlanmas¬yla k; c ve c1 sabitlerinin s¬f¬r olmas¬zorunlulu¼gu ortaya ç¬kar.

Dolay¬s¬yla f 0 = 0 olup, çeli̧ski elde edilir. Di¼ger taraftan, f 0 lokal olarak s¬f¬rsa g

lineer fonksiyon olur ve g0g00 6= 0 koşulu ile tekrar çeli̧ski elde edilir.

Sonuçta minimallik koşulunun çözümü için g00 = 0 yani g(v) = av + b; a; b 2 R

olmas¬n¬n gereklili¼gi aç¬kt¬r. Böylece (3.26) denklemi�
(1� au)2 + a2

�
f 00 + a (1� au) f 0 = 0

olur.

� E¼ger a = 0 ise f fonksiyonu lineerdir.

� E¼ger a 6= 0 ise o halde �f(u) =
q
a2 + (au� 1)2 olmak üzere f fonksiyonu

f(u) = c1
�
(au� 1) �f(u) + a2 log

�
au� 1 + �f(u)

��
+ c2: (3.36)

dir.

Tip II öteleme yüzeylerinin minimalli¼gi ile s¬radaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2 3�boyutlu Heisenberg uzay¬nda Tip II minimal öteleme yüzeylerinin

denklemleri

� Düzlemler: F(u; v) = (u; �u+ b; v); �; b 2 R ve

� Silindirler: a 2 Rnf0g ve f(u) fonksiyonu (3.36) denklemini sa¼glamak üzere

F(u; v) = (u; f(u) + av; v) (3.37)
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dir.

Örnek 3.2 a = 2; c1 = 1 ve c2 = 1 de¼gerleri için (3.36) parametresiyle verilen

f2(u) ve g2(v) = 2v fonksiyonlar¬yla belli olan F2(u; v) = (u; f2(u) + g2(v); v) Tip

II minimal öteleme yüzeyi d2 = (0; g2; v) do¼grusunun �2 = (u; f2; 0) uzay e¼grisi

boyunca kendine paralel hareketiyle oluşan bir silindir yüzeyidir ve gra�kleri

Şekil 3.3 �2(u) uzay e¼grisi

Şekil 3.4 F2(u; v); Tip II minimal öteleme yüzeyi

dir.

3.3 Tip III - Minimal Öteleme Yüzeyleri

H(1; 1); 3�boyutlu Heisenberg uzay¬nda F(u; v) = (f(u)+g(v); v; u) parametresiyle

verilenM öteleme yüzeyinin minimallik koşulunu araşt¬ral¬m. Yüzeyin te¼get düzlemi

TpM nin bir baz¬ve normal vektörü8>>>><>>>>:
Fu = f 0(u)X + �

Fv = g0(v)X + Y � (f(u) + g(v))�

N =
1

�
[�X + [g0(v) + f 0(u)(f(u) + g(v))]Y + f 0(u)�]

(3.38)

olup � =
�
1 + f 0(u)2 + [g0(v) + f 0(u)(f(u) + g(v))]2

�1=2
dir.
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(3.6) denklemindeki gerekli elemanlar¬n Tip III öteleme yüzeyi için elde edilmesiyle

minimallik denklemi

f 00
�
1 + g02 + (f + g)2

�
+ g00[1 + f 02] + f 02(f + g) + f 0g0 = 0 (3.39)

dir.

(3.39) denkleminin s¬ras¬yla u ve v de¼gi̧skenlerine göre türevleri al¬n¬rsa

2f 000g0 [f + g + g00] + 2f 0f 00 [2g0 + g000] + f 00g00 = 0 (3.40)

elde edilir. Burada f 000g0 teriminin s¬f¬rdan farkl¬ oldu¼gunu kabul edersek (3.40)

s¬radaki denkleme denktir,

2f + 2(g + g00) +
2f 0f 00

f 000

�
2 +

g000

g0

�
+
f 00

f 000
g00

g0
= 0: (3.41)

Tekrar s¬ras¬yla u ve v de¼gi̧skenlerine göre türevleri al¬n¬rsa�
f 00

f 000

�0�
g00

g0

�0
+

�
2f 0f 00

f 000

�0�
g000

g0

�0
= 0 (3.42)

elde edilir.

Şimdi (3.42) denklemini çeşitli durumlara ay¬rarak incelememiz gerekmektedir.

A. Kabul edelim ki
f 0f 00

f 000
ve
g00

g0
terimleri sabitten farkl¬ fonksiyonlar olsun. O

zaman c; c1; c2 2 R olmak üzere

f 00

f 000
= 2c

f 0f 00

f 000
+ c1 (3.43)

ve
g000

g0
= �cg

00

g0
+ c2 (3.44)

elde edilir.

(3.43) ve (3.44) eşitliklerinin (3.41)�de yerine yaz¬lmas¬yla�
f + (2 + c2)

f 0f 00

f 000

�
+

�
(g + g00) + c1

g00

2g0

�
= 0 (3.45)

bulunur. Burada di¼ger bir � 2 R sabiti ile

f + (2 + c2)
f 0f 00

f 000
= � (3.46)
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ve

2(g + g00) + c1
g00

g0
= �2� (3.47)

elde edilir.

A.1. c 6= 0 olsun. (3.43) ve (3.46) birleştirilmesiyle x = 2c�+ c1(2+ c2) ve y = �2c

olmak üzere

f 0 =
�� f
x+ yf

(3.48)

bulunur. Dahas¬

f 00 =
�(x+ �y) (�� f)

(x+ yf)3
(3.49)

dir.

(3.43)�nin integrallenmesiyle

f 0 = cf 02 + c1f
00 + �; � 2 R (3.50)

elde edilip, (3.48) ve(3.49) türev de¼gerleri burada yerine yaz¬l¬rsa f(u) fonksiy-

onunun üçüncü dereceden bir polinomu elde edilir. Polinomlar teorisinden en

az bir reel kökün varl¬¼g¬aşikar oldu¼gundan, çeli̧skiyi önlemek için polinomun

bütün katsay¬lar¬s¬f¬r olmak zorundad¬r. Böylece � =
1

4c
, x = 2c� olur ve

x+�y = 0 dir. Sonuçta f 00 = 0 olup bu durum hipotezimiz f 000g0 6= 0 ile çeli̧sir.

A.2. E¼ger c = 0 ise
f 00

f 000
= c1 ve

g000

g0
= c2 dir. Ayr¬ca

f + (2 + c2) c1f
0 = � ve (g + g00) + c1

g00

g0
= �2�; � 2 R (3.51)

dir. Buradan takiben f 00+(2 + c2) c1f 000 = 0 dir, böylece c1(3+ c2)f 000 = 0 elde

edilir. Hipotez gere¼gi c1 s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan ve f 000 s¬f¬r olamayaca¼g¬n-

dan, c2 = �3 dir. Böylece

g00 = �3g + �; � 2 R (3.52)

bulunur. Elde edilen verileri kullanarak (3.51) denklemlerini

f � c1f 0 = � (3.53)

ve

g0 = c1
� � 3g

2g � � � 2� (3.54)
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olarak yazabiliriz.

(3.54) ifadesi (3.52) de kullan¬l¬rsa

(� � 3g)
�
1� c21 (� + 6�)

(2g � � � 2�)3
�
= 0 (3.55)

elde edilir. Bu eşitlik g fonksiyonunun sabit oldu¼gunu belirtir ki bu da f 000g0 6= 0

ile çeli̧sir.

B. E¼ger
f 0f 00

f 000
sabit fonksiyon ise (3.42) eşitli¼ginden aşa¼g¬daki ç¬kar¬mlar yap¬la-

bilir.

� f 00

f 000
sabit fonksiyondur, dolay¬s¬yla f 0 de sabit fonksiyon olmak zorundad¬r

ve bu durum f 000g0 6= 0 ile çeli̧sir.

� ya da g
00

g0
sabittir.

a1; a2 2 R için
f 0f 00

f 000
= a1 ve

g00

g0
= a2 olsun, ayr¬ca

g000

g0
= a22 dir. (3.41)

denklemini kullanarak c 2 R için aşa¼g¬daki eşitlikleri elde ederiz,

f +
a2f

00

2f 000
= c ve g + g00 = �a1

�
2 + a22

�
� c: (3.56)

(3.56) de ilk denklemi f 0 ile çarparsak f 0 =
a1a2

2(c� f) elde ederiz, buradan

f 00 =
a21a

2
2

4(c� f)3 dir. Di¼ger yandan, f
0f 00 = a1f

000 oldu¼gundan f 02 = a1f 00 + �;

� 2 R dir. Böylece

(c� f)a21a22 = 2a31a22 + 4�(c� f)3 (3.57)

bulunur. Dahas¬her u de¼gi̧skeni için (3.57) polinomunu sa¼glayan f fonksiy-

onun varl¬¼g¬ndan � = 0 ve a2 = 0 (a1 s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan) olmal¬d¬r.

Dolay¬s¬yla, (3.56) dan f = c elde edilir ki böyle bir ifade mümkün de¼gildir.

Buraya kadar f 000g0 6= 0 hipotezi alt¬nda yap¬lan i̧slemler de minimallik koşulunu

sa¼glayan f ve g fonksiyonlar¬ bulunamam¬̧st¬r, bu nedenle M� Tip III öteleme

yüzeyinin minimal olabilmesi için f 000g0 teriminin s¬f¬r olmas¬n¬n gereklili¼gi aşikard¬r.
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C. g(v) = a sabit bir fonksiyon olsun. Dolay¬s¬yla (3.39) minimallik koşulu f

fonksiyonun ikinci dereceden lineer olmayan diferensiyel denklemine dönüşür,

f 00[1 + (f + a)2] + f 02(f + a) = 0: (3.58)

(3.58) diferensiyel denkleminin kapal¬çözümü tan¬mlad¬¼g¬m¬z

I(x) = x
p
1 + x2 + log

�
x+
p
1 + x2

�
(3.59)

fonksiyonu yard¬m¬yla k1; k2 2 R olmak üzere

I (f(u) + a) = k1u+ k2 (3.60)

elde edilir.

D. Kabul edelim ki f 000 = 0; yani f(u) = au2 + bu + c; a; b; c 2 R olsun. f

fonksiyonunun ve türev de¼gerlerinin minimallik koşuluna yaz¬lmas¬yla (3.39)

denklemi katsay¬lar¬v de¼gi̧skenine ba¼gl¬olan u de¼gi̧skeninin dördüncü dereden

bir polinomu halini al¬r. Birçok u de¼geri için denklemin sa¼glanmas¬gerekti¼gin-

den, katsaylar¬n s¬f¬r olma zorunlulu¼gu aç¬kt¬r. Polinomun baş katsay¬s¬6a3

dir. Dolay¬s¬yla a = 0 olup,

g00(1 + b2) + b2(bu+ c+ g) + bg0 = 0 (3.61)

elde edilir.

(3.61) u de¼gi̧skenin lineer bir denklemini ifade eder, ilk duruma benzer olarak

çözümlerin varl¬¼g¬için b = 0 olmal¬d¬r. Sonuç olarak g bir a�n fonksiyondur.

Tip III minimal öteleme yüzeylerini bulmak için yapt¬¼g¬m¬z bütün hesaplamalar¬

özetlemek ad¬na s¬radaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3 3�boyutlu Heisenberg uzay¬nda, Tip III öteleme yüzeyleri aşa¼g¬daki

koşullar¬sa¼glad¬¼g¬durumlar için minimaldir.

i. F(u; v) = (�v + b; v; u); �; b 2 R;

ii. k1; k2 2 R ve I fonksiyonu (3.59) tan¬m¬yla olmak üzere

F(u; v) = (I�1(k1u+ k2); v; u): (3.62)
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Örnek 3.3 (3.59) eşitli¼giyle verilen I fonksiyonu ile a = 1; k1 = 1 ve k2 = 0 için

elde edilen

u = (f3 + 1)

q
1 + (f3 + 1)

2 + log

�
1 + f3 +

q
1 + (f3 + 1)

2

�
f3(u) kapal¬fonksiyonuyla (3.62) eşitli¼ginde verilen F3(u; v) Tip III minimal öteleme

yüzeyi elde edilebilir. Ayr¬ca yüzey taban e¼grisi �3 = (f3; 0; u) ve do¼grultman¬

(0; 1; 0) olan bir aç¬k silindir belirtir.

Şekil 3.5 �3(u) taban e¼grisi

Şekil 3.5�den anlaş¬laca¼g¬üzere F3(u; v) minimal yüzeyinin görüntüsü şekil 3.2

veya şekil 3.4�de verilen silindir yüzeylerine benzer.
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4. 3-BOYUTLU HE·ISENBERG GRUPTA M·IN·IMAL HOMOTET·I

YÜZEYLER·I

Tan¬m 4.1 H(1; 1); 3�boyutlu Heisenberg uzay¬nda M homoteti yüzeyi F : U �

R2 ! H(1; 1) immersiyonu ile f ve g türevlenebilir fonksiyonlar¬yla üç farkl¬şekilde

tan¬mlan¬r:

F(u; v) = (u; v; f(u)g(v)); (Tip I) (4.1)

veya

F(u; v) = (u; f(u)g(v); v); (Tip II) (4.2)

veya

F(u; v) = (f(u)g(v); u; v); (Tip III) (4.3)

M yüzeyinin TpM te¼get uzay¬n¬n bir baz¬fFu; Fvg ve birim normali N olmak üzere,

M yüzeyinin minimal olmas¬için gerek ve yeter şart

Gg(N; ~rFuFu)� 2Fg(N; ~rFuFv) + Eg(N; ~rFvFv) = 0 (4.4)

dir.

Bu bölümde 3�boyutlu Heisenberg grupta verilen üç tip homoteti yüzeyi için (4.4)

minimallik koşulu araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Yap¬lan hesaplamalar sonucunda elde edilen şart-

lar gözönüne al¬nd¬¼g¬nda öteleme yüzeylerindeki i̧slemlerden farkl¬olarak problemler

polinom halkalar¬nda uygulanm¬̧st¬r. Dahas¬, bu bölümde gerekli görülen denklemler

için nümerik çözümler elde edilmi̧stir. Şimdi s¬ras¬yla yüzeylerin minimallik duru-

munu inceleyelim.

4.1 Tip I - Minimal Homoteti Yüzeyleri

H(1; 1) uzay¬nda F(u; v) = (u; v; f(u)g(v)) formunda parametrelenmi̧s M homoteti

yüzeyi için minimallik koşulunu elde edelim.

M yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n bir baz¬

Fu = X + f 0(u)g(v)� ve Fv = Y + [f(u)g0(v)� u] � (4.5)
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vektörlerinden oluşur. Yüzeyin birim normal vektörü ise �2 = 1 + [f 0(u)g(v)]2 +

[f(u)g0(v)� u]2 olmak üzere

N =
1

�
[f 0(u)g(v)X + (f(u)g0(v)� u)Y � �] (4.6)

dir. Gerekli i̧slemlerin ard¬ndan (4.4) denklemiyle verilen minimallik koşulu

f 00(u)g(v)[1 + (f(u)g0(v)� u)2] + f(u)g00(v) [1 + f 0(u)2g(v)2] +

f 0(u)g(v) [f(u)g0(v)� u] [1� 2f 0(u)g0(v)] = 0
(4.7)

elde edilir.

(4.7) ikinci dereceden lineer olmayan k¬smi türevli denkleminin çözümünü fonksiyon

de¼gerleri için önce f(u) =
nX
i=0

aiu
i sonra g(v) =

nX
j=0

bjv
j; ai; bj 2 R; polinomlar¬

kullan¬larak incelendi¼ginde her iki durumda da çözümler için f ve g fonksiyonlar¬n¬n

a�n olmas¬koşulu ortaya ç¬km¬̧st¬r.

1: (4.7) minimallik koşulu f(u) = cu+ d; c; d 2 R için

cu
�
(1 + c2g2)g00 + g(1� 2cg0)(cg0 � 1)

�
+ d[(1 + c2g2)g00 + cgg0(1� 2cg0)] = 0

(4.8)

katsay¬lar¬v de¼gi̧skenine ba¼gl¬olan u de¼gi̧skenin lineer fonksiyonuna indirgenir.

Dolay¬s¬yla denklem çözümlerinin elde edilmesi için katsay¬lar¬n s¬f¬r olmas¬

gerekmektedir. Sonuçlar¬çeşitli ad¬mlarla ele alal¬m.

1:a. E¼ger c = 0 ise dg00 = 0 olup g(v) a�n fonksiyonu elde edilir. Tip I minimal

homoteti yüzeyi olarak F(u; v) = (u; v; av+ b); a; b 2 R düzlemi bulunur.

1:b. c; d 2 Rnf0g için (4.8) koşulu

(1 + c2g2)g00 + g(1� 2cg0)(cg0 � 1) = 0 (4.9)

ve

(1 + c2g2)g00 + cgg0(1� 2cg0) = 0 (4.10)

denklemleri ile mümkündür.

(4.10) eşitli¼gi (4.9) de yerine yaz¬l¬rsa

g0 =
1

2c
(4.11)
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bulunur.

Dolay¬s¬yla f(u) ve baş katsay¬s¬ (4.11) koşulunu sa¼glayan g(v) lineer

fonksiyonlar¬ile

F(u; v) =
�
u; v;

uv

2
+ �u+ �v + 


�
; �; 
 2 R; � 2 Rnf0g

semer yüzeyi formundaki Tip I minimal homoteti yüzeyleri elde edilir.

1:c. c 2 Rnf0g ve d = 0 ise minimallik koşulu için (4.9) ikinci dereceden

lineer olmayan diferensiyel denkleminin çözümleri bulunmal¬d¬r. Aç¬kça

görülüyor ki, e¼ger g0 =
1

2c
veya g0 =

1

c
ise minimallik koşulu sa¼glan¬r

s¬ras¬yla ,F(u; v) =
�
u; v;

uv

2
+ a1u

�
veF(u; v) = (u; v; uv + a2u) ; a1; a2 2

R formunda Tip I minimal homoteti yüzeyleri elde edilir.

g0 fonksiyonun bu durumlar¬elenerek, g0(u) = y(u) fonksiyon dönüşümü

ile (4.9) de indirgeme yap¬l¬nca A = 1 + a(1 + c2g2); a 2 R olmak üzere

g0 =
1

c

h
A+

p
A(A� 1)

i
(4.12)

veya

g0 =
1

c

h
A�

p
A(A� 1)

i
(4.13)

elde edilir.

(4.12) ve (4.13) eşitliklerinde g0 fonksiyonun reel de¼gerlere sahip oldu¼gu

aral¬¼g¬n belirlenmesi için g fonksiyonun dördüncü dereceden polinomu

olan A(A� 1) teriminin kökleri incelendi¼ginde gereken koşulun

�1 � a � 0 (4.14)

oldu¼gu belirlenmi̧stir. Dolay¬s¬yla belirlenen aral¬ktaki a de¼gerleri ile

(4.12) ve (4.13) denklemlerinden minimallik için gereken g fonksiyon

çözümleri aşa¼g¬daki iki durumla belirlenir:

� a = �1 için çözümler

k1 + v = cg +

p
g2 + c2g4

g
+ log

 
g2

g +
p
g2 + c2g4

!
; k1 2 R (4.15)
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ve

k2 � v = �cg +
p
g2 + c2g4

g
+ log

 
g2

g +
p
g2 + c2g4

!
; k2 2 R (4.16)

olarak elde edilir.

� a 2 (�1; 0) ise �F birinci tür eliptik integral, �E ikinci tür eliptik integral ve

n1; n2 2 R olmak üzere (4.12) denkleminin çözümü

n1 + v = cg + i
1p

a(a+ 1)

�
(a+ 1) �E

�
iArc sinh(cg)

���� a

a+ 1

�
� �F

�
iArc sinh(cg)

���� a

a+ 1

�� (4.17)

ve (4.13) denkleminin çözümü

n2 + v = cg � i 1p
a(a+ 1)

�
(a+ 1) �E

�
iArc sinh(cg)

���� a

a+ 1

�
� �F

�
iArc sinh(cg)

���� a

a+ 1

�� (4.18)

dür.

Dikkat edilirse, a = 0 de¼geri için g0 =
1

c
fonksiyonu bulunur. Öyleyse,

elde edilen sonuçlar do¼grultusunda Tip I minimal homoteti yüzeyleri (4.15),

(4.16), (4.17) veya (4.18) eşitliklerini sa¼glayan g(v) fonksiyonlar¬ile F(u; v) =

(u; v; cug(v)) olarak elde edilmi̧stir.

2: g(v) = av+b; a; b 2 R lineer fonksiyonu için (4.7) minimallik koşulu f fonksiy-

onun ikinci dereceden lineer olmayan diferensiyel denklemi olarak elde edilir:

f 00[1 + (af � u)2] + f 0(af � u)(1� 2af 0) = 0: (4.19)

2:a. g(v) bir sabit fonksiyon ise (4.19) denklemi

f 00[1 + u2]� uf 0 = 0

de¼gi̧skenlerine ayr¬labilir diferensiyel denklemine dönüşür. Gerekli hesapla-

malar sonucunda f(u) fonksiyonu

f(u) = c1

h
u
p
1 + u2 + log

�
u+
p
1 + u2

�i
+ c2; c1; c2 2 R (4.20)

elde edilir.
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2:b. E¼ger a 6= 0 ise öncelikle f(u) = 1

a
u ve f(u) =

1

2a
u+c; c 2 R a�n fonksiy-

onlar¬için (4.19) koşulunun sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r ve yüzeylerin denklemleri

1.b ve 1.c bölümlerinde ifade edilmi̧stir. f fonksiyonu için bu iki durumu

elimine edersek (4.19) çözümü için y(u) = af(u)�u de¼gi̧sken de¼gi̧simi ile

y0 = �(1 + y2)� 1 +
p
� (1 + y2) [� (1 + y2)� 1] (4.21)

ve

y0 = �(1 + y2)� 1�
p
� (1 + y2) [� (1 + y2)� 1] (4.22)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin reel çözümlerinin varl¬¼g¬� = 0

veya 0 < � � 1 sabitleri ile (4.21) denklemi için y < �
r
1� �
�

fonksiyon

de¼ger aral¬¼g¬, ayr¬ca (4.22) denklemi için

r
1� �
�

< y < �
r
1� �
�

de¼ger

aral¬¼g¬ile mümkündür.

� � = 0 ise y0 = �1 olup f bir sabit fonksiyondur. Tip I minimal öteleme yüzeyi

olarak F(u; v) = (u; v; �v + �) ; �; � 2 R düzlemi elde edilir.

� � 2 (0; 1) için c1; c2 2 R, �F birinci tür eliptik integral, �E ikinci tür eliptik

integral olmak üzere (4.21) ve (4.22) denklemlerinin çözümleri s¬ras¬yla

c1 � u = y + i
1p

�(�� 1)

�
�F

�
iArc sinh(y)

���� �

�� 1

�
+(�� 1) �E

�
iArc sinh(y)

���� �

�� 1

�� (4.23)

ve

c2 � u = y � i 1p
�(�� 1)

�
�F

�
iArc sinh(y)

���� �

�� 1

�
+(�� 1) �E

�
iArc sinh(y)

���� �

�� 1

�� (4.24)

bulunur.

� � = 1 ise minimallik koşulunu sa¼glayan fonksiyon çözümleri

k1 + u = �y +
p
y4 + y2

y
+ log

 
y2

y +
p
y4 + y2

!
; k1 2 R (4.25)

ve

k2 � u = y +
p
y4 + y2

y
+ log

 
y2

y +
p
y4 + y2

!
; k2 2 R (4.26)
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dir.

Dolay¬s¬yla, elde edilen di¼ger çözümlerden farkl¬olarak (4.23), (4.24), (4.25)

veya (4.26) eşitliklerini sa¼glayan f(u) fonksiyonlar¬ile

F(u; v) = (u; v; (av + b)f(u))

Tip I minimal homoteti yüzeyleri elde edilir.

Sonuç 4.1 (4.1) formunda tan¬mlanan Tip I homoteti yüzeyi f(u) veya g(v) fonksiy-

onlar¬n¬n sabit olma durumunda Tip I öteleme yüzeyine dönüşür. Dolay¬s¬yla, 1.a

ve 2.a bölümlerinde elde edilen sonuçlar, Teorem 3.1 de gerekli koşullar¬n uygulan-

mas¬yla da elde edilebilir.

Sonuç 4.1 ve konulan koşullar alt¬nda elde edilen çözümler ile Tip I homoteti yüzey-

leri için s¬radaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1 3�boyutlu Heisenberg uzay¬nda Tip I minimal homoteti yüzeylerinin

denklemleri

� Düzlemler: F(u; v) = (u; v; �v + �) ; �; � 2 R;

� Tip I öteleme yüzeyleri: f(u) veya g(v) fonksiyonlar¬ndan biri sabit fonksiyon

ise,

� Semer yüzeyleri: F(u; v) =
�
u; v;

uv

2
+ au+ bv + c

�
veyaF(u; v) = (u; v; uv + âu) ;

fa; â; b; cg 2 R

� ~c 2 Rnf0g ve g(v) fonksiyonu (4.15), (4.16), (4.17) veya (4.18) eşitliklerinden

birini sa¼glamak üzere

F(u; v) = (u; v; ~cug(v))

� ~a 2 Rnf0g; ~b 2 R ve f(u) fonksiyonu (4.23), (4.24), (4.25) veya (4.26) eşitlik-

lerinden birini sa¼glamak üzere

F(u; v) =
�
u; v; (~av +~b)f(u)

�
dir.
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Örnek 4.1 z1 =
�u
2
+ 1
�
(v + 1) ; z2 = u (v + 1) fonksiyonlar¬ile tan¬ml¬F1(u; v) =

(u; v; z1) ve F2(u; v) = (u; v; z2) semer yüzeyleri üç boyutlu Heisenberg grupta min-

imal homoteti yüzeyi belirtir.

Şekil 4.1 F1(u; v); Tip I minimal homoteti yüzeyi

Şekil 4.2 F2(u; v); Tip I minimal homoteti yüzeyi

Örnek 4.2 k1 = 0; k2 = 0; c = 1 için (4.15), (4.16) denklemlerini sa¼glayan fonksiy-

onlar s¬ras¬yla g1(v) ve g2(v) olmak üzere H(1; 1) Heisenberg grupta minimal ho-

moteti yüzeyleri F3(u; v) = (u; v; ug1(v)) ve F4(u; v) = (u; v; ug2(v)) elde edilir,
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gra�kleri s¬ras¬yla şekil 4.3 ve şekil 4.4�de verilir.

Şekil 4.3 F3(u; v); Tip I minimal homoteti yüzeyi

Şekil 4.4 F4(u; v); Tip I minimal homoteti yüzeyi

4.2 Tip II - Minimal Homoteti Yüzeyleri

H(1; 1) uzay¬nda F(u; v) = (u; f(u)g(v); v) parametresiyle tan¬mlanan M; Tip II

homoteti yüzeyi için minimallik koşulunu elde edelim.

M yüzeyinin te¼get uzay¬n¬n bir baz¬

Fu = X + f 0(u)g(v) [Y � u� ] ve Fv = f(u)g0(v) [Y � u�] + � (4.27)

ve normal uzay¬� =
�
(f 0(u)g(v))2 + (f(u)g0(v))2 + (1� uf(u)g0(v))2

�1=2
olmak üzere

N =
1

�
[f 0(u)g(v)X � (1� uf(u)g0(v))Y + f(u)g0(v)�] (4.28)

vektöründen oluşur.

Gerekli i̧slemlerin ard¬ndan (4.4) minimallik koşulu için

f 00g
�
(ufg0 � 1)2 + f 2g02

�
+ fg00 [1 + f 02g2(1 + u2)] +

ff 0gg0 [1� g0 [uf + 2f 0 (1 + u2)]] + 2uf 02gg0 = 0
(4.29)
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lineer olmayan k¬smi türevli denklemi elde edilir.

Tip I minimal homoteti yüzeylerini elde etmek için yap¬lan i̧slemlere benzer olarak,

(4.29) denklemi için çözüm reel katsay¬l¬polinom halkalar¬nda incelenmi̧s, f(u) ve

g(v) fonksiyonlar¬n¬n a�n olma koşulu ortaya ç¬km¬̧st¬r. S¬ras¬yla (4.29) çözümleri f

ve g fonksiyonlar¬n¬n lineerlik durumlar¬na göre elde edilecektir.

A. c; d 2 R olmak üzere f(u) = cu + d a�n fonksiyonu için minimallik koşulunu

sa¼glayan g fonksiyonlar¬n¬çeşitli ad¬mlarla bulal¬m.

A.1. f(u) sabit fonksiyon ise (4.29) denkleminden g00 = 0 olup,

F(u; v) = (u; av + b; v); a; b 2 R

düzlemleri Tip II minimal homoteti yüzeyleri olarak elde edilir.

A.2. c 6= 0 sabitleri için minimallik koşulu

c3g(3g02 � gg00)u3 + c2dg (4g02 � gg00)u2+

c [gg02d2 � g00 � 3cgg0 � c2g (gg00 � 2g02)]u+

d [cgg0 (2cg0 � 1)� g00 (1 + c2g2)] = 0

(4.30)

u de¼gi̧skeninin katsay¬lar¬v de¼gi̧skenine ba¼gl¬olan üçüncü dereceden poli-

nomuna dönüşür. Her u de¼geri için polinom çözümünün olmas¬ kat-

say¬lar¬n s¬f¬r olamas¬yla mümkündür. Baş katsay¬y¬oluşturan g fonksiy-

onun ikinci dereceden diferensiyel denklemi çözülerek8<: g0 = ag3

g00 = 3a2g5
; a 2 R (4.31)

elde edilir. Bir sonraki katsay¬n¬n (4.31) türev de¼gerleri ile kombinasy-

onundan

c2a2dg7 = 0 (4.32)

elde edilir ve burada hipotezlerimizle çeli̧smemek koşuluyla iki olas¬du-

rum vard¬r.

� a = 0 yani g sabit fonksiyondur. Böylece, Tip II minimal homoteti

yüzeyleri olarak F(u; v) = (u; cu+ d; v) düzlemleri elde edilir.
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� Ya da d = 0 d¬r. Bu durumda (4.30) polinomunun ikinci ve dördüncü ter-

imleri kaybolur, (4.31) eşitlikleri geriye kalan son terimde yerine yaz¬l¬rsa

c2ag3 + 3ag + 3c = 0 (4.33)

bulunur. (4.31) sisteminin çözümleri

g(v) =
1p

2
p
c1 � av

ve g(v) =
�1p

2
p
c2 � av

; c1; c2 2 R (4.34)

dir. g fonksiyonunun bu de¼gerlerinin (4.33) denklemini sa¼glamas¬ için

gerek ve yeter şart c ve a sabitlerinin s¬f¬r olmas¬d¬r. Bu koşul hipotez-

imizle çeli̧sir.

B. (4.29) minimallik koşulu lineer g = av+b; a; b 2 R fonksiyonlar¬için ele al¬n¬rsa

f 00
�
(auf � 1)2 + a2f 2

�
+aff 0

�
1� a

�
uf + 2f 0

�
1 + u2

���
+2auf 02 = 0 (4.35)

ikinci dereceden lineer olmayan diferensiyel denklemi elde edilir.

B.1. f lineer fonksiyon ise (4.35) denklemi

af 0
�
1� a

�
uf + 2f 0

�
1 + u2

��
+ 2uf 0

�
= 0 (4.36)

diferensiyel denklemine indirgenir. Burada üç olas¬l¬k meydana gelir.

E¼ger a = 0 veya f 0 = 0 koşullar¬için minimal yüzeyleri bulursak sonuçlar

bir önceki bölümde de elde edilen düzlemlerdir. Şimdi son olas¬l¬k, yani

(4.36) eşitli¼gindeki üçüncü terimin s¬f¬r olmas¬durumunu ele al¬rsak u

de¼gi̧skenin bir kübik polinomu elde edilir. Çözüm için katsay¬lar¬n s¬f¬r-

lanmas¬yla ilk iki olas¬l¬ktaki koşullar ortaya ç¬kar.

B.2. E¼ger f 00 6= 0 kabulüyle minimallik koşulunu çözümlemek istersek (4.35)

diferensiyel denkleminin non-lineer yap¬s¬ndan ötürü elementer i̧slemlerle

sonuç elde etmek zordur. Bu yüzden çözüm için başlang¬ç de¼ger koşullar¬

belirlenerek, Runge-Kutta-Nyström algoritmas¬kullan¬larak nümerik çözüm-

ler elde edilecektir.

f 00 teriminin katsay¬s¬n¬n hiçbir de¼ger için s¬f¬r olamayaca¼g¬ aşikard¬r,

dolay¬s¬yla algoritmay¬uygulamak için f 00 = F (u; f; f 0) olmak üzere

F (u; f; f 0) =
af 0 [f (2a(1 + u2)f 0 � 1) + u (af 2 � 2f 0)]

(auf � 1)2 + a2f 2
(4.37)
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fonksiyonunu tan¬mlayabiliriz.

f(u0) = f0 ve f 0(u0) = f 00 başlang¬ç koşullar¬, h ad¬m uzunlu¼gu, N ad¬m

say¬s¬ ve 0 � n � N olmak üzere (2.22) RKN algoritma ad¬mlar¬ ile

un+1 = un + h noktalar¬nda (2.23), (2.24) eşitlikleriyle verilen fn+1; f 0n+1

fonksiyon de¼gerleri elde edilir.

Bu bölümde konulan koşullar alt¬nda minimalli¼gi sa¼glayan Tip II homoteti yüzeyleri

için s¬radaki teoremi verelim.

Teorem 4.2 3�boyutlu Heisenberg grupH(1; 1)�de Tip II minimal homoteti yüzey-

lerinin denklemleri a; b 2 R ve f(u) diferensiyellenebilir fonksiyonu (4.35) denklemini

sa¼glamak üzere

F(u; v) = (u; (av + b)f(u); v)

dir.

Örnek 4.3 (4.35) denklemini a = 1 ve f(0) = 0; f 0(0) = 1 başlang¬ç koşullar¬yla

birlikte RKN algoritmas¬yla h = 0:2 ve 0 � n � 5 için çözelim. (??) algoritma

ad¬mlar¬K = 0:1f 0n + 0:005k1; L = 0:2f
0
n + 0:02k3 olmak üzere

k1 =
f 0n [fn (2(1 + u

2
n)f

0
n � 1) + un (f 2n � 2f 0n)]

(unfn � 1)2 + f 2n

k2 = f(f 0n + 0:1k1) [(fn +K) (2(1 + (un + 0:1)2) (f 0n + 0:1k1)� 1)+

(un + 0:1)
�
(fn +K)

2 � 2 (f 0n + 0:1k1)
��	

=�
((un + 0:1) (fn +K)� 1)2 + (fn +K)2

�
k3 = f(f 0n + 0:1k2) [(fn +K) (2(1 + (un + 0:1)2) (f 0n + 0:1k2)� 1)+

(un + 0:1)
�
(fn +K)

2 � 2 (f 0n + 0:1k2)
��	

=�
((un + 0:1) (fn +K)� 1)2 + (fn +K)2

�
k4 = f(f 0n + 0:2k3) [(fn + L) (2(1 + (un + 0:2)2) (f 0n + 0:2k3)� 1)+

(un + 0:2)
�
(fn + L)

2 � 2 (f 0n + 0:2k3)
��	

=�
((un + 0:2) (fn + L)� 1)2 + (fn + L)2

�
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elde edilir. Böylece,

fn+1 = fn + 0:2f
0
n + 0:0066 (k1 + k2 + k3)

f 0n+1 = f 0n + 0:033 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

fonksiyonlar¬için çizelge 4.1�deki de¼gerler elde edilir.

Çizelge 4.1. RKN algoritma sonuçlar¬(1)

n un fn f 0n

0 0:0 0:000000 1:000000

1 0:2 0:198713 0:981418

2 0:4 0:390674 0:93669

3 0:6 0:573733 0:900362

4 0:8 0:756174 0:945319

5 1:0 0:970446 1:26393

n; ad¬m say¬s¬n¬n artt¬r¬lmas¬yla elde edilecek fonksiyon de¼gerleri fn fonksiyonu için

yap¬lacak yaklaş¬m¬daha da iyileştirecektir. Bu bak¬̧s aç¬s¬yla, f fonksiyonun gra�¼gi

şekil 4.1�de elde edilir.

Şekil 4.5 f(u) yaklaş¬m¬(1)

Dahas¬, g(v) = v lineer fonksiyonu ve RKN algoritmas¬yla elde edilen f fonksiyonu

ile tan¬mlanan F1(u; v) = (u; vf(u); v) Tip II minimal homoteti yüzeyinin şekil
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4.6�da çeşitli aç¬lardan verilen görüntüsü elde edilir.

Şekil 4.6 F1(u; v); Tip II minimal homoteti yüzeyi

Örnek 4.4 Örnek 4.1 de verilen başlang¬ç de¼ger problemini f(0) = 0; f 0(0) = �1

koşullar¬ile ele al¬rsak, RKN metodu ile çizelge 4.2�de verilen sonuçlar elde edilir.

Çizelge 4.2. RKN algoritma sonuçlar¬(2)

n un fn f 0n

0 0:0 0:000000 �1:000000

1 0:2 �0:206735 �1:10276

2 0:4 �0:459557 �1:48502

3 0:6 �0:842159 �2:50251

4 0:8 �1:60116 �5:80038

5 1:0 �4:0287 �25:2573

Di¼ger yandan, F2(u; v) = (u; vf(u); v) parametresiyle verilen Tip II minimal yüzeyi

ve f(u) fonksiyonun gra�kleri

Şekil 4.7 f(u) yaklaş¬m¬(2)
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ve

Şekil 4.8 F2(u; v); Tip II minimal homoteti yüzeyi

dir.

4.3 Tip III - Minimal Homoteti Yüzeyleri

3�boyutlu Heisenberg grupta F(u; v) = (f(u)g(v); u; v) parametresiyle verilen M;

Tip III homoteti yüzeyinin te¼get uzay¬TpM = Sp fFu;Fvg olup8<: Fu = f 0(u)g(v)X + Y � f(u)g(v)�Fv = f(u)g0(v)X + �
(4.38)

ve normal uzay¬
 =
h
1 + (f(u)g0(v))2 + g(v)2 (f 2(u)g0(v) + f 0(u))

2
i1=2

olmak üzere

N =
1




�
X � (f 2(u)g0(v) + f 0(u))g(v)Y � f(u)g0(v)�

�
(4.39)

dir.

(4.4) minimallik koşulunun hesaplanmas¬yla

f 00
�
fg02 +

1

f

�
+ g00

�
g(f 2 + f 02) +

1

g

�
+ g0

�
3f 0 +

�
f 2 � 2f 02

�
g0
�
= 0 (4.40)

lineer olmayan k¬smi türevli denklemi elde edilir. f 00 6= 0 ve g00 6= 0 kabülleri alt¬nda

denklem çözümünü araşt¬ral¬m. Burada minimallik koşulu önce u de¼gi̧skenine göre

türev �
f 00

f

�0
+
�
f (f 00 + f)� 2f 02

�0
g02 +

�
f 02 + f 2

�0
gg00 + 3f 00g0 = 0 (4.41)
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ve daha sonra v de¼gi̧skenine göre türev al¬narak

2
�
f (f 00 + f)� 2f 02

�0
+
�
f 02 + f 2

�0 �
1 +

gg000

g0g00

�
+ 3

f 00

g0
= 0 (4.42)

denklemlerine indirgenir. Tekrar, v de¼gi̧skenine göre bir türevleme i̧slemi daha uygu-

lan¬rsa
(f 02 + f 2)

0

f 00

�
gg000

g0g00

�0
+ 3

�
1

g0

�0
= 0 (4.43)

elde edilir. E¼ger
gg000

g0g00
sabit bir fonksiyon ise eşitli¼gin sa¼glanmas¬g0 sabit fonsiyonu

ile mümkündür fakat g00 6= 0 hipoteziyle çeli̧sir. Dolay¬s¬yla denklem (u; v) için iki

boyutlu belirli bir bölgede

A(u)B(v) + C(v) = 0

formundad¬r ve c 2 R olmak üzere

A(u) = c ve C(v) = �cB(v)

dir. (4.43) denklemine geri dönersek

cf 00 =
�
f 02 + f 2

�0
(4.44)

dir.

Di¼ger taraftan, c1; c2 2 R olmak üzere

cgg000 + (3� c1g0)g00 = 0 (4.45)

ve denklemin bir derece indirgenmesiyle

cgg00 +

�
3� c1 + c

2
g0
�
g0 = c2 (4.46)

elde edilir.

(4.42) denklemi (4.44) ve (4.45) ile kombine edilirse

(c+ c1) f
00 = �2

�
f (f 00 + f)� 2f 02

�0
(4.47)

bulunur.
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Önce f 00 türev fonsiyonun (4.44) ve (4.47) de¼gerlerinin (4.41) denkleminde kullan¬l-

mas¬yla, sonra ç¬kan sonucun (4.46) kombinasyonu ile c3 2 R olmak üzere

f 00 + c2ff
0 = c3f (4.48)

elde edilir.

Şimdi (4.44) ve (4.48) denklemlerindeki f 00 türev fonksiyonunun eşitlikleri göz önüne

al¬n¬rsa

2c2f
02 � (cc2 + 2c3 + 2) f 0 + cc3 = 0 (4.49)

f 0 türevinin ikinci dereceden polinomu elde edilir. Burada f 00 6= 0 ve g00 6= 0 hipote-

zleriyle çeli̧smeden her u de¼gi̧skeni için çözümün var olmas¬polinom katsay¬lar¬n¬n

s¬f¬r olmas¬anlam¬na gelir. Öyleyse c = 0; c2 = 0 ve c3 = �1 elde edilir. (4.46)

denklemi bu koşullarda çözümlenirse g00 = 0, di¼ger yandan (4.47) ve (4.48) nin bir-

leştirillemesiyle ç¬kan sonuç f 00 = 0 hipoteziyle çeli̧sir.

Dolay¬s¬yla yap¬lan i̧slemlerle (4.40) denkleminin çözümünün f(u) ve g(v) fonksiy-

onlar¬ndan birinin lineer olmas¬yla mümkün oldu¼gu sonucuna ulaş¬lm¬̧st¬r.

1. a; b 2 R olmak üzere f(u) = au+ b lineer fonksiyonu için (4.40) denklemi8<: A(v) = g (g00g + g02)B(v) = a2 (A(v)� 3gg02) + 3agg0 + g00

olmak üzere

A(v)f 2 + B(v) = 0 (4.50)

formunda u de¼gi̧skenin ikinci dereceden polinomuna dönüşür. Burada den-

klemin çözümü iki durumda mümkündür:

1.a. E¼ger f sabit fonksiyon ise (4.50)

g00
�
c2g2 + 1

�
+ c2gg02 = 0; c 2 Rnf0g (4.51)

ikinci dereceden diferensiyel denklemine indirgenir. Burada sabitten farkl¬

çözümleri elde etmek için öncelikle

d

dv
log
�
c2g02

�
1 + c2g2

��
= 0 (4.52)
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oldu¼gu sonucuna ulaşabiliriz. Öyleyse c2g02 (1 + c2g2) = k1; k1 2 R olur.

I(x) = x
p
1 + x2 + log

�
x+
p
1 + x2

�
(4.53)

fonksiyonunu tan¬mlayarak, (4.52) ¬n integrallenmesiyle g(v) fonksiyonu

için I(cg) = k1v + k2; k2 2 R kapal¬ çözümlerini elde ederiz. Elde

edilen Tip III minimal homoteti yüzey denklemi ise F(u; v) = (I�1(k1v+

k2); u; v) olur.

1.b. A(v) = 0 ise � 2 R olmak üzere

g0 =
�

g
ve g00 =

� �2

g3
(4.54)

eşitliklerine ulaş¬l¬r. Bulunan de¼gerler B(v) fonksiyonunda yerine yaz¬l¬rsa

3a�g3 � a2�2g2 � �2 = 0 (4.55)

üçüncü dereden polinomuna elde edilir. Polinomun en az bir reel kökünün

varl¬¼g¬bilindi¼ginden ve yüzey denkleminin her v de¼geri için bulunmas¬

amaçland¬¼g¬ndan � = 0 olmak zorundad¬r. (4.54) dan g sabit fonksiyonu

elde edilir. Dolay¬s¬yla Tip III minimal homoteti yüzeyi F(u; v) = (�u+

�; u; v); �; � 2 R düzlemidir.

2. g(v) = av + b; a; b 2 R a�n fonksiyonlar¬için (4.40) minimallik koşulu

f 00
�
a2f 2 + 1

�
+ af

�
af 2 � 2af 02 + 3f 0

�
= 0 (4.56)

dir. Burada diferensiyel denklemin ikinci dereceden ve non-linear olmas¬çözümün

elemanter yöntemlerle elde edilmesini zorlaşt¬rmaktad¬r. Dolay¬s¬yla F(u; v) =

((av + b)f(u); u; v) formundaki Tip III minimal homoteti yüzeyleri için (4.56)

denklemini sa¼glayan f(u) fonksiyonlar¬RKN metodu ile nümerik çözümlerle

elde edilecektir.

RKN algoritmas¬için fonksiyonu f 00 = G(u; f; f 0) olmak üzere

G(u; f; f 0) =
af (2af 02 � 3f 0 � af 2)

a2f 2 + 1
(4.57)

tan¬mlar¬z.

f(u0) = f0 ve f 0(u0) = f 00 başlang¬ç koşullar¬, h ad¬m uzunlu¼gu, N ad¬m
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say¬s¬ve 0 � n � N olmak üzere RKN algoritma ad¬mlar¬fk1; k2; k3; k4g ile

G fonksiyonu için un+1 = un + h noktalar¬nda fn+1; f 0n+1 fonksiyon ve türev

de¼gerleri elde edilir.

Teorem 4.3 3�boyutlu Heisenberg grupta Tip III minimal homoteti yüzeyleri

i. c1; c2 2 R ve I(x) fonksiyonu (4.53) tan¬m¬yla olmak üzere

F(u; v) = (I�1(c1v + c2); u; v)

silindirleri ve

ii. a; b 2 R ve (4.56) denklemini sa¼glayan f(u) fonksiyonlar¬için

F(u; v) = ((av + b) f(u); u; v)

yüzeyleridir.

Şimdi uygun şekilde belirlenen koşullarla f(u) fonksiyonu için (4.56) başlang¬ç de¼ger

problemini RKN metodu kullanarak çözüp, Tip III minimal homoteti yüzey örnek-

lerini elde edelim.

Örnek 4.5 g(v) = v ve f(0) = 0; f 0(0) = 1 ile belli olan (4.56) başlang¬ç de¼ger

problemini h = 0:2 ve N = 5 alarak çözelim. RKN algoritma ad¬mlar¬M = 0:1f 0n+

0:005k1; N = 0:2f 0n + 0:02k3 olmak üzere

k1 =
fn (2f

02
n � 3f 0n � f 2n)
1 + f 2n

k2 =
(fn +M)

�
2 (f 0n + 0:1k1)

2 � 3 (f 0n + 0:1k1)� (fn +M)2
�

1 + (fn +M)2

k3 =
(fn +M)

�
2 (f 0n + 0:1k2)

2 � 3 (f 0n + 0:1k2)� (fn +M)2
�

1 + (fn +M)2

k4 =
(fn +N)

�
2 (f 0n + 0:2k3)

2 � 3 (f 0n + 0:2k2)� (fn +N)2
�

1 + (fn +N)2
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elde edilir. Böylece,

fn+1 = fn + 0:2f
0
n + 0:0066 (k1 + k2 + k3)

f 0n+1 = f 0n + 0:033 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

fonksiyonlar¬için çizelge 4.3�deki de¼gerler elde edilir.

Çizelge 4.3 RKN algoritma sonuçlar¬(a = 1)

n un fn f 0n

0 0:0 0:000000 1:000000

1 0:2 0:198674 0:980081

2 0:4 0:389304 0:919317

3 0:6 0:563634 0:817378

4 0:8 0:713834 0:679538

5 1:0 0:83389 0:518611

E¼ger N ad¬m say¬s¬n¬art¬r¬rsak bulunacak un; fn ve f 0n de¼gerleri ile f(u) fonksiyon

gra�¼gi

Şekil 4.9 f(u) yaklaş¬m¬(a = 1)

olur ve F1(u; v) = (vf(u); u; v) Tip III minimal homoteti yüzeyi

Şekil 4.10 F1(u; v); Tip III minimal homoteti yüzeyi

elde edilir.
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Örnek 4.6 a = 2 ve f(0) = 0; f 0(0) = 1 ile belli olan (4.56) başlang¬ç de¼ger

problemini RKN metoduyla çözülürse 5 ad¬ml¬nokta ve fonksiyon sonuçlar¬çizelge

4.4�de elde edilir.

Çizelge 4.4 RKN algoritma sonuçlar¬(a = 2)

n un fn f 0n

0 0:0 0:000000 1:000000

1 0:2 0:202663 1:04075

2 0:4 0:42262 1:17981

3 0:6 0:686263 1:50847

4 0:8 1:06503 2:529

5 1:0 2:03263 11:7444

Verilen de¼gerlerle belli olan f(u) fonksiyonu ve F2(u; v) = ((2v + 1)f(u); u; v) Tip

III minimal homoteti yüzeyinin gra�¼gi aşa¼g¬daki görsellerde verilmi̧stir.

Şekil 4.11 f(u) yaklaş¬m¬(a = 2)

Şekil 4.12 F2(u; v); Tip III minimal homoteti yüzeyi
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Tez çal¬̧smas¬nda ele al¬nan yüzeylerin minimalli¼gi problemi 18. yüzy¬ldan itibaren

önemli matematikçiler taraf¬ndan incelenmi̧s, bazen duraklama dönemine girmi̧s olsa

da popülerli¼gini kaybetmeden ilerlemi̧stir. Günümüzde daha çok özel tan¬ml¬metrik

uzaylarda belirli yüzeyler için problem çözümleri araşt¬r¬lmaktad¬r. Bu tezde ise üç

boyutlu Heisenberg grupta tan¬mlanan öteleme ve homoteti yüzeyleri için bulunan

sonuçlarla minimal yüzey teorisininin geli̧stirilmesi amaçlanm¬̧st¬r. Bu iki aile için

elde etti¼gimiz sonuçlar do¼grultusunda, bir sonraki hede�miz öteleme ve homoteti

yüzeylerinin genelleştirmesi olarak

F(u; v) = (u; v; �(f(u) + g(v)) + �f(u)g(v)); �; � 2 R

parametrizasyonuyla tan¬mlad¬¼g¬m¬z yüzeylerin minimalli¼gini incelemektir.

Di¼ger yandan, Öklid uzay¬n¬n temel minimal yüzeyleri olan düzlemlerin üç boyutlu

Heisenberg grupta da minimal oldu¼gu elde edilmi̧stir. H(1; 1) uzay¬nda ayr¬ca, min-

imal homoteti yüzeylerinin üç tipi için z = cf(u) parametrelendirmesiyle verilen

silindir yüzeylerinin ayn¬zamanda minimal öteleme yüzeyi olarak ele al¬nabilece¼gi

3. ve 4. bölümde verilen teoremlerle de ispat edilmi̧stir. Bunun yan¬nda, minimal

homotetik yüzey olarak elde etti¼gimiz, günlük hayat¬m¬zda da s¬kça kaŗs¬m¬za ç¬kan

semer yüzeylerinin minimalli¼gi bize farkl¬ bir bak¬̧s aç¬s¬ kazand¬rm¬̧s, bu yüzey-

lerin minimal oldu¼gu metrik uzay¬n keş� ortaya ç¬km¬̧st¬r. Do¼gal olarak bu du-

rum Öklid uzay¬nda minimal olmayan paraboloid gibi di¼ger yüzeylerin de mini-

malli¼ginin mümkün olabilece¼gi metrik uzaylar¬n varl¬¼g¬n¬sorgulamam¬za neden ol-

muştur. Dolay¬s¬yla, 21. yüzy¬lda da bizleri hala şaş¬rtmaya devam eden minimal

yüzey teorisinde araşt¬r¬lacak birçok metrik uzay, tan¬mlanacak bir çok yüzeyin mev-

cut oldu¼gunu söyleyebiliriz.
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