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1. GIRIiS

Matematik tarihinde minimal yiizey teorisinin kokenleri 18. yiizyil, Euler’in ve La-
grange’nin ¢alismalarina dayanir. Bu ¢alismalar incelendiginde yiizeyin minimalligi
ayni sinirlara sahip olan yiizeyler arasinda en kiiciik yiizey alanina sahip olma ola-
rak tamimlanmistir. Verilen tamim dogrultusunda Euler diizlem ve katenodin bir
minimal yiizey oldugunu bulmustur (Euler 1744). Lagrange ise 3-boyutlu Oklid
uzaymda yiizeylerin C? smifindan diferensiyellenebilir, 2 = f(x,y) parametresiyle
tanimini kullanip minimallik tanimindan bugiin Lagrange diferensiyel denklemi ola-

rak da bilinen
foo (L4 £5) = 2fafyfoy + f(L+ £3) =0 (1.1)

denklemini elde etmistir. Fransiz matematik¢i kisaca analitik fonsiyonlarla tanim-
lanan yiizeylerin minimal olmasi i¢in gerek kogulun (1.1) denklemini saglamasi gerek-
tigini ortaya cikarirken tersine belirlenen simirda yiizey i¢in elde edilen kismi tiirevli
denklemin analitik ¢oziimii olmadig1 durumlarda belirlenen sinirda bir minimal yiizey
olamayacagin da gostermistir (Lagrange 1760). 1776’da Meusnier o zamana kadar
elde edilen verilerin geometrik yorumunu yaparak yani bir yiizeyin minimal ol-
masinin yiizeyin ortalama egriliginin sifir olmasiyla miimkiin oldugunu elde ederek
teoriyi gelistirmekle kalmamig ayn1 zamanda helikoidin bir minimal yiizey oldugunu
da ispatlamgtir (Meusnier 1785). Bu geligsmelerin ardindan minimal yiizey teorisi

elli yildan fazla siiren bir durgunluk dénemine girmistir.

Teorinin altin ¢agi 1835’de Scherk tarafindan (1.1) denkleminin f(z,y) = g(z)+h(y)
formundaki analitik fonksiyonlar i¢in ¢oziimlenmesiyle baglamigtir ve 1890’a kadar
devam etmistir. Alman matematikginin minimallik kosulunu arastirdig yiizeyler
ayrica Steleme yiizeyi olarak da bilinir ve Oklid uzayinda minimal 6teleme yiizeyleri

a € R olmak fizere
1 1
g(x) = o log (cosax) ve h(y) = - log (cos ay) (1.2)

fonksiyonlar ile bellidir (Scherk 1835). Scherk daha sonra biitiin minimal regle

yiizeyleri belirlemeye caligmig fakat problemi 1842’de Catalan ¢ozmiistiir ve he-
1



likoidin 1i¢ boyutlu reel uzayda minimal tek regle yiizey oldugunu ispatlamigtir
(Catalan 1842). Dahasi bilim insanlar farklh yapilar kullanarak yeni minimal yiizey
ornekleri bulmay1 amaclamislardir. Ornegin, Enneper yiizeyi

3 3

enneper(u,v) = (u - % + uv?, v — % + u?v, u? — 112) (1.3)

acitk parametrelendirme kullanilarak elde edilen ve kendini kesen ilk minimal ytizey
olma ozelligi tagir. Weierstrass ise izotermal parametrizasyonu kullanarak minimal

yiizeyler i¢in ilk genel ¢oziimii elde etmistir (Weierstrass 1866).

Dahasi, bu donemde matematikte yapilan bahsi gecen gelismelere ek olarak mini-
mal yiizeyleri fizik alaninda aragtiran Plateau’yu da gozoniinde bulundurmaliyiz.
Uzay egrileri bicimindeki telleri sabunlu ve gliserinli ¢ozelti icine daldirarak yaptig:
deneylerle Belcgikali fizik¢i minimal yiizeyleri en az potansiyel yiizey enerjisine sahip
olanlar olarak belirlemistir. Boylece, Plateau problemi olarak da bilinen verilen
bir egriyi sinir kabul eden miminal yiizeyi bulma problemi dogmustur ve 1914-1950
yillar1 arasinda gecen minimal yiizeyin ikinci altin ¢agi da baglamistir. Plateau prob-
leminin ¢6ziimii i¢in bir cok matematikci ¢alismistir bunlardan Bernstein, Courant ve
1936’da elde ettigi coziimle ilk Fields madalyasini alan Douglas’in katkilar: biiytiktiir
(Osserman 1986).

Minimal yiizey teorisinin ii¢iincii altin ¢agi ise teknolojiye erigimle matematiksel
problem c¢oziimlerinde ortaya ¢ikan yontem ve aragtirmalarin artigi goz oniine alindi-
ginda 1960’da basladig1 ve giiniimiize kadar devam ettigi soylenebilir. Arastirmalar
ozellikle Lagrange denkleminin genel ¢oziimiinii elde etmek yerine Scherk gibi be-
lirli bir yiizey ailesi i¢in minimal alt yiizey ailesini belirlemeye yonelmistir. Bu
yonelmeler 151g1nda, minimal yiizeyler {izerine yapilan ¢aligmalardan 1993’te 1. Van
de Woestyne'nin minimallik kogulunu homotetik ytiizeyler i¢in ele almasiyla minimal
alt aileyi sadece diizlemler ve helikoidler olarak belirlemesi dikkat ¢cekmektedir. Yani,
f(z,y) = g(x)h(y) fonksiyonu ile parametrelendirilen iki boyutlu yiizeyler i¢in La-
grange denkleminin ¢oziimleri diizlemler ya da helikoidlerdir (Van de Woestyne 1993).
Eger minimallik teorisini 6teleme ve homoteti yiizeyleri i¢in incelersek; 21.yiizyilda

teori tizerindeki gelismeler hiz kazanmis, n—boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarmda
2



yiizeyler genellegtirilmis ve minimallik sonuglar1 elde edilmigtir. Dahasi, tteleme
yiizeyleri i¢in farkli metriklerle tanimlanan alt manifoldlarda arastirmalar yapilmistir,

bunlara hiperbolik uzay, Sols uzayi, nilpotent gruplar érnek verilebilir.

3-boyutlu Heisenberg grupta minimal ¢teleme ve homoteti yiizeylerini belirleme bu
tez calismasinda ele alinan iki ana problemdir. Oncelikle, Heisenberg grubun metrik
yapisina uygun olarak dteleme ve homoteti yiizeyleri tanimlanmis sonra minimal-

lik kogulu Meusnier’in geometrik yorumu baz alinarak hesaplanmistir. Minimallik
kosulu olarak bulunan kismi tiirevli denklemlerin ¢oziim yontemleri iki yiizey ailesi
icin farklihk gostermektedir. Oteleme yiizeyleri icin denklem coziimleri eleman-
ter yontemlerle elde edilip, minimal 6teleme yiizeylerinin diizlemler ve silindirler
oldugu belirlenmistir. Diger yandan, homoteti yiizeyleri i¢in ortaya ¢ikan minimallik
kosullarinin yapisindan 6tiirii problem polinom halkalarinda ele alinmig, indirgenen
denklemin profiline gore elemanter ya da niimerik metodlar kullanilmig ve sonuglar:
elde edilmigtir. Dahasi, bu calisma da elde edilen sonuclarin diger alt manifoldlarda
bulunan ¢oziimlerle kargilagtirilmasinin yapilabilmesi icin ikinci boliimde 6teleme ve

homoteti yiizeylerinin minimalligi ile ilgili cesitli tanim ve teoremlere yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

(]\Z/ , §1> m—boyutlu bir Riemann manifoldu, (M, g) n—boyutlu bir manifold ve ¢ :
M — M bir immersiyon olsun. M {izerindeki metrik, indirgenmis Riemann metrigi
g = 1*g olarak ele alinirsa bu durumda ¢ bir izometrik immersiyon olur. Eger
birebilirlik 6zelligine sahipse, bu durumda M manifoldu, M nin bir alt manifoldudur
dolayisiyla M’ye M’nin Riemannian alt manifoldu denir. M alt manifoldunun teget
ve normal demetleri sirasiyla

T™M = | J T,M ve NM = | | N,M (2.1)

pEM pEM

dir. Ayrica her p € M igin TPM teget uzayi, 1T,M teget uzay1 ve bu uzaym komple-
menti 7, M+ olmak iizere

T.M =T, M & T, M+ 2.2
p p p

direk toplami olarak ifade edilir. Yani v € TpM ,p € M icin v = vT + v olacak
sekilde v* € T,M ve v € T,M+ vektorleri mevcuttur.
M manifoldu iizerindeki lokal vektor alanlart X, Y € TM, M manifoldundaki vektor
alanlarina genisletilebilir ve @ kovaryant tiirev operatorii uygulanabilir. O halde
. T

VY = (VXY) olmak tizere

- - T . i

VY = (vXY) + <VXY> (2.3)
dir.

M manifoldunun ikinci temel formunu simetrik bilineer doniisiim 17 ile
. T
I1:TM xTM — NM, 1I(X,Y):= (VXY> (2.4)

tanimlayabiliriz.
Eger ekboyut 1 ise yalniz bir tane N normal vektorii olacagindan vektor degerli
ikinci temel form taniminmi kullanmaktansa daha basit skalar tanimi kullanabiliriz.

M manifoldunun simetrik, 2-tensor skalar ikici temel formu

h(X,Y) = (II(X,Y), N) (2.5)
4



dir. Diger yandan ikinci temel form ig¢in bir bagka karaterizasyon M manifoldunun
S sekil operatorii ile

h(X,Y) = (X, SY) (2.6)

verilir. (2.5) ve (2.6) denklemleri ile h ve S tensor alanlar cinsinden agagidaki iki

denklem mevcuttur:

i. Gauss formiilii: @XY =VxY +h(X,Y)N

ii. Weingarten formulii: \Y xN =-5X

O halde iki boyutlu bir alt manifold i¢in {F1, F»} teget uzaymin ortonormal bazi

olmak {izere yiizeyin ortalama egriligi

H = —[h(Ey, Ey) + h (B, Ey)] (2.7)

N —

elde edilir. Eger normal uzaymin boyutu bire esit degilse, n, € NM, 3 < i < m

olmak iizere
m

2H =Y [W' (E1, Er) + I (B2, Es)] m, (2.8)

1=3

dir.

Tanim 2.1 Her noktasinda ortalama egriligi sifir olan yiizeye minimaldir denir

(Gray 1993).

Simdi, M yiizeyini f : U C R? — [E" parametrizasyonuyla ele alalim ve teget

uzaymin ortonormal bir bazi {Ey, F»} olsun. a,b, «, 5 € R olmak iizere

fu = aE1+bE2,

fo = abi+ (BE;,
dir. Yiizeyin birinci temel formunun bilegenleri:

= g(fwfu) :a2+b2,
= g(fu, o) = ac+ b,

G = g(fv’fv) = 042 +627
)



ve ikinci temel formun bilegenleri:

hll = h(fua fu)7 h12 - h(fu; fv)a h22 - h(fU7 fv)

elde edilir. Boylece (2.7), yiizeyin ortalama egriligi
- Ghu — 2Fh12 + Ehgg

H 2.
2(EG — F?) (2.9)
bulunur ve minimallik kosulu ise
Gh11 - 2F]’L12 + Eh22 =0 (210)

dir (do Carmo 1976).
2.1 Oteleme Yiizeyleri

Tanim 2.2 z = f(x) + g(y) olmak iizere X : U C E?* — E* : (x,y) — (z,y,2)

immersiyonu ile verilen yiizeye 6teleme yiizeyi denir (Gray 1993).

Ayrica, X immersiyonu ile belli olan 6teleme yiizeyi ortogonal diizlemlerde yatan
a(z) = (z,0, f(x)) ve B(y) = (0,y,g(y)) egrilerinin toplami olarak da yorumlanabi-

lir. Simdi 6teleme yiizeylerinin minimallik tarihcesi hakkinda bilgi verelim.

e 2-boyutlu 6teleme yiizeylerinin minimallik kogulunun ¢6ziimii diizlemler diginda

Scherk yiizeyi olarak adlandirilan yiizeylerdir ve a € Ry olmak {izere

2= Liog (@) (2.11)

a ay

fonksiyonu ile karakterize edilirler (Scherk 1835).

e 3—boyutlu Oklid uzay1, E* de herhangi iki uzay egrisinin toplami seklinde
yazilabilen yiizey agikar olmayan bir minimal yiizeydir ancak ve ancak yiizey

parametrelendirilmesi 6 € R ve ¢ € Ry olmak iizere
: 1 1
X(s,t) = <5 +tsind, tcosf, —log (cs) — —log (ct)) (2.12)
c c
ile tamimhdir (Dillen vd. 1998).

e n > 3, n—boyutlu Oklid uzaymda 6teleme yiizeylerinin iki cesit genellestirmesi

yapilabilir.



i. n>2igin B"™! uzaymda F(z1, s, ...0,) = fi(x1) + fo(x2) + ... + fulzn)
olmak iizere x,.; = F(z1, s, ...xr,) parametrelendirmesiyle tammlanan
M™ 6teleme hiperyiizeyinin minimal olmas: icin gerek ve yeter sart

yiizeyin bir hiperdiizlem olmas: ya da M? Scherk yiizeyi olmak tizere
M™ = M? x E" 2 (2.13)

formunda bir ¢arpim manifoldu olmasidir (Dillen vd. 1991).

Burada dikkat edilirse 6teleme hiperyiizeyi n tane egrinin toplami bigi-

minde ifade edilebilir.
ii. E" uzayinda M genellegtirilmis Gteleme yiizeyi
hi(z,y) = fi(x) + g:i(y), 3<i<n
fonksiyonlari ile
X:UCE —E": (z,y) = (x,y, hs(x,9), ..., hn(z,y))

immersiyonuyla tanimlanir. M yiizeyi minimaldir ancak ve ancak h;(z,y)

fonksiyonlar1 a;, as € R* ve by, by, ¢, d € R sabitleri ile

CoSs a1l

hi(z,y) = % {log + byu + bzv} + cu+ dv (2.14)

COS AV

bellidir (Verstraelen vd. 1994).

e 3—boyutlu Minkowski uzayi, L? = (R3, dz? + dy? — dz?) de ortalama egriligi
sifir olan spacelike yiizeylere maksimal yiizey denir. L3 uzaymdaki maksi-
mal yiizeyler, Kobayashi tarafindan birinci ve ikinci gesit Weierstrass-Enneper
formiilleri kullanilarak diizlem, katenoid, Enneper yiizeyi ve helikoide denk ol-
mak iizere simiflandirilmigtir (Kobayashi 1983). Son dénemlerde yapilan ¢alig-
malarla, n—boyutlu Minkowski uzay1 LL." de genellestirilmis 6teleme yiizey-
lerinin minimallik karakterizasyonu da spacelike ve timelike durumlar: igin

elde edilmigtir (Yang vd. 2018).

dx? + dy? + dzz) ..

5 mini-
z

mal 6teleme yiizeyleri incelenmis, uzayin yapisinin z—koordinatinin diger koor-

7

o Ust-yar1 uzay modeli: Hiperbolik uzayda H? = (Ri,



dinatlarla degisememe 6zelligi de baz alinarak iki tiir olacak sekilde tanim ver-
ilmigtir. Bunlardan ilk tiir icin minimal yiizey bulunamayacagi, ikinci tiirde ise

sadece diizlemlerin minimallik kogulunu sagladig1 elde edilmigtir (Lopez 2011).

e H"*! hiperbolik uzaymnda 6teleme hiperyiizeyleri icin genellestirilme yapilmis;
birinci tiir icin minimalligin saglanmadigl, ikinci tiirde ise Ispanyol matematik-
¢inin ti¢ boyutta kullandigi hesaplamardan farkli bir yontem kullanarak dii-
zlemden bagka var olan minimal 6teleme yiizeyleri icin genel karakterizasyon

elde edilmistir (Seo 2013).

o R3 uzaymm ds? = e?*dz? + e ?*dy* + dz? sol invaryant metrigi ile olugan
modeli, Sols uzay1 olarak bilinir. Bu uzayda 6teleme yiizeyleri ii¢ farklh tiirde
parametrelenmis ve minimallik kogullarini saglayan alt aileler elde edilmigtir

(Lopez ve Munteanu 2012).

e Son donemlerde ise 6teleme yiizeyleri egrilerin toplami diginda farkli tanimlarla
ele alimmistir. Ornegin, E* uzaymda 6teleme yiizeyleri bir egri ve bir yiizeyin
toplami olarak tamimlanabilir. Bu durumda ¢ boyutlu M &teleme yiizeyinin

parametrelendirmesi
y: I CR—RY u— (u,0,0, f(u))
egrisi ve
I':DCcR*—=RY, (v,w)— (0,v,w,g(v,w))
yiizeyi ile tanimlanan

F:IxD—RY (uv,w)— (u,v,w,f(u)+glv,w)) (2.15)

immersiyonu ile verilir, minimallik kosulunu saglayan alt tteleme ailesi igin

¢oztimler (Moruz ve Munteanu 2016)’de elde edilmigtir.

2.2 Homoteti Yiizeyleri

Tanmim 2.3 2z = f(z)g(y) olmak iizere X : U C E?* — E* : (z,y) — (x,9,2)

immersiyonu ile verilen yiizeye homoteti yiizeyi denir (Gray 1993).
8



Homoteti yiizeylerinin minimalligini aragtirma ashinda 6teleme yiizeylerinden 6nce
baglamistir fakat probleme resmi yaklagim ilk olarak Belgikali matematik¢i Ignace
Van de Woestyne tarafindan yapilmistir. Woestyne minimal yiizey arastirmalarina
3—boyutlu Minkowski uzayinda baglamig, (Van de Woestyne 1990) ve

(Van de Woestyne 1991)’de elde ettigi ¢oziimlerle ve bu uzayda daha énceden
(Kobayashi 1983)’de verilen sonuglarla birlikte maksimal yiizey teorisini tamam-
lamigtir. Daha sonra, helikoidin fonksiyonel yapisi ve Scherk yiizeylerinden ilham
alarak fonksiyon toplami yerine carpimini diisiinmiis boylece homoteti yiizeyleri
icin minimallik kogullarin1 ¢oziimlemistir. Sonunda, diizlemden bagka sadece he-
likoid yiizeyinin 3—boyutlu Oklid uzaymmda minimal homoteti yiizeyi oldugunu is-
patlamigtir (Van de Woestyne 1993). Dahasi, homotetik hiperyiizeylerin (n + 1)
boyutlu yari-Oklidiyen uzayda karakterizasyonlar: elde edilmis ve siradaki teorem

ile ifade edilmistir.

Teorem 2.1 M", L™ uzaymda non-dejenere minimal homoteti hiperyiizeyi ise
M™ ya bir hiperdiizlem ya da asagidaki hiper yiizeylerden biridir.

1,2,...,n+1"in permiitasyonu p ve C, D, a1, aa, p1, p2, p3, q ve L;, (1 < j < n) sabitler
olmak iizere;

L Zpmi1) = CeXi=1 Litni) Z?Zl 6p(j)L§ =0

i Zpnen) = () + ) tan (ampe) +0) Ep)Epnin = 1

i 2pni1) = (2p) + 1) tanh (2zp2) +0) , Ep)Epmen) = —1

V. Zpmin) = (Tp) + 1) coth (@2wpe) +4) 5 Epn)Epmin) = —1

V. Bp(uan) = (Capy + D) eXi=2 i, 370 6513 = 0

(zp) + 1) (Tpe) +12)

(3 + ps)
(Van de Woestyne 1995).

Vi Tpi1) = = » Ep(1)EPR)ER3)Ep(nt+1) = 1

Minkowki uzayindaki minimal homoteti yiizeyelerinin genellestirmesindeki son eksik
parca ise Saglam ve Sabuncuoglu’nun ¢aligmasi ile tamamlanmigtir.

Teorem 2.2 L"*! yari-Oklidiyen uzayinda biitiin lightlike homotetik hiperytizeyler

minimaldir (Saglam ve Sabuncuoglu 2011).



Yakin tarihte yaptiklar: homotetik yiizeylerin minimalligiyle ilgili ¢alismalariyla Jiu
ve Sun teorinin gelismesine biiyiik katk: saglamstir. Oklid uzaymda minimal ho-
motetik hiperyiizeylerin hiper diizlemler, kuadratik koniler, kuadratik konide yatan

silindirler ve helikoidde yatan silindirler oldugu elde edilmistir (Jiu ve Sun 2007).

2.3 Heisenberg Grup

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilan alt manifold ve iizerindeki Riemann metrigini

tanitip, minimal yiizey teorisinin buradaki uygulanabilirliginden bahsedilecektir.

Nobel 6diillii Alman fizik¢i Werner Heisenberg tarafindan kuantum mekanik sistem-
lerini tamimlamak i¢in kurdugu matematiksel yap1 Heisenberg grup olarak bilinir
(Heisenberg 1925). Gozlenemeyen biiyiikliikler i¢in verilen bu karakterizasyon 20.
yiizyilin fizik¢i ve tarihgilerini ¢ok sagirtmistir. Verilen karakterizasyonun ana ilham
kaynag fizikteki karsilik gelme kuramina dayanarak matrislerin degismeli olmayan
ozelliklerinin fiziksel yorumlamasi olarak kabul edilebilir. Matematiksel anlamda
matris teorisine ¢ok da agina olmayan Heisenberg’in yaklagimi (MacKinnon 1977)
ve (Aitchison vd. 2004) de yeniden inga edilmis ve Heisenberg grup yapisi Riemann

metrikleriyle birlikte tanimlanmigtir.

(2p + 1) boyutlu reel diferensiyellenebilir manifoldu Heisenberg grup; p x p birim

matris [,, A= (a1,a2,...,a,), B = (b, bs,...,b,) € R ve ¢ € R olmak {izere

1 A ¢
a=|o1 B (2.16)
0 0 1

(p 4+ 2) x (p + 2) tipindeki {ist tiggensel matrislerinden olusup kisaca H(p,1) ile

gosterilir. Matris carpimi altinda

1 A ¢ 1 A ¢ 1 A+A c+e+A-B
v o\ T
i lorn B |lor B |=0 1, <B+B) ,
00 1 00 1 0 0 1



1 A ¢ 1 -A A-B—-c¢ 1 0 0
i. o, B |lo 1, -B |=|01 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1

ozelliklerinden H (p, 1)’nin grup yapisina sahip oldugu bellidir.

Simdi p = 1 i¢in 3—boyutlu Heisenberg grubu Riemann metrik yapisiyla ele alalim.

Eger H(1,1) igin global koordinat sistemini
r=A, y=Bvez=c
kabul edersek, H(1,1) iizerinde
g = dz® + dy? + (dz — xdy)? (2.17)

sol-invaryant metrigi tanimlanir.
Boylece, H(1,1) de sol-invaryant vektor alanlarimin ortonormal bir baz

0 0 0 0

X — V= . 2.18
Y T et o (2.18)
elde edilir. O zaman manifold tizerindeki Levi-Civita konneksiyonu V
~ ~ -1
- - 1
Vyé{ = V¥ = §X (2.19)
~ ~ 1
VY = —VyX = 55

ve diger durumlarda sifir olur (Gonzalez ve Chinea 1989).
H(1,1) de bir M manifoldu i¢in { E}, E»} ciimlesi 7, M teget uzayimin bir bazi ve E,
F, G birinci temel formun bilegenleri olmak iizere yiizeyin ortalama egrilik fonksiyonu

_ Gg(N, @ElEl) — 2Fg(N, @EIEQ) + Eg(N, ?EzEg)

" 2(EG — F?)

(2.20)
ile tamimhidir (Thurston 1997).

Heisenberg grup iizerinde verilen (2.17) metrigi diginda farkli metrikler de tanim-
lanabilir. Simdiye kadar yapilan minimal yiizey aragtirmalarinda homojen Riemann
metrigi
1 2
G =dx® 4+ dy* + (dz + 5 (ydx — xdy)) (2.21)
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ile tamimli Nil3 uzay: olarak da bilinen Heisenberg grup yapisi kullanilmigtir

(Abresch ve Rosenberg 2005). Ilk sonuclar minimal yiizeyler icin Weierstrass gos-
terimlerinin simiflandirilmasiyla verilmisgtir (Inoguchi 2008). Daha sonra, minimal
yiizeylerin ortalama egriliginin sifir olma 6zelligi iizerinden ¢oziim (2.21) metriginin
yapisindan otiirii 6 farkli gekilde tanimlanan 6teleme yiizeyleri i¢in sonuglar elde
edilmistir (Inoguchi vd. 2012). Oklid uzaymda yapilan yaklagima benzer olarak bu-
rada verilen alt1 cesit Gteleme yiizeyi i¢in minimallik ¢oziimleri iki uzay egrisinin
toplami tanimindan yararlanilarak ele alinarak bazi ytizey karakterizasyonlar: ile

verilmigtir (Yoon vd. 2013).

2.4 Alternatif Coziim Metodlar:

Bir yiizeyin minimalliginin arastirilmasi i¢in bir ¢ok yontem mevcuttur. Bu boliime
kadar bahsedilen minimal yiizeylerle ilgili sonuclara farkli metrik uzaylarda, farkh
yontemlerle ulagilmigtir. Bu tezde (2.17) Riemann metrigi ile tanimli 3—boyutlu
Heisenberg grupta 6teleme ve homoteti yiizeylerinin minimalligi yiizeyin ortalama
egriliginin sifir olmas1 tanimi kullanilarak ele alinacaktir. Bu yaklagimla minimallik
kosullar1 non-lineer kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlenmesine indirgenmis ol-
maktadir. Oteleme yiizeyleri icin cesitli elemanter islemler ve diferensiyel denklem
¢oziim yontemleri kullanilarak minimallik kogullarinin ¢éziimleri elde edilmistir. Diger
yandan, homoteti yiizeylerinin her kogulu icin analitik ¢oziimiin elde edilmesinin
dogurdugu zorluktan o6tiirii baz1 problemler polinom halkalarinda ele alinmig, hatta
gerekli sartlarda basglangic deger problemleri olarak incelenip niimerik c¢oziimlere

ulagilmigtir.

Alman matematikgiler Carl David Tolme Runge ve Wilhelm Kutta tarafindan 1900’li
yillarda geligtirilen Runge-Kutta (RK) yontemleri adi diferensiyel denklemlerin ¢6ziim
yaklagimlar: i¢in kapali ve acik iterasyonlu yontemler ailesinin énemli bir tipidir.
RK yontemleri aslinda Euler yéntemi gibi tek adiml diferensiyel esitlik ¢oziim yon-
temlerinin temelini olusturmaktadir. Bu yontemlerin temelinde verilen diferensiyel
denklemin istenen bir noktadaki bagimli degisken degerini bulmaktir ve bunun igin
baglangic degerinin iizerine, tahmini yapilan egimle aralik biiyiikliigiiniin carpimi ek-

lenmektedir. Bu calismada ise bu yéntemlerden ikinci mertebeden diferensiyel den-
12



klemlerin ¢oziimii i¢in kullanilan Runge-Kutta-Nystrom (RKN) yoéntemiyle niimerik

yaklagim yapacagiz.

RKN yontemi algoritmasi 1 = xg + h, xo = xo + 2h, ..., xxy = xg + Nh olmak iizere
N esit aralikli noktalarda y" = f(z,y,v'), y(xo) = vo, ¥'(x0) = vy baslangig deger
probleminin ¢oziimiinii hesaplar. Burada f fonksiyonu [z, zy] araliginda tek bir
¢oziime sahiptir. x,.1 = 2o + (n + 1)h, 0 < n < N noktalar i¢in gizelge 2.1’den

belli olan algoritmanin dort adima:

4 4
ki = f (xn + Ciha Yn T+ Czhyfn + h2 Z C_Lijkj, y; + hz (Iijk,’j) , 1<:<4 (222)

Jj=1 Jj=1

olup y(zn41) ve ¥'(x,41) igin yaklagik degerler sirasiyla

4
Yntl = Yn T hy,’l + h? Z Z_ijij (223)
j=1
ve
4
Vo1 =Un+h Y bik; (2.24)
j=1

dir (Hairer ve Wanner 1973).

Cizelge 2.1 RKN Algoritmasi Katsayilar Tablosu

010

1|1 1

“ 5% D
Qi Qi

L 0 I

@ 913 2
1

cgu 110 0 = 0 0 1
2

_ 1 1 1 1 2 2 1

=l 66 Y1666 6 T
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3. 3-BOYUTLU HEIiSENBERG GRUPTA MINIiMAL OTELEME
YUZEYLERI

Bu boliimde 3-boyutlu Heisenberg grupta 6teleme yiizeyleri tanimlanip, minimallik
kosullar1 elde edilerek, coziimleri verilecektir. Ayrica coziimler Oklid geometrisi
bakig agisiyla yorumlanip, orneklerle agiklanacaktir. H(1,1), 3-boyutlu Heisen-
berg grubun metrik ozelliklerinden koordinat fonksiyonlarinin izometrik olmamasi

gozoniine alindiginda bu uzayda tteleme yiizey tanimi agagidaki gibi verilir.

Tamm 3.1 H(1,1) Heisenberg uzaymda M oteleme yiizeyi F : U C R? — H(1,1)

immersiyonu ile

F(u,v) = (u,v, f(u) +g(v)),  (Tip I) (3.1)
veya

F(u,v) = (u, f(u) + g(v),v),  (Tip IT) (3.2)
veya

F(u,v) = (f(u) + g(v),u,v), (Tip III) (3.3)

olarak f ve g tiirevlenebilir fonksiyonlariyla ii¢ farkl sekilde tanimlanir.

M yiizeyinin T, M teget uzayimin bir baz1 {F,,, F, } ve yiizeyin birinci temel formunun
bilesenleri
E=g(F., F.), F=g9(F.,F), G=g(F,,F) (3.4)

olmak iizere (2.20)’den yiizeyin ortalama egriligi H

Gg(N,Vz F.) —2Fg(N,VzF,) + Eg(N,VzF,)

H = 3.5
2(EG — F?) (3:5)

denklemiyle ifade edilir. Dolayisiyla M yiizeyi i¢in minimallik kogulu
Gy(N, Vi, Fu) = 2Fg(N, V5, F,) + Eg(N, V5, F,) =0 (3.6)

dir.
Simdi 6teleme yiizeyinin ii¢ durumu i¢in minimallik kosullarini arastiralim.

14



3.1 Tip I - Minimal Oteleme Yiizeyleri

H(1,1) uzaymda F(u,v) = (u,v, f(u)+g(v)) formunda parametrelenmis M teleme
yiizeyi i¢cin minimallik kogulunu elde edelim.

M yiizeyinin teget uzayi
Fo=X+f(w)éveF, =Y + (¢ (v) —u)é (3.7)
vektorleriyle gerilir. Yiizeyin birim normal vektorii ise
N =~ (<X - (g () —w)Y + (339
a? =1+ f'(u)? + (¢'(v) — u)? ile ifade edilir.
Birinci temel form katsayilari

E =1+ f'(u)?
F = f(u)(g'(v) —u) (3.9)
G=1+(¢'(v)—u)?
ve yiizey iizerindeki Levi-Civita konneksiyonun bilesenleri
Ve Fu=—F @)Y + ["(u)é
Ve Fo =19 (v) —ulX + ¢" ()¢ (3.10)
Ve o= 5 @)X - (0(0) — w)Y —¢]

dir. Oyleyse (3.6) denklemiyle verilen minimallik kogulu
f'(u) +g"(v) + f(W)[g'(v) = u]* + f'(w)?g"(v) + f'(W)[g'(v) —u] =0 (3.11)
olarak elde edilir.

Tip I minimal 6teleme yiizeylerini bulmak igin (3.11) kismi tiirevli denkleminin
coziimleri olan f(u) ve g(v) fonksiyonlarim elde etmeliyiz. Oncelikle f/, f”, ¢’ ve g”
fonksiyonlarinin her noktada sifirdan farkli olduklarini varsayalim. (3.11) denklem-

inin sirasiyla v ve v degigkenlerine gore tiirevleri alinirsa

f/// g/// B i i 2 f///
2 <f/f// + g/g//> - q (f/ + f/f// ) <3'12)
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elde edilir. (3.12) igin aym iglem yani sirasiyla u ve v degigskenlerine gore tiirev alma

l / l 2uf/l/ /_
() G 5) =0 (349)

bulunur ve ilk terim sifir olamayacagindan bir ¢; € R sabiti ile

tekrarlanirsa

i Quf/// B
f/ + f/f// =a (314)

saglanir. (3.12) ve (3.14) denklemlerinin kombinasyonu ile

" n
/ S g

ren / ! 1
' 29 gy

elde edilir. Dikkat edilirse (3.12) de esitligin sol kismi u degigkenin bir fonksiyonu

(3.15)

iken sag kisim v degiskenin bir fonksiyonudur. Dolayisiyla ¢y, c3 € R sabitleri ile

ﬂ:%ﬁ+@ (3.16)
ve

gl// C]_

? = 5 — ng, (317)

esitlikleri mevcuttur.

Simdi (3.16) ifadesini (3.14) denklemine gerekli iglemlerle yerlestirirsek sonugta

1
= 3.18
! c1 — 2cou ( )

oldugu goriiliir. Ayrica f” # 0 oldugundan ¢, sabiti sifirdan farkl olmak zorundadir.
f fonksiyonun tiirev degerlerinin (3.16) denkleminde yerine konmasiyla
8caczu’® — 8cieacsu + 2¢iez — 3cg = 0 (3.19)

formundaki v degiskenin ikinci dereceden fonksiyonu elde edilir. Polinomun biitiin
katsayilar: sifirlanmalidir, dolayisiyla ¢y sifirdir. Sonucta bu durum f” # 0 kabuliiyle
celisir.

Diger taraftan, eger her noktada f” # 0 fakat f’(up) = 0 olacak sekilde bir uy €
(ug —€,u9+¢€), € > 0 i¢in benzer geligki ¢ fonksiyonu i¢in de elde edilir. Dolayisiyla

(3.11) minimallik kogulu f” = 0 veya ¢” = 0 kogullar1 altinda incelenmelidir.
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1. Kabul edelim ki f(u) = Au+ B, A, B € R bir afin fonksiyon olsun. (3.11)

denklemi

(1+ A% g" + Ag' = Au (3.20)

haline gelir. Agikca goriiliiyor ki A sifir olmahdir ve g” = 0 elde edilir.
Boylelikle, Tip I minimal yiizeyi olarak F(u,v) = (u,v,av +b), a,b € R

diizlemi elde edilir.

2. Eger g fonksiyonunu afin olacak bi¢imde yani g(v) = av + b, a,b € R kabul

edersek (3.11) minimallik kogulundan
[1+(a—w?] f'+(a—u)f =0 (3.21)

elde edilir.

(3.21) diferensiyel denkleminin ¢oziimii ¢, cs € R olmak iizere

flu) = [(u—a) 1+(u—a)2—log< 1+(u—a)2—(u—a))] + ¢
(3.22)
dir. Burada ayrica, (3.22) esitliginde ¢; sabitinin sifir degeri i¢in, minimal

yiizey olarak (u, v, au + b) denklemiyle belli olan diizlem ele edilir.

Boylece, Tip I cteleme yiizeylerinin minimallik durumunu aciklayan teoremi vere-

biliriz.

Teorem 3.1 H(1,1), 3—boyutlu Heisenberg uzayinda Tip I minimal steleme yiizey-

lerinin denklemi a, b, ¢ € R olmak {izere

F(u,v) = (u,v,c [(u —a)\/1+ (u—a)®—log < 1+ (u—a) — (u— a))]+av+b)
(3.23)
dir.

Ornek 3.1 a = 1, b = 1 ve ¢ = 1 degerleri icin (3.23) parametresiyle verilen

Fi(u,v) Tip I minimal 6teleme yiizeyini olugturan fonksiyonlar g;(v) = v + 1 ve

filu) = (u—1)1/1+ (u—1)* —log ( 1+ w—1)0°—u+ 1> dir. Dahast Fi(u,v)
17



yiizeyi d; = (0, v, g1) dogrusunun o = (u, 0, f1) uzay egrisi boyunca kendine paralel

hareketiyle olusur ve Oklid anlaminda bir silindir yiizeyi belirtir. Oyleyse

ve

Sekil 3.2 Fj(u,v), Tip I minimal 6teleme yiizeyi
grafikleri elde edilir.

3.2 Tip II - Minimal Oteleme Yiizeyleri

3—boyutlu Heisenberg uzayinda M oteleme yiizeyi F(u,v) = (u, f(u) + g(v),v)
parametresiyle verilsin. T,M = Sp{F,, F,} olmak lizere

Fo=X~+ ()Y —uf(w)é ve F, =g (0)Y + (1 —ug'(v))E (3.24)

dir. M yiizeyin birim normal vektorii p? = f'(u)? + ¢'(v)* + (1 — ug’(v))? ile
1
N=2 (f' (W)X = (1= ug'(v))Y + ¢'(v)§) (3.25)

ifade edilir.

Gerekli iglemlerle (3.6) denklemi sonucu M, Tip II 6teleme yiizeyinin minimal olmasi

icin gerek ve yeter kogul

o+ Q=g + g 1+ A+ + fg L —ug] =0 (326)
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olur. Onceki boliimde yapilan iglemlere benzer olarak burada (3.26) kismi diferen-

siyel denkleminin coziimleri elde edilecektir.

g'g" # 0 kosulu altinda v degiskenine gore (3.26)’in tiirevi alinirsa

g/// 2\ 12 1 ! " 2 " A
(Q,g,,) 1+ @ +u)f H(?) [f = 2uf ) +2[(1+a?) f" —uf] =0 (3.27)

elde edilir.

v degiskenine gore (3.27) denkleminin tiirevini bulup belirli diizenlemeler yaptiktan

sonra c,c; € R sabitleri ile agagidaki denklemler elde edilir.

g _°
g,g” = g, + C1 (328)
2uf’ — f =c[1+ (14 u?)f7] (3.29)

Ayrica (3.28) ve (3.29) denklemlerinin (3.27) ile kombinasyonuyla
2[uf — (1+u?) f] = a1 [L+ (14 u?) f?] (3.30)
bulunur.
Minimallik kogulu, (3.26) denklemini yeniden
g [1+ @+ P+ 4 [f —2uf+ g% [L+a®) [ —uf ]+ =0 (3.31)
ile ifade edelim.

(3.29) ve (3.30) ifadelerinin (3.31) denklemine yerlestirilmesiyle

[1 4 (1 + u2)f'2] (g// _ Cg, . %ga) + f// =0 (332)

elde edilir. Burada terimleri v ve v degiskenlerine gore inceleneyerek, asagidaki

cikarimlar1 £ € R sabitinin varligiyla yapabiliriz.

g" —cq — %g’2 =k (3.33)
ff=—k[1+(1+u*)f?] (3.34)
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(3.29) ve (3.30), (3.34) ile birlikte diisiiniiliirse

[+ (c+2uk) [1+ (1 +u?)f?] = 0

2uf' — [ep =2k (1+ )] [1+ (1 +u?)f?] = 0
denklemlerine doniisiirler. Eger f’ # 0 ise iki denklem
¢ — 2k (14 u®) + 2u (c+ 2uk) = 0 (3.35)

ile v degiskeninin ikinci dereceden bir polinomunu temsil ederler. Burada kat-
sayilarin sifirlanmasiyla k, ¢ ve ¢; sabitlerinin sifir olmasi1 zorunlulugu ortaya gikar.
Dolayisiyla f* = 0 olup, celigki elde edilir. Diger taraftan, f’ lokal olarak sifirsa g
lineer fonksiyon olur ve ¢’¢” # 0 kosulu ile tekrar geligki elde edilir.

Sonugta minimallik kogulunun ¢oziimii i¢in ¢” = 0 yani g(v) = av + b, a,b € R

olmasinin gerekliligi acgiktir. Boylece (3.26) denklemi
(1 —au)®+a?] f"+a(l—au) f =0
olur.

e Eger a =0 ise f fonksiyonu lineerdir.

e Eger a # 0 ise o halde f(u) = \/ a2 + (au — 1)* olmak iizere f fonksiyonu
f(u) = e [(au—1) f(u) + a®log (au — 1+ f(u))] + ca. (3.36)

dir.

Tip II 6teleme yiizeylerinin minimalligi ile siradaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2 3—boyutlu Heisenberg uzayinda Tip II minimal 6teleme yiizeylerinin

denklemleri
e Diizlemler: F(u,v) = (u,au+b,v), «,b€ R ve
e Silindirler: a € R\{0} ve f(u) fonksiyonu (3.36) denklemini saglamak iizere

F(u,v) = (u, f(u) + av,v) (3.37)
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dir.

Ornek 3.2 a = 2, ¢; = 1 ve ¢, = 1 degerleri icin (3.36) parametresiyle verilen
fa(u) ve go(v) = 2v fonksiyonlariyla belli olan Fa(u,v) = (u, fa(u) + g2(v),v) Tip
IT minimal teleme yiizeyi dy = (0, ¢g2,v) dogrusunun ay = (u, fo,0) uzay egrisi
boyunca kendine paralel hareketiyle olusan bir silindir yiizeyidir ve grafikleri

200 |

Sekil 3.3 as(u) uzay egrisi

Sekil 3.4 Fy(u,v), Tip II minimal 6teleme yiizeyi
dir.
3.3 Tip III - Minimal Oteleme Yiizeyleri

H(1,1), 3—boyutlu Heisenberg uzayinda F(u, v) = (f(u)+g(v), v, u) parametresiyle
verilen M 6teleme yiizeyinin minimallik kogulunu aragtiralim. Yiizeyin teget diizlemi

T, M nin bir baz1 ve normal vektorii

Fo=g' W)X +Y = (f(u) +9(v))¢ (3.38)
=X+ [g'(0) + f'(w)(f (u) + g(w)] Y + f/(w)¢]

gl

1

1
/2 .

olup 1 = [1+ f'(u)” + [¢/ (v) + f(u)(f(w) + g(v))]"] " dir.
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(3.6) denklemindeki gerekli elemanlarin Tip III steleme yiizeyi i¢in elde edilmesiyle

minimallik denklemi
P g+ o]+ L+ A1+ 2 () + g =0 (339)
dir.
(3.39) denkleminin sirasiyla u ve v degigkenlerine goére tiirevleri alinirsa
20" [f + g+ 9"+ 211" 29+ g"] + f'g" = 0 (3.40)

elde edilir. Burada f”¢' teriminin sifirdan farkli oldugunu kabul edersek (3.40)

siradaki denkleme denktir,

2f/f// g/// f// g//

Tekrar sirasiyla v ve v degiskenlerine gore tiirevleri alinirsa
f// ! g// ! 2f/f// 4 g/// / - 3 49
rm =)t " )T (3.42)
f g 4 9

Simdi (3.42) denklemini gesitli durumlara ayirarak incelememiz gerekmektedir.

elde edilir.

1 £ 7

A. Kabul edelim ki Iz ve = terimleri sabitten farkh fonksiyonlar olsun. O
g
zaman c, ¢y, ca € R olmak {izere
1 ! rn
% = QCff{/ + (343)
ve
g/// g/l

elde edilir.
(3.43) ve (3.44) esitliklerinin (3.41)’de yerine yazilmasiyla

f/f// " gll
f+(2+02) f/// + (g—Irg )+Cl2_g’ =0 (345)
bulunur. Burada diger bir A € R sabiti ile
! £
fr@te)’ ff = (3.46)
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ve
"

20g+4") + 01% = —2) (3.47)

elde edilir.

. ¢ # 0 olsun. (3.43) ve (3.46) birlestirilmesiyle x = 2cA 4 ¢1(2 4 ¢2) ve y = —2¢

olmak {izere
A—f
- 3.48
/ r4+yf ( )

bulunur. Dahas:
—(@+ M) (A= f)
(x+yf)’

= (3.49)
dir.

(3.43)’nin integrallenmesiyle
ff=cf?+af'+a, a€eR (3.50)

elde edilip, (3.48) ve(3.49) tiirev degerleri burada yerine yazilirsa f(u) fonksiy-
onunun f{i¢lincii dereceden bir polinomu elde edilir. Polinomlar teorisinden en
az bir reel kokiin varligi asikar oldugundan, celigkiyi onlemek i¢in polinomun
biitiin katsayilar1 sifir olmak zorundadir. Boylece a = 4ic’ xr = 2cA olur ve

x4+ Ay = 0 dir. Sonugta f” = 0 olup bu durum hipotezimiz "¢ # 0 ile geligir.

" "

. Eger c =01ise 4 = c; ve = = ¢, dir. Ayrica
g

f/l/
1

f+2+e)af =X ve (g+g")+cl%:—2/\, AeR (3.51)

dir. Buradan takiben f” 4 (2 4 ¢3) ¢1 f” = 0 dir, boylece ¢1(3+ o) f” = 0 elde
edilir. Hipotez geregi ¢; sifirdan farkli oldugundan ve f” sifir olamayacagin-

dan, co = —3 dir. Boylece
9"=-3g+p8, PBER (3.52)
bulunur. Elde edilen verileri kullanarak (3.51) denklemlerini
foaf =\ (3.53)
ve
/ B —3g

D PRy}
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olarak yazabiliriz.

(3.54) ifadesi (3.52) de kullanilirsa

2 (B4 6))

29—6-20°) 5

(B—39) |1~—

elde edilir. Bu esitlik g fonksiyonunun sabit oldugunu belirtir ki bu da "¢’ # 0
ile celigir.

1

B. Eger Iz sabit fonksiyon ise (3.42) esitliginden agagidaki gikarimlar yapila-
bilir.
"
° W sabit fonksiyondur, dolayisiyla f’ de sabit fonksiyon olmak zorundadir

ve bu durum f"”¢" # 0 ile celisir.
/i
e ya da — sabittir.
g

1 ren 1 "

ai,as € R igin I = a; ve = = ap olsun, ayrica — = a2 dir. (3.41)
g 9
denklemini kullanarak ¢ € R i¢in asagidaki esitlikleri elde ederiz,
a "
f+ 22ij” =cve g+¢'=-a (2+a3) —c (3.56)
a10a9

(3.56) de ilk denklemi f’ ile carparsak [ = elde ederiz, buradan

2(c—f)
ata’

"= ﬁ dir. Diger yandan, f'f” = a,f"” oldugundan f”? = a,f” + «,
C —

a € R dir. Boylece

(c — f)ala3 = 2a3a3 + 4a(c — f)? (3.57)

bulunur. Dahasi her u degiskeni igin (3.57) polinomunu saglayan f fonksiy-
onun varhgmdan o = 0 ve ay = 0 (a; sifirdan farkh oldugundan) olmalidur.

Dolayisiyla, (3.56) dan f = ¢ elde edilir ki boyle bir ifade miimkiin degildir.

Buraya kadar "¢’ # 0 hipotezi altinda yapilan iglemler de minimallik kogulunu
saglayan f ve g fonksiyonlar:1 bulunamamigtir, bu nedenle M— Tip III &teleme

yiizeyinin minimal olabilmesi i¢in f"”¢’ teriminin sifir olmasinin gerekliligi asikardir.
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C. g(v) = a sabit bir fonksiyon olsun. Dolayisiyla (3.39) minimallik kogulu f

fonksiyonun ikinci dereceden lineer olmayan diferensiyel denklemine doniisiir,
'L+ (f +a)’l+ f2(f +a) =0. (3.58)
(3.58) diferensiyel denkleminin kapali ¢6ziimii tanimladigimiz
I(z) = 2vV1 + 22 4 log (x + m) (3.59)
fonksiyonu yardimiyla kq, ks € R olmak iizere
I(f(u)+a)=ku+ ke (3.60)
elde edilir.

D. Kabul edelim ki f” = 0, yani f(u) = au® + bu + ¢, a,b,c € R olsun. f
fonksiyonunun ve tiirev degerlerinin minimallik koguluna yazilmasiyla (3.39)
denklemi katsayilar1 v degiskenine bagl olan u degiskeninin dordiincii dereden
bir polinomu halini alir. Birgok u degeri i¢in denklemin saglanmasi gerektigin-
den, katsaylarmn sifir olma zorunlulugu aciktir. Polinomun bas katsayist 6a®

dir. Dolayisiyla a = 0 olup,
g1+ +b*(bu+c+g)+bg =0 (3.61)

elde edilir.
(3.61) u degiskenin lineer bir denklemini ifade eder, ilk duruma benzer olarak

¢oziimlerin varligi icin b = 0 olmalidir. Sonug olarak g bir afin fonksiyondur.

Tip III minimal 6teleme yiizeylerini bulmak i¢in yaptigimiz biitiin hesaplamalar:

ozetlemek adina siradaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.3 3—boyutlu Heisenberg uzayinda, Tip III tteleme yiizeyleri agsagidaki

kosullar sagladigi durumlar i¢in minimaldir.
i. Flu,v) = (av+bv,u), a,beR,
ii. k1, ke € R ve I fonksiyonu (3.59) tanimiyla olmak iizere

Fu,v) = (I (kyu+ k), v, u). (3.62)
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Ornek 3.3 (3.59) esitligiyle verilen I fonksiyonu ile a = 1, k; = 1 ve ky = 0 icin

elde edilen

u=(f3+1) 1+(f3+1)2+log<1+f3+ 1+(f3—|—1)2>

f3(u) kapali fonksiyonuyla (3.62) egitliginde verilen F3(u, v) Tip III minimal tteleme

yiizeyi elde edilebilir. Ayrica yiizey taban egrisi az = (f3,0,u) ve dogrultmani

(0,1,0) olan bir agik silindir belirtir.

Sekil 3.5 a3(u) taban egrisi

Sekil 3.5’ den anlagilacag tizere F3(u,v) minimal yiizeyinin goriintiisii sekil 3.2

veya gekil 3.4°de verilen silindir yiizeylerine benzer.
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4. 3-BOYUTLU HEIiSENBERG GRUPTA MINiMAL HOMOTETI
YUZEYLERI

Tamim 4.1 H(1,1), 3—boyutlu Heisenberg uzayinda M homoteti yiizeyi F : U C

R? — H(1,1) immersiyonu ile f ve g tiirevlenebilir fonksiyonlariyla ii¢ farkh sekilde

tanimlanir:

F(u,v) = (u,v, f(u)g(v)),  (TipI) (4.1)
veya

F(u,v) = (u, f(u)g(v),v),  (Tip II) (4.2)
veya

F(u,v) = (f(u)g(v),u,v), (Tip III) (4.3)

M yiizeyinin T, M teget uzaymn bir bazi {F,,, F,} ve birim normali N olmak iizere,

M yiizeyinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Gy(N, V5, Fu) = 2Fg(N, V5, F,) + Eg(N, Vi, F,) = 0 (4.4)
dir.

Bu boliimde 3—boyutlu Heisenberg grupta verilen ii¢ tip homoteti yiizeyi igin (4.4)
minimallik kogulu aragtirilmigtir. Yapilan hesaplamalar sonucunda elde edilen sart-
lar gozoniine alindiginda tteleme yiizeylerindeki islemlerden farkli olarak problemler
polinom halkalarinda uygulanmistir. Dahasi, bu boliimde gerekli goriilen denklemler
icin niimerik coziimler elde edilmigtir. Simdi sirasiyla yiizeylerin minimallik duru-

munu inceleyelim.
4.1 Tip I - Minimal Homoteti Yiizeyleri

H(1,1) uzaymnda F(u,v) = (u,v, f(u)g(v)) formunda parametrelenmis ) homoteti
yiizeyi i¢cin minimallik kogulunu elde edelim.

M yiizeyinin teget uzayimin bir bazi

Fu=X+f(wg(v)§ ve Fo =Y + [f(u)g'(v) —u]§ (4.5)
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vektorlerinden olusur. Yiizeyin birim normal vektorii ise o = 1 + [f'(u)g(v)]” +

[f(u)g' (v) — u]® olmak iizere

N =~ [f(w)g)X + (f(u)g'(v) —u)Y —¢] (4.6)

Q|+

dir. Gerekli iglemlerin ardindan (4.4) denklemiyle verilen minimallik kogulu

f"w)g)L+ (f(w)g'(v) = uw)’] + f(u)g"(v) [L+ f'(u)?g(v)’] +
f'(w)g() [f (w)g'(v) —u] [1 = 2f'(u)g'(v)] =0

(4.7)

elde edilir.

(4.7) ikinci dereceden lineer olmayan kismi tiirevli denkleminin ¢oziimiinii fonksiyon
degerleri i¢in 6nce f(u) = Z%’Ui sonra g(v) = ijvj , a;,bj € R, polinomlar:
i=0

= 7=0
kullanilarak incelendiginde her iki durumda da ¢oziimler i¢in f ve g fonksiyonlarinin

afin olmasi kosulu ortaya ¢gikmistir.
1. (4.7) minimallik kogulu f(u) = cu +d, ¢,d € R igin

cu [(1+c2g)g" + g(1 = 2¢¢')(cg’ = 1)] +d[(1 + *¢*)g" + cgg' (1 — 2¢4')] = 0

(4.8)
katsayilar1 v degiskenine bagl olan u degiskenin lineer fonksiyonuna indirgenir.
Dolayisiyla denklem ¢oziimlerinin elde edilmesi igin katsayilarin sifir olmasi

gerekmektedir. Sonuglar gesitli adimlarla ele alalim.

l.a. Eger ¢ = 0ise dg” = 0 olup g(v) afin fonksiyonu elde edilir. Tip I minimal

homoteti yiizeyi olarak F(u,v) = (u,v,av+0b), a,b € R diizlemi bulunur.
1.b. ¢,d € R\{0} icin (4.8) kosulu
(1+¢%g%)g" +g(1 —2cg')(cg' —1) =0 (4.9)

ve
(1+2¢%)g" + cgg' (1 —2cg') = 0 (4.10)
denklemleri ile miimkiindiir.

(4.10) esitligi (4.9) de yerine yazilirsa

g =— (4.11)



bulunur.
Dolayisiyla f(u) ve bas katsayisi (4.11) kogulunu saglayan g(v) lineer

fonksiyonlari ile
uv
F(u,v) = (u,v,? —i—ozu—i—ﬁv—i—v) , a,v€R, peR\{0}

semer yiizeyi formundaki Tip I minimal homoteti yiizeyleri elde edilir.

l.c. ¢ € R\{0} ve d = 0 ise minimallik kogulu i¢in (4.9) ikinci dereceden
lineer olmayan diferensiyel denkleminin ¢oziimleri bulunmalidir. Agikca
goriiliiyor ki, eger ¢/ = 2ic veya ¢ = % ise minimallik kosulu saglanir
sirasiyla , F(u,v) = (u,v, UQ—U - a1u> ve F(u,v) = (u,v,uv + agu) , ai,as €
R formunda Tip I minimal homoteti yiizeyleri elde edilir.
¢’ fonksiyonun bu durumlar: elenerek, ¢'(u) = y(u) fonksiyon déniistimii

ile (4.9) de indirgeme yapihinca A = 1 + a(1 + ¢*¢?), a € R olmak iizere

yzé{A+wAquﬂ (4.12)

veya
g:-p— Am—n} (4.13)
elde edilir.

(4.12) ve (4.13) egitliklerinde ¢’ fonksiyonun reel degerlere sahip oldugu

araligin belirlenmesi icin g fonksiyonun doérdiincii dereceden polinomu

olan A(A — 1) teriminin kokleri incelendiginde gereken kogulun
-1<a<0 (4.14)

oldugu belirlenmistir. Dolayisiyla belirlenen araliktaki a degerleri ile
(4.12) ve (4.13) denklemlerinden minimallik igin gereken ¢ fonksiyon

¢oziimleri agagidaki iki durumla belirlenir:

e a = —1 icin ¢dziimler

2

g
g+ /92+C2g4

2+C2 4
kl—i—v—cg—l—%—i—log

), kieR  (4.15)
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ve

2 2 44
kg—v:—cg+M+log< ke € R (4.16)
g

2
9
g+Vg? +ng4> ’

olarak elde edilir.

a € (—1,0) ise F' birinci tiir eliptik integral, E ikinci tiir eliptik integral ve

ni,ne € R olmak iizere (4.12) denkleminin ¢oziimii

b= cgi (;+1) [( )E (@Arcsmh(cg)‘ a )

a+l (4.17)
—F [ iArcsinh(cg)
ve (4.13) denkleminin ¢6ziimii
1 s . a
ng+v= ¢g—i—m—— [(a +1)FE (ZATC sinh(cg) ‘ )
vala+1) a+l (4.18)

—F (zArcsmh cg ’—)]

diir.

Dikkat edilirse, a = 0 degeri i¢gin ¢ = % fonksiyonu bulunur. Oyleyse,
elde edilen sonuglar dogrultusunda Tip I minimal homoteti yiizeyleri (4.15),
(4.16), (4.17) veya (4.18) esitliklerini saglayan g(v) fonksiyonlar ile F(u,v) =
(u, v, cug(v)) olarak elde edilmigtir.

. g(v) = av+b, a,b € R lineer fonksiyonu i¢in (4.7) minimallik kogulu f fonksiy-

onun ikinci dereceden lineer olmayan diferensiyel denklemi olarak elde edilir:
"I+ (af —w)?] + f(af —u)(1 —2af") = 0. (4.19)
2.a. g(v) bir sabit fonksiyon ise (4.19) denklemi
f'+u?) —uf =0

degiskenlerine ayrilabilir diferensiyel denklemine doniigiir. Gerekli hesapla-

malar sonucunda f(u) fonksiyonu

flu) =¢ [um—l—log (u + mﬂ +co, c1,c0 € R (4.20)

elde edilir.
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1 1

2.b. Eger a # 0 ise oncelikle f(u) = —u ve f(u) = gputece R afin fonksiy-
a a

onlar i¢in (4.19) kosulunun saglandig1 agiktir ve yiizeylerin denklemleri

1.b ve 1.c boliimlerinde ifade edilmistir. f fonksiyonu icin bu iki durumu

elimine edersek (4.19) ¢oziimii igin y(u) = af(u) — u degisken degisimi ile

Y =M1+ 14+ VXA +2) [ NA+y2) —1] (4.21)

ve

Y =M1+y") 1= VAL +y2) N1 +32) — 1] (4.22)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin reel ¢oziimlerinin varligir A = 0

veya 0 < A < 1 sabitleri ile (4.21) denklemi i¢in y < — fonksiyon
y y .. [1T=A I—A
deger araligi, ayrica (4.22) denklemi igin y 4 <y< — — deger
araligi ile miimk{indiir.
e A= 0isey = —1 olup f bir sabit fonksiyondur. Tip I minimal 6teleme yiizeyi

olarak F(u,v) = (u,v,av + ), «, B € R diizlemi elde edilir.

e )\ € (0,1) igin ¢1,c9 € R, F' birinci tiir eliptik integral, £ ikinci tiir eliptik

integral olmak {izere (4.21) ve (4.22) denklemlerinin ¢oziimleri sirasiyla

Gu= yri— [F <iArcsinh(y) ‘%)
+(A = ;(2 (2'27’0 sinh(y) ‘ﬁ)f 1 (4.23)
) @-v=¥- Z;_ {F (iArcsinh(y) ‘%)
+(\ \/mrc sinh(y) ‘ % )f 1 (4.24)
bulunur.

e )\ = 1 ise minimallik kogulunu saglayan fonksiyon c¢oziimleri

2

v
NV

1,2
k1+u:—y—|—yT+y—|—log< ), ki e R (4.25)

ve

vty Y
ky—u=y+-——+log| —F— |, k€eR (4.26)
y (y+\/y4+92>
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dir.
Dolayisiyla, elde edilen diger ¢oziimlerden farkl olarak (4.23), (4.24), (4.25)
veya (4.26) egitliklerini saglayan f(u) fonksiyonlar ile

Flu,v) = (u,v, (av +0) f(u))
Tip I minimal homoteti yiizeyleri elde edilir.

Sonug 4.1 (4.1) formunda tammlanan Tip I homoteti yiizeyi f(u) veya g(v) fonksiy-
onlariin sabit olma durumunda Tip I 6teleme yiizeyine doniigiir. Dolayisiyla, 1.a
ve 2.a boltimlerinde elde edilen sonuclar, Teorem 3.1 de gerekli kogullarin uygulan-

masiyla da elde edilebilir.

Sonug 4.1 ve konulan kosullar altinda elde edilen ¢oziimler ile Tip I homoteti yiizey-

leri i¢in siradaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.1 3—boyutlu Heisenberg uzayinda Tip I minimal homoteti yiizeylerinin

denklemleri

e Diizlemler: F(u,v) = (u,v,av + 5), a, 5 € R,

e Tip I 6teleme yiizeyleri: f(u) veya g(v) fonksiyonlarindan biri sabit fonksiyon
ise,
: uv
e Semer yiizeyleri: F(u,v) = (u, iy + au + bv + c) veya F(u,v) = (u, v, uv +

{a,a,b,c} € R

e ¢ € R\{0} ve g(v) fonksiyonu (4.15), (4.16), (4.17) veya (4.18) esitliklerinden
birini saglamak tizere

F(u,v) = (u,v, cug(v))

e i e R\{0}, beR ve f(u) fonksiyonu (4.23), (4.24), (4.25) veya (4.26) esitlik-

lerinden birini saglamak iizere
Flu,v) = (w0, (@v +5) f(w)

dir.
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Ornek 4.1 z = (g + 1) (v+1), 20 = u (v + 1) fonksiyonlar: ile tamimh F; (u, v) =
(u,v, z1) ve Fa(u,v) = (u, v, z2) semer yiizeyleri ii¢ boyutlu Heisenberg grupta min-

imal homoteti ytizeyi belirtir.

Sekil 4.1 Fi(u,v), Tip I minimal homoteti yiizeyi

Sekil 4.2 F(u,v), Tip I minimal homoteti yiizeyi

Ornek 4.2 k =0, ky =0, ¢ = 1 icin (4.15), (4.16) denklemlerini saglayan fonksiy-
onlar sirasiyla g;(v) ve go(v) olmak iizere H(1,1) Heisenberg grupta minimal ho-

moteti yiizeyleri F3(u,v) = (u,v,ug1(v)) ve Fy(u,v) = (u,v,ug2(v)) elde edilir,
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grafikleri sirasiyla gsekil 4.3 ve sekil 4.4’de verilir.

Sekil 4.3 F3(u,v), Tip I minimal homoteti yiizeyi

i

Sekil 4.4 F4(u,v), Tip I minimal homoteti yiizeyi

4.2 Tip II - Minimal Homoteti Yiizeyleri

H(1,1) uzaymda F(u,v) = (u, f(u)g(v),v) parametresiyle tanimlanan M, Tip II
homoteti yiizeyi i¢in minimallik kogulunu elde edelim.

M vyiizeyinin teget uzayimin bir bazi
Fu=X+ fu)g)[Y —ug ] ve F = f(u)g'(v) [Y —ug] +§ (4.27)

ve normal uzay1 = [(f’(u)g(v))Q + (f(u)g (v)* + (1 - uf(u)g’(v))z] Y2 olmak tizere
1

N=3 [/ (w)g()X = (1= uf(u)g' (0))Y + f(u)g'(v)¢] (4.28)

vektoriinden olusgur.

Gerekli iglemlerin ardindan (4.4) minimallik kosulu igin

g [(ufg — 1)+ 2% + fg" [1+ f26*(1 +u?)] +

fflggd [l =g [uf +2f 1 +u?)])] 4+ 2uf?9g =0
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lineer olmayan kismi tiirevli denklemi elde edilir.

Tip I minimal homoteti yiizeylerini elde etmek i¢in yapilan islemlere benzer olarak,

(4.29) denklemi i¢in ¢oziim reel katsayili polinom halkalarinda incelenmis, f(u) ve

g(v) fonksiyonlarimin afin olma kosulu ortaya ¢ikmustir. Sirasiyla (4.29) ¢oziimleri f

ve g fonksiyonlarinin lineerlik durumlarina gore elde edilecektir.

A. c¢,d € R olmak iizere f(u) = cu + d afin fonksiyonu igin minimallik kogulunu

saglayan g fonksiyonlarini gesitli adimlarla bulalim.

A.1l.

f(u) sabit fonksiyon ise (4.29) denkleminden ¢” = 0 olup,
F(u,v) = (u,av + b,v), a,beR

diizlemleri Tip II minimal homoteti yiizeyleri olarak elde edilir.

. ¢ # 0 sabitleri i¢in minimallik kogulu

?g(39” — gg")u’ + c*dg (49” — gg") u’+
clgg?d® — g" — 3cgg’ — g (99" — 29")] ut (4.30)
dlegg' (2cg' = 1) — ¢" (1+c%g%)] =0
u degiskeninin katsayilar1 v degiskenine bagh olan ii¢iincii dereceden poli-
nomuna dontigiir. Her u degeri igin polinom ¢oziimiiniin olmas1 kat-
sayllarin sifir olamasiyla miimkiindiir. Bag katsayiy1 olugturan g fonksiy-

onun ikinci dereceden diferensiyel denklemi ¢oziilerek

/I a 3
T 4eR (4.31)
g// =3 a2 95
elde edilir. Bir sonraki katsaymin (4.31) tiirev degerleri ile kombinasy-

onundan

a’dg” =0 (4.32)

elde edilir ve burada hipotezlerimizle ¢elismemek kosuluyla iki olasi du-

rum vardir.

a = 0 yani g sabit fonksiyondur. Boylece, Tip II minimal homoteti

yiizeyleri olarak F(u,v) = (u, cu + d,v) diizlemleri elde edilir.
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e Yadad = 0 dwr. Budurumda (4.30) polinomunun ikinci ve dérdiincii ter-

imleri kaybolur, (4.31) esitlikleri geriye kalan son terimde yerine yazilirsa
c®ag® +3ag +3c=0 (4.33)

bulunur. (4.31) sisteminin ¢ziimleri
() = <= (0) = <=
V) = ————=ve g(v) = ———,
g \/5\/01 —av g \/5\/02 —av

dir. ¢ fonksiyonunun bu degerlerinin (4.33) denklemini saglamas: igin

C1,C2 € R (434)

gerek ve yeter sart ¢ ve a sabitlerinin sifir olmasidir. Bu kosul hipotez-

imizle celisir.
B. (4.29) minimallik kogulu lineer g = av+b, a,b € R fonksiyonlari igin ele alinirsa
" [auf = 1>+ a2 +aff' [1 —aluf +2f (1 +u?)]] +2auf? =0 (4.35)
ikinci dereceden lineer olmayan diferensiyel denklemi elde edilir.

B.1. f lineer fonksiyon ise (4.35) denklemi
af [1—aluf+2f (1+u*)] +2uf] =0 (4.36)

diferensiyel denklemine indirgenir. Burada {i¢ olasilik meydana gelir.
Eger a = 0 veya f’ = 0 kosullar1 i¢in minimal yiizeyleri bulursak sonuclar
bir 6nceki boliimde de elde edilen diizlemlerdir. Simdi son olasilik, yani
(4.36) esitligindeki iigiincii terimin sifir olmasi durumunu ele alirsak u
degiskenin bir kiibik polinomu elde edilir. Coziim i¢in katsayilarin sifir-

lanmasiyla ilk iki olasiliktaki kogsullar ortaya cikar.

B.2. Eger f” # 0 kabuliiyle minimallik kogulunu ¢éziimlemek istersek (4.35)
diferensiyel denkleminin non-lineer yapisindan 6tiirii elementer iglemlerle
sonug elde etmek zordur. Bu yiizden ¢oziim i¢in baglangic deger kogullar:
belirlenerek, Runge-Kutta-Nystrom algoritmasi kullanilarak niimerik ¢oztim-

ler elde edilecektir.

f" teriminin katsayisimin hicbir deger icin sifir olamayacag: asikardir,

dolayisiyla algoritmay1 uygulamak i¢in f” = F'(u, f, f') olmak iizere

Pl gy~ (%(léuu;)f,l}ll 0l
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fonksiyonunu tanimlayabiliriz.

f(uo) = fo ve f'(ug) = f§ baslangig kogullari, A adim uzunlugu, N adim
sayist ve 0 < n < N olmak iizere (2.22) RKN algoritma adimlar ile
Upt1 = Uy + b noktalarinda (2.23), (2.24) esitlikleriyle verilen f,, 11, f/, 44

fonksiyon degerleri elde edilir.

Bu boliimde konulan kosullar altinda minimalligi saglayan Tip II homoteti ytizeyleri

icin siradaki teoremi verelim.

Teorem 4.2 3—boyutlu Heisenberg grup H (1, 1)’de Tip II minimal homoteti yiizey-
lerinin denklemleri a, b € R ve f(u) diferensiyellenebilir fonksiyonu (4.35) denklemini

saglamak tizere
F(u,v) = (u, (av +b) f(u),v)
dir.
Ornek 4.3 (4.35) denklemini @ = 1 ve £(0) = 0, f(0) = 1 baglangi¢ kosullariyla

birlikte RKN algoritmasiyla A = 0.2 ve 0 < n < 5 i¢in ¢ozelim. (?77?) algoritma
adimlar1 K = 0.1f] + 0.005k;, L = 0.2f] + 0.02ks olmak iizere

o Julfe QO wn) fi = 1) 4 un (f7 = 217)]
' (unfn_1)2+f72L

ko= {(f,+01k)[(fu+ K) (2(1 + (un +0.1)?) (f} + 0.1k;) — 1) +
(tn +0.1) ((fo + K)* = 2(f, +0.1k1))] } /
[((wn +0.1) (fo + K) = 1)* + (fo + K)?]

ks = {(fo +0.1k2) [(fu + K) (2(1 + (un +0.1)%) (f}, + 0.1k2) — 1) +
(un +0.1) ((fu + K)? = 2(f, + 0.1k2))] } /
[((un +0.1) (fu + K) = 1)* + (fo + K)?]

ks = {(f" +0.2ks) [(fo + L) (2(1 + (un + 0.2)2) (f + 0.2ks) — 1) +
(un +0.2) ((fo + L)* = 2(f1 + 0.2k3))] } /

[((wn +0.2) (fo + L) — 1)* + (fu + L)*]
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elde edilir. Boylece,

fos1 = fo+0.2f +0.0066 (k1 + ko + k3)
w1 = fr+0.033 (k1 + 2k + 2ks + ky)

fonksiyonlar: icin gizelge 4.1’deki degerler elde edilir.

Cizelge 4.1. RKN algoritma sonuglar1 (1)

noou, fa I
0 0.0 0.000000 1.000000

1 0.2 0.198713 0.981418
2 0.4 0.390674 0.93669
3 0.6 0.573733 0.900362
4 0.8 0.756174 0.945319
5 1.0 0.970446 1.26393

n, adim sayisinin arttirilmasiyla elde edilecek fonksiyon degerleri f,, fonksiyonu icin
yapilacak yaklagimi daha da iyilestirecektir. Bu bakis acisiyla, f fonksiyonun grafigi
sekil 4.1°de elde edilir.

Sekil 4.5 f(u) yaklagim (1)

Dahasi, g(v) = v lineer fonksiyonu ve RKN algoritmasiyla elde edilen f fonksiyonu

ile tammlanan F(u,v) = (u,vf(u),v) Tip II minimal homoteti yiizeyinin gekil
38



4.6’da cesitli acilardan verilen goriintiisii elde edilir.

Sekil 4.6 F;(u,v), Tip II minimal homoteti yiizeyi

Ornek 4.4 Ornek 4.1 de verilen baglangic deger problemini f(0) = 0, f/(0) = —1

kosullar ile ele alirsak, RKN metodu ile ¢izelge 4.2’de verilen sonugclar elde edilir.

Cizelge 4.2. RKN algoritma sonuglar1 (2)

no Uy Jn f

0 0.0 0.000000 —1.000000
1 0.2 —0.206735 —1.10276
2 0.4 —0.459557 —1.48502
3 0.6 —0.842159 —2.50251
4 0.8 —1.60116 —5.80038
) 1.0 —4.0287 —25.2573

Diger yandan, Fy(u,v) = (u,vf(u),v) parametresiyle verilen Tip II minimal yiizeyi

ve f(u) fonksiyonun grafikleri

R
T

10 05 0s 1.0 15 w
s

Sekil 4.7 f(u) yaklagim (2)
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ve

Sekil 4.8 Fy(u,v), Tip II minimal homoteti yiizeyi
dir.
4.3 Tip III - Minimal Homoteti Yiizeyleri

3—boyutlu Heisenberg grupta F(u,v) = (f(u)g(v), u,v) parametresiyle verilen M,
Tip III homoteti yiizeyinin teget uzay1 T,M = Sp {F,, F,} olup

Fu= [(u)g)X +Y — fu)g(v)¢

(4.38)
Fo = f(u)g/(U)X +§

ve normal uzay1 y = [1 + (f(w)g' () + g(v)? (f2(u)g (v) + f’(u))Z] 2 olmak iizere

N == [X = (fA(w)g'(v) + f'()g(v)Y = f(u)g' (v)¢] (4.39)

1
~
dir.

(4.4) minimallik kogulunun hesaplanmasiyla

i (fg’2 + %) +4q" [g(ﬂ + ) + ﬂ +g Bf+(fP-2f%)d]=0  (4.40)

lineer olmayan kismi tiirevli denklemi elde edilir. f” # 0 ve ¢” # 0 kabiilleri altinda
denklem ¢oziimiinii aragtiralim. Burada minimallik kosulu ¢nce u degiskenine gore

tirev

(fT) U+ ) =21 g+ (2 + ) 99" + 3¢ =0 (4.41)
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ve daha sonra v degiskenine gore tiirev alinarak

2[F(f"+ ) =24 + (2 + 2 {1+ igq 35 =0 (4.42)

denklemlerine indirgenir. Tekrar, v degigskenine gore bir tiirevleme igslemi daha uygu-

3 G) —0 (4.43)

sabit bir fonksiyon ise esitligin saglanmasi1 ¢’ sabit fonsiyonu

lanirsa

(f?+ £ (99”’)' N
f// g/g//

1"

elde edilir. Eger 99

/g//
ile miimkiindiir fakat ¢” # 0 hipoteziyle ¢elisir. Dolayisiyla denklem (u,v) icin iki
boyutlu belirli bir bolgede
A(u)B(v) +C(v) =0

formundadir ve ¢ € R olmak iizere
A(u) = c ve C(v) = —cB(v)
dir. (4.43) denklemine geri dénersek
cf = (f*+ 1Y) (4.44)
dir.
Diger taraftan, c;, cs € R olmak iizere
cgg”" +(3—c1g)g" =0 (4.45)

ve denklemin bir derece indirgenmesiyle

cgg” + (3 _a ;L Cg’) g =c (4.46)

elde edilir.
(4.42) denklemi (4.44) ve (4.45) ile kombine edilirse
(c+e) f"==2[f(/"+ ) -2 (4.47)

bulunur.
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Once f” tiirev fonsiyonun (4.44) ve (4.47) degerlerinin (4.41) denkleminde kullanil-

mastyla, sonra gikan sonucun (4.46) kombinasyonu ile c3 € R olmak iizere

frrceaff =csf (4.48)

elde edilir.

Simdi (4.44) ve (4.48) denklemlerindeki f” tiirev fonksiyonunun esitlikleri gz 6niine

aliirsa

2cof — (ccog +2c3 +2) f' +cc3 =0 (4.49)

f! tiirevinin ikinci dereceden polinomu elde edilir. Burada f” # 0 ve g” # 0 hipote-
zleriyle celismeden her u degiskeni i¢in ¢oziimiin var olmasi polinom katsayilarinin
sifir olmasi anlamina gelir. Oyleyse ¢ = 0, co = 0 ve c3 = —1 elde edilir. (4.46)
denklemi bu kogullarda ¢oziimlenirse ¢’ = 0, diger yandan (4.47) ve (4.48) nin bir-
legtirillemesiyle ¢ikan sonug f” = 0 hipoteziyle gelisir.

Dolayisiyla yapilan iglemlerle (4.40) denkleminin ¢oziimiiniin f(u) ve g(v) fonksiy-

onlarindan birinin lineer olmasiyla miimkiin oldugu sonucuna ulagilmigtir.

1. a,b € R olmak iizere f(u) = au + b lineer fonksiyonu igin (4.40) denklemi

Aw) =g(g"g+9"?)
B(v) = a® (A(v) — 399”) + 3agg’ + ¢"

olmak iizere

A)f* + B(v) =0 (4.50)

formunda v degiskenin ikinci dereceden polinomuna doniigiir. Burada den-

klemin ¢oziimii iki durumda miimkiindiir:

l.a. Eger f sabit fonksiyon ise (4.50)
g"(Pg?+1) +gg” =0, ceR\{0} (4.51)

ikinci dereceden diferensiyel denklemine indirgenir. Burada sabitten farkli

¢oziimleri elde etmek icin oncelikle

% log [¢®¢”? (1+?¢°)] =0 (4.52)
42



oldugu sonucuna ulagabiliriz. Oyleyse c2g’? (1 + c¢2¢%) = ky, ki € R olur.
I(z) =2V1+ 2%+ log <1’ +V1+ x2) (4.53)

fonksiyonunu tanimlayarak, (4.52) in integrallenmesiyle g(v) fonksiyonu
icin I(cg) = kv + ko, ko € R kapali ¢oziimlerini elde ederiz. Elde
edilen Tip III minimal homoteti yiizey denklemi ise F(u,v) = (I~(kyv+

k), w,v) olur.

1.b. A(v) =0 ise A € R olmak iizere

A — )2
gl:_Veg/I: 3
g g

(4.54)
esitliklerine ulagilir. Bulunan degerler B(v) fonksiyonunda yerine yazilirsa
3a)\g® — a®N2g? — N\* =0 (4.55)

tigiincii dereden polinomuna elde edilir. Polinomun en az bir reel kokiiniin
varligr bilindiginden ve yiizey denkleminin her v degeri i¢in bulunmasi
amaglandigindan A = 0 olmak zorundadir. (4.54) dan g sabit fonksiyonu
elde edilir. Dolayisiyla Tip III minimal homoteti yiizeyi F(u,v) = (au +
B,u,v), a, B € R diizlemidir.

2. g(v) =av+b, a,b € R afin fonksiyonlar: igin (4.40) minimallik kogulu
[ (@@ 4+1) +af (af? —2af?+3f) =0 (4.56)

dir. Burada diferensiyel denklemin ikinci dereceden ve non-linear olmasi ¢oziimiin
elemanter yontemlerle elde edilmesini zorlagtirmaktadir. Dolayisiyla F(u,v) =
((av 4+ b) f(u), u,v) formundaki Tip III minimal homoteti ytizeyleri icin (4.56)
denklemini saglayan f(u) fonksiyonlar1 RKN metodu ile niimerik ¢oziimlerle

elde edilecektir.

RKN algoritmasi i¢in fonksiyonu f” = G(u, f, f’) olmak iizere

af 2af” —3f —af?)
a’f?+1

Gu, f, ') = (4.57)

tanimlariz.

f(ug) = fo ve f'(ug) = fi baslangig kosullari, h adim uzunlugu, N adim
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sayist ve 0 < n < N olmak iizere RKN algoritma adimlart {ky, ko, k3, ks} ile
G fonksiyonu icin u,41 = wu, + h noktalarinda f, 1, f,,, fonksiyon ve tiirev

degerleri elde edilir.
Teorem 4.3 3—boyutlu Heisenberg grupta Tip III minimal homoteti yiizeyleri
i. ¢1,c2 € R ve I(z) fonksiyonu (4.53) tanimiyla olmak iizere
F(u,v) = (I (crv + c3),u,0)
silindirleri ve
ii. a,b € R ve (4.56) denklemini saglayan f(u) fonksiyonlar1 igin
F(u,v) = ((av +b) f(u), u,v)
yiizeyleridir.
Simdi uygun sekilde belirlenen kosullarla f(u) fonksiyonu igin (4.56) baglangig deger

problemini RKN metodu kullanarak ¢oziip, Tip III minimal homoteti yiizey 6érnek-

lerini elde edelim.

Ornek 4.5 g(v) = v ve f(0) = 0, f'(0) = 1 ile belli olan (4.56) baslangic deger
problemini h = 0.2 ve N = 5 alarak ¢ozelim. RKN algoritma adimlar1 M = 0.1f] +
0.005k;, N = 0.2f) + 0.02k3 olmak tizere

fo F7 =310 — f2)

= L+ f2

b M) [2(f +01k)° =3 () + 0.1k1) — (fu + M)’]
o Lt (fu+ M2

po— Ut M) [2(F 4 01k2)" — 3(f; +0.1k) = (fu + M)?]
t L+ (fo+ M)?

by ot N)[2000 4 0.2ke)" — 8(fy +02hs) = (fu + N

L+ (fu +N)?
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elde edilir. Boylece,

farr = fo+02f, +0.0066 (ky + ko + ks)

v = [ 4+0.033 (k1 + 2k + 2k3 + ka)
fonksiyonlar: icin gizelge 4.3’deki degerler elde edilir.

Cizelge 4.3 RKN algoritma sonuglari (a = 1)

noooun fa fa

0 0.0 0.000000 1.000000
1 0.2 0.198674 0.980081
2 0.4 0.389304 0.919317
3 0.6 0.563634 0.817378
4 0.8 0.713834 0.679538
5 1.0 0.83389 0.518611

Eger N adim sayisim artirirsak bulunacak w,, f, ve f/ degerleri ile f(u) fonksiyon

grafigi

Sekil 4.9 f(u) yaklagimi (a = 1)

olur ve Fi(u,v) = (vf(u),u,v) Tip III minimal homoteti yiizeyi

Sekil 4.10 F;(u,v), Tip III minimal homoteti yiizeyi

elde edilir.
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Ornek 4.6 a = 2 ve f(0) = 0, f/(0) = 1 ile belli olan (4.56) baslangic deger
problemini RKN metoduyla ¢oziiliirse 5 adimli nokta ve fonksiyon sonuclar: gizelge

4.4’ de elde edilir.

Cizelge 4.4 RKN algoritma sonuglar1 (a = 2)

nooup fa fa

0.0 0.000000 1.000000
0.2 0.202663 1.04075
0.4 0.42262 1.17981
0.6 0.686263 1.50847
0.8 1.06503 2.529
1.0 2.03263 11.7444

L = W N = O

Verilen degerlerle belli olan f(u) fonksiyonu ve Fo(u,v) = ((2v + 1) f(u), u,v) Tip

IIT minimal homoteti yiizeyinin grafigi asagidaki gorsellerde verilmistir.

Sekil 4.11 f(u) yaklagimi (a = 2)

Sekil 4.12 F5(u,v), Tip III minimal homoteti yiizeyi
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5. TARTISMA VE SONU(C

Tez calismasinda ele alinan yiizeylerin minimalligi problemi 18. yiizyildan itibaren
onemli matematikgiler tarafindan incelenmis, bazen duraklama dénemine girmis olsa
da popiilerligini kaybetmeden ilerlemistir. Giiniimiizde daha ¢ok 6zel tanimli metrik
uzaylarda belirli yiizeyler icin problem coziimleri aragtirilmaktadir. Bu tezde ise ii¢
boyutlu Heisenberg grupta tanmimlanan 6teleme ve homoteti yiizeyleri i¢in bulunan
sonuclarla minimal ytiizey teorisininin geligtirilmesi amaglanmigtir. Bu iki aile igin
elde ettigimiz sonuglar dogrultusunda, bir sonraki hedefimiz tteleme ve homoteti

yiizeylerinin genellegtirmesi olarak

Flu,v) = (w0, A(f(u) + 9(v)) + pf(u)g(v)), ApeR
parametrizasyonuyla tanimladigimiz yiizeylerin minimalligini incelemektir.

Diger yandan, Oklid uzayinin temel minimal yiizeyleri olan diizlemlerin ii¢ boyutlu
Heisenberg grupta da minimal oldugu elde edilmistir. H(1,1) uzaymda ayrica, min-
imal homoteti yiizeylerinin ii¢ tipi i¢in z = ¢f(u) parametrelendirmesiyle verilen
silindir ytizeylerinin ayni1 zamanda minimal 6teleme yiizeyi olarak ele alinabilecegi
3. ve 4. boliimde verilen teoremlerle de ispat edilmigtir. Bunun yaninda, minimal
homotetik yiizey olarak elde ettigimiz, giinliik hayatimizda da sik¢a kargimiza cikan
semer yiizeylerinin minimalligi bize farkli bir bakis acis1 kazandirmig, bu yiizey-
lerin minimal oldugu metrik uzayimn kesfi ortaya c¢ikmigtir. Dogal olarak bu du-
rum Oklid uzaymda minimal olmayan paraboloid gibi diger yiizeylerin de mini-
malliginin miimkiin olabilecegi metrik uzaylarin varligini1 sorgulamamiza neden ol-
mustur. Dolayisiyla, 21. yiizyilda da bizleri hala sasirtmaya devam eden minimal
yiizey teorisinde aragtirilacak bir¢ok metrik uzay, tanimlanacak bir ¢ok yiizeyin mev-

cut oldugunu soyleyebiliriz.
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