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1. GIRIS

Yogun madde fiziginin en yeni aragtirma konularindan bir tanesi topolojik
yalitkanlardir. Topolojik yalitkanlar (Fu 2009; Moore 2010; Murakami 2011; Zhang,
Kane, ve Mele 2012; Shen 2012; Marcel Franz 2013; Ortmann ve Roche 2015; Rachel

2018) smuirlarda iletken, i¢ kisimlarda yalitkan olarak davranan bir kuantum durumudur.

Bant yapilar1 yariiletkenlerle benzerlik gosterir yariiletkenlerden farkli olarak, iki
boyutlu malzemelerin kenarlarinda, elektriksel iletim saglanirken diger alanlarda
(y1ginda) elektriksel iletimi yoktur yalitkan gibi davranir. Ug boyutlu materyallerde ise
yiizeyde bir elektriksel iletim varken diger alanlarda (yiginda) elektriksel bir iletim

olmaz ve yalitkan gibi davranir.

Boyle bir kuantum durumunun kararli ve dayanikli olabilmesi sistemin simetri

ozelliklerine baglidir. Zaman tersinme simetrisi gogu durumda énemli rol oynar.

Teknolojinin gelismesi ile beraber bilgisayarlarda yapilan islemler artmis ve daha
yiiksek kapasiteli bilgisayarlara ihtiyag duyulmaya baslanmistir. Bu ihtiyag
dogrultusunda  klasik  bilgisayarlarin ~ yerini kuantum  bilgisayarlarin  almasi
ongoriilmiistiir. Kuantum bilgisayarlar, kuantum mekanigi prensipleri ile g¢alismasi
planlanan ve normal bilgisayarlarin ¢alisma prensibinden oldukga farkli olacak olan
sistemlerdir. Kuantum bilgisayarlarin  yapisin1 ~ kiibitler olusturur. Kuantum
bilgisayarlarin temelinde, kiibitlerin kuantum durumlarini korumalar1 gerekmektedir,
fakat cevreden ve olusan hatalardan etkilenirler. Bu durumda kuantum durumlar
bozulur. Topolojik yalitkanlar ile olusturulan kiibitler, yumusak degisimler altinda
durumlarini koruyabilir ve daha dayanikli olurlar (Yao vd. 2012). Topolojik yalitkanlar
yalitkan ile iletken sinirinda bulunan yeni bir fazdir. Bu teknoloji sayesinde atomik

Olgekte bilgi depolamak miimkiin olabilecektir (Lowrance 2019).

Topolojik yalitkanlarin temeli, kuantum Hall olayr (KHO) ile baslar. Tam sayili
kuantum Hall (TKH) olay: (Halperin 1982; D. J. Thouless vd. 1982; Stormer ve Tsui
1986) ilk defa kiy1 durumlarinin olustugu sistemlere 6rnektir. Kuantum spin Hall (KSH)
olayinda ise (Haldane 1988; Murakami vd. 2004; Kane ve Mele 2005; Bernevig ve



Zhang 2006; Qi ve Zhang 2010) hem kiy1 hem de yiizey durumlari ortaya ¢ikar. Burada
zit yonlil spin durumuna sahip elektronlar zit yonde ilerler. Bu nedenle elektrik akimi

tagimaz, spin akimi tasirlar.

Topolojik yalitkanlar topoloji dilinde, Z ve Z, tipinde olmak iizere iki farkli grupta
incelenmektedir. TKH olay1 Z topoloji ile tasvir edilir. Olusan kiy1 durumlart kiral kiyi
durumlart olarak adlandirilir. Z tipi, Chern yalitkanlar (Frank Ortmann, Stephan Roche
2015) olarak isimlendirilir. Bu tip yalitkanlarin olusabilmesi i¢in dig bir manyetik alana
ithtiya¢ vardir ve zaman tersinme simetrisi yoktur. Bu tip yalitkanlar, sadece iki boyutlu
yapilarda gbézlemlenir. GaAs (D. Zhang vd. 2013) Z tipi topolojik yalitkanlara drnektir.
TKH olay1 ii¢ boyutlu malzemelerde gézlemlenemedigi i¢in Z tipinde 6rnekleri mevcut

degildir.

KSH olay1 ise Z, topoloji ile anlatilir. KSH olayinin gergeklesebilmesi igin herhangi bir
dis manyetik alana gereksinim yoktur. Spin-yoriinge etkilesmesi ile agiklanir. Bu tip
topolojik yalitkanlarda, zaman tersinme simetrisi kirilmaz ve topolojik faz ortadan
kaybolmaz. Ayrica KSH olay: {i¢ boyutlu malzemelerde de gézlemlenebildigi i¢in iki ve
ti¢c boyutlu 6rnekleri mevcuttur. Z, tipinde, iki boyutlu topolojik yalitkanlarda olusan
kiyt durumlari helisel kiyt durumlari olarak isimlendirilir. ki boyutlu topolojik
yalitkanlardan bazilart HgTe/CdTe (Konig vd. 2007) iken ii¢ boyutlu topolojik
yalitkanlarin bazilart Bi,Tes, Bi,Se; (H. Zhang vd. 2009) seklindedir.

KSH olayinda etkin hamiltoniyen k- p yaklasimi kullanilarak elde edilebilir. Etkin
hamiltoniyen matematiksel olarak Dirac denklemi ile benzer yapiya sahiptir. Dirac
denklemi, elektron ve pozitronlar arasindaki iliskiyi ayni1 dalga fonksiyonlarindan yola
cikarak anlatir. Burada kullanilan modelde ise iletim ve degerlik (valans) bandinda
bulunan elektronlar arasindaki baglanti benzer bigimde Dirac-tipi hamiltoniyen ile
anlatilir. Etkin hamiltoniyen kullanilarak bulunan pozitif ve negatif enerji degerleri

iletim ve valans bandini olusturur.

Topolojik yalitkanlarin biiyiik bir smifi gii¢lii spin-yoriinge etkilesmesine sahiptir. Bu
etkilesme ise Dirac denklemi iginde dogal olarak bulunmaktadir. Spin-yoriinge

etkilegsmesinin agik bi¢cimi Dirac denkleminin diigiik enerji limitinde kendini gosterir.



KSH olay1 deneysel olarak ilk kez CdTe/HgTe/CdTe (Brune vd. 2007) hetero
yapisinda gozlemlenmistir. Bu yap1 sandvi¢ seklindedir ve sandvigin ortasinda HgTe
kenarlarinda ise CdTe bulunmaktadir. Hetero yapidaki HgTe’nin kalinligi kritik

uzunlugu (d. = 6,3 nm) gectigi zaman topolojik faz ge¢isi miimkiindiir.

Iki boyutlu KSH yapilarin elde edilebilmesi igin bir alttas iizerine biiyiitme yapilmasi
gerekmektedir. Bu yapida bulunan tasiyicilar (elektronlar) ile alttasin yiizeyinde
bulunan optik fononlar arasinda etkilesmenin olmasi kaginilmazdir. KSH sistemleri bu
etkilesmelerden etkilendigi icin iki boyutlu etkin hamiltoniyen igindeki yeni katkilar

kiy1 durumlarini degistirecektir.

Bu galismanin ikinci boliimiinde topolojik yalitkanlarin, temelini olusturan ve bazi
fiziksel olaylarin anlatilmasinda yardimci olan TKH olay1 ve KSH olaylarina

deginilmistir.

Ucgiincii béliimde etkin hamiltoniyenin daha rahat anlasilabilmesi icin Dirac denklemine
yer verilmis ve bir, iki ve Ui¢ boyutlu Dirac-tipi denkleme nasil gecis yapildig
incelenmistir. Grafen igin k — K = 0 civarinda yaklasim yapilarak Dirac-tipi denkleme
gecis yapilmistir. Daha sonra modifiye Dirac-tipi denklemi tartisilmis Jackiw-Rebbi

¢Ozlimleri 6rnek olarak verilmistir.

Dordiincti boliimde ise HgTe/CdTe hetero yapi igin BHZ hamiltoniyeni dikkate
alinarak malzemenin hem yigini1 i¢in hem de kiyr durumlari i¢in ¢oziimler yapilmigtir.
Bu yapinin enerji bant yapilarina ve spindrlerine bakilmistir. Son olarak boyle kuantum
durumlarinin  siniflandirilmasinda topolojik kuantum sayilarinin nasil kullanildig:

anlatilmistir.

Besinci boliimde ise, bu tezin bashigini da tasiyan, elektron ile alttas kaynakl ylizey
optik fononlar arasindaki etkilesme hamiltoniyeni g6z Oniine alinmis BHZ
hamiltoniyenine katkis1 hesaplanmistir. Alttag fononlarinin, HgTe/CdTe sistemi
tizerindeki etkileri tartisilmis hangi alttaslarin helisel kiyr durumlarini destekledigi,

hangilerinin desteklemedigi belirtilmistir.



2. KUANTUM HALL VE KUANTUM SPIN HALL OLAYI

Topolojik yalitkanlar1 daha iyi anlayabilmek i¢in kuantum Hall olaymin yakindan
incelenmesi gerekmektedir. Tam sayili kuantum Hall (TKH) olay: ile kiyt durumlari
anlatilirken kuantum spin Hall (KSH) olay1 ile hem kiy1 hem de yiizey durumlari

anlatilabilir.

Ik olarak klasik Hall olayindan kisaca bahsedilmelidir. Klasik Hall olay1 iki boyutlu
elektriksel iletime sahip bir malzemeye disaridan uygulanan manyetik alan sayesinde
gbzlemlenir. Malzeme, bir x — y diizlemi {izerine yerlestirilirse ve x-dogrultusunda bir
elektrik alan uygulanirsa bu durumda x-dogrultusunda bir akim meydana gelir. Eger bu
malzemeye z-dogrultusunda bir dis manyetik alan uygulanirsa, yapi iizerinde y-
dogrultusunda da bir akim olusur. Gézlemlenen bu olay Hall olay1 olarak isimlendirilir
ve y-dogrultusunda olusan akim ise Hall akimi ismini alir. Hall akimi, uygulanan
manyetik alan ile dogru orantili olacak sekilde degisir fakat elektrik alan sayesinde
olusan akimda (x-yoniinde) herhangi bir degisim gbézlemlenmez. Hall olayr Dr. Edwin
Hall tarafindan (Hall 1879) kesfedilmistir.

Kuantum Hall olayr klasik Hall olayindan farklidir ve asagidaki gibi farkli fiziksel
ozellige sahip sekilde kategorize edilmektedir.

e Tam sayili kuantum Hall olay1
e Kuantum spin Hall olay1
e Kesirli sayili kuantum Hall olay1

e Anormal kuantum Hall olay1

Kuantum Hall olayinda doldurma faktorii olarak isimlendirilen bir nicelik vardir. Bu
deger tam sayili kuantum Hall olay: i¢in v = 1,2,3... gibi tam say1 degerleri alirken,
kesirli kuantum Hall olayinda v = 1/3,2/3,1/5... gibi kesirli say1 degerleri alir. Bu
kisimda sadece tam sayili kuantum Hall olayr ve kuantum spin Hall olaymna

deginilecektir.



2.1 Tam Sayilh Kuantum Hall Olay:

K1yt durumlarma sahip, Chern yalitkanlar1 TKH olay1 ile anlatilir. TKH olay1 (Von
Klitzing 1980), von Klitzing tarafindan 1980’de kesfedilmistir. iki boyutlu bir
malzemeye manyetik alan ve elektrik alan uygulanmasi ile ortaya ¢ikar, klasik Hall

olayi ile benzerlik gosterir.

Hall direnci olarak da adlandirilan 6zdirencin p,, bileseni manyetik alanla birlikte
lineer artiy gdstermek yerine basamaklar seklinde artig gosterir. Ozdirencin Py,
bileseninin ise sabit bir deger yerine, py, 'nin basamaklar1 atladigi noktalarda sonlu
degerler alirken diizliiklerde sifir olur. Schrodinger denkleminin ¢dzliimlerine ihtiyag

vardir. Schrédinger Denklemi;

HY(x,y) = E¥(x,y) (2.1)
Dalga fonksiyonu;
Y(x,y) =D (f(x) (2.2)

seklinde degiskenlere ayirilabilir. Bu durumda hamiltoniyen asagidaki gibidir:
H=_! (B+q4) —qE 2.3
=5-P+q q (2.3)

VxA=B; B=Bz (2.4)

Ayn1 manyetik alan1 veren farkli vektor potansiyeller dikkate alinabilir. Burada Landau

ayar1 tercih edilecektir:

A = Bxy

Ayar se¢imi denklemi daha kolay ¢é6zmeye yardimci olur.

1
H = ﬁ{(px - qAx)Z + (py — qu)Z + (pz . qAZ)Z} _ qux (25)



Pargacigin hareketinin z bileseni olmadig1 i¢in (p, — qA,)? kismindan katki gelmez.
Denklem (2.5)’te gerekli diizenlemeler yapilip hamiltoniyende yerine yazildiginda

Schrodinger denklemi asagidaki hale gelir.

1 . .
|5 P + (B — aBx)"} = aBex| 77 () = e 77 (o) 26)

Denklem (2.6)’da gereken ara islemler ve diizenlemeler yapilip asagidaki gibi bir
hamiltoniyen elde edilir.
Px’

) E, ek,
H = 2m+2ma)3 (x —xg)* — ZBZ_le eEy; xo = —k, 12 _mw§

(2.7)

Denklem (2.7)’de verilen x, elektronun denge konumu, wgp = eB/em ve lz manyetik
uzunluktur. Elde edilen hamiltoniyen ise harmonik salinict hamiltoniyenine oldukga
benzer, tek fark x,’lik kadar bir 6telenme mevcut olmasidir. Bu 6telenme ise sadece

enerji diizeylerinde bir 6telenme meydana getirir.

1 mE,
) — kylpPeEy; n = 0123 .. (2.8)

En=hw3(n+§ 252
Buradaki enerji degerleri Landau diizeylerini gosterir, hem n-kuantum sayist hem de k
degerlerine baghdir. Yani, bir Landau diizeyini doldurmak icin ¢ok sayida k degeri

dikkate alinmalidir. Dalga fonksiyonu ise Hermit polinomlart ile anlatilir.

1 ma)B /2 _mwp. __ 2 mwg
Y(x,y) = —e kyY e 2 ¥y { X —Xx 2.9

Dalga fonksiyonu x-dogrultusunda x = x, c¢evresinde yerellesmis, ancak y-
dogrultusunda stiriiklenmektedir.

2.1.1 Kuantumlanms Hall iletkenligi

Kuantum Hall direncini belirleyebilmek i¢in, akim ile elektrik alan arasindaki
bagmtidan yararlanilir. Kuantum mekanigi ilkeleri g¢ercevesinde akim yogunlugu

hesaplanirsa asagidaki sonuglar elde edilir:



e?E,
Jy=- A v,v =123
_ Ny
B
B h
do =~

(2.10)

Burada ¢, = h/e aki kuantumu ve v Landau diizeylerini doldurma ¢arpanidir, n, ise v

tane Landau diizeyini doldurmak icin gereken -elektron yogunlugudur.

yogunlugunu asagidaki iletkenlik matrisinin tanimu ile karsilastirirsak,
Ju=0wE v

iletkenlik veya 6zdirencin ifadeleri elde edilebilir.

M) =6 22)(2)

Elde edilen 6zdirencin manyetik alana gore grafigi sekil 2.1°de verilmistir.

Akim

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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Sekil 2.1 Ozdirencin Pxy bileseninin manyetik alan degisimi karsisindaki davranigini
gostermektedir.

Sekil 2.1°de goriildiigli gibi 6zdirencin xy-bileseni (py,) klasik Hall olaymin aksine
dogrusal olarak degil basamaklar halinde artis gosterir. Buradan da goriildiigii gibi artik
Ozdiren¢ kuantumlanmistir. Landau diizeylerinin doluluk degeri v degistiginde
basamaklar artmakta ya da azalmaktadir. Buradaki kuantumlanmanin kaynagi aki

kuantumuna bagimlidir.

2.1.2 Kiy1 durumlar

Manyetik alanin yeterince biiyiikk oldugu durumlarda malzemenin yigininda bulunan
elektronlar belirli bir alana hapsedilir. Bu kisimlar yalitkan gibi davranir. Fakat
kiyilarda elektronlar ¢gembersel yoriingelerini tamamlayamazlar. Bu sayede kiyilarda

akim olusur. Kiy1 durumlarinin tasviri sekil 2.2°de verilmektedir.



Sekil 2.2 Kiy1 durumlari

Sekil 2.2°de goriildiigii gibi iki boyutlu malzemenin sadece kenarlarinda akim
mevcuttur. Olusan akimlar tek yonliidiir, akimm yoni uygulanan manyetik alanin
yoniine baglidir. Bu akimlar, kiral akimlart (Burstein vd. 2013) olarak isimlendirilir.
Diger yandan malzemenin yigint yalitkan gibi davranir. Kiyilarinda kiral akimlarin
mevcut oldugu yiginmmin yalitkan gibi davrandigi malzemeler, Chern yalitkanlar
(Weng, Dai, ve Fang 2012) olarak adlandirilir. Kiy1 durumlarinin matematiksel
kisimlar1  topolojik yalitkanlar boliimiinde Dirac-tipi  denklemlerin  ¢oziimleri

kapsaminda tekrar tartigilacaktir.

2.2 Kuantum Spin Hall Olay

Buraya kadar manyetik alanla elektronun etkilesme Hamitoniyeninde elektron spini
katilmamigtir. Spin kuantum sayisi parcaciga 0zgii kuantum mekaniksel bir 6zelliktir.
Klasik mekanikte tam karsiligi bulunmamaktadir. Elektronun spin kuantum sayist 1/2
oldugundan tanimlanan bir eksene gore yukar1 ve asagi olmak tizere iki spin durumu
vardir. Pauli’nin disarlama ilkesine gore, spin yonelimi farkli iki elektron ayni enerji

diizeyinde bulunabilir.



Elektronlarin spini ile yoriingesel agisal momentum arasindaki etkilesme spin-yoriinge
(spin-orbit) etkilesmesi olarak isimlendirilir. Bu etkilesme teriminde spin yonelimi
olusan akimin yoniinii etkiler. Zit spin yonelimine sahip elektronlar birbirine zit yonde
hareket ederler. Bunlar helisel kiy1 durumlar1 olarak isimlendirilir. Kuantum spin Hall
olayl, iki tane kuantum Hall olaymnin (iki tane kiyt durumu) birlestirilmesi gibi
diistintilebilir. Net yiik akimi sifir olmasma karsin spin akimi ortaya g¢ikar. Ancak
burada sozii edilen spin gergek elektron spini olmayabilir, iki durumlu herhangi bir
sistem olabilir. Spin iletiminin katsayis1 e/4m olarak elde edilir. KSH olayinda

disaridan uygulanan manyetik alan olmasina gerek yoktur.

Ayrica kuantum spin Hall olay1 {i¢c boyutlu malzemelerde de goriilmektedir. Kuantum
spin Hall olayinin gozlemlenebilmesi i¢in spin-yoriinge etkilesmesinin giiglii olmasi
gerekir. Kuantum spin Hall olayr kiy1 ve yilizey durumlarinin olugmasinda temel rol

oynadig1 i¢in topolojik yalitkanlarin incelenmesinde oldukg¢a dnemlidir.

Spin-yoriinge etkilesmesinin hamiltoniyeni agsagidaki gibi verilmektedir.
H B3 [(VV,) % P]
= - — . X
sy 4m2c? o 0) XD

=AG-L (2.14)

o Pauli spin matrisi, ¥, Coulomb potansiyeli, m, elektronun serbest kiitlesi , L
yoriingesel agisal momentum, A etkilesmenin biiyiikliigli belirten katsayidir.
Matematiksel terimler gelecek boliimlerde Dirac-tipi denklem kullanilarak

incelenecektir.
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3. YOGUN MADDE FiZiGiINDE DIiRAC-TiPi DENKLEM

Dirac-tipi denklem topolojik yalitkanlar1 anlatmakta kilit rol oynar, denklemin
cozlimleri topolojik yalitkanlarin enerji bant yapisini vermekle beraber denklem hem
elektronlar1 hem desikleri anlatir. Dirac-tipi denkleme deginmeden 6nce Dirac denklemi

daha yakindan incelenecektir.

3.1 Dirac Denklemi

Goreli kuantum mekaniginde, spin-1/2 parcaciklar (fermiyonlar) i¢in yazilan ve tim
hiz bolgelerinde gecerli olan dalga denklemidir. Dirac denklemi (Dirac 1928) elektron
ve pozitrona ait dalga fonksiyonunu birlikte tasvir eder. Birinci mertebeden zaman ve
uzaysal tiirevleri icerdiginden goreli enerji ifadesi spin-1/2 6zelligini vermesi ancak bir

matris denklemi olmasi ile miimkiindiir. Lorentz doniistimleri altinda degismez kalir.

Dirac denkleminin topolojik yalitkanlarla olan iliskisi iki farkli sekildedir. Birincisi,
Dirac denklemi spini dogal olarak igerdiginden diisiik enerji sinirinda spin-yoriinge
etkilesme terimini verir. Ikincisi ise Dirac denkleminin matematiksel yapisi, kuantum
spin Hall olayr icin elde edilen etkin hamiltoniyen ile benzerdir. Ancak topolojik
yalitkan sistemlerinde her zaman gergek spin s6z konusu olmaz, iki durumlu diger

fiziksel sistemler de Dirac benzeri matematiksel bi¢cime sahiptir.
Denklem asagidaki gibi tanimlanur:
Yo, Y (7 t) = me¥ (7, t) (3.1)

Denklem (3.1)’de p, dortmomentum, ¢ 1sik hizi, m pargacigin kiitlesi, y* Dirac
matrisleridir. Bu nedenle dalga fonksiyonu 4-bilesenli bir siitun matrisi olarak
tanimlanir. Dirac matrisleri bazen farkli gosterimlere sahip olabilir ve asagidaki gibi

tanimlanabilir;

Y =" Y0¥yvz) (3.2)
Y'=B;B=0,Q0, (3.2a)
Y =a; a; =0, Q o; (3.2b)
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Burada (4 x 4) Dirac matrisleri (2 X 2) Pauli spin matrisleri cinsinden de verilmistir.

Dortlii momentum islemcisinin agik hali asagidaki gibi verilir.

Pu = (Po, D) (3.3)
pO = lat (333)
ﬁ = —i _V-) (33b)

h =1 alinmigtir. Dalga fonksiyonu, zamana ve konuma baglidir. Bu yiizden dalga
fonksiyonunu konuma ve zamana ait degiskenlere sahip iki ayri fonksiyon seklinde

yazmak miimkiindiir. Dalga fonksiyonu asagidaki gibi yazilirsa,
P(Ft) = e B PP (3.4)
[(i¥°0, + iy.V) —mcle E/hw(F) =0 (3.5)

ve denklem (3.5), ¥° ile carpilip gereken diizenlemeler yapildiginda denklem asagidaki

hali alir:

(Bmc — ihat - V)W () = E¥(7) (3.6)

H = Bmc — ihca -V

Bu sekilde denklem 6zdeger denklemi haline getirilmistir.

HY (@) = E¥(7) 3.7)

Denklem (3.8) ve (3.9)’da, ¢; ve f’nin arasindaki anti-komijstasyon1 bagintilar

fermiyonlara 6zgii bir dzelliktir.

Bir boyutta Dirac matrisleri a, = o, B = 6,; iki boyutta Dirac matrisleri a, = o,

a, = 0,, B = 0, biciminde alinabilir.

3.2 Dirac-Tipi Denklem

! Anti komiitasyon bagntist: {a, b} = ab + ba
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Yogun madde fiziginde ilk defa iki boyutlu yap1 olan grafende karsimiza ¢ikan Dirac-
tipi denklem farkli bir fiziksel igerikle gercek spinle baglantisiz ve iki durumlu bir

yapiy1 anlatmak i¢in kullanilmistir.

Dirac denklemi, negatif ve pozitif enerji ile parcacik, antipargacik igerir. Yogun madde
fiziginde ise Dirac denklemi, pozitif ve negatif enerjili iletim ve valans bantlarin
kapsar. Negatif ve pozitif enerji arasindaki fark ise iletim ve valans bandi arasindaki
yasak enerji araligi, Dirac denklemindeki kiitlenin iki katina (2m) kars1 gelir. Dirac-tipi

denklemdeki parcaciklar, elektron ve desiklerdir.

Dirac denklemi yogun madde fizigine uygulandiginda, denklemde var olan bazi terimler
farkliliklar gosterir, 151k hiz1 yerine fiziksel sistemin igerdigi hizlar gelebilir (Fermi hiz1
“vp” gibi). iki boyutta Dirac-tipi hamiltoniyene asagidaki 6rnek verilebilir.

H = vo,p, + va,p, + m(x)v’o, (3.10)

Burada Pauli spin matrisleri gercek spini gostermez.
3.3 Grafende Dirac-Tipi Denklem
3.3.1 Grafen

Grafen; altigen orgiiye sahip (bal petegi orgiisii), karbon atomlarindan meydana gelen
iki boyutlu yapidir. Birgok grafen katmaninin iist iiste gelmesiyle grafit olusur. Kabaca
kursun kalem bir ylizeye siirtiiliip, o yiizeyden bir bant yardimi ile iki boyutlu bir yap1
olarak ayrilmasi sonucunda grafen elde edilir. Grafenin elde edilmesinde bir¢ok yontem
vardir. Grafitin tabakalarma ayrilmasi, kimyasal buhar biriktirme, grafen oksitin

indirgenmesi, epitaksiyel biiylitme yontemi bu yontemlerden en 6nemli olanlaridir.

Karbon atomlar1 ametal olmasina ragmen, karbon atomlarindan olusan grafit elektrigi
ileten bir maddedir. Grafen yariiletken malzemeler sinifina girer. Grafen iki boyutlu bir
malzeme oldugu i¢in birim agirliga diisen alan miktar1 ¢ok biiyiiktiir, bu yiizden hafif

bir malzemedir. Ayrica grafen sert, giiclii ve esnek bir yapiya sahiptir.
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Caligma yillariin baglangici 1947°1i yillara kadar dayanir. Grafen ismi ilk olarak 1987
(Mouras vd. 1987) yilinda kullanilmaya baslandi. 2004 yilina kadar malzemenin ¢ok
diisiik sicakliklarda dahi dagilacagi diisiintiliiyordu bu yiizden iiretiminin teorik olarak
miimkiin olmadigina dair bir goriis vardi. Fakat 2004 yilinda Andre Geim ve Konstantin
Novoselov (Novoselov vd. 2004) tarafindan grafen izole edilmistir. Andre Geim ve

Konstantin Novoselov (Gerstner 2010) bu ¢alismadan dolay1 Nobel 6diilii almiglardir.

Grafen, Klein paradoksu (Young ve Kim 2009), kiitlesiz Dirac fermiyonlar1 (Novoselov
vd. 2005), anormal kuantum Hall olayr (Y. Zhang vd. 2005) gibi bir¢ok olayi
gbzlemlenmek i¢in uygun bir laboratuvar ortami olarak degerlendirilmistir. Grafeni

olusturan karbon atomlarina ait elektron dizilimi asagidaki gibi verilmektedir:

Co = 152 252 2pP?
3.3.2 Grafene ait enerji bant yapisi

Grafene ait bant yapisini inceleyebilmek igin enerji momentum dagmim bagintisina
thtiya¢ vardir. Bu baginti, Schrodinger denkleminden yararlanilarak asagidaki gibi

bulunur.

E= ng(l?) Eo + Stung(k) + (SEq + tny) g(E)l (3.11)

Burada k dalga vektoriidiir. Enerji ifadesi igerisinde olan bazi terimlerin agik hali

asagidaki gibidir.
g(k) =3+ 2Cos(k - d,) + 2Cos(k - d,) + 2Cos(k - (4, — d,) (3.12)

d, Ve d, ile verilen grafene ait orgii uzaymdaki baz vektorlerdir. Denklem (3.12)’de bir

takim yaklagiklar yapilarak, S = 0 alinabilir.

E = Ey + Aty /g(E); A=+1 (3.13)
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Ters 6rgii uzayinda grafene ait Brillouin bolgesi sekil 3.1°de verilmistir. Sekildeki tarali

bolge yiiksek simetri bolgesidir, bu bolge ile Brillouin bolgesinin tamami doldurulabilir.

Brillouin bolgesi yiiksek simetri bolgesinden daha kii¢iik bir bolgeye ayrilamaz.

r=1(0,0)
2

M = —ﬂ(l,O)
3a

K_Zn(l 1)
" 3a\""\3

41

K' =
3v3a

0,1

(3.14a)

(3.14b)

(3.14¢)

(3.14d)

K
Ky
m m
r
K K
me mm
K

Sekil 3.1 Ters orgii uzayinda yiiksek simetri bolgesi

K ve K' noktalar1 Dirac noktalar1 olarak adlandirilir. Bu noktalar valans bandi ile

iletkenlik bandinin birlestigi yerlerdir. Denklem (3.14)’den yararlanilarak enerji

momentum grafigi asagidaki gibi ¢izilebilir.
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Sekil 3.2 Grafene ait enerji bant yapisinin iki boyuttaki hali.

Sekil 3.2°de, ky ve k, aym eksen lizerinde gosterilmistir. I' noktasindan M noktasina
giderken sadece k,’de degisim vardir fakat k,, sabit kalir. M noktasindan K noktasina
giderken ise k,’de degisim vardir, k, degismez. Bunun yaninda K noktasindan T
noktasina giderken hem k,’de hem de k,’de degisim vardir. K noktasinda valans bandi

ve iletim bandi birbirine deger. Bu noktalar oldukg¢a 6nemli noktalardir ve Dirac
noktalar1 olarak isimlendirilirler. Diger noktalarda ise valans ve iletim bandi arasinda

yasak enerji aralig1 vardir.

K ve K' noktalarina ait enerji grafikleri ayr1 ayr1 ¢izildiginde ayni1 grafik elde edilir fakat
orgii icerisinde bu iki nokta ayni nokta degildir. Bu noktalarin dalga fonksiyonlar
ayridir. Her iki noktanin, enerjileri ayni fakat dalga fonksiyonlar1 farkli oldugu icin bu

noktalarda dejenerelik vardir.
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3.3.3 K noktalari civarinda enerji ifadesi ve Dirac-tipi denkleme gecis

Grafene ait enerji ifadesi, eger Dirac noktalar1 civarinda Taylor serisine agilirsa, Dirac-

tipi denkleme gecis yapilir. Taylor serisi asagida verilmistir.

d
fx) = (x —x0)°f(x0) + (x — xo)l% |x0 + (x — xo)

o 2 f ()

dx?

|, + - (3.15)

Denklem (3.13) ifadesinin k=K+ q civarindaki Taylor serisine agilmis hali agagidaki
gibidir. Burada ¢ ile gosterilen ifade K noktasi civarindaki ¢ok kiigiik biiyiikliige sahip

momentum vektoridur.

3 .
E, = AE tanalql (3.16)
Valans bandindaki T = 0 Kelvin sicakliginda dolu olan en yiiksek enerjiye Fermi
enerjisi denir. Grafende T = 0 K’de incelenen 6rnek igin Fermi enerjisi, Ex = 0’dir. K

noktasi civarma daha yakindan bakildiginda enerji momentum grafigi asagidaki hale

gelir.
=
0.5+ ) —
-
L
0.0
-05¢+ ;
1 1 1 1 1 kX,\ky i
-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

Sekil 3.3 K noktasi civari enerji bant yapisi
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Sekil 3.3’te rahatlikla goriildiigii gibi K noktasi yakinlarinda lineer bir yap1 mevcuttur.

fletim bandi ile valans band1 birbirine degmektedir.

Eger grafen konusunda ¢ = 0 ¢evresinde ¢alisma yapilacaksa bu bolgede yeniden bir
hamiltoniyen tanimlanarak ve 6zdeger denklemi olusturarak ¢oziimler aramak farkli

bakis agis1 ortaya ¢ikartir. Yaklasimlar kapsaminda asagidaki adimlar takip edilirse,

g(k) = /y*(E)y(E) ; y(E) — 1 4 ikl 4 ka2

K =—K, ykx =0 =ygk" ise K+ ¢ ve K'+ ¢G', y(k) ifadesinde yerine yazildiginda

asagidaki sonuglar bulunur.

3a )
Virq = =~ (4x + iay) (3.17a)
3a )
Vierq = 5 (0x — i4y) (3.17b)

Bu tamimlamalart hamiltoniyenin yerine yazdigimizda K+ ¢ ve K' + § i¢in ayr1 ayr

incelemeler yapilir.
Hp =Egp (3.18)

K noktas1 civarindaki etkin hamiltoniyen ifadesi ve dalga fonksiyonu,

_(O v _ (%
H = (]/ 0 ) ’ ¢ = ((12)
seklindedir. Fermi hiz1 agagidaki gibi verilir.

3a
— Atyn

UFZZ

K + ¢ i¢in denklem (3.18),
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3a

0 __tnn(Qx - iqy) a a
: (g) = £ ()

] 8 8 (3.19q)
- 761 tnn(Qx + iqy) 0
—hvp(qxax + qyay) (g) =E, (g) (3.19b)
seklindedir.
K' + ¢ i¢in denklem (3.18),
3a
0 — tan(qx + iq}/) a a
2 -
- | (ﬁ) = E, (ﬁ) (3.20a)
7 tnn(qx b le) 0
hve (20, + q,0,) (g) = E, (g) (3.20b)

seklindedir. o, ve g, Pauli spin matrislerinin x ve y bilesenleridir. Denklem (3.19b) ve

(3.20D) birlikte yazilirsa asagidaki gibi olur.
[hro, & q.011¥) = Eq| ¥ ) (3.21)

Denklem (3.21) ile verilen grafen i¢in Dirac-tipi denklemdir. a: Pauli spin matrisidir.
Denklem (3.21) (4 X 4) matris bigimi ile Dirac denkleminin matematiksel yapisina
benzer. Isik hiz1 yerine grafen i¢in tanimlanmis Fermi hizi bulunmaktadir. Denklem
(3.21) Dirac-tipi denklemde Pauli spin matrisinin z-bileseni ¢arpanindan dolayr bu
denklem blok kosegendir. Bu ancak kiitlesiz Dirac denklemi (Weyl denklemi) igin
gecerlidir ve her blok ayr1 ayr1 6zdeger denklemi seklinde yazilip ¢6ziilebilir. Buradan
acikca goriildiigi gibi grafen igin yazilan bu denklem kiitlesiz Dirac-tipi denklem olarak

algilanabilir.

Grafende fermi enerjisindeki elektronlarin kinetik enerjileri E; = t+vg|p| Dirac
dispersiyonu ile verildigi efektif bir “Lorentz invaryant” bir teori ile betimlenir (Kotov
vd. 2012). Ancak, ¢ok cisim etkilesmeleri diisiiniildiigiinde su sonuglara ulagmak

mumkundir:
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Oncelikle, vy Fermi-Dirac hiz1 ¢ 151k hizina kiyasla ¢ok kiiciik oldugu igin, Coulomb
etkilesmesi anlik olacaktir ve dolaysi ile Dirac dispersiyon Lorentz invaryantligini
kiracaktir. Fermi diizeyi Dirac noktasinda oldugu zaman, Coulomb etkilesmesi
perdelenemez ve uzun menzillidir. Hem iki ve hem de {i¢ boyutta elektronlarin vy hizini
logaritmik olarak arttirir. Bu durumda v nin diistik enerji limitinde 1raksadigi sonucuna
varilabilir, ancak elektromanyetik alana baglasimi, sozde-relativistik etki, bunu
yakinsatir. Bu da diisiik enerjide “Lorentz invaryansligmmin™ ortaya ¢ikisina bir 6rnek

olarak verilebilir. (Chadha ve Nielsen 1983)

Ikinci olarak Kinetik enerjinin Coulomb enerjisine oram1 a = E./E; = e?/eohvg
kuantum elektrodinamiginde (KED) incelenirse agzp = 1/137 olur, ancak grafende
a = 1 civarindadir (Kandemir ve Mogulkoc 2010). Ancak yine de renormalizasyon
grubu (RG) analizi yapilabilir (Castro Neto vd. 2009). Son olarak elektronlar, ister
Galilean ister Lorentz invaryant bir sistem olsun, L boyutlu bir bolgeye
kisitlandiklarinda, enerji diizeyleri kuantumlanir. Galile invaryant bir sistemde ardisik
enerji diizeyleri arasinda 1/L? ile orantih bir aralik olusurken Lorentz invaryant
grafende bu AE; < 1/L ile orantilidir. Coulomb etkilesmesi enerji skalasinda bu
mertebede oldugundan, bu tiir etkiler nanoskopik ya da mezoskopik grafen numunelerde
daha siddetli olacagi anlamam gelir. Tiim bunlara ragmen, Coulomb etkilesmesi
Lorentz invaryantligini1 kirsa dahi tek tabaka grafende zayif kuplaj rejiminde (dielektrik
ortama gomiilii grafen Ornekler icin) efektif diisiik enerji teorisi halen Lorentz

invaryanttir (Kotov vd. 2012).

Dahasi, vg~c/300 Fermi-Dirac hizina sahip kiitlesiz Dirac-Weyl fermiyonlarinin
relativistik fizigini taklit eden bu diisiik enerji tasiyicilarinin Hamiltoniyeni “Lorentz
kovaryant” yapmast fotoemisyon deneylerinde Dirackonisini degmeden Olciimiine
(Basov vd. 2014), Landau diizeylerinin (Sadowski vd. 2006) ve Klein tiinellemesinin
(Katsnelson vd. 2006) gozlemlenmesine yol agmustir. Grafenin kiitleli ve kiitlesiz
invaryanti i¢in bakiniz (Sari, vd. 2015; Lukose, vd. 2007; Baroni 2010)

Bazi fiziksel agiklamalar icin helicity operatorii tanimlanir. Helicity operatorii, spinin

cizgisel momentuma izdiistimii ile elde edilir.
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; (3.22)

Sifir kiitle durumunda helicity operatorii ile hamiltoniyen sira degistirir. Bu yiizden

ortak 6zvektorelere sahiptirler. Helicity operatoriiniin 6zdegerleri asagida verilmistir.

n==1 (3.23)
¥) =n|¥ ) = ! L

ngl¥) =0y, 1¥) = (4 in) (3.24)

Burada |¥) dalga fonksiyonun “+”I1 olanina saglak, “—”li olanina ise solak 6zvektor

denir.

fh19F|67|71q|‘1') = qulp) (3.25)

Denklem (3.15)’de ile verilen E, enerjisinin agik hali denklem (3.25)’de yerine yazilip,

gereken ara iglemler yapildiginda:

A=né (3.26)
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n=+1 n=+1

v

v

Sekil 3.4 A = né indislerinin sematik gosterimi. Birinci sekil K noktasi ikinci sekil K’
noktasi i¢in tanimlanir. Yatay eksen momentum, diisey eksen enerjiyi
gosterir.

Denklem (3.26)’da verilen; 4 Band indisi, ¢ K,K' noktalar1 indisleri ve 7 helicity
indisidir. Bu indislerin daha rahat anlasilabilmesi i¢in sekil 3.4 incelenmelidir. Dalga
fonksiyonlar1 A, n ve ¢ indislerine bagli olarak bulunursa dejenere durumlar ortaya

cikacaktir. Bu tezde bu konuda fazla ayrintiya yer verilmeyecektir.

Grafende karbon atomlart A grubu ve B grubu olmak {iizere ikiye ayrilir. n = +1 ise
elektronlar A atomlar1 cevresinde, n = —1 ise elektronlar B atomlar1 ¢evresinde
kutuplanmislardir. Grafendeki spin-yoriinge etkilesmesi zayif oldugu i¢in kiy1 durumlari

olusmaz.

3.4 Modifiye Dirac-Tipi Denklem

Topolojik yalitkanlarda kiyt ve ylizey durumlart iki farkli topolojik o6zellige sahip
bolgelerin ara kesitlerine karsi gelir. Bu nedenle Dirac-tipi denklemin igerdigi

parametreler (hiz, kiitle) iizerinde degisiklik (simetri doniisiimii olabilir) yapildiginda
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denklemin topolojik 6zelliginde farklilik beklenmelidir. Ancak denklemin var olan
terimleri ile bu farklilk miimkiin degildir. Bu beklentiyi saglamak amaciyla
hamiltoniyene —Bp? ile verilen karesel bir terim yerlestirilir ve denklem modifiye

Dirac-tipi denklemi olarak isimlendirilir.
H = vp.a + (mv? — Bp?)B (3.27)

Denklem (3.27)’te m kiitle, p momentumdur. B ile tanimlanan niceligin boyutu
kiitlenin tersi boyutuna esittir. Farkli uzaysal bolgelerde m degeri pozitif ve negatif
deger alabilir. mB > 0 ve mB < 0 oldugu bélgelerde Modifiye Dirac-tipi denklem
topolojik olarak birbirinden farkli olur. ~ Modifiye Dirac-tipi denklem topolojik

yalitkanlarda 6zellikle kiyr durum ¢odziimlerinin elde edilmesinde 6nemli rol oynar.

3.4.1 Bir boyutta modifiye Dirac denklemi

Bir boyutta modifiye Dirac denkleminin bigimi Dirac matrislerinin 6nceki kesimlerde

bir boyut i¢in verilen bilesenleri kullanarak yazilabilir:

h(x) = vp,a, + (mv? — Bp,*)B (3.28)
a; =0,Q0;, B = 0,80,

Py =—ihd,,  p* =-h%3,"

Ornek olarak x-dogrultusunda yari-sonsuz uzay geometrisine sahip x = 0 bdlgesinde
taniml1 bir sistem gozoniine alalim ve x = 0 ve x = +oo siir noktalarinda sifira giden

¢oziimler i¢in smir kosullari olsun. Modifiye Dirac denkleminin 6zdeger denklemi

formuna getirerek ¢oziimlerini bu sistem i¢in arastiralim.
h(x)¥(x) = E¥(x) (3.29)

Burada iki tiir fiziksel ¢ozliimden s6z edebiliriz; x-yoniinde tanimli bir momentuma
sahip ilerleyen diizlem dalga ¢oziimleri ve x = 0 bolgesinde yerellesmis bagli durum
¢oziimleri. Topolojik yonden daha ilging olan ¢6ziim baghh durum c¢oziimleridir. Bu
nedenle bagli durumlar1 veren kosullar1 incelemek topolojik yalitkanlarin temelidir.

x — oo sifira giden en basit ¢6zlim {istel azalan fonksiyondur.

23



Y(x) =e MU (3.30)

Ancak ¢6ziim fonksiyonu 4-bilesenli bir siitun matrisi oldugundan ¢6zlimiin uzaydan
bagimsiz matris kism1 U siitiin matrisi olarak carpan seklinde verilmis olup buna spinor
adi verilir. Bu ¢6ziim Ozdeger denkleminde yerine konuldugunda karakteristik

denklemin A degerleri hesaplanacak, daha sonra enerji ifadesi, en son ise spinorleri

bulunacaktir.
U, U,
: 2 2 U, U,
[vihda, + (mv* + B(hA)*)B] v. | = E U (3.31)
3 3
Uy Uy

Denklem (3.31)’de a, ve B yerine yazilip matris ¢arpimlari yapildiktan sonra, U; ile

U,, U, ile Uz kendi aralarinda bagimli ¢ikar. Bu bagimliliklar

(h2A?B + mv? — E)U; + ihAvU, = 0 (3.32a)
(h2A%B + mv? — E)U, + ihAvU; = 0 (3.32b)
WU, — (R2A%B + mv? + E)Us = 0 (3.32¢)
ihAvU; — (h2A%B + mv? + E)U, = 0 (3.32d)

gibidir. Buradan elde edilecek bagli durum ¢oziimleri E = 0 6zdegerine sahip ise
topolojik siiperiletken yapilarda sifir enerjili Majorana bagli durumlarina karsi
gelecektir. Bu nedenle sifir 6zdegerli ¢oziimleri aramak olduk¢a ilging olacaktir.

Katsay1 determinanti sifira esitlenerek elde edilen A% degerleri asagidaki gibidir.

2

v
2 = s [(1 - 2mB) + V1 — 4mB] (3:33)
As = 5= [1 £ VT = 4mB] (3.34)
a =2, =T 335
T B T Bh? (3:33)

Dalga fonksiyonun sinir kosullarini saglayabilmesi i¢in A ¢oziimleri pozitif olmak

zorundadir. Buna bagimli olarak her iki A ¢Ozlimiiniin ¢arpimina kars1 geldigi icin
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mB > 0 olmalidir. Ayrica v/hB katsayis1 da pozitif olmalidir, bu yiizden bu terimin

isareti B’ nin isaretine baglidir. Yani,

v vsgn(B)

e (3.36)
B>0;+1

sgn(B)={B<0; i (3.37)

seklinde yazilabilir. Bu durumda dalga fonksiyonunun x = 0 smirindaki kosulu

saglamasi i¢in denklem (3.30) asagidaki gibi yazilabilir:
¥(x) = C(e™™* — Be™*-*)U (3.38)
Burada, C normalizasyon katsayisidir.

Daha once belirtildigi gibi mB > 0 ve mB < 0 kosullar1 farkli topolojik 6zellige karsi
geli,. mB <0 durumu topolojik agidan B = 0 olan durumla aynidir. mB > 0
durumunda ayrica reel A kokleri elde etmek i¢in 4mB < 1 olmasi gerekmektedir.
m — 0 durumu incelenirse A_ ifadesi sifira gider. Eger B — 0 olursa A, ifadesi sifira
gider. Bu iki durumda dalga fonksiyonu i¢in x = 0’daki sinir kosulu saglanamaz ve
bagli durum olusmaz. Bu iki inceleme sonucunda B ve m ifadelerinin 0 olamayacagi
goziikmektedir.

At ve sifir enerji 6zdegeri denklem (3.32) grubunda yerlerine konularak U spindr

bilesenleri elde edilir. Kolaylik i¢cin A, = A4; ve A_ = A, olarak tanimlarsak.

sgn(B)
Y.(x) = % (e"llx - e"lzx) 8 (3.390)
i
0
¥, (x) = % (e7H1* — g~%¥) S«q"i(B ) (3.39b)
0

Bu iki ¢6ziim iki ve ii¢ boyutlu modifiye Dirac denkleminin kiy1 ve yilizey durumlarina
ait ¢oziimlerini bulmak i¢in baz vektdrleri olarak kullanildigindan topolojik yalitkanlar

kuraminda 6nemli yer tutar. Dalga fonksiyonunun modiil karesinin x-ekseni boyunca
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grafigi ¢izilirse parcacigin bulunma olasiliginin davranigini gérmiis oluruz (sekil 3.5).

Yani ¢6zlim x’in baslangi¢ noktasi ¢evresinde yogunlasmistir.

=

Sekil 3.5 Bir boyutlu modifiye Dirac denklemi bagli durum dalga fonksiyonunun Kkaresi.
3.4.2 ki boyutta modifiye Dirac denklemi: Helisel kiy1 durumlari

Modifiye Dirac-tipi denklemin hamiltoniyeni asagidaki gibidir.
h(x,y) = v(pxtty + Pyay) + [mv* — B(p:" +p,*)B (3.40)

x = 0’da smir1 olan yar1 sonsuz bir diizlemde (x >0, —oo <y < o0) Ozdeger
denklemine yine 6zel ¢oziimler arayalim. Bu ¢oziimler x-dogrultusu boyunca iistel
azalan, yani x = 0 yakininda bagl durum fakat y-dogrultusunda fk, momentumu ile
ilerleyen dalga seklinde olsun. Bu tiir ¢ozlimler bir boyutlu ¢oziimlerden ¢ok farkl
degildir.
h(x, y)¥(x,y) = E¥(x,y)

(3.41)

Y(x,y) = e ey (3.42)
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sgn(B)

C .
Yi(x,y) = ﬁ (e~H* — e~22%) 8 etkyy (3.43a)
[
0
C .
Y, (x,y) = 5 (e~h* — e~42%) sgni(B) etkyy (3.43b)
0

Iki boyutta katsayi determinantindan gelen A, kokleri bir boyutlu durumdan ok az
farklidir.

v AE?B?
hrp=Ap = gprer|1E [1—4mB+—3 (3.44)

~ 0 civarinda ve y-ekseni boyunca bagli durum i¢in daginim bagintisi,

E, = +vhk, (3.45)

olarak elde edilir. Enerji biiyiikliigli ayn1 olmasina ragmen pozitif ve negatif elektron
hizlar1 v igeren iki durum (iki ¢6ziim) ortaya ¢ikmistir. Bu ¢oziimlere helisel kiy1

durumlart adi1 verilir.
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4. TOPOLOJIK YALITKANLARDA KIYI DURUMLARI

iki boyutlu topolojik yalitkanlarin sadece kenarlarinda iletim olmasi ile olusan durumlar
kiyt durumlart olarak isimlendirilir. Spin Hall olay1 ile olusan kiyr durumlart helisel kiy1
durumlaridir. Onceki béliimde grafende spin-yériinge etkilesmesinin zayif olmasindan
dolay1 kiyr durumlarim1 gozlemlemek i¢in uygun olmayacagindan bahsedilmisti. Agir
elementlerin spin-yoriinge etkilesmeleri daha giiglii oldugu i¢in Berneving, Hughes ve
Zhang (Bernevig vd. 2006) HgTe ve CdTe bilesikleri ile olusturulan kuantum
kuyusunu deney icin &nermislerdir. Onceki boliimde modifiye Dirac denkleminin iki
boyutlu ¢dziimlerinin kiy1 durumlarini da verdiginden kisaca bahsedilmisti. Bu boliimde
ise Bernevig, Hughes, ve Zhang tarafindan ortaya atilan BHZ hamiltoniyeni (Bernevig
vd. 2006) kullanilarak kiyr durumlari daha detayli incelenecektir. Bu hamiltoniyen
modifiye Dirac denklemindeki hamiltoniyenine oldukga benzerlik gostermektedir.

4.1 ki Boyutlu CdTe/HgTe/CdTe Kuantum Kuyusu

HgTe ve CdTe’de birim hiicre basina 8 elektron diismektedir. HgTe ve CdTe’in bant
yapilar1 I" noktalari civarinda 6-bantli Kane modeli ile agiklanmaktadir. Her ikisinde de
[, T; ve Iy bantlar1 bulunmaktadir. Hesaplamalar yapilirken, I'; band1 [y ve Iy
bantlarindan ayrik oldugu i¢in hesaba katilmaz. CdTe normal bant yapisina sahiptir,
yani Iy daha yiiksek enerjiye sahipken Iy bandi daha diisiik enerjiye sahiptir. HgTe ise
terslenmis bant yapisina sahiptir, Iy band1 daha yiiksek enerjiye sahipken Iy band1 daha
diisiik enerjiye sahiptir. HgTe ve CdTe’e ait bant yapisi sekil 4.1’de verilmistir.
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Normal Bant Terslenmis Bant

g g
iletim Bandi iletim Bandi
Valans Bandi Valans Bandi
g I

Sekil 4.1 CdTe (sol) ve HgTe (sag) ait bant yapisi. (S. Shen, Shan, ve Lu 2011)

Sekil 4.1°de goriildiigii gibi normal bant yapisindaki Iy valans bandidir, terslenmis bant
yapisinda iletim bandidir. Normal bant yapisinda bulunan I iletim bandidir, terslenmis
bant yapisinda ise valans bandidir. Burada HgTe giiglii spin-yoriinge etkilesmesine
sahiptir. Bu 6zelligi terslenmis bant yapisin1 olusturmustur. CdTe ve HgTe kullanilarak

yapilan iki boyutlu kuantum kuyusu sematik olarak sekil 4.2’de gosterilmektedir.

Hg, .Cd,Te HgTe Hg,_.Cd,Te

v

—d/2 d/2
Sekil 4.2 CdTe ve HgTe kuantum kuyusu yapisi

HgTe’nin kalinligi, d. = 6,3 nm kritik kalinhig1 gectigi zaman HgTe yapisi baskin
oldugundan topolojik faz gecisi ile topolojik yalitkan olur eger kalinlik bu degerin

altinda ise CdTe bant yapisi baskin olur ve normal yalitkan olarak kalir.
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Iki boyutlu topolojik yalitkanlarin bant yapilar1 BHZ hamiltoniyeni olarak da bilinen
etkin hamiltoniyen ile anlatilir ve Schrodinger denkleminden baslayip k-p

pertiirbasyon yontemi ile elde edilir.

hy(k) = e, + d'(k)o'

hT(E)’nin igeriginde bulunan niceliklerin agik ifadeleri asagida verilmektedir.
ex = C —D(k,* + k,°)

di(k)o' = A(kyo, + kyay) + [M — B(k,* + k,*)]o,

B,=B+D, B_.=B-D

Burada A ,B, C, D ve M ifadeleri malzemeye bagli parametrelerdir. Bu parametreler
kuantum kuyusunun kalinligina ve malzemeye gore degisiklik gosterir. M’ nin isareti
kuantum kuyusunun kalinhigma baghdir. € ile B’nin sifir olmadigi durumlarda M
yasak enerji araligin1 kapatamiyorsa, malzeme tamamen yalitkan gibi davranir. M’ nin
negatif degerinden pozitif degerine dogru topolojik faz gegisi olur. Fakat M’nin isareti
tek basina sistemin topolojik durumunu belirleyemez. Kuantum spin Hall olaymin
gozlemlenebilmesi i¢in MB > 0 olmasi gerekmektedir. MB > 0 kosulunda d > d olur

ve malzeme topolojik yalitkan gibi davranir.

Zaman Tersinme Simetrisi

Hamiltoniyenin gercel olmasi, H = H*, aslinda zaman tersinme simetrisi (TRS)’nin bir
sonucudur. Schrodinger denklemin diisiintildiiginde, TRS bir ' = K (K kompleks
eslenik alma islemcisi) seklindedir. Ancak spin goz oniine alindiginda 6rnegin spin-1/2
— Dirac denklemi, bu anti-iiniter bir doniisiimdiir ve zamanin, momentumun, Spinin

isaretini degistirir. Ve islemci;

T=io,K, T?=-1 (4.2)
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ile verilir ki H(—k) = a,H*(k)a, ya da H(k) = 6,H*(—k)a, olsun. Topolojik
yalitkanlar ve topolojik siiperiletkenler maddenin topolojik olarak asikar durumlarina
adyabatik olarak bagli olmayan durumlar olup, Althand-Ziranbouer simetrileri (Altland
ve Zirnbauer 1997), TRS, parcacik-desik simetrisini (PHS) ve bunlarin komiitasyonlar1
ile karakterize edilir. Bunlar teorik olarak 6ngoriilmiis (Kane ve Mele 2005b) deneysel
olarak kesfedilmistir (Konig vd. 2007). CPT teoremi Lorentz invaryant alan teorilerinde
gecerli olup, CPT = 1 daima korunmadigmi sdyler. Ornegin Lorentz invaryant CP
simetrik alan teorisi TRS’ne sahip oldugunu, ya da TRS simetrisi varsa CP’nin

korundugunu sdyler ki bu TRS’nin “CPT-esdeger” partneridir (Hsieh, vd. 2014).

Eger zaman tersinme simetrisi altinda sistem degismez kaliyorsa, yani THT ™1 = H ise
HY = EyY (4.3)
HTY) = E(TY) (4.4)

olur. Eger 72 = —1 ise Ty dalga fonksiyonu ve iy fonksiyonu birbirinden farklidir
(ayn1 olursa T2 = 1 olur) ve ayn1 enerji 6zdegerine sahiptir. Bu iki ¢6ziime Kramers
ciftleri ad1 verilir. Tiim enerji seviyeleri ¢ift katli dejeneredir. Bu olay Kramers teoremi
olarak isimlendirilir. Daha agik bir gosterimle yazildiginda Kramers ciftlerinin spin ve

momentumlarinin zit yonlii oldugu anlagilir:

TYie =V k-0 (4.5)

BHZ hamiltoniyeni blok kosegendir, her blok (h(k) ve hy(k)) birbirinin zaman
tersinme eslenigidir. Bu nedenle tiim hamiltoniyen (4 X 4) zaman tersinme simetrisine
sahiptir. Alt ve iist bloklarin 6zfonksiyonlar1 Kramers ¢ifti olusturur, momentum ve
spinleri ters yondedir. Bu 6zfonksiyonlar bagli durum kiy1 ¢oziimlerine kars1 gelirse,
zaman tersinme simetrisi bozulmadig: siirece kiyr durumlar1 korunacaktir. Korunum
nedeniyle kiy1 durumlar safsizliklarda meydana gelen sagilmalardan etkilenmeyecektir.

Sacilmalarin tasviri sekil 4.3’te verilmistir.
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A

Sekil 4.3 Safsizliklarda meydana gelen sagilmaya karsi kiyr durumlariin korunmasi

Sonraki kesimlerde BHZ hamiltoniyeni ile 6zdeger denklemi ¢oziimleri ayrintili olarak

hesaplanacaktir.
4.2 Yar1 Uzay Geometrisinde Y1g8in Coziimleri

Yart uzay geometrisinde —oo < x < oo, y > 0 ¢ozliimler onerilirken y = 0 simirinda
dalga fonksiyonun sifir olmasi beklenir. Ust blok igin dalga fonksiyonu asagidaki gibi

Onerilir,
Y, (x,y) = Cetfx*(etkyY — o=thyYyqy, (4.6)

burada U; 2-bilesenli spinordiir.

= () 47

Onerilen bu ¢dziim, yukanda yazili BHZ modifiye Dirac denklemine (dzdeger
denkleminde) yerlestirip katsayr determinantini sadece iist blok i¢in yazarak enerjiyi

bulalim,

hy (k)9 (. y) = E¥;(x, y) (4.8)

M —-B.k*—-E Alk, + ik
det( * (ke + iky) >=o (4.9)

Ak, —ik,) —M+B_k*—E
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E. = —Dk? + [(M — Bk?)? + (4k)?] '/? (4.10)
E_ = —Dk? — [(M — Bk?)? + (4k)?] '/? (4.11)
k% = kZ+ k3

Alt bloktan elde edilen katsayr determinanti {ist blokun determinanti ile aymdir. k,,

degerlerini parametre gibi kullanarak d > d, igin enerjinin k, bagimlilig: sekil 4.1°de

cizilmistir.
40}
—_
0 7 ]
E ‘\ _/_//
N
aa)

—20} i

ky

-40

-0.05 0.00 0.05

Sekil 4.4 CdTe ve HgTe iki boyut kuantum kuyusunun yiizey kismina ait enerji bant
yapist. Burada 2M degerinde yasak enerji bant araligi oldugunda yapi
yalitkandir. Grafikte k, parametre olarak alinmis olup her egri farkl bir k,,
degerine kars1 gelmektedir.

Sekilde kullanilan katsayilar, A = 364,5 meV.nm, B = —686 meV.nm?,C =0,
M = —10 meV ve D = —512 meV.nm? seklinde alimmistir. Goriildiigii gibi valans ve
iletkenlik bantlar1 arasindaki yasak enerji bant araligi 2M olur ve iki boyutlu yiizey,

normal yalitkan olarak degerlendirilir.
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4.3 Yar1 Uzay Geometrisinde Helisel Kiy1 Coziimleri

Bu kisimda BHZ hamiltoniyeni kullanarak olusturulan 6zdeger denkleminin y =
0 sinirinda bagli durum kosullarin1 W (y = 0) = ¥ (y = ) = 0 saglayan ¢Oziimler
aranacaktir. Burada k, korunumlu momentum olarak alinarak asagidaki sinama ¢oziimi

Onerilecektir:
Y (x,y) = CetfxXe= V[, (4.12)

Hamiltoniyen blok-késegen oldugundan sadece matrisin st bloktaki bilesenini

kullanmak islemleri kisaltacaktir. Once katsay1 determinantindan A parametresi ¢oziiliir,

hi(K)¥:(x,y) = E¥;(x, ) (4.13)
(A A e
M=k +F+2Z (4.15)
7> =F?+ % (4.16)
o [A2 — Zz(gfif ED)] 417)

y = 0 noktasindaki sinir kosulunun saglanmasi i¢in y-dogrultusundaki ¢éziimiin yapist,
(e7MY —e *2Y)ved; > 0,1, >0

seklinde olmalidir. A ifadelerinin A, B, D, M katsayilarina bagimliligindan yola ¢ikarak
yukardaki dalga fonksiyonu ¢oziimlerine izin veren iligkilerin ortaya ¢ikarilmasi
gerekir. Bunun i¢in A; ve A, ifadelerini 6zdeger denkleminde yerine koyarak yine

katsay1 determinant1 yontemiyle enerjiyi k, cinsinden elde edelim,
E=M-—B, 2,1, — B,(A; + A,)k,, — B, k2 (4.18)
katsayilar arasindaki iligkiler k,, = 0 alarak daha kolay elde edilir.

E = M - B+A,1/12 (4’.19)
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E=M-B, (M - gzz(f *E) (4.20)

Bu esitlikten enerjiyi ¢cekersek,

gpo_PM 4.21
- B (' )

elde edilir. Enerjinin bu degeri kullanilarak,

A —M>0
12 =3

A+A, =
12" BB

A,B,D, M katsayilarinin 6n kosullar1 ortaya ¢ikar. Bu sonuclarla birlikte enerjinin k,
degiskenine gore davranigini veren yaklasik bir daginim bagmtisint bulmak igin

enerjinin k, cinsinden seri agilimini kullanabiliriz.

dE

E(k,) = E(k, = 0) + ke i+ 0(k?) (4.22)
X

dE. A —

dk, BVt

Buraya kadar sadece hamiltoniyen matrisinin st bloktaki ¢6ziimleri dikkate alinmisti.

Enerji ifadesinde bunu belirten yukari-ok tekrar yerine konulacaktir,

DM A
ET(kx) = —F - EW/B+B—kx + O(k,%) (423)

hamiltoniyen matrisinin alt bloktaki denklemlerinden gelen ¢oziimler de tamamen

benzer olacaktir.

DM A
E (k) =— -t E,/B+B_kx + 0(k2) (4.24)

Literatiirdeki bigimde yazmak igin B = sgn(B) VB? esitligi kullanilabilir ¢linkii B
negatif olabilir. Elde edilen kiyt durumlarina helisel kiyr durumlar adi verilir ve enerji
momentum grafigi asagidaki sekil 4.5te verilmistir. iki bant arasinda enerji araliginin

olmamasi kiyida sistemin iletken olarak davrandigini gostermektedir.
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Sekil 4.5 CdTe/HgTe kuantum kuyusunun helisel kiyr durumlarinin enerji bant yapisi.
Burada iletkenlik ve degerlik bantlar1 arasinda enerji aralig1 (gap) yoktur.

A = 364,5meV.nm, B = —686 meV.nm?, M = —10 meV, D = =512 meV.nm? ve
C =0 seklinde alimmistir. Fakat burada 6nemli nokta zit yonlii elektron akiminin
olusmasi nedeniyle iletim elektrik akimindan degil spin akimimdan meydana gelmesidir.

Buradaki spin gercek spin olmayabilir.

Malzemenin Yigin Kismi Yigin ve Kiyi Kisimlari

Enerji Enerji

Yigin Bant

Kiyt Durumlari

Yigin Bant Yigin Bant

Sekil 4.6 Topolojik yalitkanlarin enerji bant yapisinin sematik gosterimi.

Bolim 4.2°de malzemenin yigini i¢in enerji ifadesi bulunmustu. Bulunan enerji

ifadesinin grafigine bakildiginda malzemenin y1§in kisminin yalitkan gibi davrandigi
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gosterilmisti. Bolim 4.3’te ise malzemenin kiyilarina bakildiginda spin akimlarindan
dolay1 iletken gibi davrandigi gosterilmisti. Sekil 4.6’da ilk olarak malzemenin y18in
bant yapisinin sematik gosterimine yer verilmistir. Goriildiigii gibi yiginda (ylizey)
bulunan yasak enerji bant araligi kiyillarda kapanarak helisel kiyr durumlari

olusmaktadir.

4.3.1 Etkin elektron hizx

Grup hiz1 tanimi kullanarak elektronlarin hangi yone ve hangi hizla hareket ettigi

c¢ikarilabilir. Grup hizi,

1dE

v, == (4.25)
9 hdk,
seklindedir. E; igin etkin grup hiz1 agagidaki gibidir.
hA
vy = —— /B, B_ (4.26)
B
E| i¢in etkin grup hizi,
hA
v, = F B+B_ (427)

seklinde elde edilir. Spin-yukar1 ve spin-asagi durumlar igin Kiyilardaki hizlarin

biiyiikliikleri esit fakat yonleri terstir.

4.4 Topolojik Kuantum Sayilar

Topoloji, siirekli degisimler altinda geometrik yapilarin 6zellikleri ile ilgilenir. Bu
stirekli degisimler; bilkme, ¢ekme olabilir fakat kesme koparma olamaz. Toroid ve
kahve fincanin topolojileri aynidir. Biikkme ¢ekme gibi siirekli degisimlerle toroidden
kahve fincanina doniisiim yapilabilir. Fakat kiire ve toroidin topolojileri ayn1 degildir.
Ciinkii kiireden toroide doniisiim yapmak i¢in kesme, koparma gibi siireksiz bir degisim

yapmak gerekir.
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Gauss-Bonnet teoremine gore bazi geometrik niceliklerin (6rnegin egrilik) ylizey
integrali, bir tam tamsay1 tanimlar. Tanimlanan bu tamsay1 topolojik degismez olarak
isimlendirilir.

1
> SK. da =2(1-g) (4.28)

K:egrilik, g:genus’dur. Genus bir tam sayidir ve kabaca geometrik nesnenin delik

sayisim gosterir. Ornegin kiirenin genus’u 0’dir. Toroidin ise 1°dir.

Gauss-Bonnet teoremi katihal fizigine uygulandiginda K egriligi yerine Berry egriligi

gelir.

1

%f F(k).dk =n; F(k) =V, x A(k), dk = vektorel ylzeyelemant. (4.29)
s

burada A(k): Berry vektor potansiyeli (Berry baglantis1), F(k): Berry egriligi ve
n:Chern sayisidir. BHZ hamiltoniyeni gozoniine alindiginda Chern sayisi MB’nin

isaretine bagimlidir:

n, o [Sgn (M); Sgn(B)] (430)

Yukarda n, birbiriyle zit yonlerdeki her bir elektrona ait Chern sayilaridir. Eger
MB < 0 olursa Chern sayist sifirdir, MB > 0 ise ny = +1 elde edilir ve helisel kiy1
durumlari olusur. ny = 0 ise kiyt durum ¢dziimleri yoktur, HgTe/CdTe kuantum
kuyusu normal yalitkan olur. MB > 0 i¢in helisel kiy1 durum c¢oziimlerinin varhigi
¢Oziim arama asamasinda tartisilmisti. MB > 0 olabilmesi i¢in kuantum kuyusunun
HgTe kalimlig1 d > d. olmalidir. Eger d < d. ise MB < 0 olacagindan d = d, noktasi
topolojik faz gecis bolgesidir.

Sadece tek yonde bir kiyt durumu varsa bir tane n degeri vardir. Bu duruma en bilinen
ornek kuantum Hall olayidir. Eger n = 1 ise kiyilarda iletken ve n = 0 ise yiizeyde

yalitkan gibi davranacaktir. Bu kiy1 durumuna “kiral kiy1 durumu” ad verilir.

Topolojik a¢idan n = 0 ve n = 1 birbirinden farklidir. Topolojileri farkli iki bdlgenin

arakesitinde kiy1 durumlar1 olusur.

38



5. TOPOLOJIK YALITKANLARDA ELEKTRON FONON ETKILESMESi

Bu boliimde iki boyutlu topolojik yalitkanlarda elektron yiizey optik (YO) fonon

arasindaki etkilesme incelenecektir.

Iki boyutlu malzemeleri iiretebilmek icin bir alttas iizerine biiyiitme yapilmasi
gerekmektedir. Iki boyutlu malzemede bulunan tasiyicilar (elektronlar) ile alttasta
bulunan YO fononlar arasinda bir etkilesme olur. Bu etkilesme sonucunda, iki boyutlu
malzemenin enerji dagmim bagintisinda bir takim degisiklikler olmasi beklenir.
Buradan yola ¢ikarak elektronlar ve alttastan kaynakli YO fononlar1 arasindaki
etkilesme hamiltoniyeni g6z Oniine alinarak BHZ hamiltoniyenine katkisi
incelenecektir. Kullanilacak alttagin farklilasmasi ile KSH sisteminde farkliliklar

gozlemlenmesi beklenmektedir.

5.1 Orgii Titresimleri ve Fononlar

Orgii igerisinde bulunan iyonlar denge konumlari ¢evresinde titresim hareketi yaparlar.
Kristal i¢indeki tlim iyonlar bu hareketi birlikte (collective) yaptiklar1 zaman 6nemlidir.
Bu ortak titresim kuantum mekanigi veya klasik fizik ilkeleriyle incelenebilir. Ortak
titresim frekanst hem klasik (Newton yasasi) hem de kuantum mekaniksel olarak
bulunabilir ve sonuglar ayni ¢ikar. Ancak titresim genligi kuantum mekaniksel olarak
bulunabilir ve kuantumlanmis olan genliktir. Kuantumlanmis olan ortak titresimler
fonon (Madelung 1996) olarak isimlendirilir. Fononlar bozon olarak davranis gosterir
(fotonlara benzer) ve elektronlarla etkilesirken bozon-fermiyon etkilesmesi olarak
degerlendirilir. Elektron enerjileri elektronvolt mertebesinde olmasina ragmen fonon
enerjileri milielektronvolt mertebesindedir. Fononlarin malzemelerin 6zelliklerine oda
sicakligindaki katkilar1 disinda en 6nemli etkilesmesi diisiik sicakliklardadir. Diisiik
sicakliklardaki siiperiletkenlik elektron-fonon etkilesmesi vasitasiyla gerceklesir. Optik

ve akustik fonon olarak ¢esitleri mevcuttur.

Kristal yiizeyinde olusan orgii titresimleri yiizey fononlar1 olarak isimlendirilir. Y1gin

fononlarindan farklidirlar. Yiginda bulunan titresimler devamliligi vardir fakat yiizeyde
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bulunan titresimlerin devamliligi yoktur. Ancak bir alttasin {izerinde biiyiitiilen iki

boyutlu malzemeler alttasin yiizey fononlarindan etkilenebilir.

5.2 ki Boyutlu Topolojik Yahtkanlarda Elektron ve Yiizey Optik Fonon Etkilesme
Hamiltoniyeni

Polar bir alttas iizerine yerlestirilmis bir KSH sisteminin tasiyicilarinin alttag kaynakli
ylizey fononlariyla etkilesmesi kaginilmaz etkiler ortaya ¢ikaracaktir. Bu etki tek
parcacik oOzelliklerinde degisiklik olusturabilecegi gibi ¢ok pargacik (many body)
parametrelerinde de kendini gosterebilir. Burada fononlarin tek elektronla etkilesme

hamiltoniyeni gbz oniine alinacaktir.

Bu boliimde KSH sistemlerinin tipik modeli olan BHZ hamiltoniyenine fonon ve
elektron fonon etkilesme terimleri eklenerek, 6zdeger denklemi bi¢imine getirilip bir
onceki boliimde oldugu gibi enerji dagmim bagntis1 ve dalga fonksiyonlar1 elde
edilecektir. Coziimler hem normal yalitkan hem de topolojik yalitkan (helisel kiy1
durumlar1) olarak iki ayr1 rejimde olacaktir. Tek elektronla YO fonon etkilesme

hamiltoniyeni agagida tanimlanmustir.

Hyo(R) = oy Z hwyoblbg +Z(Mq€(ia'77)bq +H.C.) (5.1)
7 7

Koseli parantez igindeki ilk terim serbest fonon hamiltoniyeni ikincisi elektron-fonon
etkilesme terimidir. bj?- ve bz g-dalga vektoriine sahip fonon igin yaratici ve yokedici
islemcilerdir, Mz etkilesme genligi, wyq: yiizey fononlarinin frekansi ve H.C. ile
belirtilen M (—ie(i‘_i'?)ba ifadesinin kompleks eslenigidir. Etkilesme genligi asagidaki gibi

tanimlanir.

M; =ig

e” 1
- ; g = 2mhwge®B/S

N

:B = (60 - 600)/(60 + 1)(600 + 1)
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M7 genliginde z, topolojik yalitkan i¢indeki elektronun alttasin yiizeyine olan uzakligy,
€y Ve €, alttag icin algak ve yiiksek frekansta dielektrik sabiti, S yiizeyin alanini

tanimlar.

Elektron-fonon etkilesme terimlerini BHZ Hamiltoniyenine eklemek igin 4 X 4’liik

birim matris kullanilmustir.

s,s" = x1, |ks) kiy1 durumlarmin helisitesi, U;;(q) zorlanma (strain) (9;U; + 9;U;)/2
tensoriiniin bilesenlerinin lineer kombinasyonun integre edilmis zormlanma alani, 4;;
zorlanma tensoriiniin 4 X 4 matrisler ile kontraksiyonu olmak iizere, ve a elektron-
fonon etkilesme sabiti olmak fiizere, elektron-fonon etkilesme matrisi Mg (q) =
a X i{k +d,s|A;jU;j(q)|k,s") ile verilir. 4 x 4, A;; matrisleri (orbital®spin uzay:
tarafindan ¢evrilmis uzayda tanimli) elektron ve fononlarin dalga vektorlerinin kiiciik

“little” grubunun operasyonlari altinda invaryant olmalidar.

Topolojik yalitkanlarda kiy1r durumlar1 I' noktasi civarinda olduklarindan dolayi, kiyi
durumlarimin little grubu, fononlar gibi orgiiniin uzay grubudur. Bu tip topolojik
yalitkanlarda uzay grubu, J uzay inversiyonu ve I zaman tersineme olmak iizere,

G ={Cq, 3,T} dur.

Yorlinge®spin uzaymi 7 ve ¢ Pauli spin matrisleri ile gosterirsek, Dirac matrisleri
Y, = i1®1,, ¥; = 0,01, (i = 1,2,3) olur. Ozdeslik matrisi 1 Ve Y5 = ¥Yo¥1¥2¥3 =
—1®t, matrisnin yan1 sira dort adet yo¥s = 1Q7, y;¥s = —i0;®t, matris ve
Y@/ 2) [V vy] ile tamml alti adet Y.o; —0;®7T, Ve ¥ = &0, ®1(i < j) matrisleri
de vardir. bu toplam onbes adet matris ve 1 birim matris ¢izelge 5.1°de verilen 4 X

4’1iik matrislerin uzayinda bir baz olusturur:
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Cizelge 5.1 4 X 4’liik matrislerin uzayindaki bazlar. Y, C ya da I simetri operasyonlari
altinda korunan matrisleri etiketler.

Matris Cs T Matris Cs T
1 Y Y iY2Vs
Yo Y Y [Ys3Vs Y

Y2 l

Y1 iz Y
01
2

0

Y3 Y i

Ys Y i
12

YoVs Y Y l

2.
2
2.
2.

13

Ve iz
23

Bu ¢izelgeden, zaman tersinmesini koruyan yedi tane 2. Mertebe tensore yol acan dort

adet sabit vektorii ¢ikarmak miimkiindiir ki bunlar ¢izelge 5.2°de verilmistir.

Cizelge 5.2 Zaman tersinme ve parite degismez elektron-fonon etkilesmesini insaa
etmek i¢in kullanilacak matrisler

TR |

a=(¥Yy,Y273) -1 -1

b = Z ;Z ) Z _1 +1
23 31 12

p=iz ,iz ,iz +1 1
01 02 03

b" = (iy1Vs, i¥2Vs, i¥V3Ys -1 +1
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Inversiyon simetsini bozanlarin disindaki tensorler:

2,0; = (0, @ 1,)(0; @ Ty) = 6;1 @ 1 + igyj04 @ 1
bib; = (0: @ (0, ®7,) = 6;j1 Q T, + igijx0%, @ T,
olarak yazilabilir.

Bilineer antisimetrik kisimlar, bu matrislerin her birinin simetrik gerilme tensorii ile
kontraksiyonu sonucu birbirini gotiireceklerinden M;; = §;; ® 1 kalir. Yani, 4 X 4’lik
yoriinge@spin uzayr goz Oniine alindiginda, elektron-fonon etkilesmesi tiim simetri

operasyonlart ile sira degistirecek sekilde 6zdeslik matrisi ile orantili olmalidir.

Bu sonug Dirac elektronlarinin helisitesinden diagonal olan bir elektron-fonon baglasim

matrisine yol agar.
BHZ Hamiltoniyenine elektron-fonon etkilesmesi Hamiltoniyeni eklendiginde:

H(K) = Hpyz (k) + Hyo (k)14 (5.2)

seklindedir. BHZ hamiltoniyeninin asagidaki sekli onceki boélimde tanimlanmusti.

g{BHZ(E):<hT(E) 0) (5.3)

0 hy(k)
hy(k) = €1, + d'(k)a" (5.4)
ex = C —D(k,” +k,°) (5.5)
di(k)a' = A(kyoy + kyay) + [M — B(k,* + k,*)]o, (5.6)

A, B, C, D ve M malzemeye ve kuantum kuyusunun geometrisine bagimli

parametrelerdir.

Elektron YO fonon etkilesmesi hamiltoniyeni BHZ hamiltoniyenine eklenmesi
sonucunda elde edilen hamiltoniyen kosegen degildir. Coziimlerin yapilabilmesi igin ilk

olarak bu hamiltoniyen Lee-Low-Pines varyasyonel doniisiimleri c¢ergevesinde
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kosegenlestirilecektir. Bunun icin iki farkli déniisiim uygulanir. Ilk iiniter déniisiim

matrisi asagidaki gibidir.
U, = exp —ithbgba 7 (5.7)
q

7 2-boyutlu diizlemde elektronun koordinatidir. Doniisiim islemi,
H(k) = U, 3¢ (k)U, (5.8)

gerceklestirilirken asagidaki adimlar kullanilir.

Ul—le_iUl = b[je_iaf (59)
U, 'piUy = p; — Z hqiblb; . Pi=DpoDy (5.10)
7

Dontismiis hamiltoniyen BHZ ve fonon terimleri olarak iki ayr1 kisimda yazilabilir.

2

+ A7 E—qugba (5.11)

Hyo(F) = z hwyoblbg +2(M;,bﬁ +H.C)| I, (5.12)
7 7

Elektron-fonon etkilesme terimindeki c¢izgisel bz islemcisinden dolay:r hamiltoniyen
halen kdsegen degildir ve ikinci bir doniisiime ihtiya¢ vardir. Ikinci {initer déniisiim

matrisi,
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U, = exp Z(fqbll — £5bg) (5.13)
7

fonon koordinatlarin1  f kadar kaydirir. Burada f5 varyasyon yontemiyle

belirlenecektir.
U, 'bgU, = bg + f; (5.14)

ﬁ(%) hamiltoniyenine U, doniisiim matrisi uygulanirsa dontismiis hamiltoniyen {i¢ ayr1

grupta incelenebilir.
H(k)=U,""H(k)U, = H® + H® + H® (5.15)

Ikinci déniisiimden sonra hamiltoniyen iizerine sagdan ve soldan fonon vakum
durumlart uygulanir. Ciinkii burada s6z konusu olan ara durum fononlaridir, ilk ve son

durumda fonon olmadigindan bz|0 >py= 0 esitligi asagidaki sonuglara gotiiriir.

<0|bjlibq|0>PH =0, <O|bj7'b;,b,7|0>PH =0 (5.16)

Bu ifadeler dikkate alinirsa,

(O|[H® + H®]0) =0 (5.17)

elde edilir. Geriye kalan <O|H(°)|O>PH teriminin kosegen ve kosegen disindaki

elemanlar1 asagidaki sonuglari verir.( H ) ve H® nin agik halleri EK1’de verilmistir.)

o - (FLE HY®

k = o . 5.

ORI~ (b i) o
2

HO(F) = c+M-@+D) K2+ ) lfal" =2k ) dlfal* +( ) dlfal’
q q q

+ Z [rolfal” + Ma@)f4 + (Ma@)f )] (5.19a)

q
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HY)(k) = C— M+ (B—D) |k? +2q2|f5|2 —2E-Zﬁ|f;,|2 + zc?|f;,|2
q q a

+ > [nolfal + Ma@ 15+ Mg )] (5.19b)
q
Hgg)(ﬁ) =A| ks — Z Q+|f(7|2 (5.19¢)
q
Hgi)(l_‘)) =Al k- - Z Q—lfalz (5.19d)
q

ki = ky + iky, q+ = q, % iq, seklindedir. Bundan sonra (0|H(°)|0)PH ifadesinde f;

ve fd* parametrelerini bulmak i¢in varyasyon yontemi uygulanirsa,

_ M;(2)
ho + B, [q? — 2k - (1 — )]

-

fa

(5.20)

elde edilir. Bu ifade sistemin enerjisini minimum yapacaktir. Ancak asagidaki integral

ifadesinden n degeri bulunmalidir.

—-2qz

nk; = ihouezﬁjdzﬁ
4w

e

qfal’

Bu integral kiiciik k degerleri (yavas elektron yaklasimi) igin analitik olarak

hesaplanabilir ve 7 igin,

- 5.22
= 14+a (5.22)
_ 1 31 (=2,-1/2
n= 4\/5“061,3 (Z lo ,1/2,3/2) (5.23)

elde edilir. Burada a, = e?f//hw|B,| olarak tanimlidir ve a parametresi konuma
bagiml elektron-yiizey optik fonon etkilesme katsayisi seklinde yorumlanabilir. Gi 31 ise

Meijer G-fonksiyonlaridir. Katsayilarda yeniden bir diizenleme yapilirsa etkin
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hamiltoniyenin yeni bi¢imi eskisi ile yapisal olarak ayni goriiniimde olmasina ragmen
katsayilar eski katsayilar cinsinden yazildiginda fonon giydirilmis (FG) BHZ

hamiltoniyeni elde edilmis olur.

(0|7 ()[0) ., = Hps(k) (5.24)
_ 1.2 i
Hyo(K) = <MFG (BFG_)+ Drg)k Apgky _>2> (5.25)
Apgk_ —Mpgg + (Bpg — Dpg)k

Fonon giydirilmis katsayilar asagidaki gibi tanimlanmistir.

Apc = A(1—1) (5.26a)
. _
Brg = [B— > (0% + 0*)| (1 - )’ (5.26b)
O _
Cre = [C =5 (€ + ¢ (5.26¢)
[ 1 01 02 2
Drg = D=5 (0" =D )] ) (5.26d)
1
My = M- >(c - cOZ)] (5.26¢)

Tanimlardaki C% ve D ifadelerinin acik bicimleri EK 2’de verilmistir.

5.3 Fonon Giydirilmis Helisel Kiy1 Durumlari

Fonon giydirilmis BHZ etkin hamiltoniyeni elde edildikten sonra Onceki topolojik
yalitkanlar boliimiinde hesaplanan yigin ve helisel kiyr durumlarinin enerji daginim
bagintilar1 tamamen gecerli olmasma karsin katsayilarin igeriklerinde farklilik
gelecektir. Bu nedenle ayni ¢6ziim adimlar1 burada tekrarlanmayacak sadece niimerik
sonuglar grafikler {izerinde yorumlanacaktir. Farkliliklar1 degerlendirebilmek i¢in alttas
olarak kullanilan malzemelerin parametrelerine ihtiya¢ olacaktir. Bazi alttaglara ait

bilgiler cizelge 5.1°de verilmektedir.
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Cizelge 5.3 Farkli alttaglara ait parametreler. (Fischetti vd. 2001; De Paula vd. 1998)

HfO, h— BN CdTe SiC
€o 22,00 5,10 10,23 9,70
€w 5,03 4,10 7,21 6,50
@ron 19,42 195,00 18,96 116,00
Wyo 2 52,87 101,00 20,80 167,58
B 0,12 0,03 0,03 0,04
40, —
20r 0
0
> 1-50
5
o
_20.
,"f' '—100
_4[]:’!
] : : : . : '\\450
-02  -01 0.0 0.1 0200 01 02 03 04 05 06
k(nm™) k(nm™)

Sekil 5.1 (Sag taraftaki) Fonon giydirilmis hamiltoniyenden elde edilen yigin ve kiyi
durumlarina ait enerji grafikleri. Diiz ¢izgiler elektron-fonon etkilesmesinin
var oldugu sistem. Kesikli cizgiler ise ihmal edildigi sistem. (Sol taraf)
Sagdaki grafigin daha yakin halidir, kiytr durumlarinin ne tarafa kaydiginm
gosterir. (Kandemir, B. S. Ve Atag, S. 2019)
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Farkli alttaglar i¢in enerji momentum grafiklerinde degisimler olugsmaktadir. Sekil
5.1’de goriildigii gibi kullanilan alttasa bagl olarak kiy1 ve yigindaki enerji momentum

dagilimi degismektedir Ve kiy1 durumlariin ne tarafa dogru kaydigi gosterilmistir.

Enerji daginimindan ziyade bu etkinin helisel kiy1 durumlarinda olusturdugu degisim
cok daha 6nemlidir. Ciinkii baz1 alttaglar kiyr durumlarinin olugsmasini engellemektedir.
BHZ modelinde kiy1 durumlarinin (veya topolojik yalitkan) olugsmasindaki iki kritik

parametre asagida tartigilacaktir.

I. Derinlik katsayist (penetration depth length): Bir 6nceki bolimde kiyt durumlar igin

dalga fonksiyonu ¢oziimleri,
Wi(x,y) = Cetka*(e=hY — e=h2Y )y, (5.27)

ve Ay > A, >0 olmak iizere verilmisti. Kiy1 ¢oziimlerinin yigin igerisine girme
derinliginin Olgiisii £ = 1/1, tanimlanabilir ve £ uzunlugunun kisa olmasi kiy1
durumlariin niteligi acisindan gereklidir. Burada derinlik katsayisinin tersi olan A,
parametresinin k, dalga vektoriine gore davramigini incelemek daha kolaydir. Kiy1

durum enerjisi yerine konuldugunda 4, (k,) fonksiyonu bulunur.

1 |A]

JBB.l2
A2 M D|AlJ/B,B.
7, = BB |- ——t——

12:

ml (5.28)

T k, + B,B_k? (5.29)

Burada A, ifadesini sifir yapan k, degerleri ise kiy1 durumlarinin y1gm enerji egrisini

kestigi noktalar1 verir.

k+—(DN) 1+ |1+ bM N = 4 5.30
*~\B /|~ DzNz|’ " 2./B.B. (5:30)

min degeri A,’nin maksimum degerine karsi geldiginden, dA,/dk, = 0 maksimum

kosulunu kullanarak,
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ND MB (ki +k3)

(fmin)_l = ﬁ 1+ D2N2 - 2

(5.31)

seklinde bulunur. Alttag kaynakli elektron-fonon etkilesmesi ihmal edildiginde #,,;, =
6,2 nm elde edilir. Alttag fonon katkis1 dikkate alindiginda #,,;, uzunlugu biiyiimeye
baslar. Bu biiyiime, D parametresindeki degisimden dolay1 iletkenlik bandi ile valans
band1 arasindaki asimetrik yapidan kaynaklanir. Farkli alttaglar igin sekil 5.2°de £71
katsayisinin k, bagimlilig ¢izilmistir. Grafikteki maksimum noktalar her bir alttas icin
min degerine karst gelmektedir. Sekil 5.1°deki egrilerin z = 0,3 nm igin alttas
siralamasi asagidan yukar1 dogru; Hf O,, CdTe, SiC, h — BN ve en yiiksek maksimum
ise alttas etkisinin ihmal edildigi durumdur. #,,,;,, degeri en kiigiik olan alttaglar SiC ve

h — BN helisel kiy1 durumlarinin gézlenmesi i¢in en uygun olanlardir.

0.20 - -

0.15

| 0.10

0.05

k(nm™)

Sekil 5.2 z = 0,3nm i¢in farkhi alttaglarin kiy1 durumlarinin derinlik katsayilarinin
tersinin (A,) davranisi. Egriler asagidan yukari dogru; HfO,, CdTe, SiC,
h — BN seklinde siralanir. En st egri alttas etkisinin olmadigi durumdur.
Diisey eksenin birimi (1/nm) ile verilir.
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Il. Topolojik yalitkan ¢6ziim bolgesini tanimlayan malzemenin parametrelerinin

saglanmas1 gereken 6n kosul M < 0 olmak tizere,
A?/4B?> > M/B > 0veyal = 4MB/A* > 0

ifadesi ile verilir. Yiizey optik fonon etkilesmesinin ihmal edildigi durumda HgTe
kuantum kuyusu igin 4MB/A? = 0,207 degerini alir. Alttas fonon katkisi dikkate
alindiginda bu parametre kiiclilmeye baslar. Bu kii¢lilmenin sifira yakin olmas1 kiyi
durumlarinin gézlenmesini imkansiz kilar. Deneysel olarak en uygun z uzunlugu
0,3 — 1,0 nm bolgesindedir. Alttas etkisi 4MB/A? ifadesini z bagiml yapar. Farkh

alttaslar i¢in bu kriterin z-bagimli davranis1 sekil 5.3’te verilmistir.

0.20

0.15

0.05

0.2 05 iO 20 5.0
z(nm)

Sekil 5.3 4MB/A? kriterinin z-fonksiyonu olarak, degisik alttaslar igin davranisi.
Sagdan-sola egrilerin siras1t Hf O,, SiC, h — BN, CdTe ile verilir. En st yatay
cizgi alttas etkisinin olmadig1 durumdur (Kandemir, Atag 2019).
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Sekil 5.3’te en {listteki yatay ¢izgi alttas etkisinin olmadig1 z-bagimsiz durumu gosterir.
Diger egriler sagdan-sola dogru HfO,, SiC, h — BN, CdTe olarak siralanmistir. En
uygun alttaglar en iisttekiler olan CdTe ve h — BN olabilir. Ozellikle HfO,
kullanildiginda helisel kiy1 durumlarinin gézlemlenmesi miimkiin olmayacaktir. Ayrica

z = 0,3 nm’de Hf O, alttas etkisi M degeri pozitif yapmaktadir.
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6. SONUC

Topolojik yalitkanlar, oldukga ilgi g¢ekici fiziksel &zelliklere sahip olmasi sebebiyle
yogun madde fiziginin son yillardaki en popiiler konularindan birisidir. Oniimiizdeki
yillarda teknolojik uygulamalarin (6zellikle kuantum bilgisayarlarin), Onemli bir

kisminda yer alma potansiyeli yiiksektir.

Bu c¢aligmada iki boyutlu topolojik yalitkanlarin olusturulmasinda kullanilan alttagin,
KSH sisteminde elektron-fonon etkilesmesi vasitasiyla yarattigi degisimler ve hangi
alttaglar icin helisel kiyr durumlarimin ortaya cikabilecegi ile hangilerinde bunun

miimkiin olmadig analitik olarak gosterilmistir.

Kuantum Hall olay1 ile anlatilan sistemler iki ana cercevede incelenir. Ilki kiy1
durumlar ikincisi ise yiizey durumlaridir. Kiy1 durumlart TKH olay1 ve KSH olayi ile
anlatilabilir. Yiizey durumlar1 ise KSH olay: ile anlatilir. Kabaca KSH olay: iki adet
TKH olaymin (iki adet kiyr durumunun) birlesimi gibi diisiiniilebilir. TKH olay1 ile
olusan kiy1r durumlari kiral kiyr durumlar olarak isimlendirilirken KSH olay1 ile olusan
kiyr durumlar1 helisel kiyr durumlar olarak isimlendirilir. Kiral kiyr durumlarinin
olusabilmesi icin disaridan bir manyetik alana gereksinim vardir. Uygulanan manyetik
alan ise zaman tersinme simetrisini kirar. Helisel kiy1 durularinin olusmasi igin
disaridan bir manyetik alana ihtiya¢ yoktur. Elektronun yoriingesi ile spini arasinda
meydana gelen gii¢lii spin-yoriinge etkilesmesi ile olusur. Spin-yoriinge etkilesmesi,
spinin her iki durumunu igerdigi i¢in zaman tersinme simetrisi bozulmaz ve helisel kiy1
durumlar1 korunur. Dirac denkleminin diislik enerji limitinde, spin-yoriinge etkilesmesi
kendini agik bir sekilde gosterir. Bu sebepten dolay KSH sistemlerinin anlatilmasinda

Dirac-tipi denklemden yararlanilir.

Iki boyutta helisel kiyr durumlari igin, spin-yoriinge etkilesmesinin giiclii oldugu agir
elementlere bakilmasi diistinilmiis ve HgTe/CdTe hetero yapisinda helisel kiy1
durumlarn gozlemlenmistir. Matematiksel model olarak, k - p yaklasimi ile elde edilen
(modifiye Dirac-tipi) BHZ Hamilyoniyeni kullanilmistir. Bu hamiltoniyen zaman
tersinme simetrisine sahiptir. 1ki boyutta 6zdeger denklemlerinden iki farkli topolojik

faz icin iki farkli ¢6ziim takimi elde edilmistir. Bu ¢oziimlerin farklilign HgTe/CdTe
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kuantum kuyu parametrelerinin ve geometrik yapisinin sagladigi kosullardan ortaya
¢ikmaktadir. Ozellikle helisel kiyr durumlari igin bu kriterler M > 0 ve 1 > 4MB/A? >

0 son derece 6nemlidir.

Iki boyutlu malzemelerin iiretimi bir alttas iizerine olacak sekilde yapilir. Alttasa ait YO
fononlar ile malzemenin -elektronlar1 arasinda bir etkilesme kaginilmazdir. Bu
etkilesimin incelenmesi i¢gin BHZ hamiltoniyenine elektron YO fonon hamiltoniyeni
eklenmis ve Lee-Low-Pines dontigiimleri ile kosegenlestirme yapilarak “fonon
giydirilmis BHZ hamiltoniyeni” analitik olarak elde edilmistir. Burada BHZ
hamiltoniyenin goériinimii ayn1 fakat malzeme bagimli katsayilarinin igerigi biraz
degismistir. S6z konusu katsayilar (4, B, C, D, M) alttasin dielektrik 6zelliklerine, YO
fonon frekansmna ve alttag ile kuantum kuyusu arasindaki z-uzakligina bagimlilik
kazanmistir. HgTe/CdTe kuantum kuyusu Al,0;, Hf O, gibi alttaglar kullanildiginda
kiyt durumlarin1 gézlemek icin kriterleri z = 0,3 — 1 nm araliginda saglamak miimkiin

degildir. Ancak SiC, h — BN, CdTe gibi yapilar uygun alttaslar arasinda sayilabilir.
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EKLER

EK 1 H® VE H® Hamiltoniyenlerin A¢cik Hali

EK 2 Agg, Brg, Crg, Dpg, Mpg Parametreleri icerisindeki ifadeler
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EK 1 H® VE H® Hamiltoniyenlerin Acik Hali
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EK 2 Agg, Brg, Crg, Dpg, Mpg Parametreleri icerisindeki ifadeler
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D2 = (2 + 3§)DY? — DY?

1 _3
DY? = ao|B4|GLy | 27| 2
1 12\/% O| +| 1,3 0%%

1

1 _1
DY* = a|B G3’1<z'2 2 )
2 12\/; 0| +| 1,3 O,%,;

Ci(z) = foodz Cos(2)/z

Si(z) = foodz Sin(z)/z

mmn aq,az,....,an .. .
Gpg (Zlblrbz:-----:bn) Meijer G-Fonksiyonudur.
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