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1. GIRIS

Crawley ve Jonnson (1964) yilinda bir M modiliiniin degigim 6zelligine sahip ol-
masim1 “I bir indeks kiimesi ve X bir modil olmak {izere X = M' @Y = @ N;
ve M = M'ise X = M’ & (&N/) olacak sekilde N/ C N; alt modiilleri Zlgllﬂu—
nulabiliyorsa M ye degisim dzelligine (exchange property) sahip bir modiil denir”
seklinde vermislerdir. Ayrica I nmin sonlu olmasi durumunda M yi sonlu degisim

ozelligine sahip modiil olarak tanimlamiglardir. Son olarak R bir halka olmak iizere

rR modiili degisim 6zelligine sahip ise R ye degisim halkasi denilmistir.

Nicholson (1977) yihnda yayinlanan “Lifting idempotent and exchange rings” baglikl
caligmasinda degigim halkalar: i¢in yeni bir karakterizasyon vermis, daha sonra bu
karakterizasyon yardimiyla ele aldigi halkalarin degisim halkasi olmasi i¢in denklikler
elde etmistir. Ardindan bilinen baz1 halka siniflarimin degisim halkasi olup olmadigi
incelemistir. Ayrica ilk defa bu makalesinde bir tersinir ve eskare elemanin toplami
olarak yazilabilen elemanlar1 temiz olarak adlandirmisg, her elemani bu ozellige sa-
hip halkalara da temiz halka demigtir. Sonrasinda her temiz halkanin degigim halkas1
oldugunu gostermistir. Ek olarak degisim halkalarin temiz olabilmesi i¢in eskare ele-

manlariin merkezde olmasinin gerek ve yeter sart oldugunu ortaya koymustur.

Camillo ve Khurana (2001) de degigsim halkasi olup temiz olmayan halka 6rnegi
vermigtir. Chen “Exchange rings with artinian primitive factors” isimli makalesinde
bir degisim halkasinin hangi sartlar altinda temiz halka oldugunu incelemistir. Ben-
zer olarak Yu bir halkann sol (sag) yakin duo olmasi durumunda degisim halkas

olmasi ile temiz halka olmasinin denk oldugunu soylemistir.

Nicholson (1999) yilinda kuvvetli 7-diizenli halka tanimini verdikten sonra, yeni bir
halka sinifi olan kuvvetli temiz halkay1 tanimlamigtir. Ardindan kuvvetli 7- diizenli
halkalarin kuvvetli temiz oldugunu gostermistir. Yine ayni caligmasinda kuvvetli
temizlik ve kuvvetli 7m-diizenlilik tanimlarini bir modiiliin endomorfizma halkasina

genigletmis ve bunun icin gerekli denk sartlar: aragtirmigtir.

Nicholson ve Zhou (2004) te yeni bir halka smifi olan tek tiirli temiz halkalar:



tanimlamigtir. Ardindan tek tiirlii temiz halka ve eleman ornekleri vermigtir. Ayni
makalede yerel halkalar i¢in yeni bir karakterizasyon elde edilmis ve tek tiirlii temiz

halka icin denk sartlar incelenmistir.

2006 yilinda kuvvetli temiz olma 6zelligi matris halkalari i¢in aragtirilmaya baglanmigtir.
Bir tamlik bolgesi veya yerel halka tizerine kurulu matris halkalarinin hangi durum-
larda kuvvetli temiz olup olmadigi aragtirilmigtir. Son olarak (2012) yilinda Tang
ve Zhou kuvvetli temiz olma 6zelligini Morita icerigi halkasi i¢in incelemis, Morita

igerigi halkasinin kuvvetli temiz olmasi icin gerekli gsartlar1 aragtirmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde tezin daha sonraki boliimlerinde kullanilacak bazi temel tanim ve oner-
meler verilmektedir. Bu tez boyunca R birimli halka olarak ele ahnmaktadir. Ayrica
bundan sonra bir R halkasinin tersinir elemanlarmin kiimesi U(R) ile gosterilmek-

tedir.

2.1 Temel Tanimlar ve Ozellikler

Tanim 2.1.1. R bir halka olmak iizere ¢ € R icin e? = e saglaniyorsa e ye
eskare (idempotent) eleman denir. Ayrica ey, es € R egkare elemanlar olmak iizere
erea = 0 = eqeq ise, €1 ve ey elemanlarima dik eskare (orthogonal idempotent) denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.2. R bir halka olsun. C(R) = {x € R : Hery € R i¢in yz = xy}
seklinde tanimh kiimeye R halkasinin merkezi (center of R) denir (Anderson ve

Fuller 1992).

Tamim 2.1.3. R bir halka ve ¢* = ¢ € R olsun. Eger e € C(R) ise e ye merkezil
eskare (central idempotent) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.4. Bir R halkasinin biitiin elemanlar1 egkare ise R ye Boolean halka

denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.5. R bir halka olsun. ¢ € R i¢in a" = 0 olacak sekilde bir n € Z*

mevcutsa a ya tstel sifir (nilpotent) eleman denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tamim 2.1.6. R bir halka ve a € R iistel sifir eleman olsun. Eger a € C(R) ise a

ya merkezil tstel sifir (central nilpotent) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.7. R bir halka olmak iizere her z € R icin nxz = 0 sartin saglayan en
kiiciik n pozitif tamsayisina R halkasinin karakteristigi denir ve char(R) ile gosterilir.
Eger bu sart1 saglayan pozitif bir tamsay1 mevcut degilse R halkasinin karakteristigi

0 dir denir (Anderson ve Fuller 1992).



Tanim 2.1.8. Sifirdan farkl iistel sifir elemana sahip olmayan halkaya indirgenmis

(reduced) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.9. R bir halka olsun. Eger R nin ideallerinin I; D Is O ... seklindeki
her azalan dizisi sonlu bir adimda duruyorsa R ye Artin (Artinian) halka denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.10. R bir halka olsun. Eger R nin bir [ idealinin her eleman iistel sifir

ise I ya nil ideal denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.11. R bir halka olsun. Eger R halkasinin sifirdan farkli her eleman

tersinir ise R ye bélimlii (division) ring denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanmim 2.1.12. R bir halka olsun. r(a) = {x € R : ax = 0} seklinde tanimh kiimeye
a nin R deki sag sifirlayana (right annihilator) denir. Benzer sekilde I(a) = {y € R :
ya = 0} seklinde tanimh kiimeye a nin R deki sol sifirlayane (left annihilator) denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.13. R bir halka olmak iizere x € R i¢in zyxr = x sartini saglayan y € R

mevcut ise x e diuzenli (regular) denir. R nin her elemani diizenli ise R ye diizenli

(regular) halka denir (Nicholson 1999).

Tanim 2.1.14. R bir halka ve x € R olsun. Eger 1 —z € R de sol terse sahip ise x
e sol yakin dizenli (left quasi-reqular); 1 —x € R de sag terse sahipse = e sag yakin
diizenli (right quasi-reqular); 1 —z € R de sag ve sol terse sahipse = e yakin dizenli

(quasi-regular) eleman denir (Anderson ve Fuller 1992).

Onerme 2.1.15. R bir halka olmak iizere R nin bir I sol ideali icin agagidakiler

denktir.
(1) I sol yakin diizenlidir.
(2) I yakin diizenlidir.

(3) I sol ideali R de dardir (Anderson ve Fuller 1992).



Tanim 2.1.16. R bir halka ve x € R olsun. Eger = zux olacak sekilde u € U(R)

elemam mevcutsa x e tersinir dizenli (unit reqular) eleman denir (Nicholson 1999).

Tanim 2.1.17. R bir halka ve a € R olsun. Eger a asagidaki denk sartlardan birini

sagliyorsa a ya kuvvetli diizenli (strongly regular) eleman denir.
(1) R de a*z = a = ya® olacak sekilde z,y € R vardir.
(2) aR = a®R ve r(a) = r(a?) dir.
(3) R=aR®r(a) dir.
(4) R de aba = a ve ab = ba olacak sekilde bir b € R eleman1 vardir.
(5) R de aua = a ve au = ua olacak sekilde u € U(R) vardir.
(6) R dee*=e € R igin a = ue = eu olacak sekilde u € U(R) vardur.
(7) R de a®u = a = ua?® olacak sekilde u € U(R) vardir.

Ayrica R halkasinin biitiin elemanlar1 kuvvetli diizenli ise R ye kuvvetli diizenli

(strongly reqular) halka denir (Nicholson 1999).

Tanim 2.1.18. R bir halka olsun. R nin biitiin maksimal sol ideallerinin veya denk
olarak biitiin maksimal sag idealllerinin arakesitine Jacobson radikali denir ve J(R)

ile gosterilir (Anderson ve Fuller 1992).

Onerme 2.1.19. R bir halka olsun. Asagidaki kiimeler egittir.
(1) J(R),
(2) R nin biitlin maksimal sol (sag) ideallerinin arakesiti,
(3) {x € R: Her r,;s € R i¢in ras yakn diizenli},
(4) {z € R: Her r € R igin rz yakn diizenli},
(5) {z € R: Her s € R i¢in xs yakin diizenli},

(6) R nin biitlin yakin diizenli sol (sag) ideallerinin birlegimi,



(7) R nin biitlin yakin diizenli ideallerinin birlegimi (Anderson ve Fuller 1992).

Tamim 2.1.20. R bir halka olmak tizere R/J(R) bolimli halka ise, R ye yerel
(local) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Onerme 2.1.21. Bir R halkas: icin asagidaki sartlar denktir.
(1) R yerel halkadir.
(2) R halkasi tek maksimal ideale sahiptir.
(3) J(R) maksimal sol idealdir.
(4) R nin sol terse sahip olmayan elemanlarinin kiimeleri toplamaya gore kapalidir.
(5) J(R)={z € R | Rx # R}
(6) J(R)={z e R |z ¢ UR)}
(7) Her z € Ric¢in x € U(R) yada 1 —x € U(R) dir (Anderson ve Fuller 1992).

Uyari 2.1.22. R bir halka olsun. Her u € U(R) ve j € J(R) i¢in u+j € U(R) dir.

Tanim 2.1.23. R bir halka olsun. Bir p € R i¢in p = ab iken a € U(R) ya da

b € U(R) ise p ye indirgenemez (irreducible) eleman denir (Lam 1998).

Tamim 2.1.24. R bir halka olsun. a,b € R i¢in a = bu olacak sekilde v € U(R)

mevcut ise a ile b ilgilidir (associate) denir (Lam 1998).

Tanim 2.1.25. R bir tamlik bolgesi olsun. R nin I C R sartini saglayan her ideali
tek tretecli ise R ye temel ideal bolgesi (principal ideal domain) denir (Lam 1998).

Tanim 2.1.26. R bir tamlik bolgesi olsun. R nin her eleman ilgililik ve sira
farki gozetmeksizin indirgenemez elemanlarin kuvvetlerinin ¢arpimi seklinde tek
tirlit yazlabiliyorsa R ye tek tirli ¢arpanlara ayriabilen bolge (uniquely factori-

zation domain) denir (Lam 1998).

Tanim 2.1.27. R bir halka olsun. R nin biitiin asal ideallerinin arakesitine asal

radikal (prime radical) denir ve N(R) ile gosterilir (Lam 2001).
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Lemma 2.1.28. R degismeli bir halka olsun. R nin bir [ ideali i¢in asagidakiler
denktir.

(1) I nil idealdir.
(2) I asal radikaldir (Lam 2001).

Tanim 2.1.29. M bir modiil ve N < M olsun. Eger N + K = M olacak sekilde
M nin her K alt modiilii igin K = M ise, N ye dar (small) alt modil adi verilir ve
N <« M ile gosterilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.30. 0 # R bir halka olsun. R nin sifir ve kendisinden basgka ideali yoksa
R ye basit (simple) halka denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.31. R bir halka olsun. Eger R halkas1 basit ideallerinin direkt toplami

olarak yazlabiliyorsa R ye yar: basit (semisimple) halka denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.32. Sifirdan farkli M modiiliiniin sifir ve kendisinden baska alt modiilii yok

sa M ye basit (simple) modil denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.33. Bir M modiilii basit modiillerin direkt toplami ise, M ye yar: basit
(semisimple) modil denir (Lam 2001).

Tanmim 2.1.34. M bir R-modiil, N C M ve A C R olsun. rg(N) ={re€ R: Nr =
0} kiimesine N nin R de sag sifirlayans, Iy (A) = {x € M : A = 0} kiimesine A
nin M de sol sifirlayans adr verilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.35. R bir halka olsun. R nin bir [ ideali ve X C R basit sol (sag) ideali
verilsin. Eger [ ideali X in R deki sifirlayani ise I ya sol (sag) ilkel ideal (primitive
ideal) denir (Lam 2001).

Sonuc 2.1.36. R bir halka ve her ¢ € [ i¢in I; ler ilkel sol (sag) ideal olsun. Bu
durumda J(R) = () I; dir (Lam 2001).

iel



Tanim 2.1.37. M, K ve U R-modiiller olmak tizere her f : M — K R-modiil epi-
morfizmasi ve her v : U — K R-modil homomorfizmasi i¢gin f7 = ~ olacak bigimde
7 : U — M R-modiil homomorfizmasi varsa U ya M -projektif modil denir. Eger

U her M modiilii igin M-projektif ise U ya projektif modiil adi verilir (Anderson ve
Fuller 1992).

Tanim 2.1.38. Bir M R-modiiliiniin X alt kiimesi i¢in

(1) Eger XR={> ayri:z; € X,m € R} = M ise X kiimesi M yi dretir denir.

sonlu
(2) Egeri=1,...,n € Ni¢inz; € X ver; € R olmak tizere eger z171+. . .4+x, 7, =
0 iken, her 7 i¢in r; = 0 oluyorsa X e R-bagimsiz denir (Anderson ve Fuller

1992).

Tanim 2.1.39. Bir M R-modiiluniin X alt kiimesi hem M yi iiretmekte hem de
R-bagimsiz ise X e M nin bir baz (R-baz) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.40. Bir M R-modiilii bir X bazma sahipse M ye serbest (free) modiil
denir (Anderson ve Fuller 1992).

Lemma 2.1.41. Her serbest modiil projektiftir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.42. M bir modiil olmak tizere bir P projektif modiilii i¢in ¢ : P — M
epimorfizma olsun. Eger Kerp < P ise P ye M nin projektif ortisi (projective
cover) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.43. R bir halka olsun. Eger her sag (sol) R-modiil bir projektif ortiiye
sahip ise R ye sag (sol) miikemmel (perfect) halka denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.44. A, B iki halka, 4N ve gM ikili modiiller olsun. ¥ : N@ M — A
B
ve & : M@ N — B modiil homomorfizmalar: olmak iizere m,m’ € M, n,n’ € N
A

icin U(n @ m)n’ = n®(m @ n’) ve &(m @ n)m’ = m¥(n ® m’) olsun. Bu durumda

8



(A, B, M, N, ¥, ®) yapisina Morita yapise (Morita context) denir.

T={ R P Ab € Bym € M,n € N} kiimesinin yukaridaki egitlikler

m b

yardimiyla bir halka yapis1 vardir. Bu halkaya Morita iceriginin halkasi denir (Tang
vd. 2014).

Tanim 2.1.45. R bir halka ve pMpg ikili modiil olmak iizere R nin M ile olan
asikar genislemesi (trivial extension) R o« M = R @ M bilegensel toplama iglemi

ve (ri,mq)(re,mg) = (rire,rimg + mqrse) seklinde tamimlanan c¢arpma iglemi ile

r om
bir halkadir. Bu halka r € R ve m € M olmak tizere seklindeki tim
0 r

matrislerden olusan halkaya izomorftur (Tang ve Zhou 2012).

Tanim 2.1.46. R bir halka ve gVp ikili modiil olsun. R nin V ile olan ideal-
genislemesi (ideal-extension) I(R; V) ile gosterilir. I(R; V) = R®V kiimesi bilegensel
toplama islemi ile abel gruptur ve (r,v)(s,w) = (rs,rw + vs + vw) geklinde tanimh

carpma islemi ile birimi (1,0) olan bir halkadir (Nicholson ve Zhou 2004).

Uyar: 2.1.47. Bir R halkasinin I(R; V') ideal geniglemesi verilsin. Burada (R, 0) =
{(r,0) : 7 € R} ve (0,V) = {(0,v) : v € V} olmak lizere (R,0) kiimesi R nin bir
alt halkasidir ve (R,0) = R dir. Ayrica (0,V) kiimesi I(R; V) nin bir ideali olup
(0,V)=V ve I(R;V)/(0,V) = R dir.

Uyar1 2.1.48. Bir R halkasi ve S = I(R; V) i¢cin agagidakiler denktir.
(1) (0,V) C J(S) dir.
(2) Eger u e U(R) ve v € V ise (u,v) € U(S) dir.
(3) Eger v € V ise v + w 4+ vw = 0 olacak gekilde w € V mevcuttur.

Tanim 2.1.49. p bir asal say1 olmak tizere R = 2p = {i ap' :a; € 72,0 < a; <
p — 1} kiimesi agagida tamimlanan toplama ve garpma i§lgr(ileriyle bir halkadir. Bu
halkaya p tabanina gére tamsayilar (p-adic integers) halkas: denir. R degigmeli yerel
halkadir ve J(R) = pR dir. Toplama islemi

aog+ by = co(mod p), ag+ by = co + kop; a1 + b1 + ko = c1(mod p), a3 +by + ko =1 +



kip; ... olmak tizere (ag+aip+asp®+...)+ (bo+bip+bop?+...) = co+cip+cap®+. ..
ve carpma iglemi

apby = do(mod p), apby = do+lop; agh1 +a1by+1ly = di(mod p), agh1 +a1by+1ly = di +
lip; ... olmak tizere (ag+ayp+asp*+...)+(bg+bip+bop*+...) = do+dip+dap*+. ..

seklinde tanimhdir.

Lemma 2.1.50. (Zorn Lemma) X kismi sirali bir kiime olmak iizere eger X teki
her zincir (tam sirali kiime) bir iist sinira sahip ise o zaman X en az bir maksimal

eleman igerir (Anderson ve Fuller 1992)
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3. DEGISIM HALKALARI

Bu boéliimde degisim halkalar1 tanimlanmakta ve baz 6zellikleri incelenmektedir.

3.1 Degisim Halkalar:

Onerme 3.1.1. R bir halka ve 2 € R olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.
(1) e —z € R(x — 2?) olacak sekilde e* = e € R vardr.
(2) (1 —e)—c(1—2x) e J(R) olacak sekilde ¢ € R ve €* = e € Rz vardir.
(3) R = Re+ R(1 — z) olacak sekilde ¢* = e € Rx vardar.

(4) 1 —e € R(1 — ) olacak sekilde e? = ¢ € Rz vardir (Nicholson 1977).

Ispat: (1) = (2) e — z € R(z — x?) olacak bicimde e = e mevcut olsun. Buradan
e —x = r(z — x?) olacak sekilde r € R vardir. e =rx —rz* +z = (r —rz + 1)z =
rz € Rr. O halde 1 —e = (1 — rx)(1 — x) olur. Son durumda ¢ = (1 —rz) € R
olarak segilirse (1 —e) — c¢(1 —x) =0 € J(R) elde edilir.

(2) = (3) (1 —¢€) —c(1 —x) € J(R) olacak sekilde ¢ € R ve e* = e € Rz mevcut
olsun. O halde 1 — ((1—e) —c¢(l—z)) =e+c(l—z) € UR) ve ufe+c(l —z)) =1
olacak sekilde u € R mevcuttur. Sonug olarak ue + uc(l — x) = 1 oldugundan
R = Re + R(1 — x) elde edilir.

(3) = (4) R = Re+ R(1 — z) olacak sekilde ¢ = e € Rz mevcut olsun. Bu nedenle
1 =te+s(1 —x) olacak gekilde s,t € R vardir. Eger f = e+ (1 —e)te olarak segilirse
f?=f€Rxvel—f=(1-¢)s(1—2)e€ R(1—z) bulunur.

(4) = (1) 1 — e € R(1 — z) olacak sekilde e = e € Rz var olsun. O halde e = rz ve
1 —e = ryz olacak sekilde r,r; € R mevcuttur. Boylece e—x =e(l—x)— (1—e)z =

re(l1—2z) — (ri(l —2)x) = (r —r)(z — 2?) € R(x — 2?) dir.

Tamm 3.1.2. R bir halka olsun. Eger R halkasinm her eleman Onerme 3.1.1
deki denk sartlardan birini saglhyor ise R ye sol degisim (exchange) halkasy denir

(Nicholson 1977).
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Uyar: 3.1.3. Halkalar i¢in degisim 6zelligi simetriktir. Bundan dolay1 her sol (sag)
degisim halkas1 sag (sol) degisim halkasidir. Bu sebeple bu tiir halkalar sol (sag)

degisim halkas1 yerine degigim halkasi olarak adlandirilir.

Tamim 3.1.4. R bir halka ve L de R nin toplamsal bir alt grubu olsun. z — 2% € L
sarti1 saglayan z € R icin e — x € L olacak sekilde e = e € R varsa eskare

elemanlar L ye gére yiikselir denir (Nicholson 1977).

Sonuc 3.1.5. R nin degisim halkasi olmas: icin gerek ve yeter sart R nin eskare

elemanlarinin her sol ideale gore yiikselmesidir (Nicholson 1977).

ispat: R bir degisim halkas1 ve R nin bir sol ideali L olsun. Bu durumda x — 2% € L
olacak sekildeki # € R alinsm. R degisim halkas: oldugundan Onerme 3.1.1 in (1)
sartini saglar. Yani e — x € R(x — 2?) olacak sekilde e? = ¢ € R mevcuttur. O halde
R(xz — 2?) < L olup e — z € L olur. Kargit olarak egkare elemanlar her sol ideale
gore yiikselsin ve z € R olsun. R(x — %) bir sol ideal ve z — 2? € R(x — 2?%) olur.
Hipotez geregince e — z € R(x — x?) olacak sekilde e = e € R mevcut olup ispat

biter.

Onerme 3.1.6. Degisim halkasinin her homomorfik gortintiisii de bir degigim hal-

kasidir (Nicholson 1977).

Ispat: Bir L ideali icin R nin homomorfik goriintiileri R/L seklindedir. Eger x+ L €
R/L ise x € R ve R degisim halkas1 oldugundan e — x € R(x — z?) olacak sekilde
e’ = e € Rvardir. O halde (e —z)+ L € (R/L)(x —2*+ L) ve (e+ L)(e + L) =
e?+ L =e+ L € R/L vardir. Sonugta R bir degisim halkasidr.

Onerme 3.1.7. R nin degisim halkas: olmas: icin gerek ve yeter sart R/J(R) nin

degisim halkasi olmasi ve egkare elemanlarinin J(R) ye gore yiikselmesidir (Nicholson

1977).

Ispat: R bir degisim halkasi olsun. Onerme 3.1.6 dan dolay1 R/J(R) bir degigim
halkas1 olur ve Sonug 3.1.5 geregince egkare elemanlar J(R) ye gore yiikselir. Kargit

olarak R/J(R) degisim halkasi ve eskare elemanlar J(R) ye gore yiikselsin. x € R
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alimsm. 2 + J(R) = T € R elemani i¢in (1 —€) — &1 — 7) € J(R) olacak sekilde
€2 =€ € Rz ve ¢ € R mevcuttur. J(R) = 0 oldugundan (T —€) = ¢(1 — ) saglanip
(1—e)—c(l—x) € J(R) elde edilir. Egkare elemanlar J(R) ye gore yiikseldiginden

e? = e € Rx olup istenilen elde edilir.
Onerme 3.1.8. Her diizenli halka bir degisim halkasidir (Nicholson 1977).

ispat: R diizeli bir halka ve x € R olsun. Buradan xyx = x olacak sekilde y €
R vardir. f = yz olarak secilirse f2 = f saglamir. f nin secimine bagh olarak
e = [+ (1 — f)zf biciminde belirlenirse e € Rz bir egkare eleman olur. 1 — e =
(1—f)(1 —z) € R(1 — ) oldugu kolayca goriilebilir. Bu ise Onerme 3.1.1 in denk

sartlarindan birinin saglandigini gosterir. Dolayisiyla R bir degisim halkasidir.
Onerme 3.1.9. Her béliimlii halka diizenli halkadir (Nicholson 1977).

ispat: R bir bolimli halka ve z € R olsun. x = 0 ise xxx = z dir. Eger x # 0

1

ise R boliimlii halka oldugundan zx~! = 1 = 27!z olacak bicimde ! € R vardir.

Buradan z = 2~z elde edilir. Dolayisiyla R diizenli bir halka olur.

Tamim 3.1.10. R bir halka olsun. Eger R/J(R) diizenli ve egkare elemanlar J(R)
ye gore ylikseliyor ise R ye yari dizenli (semiregular) halka denir (Nicholson 1977).

Onerme 3.1.11. Her yan diizenli halka bir degisim halkasidir (Nicholson 1977).

Ispat: R yari diizenli bir halka oldugundan R/J(R) diizenlidir ve egkare elemanlar
J(R) ye gore yiikselirler. Onerme 3.1.7 den dolay1 R diizenli bir halka kabul edilebilir.
O halde Onerme 3.1.8 den dolay1 ispat biter.

Onerme 3.1.12. Her yerel halka bir degigim halkasidir (Nicholson 1977).

Ispat: R bir yerel halka ve 2 € R olsun. z € J(R) ise 02 =0€ Revec=1€ R
olacak sekilde secilirse (1 —€) — ¢(1 — z) = € J(R) oldugundan Onerme 3.1.1
saglanir ve R degisim halkasi olarak bulunur. Eger = ¢ J(R) ise R yerel oldugundan
x € U(R) dir. Dolaysiyla ur = zu = 1 olacak biginmde v € R mevcuttur. Ayrica
Rr=Rvel—-ur=0¢€ JR)dir.1?=1=f€ Rx = Rvec=1€ R ign
(1—e)—c(l —uxr)=—(1—uzx) e J(R) olacagindan R halkas1 degigim halkasidir.
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Diizenli halkalar degisim halkasi olmasina ragmen degigim halkalar1 diizenli olmak

zorunda degildir.

Ornek 3.1.13. Loy = {% € Q: 24 b} kitmesi Q nun yerel bir alt halkasidir. Onerme
3.1.12 den dolay1 bir degisim halkasidir. Fakat 2 € Z) elemani i¢in 2 = 222 olacak
sekilde = € Z3) bulunamadigindan diizenli bir halka degildir.

Ornek 3.1.14. D bir boliimlii halka ve S de D nin birimi igeren bir alt halkasi
olsun.

R(D,S) = {(z1,29,...,2pn,8,8,8,...):n>1xz,€ D seS}

sekinde tamimlansin. Bilegensel iglemlerle R bir halkadir. Bununla birlikte R nin
degisim halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart .S nin degisim halkas1 olmasidir. R bir
degisim halkas1 kabul edilsin. S halkas1 R nin homomorfik gortintiisii oldugundan
Onerme 3.1.6 dan dolay1 S bir degisim halkasi olur. Karsit olarak S bir degisim hal-
kasive r = (21, x9,...,%,,$,5,8,...) € Rolsun. S degigim halkas1 oldugundan s € S
icin 1— f € S(1—s) olacak sekilde f? = f € Ssvardir.e = (1,1,...,1,f, f,...) €ER
olmak iizere ¢ = ¢ € Rdir. f € Ssvel— f € S(1 — s) oldugundan f = s's

ve 1 — f = §"(1 — s) olacak bigimde §',s” € S vardir. Her ¢ i¢in z; # 0 ol-

1 1

sun. D boliimlii halka oldugundan z;7;' = z;'z; = 1 olacak sekilde z;' € D

vardir. e = (z7h 250, .. 20 8,8, ) (21, 0, . ., Ty S,5,...) € Rrolup 1 —e =

(0,0,...,0,8",s", .. )1 —2y,1 —29,...,1—2,,1 —5,1—s,...) € R(1 —r) bulunur.

Diger durumlarda benzer bi¢imde goriilebilir. O halde R bir degisim halkasi olur.

Tanim 3.1.15. R bir halka olsun. Eger egkare elemanlar J(R) ye gore yiikseliyor
ve J(R) tarafindan kapsanmayan her sol (sag) ideal sifirdan farkl bir egskare eleman

iceriyorsa R halkasina gii¢li (potent) halka denir (Nicholson 1977).
Onerme 3.1.16. Her degisim halkas1 giiglii halkadir (Nicholson 1977).

Ispat: R bir degisim halkasi olsun. O halde egkare elemanlar J(R) ye gore yiikselirler.
Bu durumda z ¢ J(R) eleman i¢in 0 # ¢ = e € Rz in varhgim gostermek yeterli
olacaktir. # € R icin e = e € Rx olmasi halinde e = 0 olsun. Hipotez geregince

R bir degigim halkasi oldugundan a € R i¢gin 1 — e € R(1 — ax) olacak sekilde
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e? = e € Rax vardir. Kabulden e = 0 olup 1 € R(1 — ax) elde edilir. Bu durumda
x € J(R) olur. Halbuki x ¢ J(R) olacak sekilde segilmisti. Sonug olarak e # 0 olur

ve R giiclii halka bulunur.

Onerme 3.1.17. R bir degisim halkasi ve €2 = e € R ise eRe bir degisim halkasidir
(Nicholson 1977).

Ispat: R degisim halkasi oldugundan z € eRe elemam i¢in f2=f € Rz ve 1 — f €
R(1—x) olacak gekilde = ve f elemanlari mevcuttur. Buradan fe = f dir. Dolayisiyla
(ef)* =ef € eRei¢in e — ef = e(l — f)e € eRe(e — x) bulunur. Bu ise eRe nin

degisim halkas1 olmasi demektir.

Tanim 3.1.18. M bir R-modiil olsun. I herhangi bir indeks kiimesi ve X bir modiil

olsun. X = M'@Y = @N,; ve M = M’ olmak tizere X = M’ & (&N]) olacak
i€l

sekilde N/ C N; alt modiilleri bulunulabiliyorsa M ye degisim ozelligine (exchange

property) sahip bir modil denir (Crawley ve Jonsson 1964).

Tanim 3.1.19. Eger bir M modiili yukaridaki sartlar1 sonlu bir I indeks kiimesi
icin saglarsa M ye sonlu degisim ézelligine (finite exchange property) sahip modiil

denir (Crawley ve Jonsson 1964).

Ayrica M modiilii sonlu degigim 6zelligine sahip ise |I| = 2 almak yeterlidir.

Uyar: 3.1.20. (1) Degigim 6zelligi modiil izomorfizmasi altinda korunur.
(2) Bir M modiilii |I,,| = m olan bir indeks kiimesi i¢in sonlu degigim 6zelligine
sahip ise k < m olacak sekilde indekse sahip biitiin [ indeks kiimeleri i¢inde sonlu

degisim 6zelligine sahiptir (Crawley ve Jonsson 1964).

Lemma 3.1.21. M degisim o6zelligine sahip bir modill ve X = M & Xqg @Y =
(@ N;) @Y olsun. Bu durumda X = M & (P N/) @ Y sartin saglayan N/ < N alt

iel icl
modiilleri mevcuttur (Crawley ve Jonsson 1964).

ispat: f X — X/Y olacak sekildeki érten déniigiimii alinsin. Buradan X f =

Mfo Xof = @(N;f) ve Mf = M olur. M degisim 6zelligine sahip oldugundan
iel

Xf=Mfa (@ K;) sartim1 saglayan K; < N, f olacak sekilde alt modiilleri mevcut-

el
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tur. N/ = {z € N;| f € K,} olacak sekilde secilsin. Iddia X = M @ (P N)) @Y
icl
seklinde olmasidir. x € X igin f = mf + (> k;) olacak gsekilde m € M ve k; € K;

elemanlar1 mevcuttur. K; C N;f oldugundan k; = n;f olacak sekilde n; € N; vardir.
Bu durumda n; € N/ ve (xt —m — > n;) € ker(f) =Y olur. X =M+ (D_N])+Y
toplaminin direkt toplam oldugu gosterilirse ispat biter. m + > n} 4+ y = 0 iken
mf+ (> n;f) =0 olup buradan mf = 0 ve her i igin n; f = 0 elde edilir. mf = 0 ise
meMNY =0ven;f =0olmas:t dan; € N;NY = 0 olmasimi gerektirir. Boylece

her 7 icin m = n; = 0 ve y = 0 olup istenilen sonug elde edilir.

Onerme 3.1.22. M = M; & M, olsun. M nin degisim ozelligine sahip olmasi igin
gerek ve yeter sart M; ve M, nin degisim 6zelligine sahip olmasidir (Crawley ve

Jonsson 1964).

ispat: M degigsim 0Ozelligini saglasin ve X = M; & X, = @Ni olsun. Buradan
My@® X =My M; & Xy = @NiGBMQ elde edilir. O halde ZE]\/;Q@X = M, ® M,

@Ni @ (N]) & M} olacak §ezkeiide N! C N; ve M} C M, alt modiilleri mevcuttur.
ZSeolnugta M3 =0 olup X = M; ® (P N;) elde edilir. Bu ise M; in degisim 0zelligine
sahip olmas1 anlamina gelir. Benzezreéekilde M nin de degisim 6zelligine sahip oldugu

gosterilebilir.

Karsit olarak M; ve My degisme 0zelligini saglasin ve X = M & Xy = @ N; olsun.
Buradan X = M, & M, & X = @ N; dir. M, degisim ozelligine sahip Zglldugundam
X = M, & (P N) olacak §ekileeEINi’ C N; alt modiilleri mevcuttur. Bu durumda
My® Xo® Mllaz (@ N!)Y@® M, olur. M, degisim 6zelligine sahip oldugundan Onerme
3.1.21 geregince )l(EI: My & (@ N!') @& M, sartim saglayan N/ C N; alt modilleri
mevcuttur. Sonugta M; & Mgzillin degisim ozelligine sahip oldugu goriiliir.

Tanim 3.1.23. M bir modiil ve n < m dogal sayilar1 verilsin. M = M; & My &
e ® M, = Ny ® Ny ® ... & N, seklinde iki farkl ayrigimi verildiginde her bir M;
icin M; = @ N; olacak sekilde J C {1,2,...,n} varsa M nin bu iki parcalanigina

j€J
izomorf incelmeye (isomorphic refinements) sahip modil denir (Crawley ve Jonsson

1964).

Sonuc 3.1.24. M bir R-modiil olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.
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(1) M nin biitlin direkt toplananlar: ayni degigim (sonlu degigim) 6zelligine sahip-

tir.

(2) M modiili sonlu degisim O6zelligine sahip ise M nin iki farkh sonlu direkt

toplami izomorf incelmeye sahiptir (Crawley ve Jonsson 1964).

Teorem 3.1.25. [ bir indeks kiimesi olmak tizere ¢+ € I icin M; modiilleri sayilabilir

tiretegli ve degigim ozelligine sahip olsunlar. O halde ) M; nin herhangi iki direkt
i€l

toplami izomorf incelmeye sahiptir (Crawley ve Jonsson 1964).

Tanim 3.1.26. M bir modiil olmak iizere eger M sayilabilir iiretecli alt modiille-

rinin direkt toplami olarak ifade edilebiliyorsa M ye K tipindendir (type K) denir
(Kaplansky 1958).

Teorem 3.1.27. M bir modiil olsun. Eger M modiilii K tipinden ise M nin biitiin
direkt toplananlar da K tipindendir (Kaplansky 1958).

Her serbest modil R nin kopyalarinin direkt toplami oldugundan K tipindendir.

Sonuc 3.1.28. Her projektif modiil sayilabilir iiretecli projektif modiillerin direkt
toplamidir (Kaplansky 1958).

Lemma 3.1.29. X = M, ® Ms@ ... & M, ve her M; degisim 6zelligine sahip olsun.

Her 7 igin M; = M{ & ... & M] olacak sekilde M; nin M direkt toplananlar1 vardir

(Crawley ve Jonsson 1964).

Tanim 3.1.30. Her bir M;(i € I) sayilabilir tiretecli olmak tizere, M = € M; sonlu
il

degisim oOzelligine sahip olsun. M; lerin direkt toplananlarinin bir direkt toplamina

izomorf olan M nin bir alt modiiliine hos (nice) modiil denir (Crawley ve Jonsson

1964).

Teorem 3.1.31. M = @ M;, M; modiilleri sayilabilir iiretecli ve sonlu degigim
iel
ozelligine sahip ise M nin her direkt toplanam hogtur (Crawley ve Jonsson 1964).

Sonuc 3.1.32. R bir degisim halkasi olsun. Her P projektif modiilii i¢in P = €D Re;

olacak sekilde e? = ¢; vardir (Crawley ve Jonsson 1964).
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Teorem 3.1.33. R bir halka ve M bir sag R-modiil olmak iizere agagidaki ifadeler
denktir.

(1) end(M) sag degisim halkasidir.
(2) M sonlu degigim &zelligine sahiptir.

(3) end(M) sol degigim halkasidir (Nicholson 1977).

Bir R halkasi i¢in end(gR) = R oldugundan R nin sol (sag) degisim halkas1 olmasi
i¢in gerek ve yeter sart g R nin sonlu degigim ozelligine sahip olmasidir. Buradan sag

ve sol degisim halkalarinin ayni oldugu agikca goriilmektedir.
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4. TEMIZ HALKALAR

Bu boliimde ilk kez Nicholson tarafindan 1977 yilinda tanimlanmig olan temiz eleman

ve temiz halka kavrami verilerek bazi ozelliklleri incelenecektir.

4.1 Temiz Halkalar

Tanim 4.1.1. R bir halka olsun. a € R i¢in a = e + u olacak sekilde e = e € R ve
u € U(R) mevcutsa a ya temiz (clean) eleman denir. Eger R halkasinin her eleman:

temiz ise R ye temiz (clean) halka denir (Nicholson 1977).

Ornek 4.1.2. (1) Bir R halkasinda u tersinir eleman ise u = u + 0 ve 0> = 0
oldugundan u temiz elemandir.

(2) Bir R halkasinda e egkare eleman ise e = (1—e)+(2e—1) yazilirsa (1—e)* = 1—e
ve (2e —1)(2e — 1) = 1 olup e temiz eleman bulunur.

(3) Bir R halkasinda a = e + u olacak gekilde e egkare elemam ve u tersinir elemani
mevcut ise 1 — e egkare eleman1 ve —u tersinir elemani igin 1 — a = (1 — e) + (—u)
olacagindan 1 — a temiz eleman olur.

(4) Bir R halkasinda m tstel sifir eleman ise 1 —m € U(R) dir. Boylece m =

1+ (m — 1) seklinde yazilabileceginden m temizdir (Han ve Nicholson 2001).

Ornek 4.1.3. (1) Boolean halkalar temiz halkadr.

(2) Cisimler ve boliimlii halkalar temiz halkalardir.

(3) R bir yerel halka olsun. Her z € R i¢in = ya da 1 — x tersinirdir. x tersinir
ise tersinir elemanlar temiz oldugundan istenilen elde edilir. 1 — x tersinir ise x =
(x—1)+1 olarak yazilirsa 1 egkare eleman olur ve x temiz olarak bulunur. Dolayisiyla

R temiz halka olur.

Onerme 4.1.4. (1) Her temiz halka degisim halkasidur.
(2) Eskare elemanlar1 merkezde olan bir halkanin temiz olmasi igin gerek ve yeter

sart degisim halkasi olmasidir (Nicholson 1977).

Ispat: (1) R bir temiz halka olsun. O halde her = € R i¢in 2 = e 4 u olacak sekilde

e?=¢ € Rveu € U(R) mevcuttur. 22 —z = u(x —u™ (1 —e)u) = ue + u*> — u+ eu
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dur. f = u7'(1 — e)u olacak sekilde segilirse f? = f olur. Boylece x — 2% = u(f — )
elde edilir. Sonug olarak f —z = u™'(z — 2?) € R(z — 2?) olup R degisim halkasi
bulunur.

(2) R esgkare elemanlar1 degigmeli olan bir degisim halkasi olsun. Bu durumda 1 —
e € R(1 — z) olacak sekilde e = e € Rz mevcuttur. Yani e = ax olacak sekilde
a € R elemani vardir. Genelligi bozmaksizin ea = a alinirsa axa = a olup xa ve
ax egkaredir. Egkare elemanlar merkezde oldugundan za = z(axra) = z(ax)a =
(az)xa = (ra)ar = a(xa)r = ax dir. Ayrica 1 —e € R(1 — z) oldugundan 1 — e =
b(1 — z) olacak gekilde b € R mevcuttur. e i¢in yapilan iglemler 1 — e i¢in de tekrar
edilirse (1—e)b =bve b(1 —z) = (1 —x)b olur. Sonug olarak x =z — (1 —e)+ (1 —e)
olacak sekilde 1 — e egkare elemani ve (a —b)(x — (1 —¢€)) = (x — (1 —¢€))(a—b) =1
den x — (1 — e) tersinir elemani var oldugundan x elemani temizdir. Dolayisiyla R

halkas: temizdir.

Ornek 4.1.5. k bir cisim olmak fizere k cisminin kuvvet serisi A = k[[z]] olsun. K
A nin kesir cismi olmak tizere R = {r € end(Ay): her a € (") icin r(a) = ga olacak
sekilde ¢ € K ve n € ZTvardir} seklinde tanimlansin. R degigim halkasi olmasina

ragmen temiz halka degildir (Camillo ve Khurana 2001).

Onerme 4.1.6. Temiz halkalarin homomorfik goriintiileri de temiz halkadir (Han

ve Nicholson 2001).

Ispat: R bir temiz halka olsun. R nin her I ideali icin R den R/I ya orten bir
homomorfizma mevcuttur. a + I € R/I alinsin. R temiz oldugundan a = e + u
olacak sekilde e? = ¢ € R ve u € U(R) mevcuttur. Son olarak (e+1)? =e+1 € R/I
ve(u+ D Hu+1I)=(wu+Nu+I)=1+Tolupa+1I=ce+u+ I elde edilir.
Buradan R/I temiz halka elde edilir.

Onerme 4.1.7. indirgenmi§ halkalarin egkare elemanlar1 degismelidir (Nicholson

1977).

2 = ¢ € R olsun. Her a € R elemani

ispat: R halkas:1 indirgenmis bir halka ve e
igin (ea — eae)* = (ea — eae)(ea — eae) = eaeca — eacae — eaeca + eaceae = ()

olur. R indirgenmis oldugundan ea — eae = 0 ve boylece ea = eae elde edilir. Aym
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islemler (ae —eae)? = 0 igin yapilirsa ae = eae bulunur. Sonugta ea = ae olup egkare

elemanlarin degismeli oldugu goriiliir.

Onerme 4.1.8. R degismeli veya indirgenmig bir halka olsun. R nin degisim halkasi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart R nin temiz halka olmasidir (Nicholson 1977).

Ispat: R temiz halka olsun. Onerme 4.1.4 ten dolay1 R degisim halkasidir. Karsit
olarak R degisim halkasi olsun. R degismeli veya indirgenmis halka oldugundan

eskare elemanlar merkezildir. Onerme 4.1.7 goz oniine alimirsa R temiz halka olur.

Lemma 4.1.9. Bir R halkas i¢in agagidakiler denktir.
(1) R kuvvetli diizenli halkadur.
(2) Her z € R igin & = 2%y = zz? olacak bigimde y, z € R vardr.
(3) R diizenli ve indirgenmis halkadur.
(4) R diizenli ve eskare elemanlar: merkezde olan halkadir.
(5) Her x € R igin zR = 2%R ve rg(z) = rg(z?) dir.
(6) Her x € R i¢in = zax ve xa = ax olacak bigimde a € R vardir.
(7) Her z € R i¢in x = zux ve zu = ux olacak bigimde u € U(R) vardir.
(8) Her = € R igin x = ue = eu olacak bigimde e = e* € R ve u € U(R) vardir.

(9) Her # € R i¢in z%u = x = ux? olacak bicimde u € U(R) vardir (Tuganbaev
2002).

Onerme 4.1.10. Her kuvvetli diizenli halka temiz halkadir (Nicholson 1977).

ispat: R kuvvetli diizenli bir halka olsun. Bu durumda Lemma 4.1.9 geregince R
diizenlidir ve egkare elemanlar degismelidir. Ayrica Onerme 3.1.8 den R degisim hal-
kas1 olur. Sonug olarak R degisim halkasi ve egkare elemanlar merkezde oldugundan

Onerme 4.1.4 geregince R temiz halka elde edilir.

Onerme 4.1.10 un kargit: her zaman dogru degildir.
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Ornek 4.1.11.

Z(z)I{%EQ:QTb}
olmak iizere R = R(Q,Z)) bir temiz halkadir. Fakat (2,2,...,2,2,...) € R icin
(2,2,...,2,2...) = (2,2,...,2,2,...)% olacak sekilde y € R mevcut olmadigindan R
kuvvetli diizenli degildir (Nicholson 1977).

Onerme 4.1.12. R halkasmm bir ideali I olsun. Eger R temiz ise R/I temizdir
ve egkare elemanlar [ ya gore yiikselirler. Eger I < J(R) ise énermenin karsit1 da

dogrudur (Han ve Nicholson 2001).

Ispat: R temiz bir halka olsun. R temiz halka oldugundan R degisim halkas: olur.
Bu durumda egkare elemanlar I ya gore de yiikselir. R den R/I ya her zaman f 6rten
homomorfizmasi var oldugundan her r + I € R/I i¢in f(a) = r + I olacak sekilde
a € R vardir ve R temiz halka oldugundan a = e + u olacak sekilde e? = e € R ve
u € U(R) mevcuttur. Ayrica f(e)f(e) = f(e?) = f(e) ve f(u)f(u™!) = fluu™t) =
f(1) =1+ I oldugundan R/I temiz olur.

R/I temiz bir halka olmak tizere her 7 € R/I i¢in T = € + u olacak sekilde e = e €
R/I ve u vardir. Egkare elemanlar I ya gore yiikseldiginden e? = ¢ € R mevcuttur.
Ayrica (r—e)t = ut = 1 olup ut —1 € I C J(R) oldugundan ut € U(R) dir.

Dolayisiyla u € U(R) olur. Sonug olarak R temiz halka bulunur.

Sonuc 4.1.13. R halkasiin temiz halka olmasi igin gerek ve yeter sart R/J(R)
nin temiz halka olmasi ve egkare elemanlarin J(R) ye gore yiikselmesidir (Nicholson
1977).

end(4)  Hom(B, A)

Hom(A, B) end(B)
a € M igin a; € A ve by € B olmak tizere f(a) = ay + by olarak alinsin. f; : A — A,

Uyar14.1.14. M = A@Bve U = olsun. f € end(M) ve

fo: B — A f3: A— Bve f, : B — B doniigiimleri sirasiyla fi(a) = ay,
f2(b) = a1, f3(a) = by ve fu(b) = by ile tanumlansin. o(f)= [ [

3 4
end(M) — U doniigiimiintin iyi tamimli, birebir ve halka homomorfizmasi oldugu

ile tanmimh ¢ :

ey icin f : M — M dontigimii f(a+b) = (g1 +¢2)(a)+ (g3 +

g3 G4
g4)(b) ile tanimlansin. Bu durumda ¢(f) = g oldugundan ¢ 6rten olup

aciktir. g=
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end(A) Hom(B, A)

d(M) =
o ( ) [Hom(A,B) end(B)

dir. Boylece e; ve ey egkare elemanlar olmak tizere

end(e; R) Hom(eaR, e1 R)

end(e1R @ e R) =
Hom(e1 R, esR) end(esR)

saglanir. Diger taraftan f(es) = e;r olmak tizere ¢ : Hom(eaR,e1R) — e1Rey
doniigimii ¢(f) = ejrey ile tanimlansin. ¢ déntigiimiiniin iyi tamiml, 6rten ve halka
homomorfizmast oldugu aciktir. e;res = 0 olmak iizere f(es) = f(e2) = ejres = 0
oldugundan f = 0 olup ¢ birebirdir. Dolayisiyla

€1R61 €1R€2

end(e1R & eaR) =

62R61 €2R62
dir. Daha genel olarak e = e? igin end(eR) = eRe oldugundan

etRe; ... eiRe,
end(etR®eaR®--- D e, R) =
e,Rer ... e, Re,

saglanir.

Lemma 4.1.15. R bir halka ve ¢ = ¢ € R olsun. eRe ve (1 — e)R(1 — ¢) temiz
halka ise R temiz halkadir (Han ve Nicholson 2001).

Ispat: R halkasi i¢in Uyar1 4.1.14 géz 6niinde bulundurulursa
eRe eR(1 —e) olur. A a

(I1—e)Re (1—¢€e)R(1—e¢) y b

temiz oldugundan a = f + u olacak sekilde f?2 = f € eRe ve uu' = log = €

xT

R = € Rolsun. eRe ve (1—e)R(1—e)

sartin saglayan u' € eRe vardir. Ayrica b — yu'x = g + v olacak sekilde ¢?> = g €
(1 —=e)R(1 —e) ve vv' = l(1_¢)ra1—e) = 1 — e sartin1 saglayan v’ € (1 —e)R(1 — e)

vardir.
0
A= St v |/ w1 v olarak ifade edilsin. Bura
y  gtuvtyux 0 g y v+yu'x
dan f nin bir egkare eleman oldugu kolayca gortiliir. Diger taraftan
0 g
0

e U T e—u’xiua: e—u’xin
—yu' 1l-—e y v+yu'z 0 1—e 0 v 0 1—e 0 v

0 "0 [ 0 0 .. c e
olur. {u ] [u ] — | oldugundan B matrisi tersinirdir.
0

v 0 0 1-—e 0 v
Dolayisiyla matrisi de tersinirdir. Sonug olarak R halkasi temiz olur.
y v+yu'z
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Lemma 4.1.15 tumevarim yardimiyla genellenerek agagidaki teorem verebilir.

Teorem 4.1.16. R bir halka, e, es, ..., e, € R dik eskare elemanlar ve ey +e5+ ... +
e, = 1 olsun. Her e; Re; temiz halka ise R temiz halkadir (Han ve Nicholson 2001).

Sonuc 4.1.17. R halkasi temiz ise M,,(R) halkasi da temizdir (Han ve Nicholson
2001).

Ispat: R temiz bir halka, e% = e; € M, (R) dik egkare elemanlar ve e;;+...4+¢€,, = [
olsun. Her e;; icin e; M, (R)e; = R oldugundan Teorem 4.1.16 geregince M, (R)

halkasi temiz olur.

Sonuc 4.1.18. M, My, ..., M, modiiller ve M = M; @& My @& ... ® M, olsun. Her
end(M;) halkas: temiz ise end(M) halkasi da temizdir (Han ve Nicholson 2001).

Ispat: m; : M — M; izdiigiim doniigiimii olsun. Bu durumda #? = m; € end(M;) ve
T+ ...+ 7 = 1olur. Ayrica kerm; = My & ... 0 M, 1 & M1 & ... D5 M, dir ve
i # j i¢in mm; = 0 olur. Sonugta mend(M)m; = end(M;) oldugundan Teorem 4.1.16

geregince end(M) temiz halka olarak bulunur.

AV
0 B
temiz olmasi icin gerek ve yeter sart A ve B halkalarmin temiz olmasidir (Han ve

Nicholson 2001).

Sonuc 4.1.19. A, B birer halka ve 4Vp bir ikili modiil olsun. M= nin

. 0V
Ispat: M temiz olsun. I= <M dir. f : M — M/I her zaman mevcuttur

0 0
ve M/I = A& B dir. Temiz halkalarin homomorfik goriintiisii de temiz oldugundan

A @ B temizdir. Buradan A ve B halkalar1 temizdir. Kargit olarak A ve B halkalar:
temiz olsun. Ayrica €3, = ey, 632 = e99 olmak lizere ej; + €99 = I ve eq1e99 = 0 dir.
ertMer; = A ve exoMesy = B oldugundan Teorem 4.1.16 geregince M temiz olarak

bulunur.

Sonuc 4.1.20. R halkasmin temiz olmasi igin gerek ve yeter gsart To(R) halkasinin

temiz olmasidir.

Ispat: Sonuc 4.1.19 da A = B = V = R olarak almursa istenilen elde edilir.
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Eger Sonug 4.1.20 iizerinde tiimevarim uygulanirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.21. R halkasimin temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart 7,,(R) halkasinin

temiz olmasidir.

Tanim 4.1.22. R bir halka ve I da R nin bir ideali olsun. R nin I-gii¢li (I-potent) ol-

masi i¢in gerek ve yeter sart I idealinin agagidaki denk sartlardan birini saglamasidir.

(1) L ¢ I sartim saglayan L sol ideali i¢in e* = e € L — I mevcuttur.

2

(2) T € I sartim saglayan T sag ideali i¢in e* = e € T — I mevcuttur.

(3) ¢ ¢ I olmak iizere bcb = b ¢ I sartim saglayan b € R mevcuttur (Han ve
Nicholson 2001).

Uyar:1 4.1.23. e ve f bir R halkasinin egkare elamanlar: olsun. Eger ef = e = fe
sart1 saglaniyor ise e ve f ye kismi sirali eskare elemanlar denir, e < f veya eRe C

fRf ile gosterilir.

Tamim 4.1.24. 0 # e? = e € R asagidaki denk sartlardan birini saglarsa e ye ilkel
eskare (primitive idempotent) denir.

(1) Re pargalanamaz.

(2) eRe halkasinin 0 ve e den bagka egkare eleman1 yoktur.

(3) e verilen kismi siralama bagitisina gére minimaldir (Han ve Nicholson 2001).

Tanim 4.1.25. 0 # ¢* = e € R icin eRe halkas yerel ise e ye yerel eskare (local
idempotent) denir (Han ve Nicholson 2001).

Uyar1 4.1.26. Her yerel eskare eleman ilkel eskaredir. Fakat karsiti her zaman

saglanmaz. 1 € Z ilkel eskare olmasina ragmen yerel degildir.

Onerme 4.1.27. R temiz bir halka olsun.
(1) R giicli bir halkadir.
(2) R halkasindaki her ilkel egkare eleman yereldir (Han ve Nicholson 2001).

25



ispat: (1) R bir temiz halka olsun. Onerme 4.1.4 geregince R degisim halkasidir ve
Onerme 3.1.16 geregince R gliclii halka olur.

(2) R bir temiz halka ve f ilkel egkare olsun. fRf halkasindan a ¢ J(fRf) = J(R)N
fRf sartim1 saglayan bir eleman alinsin. a nin tersinir oldugu gosterilebilirse yerel
halka tanimi geregince sonuca ulagilir. 0 # g2 = g € aR C fR olacak sekilde secilsin.
Buradan gR C aR C fR elde edilir. f ilkel egskare oldugundan fR parcalanamaz ve
aR = gR = fR bulunur. Bir b € R i¢in f = ab ise fbf, a € fRf nin sag tersidir
ve fbf ¢ J(fRf) dir. a min sol tersinin de fbf oldugu gosterilirse sonuca ulagilir.
f ilkel oldugundan fRf nin egkare elemanlari sadece 0 ve f dir. Buradan hareketle
[ = ay = afbf denilirse (yr)? = yryzr = yfz = fbffa = fbfa = yxr = f olmak
zorundadir. Sonucta fbfa = f olup sol ters de ayni deger oldugundan istenilen elde

edilir.

Onerme 4.1.28. 0 # R bir halka olmak iizere R|x] polinomlar halkas: asla temiz

olamaz (Han ve Nicholson 2001).

Ispat: © € R[z] in temiz olmadig1 gosterilirse ispat tamamlanir. z in temiz oldugu
kabul edilsin. Bu durumda z = e + u olacak sekilde e = ¢ € R[z] ve u € U(R|[z])
mevcuttur. O halde e = eg + e+ ... + €,2" ve u = ug + w1 x + ... + uypx™ icgin
polinom egitligi kullanilirsa eg = —ug olarak bulunur. eg hem tersinir hem de egkare
olmasindan dolayi ey = 1 dir. e nin birimden farkli oldugu kabul edilirse m > 1
ve a # 0 icin g(x) = a + br + ... + cx/ olmak iizere e = 1 + z'g(z) seklinde
olacaktir . Eskare eleman tanimi geregi e? = e oldugundan x™li ifadelerin katsayilar:
kiyaslanirsa 2a = a elde edilir, bu ise bir celigkidir. Bu durumda e = 1 olarak

1:a0—|—a1x+...+aka:k

bulunur. Béylece 1 — z = —u € R[z] tersinirdir. (1 — z)~
olsun. Tekrar polinom egitligi kullanilirsa ag =1, ay —ag =0, ..., a, — a,—1 = 0,
a, = 0 elde edilir ve 1 = 0 bulunur. Sonugta yine bir geliski dogdugundan R[z| asla

temiz olamaz.

Onerme 4.1.29. R bir halka olsun. R[[z]] halkasmm temiz olmasi icin gerek ve

yeter sart R halkasiin temiz olmasidir (Han ve Nicholson 2001).

Ispat: R[[z]] halkasi temiz olsun. R halkasi R|[[x]] halkasmin homomorfik goriintiisii

oldugundan R temizdir. Karsit olarak R halkasi temiz ve f = a + bx + cx? + ... €
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R|[[x]] olsun. R temiz oldugundan a = e + u olacak sekilde e* = e € R ve u € U(R)
mevcuttur. Buradan f = e+ (u+bx +cx?+...) olarak yazilirsa u +bx +cax® +... €
U(R[[x]]) ve €* = e € R[[x]] elde edilir. O halde R[[x]] temiz olarak bulunur.

Onerme 4.1.30. I bir indeks kiimesi ve her i € T icin R; bir halka olsun. Her ¢ € I
i¢cin R; nin temiz halka olmasi igin gerek ve yeter sart [[ R; halkasinin temiz halka

i€l
olmasidir (Han ve Nicholson 2001).

ispat: Her i € I i¢in R; temiz olsun. Bu durumda her a; € R; i¢in a; = e; +u; olacak
sekilde €? = ¢; € R; eskare eleman1 ve u; € U(R;) tersinir eleman1 mevcuttur. [ R;
bilegensel iglemlerle bir halka oldugundan temizdir. Karsit olarak [ R; temiz ilesilka
olsun. Her i € T igin R; halkasi [] R; halkasinin homomorfik gérﬁrllte;{isﬁ oldugundan
R; temiz olur. !

4.2 Degisim Halkalar1 Hangi Durumlarda Temizdir?

Onceki boliimde her temiz halkamn degisim halkas: oldugu goriildii. Daha sonra
Ornek 4.1.5 de karsitinin her zaman dogru olmadig ifade edildi. Bu boliimde degisim

halkalarinin hangi sartlar altinda temiz halka oldugu gosterilecektir.

Tanim 4.2.1. Bir R halkasinin nil olmayan tek yonlii her ideali sifirdan farkl eskare

eleman igeriyorsa R ye I-halka (I-ring) denir (Yu 1997).

Tanmim 4.2.2. R bir halka ve I da R nin ideali olsun. R/I halkas1 Artin ve ilkel ise
R/I ya R nin Artin ilkel bolim halkasi (Artinian primitive factor) denir (Yu 1997).

Lemma 4.2.3. R bir [-halka, R/I Artin ilkel ve J(R) = 0 olsun. Bu durumda R
nin sifirdan farkl her ideali sifirdan farkl merkezde eskare eleman icerir. Ozel olarak

R parcalanamaz ise R basit Artin halkadir (Yu 1997).

Teorem 4.2.4. D bir boliimlii halka ve n pozitif bir tamsay1 olsun. Bir R halkasinin
basit Artin halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart R = M, (D) olmasidir (Anderson

ve Fuller 1992).

Teorem 4.2.5. R bir degisim halkasi ve I da R nin bir ideali olsun. Eger R/I Artin
ilkel halka ise R halkasi temizdir (Chen 1999).
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Ispat: R halkasi temiz olmasm. Bu durumda z # e + u, €2 = e ve u € U(R) olacak
sekilde x € R nin var oldugunu gostermek yeterli olur. R halkasinin tim iki yonli /
ideallerini igeren kiime Q olsun ve x + I € R/I ise x + I temiz olmasin. Agikga
gortliir ki © # ) dir.
Q) kiimesinden herhangi bir I; C I, C ... C [, artan zinciri alinsin. Simdi M =
U I, olacak sekilde segilirse M bir ideal olur. Iddia M € Q olmasidir. Aksi ka-
llaiqizo(;ilirse r+M = (g+ M)+ (w+M) ve (g+M)* = (g+M) ve (w+ M) € U(R/M)
olsun. Bu durumda x— (¢g+w), g—g* ws—1, sw—1 € M olacak sekilde s € R vardr.
M nin seciminden dolay1r x — (g + w) € I,,,, 9 — ¢* € In,,ws — 1 € I,,,, 5w — 1 € I,,,
olacak sekilde n; € Z* mevcuttur. Bu sekilde secilen n; sayilarimin en biiyiiglne
p denilirse 2 — (g + w), g — ¢*,ws — 1,sw — 1 € I, dir. Ancak bu R/I, nin temiz
oldugunu soyleyeceginden bir celigkidir. Boylece M € 2 dir. Zorn lemmadan dolay1
2 nin bir Q maksimal ideali vardir. S = R/Q olacak gekilde segilsin. ) maksimal
oldugundan dolay1 S parcalanamazdir.
J(S) # 0 olarak alimrsa @ C N igin J(S) = N/Q formundadir. () nun maksi-
malliginden dolay1 N ¢ Q ve  + N temiz olur. J(S) = N/Q oldugundan S/J(S) =
R/N dir. Buradan (z + Q) + J(S) = (f+ Q) + J(59)) + (v + Q) + J(5)) ve
(f+@Q)+J(S) = ((f+ Q)+ J(5))* € 5/J(S), (v+ Q)+ J(S) € U(S/J(S)) olur.
Degisim halkalarinin her homomorfik gortintiisii de degisim halkasi oldugundan S
degigim halkasidir. O halde f + Q = (f + Q)* € R/Q olsun. Tersinir eleman-
lar J(S) ye gore yiikseldiginden v + @ € U(S) olur. Boylece r + Q € J(S) i¢in
r+Q = (f+Q)+ ((v+ Q)+ (r+@Q)) dur. Her m € U(R) ve j' € J(R) igin
m + j" € U(R) oldugundan (v + Q) + (r + @) € U(S) bulunur. Bu durum @ € Q
oldugundan bir geligki olugturur. Bu nedenle J(S) = 0 olup S pargalanamaz olarak
bulunur.
R bir degisim halkas1 ve R/I Artin ilkel boliim halkasi oldugundan Lemma 4.2.3
geregince S basit Artindir. Teorem 4.2.4 geregi S = R/Q = M, (D) olacak sekilde
D bolumli halkasi mevcuttur. Bolumli halkalar temiz oldugunda Sonug 4.1.17
geregince M, (D) temizdir. Bu durumda x 4+ Q) € S temiz olarak bulunur ve celigki

olusur. Bundan dolay1 R temiz halka edilir.
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Tanim 4.2.6. Bir R halkasiin tiim tstel sifir x elemanlar i¢cin 2™ = 0 olacak
sekilde bir n € Z* sayis1 varsa R ye dstel sifirligin sinirly indeksine sahip (bounded

indez of nilpotence) halka denir (Chen 1999).

Teorem 4.2.7. R tistel sifirhigin sinirh indeksine sahip bir degigim halkasi olsun. R

nin ilkel boliim halkalar1 Artindir (Yu 1995).

Sonuc 4.2.8. R iistel sifirhigin sinirli indeksine sahip bir degisim halkasi olsun. R

temizdir (Chen 1999).
Ispat: Teorem 4.2.7 ve Teorem 4.2.5 ten agikca gortlir.

Teorem 4.2.9. R Artin ilkel boliim halkasina sahip ve Z /27 ye homomorf goriintiiye
sahip olmayan m-diizenli bir halka olsun. R nin her eleman iki tersinir elemanin top-

lami olarak yazilabilir (Fischer ve Snider 1976).

Teorem 4.2.10. R Artin ilkel boliim halkasina sahip bir degisim halkasi olsun.
Asagidakiler denktir.

(1) R nin her elemani iki tersinirin toplami olarak yazilabilir.
(2) 1 =a+ b olacak sekilde a,b € U(R) mevcuttur.
(3) R nin Z/27 ye izomorf bir goriintiisii yoktur (Chen 1999).

Ispat: (1) = (2) Acikca goriiliir.

(2) = (3) Kabul edelim ki f : R — 7Z/27Z olacak sekilde oérten bir homomor-
fizma olsun. Hipotezden 1 = a + b olacak sekilde a,b € U(R) mevcuttur. Buradan
f(1) = f(a) + f(b) olur. a,b tersinir oldugundan f(a) = f(b) = 1 dir. Dolayisiyla
1+ 1 =1 bulunur ve celigki meydana gelir. Bu durumda ispat elde edilir.

(3) = (1) = u+v olacak sekilde u,v € U(R) mevcut olmasin. R nin iki yonli ide-
allerinin kiimesi 2 olsun. Ayrica I € Q ise her x + I € R/I elemamn iki tersinirin
toplami olarak yazilamasin. Tersinir elemanlar J(R) ye gore yiikseldiginden Teorem
4.2.5 in ispatina benzer sekilde R/Q basit Artin bulunur ve x + () iki tersinirin top-
lam1 olarak yazilamaz. Fakat R/Q = 7 /27 olmadig: siirece R/ nun her elemani
iki tersinirin toplami seklinde yazilabilir. Bu ise bir celigkidir. Boylece R nin her

elemani iki tersinirin toplami seklinde yazilabilir.
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Tanim 4.2.11. Bir R halkasinin tiim egkare elemanlari merkezde ise R ye normal

halka (normal ring) denir (Yu 1995).

Sonuc 4.2.12. R normal bir degisim halkasi olsun. Asagidakiler ifadeler denktir.
(1) R nin her elemani iki tersinirin toplami olarak yazilabilir.
(2) 1=a+ b olacak sekilde a,b € U(R) mevcuttur.

(3) R halkasi Z/2Z ye izomorf bir goriintiiye sahip degildir (Chen 1999).

Tanim 4.2.13. R halkasinin her maksimal sag (sol) ideali, iki yonli ideal oluyor

ise R ye sag (sol) yakin duo (right (left) quasi-duo) halka denir (Yu 1995).

Onerme 4.2.14. R bir degisim halkasi ve J (R) = 0 olsun. Asagidakiler denktir.
(1) R sol yakin duo halkadur.
(2) R indirgenmis halkadir.

(3) R normal halkadir (Yu 1995).

Teorem 4.2.15. R sol (sag) yakin duo halka olsun. Agagidakiler denktir.
(1) R degisim halkasidir.

(2) R temiz halkadir (Yu 1995).

Ispat: (1) = (2) R degisim halkasi oldugundan R/.J(R) degisim halkasidir ve eskare
elemanlar J(R) ye gore yiikselir. Ayrica R nin temiz olmasi igin gerek ve yeter
sart R/J(R) nin temiz ve egkare elemanlarmm J(R) ye gore yiikselmesidir. Bu du-
rumda R/J(R) nin temiz oldugunu gostermek yeterlidir. S = R/J(R) olarak alinirsa
J(S) = 0 dir. S = R/J(R) degigim halkasi ve J(S) = 0 oldugundan Onerme
4.2.14 geregi R/J(R) normal olup Onerme 4.1.4 ten R/.J(R) temizdir. Sonug olarak
R/J(R) temiz ve egkare elemanlar J(R) ye gore yiikseldiginden R temizdir.

(2) = (1) Onerme 4.1.4 geregi agiktir.
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4.3 Kuvvetli Temiz Halkalar

Bu boliimde Nicholson tarafindan 1999 yilinda tanimlanmig olan kuvvetli temiz

halkalarin temel ozellikleri incelenecektir.

Tanim 4.3.1. R bir halka ve a € R olsun. Eger a = ¢ + u ve eu = ue olacak
sekilde €2 = e € R, u € U(R) mevcut ise a ya kuvvetli temiz (strongly clean) denir

(Nicholson 1999).

Tanim 4.3.2. Biitiin elemanlari kuvvetli temiz olan halkaya kuvvetli temiz (strongly

clean) halka denir (Nicholson 1999).

Ornek 4.3.3. (1) Bir R halkasindaki tiim tersinir elemanlar kuvvetli temizdir.

(2) Bir R halkasinda biitiin eskare elemanlar kuvvetli temizdir.

(3) Bir R halkasinda a € R kuvvetli temiz ise 1 —a € R de kuvvetli temizdir.

(4) a € R nin kuvvetli temiz olmasi igin gerek ve yeter sart v € U(R) i¢in v 'au

nun kuvvetli temiz olmasidir.

(5) Ustel sifir her eleman kuvvetli temizdir.

Ornek 4.3.4. (1) Her yerel halka kuvvetli temizdir.
(2) Her Boolean halka kuvvetli temizdir.
3

Biitun cisimler kuvvetli temizdir.

5

(3)
(4) Kuvvetli diizenli her halka kuvvetli temizdir.
(5) Her boliimlii halka kuvvetli temizdir.

Tanim 4.3.5. R halkasindaki bir a eleman1 agagidaki denk sartlardan birini sagliyorsa,

a ya sag w-duzenli (right m-regular) denir.
(1) a™ € a"™' R olacak sekilde n € Z* vardr.
(2) a"R = a""' R olacak sekilde n € Z™ vardir.
(3) aR 2 a*R D ... zinciri sonlu bir adimda durur.
Benzer sekilde sol w-diizenlilik tanimi da yapilabilir (Nicholson 1999).

Onerme 4.3.6. (Dischinger Lemma) Bir R halkasimin biitlin elemanlar1 sag 7-

diizenli ise R nin biitiin elemanlar1 sol m-diizenlidir (Dischinger 1976).
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Tanim 4.3.7. Bir R halkasinin bir a elemani hem sag m-diizenli hemde sol 7-diizenli
ise a elemanina kuvvetli w-dizenli (strongly w-regular) denir. Bir R halkasinin biitiin
elemanlar1 kuvvetli w-diizenli ise R ye kuvvetli mw-dizenli halka (strongly m-reqular

ring) denir (Nicholson 1999).

Onerme 4.3.8. (Azumaya Lemma) R halkasinin bir a elemani kuvvetli 7-diizenli
olsun ve n € Z* icin a"R = o™ R sart1 saglansin. O zaman a” kuvvetli diizenlidir

ve ab = ba ve a" = a"'b sartlarim saglayan bir b € R vardir (Azumaya 1954).

Onerme 4.3.9. Bir R halkasim bir a eleman: i¢in agagidakiler denktir.
(1) a kuvvetli m-diizenlidir.

(2) a" = fw = wf sartim saglayan herbiri aralarmda degismeli f2 = f, w € U(R)

elemanlari i¢in n € Z* mevcuttur.

(3) a™ kuvvetli diizenli olacak sekilde m € Z* vardir (Nicholson 1999).

Ispat: (1) = (2) @ € R kuvvetli m-diizenli olsun. Bu durumda Onerme 4.3.8
geregince bazi n > 1 tamsayilar icin ab = ba ve a" = a"'b olacak sekilde b € R
vardir. Buradan a" = a"(ab) = a"*'b(ab) = ... = a"**b* elde edilir. Son durumda
k = n almirsa a” = a®"b" olur. Ayrica a™b" = b"a" oldugundan a" = a™b"a" dir.
f = a™b" olarak alimacak olursa f? = f € R bulunup af = fa ve a"f = a™b"a" = a"
dir. Burada ¢ = 0" f seklinde segilsin. Agikca ¢ € fRf ve a"c = ca™ oldugu gortiliir.
w=a"+ (1 — f) elemaninimn tersi w™' = c+ (1 — f) olup fw =wf =a"f = a™ dir.
(2) = (3) a™w'a" = a"(c+(1—f))a" = a"ca"+a™(1—f)a" = fa"+a**—a" fa™ = a"
ve a"w—1 = w™la™ oldugundan a™ kuvvetli diizenlidir.

(3) = (1) m € Z tamsayis1 igin @™ kuvvetli diizenli olsun. Boylece a™ = a?™b,

ve a™ = bya®™ olacak sekilde by, by € R mevcuttur. a™ = o™ (a™ b)) ve a™ =

(bpa™1)a™ ! olarak yazlabileceginden a kuvvetli w-diizenli olarak bulunur.

Teorem 4.3.10. R bir halka olsun. a € R kuvvetli m-diizenli ise kuvvetli temizdir

(Nicholson 1999).

32



ispat: a € R kuvvetli 7-diizenli olsun. Onerme 4.3.9 geregince bir n > 0 tamsayisi
icin a" = fw = wf olacak sekilde f> = f € R ve w € U(R) mevcuttur ve bu
elemanlar aralarinda degigmelidir. u = a(1 — f) ve v = a" tw™ ' f — (1 +a+ ... +
a"1)(1 — f) olarak segilsin. Buradan uv = vu bulunur ve u = af — (1 — a)(1 — f)
dir. Ayrica a™f = fa"™ = a™ dir. Bu veriler 1s181nda
w=laf —(1—a)(l—fla"wf—Q+a+...+a" (1 - f)]
=a"wlf+(1—a)l+a+...+a" )1 -Ff)
=f+A=a")(1-/)
=1
bulunur. Bu durumda u € U(R) ve (1— f)? =1— f olup a = (1 — f) +u elde edilir.

Ayrica (1 — f)u = u(l — f) oldugundan a kuvvetli temizdir.
Sonuc 4.3.11. Her kuvvetli w-diizenli halka kuvvetli temizdir (Nicholson 1999).
Sonuc 4.3.12. Her kuvvetli diizenli halka kuvvetli temizdir (Nicholson 1999).

Ornek 4.3.13. Her sol (sag) mitkemmel halkanm tek tiretecli sol (sag) idealleri
iizerinde azalan zincir kurali saglandigindan kuvvetli 7w-diizenlidir. Boylece Sonug

4.3.11 geregi miitkemmel her halka kuvvetli temiz olur (Nicholson 1999).

Sonug 4.3.11 ifadesinin karsiti her zaman dogru degildir. Yani her kuvvetli temiz

halka kuvvetli m-diizenli olmayabilir.

Ornek 4.3.14. L) = {% € Q : 2 1 b} halkasi yereldir. Buradan her yerel halka
kuvvetli temiz oldugundan Z) halkas1 kuvvetli temizdir. Fakat 2 € Z(,) i¢in 2" =

2"*1p olacak sekilde b € Ly mevcut olmadigindan Z ) kuvvetli m-duzenli degildir.

Onerme 4.3.15. R bir halka ve {R;}icr bir halka ailesi olsun.

(1) R halkas: kuvvetli temiz ise R nin her homomorfik goriintiisii de kuvvetli

temizdir.

(2) Her i € [ i¢gin R; nin kuvvetli temiz olmas: igin gerek ve yeter sart [[ R;
iel
halkasinin kuvvetli temiz olmasidir.

33



(3) 2 € U(R) olsun. R nin kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a € R
icin @ = k + u olacak sekilde k> = 1 € R, u € U(R) mevcut ve uk = ku
saglanmasidir (Nicholson 1999).

Ispat: (1) R halkas: kuvvetli temiz olsun. Bu durumda her ¢ € R icin a = e + u
olacak gekilde € = e, u € U(R) vardir ve eu = ue saglamir. Temiz halkalarin
her homomorfik goriintiisii de temiz oldugundan her I ideali igin R/I da temiz-
dir. O halde @ = e +u € R/I icin e = € ve u € U(R/I) vardir. Son olarak
eu = eu+ [ = ue + I = we olacagindan R/I kuvvetli temiz olur.

(2) Her ¢ € I igin R; temiz olsun. O halde her a; € R; i¢in a; = e; + u; olacak gekilde
2

e? = ¢;, u; € U(R;) meveut olup e;u; = uge; saglamir. Boylece (a;) = (e;) + (u;)

olup (wi)ier € U(II Ri) ve ((e:))* = (e;) € [ Ri olur. Dahasi her i € I icin
ey = U;e; oldué;lﬁll;ian (e:)(w;) = (ui)(e;) dilj.EIB('jylece .HRi kuvvetli temizdir.
Kargit olarak J] R; kuvvetli temiz olsun. (1) den kuvvetli Zteelmiz halkalarin her ho-
momorfik géréﬁﬁsﬁ de kuvvetli temiz oldugundan her ¢ € I icin R; kuvvetli temiz-

dir.

(3) R halkas1 kuvvetli temiz ve 2 € U(R) olsun. Bu durumda 27! (a+1) = e +u ola-
cak sekilde e = e, u € U(R) vardir ve eu = ue saglanir. Buradan a = (2u)+ (2e —1)
olup 2u € U(R), (2e —1)(2e —1) = 1 ve (2¢ —1)(2u) = (2u)(2e — 1) olur. Karsit ola-
rak 2a — 1 = u + k olacak sekilde v € U(R), k? = 1 mevcut olup uk = ku saglansin.
Buradan a = 27 'u+27'(k+1) olup 27'u € U(R) ve 27! (k+1) bir eskaredir. Ayrica
274k + 1)27'u = 27'u27%(k + 1) oldugundan a kuvvetli temizdir.

Onerme 4.3.16. R bir halka ve ¢2 = ¢ € R olsun. Eger a € eRe kuvvetli temiz ise

a, R halkasinda da kuvvetli temizdir (Nicholson 1999).

ispat: a € eRe kuvvetli temiz olsun. Bu durumda a = f + v olacak sekilde f? =
f € eRe, v € U(eRe) vardir ve fv = vf saglanir. u elemanin tersi w olmak iizere
uw = wu = e dir. Buradan u = v — (1 —¢) € R olarak segilirse (v — (1 —e))(w— (1 —
e))=1=(w—(1—e))(v—(1—e)) olup u € U(R) bulunur. Ayricaa—u = f+(1—e)

olup f + (1 — e) eskare olarak bulunur. Sonugta a elemani R de kuvvetli temiz olur.

Lemma 4.3.17. R bir halka ve €2 = ¢ € R olmak iizere a € R icin ae = ea

saglaniyorsa asagidakiler denktir.
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(1) ae € eRe tersinirdir.
(2) e € Ra ve l(a) Cl(e) dir.

(3) e € aR ve r(a) C r(e) dir (Nicholson 1999).

Ispat: (1) = (2) ea = ae elemanmm tersi z olsun. O halde zea = eax = e olup = €
Ra dir. Ayrica ra = 0 olarak alinsin. Buradan re = r(eax) = r(aex) = ra(ex) = 0
olacagindan I(a) C I(e) bulunur.

(2) = (1) e € Ra oldugundan e = ba olacak sekilde b € R mevcuttur. z = ebe

3 = e dir. Ayrica (e — ax)a =

olacak gekilde secilsin. Buradan xa = ebea = ebae = e
ea —axa = ea —ae = 0 dir ve hipotezden 0 = (e —ax)e = e — axe = e — ax bulunur.
Boylece e = ax = xa i¢in zae = e = aex elde edilir.

(1)<(3) (1) ve (2) dnermelerinin denkligine benzer sekilde gosterilebilir.

Teorem 4.3.18. R bir halka olsun. a € R i¢in asagidakiler denktir.
(1) a = (1—e)+u olacak sekilde e* = e € R, u € U(R) vardir ve eu = ue saglanur.

(2) ea =aeiginl(a) C R(1—¢) C R(1 —a) ve l(1 —a) C Re C Ra olacak sekilde

€2 = e € R mevcuttur.

(3) ea=aeiginr(a) C(1—e)RC (1—a)Rver(l—a) CeR C aR olacak sekilde

€2 = e € R mevcuttur.

(4) ea = ae € U(eRe) ve (1 —e)(1 —a) € U((1 —e)R(1 — ¢)) olacak sekilde

€2 = e € R mevcuttur.

(5) ea = ae € eRe kuvvetli temiz ve (1 —e)(1 —a) € (1 —e)R(1 — e) kuvvetli

temiz olacak sekilde e? = ¢ € R mevcuttur.

(6) ea = ae € eRe kuvvetli temiz ve (1 —e)a € (1 — e)R(1 — e) kuvvetli temiz

olacak sekilde e? = ¢ € R mevcuttur.

(7) R halkasinin biriminin agsagidaki ozellikleri saglayacak sekilde bir 1 = e; +
... + e, parcalanigi mevcuttur: n > 1 tamsayi, her 1 < ¢ < n igin e¢; ler dik

eskaredir, e;a = ae; ve e;Re; de kuvvetli temiz halkadir (Nicholson 1999).
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Ispat: (1) = (2) ra = 0 olsun. (1) den dolay1 (1 — €) +ru = 0 olup ru = —r(1 —e)
dir. Buradan r = (ru)u™! = —r(1 —e)u™' € R(1 — e) olur ve I(a) C R(1 — ¢)

1

bulunur. Ayrica ae = ue = ea oldugundan e = u~'ae = u~tea € Ra oldugundan

Re C Ra dir. 1 —a = e+ (—u) olmak iizere s(1 —a) = 0 olsun. Buradan s(e —u) =
' = su™'e € Re olur ve
[(1 —a) € Re bulunur. (1 —a)(1 —e) = —u(l —e) = (1 —e)(1 — a) oldugundan

l—e=(—u)'1—-a)(l—¢€)=(—u)"'(1—¢€)(l—a)ve R(1—¢€) C R(1—a) olur.

se — su = 0 olup se = su elde edilir. Boylece s = seu™

(1) = (3) Yukarida verilen ispata benzer sekilde yapilabilir.

(2) = (4) e € Re C Ra ve l(a) € R(1 —e) = I(e) oldugundan Lemma 4.3.17
geregince ea = ae eleman eRe de tersinirdir. Benzer gekilde (1 —e) € R(1 — a) ve
[(1—a)CI(1—e)oldugundan Lemma 4.3.17 geregi (1 —a)(1 —e) = (1 —¢€)(1 —a)
elemani da (1 — e)R(1 — e) de tersinirdir.

(3) = (4) Yukanda verilen ispata benzer sekilde yapilabilir.

(4) = (5) Tersinir elemanlar kuvvetli temiz oldugundan ispat agiktir.

(5) = (6) @ min kuvvetli temiz olmasi, 1 — a nin kuvvetli temiz olmasim gerek-
tirdiginden ispat agiktir.

(6) = (7)1 =e+ (1—e¢)igin (1 —e) = 0 oldugundan e ve 1 — e dik egkarelerdir.
Ayrica (1 — e)a = a(1 — e) olup hipotezden (1 — e)a € (1 — e)R(1 — e) kuvvetli
temizdir.

(7) = (1) Hipotez geregi her i i¢in e;a = f; +u; olacak sekilde f? = f;, u; € Ul(e;Re;)
vardir ve f;u; = u;f; saglanir. Her ¢ icin w;v; = v;u; = e; olsun. e; elemanlar1 dik
egkareler oldugundan f = Y f; eskare ve u = >_ u; de tersinir olur ve u™! = > v;
dir. Ayrica fu=> fiuy=> wfi=uf ve f+u=> (fi+wuw)=)> ea=aolur ve

a kuvvetli temiz bulunur.

Teorem 4.3.18 de verilen (2) sart1 her kuvvetli temiz halkanin degigim halkasi oldugunu
soylemektedir. Ayrica (2) ve (3) sartinin denk olmasindan dolay1 sag degigim halka-
lariin sol degisim halkalarina denk oldugu sonucuna varilir.

Son kisimda, Teorem 4.3.18 bir modiiliin endomorfizma halkasina genigletilerek bir
endomorfizmanin kuvvetli temiz veya kuvvetli w-diizenli olmasi icin gerekli sartlar

uzerinde durulacaktir.

Uyar1 4.3.19. Eger M bir sol R-modiil ise M bir sag end(M) modiildiir.

36



Tanim 4.3.20. rM bir modiil olmak iizere her f € end(rkM) i¢cin M = M f* &
ker(f™) olacak sekilde n > 1 tamsayist mevcut ise gM ye Fitting lemmay: saglar

(satisfy Fitting’s lemma) denir (Armendariz vd. 1978).

Lemma 4.3.21. a € E = end(zrM) ve n° = m € end(gM) olsun.
(1) Mma < Mm olmasi i¢in gerek ve yeter sart maw = wam olmasidir.

(2) Mma < Mmve M(1—m)a < M(1—m) olmasi i¢in gerek ve yeter sart ma = am
olmasidir (Nicholson 1999).

ispat: (1) Mmoo < M olsun. Bu durumda her m; € M i¢in mra = mym ola-
cak sekilde m € M mevcuttur. O halde mrar = mynw dir. Sonugta her m € M
icin mra = mmam olur. Karsit olarak ma = mwar olsun. (M7)a = Mrar C M
oldugundan ispat biter.

(2) Mma < Mm ve M(1 —m)ae < M(1 — 7) olsun. Bu durumda (1) den 7a = warm
ve (1 —ma = (1 — m)a(l —n) olur. Buradan o — 7 = (o — am)(l —7) =
o —ar — o+ an = a — ax olup ma = ar bulunur. Ifadenin yeter kisminm

ispat1 agikca gortlir.

Lemma 4.3.22. o« € E = end(rM), Pa < P ve Qa < @ olmak tizere M = P @® Q

seklindeki ayrigimi i¢in agagidakiler denktir.

(1) «a|p bir izomorfizmadir.
(2) kera <@ ve P < Ma dir (Nicholson 1999).

Ispat: (1) = (2) a|p bir izomorfizma olsun. p € P ve ¢ € Q i¢in m = p+ q € kera
alinsi. ma = 0 = (pa+qa) ve hipotezden PNQ = 0 oldugundan par = gav = 0 olur.
Ayrica a|p izomorfizma oldugundan pac = 0 olmasi p = 0 olmasini gerektirir. Boylece
m = q € Q olup kera < @ bulunur. Yine hipotezden P = Pa|p = Pa < M« oldugu
aciktir.

(2) = (1) keralp = keranN P < QN P = 0 oldugundan a|p birebirdir. (7)? =
m € FE icin kerm = ) ve M7m = P olsun. Lemma 4.3.21 geregince ma = an dir ve
P = Pr < Mar = Mra = Pa bulunur. Boylece a|p orten olur. Sonugta «|p bir

izomorfizmadir.
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Teorem 4.3.23. E = end(gM) olmak iizere o € E i¢in agagidakiler denktir.
(1) a € E kuvvetli temizdir.

(2) ma = ar € U(wEm) ve (1 —7)(1 —a) € U((1 —7)E(1 — 7)) olacak sekilde

72 =7 € E vardir.

(3) Pa < P ve Qa < Q olmak tizere M = P & @ olup alp ve (1 — a)|g izomor-

fizmadar.

(4) Pa < P ve Qo < @ olmak tizere M = P @ Q olup kera < Q < M(1 — «) ve

ker(1 — a) < P < Ma saglanir.

(5) Birn > 1 tamsayisiigin M = P, ® P, @ ... ® P, dir, burada 1 < i < n sartin
saglayan her i i¢cin P, < P; ve a|p, € end(F;) kuvvetli temizdir (Nicholson

1999).

Ispat: (1) = (2) @ € E kuvvetli temiz oldugundan a = (1 — 7) 4 ¢ olacak sekilde

o€ UE), (1—-m?=1-x € E mevcuttur ve (1 — m)o = o(1 — 7) saglanir,
1

1 1

boylece mo = on dir. om = wo € wE7 oldugundan mo™" = o 7w olup 07 =

nolr € wEw dir. Ayrica « — o = 1 — 7 i¢in ar = om gerceklenir. Bu durumda
(am)(c7in) = (on)(o7'7) = 7 ve (o7 '7)(ar) = 7 olup ar € U(rEx) dir. o nin
kuvvetli temiz olmasi 1 — a nin da temiz olmasini gerektirdiginden benzer iglemler
yardimiyla (1 — a)(1 —7) € U((1 — 7)E(1 — 7)) olarak bulunur.

(2) = (3) (2) de verilen kogullar1 saglayan 7 € E i¢in P = Mm ve Q = M(1 — 7)
olsun. Buradan an = ma olmak iizere M = P & @ olup Pao = Mra < Mm = P

! = 77 olacak sekilde

bulunur. Benzer sekilde Qo < @ dur. Hipotez geregi (am)~
A € E vardir. Ayrica Ay = (mA7)|p saglansm. p € P icin p(a|p)No = (pm)arg =
p(mraig) = plardg) = pm = p olup Ay € end(P) olur ve \par|p = 1p bulunur.
Bu durumda a|p € U(end(P)) dir. Benzer gekilde (1 — a)|g € U(end(Q)) olarak
bulunur.

(3) = (4) Onerme 4.3.22 den ispat aciktir.

(4) = (5) M modiilii (4) sartlarm saglasm. « |p € U(end(P)) oldugundan kuvvetli

temizdir. Ayrica P(1 —a) < P ve Q(1 — a) < @ oldugundan Onerme 4.3.22 geregi
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(1 —a)lg € U(end(Q)) olup kuvvetli temizdir. Buradan P, = P ve P, = () olmak
lizere n = 2 icin istenilen elde edilir.

(5) = (1) v; € end(P;) doniigtimlerinin 4; € E geniglemeleri (p; +pe + ...+ pp)% =
piyi olarak tamimlansin. Bu durumda ¢ # j igin 4;7; = 0 olup her p; € end(P)
icin 9;f5; = vifi; ve 5 + [y = i + p; dir. Hipotez geregi alp, = m + o0; € end(F;)
olacak sekilde o; € end(P;) tersiniri ve 72 = m; € end(P;) mevcut olup m0; = o;m;

n n n
saglansin. Eger 7 = >_ M ve o = Y. gy ise 2 = Y WY M = DM = T ve 70 =

i=1 i=1 =1 =1 i=1
n n
2 M), 0
=1 =1
n
olarak « Z

7; = o olur. Ayrica o nin tersi 07! = Y 0!

.~ € F dir. Sonug
1 i=1

-
SN
M:

>s.

NSE

—

(m; + 0;) = ™+ o olup ispat biter.

I
A

7

Teorem 4.3.24. Bir o € F = end(gM) igin agagidakiler denktir.
(1) « € E kuvvetli 7-diizenlidir.
(2) M = Ma™ @ kera™ olacak sekilde n > 1 tamsayist mevcuttur.

(3) Pa < P ve Qa < @ olmak iizere M = P @ Q olup a|p € U(end(P)) ve

alg € end(P) istel sifir elemandr.

(4) ra =anm e U(rErm) ve (1—m)a = a(l—7) € (1—m)E(1—m) lstel sifir olacak
sekilde 7 = 7 € end(E) mevcuttur (Armendariz vd. 1978).

Tanim 4.3.25. M modiili Fitting lemmay saglasin. M = Ma" @ kera™, P = Ma™
ve () = kera™ olmak iizere pM modiilii Teorem 4.3.24 (3) sartin saghyor ise M

ye genel Fitting lemmay saglar (satisfy general Fitting’s lemma) denir (Nicholson

1999).

Teorem 4.3.26. Bir M modiiliiniin Fitting lemmay1 saglamasi icin gerek ve yeter

sart end(M) halkasinin kuvvetli 7-diizenli olmasidir (Nicholson 1999).
Ispat: Teorem 4.3.24 geregi ispat agiktir.

Teorem 4.3.27. Bir M modiiliiniin genel Fitting lemmay1 saglamasi icin gerek ve

yeter sart end(M) halkasmin kuvvetli temiz olmasidir (Nicholson 1999).
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4.4 Tek Turli Temiz Halkalar

Tanim 4.4.1. R bir halka ve a € R olsun. a = e + u olacak sekilde e? = ¢ € R,
u € U(R) mevcut ve bu yazilig tek tiirli ise a ya tek tirli temiz (uniquely clean)

eleman denir (Nicholson ve Zhou 2004).

Tanim 4.4.2. Her elemamn tek tiirlii temiz olan halkaya tek tirli temiz (uniquely

clean) halka denir (Nicholson ve Zhou 2004).

Ornek 4.4.3. (1) €2 = e € C(R) tek tiirlii temizdir. e = (1 — e) 4 (2e — 1) olarak
vazildigindan temizdir. Ayrica e = f + u olacak sekilde f? = f € R ve u € U(R)
mevcut olsun. e merkezil oldugundan eu = ue dir. Buradan (f + u) = (f +u)? =
f+2fu+u?olup u=1—2f dir. Boylece f =1 — e olup e tek tiirlii temizdir.

(2) a tstel sifir eleman ve a € C(R) olsun. Bu durumda a — 1 € U(R) olup a =
1+ (a — 1) olarak yazilabildiginden a temizdir. a™ = 0 ve a = e 4+ u olacak gekilde
e? =e € Rveu € U(R) var olsun. a € C'(R) oldugundan au = ua dir. 0 = (e+u)" =
e+ (P)eu+ (5)eu®+...+(",)eu" ' +u" dir. Buradan u™ € eR olup u = 1 bulunur.
Boylece a tek tiirlii temizdir (Nicholson ve Zhou 2004).

Sonuc 4.4.4. Her Boolean halkas: tek tiirlii temizdir (Nicholson ve Zhou 2004).

Ispat: R bir Boolean halka olsun. Bu durumda her a € R i¢in a® = a dir. Buradan
(a+a)? =a*+2a+a*=a+aolup 2a = 0 dir. Boylece char(R) =2 dir. a,b € R
olmak tizere a + b = (a + b)® = a + ab + ba + b ve boylece ab = ba dir. Sonugta R
degismeli olarak bulunur. O halde R tek tirlii temizdir.

Ornek 4.4.5. Cisimler tek tiirlii temiz halka degildir.

Ornek 4.4.3 de eskare ve {istel sifir elemanlari merkezde olma sart: kaldirilamaz.

Ornek 4.4.6. Rbirhalkave E= | = | € My (R) olsun. E? = E olup F temizdir.
0 0
0 0 1 0

0 1 1 -1
0 1 0 -1 0 1 0 -1
olacak gekilde iki farkli yazihisa sahip olup tek tiirlii temiz degildir (Nicholson ve
Zhou 2004).

Fakat F ¢ C(My(R)) oldugundan £ = +
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Ornek 4.4.7. Heri € [ icin R; bir halka olsun. [] R; halkasimin tek tiirlii temiz
iel
olmas1 icin gerek ve yeter sart her ¢+ € [ icin R; nin tek tirli temiz olmasidir

(Nicholson ve Zhou 2004).

Lemma 4.4.8. R tek tirli temiz bir halka ve ¢ = ¢ € R ise ¢ € C(R) dir
(Nicholson ve Zhou 2004).

Ispat: € = e € R olsun. r € R olmak iizere (e + (er — ere)) = (e + (er — ere))? ve
1+ (er —ere) € U(R) dir. Buradan (e + (er —ere)) +1=e+ (1 + (er —ere) ve R
tek tiirlii temiz oldugundan e = e + (er — ere) dir. Boylece er = ere olur. Benzer

sekilde re = ere oldugundan e € C'(R) dir.

Ornek 4.4.9. n > 2 bir tamsay1 olsun. M, (R) ve T,(R) halkalarmdaki her egkare

0 0 1
eleman merkezde olmadigindan tek tiirlii temiz degildir. E= |0 1 o] olsun.
0 0 1
0 0 1 1 1 1 0 0 1
E? = E oldugu aciktir. Fakat {0 1 o| |0 1 1]=|0 1 1| ve
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 0 0 1 01 2
01 11|01 ol=|0 1 1| olupE merkezde olmadigimmdan Mj;(R) tek tiirlii te-
0 0 1 0 0 1 0 0 1

miz degildir.

Sonuc 4.4.10. R tek tiirlii temiz bir halka ve € = e € R ise eRe tek tiirlii temizdir
(Nicholson ve Zhou 2004).

Sonuc 4.4.11. Her tek tiirlii temiz halka Dedekind sonludur (Nicholson ve Zhou
2004).

Ispat: R tek tiirlii temiz ve ab = 1 olsun. Buradan baba = b(ab)a = ba ve R tek
tiirlit temiz oldugundan ba € C(R) dir. Buradan ba = ba(ab) = a(ba)b = (ab)(ab) =
1 dir.

Onerme 4.4.12. R bir halka olsun. Eger asagidaki sartlar saglanmirsa S = I(R; V)

tek tiurli temizdir.
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(1) R tek tiirlii temizdir.
(2) e =e € R ve her v € V i¢in ev = ve dir.
(3) v €V igin v+ w+ vw = 0 olacak gekilde w € V vardr.

Ayrica S tek tiirlii temiz ve V sifirdan farklh egkare eleman igermiyorsa ifadenin

karsit1 da dogrudur (Nicholson ve Zhou 2004).

Ispat: (1), (2), (3) saglansin. Bu durumda s = (r,v) € S ise 7 = e +u olacak sekilde
e? = e € Rveu € U(R) vardir. Buradan s = (e, 0)+(u,v) dir. Boylece (e, 0)? = (e, 0)
ve (u,v) € U(S) oldugundan S temizdir. (e,z) + (u,v) = (¢/,2') + (v + ¢') i¢in
(e,2)* = (e,x), (€,2')? = (¢/,2) ve (u,v), (v,v") € U(S) olsun. e+u=¢+u €R
ve R tek tiirli temiz oldugundan (e, r) = (¢, 2’) diir. Ayrica (e, z)* = (e,x) ve e? = ¢
oldugundan (2) geregince x = 2ex + z* dir. Son esitlik e ve x ile carpilirsa sirasiyla
ex+ex? = 0ve 22 = 2ex®+23 bulunur. 22 = 2ex?+123 ve v = 2ex+2? esitlikleri taraf
tarafa toplanirsa x = 3 olup x? egkare elde edilir. (3) den dolayr —x?+y+(—22)y = 0
olacak sekilde y € V vardir. Boylece w = —y icin 22 + w = 2?w dir. Son esitlik 22
ile garpilirsa x = 0 dir. Boylece (e, x) = (e,0) olup S tek tiirli temizdir.

Karsit olarak S tek tiirlii temiz olsun ve V sifirdan farkli eskare icermesin. e? = e € R
igin (e,0)* = (e,0) € S ve (e,0) € C(S) dir. Boylece her (0,v) € S ile degigmeli
oldugundan (2) saglamr. (1,v) = (e,z) + (u, 2) igin (e, z)* = (e, z) ve (u, z) € U(S)
olsun. Buradan e + u =1 € R olup e = 0 dir ve (1) saglamir. O halde 2> =z € V
ise hipotez geregi z = 0 dir. Sonucta (1,v) € U(S) ve (1,v)"! = (a,w) olup (3)

saglanir.

Ornek 4.4.13. R nin tek tiirlii temiz olmas icin gerek ve yeter sart R[[z]] in tek

tiirlil temiz olmasidir (Nicholson ve Zhou 2004).

Ornek 4.4.14. 0 # R ise R[z] asla tek tiirlii temiz olamaz (Nicholson ve Zhou
2004).

Simdi temel kavramlar boliimiinde verilen yerel halkanin denkliklerine bir yenisini

ekleyecek olan bir lemma verilecektir.
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Lemma 4.4.15. 0 # R halkasinin yerel olmasi icin gerek ve yeter sart R nin temiz

ve 0, 1 den bagka egkare elemaninin olmamasidir (Nicholson ve Zhou 2004).

ispat: R yerel olsun. Bu durumda R temizdir ve 0, 1 den bagka eskare elemani
yoktur. Kargit olarak a ¢ J(R) olsun. Buradan 1 — ar ¢ U(R) olacak sekilde r € R

mevcuttur. R temiz ve yegane eskare elemalar: 0 ve 1 oldugundan 1 —ar = 0+ u
olacak sekilde u € U(R) mevcut degildir. Bu durumda 1 —ar = 1+’ olacak sekilde
v € U(R) mevcut olmahidir. O halde a € U(R) dir. Boylece R bir yerel halka olur.

Teorem 4.4.16. R # 0 halkas: icin agagidakiler denktir.
(1) R yerel ve tek tiirlii temizdir.
(2) R tek tiirlii temizdir ve R nin 0, 1 den bagka eskare elemani yoktur.
(3) R/J(R) = Zy dir (Nicholson ve Zhou 2004).

Ispat: (1) = (2) Acikca goriilmektedir.

(2) = (3) R = R/J(R) olmak iizere 0 # @ € R almsin. Bu durumda a ¢ J(R) dir.
Ayrica Lemma 4.4.15 geregince R yerel oldugundan a € U(R) dir. @ = a + J(R) #
1+ J(R) =1 olsun. O halde 1 — a € U(R) dir. Bu durumda 0+ (1 —a) = 1 + (—a)
olur. Fakat R tek tiirli temiz oldugundan 0 = 1 olup celigki elde edilir. Boylece
@=1olup R/J(R) X Z, dir.

(3) = (1) R/J(R) = Zs ise R yerel halkadir. Her yerel halka temiz oldugundan R
temizdir. a = e + u = f + v olmak iizere € = ¢, f2 = f ve u,v € U(R) mevcut
olsun. Eger e # f ise R yerel oldugundan genelligi bozmaksizin e = 0 ve f = 1
alinsin. Bu durumda u = 14w olup u ve 1 —wu tersinirdir. R/J(R) = Zs oldugundan
U =1=1+u dur. Boylece 1 € J(R) geligkisi ortaya c¢ikar. Bu durumda R tek

turli temizdir.

Lemma 4.4.17. Bir R temiz halkas1 icin agagidakiler saglanir.
(1) Eskare elemanlar her ideale gore yiikselirler.

(2) T'¢ J(R) sartim saglayan R nin her sol (sag) 1" ideali sifirdan farkh bir egkare

eleman igerir (Nicholson ve Zhou 2004).
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Ispat: (1) Onerme 4.1.12 den aciktur.
(2) T ¢ J(R) olacak sekildeki T sag ideali 0 dan bagka eskare eleman igermesin.
a € T ise a = e + u olacak sekilde €? = e ve u € U(R) vardir. Buradan [a — u(1 —

2 —a oldugundan u(l —e)u™ =a—(a* —a)u™' €T

eJuu=eutue+u*—u=a
dir. Boylece e = 1 olup 1 — a = —u € U(R) dir. Bu nedenle T' C J(R) geligkisi elde

edilir.

Lemma 4.4.18. R tek tiirlii temiz halka ise R/J(R) nin karakteristigi 2 dir (Nic-
holson ve Zhou 2004).

Ispat: 2 ¢ J(R) olsun. Lemma 4.4.17 geregince 0 # e¢* = e € 2R vardir. Buradan
e = 2b olacak gekilde b € R mevcuttur. eb = b = be olsun. Bu durumda v = (1 —¢) —
2e ve v = (1—e)—b olmak tizere uv = 1—e—b+eb+2eb=1—-20—b+b+2b =1 =vu
oldugundan v = u~! dir. Boylece (1 —e) 4+ (1 — 2¢) = 1 + u olur. R tek tiirlii temiz
oldugundan 1 — e = 1 olup e = 0 geligkisi bulunur. O halde 1 +1 =2 € J(R) olup
char(R/J(R)) = 2 dir.

Teorem 4.4.19. Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.
(1) R tek tiirlii temiz ve J(R) = 0 dir.
(2) R temizdir, R nin karakteristigi 2 dir ve R nin tek tersinir eleman: 1 dir.
(3) R Boolean halkadir.
(4) R diizenli ve tek tiirlii temizdir (Nicholson ve Zhou 2004).

Ispat: (1) = (2) R tek tiirlii temiz ve J(R) = 0 ise Lemma 4.4.18 geregince
char(R) = 2 dir. 1 # u € U(R) olsun. Lemma 4.4.17 geregince 0 # ¢*> = ¢ € (1—u)R
vardir. Bu durumda e = (1 — u)r olacak sekilde » € R mevcuttur. R tek tiirlii temiz
oldugundan e € C'(R) dir. Buradan e(1 —u)e € U(eRe) olup 0+e(1l —u)e = e —eue
ve eue € U(eRe) dir. O halde e = 0 olup ¢eligki olugur. Bu nedenle u = 1 dir.

(2) = (3) R temiz oldugundan a = e + u olacak sekilde ¢ = ¢ € R ve u € U(R)
vardir. R nin tek tersiniri 1 oldugundan a = 1+ e = 1 — e dir. Boylece R Boolean
halka olur.

(3) = (4) ve (4) = (1) Agik¢a gorillmektedir.
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Teorem 4.4.20. Tek tiirli temiz halkalarin her homomorfik goriintiisii de tek

ttirlit temizdir (Nicholson ve Zhou 2004).
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5. MATRIS HALKALARINDA KUVVETLI TEMIZLIiK

5.1 M,(R) Halkasinda Kuvvetli Temizlik

Lemma 5.1.1. R bir tamhk bolgesi ve E € My(R) olsun. E? = E olmasi igin gerek
ve yeter sart £ = 0, E = I, ya da bc = a — a® sartim saglayan a,b,c € R icin F=

a

seklinde olmasidir (Chen vd. 2006a).

c 1l—a

Ispat: E € M,(R) bir eskare eleman ve E= ¢ b] olsun. Bu durumda F? = F
c d

24+ b b+ bd
saglandigindan E? = [a o avt ]

b . e
—| = FE olur. Matrislerde egitlik
ca+cd be+ d? d

C
tanimi geregi,

a’®+bc=a (5.1)
ab+bd =b (5.2)
ca+cd=c (5.3)
be+d* =d (5.4)

esitlikleri elde edilir. (5.1) esitliginde a # 0 alimirsa bc = a — a?dir ve (5.2) denkle-
minde b # 0 ise a+d = 1 bulunur. Eger (5.1) de a = 0 alinirsa be = 0 olur. R tamlik
bolgesi oldugundan b = 0 veya ¢ = 0 olur. Birinci durumda b = 0 ve ¢ # 0 alinirsa
(5.3) numarali denklemden a + d = 1 ve ayrica bc = a — a? elde edilir. Eger b # 0 ve
¢ = 0 oldugu kabul edilirse (5.2) numaral denklemden a +d = 1 olur ve bc = a — a?

dir. Son olarak b = 0, ¢ = 0 alinirsa a®> = a ve d*> = d bulunur. R tamlk bolgesi

oldugundan yegane egkare elemanlar1 0 ve 1 dir. Sonucta istenilen elde edilir. Kargit
a b
c 1—-a

] seklinde verilen bir matris i¢in s = a11—aqy vet = trA—

olarak £ = 0 ve I = 1 olmasi durumlarinda ispat agiktir. Eger F=

seklinde ve be = a — a? ise basit bir islemle sonuc elde edilir.

a1 a2

Bu bolimde A=

a1 a2

ddet A = s + 4ayaa9 ile gosterilecektir. Burada detA ile A matrisinin determinanti;

trA ile de A matrisinin izi gosterilmektedir.
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Lemma 5.1.2. R degismeli bir halka olmak tizere A= e I o

)

a b
a21 Q22 C l1—a

€ My(R) ve U = A — E olsun. A nin My(R) deki kuvvetli temiz parcalaniginin

A = F + U olmast igin gerek ve yeter sart agagidaki sartlarin saglanmasidir.

bc = a — a’ (5.5)
amb = arac (5.6)
sb = a15(2a — 1) (5.7)
sc = ag1(2a — 1) (5.8)
detU € U(R) (5.9)

(Chen vd. 2006b).

Ispat: E2 = E olmas: i¢in gerek ve yeter sart (5.5) in saglanmasidir. EU = UE
olmasi igin gerek ve yeter sart (5.6), (5.7), (5.8) in saglanmasidir. U tersinirdir ancak

ve ancak (5.9) saglanir.

a11 a12

Lemma 5.1.3. R bir degismeli tamlik bolgesi ve A= € Ms(R) olsun.

a21 a22
Eger A ve I — A matrisleri tersinir degil ve A kuvvetli temiz ise s’t € R kareseldir

(Chen vd. 2006a).

Ispat: A ve I — A tersinir olmayip ve A kuvvetli temiz olsun. Lemma 5.1.2 den
dolay1 sb = aj9(2a — 1), sc = as1(2a — 1) ve be = a — a* dir. Ayrica t ve s nin
tammlarindan ¢ = s* + 4ajza9; oldugu agikga goriiliir. Lemma 5.1.2 de (5.7) ve (5.8)
esitlikleri taraf tarafa carpilirsa asyai0(2a—1)% = s%bc = s*(a—a?) bulunur. Buradan
t(a® — a) + ag1a1o = 0 bulunur. Son olarak s*t = t(s? —t +t) = t(4ta® — 4ta +t) =
(t(2a — 1))? = olup ispat biter.

Sonuc 5.1.4. R bir degismeli tamlik bolgesi, p,q € R ve p ¢ U(R) olsun. A=
{p+1 P

] € Ms(R) kuvvetli temiz ise 4pg + 1 € R kareseldir (Chen vd. 2006a).
q p

Ispat: R halkasmda p tersinir olmadigindan A ve I — A tersinir degildir. Ayrica
s=(p+1)—p=1lvet= (t?"A)2—4d€tA: (2p—|—1)2—4<p2—|—p—pq) =1+ 4pq

olur. Buradan Lemma 5.1.3 geregince 4pq + 1 kareseldir.
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Cc

b
Lemma 5.1.5. R bir tamlik bolgesi ve A = [ ¢ ] € Ms(R) olsun. A nmin kuvvetli
d

temiz olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir.
(1) A veya I — A tersinirdir.
(2) Bir u € U(R) igin agagidaki denklem sistemi ¢dziime sahiptir.

st+cy+bz=detA+u
yz = x — x°
sy =02z —1)
sz =c(2x — 1)
(Chen 2013).

ispat: A kuvvetli temiz olsun ve A, I — A tersinir olmasin. Bu durumda E=
vy € My (R) eskare elemani igin yz = x —x? dir. Ayrica A—FE € U(My(R))

z 1l—=x

ve AE = F'A saglanir. Bu durumda sy = b(2z — 1) ve sz = ¢(2x — 1) olur.
u:=det(A—FE)=(a—x)(d—1+2x)—(b—y)(c—2)
=detA—a+sx+bz+cy € UR)
bulunur. Boylece sz + cy + bz = a — detA + u olup istenilen elde edilir. Karsit
olarak A ya da I — A tersinir ise A kuvvetli temizdir. A ve I — A nin tersinir ol-

madig1 kabul edilsin ve teoremde verilen denklem sistemi v € U(R) i¢in ¢0ziime

Y

sahip olsun. F= € My(R) almirsa E? = E ve AE = EA olur. Ayrica

z 1—=x

det(A— F) =detA —a+ st +bz+cy =u € U(R) olup A — E tersinirdir. Boylece
A kuvvetli temiz olur.

b
Lemma 5.1.6. R bir tamlik bolgesi ve A= ¢
c d

ve s # 0 olmak iizere A nin kuvvetli temiz olmasi igin gerek ve yeter sart

] € Ms(R) olsun. v € U(R) i¢in

t =2

agagidaki sartlardan birinin saglanmasidir.
(1) A veya I — A tersinirdir.
(2) Baz1 u € U(R) elemanlar i¢in 22 — x + ¢t~ 'bc polinomunun kokii

t~(s(a — detA + u) + 2bc) seklindedir (Chen 2013).
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ispat: A kuvvetli temiz olsun. Eger A ve I — A tersinir degilse Lemma 5.1.5 geregi
bir u € U(R) igin denklem sistemi ¢oziime sahiptir. Boylece s’yz = bc(2x — 1)?
olup s?(x — 2?) = 4bc(z* — ) + be dir. Bu durumda (s% + 4bc)(x — 22) = be dir
ve t(x — x?) = bc olur. Lemma 5.1.5 geregi s’z + c(sy) + b(sz) = s(a — detA + u)
elde edilir. Buradan sz + cb(2z — 1) + be(2x — 1) = s(a — det A + u) dur ve (s? +
4be)x — (s2x + csy + bsz) = dbcx — cb(2z — 1) — be(2x — 1) = 2be bulunur. Sonugta
tr = s(a — detA + u) + 2bc elde edilir. O halde v € U(R) igin 2% — z + t " *bc = 0
polinomunun kokii z = t~!(s(a — detA + u) + 2bc) oldugu goriiliir. Kargit olarak
bir u € U(R) i¢in t(z? — x) + bc = 0 ve tx = s(a — detA + u) + 2bc denklem
sistemi coziilebilir olsun. t = s% + 4bc oldugundan 1 — 4t~ 'be = s*t~! dir ve buradan

1—4(2*—z) = s*v~? olur. Son esitlikten (1—2z)? = (sv~1)? dir. R bir tamlik bolgesi

oldugundan 1 — 2z = sv™! yada 1 — 22 = —sv ! olmahdir. 1 — 2z = sv~! oldugu
kabul edilsin. Buradan —sbv~! = b(2z — 1) dir. Benzer sekilde —scv™! = ¢(2x — 1)
dir. y = —bv~! ve 2 = —cv™! olarak secelirse yz = bev™2 = t~lbc = v — 2% elde
edilir. Boylece sy = b(2z —1) ve sz = ¢(2x — 1) olur. E= Y olarak alinirsa
z l1l—=x
E? = F dir. Ayrica
b b(1 — b d
AE= | T wT =a)) ey v =F A oldugu aciktr.
cr+dz cy+d(l—x) az+c(l—z) bz+d(l—=zx)

Son olarak

sdet(A — E) = s(sz + cy + bz — a + detA)

= s(sx — 2bcv™ — a + detA)

= s%r + 2bc(2x — 1) — s(a — detA)

= (s* + 4bc)x — 2bc — s(a — detA)

= to — 2bc — s(a — detA)

= su
bulunur. s # 0 ve R tamlhk bolgesi oldugundan det(A — E) = u € U(R) olup
A — E tersinirdir. Bu durumda A kuvvetli temizdir. Eger 1 — 22 = —sv™! ise
sbv™! = b(2z — 1) dir. Buradan scv™! = ¢(2z — 1) ve sbv™! = b(2z — 1) olur.

U olarak secilirse sy = b(2x — 1) ve sz = ¢(2z — 1) bulunur.

y="btvez=co"
Ispatin kalan kismi 1 — 22 = sv~! olmasi haliyle aym oldugundan A kuvvetli temiz

olarak bulunur.
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Lemma 5.1.7. R bir tamlik bolgesi olsun. A, I — A tersinir olmayan iki matris ve
s € U(R) alinsim. A € My(R) kuvvetli temiz ise t = u? olacak sekilde u € U(R)
vardir (Chen 2013).

Ispat: A kuvvetli temiz ve A, I — A tersinir olmadigindan Lemma 5.1.5 geregi

A= E+(A—E) olmak iizere AE = FEA, A—E € UMy(R)), E>=FE= | © 7

z 1—=2x

€ My(R) ve yz = x — 22 sartlanimi saglayan z,y,2 € R mevcuttur. AE = EA
oldugundan sy = aj2(2z — 1) ve sz = ay;(2x — 1) dir. Boylece s*(x — 2?) = s%bc =
a12a91(2x — 1)% olup (s? + 4ajoag)(x — 2%) = appas bulunur. ¢ = s% + 4agaps
oldugundan s? =t — 4ag a1 = t — 4t(x — 2%) = t(1 — 2x)? dir. Hipotezden s € U(R)
oldugundan (1 — 2z) € U(R) dir. Sonug olarak ¢ = (s(1 — 2z)~')? bulunur.

Ornek 5.1.8. Z halkasi bir tamlik bolgesidir. Buradan p = 3 ve ¢ = 2 igin

4 3
A= € My(Z) seklindedir. Boylece s = 1 € U(Z), detA =6 ¢ U(Z) ve
2 3

det(A—1)=0¢ U(Z) olup A ve I — A tersinir degildir. Son olarak ¢ = 4pq+ 1 = 5
ve 5 ¢ U(Z) oldugundan Lemma 5.1.7 geregi A matrisi kuvvetli temiz degildir.

a

Teorem 5.1.9. R bir tamlik bolgesi ve A=

b
] € My(R) olsun. s € U(R)
d

C
olmak tizere A nin kuvvetli temiz olmas1 gerek ve yeter sart asagidaki sartlardan

birinin saglanmasidir.
(1) A veya I — A tersinirdir.

(2) Baziu € U(R) igin 22 —x +t'bc polinomunun kokii ¢~ (s(a — det A+u) + 2bc)
seklindedir (Chen 2013).

ispat: A kuvvetli temiz olsun. s € U(R) oldugundan Lemma 5.1.7 geregi t = v?
olacak gekilde v € U(R) mevcuttur. Buradan Lemma 5.1.6 geregi istenilen elde edilir.
Karsit olarak u € U(R) i¢in t(x — 2%) + bc = 0, tx = s(a — det A + u) + 2bc denklem
sistemi bir koke sahip olsun. y = s710(2z — 1) ve z = s '¢(2x — 1) olacak sekilde
secilsin. Boylece s*yz = be(2z —1)? = dbe(2? —x) +be = s*(x —2?) —t(x — %)+ be =
s?(x — x?) olarak bulunur. R bir tamlik bolgesi oldugundan yz = z — 22 dir. E=

z 1—=x

[x Y ] alimsin. Buradan E? = E oldugu aciktir.
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det(A—F) = st +cy+bz —a+detA
=sr+cs 0(2x — 1)+ bste(2x — 1) — a + detA
= s 1(s%x + 2bc(2z — 1) — s(a — detA))
= s 1((s? 4+ 4bc)xr — 2bc — s(a — detA))
= s Y(tox — 2bc — s(a — detA))
= s (s(a — detA+u) — s(a — detA))
=u e U(R)

olup A — E € U(M,(R)) olarak bulunur. Son olarak
B ar + cy bx + dy
az+c(l—x) bz+d(l—=zx)

ax +bz ay+b(l—x)

AFE= =FA dir. Boylece A

cz+dz cy+d(l—x)
kuvvetli temizdir.

Ornek 5.1.10. R = Loy = {% € Q: 21 b} olarak verilsin. R bir tamlik bolgesidir.

1
A= € My(R)igin s=1€ U(R) ve t = 9 dir. Ayrica detA = det(A —

1
0

©OIN

2 1
I = 5 ¢ U(R) oldugundan A ve I — A tersinir degildir. Buradan u = —= € U(R)
1 2

2
olarak secilirse 22 — x — 2 = 0 polinomunun kokii 2 = 9((1 — g™ (—5)) + 2(—5))

olur. Boylece Teorem 5.1.9 geregi A matrisi kuvvetli temizdir (Chen 2013).

Sonuc 5.1.11. R bir tamlik bolgesi ve p,q € R olsun. p € J(R) ise asagidakiler

denktir.

(1) Py kuvvetli temizdir.

q p+1
q . .. oL

2) 2% — 1 U(R) de koke sahiptir (Chen 2013).

(2) x+1+4pqpo1nomu (R) de koke sahiptir (Chen )
Ispat: (1) = (2) A= b olsun. Buradan p € J(R) oldugundan s = —1

qg pt1
vet =4pg+ 1 € U(R) dir. A kuvvetli temiz oldugundan Teorem 5.1.9 geregince
22—+ —2L 0 polinomunun bir kokii z = t71(s(a — detA + u) + 2bc) =
1 + 4pq

t (—p+plp+1) —pg —u+2pqg) € U(R) dir.

(2) = (1) Kabul edelim ki 2% — z + 1 fi = 0 polinomu bir x € U(R) de koke
Pq

€ U(R) olarak secilsin. p € J(R) oldugundan = =

x
sahip olsun. u = p? —

P b 1+ 4pq
tY(s(a—detA+u)+2bc) =t (—p+p(p+1)—pg—u+2pq) € U(R) olup polinomun

bir kokiidiir. O halde Teorem 5.1.9 geregince A kuvvetli temiz olur.
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Sonuc 5.1.12. R bir tamlik bdlgesi ve p, ¢ € J(R) olsun. Agagidakiler denktir.

(1) [O P ] kuvvetli temizdir.
1 1+¢

(2) 2° —z + polinomu U(R) de koke sahiptir (Chen 2013).

_r
(1+p)*+4q
0 p

1 1+¢
U(R) vet = (1+¢)? +4p € U(R) dir. A kuvvetli temiz oldugundan Teorem 5.1.9
eregince 22 — 7 — ——2 = ( polinomu z = t'(s(a — detA + u) + 2bc
gereg T p (s( ) )
formatinda bir koke sahiptir. z = t~!(s(p + u) + 2p) € U(R) olup istenilen elde

Ispat: (1) = (2) A= olsun. Bu durumda p,qg € J(R) olup s =1—q €

edilir.

(2)= (1) 2> —x+ m = 0 polinomu z € U(R) yi kok kabul etsin. u =
s~ (tx —2p) — p olarak secilsin. Boylece u € U(R) igin = t1(s(a — det A +u) + 2bc)

verilen polinomun kokii oldugundan Teorem 5.1.9 geregi A kuvvetli temiz olur.

Tamim 5.1.13. R bir halka ve A € My(R) olsun. A = F + U icin E? = F,
U € UMy(R)), EU = UE ve detE = e oluyorsa A matrisi kuvvetli e-temizdir
(strongly e-clean) denir (Chen 2013).

Onerme 5.1.14. R bir tamhk bélgesi ve A € M,(R) olsun. A nin kuvvetli 1-temiz
olmasi i¢in gerek ve yeter sart detA — trA+ 1 € U(R) olmasidir (Chen 2013).
. a b
Ispat: A= ] olsun.
c d

A kuvvetli 1-temizdir < A = I + U olacak sekilde U € U(M,(R)) mevcuttur.

& detU € U(R)

< (a—1)(d—1)—bce U(R)

& detA—trA+1 e U(R).

Tanim 5.1.15. A € My(R) ve z,y € R olsun. Eger 0 # y i¢in sy = b(2x — 1) ve
t(x? —x) +bc = 0 oluyorsa (z,y) ikilisine A-indirgenebilir (A-reducible) denir (Chen
2013).

a

Teorem 5.1.16. R bir tamhik bolgesi ve A= € Ms(R) olsun. s € U(R) igin

C
A nin kuvvetli O-temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart agsagidaki sartlardan birinin

saglanmasidir.
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(1) A tersinirdir.
(2) a€l14+U(R),b=c=0vedec U(R) dir.
(3) acU(R),b=c=0vede 1+ U(R) dir.

(4) Bir u € U(R) igin (—b)z? 4 szy + cy? + bx + (detA — a + u)y polinomu bir
A-indirgenebilir koke sahiptir.

(5) Bir u € U(R) igin (—c)z? + szy + by? + cx + (detA — a + u)y polinomu bir
AT-indirgenebilir koke sahiptir (Chen 2013).

Ispat: A= o b kuvvetli O-temiz olsun. Bu durumda A = E + U olacak sekilde
c d

E? = E, U € U(My(R)) mevcut olup EU = UFE ve detE = 0 dir. detE = 0

oldugundan Lemma 5.1.1 kullanilarak durum incelemeli ispat yapilirsa;

1. Durum: E= 00 ise A tersinirdir.
0 0
- 1 O:
2. Durum: E= iseacl4+U(R),b=c=0vedec U(R) dir.
0 0
3. Durum: E= | ° ° iseacUR),b=c=0vede 1+ U(R) dir.
0 1

X

y # 0 veya z # 0 olmak ilizere K=

Y ] ve yz = v — 2% ise A — E=
11—z

z
a—1x b—y .
€ U(My(R)) dir. Buradan u = (a—z)(d—1+x)— (c—2)(b—y) =
c—z d—1+4z

—((ad —be) + (a — d)x + bz 4+ cy — a) € U(R) dir.

4. Durum: Eger y # 0 ise (a — d)zy + b(z — 2?) + cy? + (detA — a + u) = 0 olup
(=b)2? + (a — d)xy + cy? + br + (detA — a +u) = 0 bulunur. UE = EU oldugundan
sy = b(2z—1) ve sz = ¢(2x—1) dir. Boylece s*yz = be(2x—1)? olup t(z*—x)+bec = 0
dir. Sonugta (z,y) ikilisi A-indirgenebilir kok olarak elde edilir.

5. Durum: Eger z # 0 alimirsa benzer sekilde (z,z) ikilisi AT-indirgenebilir kok

olarak bulunur.

Kargit olarak, eger A tersinir ise A = A + 0 olup A kuvvetli O-temizdir.

a€l+U(R),b=c=0,decU(R) olsun. A= [1 O] + {a_l O] olarak yazilir
0 0 0 d

ve A kuvvetli 0-temiz olur.
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a

ac€UR),b=c=0,de1+U(R) olsun. A= n

b
olarak yazilir
d—1

0 1 c

ve A kuvvetli O-temiz bulunur.
u € U(R) i¢in (=b)z* + (a — d)zy + cy?® + bx + (detA + u — a)y = 0 polinomunun
A-indirgenebilir kokii (z,y) olsun. O halde sy = b(2x — 1) ve t(x*> —x) +bc = 0

dir. 2 = s7'¢(2x — 1) olarak secilsin. Boylece s?yz = bc(2x — 1)? = s*(z — 2?) —
tx — 2?) + be = s*(x — 22) bulunur. E= | © 7 olarak alimirsa F? = E dir.
z 1l—=x

sy = b(2x — 1) ve sz = ¢(2x — 1) oldugundan

ar+bz ay+b(1—x ax + ¢ br +d
AE— y + b( )| _ Y y A
cx+dz cy+d(l—x) az+c(l—x) bz+d(l—=x)

oldugu goriilmektedir. Son olarak det(A — E) = (a —z)(d—1+z) — (b —y)(c — 2)
=ad—a+ar—dr+x—2*—bc+bz+yc—yz=(a—d)x+bz+yc+detA—a
olur. Buradan y(det(A — E)) = ((a — d)x + bz + yc + detA — a)y

= (=b)z* + (a — d)xy + cy* + bx + (detA — a)y = —uy
dir. Sonugta y # 0 ve R tamlik bolgesi oldugundan det(A — E) = —u € U(R) olup
A kuvvetli 0-temiz bulunur.
Eger bir u € U(R) i¢in (—c)z® 4+ (a — d)zy + by* + cx + (detA — a + u)y = 0
polinomunun bir AT-indirgenebilir kokii (z,y) ise yukaridaki ispat benzer sekilde

tekrarlanarak sonuca ulagilir.

b
Sonuc 5.1.17. A= ¢ € M5(Z) olsun. |a — d| = 1 olmak tizere A nin kuvvetli
c d

O-temiz olmasi igin gerek ve yeter sart asagidaki sartlardan birinin saglanmasidir.
(1) ad — be = £1 dir.
(2) a=0yadaa=2b=c=0,d==+1dir.

(3) a=+x1,b=c=0,d=0yadad=2dir.

1 0 1 0 -1 0 0 0 2 0 0 0
(4) A nin format , ) , , ;
* 0 * 2 * 0 x 1 0 1 x* —1
seklindedir.
1 = 1 -1 * 0 = 2 % 0 =
(5) A nin format , , , , ;
0 O 0 2 0 O 0 1 0 1 0 -1

seklindedir (Chen 2013).
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. b
ispat: A= | " kuvvetli 0-temiz olsun ve (1), (2), (3) saglanmasin. Hipotezden
c d

a —d = s = £1 oldugundan Lemma 5.1.7 den ¢ = 1 olur. Boylece 4bc + 1 = 1 olup
b=0yadac=0 dr.

1. Durum: Eger b =0 ise sy = b(2x — 1) = 0 olup y = 0 dir. Boylece Teorem 5.1.16
geregi bir u € U(Z) igin (—c)a® + sxy + by* + cx + (detA — a + u)y = 0 polinomu
bir AT-indirgenebilir (z,y) koke sahiptir. Bundan dolay1 y # 0 dir. AT matrisi igin
d —a = syr ile gosterilsin. Buradan s ry = ¢(2z — 1) ve t4r (2% — x) + ¢b = 0 olur.
sar = s = 1vetyr =t =1 oldugu agikga goriilebilir. O halde sy = ¢(2z — 1) ve
2?2 —x = 0 bulunur. Bu durumda 2z = 0 ya da # = 1 olmalhdir. Eger 2 = 0 ise
y=*cvead—a=x1=0olur. s = =1 oldugunu goz oniinde tutarak tiim olasiliklar
degerlendirilirse A; )
1 0 1 0 -1 0

, , degerlerini alabilir.
c 0 c 2 c 0

F;)é;er CB:: 1 :ise Y :: ic: ve ad — a + 1 =0 dir. Benzer sekilde iglemler yapilirsa A;

0 O 2 0 0 0
, , olarak bulunur.

c 1 c 1 c -1
2. Durum: Eger ¢ = 0 ise syry = ¢(2z — 1) = 0 olup y = 0 bulunur. Boylece

Teorem 5.1.7 geregi bir u € U(Z) icin (—b)z? + szy + cy? + bx + (detA — a+u)y = 0
polinomu bir A-indirgenebilir (z,y) koke sahiptir. Bu durumda y # 0 olacagindan
sy=">b(2x—1) vet(z?—z)+bc=0dir. s = £1 ve t = 1 oldugundan y = +b(2x — 1)
ve 22 — 2 = 0 bulunur. R tamlik bolgesi oldugundan z = 0 ya da = 1 olmalidur.

Eger v = 0 ise y = £0 ve ad — a == 1 = 0 dir. Tiim durumlar incelenirse A;

1 b 1 0 -1
02 |o o

E:?ger :U:: lise y £bve ad —d =+ 1= 0 dir. Benzer bir inceleme yapilirsa A;

0 b 2 b
01| |o 1

Ornek 5.1.18. A=

olarak bulunur.

0 b .
, [ } olup istenilen elde edilir. Ispatin kargit1 acikca goriiliir.

0 -1
-3 3
-4 4
1 0
+ olarak yazilirsa A hem kuvvetli temiz hem de kuvvetli 0-temizdir. Fakat
0 1

s = —7 ¢ U(Z) oldugundan Sonug 5.1.17 verilen matrislerin formatinda degildir.

-2 3
—4 5

] € Ms(Z) matrisi géz 6niine alinsin. A=

Teorem 5.1.19. Z(w) tek tiretecli ideal bolgesi olsun. Q.(Z(w)) nin bir R alt halkas:
ve Z(w) nin S € R C Q.(S) sartim saglayan bir S alt halkasi igin agsagidakiler
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denktir.
(1) R=Q.(R)=Q.(S) dir.
(2) Her n € Z* i¢in M,,(R) kuvvetli temizdir.
(3) M,(R) kuvvetli temiz olacak gekilde n > 1 tamsayilar1 vardir.
(4) My(R) kuvvetli temizdir (Chen vd. 2006a).

Ispat: (1)= (2) Acikca goriilmektedir.

(2)= (3) Acik¢a goriilmektedir.
(3)= (4) i € Z" tamsayws1 igin M;(R) kuvvetli temiz olsun. R kuvvetli temiz ise
1 0 0 ... O
: - 0 1 0 ... . .
eRe de kuvvetli temizdir. Buradan e;= | . | olacak sekilde secilirse
o ... 0 ... 0

e? = e; olup ., M;(R)e; = My(R) bulunur. O halde My (R) kuvvetli temizdir.

(4)= (1) R # Q.(R) oldugu kabul edilsin.
1. Durum: p ¢ U(R) ve p € S — Z olsun. Ayn1 zamanda p € Z(w) oldugundan

p = utvw olacak sekilde u, v € Z tamsayilar1 vardir. Ayrica p ¢ Z oldugundan v # 0

1
dir. ¢ > maz{(2v)?|w?|+1, 4|u|} olacak sekilde ¢ € Z asali segilsin. A= P P
q p

matrisi hipotezden dolay1 kuvvetli temizdir ve Sonug 5.1.4 den dolay1 4pg + 1, R

de kareseldir. Z(w) tek tiirlii garpanlara ayrilabilen bolge oldugundan 4pq + 1 = 2
olacak gekilde = eleman vardir. Dahasi bu denklemin Q.(Z(w)) ¢oziime sahip olmasi
i¢cin denklemin Z(w) de ¢bziime sahip olmasi gereklidir. O halde m € Z(w) bu
denklemin bir ¢oziimii ise m? = 4pqg + 1 saglanir ve m = n + kw olacak sekilde
n,k € Z mevcuttur. Buradan 4pg + 1 = (n + kw)(n + kw) = n® + 2nkw + k*w?
elde edilir. Son esitlikte p yi de yerine yazarsak 4q + 4qvw + 1 = n? + 2nkw + k*w?

sonucuna varilir. Z(w) de esitlik tanimindan
4qu +1 = n® + kK*w? (5.10)

2qu = nk (5.11)

olur. Kabul geregi ¢ asal oldugundan qn, = n ya da k = ¢k, olacak sekilde nq, ky
vardir. Eger n = gnq ise 2qu = gqnik olup 2v = nik bulunur. Ayrica v # 0,nq # 0

56



2
oldugundan k = nld dir. Bu k, ¢ degerleri (5.10) da yerine yazilacak olursa

ny
2 2 2009
dgu+1=gq n1+(n—) w (5.12)
1
elde edilir ve
2
gl = () — 1 (5.13)
n

2
(0202 — 1) < (n—i>2|w2| F1< (20w +1<q (5.14)

2
her zaman vardir. Bu durumda (5.13) ve (5.14) ten (—1})2102 — 1 = 0 dir. Boylece
ny

4u
(5.12) den 4qu = ¢*n? olup ¢ = — 5 dir. Bu ise ¢ nun segimiyle geligir. O halde gk; = k

olmahdir. Bu durumda 2v = nk1 elde edilir. Ayrica k; # 0, v # 0 oldugundan

2v 2
n= - bulunur. Elde ettigimiz ifadeler (5.10) da yerine yazilirsa gt = ( kv) —1

1 1

2 2
olur. Buradan (]{;—U)2 —1 > 0 dir. Ayrica ¢ nun se¢iminden dolay1 g > (k—v)2 —1 olur.
1 1

Dol la (==)? — 1 = 0 bulunur. Béyl = — <
olayisiyla (k1 ) ulunur. Boylece ¢ (m%uﬂ) ] =

¢ikar. Bu durumda da ¢ nun se¢iminden dolay1 bir geligki olugur.

2.Durum: 0 # z € SNZ ve z ¢ U(R) olsun. Iddia S = Z olmasidir. Aksi kabul

edilirse bir n +mw € S elemani i¢in m # 0 olacak sekilde m € Z mevcuttur. Kabul
geregi R # Q.(R) oldugundan, R de sifirdan farkl tersinir olmayan z € S vardir.
Fakat hipotezden z € Z dir. Boylece 0 # z(n + mw) eleman1 R de tersinir degildir
ve 0 # zm olur. Boylece celigki ortaya ¢ikar. Sonug olarak S = Z olur. Hipotez

1
geregi Z C R C Q olur. R den — ¢ R olacak sekilde bir p asali alinsin. Daha sonra
p

1
q > p + 2 olacak sekilde ikinci bir ¢ asali segilsin. Hipotez geregi A= priop

q p
matrisi kuvvetli temiz olur ve 4pg + 1 R de kareseldir. R C Q ve 4pg+ 1 € Z

oldugundan bir m € Z icin m? = 4pq + 1 vardir ve m > 1 dir. Son esitlikten

Im-—1
pq = %m2 olur. Burada nin alabilecegi degerler incelenirse sonuca
ulagilir.
1
O 2 isem=1
2
m+ 1

(ii) —5 =piseq=p—1
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m—+1

(iii) T:qiseq:p+1
1
(iv) % = pq ise pq = 2 olur.

Fakat dort durumda da celigki olustugundan kabul yanls olur. Sonug olarak
R = Q.(R) bulunur.

Sonuc 5.1.20. R tek tiirli ¢arpanlara ayrilabilen bir bolge olsun.

(1) Her n > 2 tamsayisi i¢in M, (Rp) kuvvetli temiz olacak sekilde R nin P asal
ideali yoktur.

(2) Her n > 2 tamsayisi icin M, (Z,) kuvvetli temiz olacak sekilde p asali yoktur
(Chen vd. 2006a).

Teorem 5.1.21. S bir tamlik bolgesi, char(S) # 2 ve R de Q.(S[x]) kesir cisminin
Slz] C R sartinm saglayan bir alt halkasi olsun. Agagidakiler denktir.

(1) R=Q.(R)=Qc(S[z]) dir.
(2) Her n € Z* i¢in M,,(R) kuvvetli temizdir.
(3) M, (R) kuvvetli temiz olacak gekilde n > 1 tamsayis1 mevcuttur.

(4) My(R) kuvvetli temizdir (Chen vd. 2006a).

Ispat: (1) = (2) = (3) Agktur.
(3) = (4) Sonug 5.1.20 den agik¢a goriliir.

1
(4) = (1) R # Q.(R) olsun. Bu durumda 7@ ¢ R olacak sekilde 0 # f(z) € S|x]
x
polinomu vardir. k € Z* olmak iizere 2* f (z) polinomunun derecesi tek olsun. (4) ten
f@)+1 f(z)
b f(2)
lay1 42% f (x) + 1 = w? sartim saglayan w € R mevcuttur. g(x), h(z) € S[z] polinom-
lar1 igin w = % seklinde oldugu kabul edilsin. Buradan g(x)? = h(x)?(42" f(x)+1)
x
saglanir. Egitligin sol tarafindaki polinomun derecesi ¢ift olmasina ragmen sagdaki

dolay1 A= € M (R) kuvvetli temizdir. O halde Sonug 5.1.4 den do-

polinomun derecesi tek oldugundan bir ¢eligki ortaya ¢ikar. Bu durumda kabul yanlsg

olup R = Q.(R) sonucuna ulagihir.
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Sonuc 5.1.22. S bir tamlik bdlgesi, char(S) # 2 ve P de S[z] halkasimin bir asal
ideali olsun. Bu durumda her n > 2 tamsayisi i¢in M, (S[z]p) halkas: asla kuvvetli

temiz olamaz (Chen vd. 2006a).

Tanim 5.1.23. R bir halka ve a,b € R olsun. Eger a = u~'bu olacak sekilde
u € U(R) mevcut ise a ile b benzerdir denir (Chen vd. 2006a).

Uyar1 5.1.24. R bir halka ve a,b € R olmak iizere a ile b benzer alinsin. a nin

kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart b nin kuvvetli temiz olmasidir.

Lemma 5.1.25. R yerel bir tamlik bolgesi, J(R) = 2R, R/J(R) = Zy ve A=

air a2

] € My(R) olsun. Eger s*t, R de karesel ise A kuvvetli temizdir (Chen

a1 a2

vd. 2006a).

Ispat: Genelligi bozmaksizin R cisim olmasin. Ayrica tersinir elemanlar kuvvetli te-
miz oldugundan A ve [ — A matrisleri de tersinir olmasin. Bu durumda detA € J(R)
ve 1 —trA+ detA = det(I — A) € J(R) oldugu agiktir. Boylece 1 — trA € J(R) ve
trA € U(R) dir. Sonucta t = (trA)? — 4detA € U(R) olup s? =t — 4ajsas, € U(R)
icin s € U(R) dir.

1. Durum: ay; € J(R) olsun. Bu durumda s’t = u? olacak sekilde u € U(R)
vardir. Ayrica s, t tersinir oldugundan ¢ ~'u da tersinirdir. R/J(R) = Zy oldugundan
1 — ¢t 'u € J(R) olacaktir. Hiptez geregince J(R) = 2R oldugundan 1 — ¢~ 'u = 2rg
olacak sekilde ry € R vardir. Matris toplamindaki eskare elemanin girdileri belirlen-

mek istenirse

To ro ¢ J(R)

1—ry ro € J(R)
b = slapp(2a — 1) ve ¢ = s las(2a — 1) olacak sekilde segilsin. Bu durumda
a € UR), (2a —1)? = t72u? ve 4bc = 45 2a19a91(2a — 1)? = 4s 2t 2u a0 =
t7H4apa0) =t 7t —s) =ttt -t ) =1—-t"2? =1— (2a — 1)® = 4(a — a?)
elde edilir. R cisim olmadigindan J(R) = 2R # 0 ve boylece 2 # 0 dir. Ayrica R bir

a b
c 1l—a

tamlik bolgesi oldugundan 4 # 0 ve bc = a — a? dir. Bu durumda E=
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a1 —a a12—b

ve U= olacak gekilde alinsin. Acgik¢a gortilir ki A = E+ U

asy —C aos+a—1

i¢cin Lemma 5.1.2 den dolay1 E? = E, EU = UE saglanir. Son olarak sa € U(R) ve
ve detA — ay; + 2a19¢ € J(R) oldugundan detU = detA + sa — ayq + 2a12¢ € U(R)
dir. Boylece U tersinir ve A kuvvetli temizdir.

2. Durum: ay; € U(R) olsun. R/J(R) = Zs ve s = ay1 — azy € U(R) oldugundan
1

az € J(R) elde edilir. P= 0 matrisi igin P~'AP=
1 0

Ayrica age € J(R) igin birinci durum kontrol edilirse B kuvvetli temiz olur. Kuvvetli

ez 21 =:B olsun

aiz aii

temiz olmak benzerlik altinda korundugundan A kuvvetli temiz olur.

Sonuc 5.1.26. A= el e M5 (Z3y) olsun. A nin kuvvetli temiz olmasi i¢in
Q21 Q22
gerek ve yeter sart asagidaki sartlardan en az birinin saglanmasidir.

(1) A matrisi tersinirdir.
(2) I — A matrisi tersinirdir.
(3) s°t € My(Z2)) kareseldir (Chen vd. 2006a).

Lemma 5.1.27. R bir yerel tamlik bolgesi ve 2 € U(R) olsun. Eger A € Ms(R)
igin t = (1 + k)? olacak sekilde & € J(R) mevcutsa A kuvvetli temizdir (Chen vd.
2006a).

ail; a2

Ispat: A=

a1 a2

I — A tersinir olmasin. Buradan 1 —trA € J(R) bulunur. k; € J(R) igin trA = 14k,

] olsun. Tersinir elemanlar kuvvetli temiz oldugundan A ve

olarak tammmlansin. Ayrica t = (1+k)? oldugundan u = (1+k) € U(R) dir. Boylece
1
trA4+u=2+ (ki + k) € UR) olur. a = 5(1 —su™h), b= aputvec= —ayu!

ailp —a ajz —b .
] dir.

a1 — C a22+a—1

b
icin E= ¢ olsun. Eger A = E + U ise U=

c 1l—a

CL21(26L — 1) = SC = (CLH — (IQQ)C, a21(2a — ].) = sb = (CLH — a22) ve aglb = Qa12C

1
oldugundan EU = UE saglanir. s> = t—4a2a9) icin bc = ajpa0,u™2 = ~(t—5*)u™? =

4

1 1
Z(tu—Q — (su™)?) = Z(l —(2a — 1)%) = a — a* olup E? = E bulunur.
detU = detA + as — ay1 + 2a12¢

1
= detA + 5(1 —suY)s — ay — 2a10a9u”"
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= detA + %u‘l((s —2a11)u — (5% + 4aypay))

= detA + %ul(—(trA)u —t)

= detA — %(trA + u) olur. detA € J(R) ve trA +u € U(R) oldugundan
detU € U(R) dir. Lemma 5.1.2 geregince A kuvvetli temizdir.

Teorem 5.1.28. Her p € Z asali igin MQ(Z;) kuvvetli temizdir (Chen vd. 2006a).
Simdi bundan sonraki ispatlar1 kolaylagtirmasi amaciyla bir ka¢ temel lemma veri-

lecektir.

Lemma 5.1.29. R bir yerel halka, w € J(R) ve u € U(R)NC(R) olsun. Agagidakiler
denktir.

(1) z* — ux — w polinomu R de koke sahiptir.
(2) 22 — ux — w polinomu U(R) de koke sahiptir.
(3) ? — uxr — w polinomu J(R) de kdke sahiptir (Chen vd. 2006b).

Ispat: (1) = (2) 2° — uz — w polinomu R de koke sahip olsun. R yerel halka
oldugundan her a € R i¢in iki durum vardir. Eger a € U(R) ise ispat biter. Tkinci
durumda a € J(R) bir kok ise a®> — ua = w dir. (a — u)a = w oldugundan diger
bir kok @ — u olur. Buradan a € J(R) ve u € U(R) oldugundan a —u € U(R) olup
istenilen elde edilir.

(2) = (3) 22 —uz—w polinomu U(R) de kdke sahip olsun. Bu durumda bir v € U(R)
i¢in v? — uv = w saglanir. Buradan (v — u)v = w € J(R) oldugundan v —u € J(R)
bulunur.

(3) = (1) Agikga goriilmektedir.

Lemma 5.1.30. R bir yerel halka olsun. R/J(R) = Zs olmas igin gerek ve yeter
sart her u,v € U(R) igin u + v # 1 olmasidir (Chen vd. 2006b).

Ispat: R/J(R) = Z, olsun. u + v = 1 olacak sekilde u,v € U(R) mevcut oldugu
kabul edilsin. Bu durumda f : R/J(R) — Zs olacak sekilde bir f izomorfizmasi

mevcuttur. Bu izomorfizma altinda her u € U(R) elemam f(u) =1 ve her j € J(R)
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elemani f(j) = 0 elemaniyla eglesir. Buradan u,v € U(R) icin f(u +v) = f(1) =
1= f(u)+ f(v) =1+ 1 =0 dir. Sonugta bir celigki olustugundan kabul yanhs olup
istenilen elde edilmis olur. Kargit olarak u € U(R) elemani i¢in u + (1 —u) = 1 dir.

Kabul geregi 1 —u € J(R) olmalidir. Béylece R/J(R) = Z, olup ispat biter.
Lemma 5.1.31. R bir yerel halka ve 2 € U(R) olsun. Agagidakiler denktir.

(1) Her w € J(R) i¢in 2? — 2z — w polinomu R de koke sahiptir.

(2) Her w € J(R) igin 2? +2x —w polinomu R de koke sahiptir (Chen vd. 2006b).

Ispat: (1) = (2) w € J(R) ve zo € R i¢in 22 — z¢ = % olsun. Buradan —2z € R
nin 22 4+ 2x — w polinomu icin kok oldugu aciktar.
(2) = (1) w € J(R) ve 71 € R igin 2% + 221 = 4w olsun. Bu durumda —7930 ER

elemam da x? — x = w denklemi icin bir koktiir.

Teorem 5.1.32. R bir degismeli halka olsun. M(R) halkas1 kuvvetli temiz ise her
w € J(R) i¢in 22 —  — w polinomu R de koke sahiptir (Chen vd. 2006b).

Ispat: A= ! _k] ve w € J(R) igin k = w(1 + 4w)~! olsun. Hipotez geregi
1 0
A = E + U olacak sekilde E? = E € My(R) ve U € U(M(R)) mevcuttur. Ayrica
EU = UF saglanir. E= ¢ b] olarak alinirsa U= boa —k=b seklindedir. U
c d l—c —d

tersinir oldugundan

detU =d(a—1)+ (k+b)(1 —c) € UR) (5.15)
olur. Ayrica Lemma 5.1.2 geregi KU = UFE igin

b=—kcvec=a—d (5.16)

saglanir. k € J(R) oldugundan b € J(R) ve boylece (k + b)(1 —¢) € J(R) dir.
detU € U(R) oldugundan

deU(R)vea—1€U(R) (5.17)
dir. Benzer sekilde E? = F ise
a—a®*=bcved—d =bc (5.18)
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olur. Yukaridaki sonuglar birlestirilirse, b € J(R) oldugundan (5.17) ve (5.18) geregi
a € J(R)vel—de J(R) elde edilir. Boylece 1 +a—d € J(R) ve a—d € U(R) dir.
(5.18) den a — a? = d — d* buradan da (a +d — 1)(a — d) = 0 bulunur. Son esitlikte
a —d € U(R) oldugundan sifirdan farklidir ve boylece a +d —1=0dana+d =1
elde edilir. Ayrica (5.16) dan ¢ = a —d = a — (1 — a) = 2a — 1 dir. Bu bilgiler
giginda a — a? = be = —kc® = —k(2a — 1)? = —k(4a® — 4a + 1) = 4k(a — a®) — k
gelir. Boylece (1 —4k)(a® —a) = k ve a®* —a = (1 — 4k) ™'k = w dir. Sonug olarak a

degeri 22 — x — w polinomu icin bir kok olur.

Ornek 5.1.33. S bir tamlik bolgesi ve P de S[z] halkasmin bir asal ideali olmak
tizere S|x] halkasinin P idealine gore lokalizasyonu S|x]p olarak verilsin. My (S|x]p)

kuvvetli temiz degildir (Chen vd. 2006b).

Ispat: S[z]p = @) : g(x) ¢ P} olarak tammhdir. h(z) € J(S[x]p) ve der(h(x)) =

g(x)
2k + 1 seklinde bir tek tamsay: olsun. Eger My(S[z]p) kuvvetli temiz ise Teorem
5.1.32 geregi h(x) icin y*> —y = h(z) olacak sekilde y € S[z]p var olacaktir. h(z) €

A n@ "
a@) ) =
ve boylece f1(z)(f1(x)—gi(z)) = h(x)g?(x) elde edilir. Eger der(fi(z)) > der(gi(x))

S[x]p nin bu denklemi sagladig: kabul edilsin. Bu durumda (

ise son egitlikte sol tarafin derecesi ¢ift ve sag tarafin derecesi tek oldugundan
celigki olugur. O halde der(fi(z)) < der(gi(z)) olmahdir. Bu durumda der(fi(x)) +

der(gi(x)) = der(h(x)) + 2der(g:(x)) olu; (Ve) der(fi(z)) > der(gi(z)) bulunur.
g1(x)

Sonucta celiski meydana gelir ve boylece € S[z]p saglamaz. Bundan dolay1

M, (S|x]p) kuvvetli temiz degildir.

Lemma 5.1.34. R degigmeli bir yerel halka ve F € Ms(R) olsun. E? = F olmasi

icin gerek ve yeter sart £ =0, E = I, ya da bc = a — a? sartin saglayan a,b,c € R

icin E= o b seklinde olmasidir (Chen vd. 2006b).
c 1—-a
fspat: F= | “ ve E? = E olsun. Boylece
c d
be = a — a*
bla+d—1)=0
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cla+d—-1)=0

be =d — d?
esitlikleri elde edilir. Buradan a — a? = d — d? olup (a — d)(a +d — 1) = 0 bulunur.
1. Durum: a +d — 1 € U(R) olsun. Tersinir elemanlar sifir bolen olamayacagindan
b=0,c=0vea=d bulunur. Bu nedenle a = a? dir. R yerel halka oldugundan
yegane egkare elemanlar: 0 ve 1 dir. Bu bilgiler 1s181nda ¥ = 0 ya da E/ = [ olarak
bulunur.
2. Durum: a+d—1 € J(R) olsun. Eger a—d € J(R) ise —4bc+1=4(a*—a)+1 =
((a—d)+(a+d—1))? € J(R) olur. Buradan bc € U(R) dir. Ayrica be(a+d—1)% =0

b
oldugundan a + d — 1 = 0 bulunur. Bu durumda E= ¢ seklindedir ve

c 1l—a

be =a — a® dir. Eger a —d € U(R) ise a +d — 1 = 0 elde edilir. Benzer sekilde E=

c 1l—a

[a g ] olup bc = a — a? dir.

Uyar:1 5.1.35. A veya A — I matrisinin tersinir olmasi halinde kuvvetli temizligi
agikar oldugundan bu durumlari incelemek gereksizdir. Bu yiizden bundan sonraki
ispatlarda R nin yerel olmas: halinde detA € J(R) ve det(A—1) € J(R) durumlarim
incelemek yeterli olacaktir. Bu durumda det(A — I) = 1 — tr A + det A oldugundan
(trA)—1 € J(R) dir. Boylece trA € U(R) olup t = (trA)? —4detA € U(R) bulunur.

Teorem 5.1.36. R bir degismeli yerel halka olsun.

(1) 2 € U(R) olmak iizere My(R) nin kuvvetli temiz olmasi igin gerek ve yeter

sart her w € J(R) i¢in 22 — 2 — w polinomunun R de koke sahip olmasidir.

(2) R/J(R) = Zy olmak iizere Ms(R) nin kuvvetli temiz olmas i¢in gerek ve yeter

sart her w € J(R) i¢in 2? — 2 — w polinomunun R de koke sahip olmasidir.

(3) 2 € J(R) ve R/J(R) 2 Zs olmak lizere Ms(R) nin kuvvetli temiz olmasi i¢in
gerek ve yeter sart her wy, wy € J(R) i¢in 2 4 (1 4wy )z — wy polinomunun R

de koke sahip olmasidir (Chen vd. 2006b).

ispat: (1) Teorem 5.1.32 geregi ispatin gerek kismi agiktir. Kargit olarak 2 € U(R)

olmak iizere her w € J(R) i¢in 22 — x — w polinomu R de kdke sahip olsun.
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A=

au a12] olarak verilsin. (trA) — 1 € J(R) oldugundan trA = 1 + ky olacak

a21  a22

sekilde ky € J(R) mevcuttur. Buradan w = kZ + 2ko — 4det A € J(R) olarak alinirsa
t = (trA)? — 4detA = (1 + ko)? — 4detA = 1 + w dir. Hipotez ve Lemma 5.1.31
geregi 22 + 2x — w polinomu R de koke sahiptir. Ayrica Lemma 5.1.29 dan dolay1 bu
polinom J(R) de koke sahiptir. Boylece bir k € J(R) igin k> +2k = w dir. t = 14w
oldugundan (k + 1)? =t olur. u = 1 + k igin a = 271(1 — su™'), b = —apu™" ve

1 a

¢ = —aoiu~ - olarak alinsin. EF=

Cc

) ’ ] ve U =A—F olsun. 2a — 1 = su™!
oldugundan '
asb = arac,
sb = aj2(2a — 1),
sc = a9 (2a — 1),
be = agrapu? =47 (t—s*)u 2 =47 (tu2 = (su™)?) =471 (1 - (2a—1)?) = a—a?,
detU = detA + as — aj; + 2a12C

=detA+ 2741 — su™t)s — ay; — 2a1a9u~!

=detA + 27 (s — 2a11)u — (s? + daja9;))

=detA — 27 (trA+u)

=detA—1—2"Yko+ k)
olur. detA, ko, k € J(R) oldugundan detU € U(R) dir. Boylece A kuvvetli temiz
bulunmug olur.

(2) Ispatin gerek kismm Teorem 5.1.32 den acikca goriilmektedir. Karsit olarak

a12

R/J(R) = Zsy olmak tizere 2 € J(R) ve trA € U(R) oldugundan A= au

a21 a22

icin s = aj1 —age = trA—2ag € U(R) dir. Boylece ajja92 € J(R) olur. detA € J(R)
ve ajjag € J(R) oldugundan ajpas; € J(R) elde edilir. w = t~tajpa0; € J(R) olarak
almsin. Hipotez ve Lemma 5.1.29 geregi 22—z —w polinomu zy € U(R) ve 1 € J(R)
olacak sekilde koke sahiptir. a € {zg, 71}, b = s a12(2a — 1) ve ¢ = s ag (2a — 1)
olarak almsm. Buradan as;b = apc dir. a®> —a = w = —t la;sas; oldugundan
t(a? — a) = —ajpas dir. Boylece

s2bc = ajoa91(2a — 1)?

= a1a9(4(a® — a) + 1)

= 4(112(121 (a2 — CL) + a21A19
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= (t — s?)(a® — a) + az a2

= t(a® — a) — s*(a® — a) + az1a12 = —s*(a® — a) olarak bulunur.

a

s € U(R) oldugundan bc = a* — a dir. E= ve U = A — E olsun.

c 1—a

Eger a;; € J(R) ise a = z; olarak segilsin. Buradan detU = sa + (detA — aj; +

2a19¢) € U(R) dir. Eger a;; € U(R) ise a = x( olarak alinsin. Buradan detU =
—ay; + (det A+ as + 2a12¢) € U(R) dir. Boylece her iki durumda da U tersinirdir ve
E? = F oldugundan A kuvvetli temizdir.

(3) Hipotez ve Lemma 5.1.30 geregi 1 = wu; + uy olacak sekilde uy,uy € U(R)
mevcuttur. My(R) kuvvetli temiz olsun. wy,ws € J(R) olmak iizere a;; = uy ve
(99 = Ug + wy olarak alinsin. Buradan a;; + a9 = 1 4+ wy olup s = a11 — agn =
1+ w; — 2a9 € U(R) bulunur. Boylece s + 4(wy + ajjag) € J(R) dir. ay = —1

_ . a11 a12
ve ajo = (82 + 4(wq + a11a92)) 18 (wy + ag1ag) olarak secilsin ve A= ]
as1 az2

olsun. Buradan trA = a1 + ags = 1 +wy € U(R) dir.
detA = ajnase — 1262
= (8% + 4(wy + a11a99)) " (ar1a208* + dagiag(wy + ajrag) + s%(wy + ajjass))
= (8% + 4(wy + a11a92)) " H(was* + 25%a11 a9 + 4ay1as(we + ajax)) € J(R) dir.
Ayrica det(A—1I) = detA—w, € J(R) dir. Hipotezden A kuvvetli temiz oldugundan

b
A = E + U parcalanmigi meveuttur ve £? = E= ¢ ] icin bc = a — a? dir.

c 1—a

Ayrica a — a* = be = s7%ay2a1(2a — 1)? olur. Buradan
—Qa12Q91 = (82 + 4@12@12)(@ — CL2)

((trA)* — 4detA)(a® — a)

= t(a* — a) bulunur.

Ty = sa — ay; segilirse a = s71(xg + a1;) dir. O halde
—a12a91 = t(s7*(xo + ar) — s (xo + a11)) olup
—s%ayaa9; = t((rg+a11)* — s(wo+any)) = t(x2 +trAzg + ajag) elde edilir. Boylece
as; = —1 oldugundan z3 + (1 + wy)zg = 23 + trAzy = —s*t tapayn — ajjaxn =
s?t Lajy — airage bulunur. t = s? + 4ag a2 = s + 4a;» oldugundan
t7rar = (s* + 4a1a) 7t + (8% + 4(wa + ar1a92)) " s* (w2 + arras)

= ((s* — 4ay2)(s* + 4(wy + a11a2))) 18 (we + ar1ass)

= (s%(s? + 4(wy + ar1a92)) — 48*(wy + ag1a9)) "t (wy + a11a22)
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= (s")71s?(wy + ajag)

= s7%(wy + ajjax) olarak bulunur. Bu bilgiler 1g181nda
22+ (14 w)zg = 2t Lay — a1aze = (wa + ayiass) — ajjaz = wy dir. Sonug olarak
zo degeri 2% — (1 + wy )z = wy polinomu i¢in bir kok olur.
Kargit olarak 2 € J(R) ve R/J(R) 2 Zs olsun. trA = 1+w; € U(R) olarak alinirsa
s =trA — 2ag € U(R) dir.
1. Durum: ajzas; € U(R) olsun. detA € J(R) ve ajpas; € U(R) oldugundan ajjags +
a12a9; = detA + 2a12a91 € J(R) dir. wy = —t 7 (s%(a11a9s + a12a21) + 4aj1a12a91a29)
olarak alinirsa wy € J(R) dir. Hipotez geregi 2 + (1+w; )z —ws, polinomu R de koke
sahiptir. Boylece Lemma 5.1.29 geregince bir zy € U(R) icin 23 + (1 + w1)zg = wy

saglanir. @ = s !(ay; + xg) almirsa as — a;; = xp dir. b = s lapp(2a — 1), ¢ =

s lag (2a—1) igin E= “ , b ve U = A — F olsun. Buradan a2¢ = agb dir.
C —a

Ayrica

a’? — “ay + x0)? — s Ha + x0)

(22 + 2a11m0 + CLH (@11 — ag)(zo + a11))

(
(5
2(93 + trAzg + ajrass)
s (xg + (1 +w1)2o + anag)
= 5 2(wy + aj1az)
st (—5%(a11a92 + a12a21) — 4a11012091 a2 + A11022(5° + 4a12a21))
= —t"Yajpas; olup t(a® — a) = —ajaas; bulunur.
Bu durumda (2) nin ispatina benzer sekilde bc = a — a? elde edilir. Son olarak
detU = detA + as — a1 + 2a12C
= detA + xo + 2a;15c
= xo + (detA + 2a15¢) € U(R)
olup U tersinirdir. Béylece A kuvvetli temiz olup Ms(R) kuvvetli temiz bulunur.
2. Durum: ajpas; € J(R) olsun. w = t~taysa1o alimirsa w € J(R) dir. Hipotez geregi

r? — z — w polinomu R de koke sahiptir. 2 € J(R) oldugundan ispatin kalan kismi

(2) durumu ile aymdir. Béylece My(R) kuvvetli temiz bulunur.

Ornek 5.1.37. Z3) halkas1 degismeli yerel ve 2 € U(Zs)) tiir. Zs)y halkas: icin
J(Zs)) = 3% olur. =3 € J(Z3)) almirsa 2? —x — (—3) polinomu Zs) te koke sahip
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olmadigindan M, (Zs)) halkasi kuvvetli temiz degildir.

Ornek 5.1.38. Zg halkasi degismeli ve yereldir. Ayrica J(Zg) =< 2 > olup
Zs]J(Zs) = Zy dir. Her @ € J(Zsg) igin x*> — x — @ polinomu Zg de koke sahip
oldugundan Ms(Zs) halkasi kuvvetli temizdir.

Uyar1 5.1.39. R bir degismeli yerel halka ve S = R[[z]] olsun. Bu durumda S bir
degismeli yerel halka olup J(S) = J(R) + xS ve S/J(S) = R/J(R) dir (Lam 2001).

Teorem 5.1.40. R bir degigmeli yerel halka olsun. Asagidakiler denktir.
(1) My(R) halkas1 kuvvetli temizdir.
(2) My(R|[[z]]) halkas: kuvvetli temizdir.

(3) Ms(R[z]/(x™)) halkast her n > 1 tamsayisi i¢in kuvvetli temizdir (Chen vd.
2006h).

Ispat: Teorem 5.1.36 nmn ifadesindeki ¢ durum ayri ayri kontrol edilerek benzer

sekilde sonuca ulagilir.

o~ o~

Sonuc 5.1.41. Her p € Z asali igin M(Z,[[x]]) ve Ma(Zy[z]/(z™)) halkalar: kuvvetli
temizdir (Chen vd. 2006b).

Ispat: Teorem 5.1.28 geregince Mg(z;) halkasi kuvvetli temizdir. Teorem 5.1.40
geregi ispat aciktir.

Lemma 5.1.42. R degismeli bir yerel halka ve C5 iki mertebeli bir grup olsun.

(1) 2 € J(R) olmak iizere J(RCy) = {ro+r1g : ro+r1 € J(R)} dir ve RCy/J(RC5) =
R/J(R) olur. Ozel olarak RC, halkas: yereldir.

(2) 2€ U(R) ise RCy = R @& R dir (Chen vd. 2006b).

Ispat: (1) RCy, = {a +bg : a,b € R} olsun. a®> — 0> € U(R) ise (a + bg)™! =
(a*> = b*)"Ya—bg) dir. H={a+bg:a+be J(R)} alnsm. H nin alt halka oldugu
agiktir. Her x+yg € RCy ve a+bg € H icin (a+bg)(z+yg) = ar+ayg+brg+by € H
oldugundan H bir idealdir. Ayrica 2 € J(R) ve her a + bg € H i¢in a,b € J(R)
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olacagindan (1+a)?—b* = 1+(2a+(a—b)(a+b)) € U(R) olup buradan 1+ (a+bg) €
U(R) bulunur. Boylece H C J(RC5) olur. Son olarak f : RCy/J(RCy) — R/J(R)
olmak ftizere f(a + bg + J(RC3)) = (a + b) + J(R) ile tanimhi homomorfizma bir
izomorfizmadir. Boylece RCy/J(RC3) = R/J(R) dir. RCy nin yerel oldugu agikga
gorillmektedir.

(2) 2 € U(R) ve f: RCy - R @ R olmak tizere f(a + bg) = (a + b,a — b) seklinde
tamimh f bir izomorfizma olup RCy = R @ R dir.

Teorem 5.1.43. R degismeli bir yerel halka olsun. Asagidakiler denktir.
(1) Ms(R) halkas: kuvvetli temizdir.

(2) My(RCy) halkas: kuvvetli temizdir (Chen vd. 2006b).

Ispat: (1) = (2) Teorem 5.1.36 da verilen {i¢ durum ayr1 ayr incelenerek benzer

sekilde sonuca ulagilir.

(2) = (1) f: My(RCy) — My(R) & Ms(R) olmak iizere oLt big a2+b29] nin

az +bsg a4+ byg

v e e . Q1@ bi b o
goriintiisi |~ | +4¢ | ' | olarak tammlanacak olursa f bir izomorfizmadir.

az a4 bs by

Buradan Ms(RCy) = My(R) & Ms(R) olur. Boylece My(R) halkast My(R) & Ma(R)

halkasinin homomorfik goriintiisii oldugundan Ms(R) kuvvetli temiz olur.

Sonuc 5.1.44. MQ(ZPC’Q) halkas1 her p € Z asal igin kuvvetli temizdir (Chen vd.
2006h).

Ispat: M2<zp) kuvvetli temiz oldugundan Teorem 5.1.43 geregince Mg(zng) kuv-

vetli temiz olur.

Lemma 5.1.45. R degismeli bir halka ve J(R) asal olsun. w € J(R) ve u € U(R)
i¢in agagidakiler denktir.

(1) 2* — uxr — w polinomu R de koke sahiptir.
(2) * — uxr — w polinomu J(R) de kike sahiptir.
(3) 22 — ux — w polinomu U(R) de kdke sahiptir (Li 2007).
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Onerme 5.1.46. R degismeli bir halka ve J(R) asal ideal olmak tizere ai1,a15 €
w 0

U(R),w € J(R) icin A= “ a12] € Ms(R) seklinde verilsin ve det(I —A) ¢ U(R)

olsun. Asagidakiler denktir.

(1) A kuvvetli temizdir.

detA
(trA)? — 4det A

(3) * — (trA)x + detA polinomu R de koke sahiptir (Li 2007).

(2) 22—z — polinomu R de koke sahiptir.

Ispat: (1) = (2) A= “b fn e e b =F + U olacak sekilde E? = E,
c d w—c —d

U € U(Ms(R)) mevcut olup EU = UE saglansin. EU = UFE oldugundan bw = a;sc

_|_

b
ve a;1b = (a — d)as dir. Buradan a1, a12 € U(R), w € J(R) oldugundan ¢ = 2 €

12
J(R) ve b= 2= Doz g
a11

detU = (a1;—a)(—d)—(a12—b)(w—c) € U(R) ve (a12—b)(w—c) € J(R) oldugundan
(a11 — a)(—d) € U(R) olup d,a1; — a € U(R) dir. E* = F oldugundan a — a* = bc
ve d — d* = be dir. Buradan (@ — d)(1 —a —d) = 0 olur. a(l — a) = bc € J(R) ve
J(R) asal oldugundan a € J(R) veya 1 —a € J(R) dir. 1 —a € J(R) olsa d € U(R)

—d
oldugundan 1 —a—d € U(R) olup a —d = 0 duir ve boylece a = d dir. b = (a=dan
ar

b
oldugundan b = 0 dir. Benzer sekilde ¢ = o oldugundan ¢ = 0 olur. Bu durumda
a2

0
o = aicin E= | " seklindedir. Bu durumda a(1 —a) = 0 € J(R) ve J(R)
0 a
asal oldugundan ¢ = 0 ya da a = 1 olmahdir. Bu ise A nin ya da A — [ nin ter-

sinir olmasini gerektireceginden kabul ile geligir. O halde a € J(R) olmalidir. Bu
durumda a — d € U(R) olacagindan 1 —a — d = 0 dir ve boylece a = 1 — d olur.

Bu olasilik igin a — a® = be, sb = a12(2a — 1), sc = as(2a — 1) saglanir. Sonugta

detA
a? —a= 0 A)26 ey olup istenilen elde edilir.
rA)? — 4dde

(3) = (1) A nin karakteristik polinomu R de koke sahip olsun. trA = a; € U(R),

detA = —apw € J(R) oldugundan x? — (trA)z + detA polinomu Lemma 5.1.45
geregince \; € U(R) ve Ay = trA — )\ = a3 — A1 € J(R) olacak sekilde koke sahip-
tir. AX; = M Xy, AXy = M X5 denklemleri ¢oziiliirse A; ve Ay degerlerine karsilik

gelen 6z vektorler sirasiyla X;=

—A
2 ] ve Xo= e seklindedir. P =

—(a11 — )\1) w
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(X1, X3) € My(R) olsun. Bu durumda det P = (aj; — A )?+appw € U(R) oldugundan

A1 0 1 0 A —1 0
= +
0 ailp — /\1 0 0 0 ail — )\1

olarak yazilirsa kuvvetli temiz oldugu agikc¢a goriilmektedir. Kuvvetli temiz olmak

P tersinirdir. Buradan P~'AP=

benzerlik altinda korundugundan A kuvvetli temizdir.

det A
(2) = (3) 2> —x — (trA)2€— 1ot polinomu R de koke sahip olsun. Bu denklemi

1

detA
(trA)2—4detA

€ J(R) dir. Bu durumda B biitiin kabiilleri saglamig

karakteristik denklem kabul eden matris B=

1] seklindedir. det(B —

detA

(trA)? — 4detA
olur. B nin karakteristik polinomu R de koke sahip oldugundan (3) = (1) den B
detA

(trA)? — 4detA)

I) =detB = —

kuvvetli temizdir. (1) = (2) ispat1 B ye uygulanirsa y* —y — (—

polinomu R de koke sahiptir.
detB —Wﬁ% detA Jdusund ) detA d
= = ———— oldugundan y* —y = —— dir.
(trB)? — ddetB 1 — 4(—fetd__) ~ " (tr AR OO8 A TV E
I/

(trA)2—4detA
= (tr A)y degisken degistirmesi yapilirsa x’? — (trA)z’ + det A = 0 olarak bulunur.

det A
(trA)? — 4detA
polinomu Lemma 5.1.45 geregince xy € J(R) kokiine sahip olur. Buradan a = x,
b = @(Qa — 1), ¢c = %(20, — 1), d = 1 — a olarak alimp E= o b ve

an an c l1-a
U = A — F olsun. Bu durumda Lemma 5.1.2 yi saglar. Dolayisiyla A kuvvetli temiz

Uyar1 5.1.47. (1) Onerme 5.1.46 nin (2) sart1 saglandiginda, 22—z —

olarak bulunur.

a11 a2

(2) Onerme 5.1.46 mmn ispat1 incelendiginde, “A= matrisinin kuvvetli

w 0
temiz olmasi icin gerek ve yeter sart A nin kogegenlesebilir olmasidir” sonucu acikca

ortaya ¢ikmaktadir.

Teorem 5.1.48. R bir degismeli yerel halka ve A € My(R) olsun. detA € J(R) ve
det(A —I) € J(R) verilsin. Asagidakiler denktir.

(1) A kuvvetli temizdir.

detA

9) 22—z —
(2) &%~ (trA)? — Adet

1 polinomu R de koke sahiptir.
(3) * — (trA)x + detA polinomu R de koke sahiptir.

(4) A matrisi Ms(R) de kosegenlegebilirdir.
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1 1
(5) B= ot ] matrisi kuvvetli temizdir (Li 2007).
fspat: A= | " “?| olmak fizere detA € J(R) ve det(A — 1) € J(R) olsun.
az1 Q22

Buradan trA = 1+detA—det(A—1I) € U(R) dir. Iddia A matrisinin bazi by € U(R)
A

icin t; A biz matrisine benzer olmasidir. R yerel oldugundan a;, € U(R) ya
BTy

da ay2 € J(R) dir.
1

a22
a2

1. Durum: a2 € U(R) olsun. P= olsun. Buradan

1 0 1 0 trA . .
P1AP= e = | " "2 olup ispat biter.
] e an ] |moa] T [ o
. a
2. Durum: a;2 € J(R) olsun. ag; € U(R) almsm. A matrisi 1 e benzer
a2 an

oldugundan birinci durumda da goriildigii gibi ispat biter. Simdi de ag, € J(R)
olmasi durumu kontrol edilirse; detA = ajja2e — aj2a91 € J(R) oldugundan ajjag €

J(R) ve ajpas € J(R) dir. Ayrica trA = ayq + ae € U(R) oldugundan ay; € U(R),

a2  A21

as € J(R) ya da ax € U(R), a1 € J(R) dir. A benzer oldugundan

a1z aii

genelligi bozmaksizin a;; € U(R) ve ajz, a1, a9 € J(R) alinsin. P=

1 1 . .
i¢in
0 1

a1l —a21 @11+ a2 — a1 — a2 . c . .
] dir. Birinci durumun ispatina doniilecek

P lAP=

az1 az1 + a2

trA b12

__detA
bi2

ve kuvvetli temizlik benzerlik altinda korundugundan istenilen elde edilmig olur.

olursa A baz1 b2 € U(R) igin a benzer olur. detA, det(A — 1), trA

(1) < (2) & (3) ©(4) Onerme 5.1.46 ve Uyar1 5.1.47 geregince acikca goriilmektedir.

detA
2 B = B—-1)=—
(5) & (2) det det( ) (1A — 4del A
detA

polinomu 2 —z — (I AV — 4del A dir. Buradan istenilen sonug agik¢a gortiilmektedir.

Uyar1 5.1.49. (1) R degismeli yerel bir halka olmak tizere A € My(R) ve A — 1 €

€ J(R) ve B nin karakteristik

Ms(R) tersinir olmasin. Teorem 5.1.48 den A nin kuvvetli temiz olmasi igin gerek
ve yeter sart A kosegenlegebilir olmasidir.

(2) Her zaman kuvvetli temiz bir matris kogegenlesmeyebilir. (")rnegin F bir cisim ol-

1 1
mak tizere Ms(F') halkasinda [ kuvvetli temiz olmasina ragmen kogegenlesemez.
0 1
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Teorem 5.1.50. R degismeli yerel bir halka olsun. Asagidakiler denktir.

(1) My(R) halkas: kuvvetli temizdir.

(2) detA € J(R) ve det(I — A) € J(R) sartin saglayan her A € My(R) matrisi
igin 22 — (trA)z + detA polinomu R de koke sahiptir.

(3) detA € J(R) ve det(I — A) € J(R) sarti saglayan her A € My(R) matrisi

detA
igin 22 — x — 0 A)2€ 1deiA polinomu R de koke sahiptir.
rA)? — 4de

(4) detA € J(R) ve det(I — A) € J(R) sartin saglayan her A € My(R) matrisi
M, (R) de kogegenlegebilirdir.

(5) Her w € J(R) i¢in B:= !

1
] matrisi kuvvetli temizdir.
—w 0

(6) Her w € J(R) igin 2* — z + w polinomu R de koke sahiptir.

(7) Her w € J(R) ve u € U(R) igin 2* — ux + w polinomu R de koke sahiptir (Li
2007).

Ispat: A € My(R) olmak iizere A veya A — I mn tersinir olmas: halinde kuvvetli
temiz olmasi agikar oldugundan A ve A — I nmin tersinir olmamasi durumunu incele-
mek yeterli olacaktir. R yerel halka oldugudan detA € J(R), det(A —1) € J(R) ve
trA € U(R) dir. Bu durumda Teorem 5.1.48 den (1), (2), (3), (4), (5) ifadelerinin
denkligi agiktir.

(5)<(6) w € J(R) olmak tizere detB = det(B — I) = w ve B kuvvetli temiz olsun.
B nin karakteristik polinomu 22 — x 4+ w, Teorem 5.1.48 geregince R de koke sahip
olur.

(6)<(7) u € U(R) ve w € J(R) olmak tizere y* — y + % = 0 verilsin. % € J(R)
oldugundan kabul geregi R de koke sahiptir. yo € R bu polinomun bir kokii olmak
{izere zo = uyy doniigiimii yapilirsa 22 — 2 +w polinomunun R de koke sahip oldugu
acikca gortilir.

(7)=(2) u=trA € U(R) ve w = detA € J(R) olarak alinirsa ispat agiktir.

Sonuc 5.1.51. R degismeli yerel bir halka olsun. Ms(R) halkasinin kuvvetli temiz
olmasi igin gerek ve yeter sart her w € J(R) igin 2* — 2 4+ w polinomunun R de koke

sahip olmasidir (Li 2007).
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Sonug 5.1.20 de Ms(Z,)) halkas1 kuvvetli temiz olacak sekilde bir p asalinin mevcut
olmadig gosterildi. Simdi My(Z,)) halkasmin hangi sartlar altinda kuvvetli temiz

oldugu incelenecektir.

Onerme 5.1.52. R bir degismeli yerel halka olsun. 4 € M5 (R) kuvvetli temiz ise

asagidakilerden biri saglanir.
(1) A veya I — A tersinirdir.

(2) detA € J(R), det(I — A) € J(R) ve baz1 u € U(R) igin (trA)? — 4detA = u?
dir (Li 2007).

Ispat: A kuvvetli temiz olsun. detA,det(A — I) € J(R) olarak almsm. Bu du-
rumda trA € U(R) olup (trA)? — 4detA € U(R) dir. Teorem 5.1.48 geregince
22 — (trA)z + detA polinomu R de koke sahiptir. zg € R bu polinomun kokii ise
(220)% — 2(trA)(2x¢) + 4det A = 0 dir. Buradan (trA)? — 4det A = (2z, — trA)? = u?
olur. (trA)? — 4detA € U(R) oldugundan u € U(R) olur.

Teorem 5.1.53. Bir R degismeli yerel halkasi i¢in J(R) = 2R ve R tamhk bolgesi
ya da 2 € U(R) olsun. A € M5(R) nin kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart

agagidakilerden birinin saglanmasidir.
(1) A veya I — A tersinirdir.
(2) detA € J(R), det(I — A) € J(R) ve baz1 u € U(R) igin (trA)? — 4detA = u?

dir (Li 2007).

Ispat: A € M,y(R) olsun. detA € J(R), det(A —I) € J(R) ve u € U(R) icin

(trA)? — 4det A = u? olarak alimsin.
trA

1. Durum: 2 € U(R) ve g = ratu

olsun. Bu durumda zy € R igin 22 — (trA)xo+
detA = 0 saglanir. Teorem 5.1.48 geregince A kuvvetli temizdir.

2. Durum: J(R) = 2R ve R tamlk bélgesi olsun. J(R) = 0 olmasi: durumda ispat
agik oldugundan J(R) # 0 almsin. (trA+u)? = 2(tr A)?>+2(tr A)u—4det A € J(R) ve
R yerel oldugundan trA+u € J(R) dir. Bu durumda tr A4+u = 2r olacak sekilde r €

R mevcuttur. Iddiamiz 7 nin, A min karakteristik polinomunun bir kokii olmasidur.
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Kontrol edilecek olursa 4(r* — (trA)r + detA) = (2r — trA)? + 4detA — (trA)* =
u? —u? = 0 dir. R tamhk bolgesi ve 4 # 0 oldugundan r? — (trA)r + detA = 0

bulunur. Teorem 5.1.48 geregince A kuvvetli temizdir.

Sonuc 5.1.54. Bir p € Z asali icin R = Z,) olsun. A € M,(R) nin kuvvetli temiz

olmasi icin gerek ve yeter sart agagidakilerden birinin saglanmasidir.
(1) A veya I — A tersinirdir.
(2) detA € J(R), det(I — A) € J(R) ve baz1 u € U(R) igin (trA)? — 4detA = u?
dir (Li 2007).
Onerme 5.1.55. R = Z2) olsun. A € M,(R) nin kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek
ve yeter sart asagidakilerden birinin saglanmasidir.

(1) A veya I — A tersinirdir.

(2) detA € J(R), det(I — A) € J(R) ve s,l € Z olmak lizere aralarinda asal
detA _2n

(trA)2 —AdetA ~ m

Q2l+1)2=m,s(s+1)=Il(l+1) =2n € Z i¢gin w =
seklindedir (Li 2007).

Ispat: A ve A — I nn tersinir olmasi durumunda ispat acik olacagindan bu durum
digindaki durumlar: kontrol etmek yeterli olacaktir. Ayrica J(R) = 2R ve R yereldir.

detA € J(R) ve det(A — I) € J(R) olsun. Teorem 5.1.48 geregince A matrisinin

1

detA 0
(trA)2—4detA

kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin [ matrisine

benziyor olmasidir. O halde genelligi bozmaksizin w = Loy (R), m tek tamsay1
m

ve ebob(n,m) = 1 i¢gin A= "1 olarak almsm. Buradan u € U(R) igin (trA)? —
w 0
8n  (21+ 1) +4(s(s+1)=1(l+1)) (2s+1)2 )
ddetA =1+ — = = = 1
‘ T (20 +1)2 (20 +1)2 u” olup Sonug

5.1.55 geregince A kuvvetli temizdir. Kargit olarak A kuvvetli temiz olsun. Sonug
5.1.55 geregince (trA)% — 4det A = u? olacak sekilde u € U(R) mevcuttur. u € U(R)

1
ve ebob(2s+ 1,20+ 1) = 1 olacak gekilde s,l € R

20+1
8 8
mevecuttur. Ayrica (trA)? + 4detA = 1+ 4w = 1+ =2 dir. Boylece mren
m m

@s+ 1) 2 2 2
Q1) dir. Buradan m = (20 + 1)? ve 8n = (2s + 1) — (20 + 1)? olup 2n =

s(s+1) — (Il + 1) bulunur.

ve R yerel oldugundan u =
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5.2 K,(R) Halkasinda Kuvvetli Temizlik

Bu boliimde Tanim 2.1.44 de verilen Morita igerigi yapismda A =B =N =M = R
alinmasi sonucu ortaya ¢ikan K (R) halkasinin kuvvetli temiz olmasi i¢in gerekli
sartlar incelenecektir.

a T

y b
momorfizmasi K (R) tizerinde bir monomorfizmadir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 5.2.1. R bir halka olsun. f : [ ] — b y] seklinde tamimlh f ho-
xr a

Lemma 5.2.2. R bir halka ve s € C'(R) olsun.

(1) (s: J(R)) ={r € R:rs e J(R)}olmak iizere J(K,(R))=
(s: J(R))  J(R)

JR) (s J(R»]
dir.

(2) R halkasi yerel ve s € J(R) ise J(K (R))=

y b
yeter sart a,b € R nin tersinir olmasidir (Krylov ve Tuganbaev 2010).

(3) R yerel ve s € J(R) olsun. [a Tl e K,(R) nin tersinir olmasi i¢in gerek ve

Tanim 5.2.3. R bir halka ve a,b € R olsun. Eger b = uav olacak sekilde u,v € U(R)

mevcut ise a ile b denktir denir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 5.2.4. £ € K (R) eskare olsun. £ bir kdsegensel matrise denk ise E

kogegensel bir matrise benzerdir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 5.2.5. R bir yerel halka ve s € C'(R) olsun. A € K (R) nin kuvvetli temiz

olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki sartlardan birinin saglanmasidir.

(1) A veya A — I tersinirdir.

(2) a,b € Rigin A ile ¢ O] benzerdir (Tang ve Zhou 2012).
0 b
. 0
Ispat: (1) durumunun saglanmasi halinde sonug agikardir. B= ] € K (R)
0 b

alinsin. R yerel oldugundan kuvvetli temizdir. Bu durumda a = ey +u; ve b = es+us

0 0
olacak sekilde e? = ¢;, u; € U(R) var olup e;u; = u;e; saglanir. B= “ ] + [ "
0 eq 0 ug
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olarak yazilirsa A nin kuvvetli temiz oldugu goriiliir.

A kuvvetli temiz olsun ve (1) saglanmasim. Bu durumda A = E 4 U olacak sekilde

E? =F € K,R),U € U(K,(R)) vardir ve EU = UFE saglanir. E= “ 7| almsm.

y d
c T ¢l —c 1z
y d 0 1

E bir kogegensel matrise denk olur. Eger d € U(R) ise Lemma 5.2.1 kullanmilip benzer

1 0

—yc ! 1

Eger ¢ € U(R) ise
0 d—syc 'z

= [ ! 0 ] olur. Boylece

sekilde E kogegensel bir matrise denk bulunur. Eger ¢,d € J(R) ise Lemma 5.2.2
geregince £ € J(K (R)) olur. J(K (R)) sifirdan farkh egkare igeremeyeceginden
E = 0 olmahdir. Bu ise A nin tersinir olmasini gerektirdiginden celigki olugur. Bu du-

rumda s € U(R) olup x € U(R) veya y € U(R) dir. Genelligi bozmaksizin z € U(R)
0 1 0 1 s 0

1
olsun. = € U(K;(R)) oldugundan {0 ] tersinirdir. Ayrica
1 0 1 0 0 s 1 0

1 0_ 0 1
[ [c v —| Y vesr eU (R) oldugundan E kosgegensel bir
0 1 y d 1 0 d sy

matrise denk olur. y € U (R) olmasi halinde Lemma 5.2.1 geregince benzer iglemler

yapilarak £ kosegensel olarak bulunur. Boylece Lemma 5.2.4 geregince PEP =
f
0 g
mayan eskare oldugundan f =0 ve g =1 yada f =1 ve g = 0 olmalidir. Kuvvetli

temiz olmak benzerlik altinda korundugundan PAP~! = PEP~'+ PUP~! kuvvetli

olacak gekilde bir P € U(K(R)) vardir. R bir yerel halka ve E agikar ol-

temizdir. Burada PEP~! ile PUP™! in degismeli olmasi kontrol edildiginde PU P!
in kosegensel bir matris oldugu gortiliir. Sonucta iki kogegensel matrisin toplami da

kosegensel olacagindan PAP~! kosegenseldir.

Lemma 5.2.6. R yerel bir halka ve s € C(R) N U(R) olsun. Ayrica A € K (R)

olmak iizere A ve A — I tersinir olmasim. Bu durumda u € 1+ J(R), v € U(R) ve

1

w € J(R) igin A ya ile ya da ile benzerdir (Tang ve Zhou 2012).

vow vou

. b
Ispat: A= ¢ olsun. A ya da I — A tersinir olmadigindan Lemma 5.2.2 geregi
c d

ac€l+J(R),de J(R)yadaa€ J(R),de 1+ J(R) olacaktir.
—1/73
1. Durum: a € 1+ J(R) ve d € J(R) olsun. Bu durumda P= [1 a (b 1)] i¢gin

PP :[1 a—l(b—l)”a b]
0 1 ¢ dllo 1

1 —a (b 1)]
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1+sa~t(b—1)c 1—-sa t(b—1)cat(b—1)+a1(b— l)d]

c —sca (b—1)+d
b
. 1] olup a; € U(R), by € 1+ J(R) CU(R) ve d; € J(R) dir. Eger
& dl
bel+J (R) alimrsa
LOjpa bt 0 _je ! :=B olup A ile B benzerdir. Bu durum i¢in
0 b c d 0 bt be bdb~1
c € U(R) ise istenilen elde edilir. Eger ¢ € J(R) ise
1 0 a 1 1 0 a—s 1 u 1
- = olup
_1 1_ _bc bdb~1 -1 1] [a+bc—s—bdb1 S—I—bdbl] [v w]

u€el+ J(R),veU(R) vew e J(R) dir. Boylece B ile “ M penzer bulunur.

vow

1
Benzerlik gecismeli oldugundan A ile B benzerdir.
vow

2. Durum: a € J(R) ve d € 1 + J(R) olmas1 durumda Lemma 5.2.1 geregince (1)

durumuna benzer ispat yapilarak sonuca ulagilir.

Tamim 5.2.7. R bir halka ve f(t) = ag + ait + aat® + ... + a,t™ € R[t] olsun. Eger
r € Rigin ag+ra; +r’ay + ... +r"a, = 0 oluyorsa r ye f(t) nin sol koki (left root)
denir. Benzer sekilde s € R igin ag + a1s + ass®* + ... + a,s" = 0 oluyorsa s ye f(t)
nin sag koki (right root) denir (Tang ve Zhou 2012).

Lemma 5.2.8. Bir R halkas1 ve f(t) = t*> — at + b € R]t] igin agagidakiler saglanir.

(1) ¢ € R nin, f(t) nin sol kokii olmasi i¢in gerek ve yeter sart a — ¢ € R nin, f(¢)

nin sag kokii olmasidir.

(2) a € 1+ J(R) olsun. f(t) nin 1+ J(R) de sol (sag) koke sahip olmas i¢in gerek
ve yeter sart f(t) nin J(R) de sag (sol) kéke sahip olmasidir (Tang ve Zhou
2012).

Ispat: (1) f(t) nin sol kokii ¢ € R olsun. Bu durumda ¢? —ca+b = 0 dir. 2 —ca+b =
(c—a)*—a(a—c)+b=0oldugundan ¢ — a € R f(t) nin sag kokidiir.

(2) c € 14+ J(R) f(t) nin sol kdkii ve a € 1+ J(R) olsun. (1) den a — ¢ € J(R)
sag kok olur. Kargit olarak d € J(R) f(t) nin sag kokii olsun. Bu durumda (1) den
a—de 1+ J(R) sol kok olur.
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Lemma 5.2.9. R bir yerel halka ve s € C(R)NJ(R) olsun. u € 1+ J(R), v € U(R)

ve w € J(R) olmak tizere A= !

vow

] € K (R) i¢in agagidakiler denktir.
(1) A kuvvetli temizdir.

(2) t* — (vuv™! + w)t + (vuv~w — sv) polinomu 1+ J(R) de sag koke sahiptir ve
t? — (u + w)t + (wu — sv) polinomu J(R) de sag koke sahiptir (Tang ve Zhou
2012).

Ispat: (1) = (2) A kuvvetli temiz, A ¢ U(Kg(R)) ve I—A ¢ U(K,(R)) oldugundan

Lemma 5.2.5 geregince A bir kosegensel matrise benzerdir. Buradan ¢ m} €
y b

A 0
U(Ky(R)) ve | ] € K,(R) icin
0 A
vl [ ¢ I} = [ ¢ x] { A0 ] dir. Matris egitligi tanimindan
VoW y b y b 0 Ao
ua + sy = aX (5.19)
va + wy = y\; (5.20)
ur +b =X (5.21)
svx 4+ wb = by (5.22)

olur. Lemma 5.2.2 geregince a,b € U(R) olacagindan (5.19) ve (5.22) esitliklerinden

MEUR), MeJR di. |5 2| Yot Y g uk,(r)
0 1 0 Ao 0 1— )Xo

oldugundan Lemma 5.2.2 geregi A\; € 14+J(R) dir. Ayrica (5.20) ve (5.21) esitliklerinden

z,y € U(R) olarak bulunur. Buradan \} = yA\y~! = w +vay™ € 1 + J(R) ve

Ny = 2ot = u+ br~! € J(R) olacak sekilde secilirse

(A2 = (vuv™t +w) N +vuv™w = (w+vay™1)? — (vuv ™ +w) (w+vay ) +vuv T w
= (vay Y (vay™t + w) — vuay™!

= (vay " yhy ' — vuay ™!

1 vuay‘l

= va\y~
= v(ua + sy)y~! —vuay™?
= sv olur. Ayrica

(A% — (u+w)Ny +wu = (u+bz™)? — (u+w)(u+ bz~ + wu
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= bz H(ba™! + u) — wba™!
= (bz™H)adox™! — wbr™!
= blox™! —wbxr!

L' = sp olur.

= (svx +wb)z™' — wbx™
Buradan t? — (vuv ™! 4+ w)t + (vuv ™ w — sv) polinomunun sag kokii \; € 1+ J(R) ve
t2 — (u +w)t + (wu — sv)polinomunun sag kokii \, € J(R) oldugu agik¢a goriilmek-
tedir.
(2) = (1) t? — (vuv™! + w)t + (vuv™'w — sv) polinomunun sag kokii A} € 1+ J(R)

ve t? — (u + w)t + (wu — sv) polinomunun sag kokii A, € J(R) olsun. Lemma
’U_l()\l — ’U)) 1 A 0

1 /\2 — U O )\2
Buradan Lemma 5.2.5 geregince A kuvvetli temizdir.

5.2.2 geregi P= € U(K,(R)) olup P'AP= dir.

Teorem 5.2.10. R bir yerel halka ve s € C'(R) NU(R) olsun. Agagidakiler denktir.
(1) K (R) kuvvetli temizdir.

(2) Her u € 1+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) icin t* — (u + w)t + (uw — sv)
polinomu 1+ J(R) de sag koke sahiptir ve t? — (u +w)t + (wu — sv) polinomu
J(R) de sag koke sahiptir.

(3) Her u € 1+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) igin t* — (u + w)t + (uw — sv)
polinomu J(R) de sol koke sahiptir ve t? — (u+w)t + (wu — sv) polinomu J(R)
de sag koke sahiptir.

u 1
(4) Her w € 1 + J(R), v € U(R) ve w € J(R) igin € K, (R) kuvvetli
vow

temizdir (Tang ve Zhou 2012).

Ispat: (1) = (2) Acikca goriilmektedir.
1) =

(2) < (3) Lemma 5.2.8 geregince agiktir.

(2)= (4 uel+J(R),veU(R) vew € J(R) olsun. vuv~" € 1+ J(R) oldugundan

(4) Agikga goriilmektedir.

(2) geregince t* — (vuv™! 4+ w)t + (vuv™'w — sv) polinomu 1 + J(R) de sag koke
sahiptir ve t* — (u + w)t + (wu — sv) polinomu J(R) de sag koke sahiptir. Buradan
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Lemma 5.2.9 geregince [u kuvvetli temizdir.

vow

u 1

4) = 2 uel+JR),veUR),we J(R) olmak lizere A= ve B=

vow

v w

[mw almsim. vuv™' € 1+ J(R) oldugundan hipotez geregi A ve B kuvvetli

temizdir. Lemma 5.2.9 geregince t? — (u+ w)t + (uw — sv) polinomu 1+ J(R) de sag
koke sahiptir ve t* — (u + w)t + (vuv~™' — sv) polinomu J(R) de sag koke sahiptir.

(4) = (1) A € K(R) olmak iizere A ve A—1I tersinir olmasin. Lemma 5.2.6 geregince

u € 1+J(R),v € U(R) vew € J(R) olmak iizere A ile !

vow

] benzerdir ya da A ile

1
[w ] benzerdir. Hipotezden ilk durum asikar oldugundan A=
u

v

w 1
olmasi
v u

durumu incelensin. Lemma 5.2.1 geregi B= U1 nm kuvvetli temiz oldugunu
1 w
kontrol etmek yeterlidir. Lemma 5.2.6 nin ispatindan v € 1+ J(R), v' € U(R)

1
ve w € J(R) olmak {izere U e | := C benzerdir. Hipotezden C

1 w v W

kuvvetli temizdir. Kuvvetli temiz olmak benzerlik altinda korundugundan B kuvvetli

temizdir.

a T

Uyar1 5.2.11. R degismeli bir halka ve s € R olsun. A=
y b

] € K (R) olmak

rae

tizere dets(A) = ab—sxy ve tr A = a+b ile tanimhdir. Ayrica rA= e € K (R)

ry rb
dir.

Lemma 5.2.12. R bir degismeli halka ve s € R olmak iizere A, B € K (R) i¢in

agagidakiler saglanir.
(1) dets(AB) = dets(A)dets(B)

(2) A nin K (R) de tersinir olmasi igin gerek ve yeter sart dets(A) nin R de
b —x
—y

(3) A ve B benzer ise dets(A) = dets(B) ve trA = trB dir (Tang ve Zhou 2012).

tersinir olmasidir. Ayrica A=

x] tersinir ise A~'=det,(A)~?
b

Yy
seklindedir.
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Uyar1 5.2.13. A € K (R) olsun. A € U(K (R)) veya A — I € U(K,(R)) olmasi
halinde A nin kuvvetli temiz oldugu agiktir. Eger A bu durumlardan birini sagliyorsa

A ya agikar kuvvetli temiz denir.

Teorem 5.2.14. R degismeli yerel bir halka ve s € R olsun. A € K (R) igin

asagidakiler denktir.

(1) A agikar olmayan kuvvetli temizdir.

(2) abe J(R) ve a+b € 1+ J(R) olmak tizere A ile
0 b

O] benzerdir.

(3) dets(A) € J(R), trA € 1+ J(R) ve A kogegensel bir matrise benzerdir.

(4) dety(A) € J(R), trA € 1+ J(R) ve t? — (tr A)t + det,(A) polinomu R de kike
sahiptir (Tang ve Zhou 2012).

Ispat: (1) = (2) = (3) Lemma 5.2.5 ve Lemma 5.2.12 geregince acikca goriilmek-
tedir.

(3) = (4) Alile “ % benger olsun. Lemma 5.2.12 geregince dety(A) = ab € J(R)
0

vetrA =a-+b € 1+ J(R) dir. Bu durumda a ve b t*> — (tr A)t +det4(A) polinomunun
kokleri olur.

(4) = (1) t* — (trA)t + dets(A) polinomunun kokii @ € R olsun. Buradan b =
trA—a € R polinomun diger kokiidiir. Boylece dets(A) = abvetrA = a+bdir. trA €
1+J(R) CU(R) ve dets(A) € J(R) oldugundan a € U(R),b € J(R)yadaa € J(R),
b € U(R) dir. Genelligi bozmaksizin a € U(R) ve b € J(R) olsun. A= | “""

a21  a22

alinsin. ayy + age = trA € U(R) oldugundan ay; € U(R) ya da agy € U(R) dir. A'=

Q22  A21
a1z A

geregince A nin kuvvetli temiz olmasi icin gerek ve yeter sart A’ niin kuvvetli temiz

olsun. Buradan trA = trA’ ve dets(A) = dets(A’) olup Lemma 5.2.1

olmasidir. Genelligi bozmaksizin a € U(R) olsun. a +b = a1 + ag = trA € U(R)

1 alg(b—an)_l

oldugundan a — ags = a;; — b € U(R) dir. P= olarak

agl(a - agg)il 1
—aay; + (a — agg)b + det,(A)
(CL — a22>(b — CLH)

segilsin. dets(P) = € U(R) olup P tersinirdir. Bura-

dan

82



1 — a2 a a 1 412
-1 _ 1 (b—a11) 11 12 (b—a11)
P AP_ — (P) . 11 . 11
21 1 a1 Qo9 21 1

(a—az2) (a—a22)
% a12(b?—(trA)b+det.(A))
— 1 (b—a11)2
dets(P) | ag1(a®—(trA)a+det,(A)) N
(a—a22 )2

* 0
= olur.

0 =x

Hipotezden A ve A — I nin tersinir olmadigi goriilmektedir. Lemma 5.2.5 geregince

A kuvvetli temiz olup (1) elde edilir.

Sonuc 5.2.15. R degismeli yerel bir halka ve s € U(R) olsun. K (R) halkasinin
kuvvetli temiz olmasi igin gerek ve yeter sart her w € J(R) i¢in t*~t—w polinomunun

R de koke sahip olmasidir (Tang ve Zhou 2012).

1

Ispat: w € J(R) ve A= olsun. Bu durumda dets(A) = dets(A— 1) =

sTlw 0

—w € J(R) dir. Boylece A agikar olmayan kuvvetli temizdir. Teorem 5.2.14 geregince
t? — (tr A)t + det4(A) polinomu R de koke sahiptir. A icin trA = 1 ve det,(A) = —w
oldugundan ispat biter. Karsit olarak her w € J(R) i¢in t* —t — w polinomu R
de koke sahip olsun. A € K (R) i¢in dets(A) € J(R) ve trA € 1 + J(R) alnsin.
det,(4) = 0 olacak gekilde r € R vardir. Buradan ((trA)r)?—

(trA)?
(trA)((trA)r) +dets(A) =0 olup t = (trA)r € R, t* — (trA)t + dets(A) = 0 i¢in bir

Hipotez geregi r% —r —

¢oziimdiir. Teorem 5.2.14 geregince A kuvvetli temizdir.

Lemma 5.2.16. R bir degigmeli yerel halka olsun. K (R) = K;(R) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart s € U(R) olmasidir (Krylov 2008).

Uyar: 5.2.17. s = 1 € R i¢in K;(R) = My(R) dir. Lemma 5.2.16 geregince
s € U(R) olmasi durumunda K (R) = K;(R) = My(R) olup Bélim 5.1 de R
degismeli yerel halkasi igin Ms(R) halkasinin kuvvetli temiz olmasi ile denk olan
sartlar incelenmigtir. Bu nedenle K(R) nin kuvvetli temiz olmasi incelenirken sadece

s € J(R) durumu g6z 6niinde bulundurulacaktir.

Lemma 5.2.18. R degismeli bir halka ve s € J(R) olsun. a € U(R), d € J(R), I =

a

c d

(sc)R+ dR ve A=

olsun. Bu durumda her n > 0 tamsayisi igin a,, € U(R),
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Qn

br,
b, € I", d, € I olmak iizere A ile benzer olacak sekilde [ ] vardir (Tang ve

c dy,
Zhou 2012).

ispat: n iizerinden tiimevarim uygulanirsa, n = 0 icin I° = R olup ag = a, by = b

ve dy = d igin sonug aciktir. n > 1 i¢in a, 1 € U(R), by_1 € "}, d,_1 € I ve Alile

c dy 0 1

1 Zzii Un—1 bn—l 1 _ Z:;;:ll
0 1 ¢ d. .

mn bn 1 - 71 bnf . .
benzer olacak sekilde ¢ var olsun. Bu durumda P= n= 1] igin

P lAP=

e 2 -2
c dn—l — 782?::1
n bTL . . o1
_ | } ve a, € U(R), b, € I", d,, € I olup istenilen elde edilir.
c d,

Teorem 5.2.19. R degismeli yerel bir halka, s € J(R) ve n > 0 tamsayisi igin

asagidakiler denktir.
(1) K (R) kuvvetli temizdir.

(2) Her wg € U(R) ve wy € J(R) igin t* — (1 + wy)t + (w; — swp) polinomu R de
koke sahiptir.

(3) Her wy € J(R)" ve wy € J(R) igin t* — (1 4+ wy)t + (w; — swp) polinomu R de
koke sahiptir.

1

(4) Her wy € J(R)" ve wy € J(R) i¢in [ ! ] kuvvetli temizdir (Tang ve Zhou

wo w1

2012).

Ispat: (1)&(2) u e 1+ J(R), v € U(R) ve w € J(R) igin > — (u 4 w)t + (uw — sv)

t t
polinomunun kéke sahip olmasi icin gerek ve yeter sart (—)*—(1+ E)(—) + (E —s%)

u wut tu
polinomunun kéke sahip olmasidir. Teorem 5.2.10 un (3) sart1 geregince her u € 1+
J(R),v € U(R) ve w € J(R) i¢in t* — (u+w)t+ (uw— sv) polinomunun .J(R) de koke
sahip olmast igin gerek ve yeter sart her wg, w; € J(R) igin 2 — (14w )t + (w; — swp)
polinomunun J(R) de koke sahip olmasidir. Lemma 5.2.8 (2) den denklik agikga
gorilmektedir.

(1) = (4) Agktur.
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4) = (3) w1 € J(R), wo € J(R)" ve A= | = | olsun. Buradan det,(A) =

Wo Wi

wy — swy € J(R) ve dets(A — 1) = —swy € J(R) dir. Boylece A agikar olmayan
kuvvetli temizdir. Teorem 5.2.14 geregince t* — (tr A)t +dets(A) polinomu R de kdoke

sahiptir. trA = 1 4 w; ve dets(A) = w; — swy oldugundan istenilen elde edilir.

(3)= (1) A= “ 71 olsun. A ve A — I tersinir olmasm. Bu durumda dets(A) =
y b
ab—sxy € J(R) ve dets(A—1) € J(R) oldugundan trA =a+b=1—dets(A—1)—

dets(A) € 1+ J(R) dir. Boylece a € U(R), b€ J(R) yada a € J(R), b€ U(R) dir.
Lemma 5.2.1 geregi a € U(R) ve b € J(R) alinsin. Buradan (sy)R+ bR C J(R) dir.
Lemma 5.2.18 geregince u € U(R), w € J(R)" ve d € J(R) icin A ile benzer olan

U wy

d d
mevcuttur. Hipotezden r? — (14 =)r 4 (= —s(—;)) = 0 olacak sekilde
y d Uu U U

r € R vardir. Buradan (ur)? — (trB)(ur) — dets(B) = 0 olup t* — (trB)t +det,(B) =
0 dwr. trB € 1+ J(R) ve dets(B) € J(R) oldugundan Teorem 5.2.14 geregince

B=

B kuvvetli temizdir. Kuvvetli temiz olmak benzerlik altinda korundugundan A da

kuvvetli temiz olur.

Sonuc 5.2.20. Bir R degismeli yerel halkas: icin asagidakiler denktir.
(1) Ki(R) kuvvetli temizdir.
(2) Her s € R igin K (R) kuvvetli temizdir.

(3) Her s € J(R) i¢gin K4(R) kuvvetli temizdir (Tang ve Zhou 2012).

Ispat: (1) = (2) Eger s € U(R) ise Ki(R) = K,(R) oldugundan ispat biter. s €
J(R) olsun. Sonug 5.2.15 ve hipotezden her wy € R ve w; € J(R) igin t* — t +
% polinomu R de koke sahiptir. Buradan ¢ — (14w )¢+ (w; — swp) polinomu
R de koke sahiptir. Boylece Teorem 5.2.19 geregince K (R) kuvvetli temizdir.

(2) = (3) Agikca goriilmektedir.

(3) = (1) w € J(R) olsun. s = w, wy = —1 ve wy; = 0 olarak segilsin. Teorem 5.2.19
geregince t2 — (1 + wy)t + (w; — swy) polinomu R de koke sahiptir. Verilen ifadeler

polinomda yazihirsa t? — ¢ — w polinomu R de koke sahip olur. Boylece Sonug 5.2.15

geregince K;(R) kuvvetli temizdir.
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Sonuc 5.2.21. R degigmeli yerel bir halka ve J(R) = sR olsun. K;(R) nin kuvvetli
temiz olmasi i¢in gerek ve yeter gsart K (R) nin kuvvetli temiz olmasidir (Tang ve

Zhou 2012).

Ispat: K,(R) kuvvetli temiz ve s’ € J(R) olsun. Buradan s’ = sr olacak sekilde
r € R vardir. wy € R ve wy; € J(R) alimsin. K (R) kuvvetli temiz oldugundan
Teorem 5.2.19 geregince t? — (1 + w1 )t + (wy — srwg) = 2 — (1 + w1 )t + (wy — s'wp)
polinomu R de koke sahiptir. Bu durumda K (R) polinomu kuvvetli temizdir. Her
s € J(R) i¢gin Ky (R) kuvvetli temiz oldugundan Sonug 5.2.20 geregi K (R) kuvvetli
temizdir. Ispatin diger yonii Sonuc 5.2.20 geregi aciktir.

Sonuc 5.2.22. R degigmeli yerel bir halka, char(R) =2 ven € Z* olsun. s € J(R)

i¢in agagidakiler denktir.
(1) Ks(R) kuvvetli temizdir.

(2) Her w € J(R)" igin t* — ¢ — sw polinomu R de koke sahiptir (Tang ve Zhou
2012).

Ispat: (1) = (2) Teorem 5.2.19 dan acikca goriilmektedir.

(2) = (1) wy € J(R)™ ve wy € J(R) olsun. Hipotezden a® — a — o

S— =
(1 + ’LU1)2
olacak gekilde a € R vardir. b = (1 +w;)a alnsin. Buradan b* — (1 +w; )b — swy = 0

dir. Ayrica c =b+1 € R igin ¢ — (1 + wy)c + (wy — swy) = 0 dir. Teorem 5.2.19

geregince K (R) kuvvetli temiz olur.

Teorem 5.2.23. R degismeli yerel bir halka ve s € R iistel sifir eleman olsun. Bu

durumda K (R) kuvvetli temizdir (Tang ve Zhou 2012).

Ispat: Her k > 0 tamsayisi icin W, = {s"2—ut+w € R[t] : u € 1+J(R),w € J(R)}
olarak tammlansin. Her f(t) = s¥t* — ut +w € W}, igin
flu™tw + st) = sP(u™ w + st)? — u(u™'w + st) +w

= s(sFH142 — (u — 2sFutw)t + sFlu2w?)

= 5g(t) olup g(t) = s**142? — (u — 2sPutw)t + sF1u=2w? € Wy, dir.
s"™ = 0 olsun. Ayrica her 0 < k < n tamsayisi igin fy_1(vg + st) = sfe(t) sartiu

saglayan fi(t) € Wy ve vy € R vardir. Boylece a,, € R i¢in f,(a,) € R olup

86



an—1 € Rigin f,_1(a,_1) € sR
Un_2 € Ricin fn_s(an_o) € s°R

an_3 € Rigin f, 3(a,_3) € $°R

a; € Ricin fi(a;) € s" 'R

ap € Rigin fo(ag) € s"R=0ve foe Wo={t? —ut+w e R[t]:uel+ J(R),w €
J(R)} dir. fo(t) € Wy polinomu R de bir koke sahip oldugundan Teorem 5.2.19
geregince K (R) kuvvetli temizdir.

Ornek 5.2.24. M sifirdan farkl bir Ly ikili modil, R = Z,) o M olsun. Bu
durumda s € R olmak iizere K (R) nin kuvvetli temiz olmas: i¢in gerek ve yeter

sart s € N(R) olmasidir (Tang ve Zhou 2012).
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6. SONUC

Bu ¢aligmada Nicholson tarafindan (1977) yilinda tanimlanmig olan temiz eleman
ve halka kavrami incelenmistir. Temiz halkalarin bilindik halkalarla olan iligkisi
aragtirillmig ve ¢okca temiz halka ve temiz eleman ornekleri sunulmustur. Her te-
miz halkanin bir degigim halkasi oldugu ispat edilmis ve karsitinin her zaman dogru
olmayacag1 ornek verilerek aciklanmigtir. Ardindan degisim halkalarimin hangi du-
rumlarda temiz halka oldugunu gosteren teoremler verilmistir.

Kuvvetli temiz eleman ve halka kavrami incelenmig, orneklerle kavramin anlagilirlig:
saglanmis ve bu kavram endomorfizma halkalarina genellestirilmistir. Ardindan tek
tiirlii temiz eleman ve halka tanimi verilip 6rneklerle konu pekistirilmigtir. Ayrica
yerel halka tanimi igin tek tiirlii temiz halkalar yardimiyla alternatif bir tanim tire-
tilmigtir.

Son boliimde kuvvetli temiz halka tanimi matris halkalar: tizerinde ¢aligilmig ve bir
matris halkasinin hangi durumlarda kuvvetli temiz oldugu arastirilmigtir. Ayrica
Morita igeriginin halkasimn 6zel bir hali olan K (R) matris halkas1 tanimlanmig ve

kuvvetli temiz olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar incelenmistir.
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