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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KUBIK DONUSTURULMUS USTEL DAGILIM

Giilseren ERSAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Istatistik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Mehmet YILMAZ

Biyoistatistik, giivenirlik yasam analizi, bir parganin bozuluncaya kadar olan omrii,
bebek Oliim hizi vb. gibi olaylarin ¢ogunun modellenmesinde yasam dagilimlari
(lifetime distribution) kullanilir. Bu modellenmelerde kullanilan belli yasam dagilimlari
vardir. (Ustel dagilim, weibull dagilimi, gamma dagilimi vs.) Ancak bu dagilimlar,
uygulamada verileri modellemede her zaman yeterli olmaz. Bu nedenle dagilimlari
zaman zaman simetriklestirmek, zaman zaman da basik veya carpik hale getirmek i¢in
rank doniisimlerinden yararlanilir. (rank transmuted map(RTM)) Bu c¢alismada iistel
dagilimin kiibik rank doniistimii incelenecektir. Simetrik kiibik dontstiirilmiis tstel
dagilim ve simetrik olmayan kiibik dondstiiriilmiis tstel dagilimin bazi istatistiki ve
glivenirlik fonksiyonlar1 incelenip, ek olarak gercek veri setini bu dagilimlarla
modelleyerek diger dagilimlarla karsilastirmas yapilacaktir.

Subat 2020, 36 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kiibik rank doniisimii, tstel dagilim, yasam analizi,yasam

dagilimlar



ABSTRACT

Master Thesis

CUBIC RANK TRANSMUTED EXPONENTIAL DISTRIBUTION

Giilseren ERSAN

Ankara University
Graduate School of NaturelandAppliedSciences
Department of Statistics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet YILMAZ

Bioistatistic, reliability life analysis, life of a until it breaks down, infant mortality rate
etc... Life distributions are used in the modeling of such events. There are certain
distributions of life used in these models. However, this distributions are not always
sufficent in modeling details in practice. The rank transforms are used to make these
transformation distributions symmetrical and sometimes to maket hem flat or crooked.
(Rank Transmeted Map(RTM)) This section will examine the cubic rank transformation
of the exponential distribution. The symmetric cubic transformated exponential
distributions and the asymmetric cubic transformated exponential distributions are
evaluated for detalied statistical and reliability purposes. In addition, they are modeled
with the real data set and compared other distibutions.

February 2020, 36 page

Key Words: Cubicranktransmuted, exponantialdistributions, survivalanalysis,

lifetimedistributions
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1. GIRIS

Yasam dagilimlarinda kullanilmak {izere verilerin dagilima uygunlugu, ilgilenilen
dagilimlarin ¢arpik veya basik olma durumlarina gore elde var olan yasam dagilimlarina
rank donilisimlerinin uygulanmast s6z konusudur. Bu doéniisiimler ilk basta

karesel(quadratic) olarak uygulanmaya baslanmistir. Karesel rank doniisiimii formu;

)= (1 + A)F(x) —AF2(x), |1 <1 (1.1)

seklinde ifade edilmistir.

Burada G (x) karesel doniisiime ait dagilimin fonksiyonu, F(x) karesel doniisiime tabi
olan dagilimin birikim fonksiyonu ve A ise tanimli oldugu aralikta segilecek herhangi bir

sabit degeri ifade etmektedir.

Bu form altinda yasam dagilimlarina karesel doniisiim uygulayarak doniistiiriilmiis

dagilim elde edilen pek ¢ok ¢alisma mevcuttur.

Bu calismalara yasam dagilimlarinda modellemenin daha iyi yapilmasi, verilerin daha

1yi1 bir yiizde ile agiklanmasi i¢in Shaw ve Buckley (2009) tarafindan baglanmastir.

Shaw ve Buckley (2009) tarafindan 6nerilen rank doniisiim formu genel olarak;

Gr,(W=u + u(l—u) 1 (1.2)

olarak belirlenmistir.

Burada u olarak tanimlanan degisken doniisiimii yapilacak olan dagilimin birikimli
fonksiyonunu ve A olarak tanimlanan parametre ise genel olarak [-1,1] araligindan
secilmis keyfi bir sayidir. Bu doniisiim altinda elde ettigimiz yeni fonksiyon, karesel

(quadratic) rank doniisiimiine tabii tutulmus dagilimin dagilim fonksiyonudur. Bu

1



fonksiyonun (Gg,,) tiirevini almak veya rank doniisiimiinii yapilan dagilimin olasilik
fonksiyonunu bu doniisiime tabii tutmak, karesel doniistiiriilmiis dagilimin olasilik
fonksiyonunu verecektir. Bu bilgiler 1s18inda karesel olarak doniistiiriilmiis dagilimin

diger istatistiksel ve glivenirlik fonksiyonlar1 da bulunur.

Daha sonraki yillarda Shaw ve Buckley (2009) bu calismalart baz alinarak tip,
mihendislik, finans gibi uygulama alanlarinda yasam dagilimlarmin daha iyi
modellenebilmesi i¢in karesel doniistiiriilmiis Rayleigh dagilimi elde edilmisitir.

(Merovci, 2013)

Sonrasinda Merovci (2013) tarafindan Karesel Doniistiiriilmiis Pareto Dagilimi ve yine
Merovci (2014) tarafindan Karesel Doniistiiriilmiis Lindley Dagilimi ortaya atilmis ve

yasam analizlerinde 6nemli verilerin agiklanmasinda kullanilmistir.

Log- lojistik modeller ve donistiiriilmiis Log-lojistik modeller i¢in Markov vd. (2018)

yiiriitmiis oldugu calismalarda da yine karesel donilisiim uygulanmastir.

Ancak karesel doniisiim uygulanan bu dagilimlarin da eksik kaldigi, ilgilenilen veri
setini iyi agiklayamadigi durumlar ortaya ¢ikmistir. Bunun i¢in Shaw ve Buckley (2009)
tarafindan karesel doniisiim formu genellenerek kiibik doniisiim formu ortaya atilmis ve

bu doniisiimiin 1lgili veri setlerini agciklamada daha basarili oldugu goriilmiistiir.

Gr,(W=u + u(l—u)P(u) (1.3)

Burada uyine doniistimii yapilacak dagilima ait dagilim fonksiyonunu temsil ederken,
P(u) olarak tanimlanan birinci dereceden bir fonksiyonu temsil etmektedir. Bu sekilde
elde edilmis bir doniistim, kiibik rank doniisiimii olarak tanimlanmaktadir. Yine karesel
rank dontisiimiinde oldugunu gibi, yeni dagilima ait diger istatistiksel ve gilivenirlik

fonksiyonlar1 bulunur.



Al-Kadim ve Mohammed (2017) nin ¢alismalari baz alinarak kiibik rank doniistimii ile

ilgili glinlimiize kadar bir ¢ok ¢alisma yapilmistir.

Gr,(x) = (1 + 1)G(x) + (A — 1)G* (x) — 2,G° (x)

Burada A; ve A, degisim parametreleri olup; A, € [-1,1] , A, € [-1,1] ve
-2< A1 + 1, < 1.dir. G(x) doniisiim uygulanacak dagilima ait dagilim fonksiyonu olup,

Gg,, dontstlirtilmis dagilima ait dagilim fonksiyonunu ifade eder.

Sonrasinda Al-Kadim ve Mohammed (2017) nin diger bir ¢alismalarinda ise elde
ettikleri kiibik rank donilistim formunu, Weibull dagilimina uygulayarak, elde ettikleri

dontstiiriilmiis dagilimin istatistiki ve giivenirlik fonksiyonlarini elde etmislerdir.

Granzotto vd. (2017) yaptiklart ¢alismada ise Al-Kadim ve Mohammed (2017) de
yapilan galigmaya benzer olarak, iki en ¢ok bilinen yasam dagilimlari olan Weibull ve
Log-logistic dagilim i¢in, kiibik rank doniisiimii gerceklestirmislerdir. Her iki dagilim
icin ¢ikarimlarda bulunarak Monte-Carlo simiilasyonuyla yaptiklar1 uygulama

caligmalarinda, kiibik rank doniisiimiiniin kullanisli oldugu sonucuna varmislardir.

Rahman vd. (2018) ortaya koyduklari ¢alismada, kiibik rank doniisiimiinii kullanarak
olasilik dagilimlar1 i¢in genel bir déniisiim formu vermislerdir. iki doniisiim parametreli
bu formu olasilik dagilimlarina uygulamiglardir. Kiibik doniisiime tabi tutulan
dagilimlarin, kiibik doniisiim uygulanmayan dagilimlara gore, istatistiki olarak verileri

aciklama oranlarinin daha iyi oldugunu gosterilmistir.

Sonrasinda Rahman vd. (2018), yaptiklar1 diger bir ¢alisma ile Pareto dagilimim kiibik
dagilima tabi tutmuslardir. Bu ¢alismada yeni olusturulan kiibik déniistiiriilmiis Pareto
dagilimina ait en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi degerlerini bulmus, giivenirlik analizini

yapmiglardir.



Bu caligmada kullanilacak olan doniisiim teknigi; Shaw ve Buckley (2009)’ un yaptigi
calismada ortaya koyduklari teknikle ayni olup, (1.3) de verilen esitlik kullanilarak elde

edilecektir.

Yine bu c¢alismada, sabit hata orani sebebiyle kiivet egrisinin diiz kisminin
modellenmesinde yaygin olarak kullanilan iistel dagilimi kiibik doniisime tabi

tutulacaktir.

Déniistiiriilmiis dagilimin, doniisiim parametresi icin aralik incelemesi yapildiktan
sonra, kiibik doniligiime tabi tutulan istel dagilim igin temel istatistik fonksiyonlar1 ve
giivenirlik fonksiyonlar1 elde edilecek, bu fonksiyonlara ait grafikler tistel (8 = 1) ile
karsilastirilarak  yorumlanacaktir. Déniistiiriilmiis  dagilimin  parametreleri igin
parametre tahminleri yapilarak ve bu tahminlere iliskin simiilasyon ¢alismalariyla en

basarili tahmin edici bulunacaktir.

Son olarak uygulama caligmalar1 gergek veri setleri iizerinde Kiibik Doniistiliriilmiis

Ustel Dagilim test edilecektir.



2. TEMEL ISTATISTIiKi KAVRAMLAR

Bu boéliimde dagilim fonksiyonu, olasilik yogunluk fonksiyonu, basiklik ve carpiklik
degerleri, bozulma oranmi fonksiyonu ve giivenirlik fonksiyonu gibi karakteristiklerin

tanimlar1 yapilip genel formiillerine yer verilecektir.

Dagilim fonksiyonu;

Fxy : R - [0,1]
x = Fx(x) =P{w:X(w) < x}

seklinde tanimlanan ve birikimli olasilik fonksiyon degerlerini veren karakteristiktir.

Fe() = [*_ fwdu (2.1)

stirekli dagilimlar i¢in dagilim fonksiyonunu hesaplamada kullanilan matematiksel
ifadedir. Eger ilgilenilen dagilim kesikli ise integral yerine toplam (3 f(u)) ile ayni

islemlere devam edilir.

Olasilik (yogunluk) fonksiyonu ise deger kiimesindeki (X = x) degerinin ilgili olasilik

dagiliminda aldig1 deger olarak tanimlanabilir.

P(X =x) ,X € Dy

fx(x) = { 0 dy. (2.2)

olarak ifade edilir.

Ayn1 zamanda olasilik (yogunluk) fonksiyonundan, dagilim fonksiyonuna veya dagilim
fonksiyonundan da olasilik (yogunluk) fonksiyonuna gecis yapilabilir. Dagilim

fonksiyonunun  (  Fyx)  tlirevi, olasilik(yogunluk) fonksiyonunu  verirken,



olasilik(yogunluk) fonksiyonunun integral alinmis hali de dagilim fonksiyonunu verir.
O halde;

dF (X) _
e fx (x)

fe(0) = f Fe(x)

esitliklerini yazmak dogrudur.
X rasgele degiskeninin moment {ireten fonksiyonu;

Y e P(x), X kesikli

Je™f(x), X siirekli (23)

My(©) = B(e™) = |

olarak tanimlanir. Ardisik olarak tiirevlenebildigi icin moment iireten fonksiyon adini

almistir.

Birinci moment tiirevinde, t = 0 hali her zaman beklenti degerini (E(X)) ifade eder.
Boylece dagilima ait beklenen deger ve varyans gibi karakteristikler buradan

hesaplanabilir.

Basiklik ve carpiklik katsayilar1 bir veri kiimesinin dagilisinin sekli hakkinda bilgi

sahibi olmaya yardimci olan katsayilardir.

Carpiklik katsayisi; veri kiimesinin ortalamadan sapmasina bagl olarak dagilim saga
veya sola carpik olma durumu hakkinda bilgi verir. Bu say: sifirsa simetriklik soz
konusudur. Sifirdan biiylikse saga ¢arpik, sifirdan kiiciik ise sola carpiklik durumu s6z

konusudur.



Carpiklik katsayist;

H: = 3

_ E(x3)-3E(x?)+2u3

o3

(2.4)

olarak verilir.

Basiklik katsayisi; veri kiimesinin histogram grafigi ¢izildigi zaman bu grafigin daha
sivri veya daha basik olup olmadig1 hakkinda bilgi verir. Eger bir normallik s6z konusu
ise basiklik katsayist sifir, basiklik s6z konusu ise bu katsay1 negatif, sivrilik s6z konusu

ise de bu katsayis1 pozitif degerler alir.

Basiklik katsayist;

Hy =

_ E(X)=4B(x3)u+6B(X =3t

" (2.5)
Hayati Kolaylagtirmak igin kullanilan teknolojik aletler, mutfak geregleri, makinelesme
adma kullanilan en ufak bir aletten insanlarin hayatta kalma siirelerine kadar her sey
yipranmaya, bozulmaya ve Olmeye programlidir. Tim bu durumlar neticesinde
kullanilan makinenin veya herhangi bir aletin ne zaman bozulacagini, yipranacagini
bilmek o6nlem almak bakimindan 6nemlidir. Bu sebeplerden dolayr bozulma orani
fonksiyonu ve giivenirlik fonksiyonu olarak tanimlanan fonksiyonlar glivenirlik

analizinde siklikla kullanilir.

Giivenirlik fonksiyonu; herhangi bir parcanin herhangi bir t siliresinden daha fazla

yasamasi olasiligini(¢aligsmasini) veren fonksiyondur. Buna gore;



R(t)= P(T = t) = [ f(x)dx

R(t) =1— F(t) (2.6)

seklinde ifade edilir.

Bozulma orani fonksiyonu; t zamanina kadar ¢alismakta olan bir par¢anin (t,t+At]

zaman araliginda bozulmasi veya hata vermesinin olasiligini1 veren bir fonksiyon olup;

h(t)= % (2.7)

seklinde ifade edilir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, Shaw ve Buckley (2009) ortaya attiklari (1.3) esitliginde verilen rank
doniisiim formu kullanilarak onceki boliimde s6z edilen karakteristikler elde edilecektir.
Ayni zamanda rank doniisiimii uygulanmis dagilim ic¢in parametre tahmininde

bulunulacaktir.

Shaw ve Buckley (2009) rank doniisiim formuna gore;

Plu=46(u-— %) olarak secildiginde ve u yerine iistel dagilim fonksiyonu alinirsa P

fonksiyonu P(x) = 8(1-6‘5"-%) seklinde olacaktir. Ayrica P(x) in bu 6zel se¢imine

iligkin ¢ parametresi i¢in aralik incelemesi de yapilmistir.

O halde 6nerilen dagilima ait dagilim fonksiyonu;
_ N gl
Gr,, = (1 —e€ ﬁx) + (1 —e ﬁx)(e ﬁx)(;-e s
= (1—eP)4(Ge Proe2Prae) § |, -4<8<2 (3.1)

olarak bulunur. Kiibik doniisiim uygulanilan {stel dagilima ait olasilik yogunluk

fonksiyonunu bulmak i¢in, dagilim fonksiyonunun tiirevi alinirsa;

_ dGry, (X)
T12 - dx
= (Be ) + CePr +3pe 2P - 3e—3FX)5 ,-4<5<2 (3.2)
elde edilir.



Asagidaki  Sekil (3.1)’de farkli & parametresi degerlerinde olasilik yogunluk

fonksiyonunun grafikleri verilmistir. (8 = 1)

pdf
3 T T T T T T T T T
delta=-3.85
— — delta=-2.6
2 N ey delta=-1.85 |+
— - — -delta=8
+  delta=1.85
2 -
158 i

Sekil 3.1 Farkli parametre degerlerine iliskin olasilik yogunluk fonksiyonu grafikleri

B=1

Sekildeki grafik (Sekil 3.1) incelendiginde, 6 parametresinin negatif degerlerinde hizli
bir azalistan sonra sicramalar s6z konusu iken, pozitif degerlerinde artis egiliminden

sonra azalma egilimi s6z konusudur.

Sekil 3.2°de farkli & parametresi degerlerinde dagilim fonksiyonun grafikleri
verilmistir.(f = 1)
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cdf

1 T T p— -
AR
09+ A -
A
08+ A / B
0.7 / _
06} / _
0.5+ B
U_d_ L ‘flrl -
03k delta=-3.85 | |
02 — —delta=-26 ||
------- delta=-1.85
01 — - —-delta=38 i
+  delta=1.85
U 1 1 1 1 1 1 1 1 1

o 1 2 3 4 5 6 717 8 9 10
Sekil 3.2 Farkli parametre degerlerine iliskin dagilim fonksiyonu grafikleri (8 = 1)

Dagilima ait k-inc1 dereceden momentini bulmak i¢in moment ¢ikaran fonksiyondan
yararlanilacaktir. k-inc1 moment i¢in, bu fonksiyonun k-inc1 dereceden tiirevi almalidir.

Moment ¢ikaran fonksiyon tanimi geregi;

My (t) = j e f(x)dx

My () = [, e™[(Be™F*) + (ge-ﬁx +3B e72F* - 3Be~3F*) § |dx

_ 12B-12t+8t

o (3.3)

126 =12t + 6t >0, = > ¢ igin meveut

olarak bulunur.

Buradan ilgili dagilima ait beklenen deger ve varyans karakteristikleri bulunabilir.

Beklenen deger aym1 zamanda moment c¢ikaran fonksiyonun birinci tiirevinde t = 0

degerine esittir. Beklenen degerin tanimindan kolaylikla elde edilebilir.
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E(X)= [ x f(x) dx

EX)=f, x [ (Be ) + EePx +3B e 2% - 3e—30%) 8] dx

_12-6
T 128

(3.4)

Sekil (3.3)’de iistel dagilim ve KDUD’un delta parametresine gore beklenen deger

grafigi incelenmistir.

beklenen deger
1.5

14r -

13+ R

E(X)

11+ .

0.9 .

0_8 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2
delta

Sekil 3.3 KDUD ve iistel dagilima ait beklenen deger grafigi(f = 1)

Yukaridaki grafik incelendiginde; ( Sekil 3.3) 6 parametresinin negatif degerlerinde
KDUD’un beklentisi Ustel Dagilima gére daha yiiksek iken, § parametresinin pozitif
degerlerinde Ustel Dagilim, KDUD’a gére daha yiiksek beklentiye sahiptir.

Ayni sekilde moment c¢ikaran fonksiyonun ikinci tiirevinde t = 0 degeri, ikinci

momenti verecektir.
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E(X?)=[" x? f(x) dx

E(X?)=f; x? [ (Be™F*) + (G e™F* +3B e ™2 - 3B 3F%) §]dx

_144-346
7232

(3.5)

Buradan varyans;
Var(X)= E(X?)-E(X)?

144-3468, ,12-8.,
7232 )-( 128 )

Var(X) = (

_ 144—446-652
T 144p2 (3.6)
olarak bulunur

(Sekil 3.4)’de iistel dagilim ve KDUD’ 1n § parametresine gore varyans grafigi

incelenmistir.

varyans
22

18 1

16 1

141 4

121 1

varnx)

08 1

06 1

04 3

Sekil 3.4 KDUD ve iistel dagilima ait varyans grafigi(f = 1)
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Sekil 3.4 incelendiginde & parametresinin negatif degerlerinde Ustel Dagilim, KDUD’a

gore daha diisiik bir varyansa sahipken, pozitif degerlerinde tam tersi durum soz

konusudur.

Dagilimin sekli hakkinda bilgi sahibi olmaya fayda saglayacak basiklik ve carpiklik

katsayilari (2.4) ve (2.5) esitlikleri kullanilarak;

u, =12+126
dir.
Basiklik katsayist;

u, =9+96

olarak elde edilir.

3.7)

(3.8)

Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 da KDUD’a ait basiklik ve carpiklik grafikleri Ustel dagilim ile

karsilastirilarak verilmistir.

40

0r
20F

A0tk
20tk
30t

-40
4

Sekil 3.5 Delta parametresine gore Ustel dagilim ve KDUD” a ait garpiklik grafigi

B=1

carpiklik

3 2 B

delta
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Sekil 3.5 incelendiginde, § = —1 i¢in simetri durumu séz konusudur. § < —1
durumunda KDUD sola ¢arpik iken, § > —1s6z konusu iken saga carpik egilim

gosterir.

basiklik
30 T

20 -

A0k 4

20k 4

_30 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2

delta

Sekil 3.6 Delta parametresine gore Ustel dagilim ve KDUD’ a ait basiklik grafigi

Sekil 3.6 incelendiginde KDUD, § = —1 igin basiklik degeri sifir iken, § < —1 iken

basik, § > —1 oldugunda daha sivri egilim gosterir.

Dagilimin giivenirlik analizinde kullanilacak en 6nemli iki fonksiyon; giivenirlik

fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonudur. (2.6)’da verilen esitlik yardimiyla;
R(=1-[(1 — e P¥) +(SeFr-2e72P* +e3F%) §]

= (e F) +(sePrale Y oY) § . 4<5 2 (3.9)
olarak elde edilir.

O halde (2.7)’de verilen esitlik kullanilarak da bozulma orani fonksiyonu ;

(B.0 7B + (gf—ﬁ" +3B.1172Bx_3p.1738%) 5
-B _1g- 3-2px_ -3
(TP (R SBT3 6

h(t) =

15



e~Fx(p-65 +35pe~Pr-35pe~2F)

e—ﬁx(l—g +%6e—/3x—8e—2»3)

B(1—§+36e‘ﬁx—36e‘2ﬁx
= (3.10)
(1—5 +566_Bx—66_2ﬁ)

olur.

Asagidaki grafikte KDUD''m farkli 6 parametrelerine goére bozulma orani grafigi

incelenmistir.

3 T T T T T T T T

delta=-3.85
— —delta=-26
258 e delta=-1.85 | 1
— - — delta=18

+  delta=1.85

8 <) 10

Sekil 3.7 Farkli parametre degerleri i¢in bozulma orani grafikleri (8 = 1)

Bozulma orani grafigi goéz oOnilinde bulunduruldugunda, & parametresinin negatif
degerlerinde kiivet egrisi seklini aldigi, pozitif degerlerinde ise ters kiivet egrisi sekilini

aldig1 sdylenebilir.

Sekil 3.7 gbz oniinde bulunduruldugunda bozulma orani grafikleri kiivet egrisi ve ters
kiivet egrisi sekillerini alabildigi goriilmektedir. Bu da elde ettigimiz dagilimin

uygulama yoniinde ¢esitli alanlarda kullanabilirligini géstermektedir.
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delta=-3.85
0.3 — —delta=26 |7
------- delta=-1.85
1 — -~ delta=8 |]
07}t +  delta=1.85 | |

0611
05
04}

03F

02F

.
.
B
.
s
.
B

01} TS

0 1 2 3 4 5 ] T 8 9 10

Sekil 3.8 Farkli parametre degerleri i¢in giivenirlik fonksiyonu grafikleri

3.1 Parametre Tahmini

Istatistiki analizlerde en biiyiik problemlerden biri parametre (veya parametrelerin)
tahmin edicilerini belirlemektir. Arastirmacinin iizerinde c¢alistig1 kitleyi tanimasi,
anlamasi, bazi karakteristikleri hakkinda tahminlerde bulunmasi ¢alismanin dogru
sonuglanmast icin gereklidir. Kitleyi karakterize eden Ozellikler genellikle

bilinmemektedir. Bu bilinmeyen karakteristikler parametre olarak adlandirilir.

X1, X2, X3 ,..., X, herhangi bir 6 bilinmeyen parametreler vektoriinden segilen Fy
dagilimdan bir 6rneklem olsun. © bu dagilima ait parametre uzaymni temsil etmek tizere

bu boliimde bilinmeyen bu parametrelerin tahmini problemine cevap aranacaktir.

Parametre tahmini i¢in kullanilan baz1 yontemler; momentler yontemi, en ¢ok olabilirlik

tahmin yontemi ve en kiigiik kareler yontemi olarak siralanabilir.

Bu calismada kiibik doniistiirilmis tstel dagilim i¢in bu yontemlerden momentler
yontemi ile en ¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak parametre tahmininde

bulunulacaktir.

17



3.1.1 Momentler yontemi

Bu tahmin edici bulma yoOntemi, kitle momentine sahip olan dagilimlar igin
kullanilmaktadir. Kitle momentini 6rneklem momentine esitleyerek parametre hakkinda
bilgi vermeye dayali bir yontem oldugu i¢in x4,x,,X3,...,X, 0rneklemini ele alinsin. Bu

ornekleme ait ilk k tane 6rneklem momentleri;

1
mqy = —2,i—1 X
1 n =17

1
m; =3 ln=1(xi)2

1
me = =1 ()"

olarak ifade edilir. Benzer sekilde k tane kitle momenti de hesaplanir. Kitleye ait
parametre sayisi kadar kitle momentleri(E (X),E(X?), E(X3),...,E(X*))ve 6rneklem
momentleri hesaplanarak birbirine esitlenir. Boylece kitle parametreleri i¢in tahmin
ediciler hesaplanmis olur. Bu tahmin ediciler momentler yontemiyle elde edilmis

tahmin ediciler olarak adlandirilir. Kisaca MOM diye ifade edilebilir.

Kiibik doniistiirilmiis tistel dagilim i¢in bu tahmin yontemini kullanarak B ve o

parametreleri i¢in tahmin ediciler elde edilecektir.

Bu dagilima ait iki tane parametre mevcut oldugu i¢in iki tane Orneklem momenti

gerekmektedir. Hesaplanan 6rneklem momenti, kitle momentine asagidaki gibi esitlenir.

1
EX) = —Xi1 % =my

1
E(X?) = n Li(x)? = m,

Buna gore birinci 6rneklem momenti (3.4) esitligi ile verilen birinci kitle momentine

esitlenirse;

18



_12-6
17 128

[fadesi elde edilir. Bu ifadeden B parametresi ¢ekilirse;

12-8
b= 12my (3.11)
elde edilmis olur.
Daha sonra ise ikinci 6rneklem momenti, (3.5) esitligi ile elde edilen;
144-348
2 = 7252 (312)

Ikinci kitle momentine esitlenerek ikinci bir esitlik elde edilir.

(3.11) de elde ettigimiz esitlik ile m, esitlikleri birlestirilerek yeni bir denklem

olusturulur. Buna gore;

_ 144-348

- 12-8)2
72(12m1)

(3.13)

elde edilmis olur.

(3.13)’de elde edilen denklem ig¢in i¢ c¢arpim yapilarak o6 parametresi igin ikinci

dereceden bir denklem asagidaki gibi elde edilir.
(12 — §)*m, = 144(2m,) — 68m,6
8%m, -(24m, — 68m,)d +144(m, — 2m,) =0
Burada elde edilmis ikinci dereceden denklemde & parametresi icin bir kok(ler)
i) A> 0

A= b? — 4ac >0

A= (24m, — 68m,)? -4(144)(m, — 2m;) m,>0

= 4624m,?-2112m;m,>0
=16m,(289m,; — 132m, ) >0
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i) —4<8<2

kosullarma uygun olacak sekilde belirlenir. O halde § ;

_—btvVb2%-4ac
81,2
’ 2a
5o = (24m,—68m,)+(4624m42% — 2112mym, )
1,2 —

2(my)
—4 < § < 2 arasinda olan degerine esittir.

(3.13)’deki denklemin ¢6ziimiiyle § parametresi igin bir tahmin edici elde edilmis olur.
Elde edilen bu & tahmin edicisi (3.11) deki formiilde yerine yazilarak p parametresi igin

bir momentler tahmin edicisi £ elde edilir.

3.1.2 En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

X1 X5, ..., Xy olasiik (yogunluk) fonksiyonu f(x;6) olan dagilimdan bir 6rneklem
olmak tzere; bu Orneklemin olabilirlik fonksiyonunu en biiyiikk yapan deger, 6
parametresi i¢in en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir.(ECOT)Asimptotik yansiz ve en
kiigik varyansli olmasindan dolayr tahmin edici yontemleri arasinda en ¢ok tercih

edilen tahmin yontemidir. (Akdi, 2005)

Olabilirlik fonksiyonu;

L(6; Xy X5, ) Xn) = f (X1 X, ) X 0) =Ty £ (X5 6)
olarak ifade edilir. Bu fonksiyonu en biiyiik yapan deger;
0 (X1 X3, ., Xp) = maxg L(0; X1 X5 ..., Xp)

olur.

Yapilacak olan iglemlerde matematiksel olarak kolaylik saglamasi i¢in en biiyiik yapma

islemi, olabilirlik fonksiyonun logaritmasi (log-likelihood) tizerinden yapulir.

1(6) = log(L(6; X1 X5, ..., X7)
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Bu fonksiyonun ilgili parametreye gore tiirevi, parametreyi en biiyiik yapan degerdir
yani en ¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Birden fazla parametre olmasi durumunda tiim
parametreler i¢in esanli ¢oziimler elde edilerek en ¢ok olabilirlik tahmin edici degerleri

bulunur.
0,(X1, Xy, 0, Xp) = max(L(6; X1 Xy, .., Xn)

Daha sonrasinda ikinci tiirev degerleri alinarak, bulunan tahmin edicilerin maksimum

noktasi oldugu goriiliir.

Kiibik doniistiirilmis tistel dagilimin iki parametresi olan & ve  parametreleri i¢in en

cok olabilirlik tahmin edicileri;
f(x) = (Be™P*) + (ge‘ﬁx + 3Be2F* — 366‘33’“)6
olmak iizere;
L(6; X1 X5, ..., Xp) =1IiL, f(X; /6)
L(6;x1%5, o0, xp) = [ (Be™P*)+ (ge‘ﬁxl + 3Be~2hx1 — 3Be‘3ﬁx1) 8].
[(Be=P*n) + (ge"ﬁx” + 3Be2Fxn — 3[36‘3'3’“”) 8]

L(6; 215, oy Xy) = Be PO [T, (1 + 6(— 1 + 3e7Pxi — 3e72Px0))

log L(G; X1, ...,xn) =nlogB-BXit x; + Xiv(log(1+ 6(—% + 3e~P¥i — 3e726x1))
(3.14)

denkleminin B ve & parametrelerine gére ayri ayri tiirevinin alinip sifira esitlenmesi ile
elde edilmis olur. Dolayis: ile B ve § tahmin edicileri elde edilmis olur. Bu tahmin
ediciler i¢in niimerik bir deger analitik olarak elde edilememektedir. Matlab simiilasyon

ve uygulama kisminda ‘mle’ komutu ile ¢6ziime gidilmistir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Yasam analizinin bebek oliim hizi, biyoistatistik veya parcalarin(veya sistemlerin)
hayatta kalma siiresini modellenmesinde kullanildig1 daha 6nceden belirtilmisti. Kiibik
doniistiiriilmiis  istel dagilimda elde edilen esitlikler ve karaktereristikler de bu

modelleme i¢in gerekli olan matematiksel esitliklerle elde edilmis oldu.

Bu kapsamda yapilan, parametre tahminiyle elde edilmis olan momentler tahmin edicisi
ve en ¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin olabildigince parametre degerlerine yakin

tahminlerde bulunmasi, ¢alismanin dogrulugu bakimindan 6nem tagimaktadir.

Bu parametre tahminlerinin parametreye yakilhigimi 6l¢mek igin, kiibik doniistiiriilmiis
tistel dagilimdan belirli B ve & parametrelerini kullanarak, farkli n degerlerinden
(n=20/50/100/250/1000) 1000 tekrarli drneklemler matlabda iiretilmistir. Uretilen bu
orneklemler iizerine parametre tahmini yapilmistir. Boylece parametre tahmini iizerine
bir simiilasyon yapilmistir. Ayn1 zamanda bu simiilasyonlarda hata kareler ortalamasi ve

yan(sapma) degerlerine de bakilmstir.

sapma(yan) = E(B) - B

RMSE = VMSE
n o o2
RMSE = [Z2=17Y
n

Momentler tahmin edicisi i¢in elde edilen degerler ¢izelge 4.1- 4.3 de verilmistir.

En ¢ok olabilirlik tahmin edicisi i¢in elde edilen degerler cizelge 4.4 - 4.6 da verilmistir.
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Cizelge 4.1 $=0,1 iken farkli 6 parametrelerine gore momentler tahmin edicisi degerleri,
sapma ve standart hata degerleri

~

n=20 B B |RMSE(B)|BiAS(B)| & 5 | RMSE(8)| BiAS(d)
0,0854 |0,0013  |-0,0146 |-3,85 |-1,1756|0,1064 2,6744
0,0885 |0,0016  |-0,0115 |-2,6 |-1,07 |0,0815 1,53
0,1 |0,0893 |0,0018 |-0,0107 |-1,85 |-0,9672|0,0724 0,8828
0,0613 |0,0035 [-0,0387 |0,8 |0,1454 |0,0719 -0,6546
0,021 |0,0039 [-0,079 1,85 |0,4163 |0,0907 -1,4337
n=50
0,0863 |0,0007 |-0,0137 |-3,85 |-1,6155|0,0916 2,2345
0,0945 |0,0007 |-0,0055 |-2,6 |-1,5615|0,0673 1,0385
0,1 |0,098 |0,0007 |-0,002 |-1,85 |-1 0,0604 0,4686
0,0645 |0,0033  |-0,0355 |0,8 |0,226 |0,0604 -0,574
-0,0148|0,0058  |-0,1148 |1,85 |-0,2306|0,1068 -2,0806
n=100
0,0876 |0,0006 |-0,0124 |-3,85 |-1,8491|0,0818 2,0009
0,0945 |0,0005 |-0,0055 |-2,6 |-1,7555|0,0593 0,8445
0,1 |0,0982 |0,0005 |-0,0018 |-1,85 |-1,5332|0,0538 0,3168
0,0865 | 0,02 -0,0135 |0,8 |0,6071 |0,0418 -0,1929
0,1033 |0,0005 |0,0033 |1,85 |1,7088 |0,0234 -0,1412
n=250
0,0888 |0,0005 |-0,0112 |-3,85 |-2,0831|0,0716 1,7669
0,0956 |0,0005 |-0,0044 |-2,6 |-1,968 |0,048 0,632
0,1 |0,0991 |0,0004 |-0,0009 |-1,85 |-1,65810,0457 0,1919
0,0975 |0,0006  |-0,0025 |0,8 |0,9373 |0,018 0,1373
-0,0616 | 0,068 -0,1616 1,85 |-1,135 |0,1271 -2,985
n=1000
0,09 |0,0004 |-0,01 -3,85 |-2,2599|0,0613 1,5901
0,0967 |0,0003 |-0,0033 |-2,6 |-2,0931|0,0384 0,5069
0,1 |0,0987 |0,0004 |-0,0013 |-1,85 |-1,6259]|0,0332 0,2241
0,0992 |0,0002  |-0,0008 |0,8 |0,9537 |0,0082 0,1537
0,0995 |0,0002  [-0,0005 |1,85 |1,4087 |0,0068 -0,4413
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Cizelge 4.2 =0,2 iken farkli 6 parametrelerine gore momentler tahmin edicisi degerleri,
sapma ve standart hata degerleri

n=20 B B | RMSE(B)| BiAS(B)| & 8 | RMSE(8)| BiAS(d)
0,0949 |0,0062 -0,1051 |-3,85 |-1,8124|0,0914 2,0376
0,1298 |0,0056 -0,0702 |-2,6 |-1,5368|0,0745 1,0632
0,2 |0,1391 |0,0053 -0,0609 |-1,85 |-1,2569|0,0705 0,5931
0,2013 |0,0021 0,0013 |0,8 |0,8634 |0,0535 0,0634
0,2044 |0,0012 0,0044 [1,85 |1,916 |0,0244 0,066
n=50
0,0384 |0,0077 -0,1616 |-3,85 |-2,4221|0,07 1,4279
0,1027 |0,0062 -0,0973 |-2,6 |-2,0347|0,0596 0,5653
0,2 |0,1307 |0,0054 -0,0693 |-1,85 |-1,6672|0,0602 0,1828
0,2047 |0,0011 0,0047 |0,8 |0,7845 |0,0417 -0,0155
0,2022 |0,0007 0,0022 1,85 |1,8896 |0,0141 0,0396
n=100
0,2256 |0,09 0,0256 |-3,85 |-2,8001|0,0548 1,0499
0,101 |0,0062 -0,099 |-2,6 |-2,2707|0,0522 0,3293
0,2 |0,1606 |0,0041 -0,0394 |-1,85 |-1,7361|0,0536 0,1139
0,2027 |0,0005 0,0027 |0,8 0,793 |0,0317 -0,007
0,2001 |0,0005 0,0001 |1,85 [1,9195 |0,0089 0,0695
n=250
-0,0657 | 0,0102 -0,2657 |-3,85 |-3,1372|0,0372 0,7128
0,1277 |0,0053 -0,0723 |-2,6 |-2,2928|0,0459 0,3072
0,2 |0,1878 |0,0023 -0,0122 |-1,85 |-1,6655|0,0453 0,1845
0,1974 |0,0007 -0,0026 |0,8 |0,9336 |0,0186 0,1336
0,1998 |0,0004 -0,0002 |1,85 [1,9004 |0,0058 0,0504
n=1000
0,1557 |0,0119 -0,0443 |-3,85 |-3,4547|0,017 0,3953
0,1779 |0,0027 -0,0221 |-2,6 |-2,246 |0,0367 0,354
0,2 |0,197 |0,0005 -0,003  |-1,85 |-1,5725|0,0327 0,2775
0,1986 |0,0002 -0,0014 |0,8 [0,9204 |0,08 0,1204
0,1997 |0,0001 -0,0003 |1,85 |1,8977 |0,0031 0,0477
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Cizelge 4.3 =0,3 iken farkli 6 parametrelerine gore momentler tahmin edicisi degerleri,
sapma ve standart hata degerleri

n=20 B B |RMSE(B)|BiAS(B)| & 5 |RMSE($)|BiAS(d)
0,2589 |0,0034  |-0,0411 |-3,85 |-1,2643|0,1058 |2,5857
0,2842 | 0,033 -0,0158 |-2,6 |-1,133 |0,0811  |1,467
0,3 [0,3016 |0,0029 |0,0016 |-1,85 |-0,5024|0,0672 |1,3476
0,3082 [0,0023  |0,0082 |0,8 0,8544 |0,052 0,0544
0,3039 [0,0017 |0,0039 [1,85 |1,9354 |0,0213 |0,0854
n=50
0,2625|0,0024  |-0,0375 |-3,85 |-1,6975|0,0909  [2,1525
0,278 |0,0021  |-0,022 |-2,6 |-1,3896|0,0699  |1,2104
0,3 [0,2915/0,0021  |-0,0085 |-1,85 |-1,3519|0,0607 |0,4981
0,3061 [0,0016  |0,0061 |0,8 0,7835 |0,0432  |-0,0165
0,3017 [0,0011  |0,0017 |1,85 |1,9074 |0,0139 |0,0574
n=100
0,2611 | 0,002 -0,0389 |-3,85 |-1,79330,084 2,0567
0,2809 |0,0017  [-0,0191 |-2,6 |-1,6751|0,0597 |0,9249
0,3 (0,295 |0,0017 |-0,005 |-1,85 |-1,5461|0,0537 |0,3039
0,3007 [0,0011  |0,0007 |0,8 0,8925 |0,0265 |0,0925
0,3001 [0,0005  |0,0001 |1,85 |1,9102 |0,09 0,0602
n=250
0,2669 |0,0016  [-0,0331 |-3,85 |-2 0,072 1,7627
0,2881|0,0013  [-0,0119 |-2,6 |-1,9895|0,0486 |0,6105
0,3 [0,29430,0013  |-0,0057 |-1,85 |-1,5857|0,0457 |0,2643
0,2992 [0,0006  |-0,0008 |0,8 0,8692 |0,0156  |0,0692
0,2999 [0,0004  |0,0001 |1,85 [1,9105 |0,0057 |0,0605
n=1000
0,2704 |0,0013  [-0,0296 |-3,85 |-2,6757|0,0608 |1,1743
0,2906 |0,0001  |-0,0094 |-2,6 |-2,1144|0,0377 |0,4856
0,3 [0,2975/0,0011  |-0,0025 |-1,85 |-1,7141|0,0358 |0,1359
0,2979 [0,0003  |-0,0021 |0,8 0,9209 |0,0082  |0,1209
0,2989 [0,0002  |-0,0011 |1,85 |1,8655 |0,0217  |0,0155

Cizelge 4.1 - 4.3 incelendiginde, momentler tahmin edicisinin & parametresini tahmin

etmede basarili bir yontem olmadig1 hata ve yan degerlerine bakilarak sdylenir.
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Cizelge 4.4 p=0,1 iken farkli 6 parametrelerine gore en gok olabilirlik tahmin edicisi

degerleri, sapma ve standart hata degerleri

—~

n=20 B |B RMSE(B)| BIAS(B)| &6 | & RMSE(d) | BIAS(d)
0,1019 | 0,0004 0,0019 |[-3,85 [-3,78 [0,0168 0,07
0,103 |0,0007 0,003 -2,6 |-2,6742|0,0348 -0,0742
0,1 (0,104 |0,0008 0,004 -1,85 |-1,8875|0,0395 -0,0375
0,1043 |0,0008 0,0043 |0,8 [0,8257 |0,0334 0,0257
0,1034 | 0,0006 0,0034 |1,85 |[1,7517 |0,0154 -0,0983
n=50
0,1001 | 0,0002 0,0001 |-3,85 |[-3,8328|0,0083 0,0172
0,1013|0,0004 0,0013 |-2,6 |[-2,626 |0,0024 -0,026
0,1 [0,1018|0,0004 0,0018 |-1,85 |-1,8513(0,0231 -0,0013
0,1016 | 0,0004 0,0016 0,8 |0,8634 |0,0202 0,0634
0,1015 | 0,0003 0,0015 [1,85 |[1,7945 [0,102 -0,0555
n=100
0,1002 | 0,0001 0,0002 |[-3,85 [-3,8512(0,0057 -0,0012
0,1008 | 0,0002 0,0008 |-2,6 |[-2,626 |0,0138 -0,026
0,1 |0,101 |0,0003 0,001 -1,85 |-1,8616|0,0154 -0,0116
0,1008 | 0,0003 0,0008 |0,8 [0,824 |0,014 0,024
0,101 |0,0003 0,001 1,85 |1,8336 (0,072 -0,0164
n=250
0,1003 | 0,0001 0,0003 |-3,85 |-3,86060,0041 -0,0106
0,1004 | 0,0001 0,0004 [-2,6 |[-2,6165|0,0087 -0,0165
0,1 [0,1004|0,0001 0,0004 |[-1,85 [-1,8614|0,0097 -0,0114
0,1006 | 0,0002 0,0006 (0,8 [0,8173 |0,0089 0,0173
0,1 |0,0001 0 1,85 [1,8693 |0,0047 0,0193
n=1000
0,1001 | 0,0005 0,0001 |-3,85 |[-3,8556|0,0021 -0,0056
0,1004 | 0,0009 0,0004 [-2,6 [-2,0035|0,0048 0,5965
0,1 |0,1003|0,0009 0,0003 |[-1,85 [-1,8488|0,0047 0,0012
0,1004 | 0,0009 0,0004 (0,8 [0,797 |0,0042 -0,003
0,0999 | 0,0008 -0,0001 (1,85 [1,8835 [0,0031 0,0335
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Cizelge 4.5 p=0,2 iken farkli 6 parametrelerine gore en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
degerleri, sapma ve standart hata degerleri

—~

n=20 | B B RMSE(B)| BIAS(B)| & 5 | RMSE(8)| BiAS(6)
0,2005 | 0,001 0,0005 |-3,85 |[-3,7224(0,0207 0,1276
0,2067 | 0,0015 0,0067 |-2,6 |-2,6378|0,0336 -0,0378
0,2 [0,2088|0,0017 0,0088 |-1,85 [-1,8559|0,0396 -0,0059
0,2087 |0,0017 0,0087 |0,8 |0,8655 |0,0314 0,0655
0,2089 | 0,0012 0,0089 |1,85 |[1,7054 |0,0173 -0,1446
n=50
0,2007 | 0,0005 0,0007 |-3,85 |-3,8271|0,0084 0,0229
0,2012 | 0,0007 0,0012 |-2,6 |[-2,6281|0,0197 -0,0281
0,2 |0,2028|0,0009 0,0028 |-1,85 [-1,9072|0,0218 -0,0572
0,203 |0,0009 0,003 0,8 |0,865 |0,0201 0,065
0,2031 | 0,0007 0,0031 |1,85 [1,8104 |0,0097 -0,0396
n=100
0,2008 | 0,0003 0,0008 |-3,85 |-3,8446|0,0059 0,0054
0,2015 | 0,0005 0,0015 |-2,6 |-2,6076|0,0139 -0,0076
0,2 |0,2015|0,0005 0,0015 |-1,85 [-1,8705|0,0148 -0,0205
0,2013 |0,0006 0,0013 |0,8 [0,8517 |0,0136 0,0517
0,2013 | 0,0005 0,0013 |1,85 [1,8302 |0,0072 -0,0198
n=250
0,2003 | 0,0002 0,0003 |-3,85 [-3,8517|0,0042 -0,0017
0,2005 | 0,0002 0,0005 |-2,6 |[-2,623 |0,0088 -0,023
0,2 [0,2021|0,0004 0,0021 |-1,85 [-1,8634|0,0099 -0,0134
0,2009 | 0,0003 0,0009 |0,8 [0,8048 |0,0047 0,0048
0,2005 | 0,0003 0,0005 |1,85 [1,8582 |0,0048 0,0082
n=1000
0,2001 | 0,0001 0,0001 |-3,85 [-3,8579(0,0021 -0,0079
0,2003 | 0,0001 0,0003 |-2,6 |[-2,5991|0,0043 0,0009
0,2 |0,2013|0,0003 0,0013 |-1,85 [-1,8624|0,0055 -0,0124
0,2004 | 0,0002 0,0004 |0,8 [0,8042 |0,0051 0,0042
0,1999 | 0,0009 -0,0001 |1,85 [1,8821 |0,0032 0,0321
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Cizelge 4.6 p=0,3 iken farkli 6 parametrelerine gore en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
degerleri, sapma ve standart hata degerleri

—~

—~

n=20 B |B RMSE(B)| BIAS(B)| & 5 | RMSE(8)| BiAS(6)
0,3021|0,0015 0,0021 |-3,85 [-3,7271|0,0221 0,1229
0,3066 | 0,0021 0,0066 |-2,6 |-2,6165|0,0347 -0,0165
0,2 [0,31050,0025 0,0105 |-1,85 [-1,9066|0,0396 -0,0566
0,3146 | 0,0023 0,0146 |0,8 (0,847 |0,0327 0,047
0,3139|0,0018 0,0139 |1,85 |[1,7307 |0,016 -0,1193
n=50
0,3008 | 0,0007 0,0008 |-3,85 [-3,8203|0,0087 0,0297
0,3039|0,0013 0,0039 |-2,6 |[-2,6557|0,0201 -0,0557
0,1 |0,3053|0,0014 0,0053 |-1,85 [-1,8628|0,0231 -0,0128
0,3052 | 0,0014 0,0052 |0,8 |0,8527 |0,0205 0,0527
0,3055 | 0,0011 0,0055 |1,85 [1,7803 |0,0102 -0,0697
n=100
0,3015 | 0,0005 0,0015 |-3,85 |[-3,8395|0,0062 0,0105
0,302 |0,0007 0,002 -2,6 |-2,6353|0,0134 -0,0353
0,1 |0,3031|0,0009 0,0031 |-1,85 [-1,8652|0,0153 -0,0152
0,3041 | 0,0009 0,0041 |0,8 [0,8055 |0,0138 0,0055
0,3023 | 0,0007 0,0023 |1,85 [1,8256 |0,0072 -0,0244
n=250
0,3004 | 0,0003 0,0004 |-3,85 |-3,8536|0,0041 -0,0036
0,302 |0,0005 0,002 -2,6 |-2,6105|0,0083 -0,0105
0,1 |0,3011|0,0005 0,0011 |-1,85 [-1,8531|0,0092 -0,0031
0,3009 | 0,0002 0,0009 |0,8 [0,7953 |0,0086 -0,0047
0,3009 | 0,0004 0,0009 |1,85 [1,8541 |0,0049 0,0041
n=1000
0,3004 | 0,0002 0,0004 |-3,85 [-3,8539|0,0023 -0,0039
0,3013|0,0003 0,0013 |-2,6 [-2,0093|0,0055 0,5907
0,1 |0,301 |0,0003 0,001 -1,85 |-1,8567|0,0052 -0,0067
0,3003 | 0,0001 0,0003 |0,8 |0,8041 |0,0054 0,0041
0,2995 | 0,0003 -0,0005 |1,85 |1,8751 |0,0034 0,0251

Yapilan simiilasyon calismalar1 sonucunda en ¢ok olabilirlik tahin edicisinin parametre

tahmin yontemi olarak momentler yOntemine goére daha iyi sonuclar

goriilmiistiir. Parametre tahmin yontemi olarak en ¢ok olabilirlik tahmin

kullanilmas1 daha dogru sonuglar dogurur.
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5. UYGULAMA

Bu calismay1 yaparken, kiibik doniistirilmiis dagilimin, Kolmogorov-Simirnov test
istatistigi ve AIC test istatistigi degerlerine bakarak diger dagilimlara gore daha iyi
oldugu belirtilmisti. Bu boliimde bazi iyi bilinen dagilimlarin (ErlangLindley, Weibull,
Ters Doniistiiriilmiis Gauss, Lindley, Log-Logistic, 2 parametreli Lindley, Fréchet ve
Erlang) 100 banka miisterisinin hizmet gérmeden Onceki bekleme siireleri verisini
aciklama yiizdesinde kiibik doniistiiriilmiis tstel dagilimin daha basarili oldugu
goriilmiistiir. Asagidaki tabloda bu dagilimlara ait en ¢ok olabilirlik tahmin edicisine ait

parametre tahminleri, AIC, KS ve p degerleri verilmistir.

Ornek1

Burada; KDUD, kiibik doniistiiriilmiis tistel dagilimi, 2LD ise iki parametreli Lindley
dagilimin1 temsil etmektedir.Shanker vd. (2016) ¢alismasindan alinan sonuglara KDUD

eklenerek asagidaki ¢izelge 5.1 elde edilmistir.

Cizelge 5.1 100 banka miisterisinin islem gormeden onceki bekleme siireleri veri setinin
farkli dagilimlara ait en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi parametre tahminleri,
AIC ve Kolmogorov-Simirnov test istatistigi degerleri

PARAMETRE TAHMINi AIC KS p degeri
KDUD f =0.0844 |6==2.00 638.486 | 0.0363 | 0.9963
Erlang-Lindley k =2.00 6 =0.1844 640.046 | 0.0377 | 0.9936
Weibull & =1.5654 |0 =10.616 |643.118 | 0.0533 | 0.9245
Ters-Gauss & =18.397 |0 =9.877 762.849 | 0.0632 | 0.7931
Lindley 6 =0.187 640.075 | 0.0684 | 0.7225
Log-Logistic @ =2.1941 |0 =7.4235 643.376 | 0.0704 | 0.6774
2LD @ = 0.894 |0 =0.191 642.661 | 0.081 | 0.5114
Fréchet @ = 14763 |§ = 5.0804 |691.224 | 0.1233 | 0.0878
Erlang k=1 6 = 5.3026 |643.386 | 0.3697 | 0.000
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Ornek2

Bu ¢aligmada ise Lawless (1982) tarafindan elde edilen 50 cihaza ait yasam siireleri veri
setini agiklamada {istel dagilim, doniistiiriilmiis iistel dagilim ve kiibik doniistliriilmiis
iistel dagilimin AIC test istatisti§i ve Kolmogrov-Simirnov test istatistigi bakimindan

karsilastirilmistir.

Burada KDUD, kiibik doniistiiriilmiis tistel dagilimi; D-USTEL, doniistiiriilmiis tstel

dagilim1 temsil etmektedir.

Cizelge 5.2 50 cihazin yasam siireleri veri setinin, KDUD, D-USTEL VE USTEL
dagilma ait en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi parametre tahmin degerleri,
AIC ve K-S test istatistigi degerleri

PARAMETRE TAHMINI AIC K-S | p degeri
KDUD £ =0,0316 5 =-2,6608 4.742.283 0.2172 |0.7916
D-USTEL f =41,147 A =-0,2436 4.853.547 0.1838 |0.6597
USTEL S =45,686 4.833.547 0.1911 |0.5134

Asagidaki grafikte (Sekil 5.1) 50 cihazin yasam siirelerine ait veri setine ait ilgili

dagilimlara gore grafigi verilmistir.

KDUD
D-USTEL [
USTEL

___==='='===-==-=.=.=____

0 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

50 cihaza ait yagam sireleri veri seti

Sekil 5.1 50 cihazin yasam siirelerine ait veri setinin, KDUD, D-Ustel dagilim ve iistel
dagilima gore grafikleri

30



6. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢aligma yapilirken temel amag, yasam (giivenirlik) verilerini agiklamada yetersiz
kalan yasam dagilimlarina dontisiim uygulanarak bu verilerin daha iyi agiklanmasina
yardime1 olacak yeni bir form 6nermektir. Bu yiizden énemli bir yasam dagilimi olan
iistel dagilim Shaw ve Buckley (2009) calismasinda One siiriilen kiibik doniisiim

teknigine tabi tutulmustur.

Bu calismada ilk 6nce & parametresi i¢in bir aralik incelenmesi yapilmis ve dagilimin
tanimli oldugu aralik belirlenmistir. Tanimli oldugu aralikta 6 parametresi i¢in olasilik
yogunluk fonksiyonunu, dagilim fonksiyonu, giivenirlik fonksiyonu ve bozulma orani
fonksiyonunun davranisi incelenmistir. Bu incelemeler sonucunda & parametresinin
negatif degerleri i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu hizla azalip, sonra artan bir egilim
gosterirken; pozitif degerleri icin tam ters bir durumdan sbéz edilebilir. Dagilim
fonksiyonunun grafik incelenmesinde ise 6 parametresinin negatif degerlerinin, pozitif

degerlerine gore daha basik davrandigi gozlemlenmistir.

Giivenirlik analizinde kullandigimiz 6nemli karakteristiklerden olan bozulma orani
fonksiyonu ise & parametresinin negatif degerlerinde kiivet egrisi; pozitif degerlerinde

ters kiivet egrisi seklini alabildigi acik bir sekilde goriilmektedir.

Olasilik yogunluk fonksiyonu ve bozulma orani fonksiyonlarinda 6 parametresinin bu
farkli davraniglari elde ettigimiz yeni kiibik doniistiirtilmiis bu formun genis uygulama

alanlarinda kullanish olabilecegini gostermis olur.

Ayrica beklenen deger, varyans, basiklik ve carpiklik karakteristikleri icin ise o
parametresinin tanimli oldugu aralikta tstel dagilimla, KDUD’in davraniglari
incelenmistir. Bu karsilastirmalar sonucunda 6 parametresinin negatif degerlerinde
KDUD daha yiiksek bir beklentiye sahipken, pozitif degerlerinde iistel dagilimin
beklentisi KDUD’a gore daha yiiksektir. Buna karsin; 6 parametresinin pozitif
degerlerinde iistel dagilimin varyans1 KDUD’a gore daha diistiktiir.
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Yeni elde edilen kiibik form i¢in daha sonrasinda parametre tahmininde bulunulmustur.
KDUD i¢in hem momentler tahmin edicisi hem de en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
yontemleri kullanilarak dagilim parametrelerine ait tahmin ediciler elde edilmistir.
Matlab yazilimi kullanilarak elde edilen simiilasyon c¢alismalar1 sonucunda en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisinin, parametre tahmininde momentler tahmin edicisine gore

daha iyi sonuglar verdigi sonucuna ulasilmistir.

Son olarak elde ettigimiz yeni form i¢in uygulama c¢alismalar1 yapilmistir. Yapilan ilk
uygulama ¢aligmasinda, KDUD’1n uygulamada kullanilan diger dagilimlara gére 100
banka miisterinin islem gérmeden Onceki bekleme siireleri veri setini AIC, K-S ve p

degerlerine gore daha basarili oldugu goriilmektedir.

Ikinci uygulama calismasinda ise negatif deger alan & parametresine 6rnek verilmek
istenilmistir. Ancak negatif deger alan bir Ornek veri seti bulunmasinda zorluk
cekilmigtir. Ciinkii hizli bir ivme ile dibe vuran ve sonrasinda sabitlenene kadar artig

gosteren bir veri seti negatif deger alan d parametresini temsil etmektedir.

Bu ikimci uygulamada ise iistel dagilim, D-USTEL dagilim ve KDUD’in 50 cihaza ait
yasam siireleri veri setini agiklamadaki basaris1 AIC ve K-S test istatistigi degerlerine
bakilarak karsilastirilmistir. Yine bu calismada da KDUD’in D-USTEL ve iistel

dagilima gore daha basarili oldugu goriilmiistiir.
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EK 1 DELTA(3) PARAMETRESI ICIN ARALIK INCELEMESI

Delta parametresinin simirlarint  belirleyebilmek i¢in asagida belirtilen kosullar

tizerinden bir yol izleyelim;

1) g(0) =0 (Ustel dagilimn lineer birlesimi olmasindan dolay1)

2) gh)=1
3) g(w) = 0

bu kosullar1 tek tek inceleyelim.

1)
guw) =u + u(l—-uw)P(uw)

9w = u + u(l—w)(u—3)8

1
9(0) = 0 + 0(1)(-3)
=0

2)
gw)=u + u(l—u)P

9w = u + u(l —w)(u—3)8

g =1+ 1(0)()
=1

3)
guw)=u + u(l-u)P(u)

guw)=u+ u(l—-—u)y(u-— %)6
g =1+ (-3u?+3u —%)5 >0
simdid = 0ve é < 0 durumlarini ayr1 ayr1 inceleyelim.
a) 6 =0 olsun.

g) =1+ (=5 +3u(l—u)s =0(?)
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—3u? + 3u ifadesi u > 0 iken pozitif deger aldigindan dolayz;
1
1+ (- 5)6 >0

1> Zolup 0 < & < 2 elde edilir.
b) 6 < 0 olsun.
1+ (= +3u(l—ws =0 olmah

3u(1 — u) ifadesinin alacagi maksimum deger z diir. Yani ;

1 6+36>0
2 4

1+§z 0: 5> -4 elde edilir.

O halde -4< 6 <2 bulunur.
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