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OZET

Doktora Tezi

MOYAL FORMALIZMINDE KANONOID DONUSUMLER

Mehmet Ali KOCMEN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Adnan TEGMEN

Bu tezde, son yillardaki bilimsel ¢alismalarla yogun bir arastirma alani haline gelmis
olan kanonik ve kanonoid doniistimler hem klasik hem de kuantum mekanigi acisindan
incelenerek oOrneklendirilmistir. Bilindigi gibi bu doniisiimler Hamilton hareket
denklemlerini daha basit bir forma indirgemek i¢in kullanilan terslenebilen
gonderimlerdir. Bir doniisiimiin kanonik ve kanonoid olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
verilmis ve klasik mekanik ile kuantum mekanigini iligkilendiren Moyal formalizmi
sayesinde, doniisimler teorisinde oldukc¢a dnemli bir yer tutan ve daha once yapilmamis
olan kuantum kanonoid doniisiimlerin klasik faz uzayinda formiile edilmistir. Kanonoid
dontisiimlerde, Hamilton hareket denklemlerini degismez birakan yeni bir Hamilton
fonksiyonunun varligi yeterli olurken, kanonik doéniisiimlerde, yeni Hamilton
fonksiyonunun varliginin yani sira yeni faz uzay1 degiskenlerinin Poisson parantezinin
de degismez kalmasini gerektirmektedir. Her iki donilisimiin de bu tanimlarindan
yararlanarak bir kiyaslama kurulmus ve kanonik doniisiimlerin, kanonoid doniistimlerin
0zel bir alt sinifi oldugu sonucu ¢ikarilmistir. Ayrica klasik Hamilton formalizmindeki

hareket denklemleri, kuantum mekanigi icin Moyal formalizminde kurulmustur.

Haziran 2013, 35 sayfa

Anahtar Kelimeler: Faz uzayi, kanonik ve kanonoid doniisiimler.



ABSTRACT

Ph.D.Thesis

CANONOID TRANSFORMATIONS IN MOYAL FORMALISM

Mehmet Ali KOCMEN

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Prof.Dr. Adnan TEGMEN

In this thesis, canonical and canonoid transformations being an intensive research area
by means of studies made widely in this area in recent years are investigated and
examplified. As known, these are invertible transformations used to reduce the
Hamilton's equations of motion to a simpler form. The necessary and sufficent
conditions for these transformations to be canonoid and canonical are given, and
guantum canonoid transformations which are important in the transformation theory are
constructed using the Moyal formalism being a bridge between classical and quantum
mechanics. For a transformation to be canonoid, while it is enough that it preserves the
form of the Hamilton's equations of motion; in the case of a canonical transformation,
the invariance of the Poisson bracket of new phase space variables is required. By
constructing a comparision of these trasformations both, it is shown that the canonoid
transformation is a special case of the canonical transformation. Finally, quantum
Hamilton's equations of motion corresponding to the classical case are constructed in
Moyal formalism.

June 2013, 35 pages
Key Words: Phase space, canonical and canonoid transformations.
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SIMGELER DiZIiNi

q Genellestirilmis Koordinat
p Genellestirilmis Momentum
H(q,p,t) Hamilton Fonksiyonu
L(q,p,t) Lagrange Fonksiyonu
K(q,p,t) Kamiltonian

* Moyal Carpim

R Reel Sayilar Kiimesi
C(q,p,t) Hareket Sabiti

P, q Operatorler

A(qg,p.t) Reel Degerli Fonksiyon

h Planck Sabit



1.GIRIS

Oteden beri, hem klasik hem de kuantum mekanigini tek bir kaynaktan tiiretme
diisiincesi, basta P.A.M. Dirac olmak iizere pek ¢ok fizik¢iyi mesgul etmistir. Moyal
formalizmi sayesinde klasik faz uzayr kullanilarak kuantum mekanidi tasvir
edilebilmektedir. Bunun anlami, klasik faz uzaymda yapilan her tiirlii islemin kuantum
mekaniginde de yapilabilecek olmasidir. Giiniimiizde, Moyal formalizmi bu 6zlemi
gidermis olarak goriinmektedir. Moyal formalizmi sayesinde, doniisiimler teorisinde
oldukca 6nemli bir yer tutan kanonoid doniistimler, klasik faz uzayr kullanilarak

kuantum mekanigi i¢in de tanimlanabilecektir.

Moyal gdsteriminde, konum ve momentum sayisal (c-number) fonksiyonlar oldugundan
tipki klasik mekanikte oldugu gibi kuantum mekaniginde de faz-uzayr kavrami
tanimlanabilir, dolayisiyla kanonoid doniisiimler uygulanabilir. Kanonoid déniisiimler,
giici kuantum mekaniginde tam olarak fark edilememis olmasina ragmen klasik
mekanigin etkili araglarindan biridir. Doniisiimler teorisinin kuantum mekaniginin
gelisimine katkist o kadar biiytiktiir ki, cok yakin bir gelecekte kuantum mekaniginin ,
Poisson, Jakobi, Appell ve Hamilton tarafindan baslatilan kanonik formalizmin yeni

bir evresi olan analitik dinamige benzer bir yapiya sahip olmasina neden olabilecektir.

Bilindigi gibi kanonik doniisiimler ve onun daha genis bir formu olan kanonoid
dontisiimler Hamilton mekaniginde ¢ok Onemli bir yere sahiptir. Bu doniigiimler
Hamilton hareket denklemlerini daha basit bir forma indirgemek igin kullanilan
terslenebilir gonderimlerdir. Boyle doniisiimler, Hamilton denklemlerini bi¢gim olarak
degismez birakan yeni bir Hamilton fonksiyonunun varligimi gerektirirken, yeni faz
uzay1 degiskenlerinin Poisson parantezini de degismez birakmasi gerekir. Kanonoid
doniistimler, kanonik doniisiimlere gére daha genis bir sinifa sahip olup, daha basit ve
bilinen sistemlere ge¢gmek i¢in yeni bir Hamilton fonksiyonu iiretebilen terslenebilir bir

gonderim bulmak yeterli olur.

Baslangi¢ olarak, bu doniisiimlerin daha 1yi anlasilmasi ve teorik alt yapinin olugmasi
icin kanonik ve kanonoid doniisiimler klasik kokenli oldugundan oncelikle klasik

mekanikte bir donilisiimiin kanonoid olmasi ve kanoniklik sart1 genel olarak incelenerek



orneklendirilmis, klasik faz uzayinda kuantum mekanigi tanim: ve 6rneklendirilmesi,
Weyl Kuantumlamasi ve Moyal formalizminde yildiz ¢arpimi( *) denilen, abelyen
olmayan fakat asosiyatif olan, etkili bir ¢arpimin 6zellikleri ve hareket denklemleri
arastirtlmis, kanonik ve kanonoid kiyaslamasi yapilarak kanonoidlikte {Q,P} parantezi
tizerinde hig bir sart olmadig1 ve bir doniisiimiin, her H ye gore kanonoid ise o doniisiim
kanonik olacagi tespit edilmistir. Esdeger olarak bu durum, {Q,P} parantezinin sabit bir
degere esit olmasi demektir. Geleneksel olarak  Sabit=1(bir) aliir. Dolayisiyla
kanonoid doniisiimler, dinamik sistemlerin ¢6ziilmesinde daha genis ve rahat bir hareket
alan1 saglamakla birlikte kanonik doniisiimler, kanonoid doniisiimlerin 6zel bir alt sinifi

olarak kalmaktadir.



2. KLASIK MEKANIKTE KANONOID VE KANONIK DONUSUMLER

Fizigin temel amaci dogayr anlama cabasidir. Bu sdylem, matematiksel olarak
nesnelerin hangi zamanda, hangi konumda ve hizda olacaginin belirlenmesi anlamina
gelir. Daha teknik bir sdylemle, bu islem sistemin hareket denklemlerinin ¢6zlimiini
bulmaya 6zdestir. Fizikte tam olarak ¢ozliime kavusturulabilmis sistem sayist oldukca
azdir. Bunlar arasinda en bilinenler, serbest pargacik ve harmonik salinici sistemleridir.
Dinamik sistemler matematiksel olarak Hamilton fonksiyonu veya hamiltoniyen ile
karakterize edilirler. Bu durumda coziilebilen hamiltoniyen sayist oldukg¢a azdir

diyebiliriz.

Coziilmesi oldukca zor goriinen hamiltoniyenleri ¢6ziime ulastirmak i¢in kullanilan en
etkili yontem kanonik dontisiim kullanmaktir. Bu yontemde, ¢6ziimiinde giigliik ¢ikan
hamiltoniyen, konum ve momentumlar degistirilerek ¢6zlimii iyi bilinen veya ¢oziilmesi
¢ok daha kolay olan bir hamiltoniyene doniistiiriilmeye c¢alisilir. Bu yOntemin
uygulanabilir olmast i¢in yeni konum ve momentum cinsinden yazilan sistemin
Hamilton hareket denklemlerini bi¢im olarak bozmamasi gerekir. Uzun yillar boyunca,
bu sartin saglanabilmesi i¢in yeni degiskenlerin Poission parantezinin bire esit olmasi
gerektigine inanilmistir. Artik bilinmektedir ki bdyle bir sartin saglanabilmesi ig¢in
Poission parantezinin sistemin herhangi bir hareket sabitine esit olmasi yeterlidir
(Leubner ve Monika 1984). Diger taraftan herhangi bir sabit sayr da dogrudan bir
hareket sabiti oldugundan, bu tespit dikkate alindiginda, kanonik doniisiimlerden daha
genel bir doniisiimiin varligr s6z konusu olmaktadir. Kanonik doéniisiimlerden daha
genel olan bu doniisiimlere Kanonoid doniisiimler denilmektedir. Dolayisi ile dncelikle
kanonoid doniisiimleri tanimlayip, 6rneklendirerek konuya giris yapmak daha yerinde

olacaktir.

Tanim 2.1

H ( p,q,t ) hamiltoniyeni ile karakterize edilen ve hareket denklemleri

oH . oH
=——, p= (2.1)
ap

q “a



ile verilen dinamik bir sistem igin; eger zamani koruyan ve IR x IR genisletilmis faz

uzayi lizerinde tanimli olan
(@ p.t) > (Q(a, p.1), P(a, p,1),1) (2.2)

dontisiimii, yeni degiskenler cinsinden yazilan

_K oK

-2 P=% (2.3)

Hamilton denklemlerini sagliyorsa, bu doniisime H hamiltoniyenine gére kanonoid bir
doniistimdiir denir. Burada K(Q,P,t) kamiltoniyen denilen doniismiis Hamilton
fonksiyonudur. Cogu zaman boéyle bir doniisiim hatali olarak kanonik bir doniisiim,
olarak tanimlanmaktadir. Ayrica dikkat edildiginde, yeni (Q,P) degiskenlerinin Poisson

parantezi lizerinde higbir sart yoktur.

2.1 Kanonoid Déniisiim Ornekleri

2
1. H= % serbest parcacik hamiltoniyeni i¢in Hamilton hareket denklemleri,

oH oH
1=""=p, p=—2-=0 2.4
4= =P P="7 (2.4)

seklindedir. Bu dinamik sistem icin
Q=q. P=p’-¢’ (2.5)
doniisiimii uygulandign zaman K =%(P+Q2)3 Hamilton fonksiyonu icin hareket

denklemleri degismez kalir. Gergekten, yeni degiskenler cinsinden yazilan

. oK - .
Q_a_P_(P+Q)’ Q

q, (2.6)



p—-K_ 2r+Qy?, P- p1—2qq=—2qp (2.7)
oP 2p5

Denklemleri kendi iginde tutarli kalacaktir. Dolayisi ile bu doniisiim H (q,p) Hamilton

fonksiyonuna gore kanonoiddir.

2. H = gp Hamilton fonksiyonu i¢in hareket denklemleri asagidaki gibidir.

oH oH _
ap

_aq_

q = —p (2.8)

Bu sistem i¢in Q = ge?, P = p? doniisiimii yazildiginda K = 3QP Hamilton fonksiyonu

icin hareket denklemlerinin degismezligi saglanir:

Q= Z—E = ge” +2qe”

=qe* +2ge* =3Q
= ge* +2qge* =3ge”
30e” =3ge™ (2.9)

= aK 2 . 3
P=—2--3 =-3p°=3P 2.10
P pp p ( )

dolayisi ile bu doniisiim H (q,p) Hamilton fonksiyonuna gore kanonoiddir.

2

3. Hamilton fonksiyonu H :%—q olan bir dinamik sistem i¢in Hamilton hareket

denklemleri su sekildedir.



I L N (2.11)

e &

Bu dinamik sistem i¢in faz uzayinda,

p2

Q=eZ +p, P=p (2.12)

doniisiimii yapilsin. Bu durumda déniisiimden sonra K= P?-Q Hamilton fonksiyonu i¢in

hareket denklemlerinin degismezligi saglanmis olur. Gergekten,

2 2

P L
Q':g_l;=2pzp.e2 Lp+2p.p-de?  =2p, (2.13)
:_%zlzp (2.14)

2
oldugundan, verilen doniisiim H = % —(q Hamilton fonksiyonuna gore kanonoiddir.
Verilen bir Hamilton fonksiyonuna gore Kanonoid olan bir doniisiim ikinci hatta tligiincii
bir Hamilton fonksiyonunu da, hareket denklemlerini degismez birakacak sekilde
kanonoid olarak kabul edebilir; fakat bu Hamilton fonksiyonlarmin sayisi sonsuz

olamaz.

Asagidaki teorem ile bir doniisiimiin hangi sartlar altinda kanonoid oldugu acik bir

sekilde verilmistir.
Teorem 2.1

(9, p,t) > (Q, P,t) doniisiimiiniin kanonoid olmasi igin gerek ve yeter sart Q ve P nin

Poisson parantezinin yani, Q,P :ﬁﬁ—@ﬁ ifadesinin bir hareket sabiti
“Poqop op oq

olmasidir.



Dolayisiyla, 6zdes olarak
QP =C@anpt) (2.15)
veya

C(d, p,t) =0 (2.16)

sartlar1 gecerlidir.

ispat:
Yeter sart ;=
oK - 0K - : d
- P == C(g,p,t)=0 =— P, 2.17
[GQ - Q]z (@, p.1) 5 Qo (2.17)
zo0.-{59), b3
dt 4P dt ap dt J,,
dP dQ
= ! P!_ !P
[{dt Q}Q,f{ dt}QpJQ o
= id—P+id—Q Q,P (2.18)
OP dt 0Q dt ap
. oK : oK . " . 9 .
Bu asamada Qza—P ve P:—a—lfadelerlnln gerekli oldugu kabul edilirse

% Q,P =C(q, p,t) =0 sonucuna ulasilr.



Gerek Sart ;<.

(C(q, p,t) =% Q,P ﬂj:{%:—lﬁ,g—gij (2.19)

(2.19) denklemini (2.18 ) denkleminde yerine yazip, sifir oldugunu kabul edersek

o 4. 0 o
75270 (2.20)

elde ederiz. (2.20) denkleminin gegerli olmas1 Q =g—:§ ve P= —% sartin1 saglayan

K(Q,P,t) gibi bir fonksiyonun varligin1 gerektirir. Boylece ispatimiz tamamlanmis

olur.

Ornek:

1. H= 1 p’e” +gge” Hamilton fonksiyonu ile verilen érnek bir sistemi gdz oniine

alalim. Sistemin hareket denklemi, sistemin hareket sabiti ise

qzﬂzpe*", |i):a—Hl:geyt (2.21)
op aq

ile verilir. Ger¢ekten

C(a, p,t)=(Q+gje”
Ve

:[pe“+gje7t = p+geﬂ, (2.22)
Y Y

C(q, p,t)= p+ge”



=—ge +ge" =0 (2.25)

Bu asamada Q,P =C kosulunu saglayan Q ve P’ yi bulmaya calisalim. Bu durumda P

= p oldugunu kabul ederek Q bulmaya caligalim.

P=p, %szr%e“ (2.26)
Q=qp +gqe7t (2.27)
Ve
-1
q=Q(P+ge“] (2.28)
Ve

Boylece Q, P kanonoid c¢iftini belirlemis oluruz. Simdi de Hamilton hareket
denklemlerini degismez birakan K(Q,P,t) fonksiyonunu bulmaya calisalim. K(Q,P,t)

fonksiyonu Q = Z_E ve P= —% esitliklerini saglamak zorundadir. Dolayis1 ile

K_
S ——pp+?

= pe” +gpe”
oQ /4

=—pge” + 9 ge” + gpe”

~ 9 e (2.29)



oK g

~=Q=qgp+gp+=Ge”" +gge”
P Q=dp+qp ’ q aq
=pe'p+q —ge” + 9 pe e’ +gge”, (2.30)
v
oK _
e +% p (2:31)
oK . "
X _p=ge 2.32
20 p=9 (2.32)
3
K=Pern 9 p (2.33)
3 2y
_aKac oK oc
’ dQ oP P aQ
0
oC
=ge’t=— 2.34
g - (2.34)
esitlikleri iddiamizi dogrulamais olur.
2. H= p?+ g€ t (, Hamilton fonksiyonu ile verilen bir sistemi g6z oniine alalim.
Sistemin hareket denklemleri
oH . OH
aq op

ve hareket sabiti ise,

10



C(g,p,t) = p+3ent (2.36)
y

ile verilsin. Dolayisiyla,
C(a, pt)=p+ge’t =—ge’" +ge”* =0 (237)
ifadesi, C(q, p,t) ’nin bir hareket sabiti oldugunu gosterir.

Boylece Q,P 0 =C q,p,t kosulu saglandig1 bilindiginden, P = p oldugunu kabul

ederek Q’ yu bulmaya calisalim. Bu durumda (2.26) ifadesini tekrar goz oniine alinip,

esitligin her tarafinin integrali alindiginda

Q=gp+-ge" (2.38)
e
ifadesi bulunmus olur. Dolayisiyla Q,P kanonoid ¢iftini belirlemis oluruz. Simdi de

Hamilton hareket denklemlerini degismez birakan K(Q,P,t) fonksiyonunu bulmaya

calisalim. K(Q,P,t) fonksiyonu, Q = Z—E ve P= —% esitliklerini saglamak zorundadir.

. K
po K _ e 2.39
20 p=-g (2.39)
ve
9= _p2, Iper (2.40)
oP 4
3 2
K=P 9P o goen (2.41)
3 y 2

Bu iki 6rnek gostermistir ki, ortak hareket sabitine sahip sistemler, ayn1 zamanda ortak

bir kanonoid doniisiime de sahiptir.

11



Teorem 2.2

(9, p,t) > (Q,P,t) doniisiimiiniin biitiin Hamilton fonksiyonlarmma gore kanonoid

olmasi i¢in gerek ve yeter sart;

Q,P = sabit (242)

olmasidir [Leubner ve Monika 1984].

ispat:

Yeni degiskenler cinsinden yazilmis Hamilton hareket denklemleri

P:-%, Q:ﬁ (2.43)
oQ oP
seklinde yazilip, her iki tarafin ¢apraz tiirevleri alindiginda
ooK__ P 2K _Q 2.4

PoQ P QP Q
esitligi elde ederiz. Dolayisiyla gapraz tiirevli terimler esit olmak zorunda oldugundan

@4_@—0

oQ oP (2.45)

esitligini bulmus oluruz. Burada
Q=QH , P=PH (2.46)

seklinde olup acik halleri

12



Y= S 2.47

0 oq op op oq (247

p_OPOH_oPoH (2.48)
oq op  op oq

oldugundan;

0 (3QaH QoM ), o (PaH aPaH) (2.49)
oQlog op opog) oPlog op oIp oq
buluruz. Bu adimdan devam ederek;
H(oQ, 00P) H(0XQ 2P (2.50)
oqloQ op OP op oploQoq oP aq

ifadesini elde ederiz. (2.50) esitligini, segilen biitiin Hamilton fonksiyonlari i¢in gegerli
olmasini istersek; parantezli terimlerin her birinin sifir olmas1 gerekir. (2.50) esitliginde

gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra

— QP =0, — QP =0 (2.51)

ifadelerini elde ederiz ki, bu sonugta bize Q,P =sabit oldugunu soyler.

Tanim 2.2

Q,P =1 6zel sartin1 saglayan kanonoid déniisiimlere kanonik doniisiim denir.

Ornek:

1. Iki koordinat takimi arasindaki doniisiim su sekilde verilsin

13



1 1 1
Q= In(1+q2.cos p ]; P:2.[1+q2.cos p J.qz.sin p (2.52)

Bu doniistiimiin kanonik oldugunu gosterelim; Bu doniisiimiin kanonik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart Q,P =1 olmasidir. Dolayisiyla bu ifadeyi daha agik

_RQ P QP _,

P == —= 2.53
0 aq op Ip oq (259
seklinde yazip, (52) ifadelerinden gerekli tiirevler alinirsa,
1 1
2 -
6Q 7P oQ  —Qg2.sin p
az—l , o (2.54)
1+q2.cos p P 1+q2.cos p
oP = oP Z
—=q?2.sin p +sin 2p , —=2.0%.cos p +2q.cos 2p (2.55)
aq op

Ifadelerini elde etmis oluruz. Dolayisiyla, (2.54) ve (2.55) denklemlerini (2.53)

denkleminde yerine yazdigimizda,

1 1
g2.cos p sin® p g2.cos p sin® p

Q,P =cos’ p - - +sin® p + - =1 (2.56)
1+02.cos p 1+02.c0s p
oldugundan verilen iki koordinat takim1 arasindaki doniistim kanoniktir.
2. n =2 serbestlik dereceli bir sistemde verilen
Q=a, R=p-2p,
Q,=p,, B,=-20-q, (2.57)
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doniisiimlerinin kanonik oldugunu gésterelim. Oncelikle kanonikligi gdstermemiz icin

(2.57) ifadesinin ters doniistimlerini yazarsak;

qle, q2 :_2Q1_P2

1

p,=R+2Q,, p,=Q, (2.58)

seklinde yazilir. Verilen doniigiimlerin kanonik olmasi igin gerek ve yeter sart
Q,P =1 olmas: yeterlidir. Dolayisiyla bu ifadeyi n=2 serbestlik dereceli sistemler

icin daha agik olarak

_0Q R 0Q R QR QR

Q,p =4 . . . (2.59)
"1 dq, op, op, oq, ad, op, op, au,

ve

o,.p =% P Q ok Q k_ NQ kK
*°% o4, op, op, 64, &g Op, p, oq

(2.60)

seklinde yazilir. Dolayisiyla, (2.57) ve (2.58) ifadelerini Poisson parantez agilimlar
olan (2.59) ve (2.60) denklemlerinde yerlerine yazildigimnda Q,B =1, Q,R, =1

oldugundan verilen doniisiimler kanoniktir.

3. Iki koordinat takim1 arasindaki déniisiim su sekilde verilsin
1.
Q= |09(aSln( p)). P=qcot(p) (2.61)

Bu doniistimiin kanonik oldugunu gosterelim; Bu doniisiimiin kanonik olmasi i¢in gerek

ve yeter sart Q,P =1 olmasidir. Dolayisiyla bu ifadeyi daha agik

15



op QP QP _

: : (2.62)
oq op op oq

seklinde yazip, (2.61) ifadelerinden gerekli tiirevler alinirsa,

@:_1 oQ

=, —=cot(p)
oq q op
ve

P _cot(py, F-__4
2

o sini(p) (263)

ifadelerini elde ederiz. Simdi de (2.61) ifadesinin ters doniisiimlerini yazarsak;

-Q -Q
q=esin(p) = ¢ ¢

\/1+cot2(p) _\/1+(Z)2 ,

p=Arc cos(PeQ)

(2.64)
seklinde yazilir. (2.64) ifadelerinden

aq q q

=— , — =-—cot 2.65
20" sini(p) P (p) (2.65)

P p

=cot(p), =—= 2.66

20 O : (2.66)

Seklinde tlirevler alinarak Poisson parantez agilimi olan (2.62) denkleminde yerlerine

yazildiginda Q,P =1, qg,p =1 oldugundan verilen doniisimler kanoniktir.
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4. « -bir sabit olmak iizere bir serbestlik dereceli sistem igin,

2 2
Q=Arctan| 29| P29 |1, P (2.67)

doniistimlerinin kanonik oldugunu gosterelim. Bu doéniisiimiin kanonik olmasi igin

gerek ve yeter sart Q,P =1 olmasidir. Dolayisiyla bu ifadeyi daha agik

_RQ P QP _,

P ==, —= 2.68
0 aq dp Ip aq (2.5
seklinde yazip, (2.67) ifadelerinden gerekli tiirevler alinirsa,
2 2ap2 2" 2 2ap2 2 (2.69)
oqd  p°+a“q op P +a“q
ve
kPP (2.70)
p a 0
ifadelerini elde ederiz. Simdi de (2.67) ifadesinin ters doniisiimlerini yazarsak;
2P .
q= ,f—sm(Q), p =+/2aP cos(Q) (2.71)
a
seklinde yazilir. (2.71) ifadelerinden gerekli tiirevler aldigimizda
a_q = E COS(Q) , a_q = —l (2.72)
o0Q o oP p2
aq(l+——)
aq

ve

17



P _ p N S ot (2.73)
oP 5 p? Q
aq”(+—5—)

Otzq

elde ederiz. Dolayisiyla (2.69) ve (2.70) denklemleri ile (2.72) ve (2.73) denklemlerini

Poisson parantez agilimi olan (2.68) denkleminde yerlerine yazildiginda Q ,P =1,

g,p =1 oldugundan verilen doniisiimler kanoniktir.
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3. KLASIK FAZ UZAYINDA KUANTUM MEKANIGi

Bu tezin baslica onerisi, Weyl’in kovaryant faz uzay1 formalizmi dahilinde, kuantum
kanonoid ve kanonik doniisiimlerin formiile edilmesidir. Bu formiilasyon kuruldugunda,
Oonemli bir lineer olmayan kanonik doniisiim olarak, eylem-a¢1 degiskenlerinin kuantum

mekaniksel versiyonunu da formiile etmek miimkiin olacaktir.

Kuantumlamanin ii¢ ana yolu vardir. f/ki, 1920’lerde Heisenberg, Scrodinger, Dirac ve
digerleri tarafindan gelistirilen, Hilbert uzayinda operatorleri kullanan ve kuantum
dilinde “standart” ad1 ile anilandir. Ikincisi, yol integrallerine dayanir ve Dirac (1933)
tarafindan tasarlanip Feynman tarafindan insa edilmistir. Uciincii olan1 ise, Wigner’in
yari-dagilim fonksiyonuna (1932) ve Hilbert uzaymdaki kuantum mekaniksel
operatorler ile faz uzayindaki alisilmis sayisal (c-number) fonksiyonlar arasindaki Weyl
karsilama ilkesine dayanan faz-uzay1 formiilasyonudur. Son ¢eyrek yiizyilda, kuantum

mekaniginin bu ii¢lincli formiilasyonunun dikkate deger bir etkisi ortaya ¢cikmustir.

Konum ve momentun sayisal (c-number) fonksiyonlar oldugundan tipki klasik
mekanikte oldugu gibi kuantum mekaniginde de faz-uzayr kavrami tanimlanabilir,
dolayis1 ile kanonik doniisiimler uygulanabilir. Kanonik doniisiimler, giicii kuantum
mekaniginde tam olarak fark edilmemis olmasma ragmen klasik mekanigin etkili
araclarindan biridir. Kanonik doniistimler kuantum mekaniginin gelisiminde de hayati
bir rol oynamistir. Doniigiimler teorisinin kuantum mekaniginin gelisimine katkist o
kadar biyiiktir ki, ¢ok yakin bir gelecekte kuantum mekaniginin, Poisson, Jacobi,
Poincare, Appell ve Hamilton tarafindan baglatilan, kanonik formalizmin yeni bir evresi

olan analitik dinamige benzer bir yapiya sahip olmasina neden olabilecektir.

Weyl kuantumlamasinin lineer doniistimler yaninda lineer olmayan kanonik doniisiimler
altinda da degigmezlik gostermesi, degisik Weyl gosterimlerinin uygun bir kanonik
doniistimle birbirlerine baglanmasina izin vererek, degismezlik kavramina daha genis
bir anlam kazandirmaktadir. Genisletilmis bu degismezlik kavrami ise Dirac-Jordan
doniisiim teorisinin, Weyl kuantumlamasinin Hilbert uzay1 gosterimleri olarak dogal bir
sekilde ortaya ¢ikmasina olanak vermektedir. Dirac’in kuantum mekanigini formiile

ederken en biiyiik amaglarindan biri, klasik mekanik ile baglantilarinin arastirilmasi idi.

19



Dirac bu yiizden her iki mekanigi kanonik doniigiimler cinsinden anlamaya calisti.
Bugiin konu iizerine yapilan ¢aligmalarda, Dirac’in hayal ettigi bag ortaya ¢ikmaya
baglamistir. Bu c¢alismalar kapsaminda ortaya konan klasik-kuantum kanonik
doniisiimlerdeki evrensellik ise, en azindan bazi sistemleri, es zamanli olarak hem klasik
hem de kuantum mekaniksel olarak inceleme imkani verdiginden, Dirac’in iinlii kitabi
The Principles of Quantum Mechanics’de bahsedilen klasik ve kuantum mekaniginin
ayni kaynaktan tiiretilebilmesinin gerceklestirilmesinde 6nemli bir adim anlamina

gelmektedir.

Bilindigi gibi, Schrodinger ve Heisenberg temsillerine bir alternatif olarak kuantum
mekaniginin faz uzay: tasviri tipki klasik mekanikte oldugu gibi pek ¢ok simplektik
teknigin uygulanabilmesine olanak vermektedir. Bu benzesimin bir avantaj1 olarak bazi
kuantum mekaniksel yapilarin tanimlanmasi, agiklanmasi ve yorumlanmasi daha kolay

olmaktadir.
3.1 Weyl Kuantumlamasi

Kuantum kanonoid-kanonik doéniisiimlerinin (QCT) kullanim alan1 kuantum faz
uzayidir. QCT’ler ve onlarin sayisal (c-number) faz-uzay gosterimleri arasinda bir
baglant1 olmas1 dogaldir. Verilen sayisal (c-number) faz-uzay monomiali q"p" (burada
m ve n negatif olmayan tamsayilardir.) ve onun simetrik olarak siralanmis Hilbert

uzayinda bulunan operatdrii, Fourier doniisiimii tarafindan belirlenir:

oo [T
! [ dodzdqdpF g, p grl” 0 PP ] 3.1)

27[2_

Bu ifade Weyl kuantumlamasi olarak adlandirilan kuantumlama tiiriidiir. Bunun tersi
olarak, verilen F §,p operatorii, faz uzay cekirdegi F @, p basitce asagidaki karst

gelmeyle ozellestirilir.

G—q, p—op (3.2)
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Burada F g, p nin simetrik olarak siralanmasi sart1 vardir.

3.2 Baz1 Sayisal (c-number) Fonksiyonlarin Kuantumlanma Halleri

>

O P
1- Fqp=agp > F Gp =5 ap+pq (3.3)

+ P4 (3.4)

A

3- Fqp=0°p> > F §p = 4 (35)

Genel kuantumlanma kurali ise

A .. 1 o amoan_r A
Fap=¢"p" - Fap==03 rgpg " =i

m
== P pg"pm =t nm>=0  (36)

bagintilar ile verilir.
3.3 Moyal (*) Carpim

Weyl - Wigner - Groenewold - Moyal (WWGM) formalizmi, kuantum mekanik
operatorleri ve sayisal (c-number) faz-uzay fonksiyonlari arasinda, ‘Wigner’in yari
kararli dagilim fonksiyonu’ ile ‘Weyl’in kars1 gelme kuralini’ temel alan
kuantumlamadir. Bu fonksiyonlarin ¢arpim kurali Groenewod-Moyal’in * - ¢arpimu ile

verilir.

Hilbert uzay: iginde operator ¢arpimina karsi gelen *- carpimi asagidaki ifade ile

verilir.
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" 3q ap-ap o
x=p2

Burada oklar tiirevlerin uygulama yoniinii gostermektedir.

* - carpiminin agik formu ise asagidaki sekildedir.

h h
Fap=*Gaqp =F(q+158p,p—l§6qj6(q, p)
h h
=G(q—156p,p+l§8qu(q,p)
h h
=G q—laap,pHan)F(q,p)

h h
=F|g+i-0p,p |G| q-1=-0p,
g > pp) (q > ppj

. ]
= F(q, p—|anjG(q, p+|§an

3.4 Moyal (* ) Carpiminin Ozellikleri

1-[F qp*Ga,p |*H q,p =F q,p *[G q,p *H q,p |
2-[F gpGaqp |*H q,p =[G q,p F gp |*H g,p

3-[FapGap]H ap

:{F(qﬂiap, p—|56qu(q+|Eap,p—|§6qﬂH g, p

22

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)



4-F q,p *G q,p *G* q,p =F q,p
5-[F d,p *G q,p ]*G* a,p =F q,p *[G a,p *G™ q,p |
6-F a,pGap=*G'qp=Faqp

7-[FapGapJ*H ap #F ¢p[Gap +H qp]

N - n. n-1
8- qxp’ =q'p —(Ejlhqw

n-1

n~-n nj.. g n~-n 1[ " -1 n }
10' —_— |h = — LS %) £ S sk
qnp +(2) pmq p > g*p + p*q

11-F q,p *=F(q+igap,p—igaq)

hoF . 1(.hY &F
=F , __a - — a
qurI26q p+2!(|2j o9’ P

2 A2 2
—iﬁﬁaq+l(—iﬁj 0 anz +(iﬁ)(—iﬁ) oF oqop +...
2! ap

2 0p 2 2)\ " 2)éqep

12- «F q,p :F(q—igap,pﬂgaqj

_hoF 1( .nY &°F
=F q,p —i-—op+—| -~ op?
P 2 09 P 2!( 2) g’ P
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)



13- #f q,p =[F q,p *]
14-F g*Gg=FqgGaq

I5-F p*Gp=FpGp

-1
16 - 2 papt cFupriml g
op op p
. % ap *zi[f qp *]
aq aq
18-i fxg :i*g+f*a—g
aq oq aq

19- f q *e9 9 PH A zf{q+ih9 g }egthq

2

3.5 Bazi1 Moyal Carpim Ornekleri

1_ eq+p *e_q_p:e( 2

24

ih < ih
q+6p)+p —[q—zap)—p
. €

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



in in h?
=qp—3q8q+5 pop +76q8p (3.29)

. - 2
3-*gp= qutﬂqaq—E pap+h—aqap (3.30)
2 2 4
in in
4-q*p=(q+56p)p=qp+3 (3.31)
i in
5- p*q=(p—36qjq=qp—5 (3.32)
. - 2
6- qz*z(q +%6pj(q+%6pj=q2+ihq8p—h75|02 (3.33)
. - 2
7 - *q? =(q—ﬂapj(q—@6p}q2 ingop - ap? (3.34)
2 2 4
8- q.q7+p° " =2ihp
0.+ p? " = 2ing (3.35)
1 in_ Y 1 in n?
9- Z#=|qQq+—0p| ==———0p——=0p° +.. 3.36
q (q+2pj q 27 " g ® " 53
1 in_ Y 1 in n?
K (quJ q 27 P 2@ ™ &30

2
11- g?=ef xe” Z[(qzﬂhq—%Jep}e‘p

p-"zq in_ Y in. )
—e 2 -0 in|lq+—op |-— |e P
(‘“2 pj ’ (‘“2 pj 4
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-2 1 12
=e 2 [q2+ihq8p—76p2+ihq—?ap—

in
S PO CHE T AN
=e 2 —ihq——+ihg+——— |e7P
(q A=ty

12- g?#ePxe P = g?xeP xe7P

:qz* P xeP :q2
- 2
13 - qz*ep:(q+%8pj e’

| g2 1 PR
=l q +|hqap—Zap e

2
:(qz +ihq—%jep

2
h_Je_p
4

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Sayisal (c-number) faz uzayr monomiallerinin - ¢arpimlari ile bunlarin goriintiilerinin

operator ¢carpimlari arasindaki iligki
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+0 ir . A

A —19 4-q +7 p—p

FapGap-= 21 [ dotedgan[F a,p +G q,p Jer” TP @ an)
T

—o0

izomorfizimi ile verilir.

A

AnD

Ornegin, q= p®ifadesi gp°ye giderken, gp = p ifadesi Gp° —ihgye gider ki bu da gp ve

p nin simetrik olarak diizenlenmis ¢arpimlarina esittir. Bu izomorfizim sayesinde, bazi

basit de- kuantumlama operasyonlarini pratik olarak yapmak miimkiin olabilmektedir.

. . . . ; . A o ih .
Ornegin simetrik olarak dilizenlenmemis p§ operatorii p*q=qp-— E) nin
kuantumlanmis  versiyonudur.  Bunun  tersi  olarak, sayisal  (c-number)

gp =% g* p+ p*q fonksiyonunun kuantumlanmis versiyonu — Gp+ p§ dir. Sonug

N |

olarak bu Ornekler, sayisal (c-number) fonksiyonunun Weyl kuantumlama
prosediiriiniin, otomatik olarak yildiz (*) c¢arpimlar1 cinsinden yazilmasina
indirgendigini kanitlar. Aynm1 zamanda, de-kuantumlama prosediiriiniin daha kolay

oldugu aciktir.

Genel kars1 gelme ilkesi asagidaki gonderimlerle 6zetlenebilir.
FapeFdp (3.42)
Fap+Gap«F GpGdpn (3.43)

Dolayis1 ile bu izomorfizm sayesinde Poisson ve kuantum parantezine karsi gelen
Moyal parantezi
M

Q,P"=in, QP"=Q*P-P*Q (3.44)

seklinde tanimlayabiliriz.
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3.6 Moyal Parantezinin Bazi Ozellikleri

1- qfqp " =ihopf (3.45)
2- pfap " =-ihogf (3.46)

3- fgp*gqp,.hagp =fap*gaqp,hagp

+fap.hap "*gaqp (3.47)
2 M
4-¢f" PPy qp *e*/lfqp =u+i f,u +% f, f,,uM
3 M M
+%{f, f,ofu™ } ;. (3.48)
M
M MM N oAn
5. (o TR o TR , O, fF = ih op"f (3.49)
n-tane
M
M M
6-4D, Py oo o f M, = —in "oq" f (3.50)
n-tane
7- f,9, #ih f,9 o (m=fxg—g=*f) (3.51)

8 - f,qveyapMzih f,qveyappburada

f,q , =-inopf ve f,p =inogf (3.52)
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seklinde yazilabilir. Kisaca Moyal parantezlerine asagidaki 6rnekler verilebilir.

1- 9,9°+p° ) =2ihp (3.53)

2- pgt+p? " =—2ing (3.54)
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4. MOYAL FORMALIZMINDE HAREKET DENKLEMLERI

Klasik faz uzayinda tanimlanmis reel degerli A @, p,t gibi bir fonksiyonumuz olsun.

Moyal parantezi ile donatilmis klasik faz uzayinda, A ¢, p,t fonksiyonunun zaman

icindeki degisimi Moyal parantezi cinsinden
Aqpt=[Agpt,Hap] (4.1)

ile verilir. Burada H q,p gercel degerli olup % ’dan bagimsizdir. Ayrica A ¢, p,t
fonksiyonu A q,p,t=t, =A, g,p baslangi¢ sartlarin1 saglar. Bu degisim 6zellikle

g, p degiskenleri i¢in
Qapt=[Qapt,Hap], .

p q1 plt :I:P qap’t ] H q1p ]q,p (4'2)
ile verilir. Burada Q q,p,t , P q,p,t degiskenleri

Qanpt=t =g Paq,pt=t =p (4.3)

baslangi¢ sartlarini saglar. (4.2) ve (4.3) denklemlerinden t=ty an1 i¢in

. 0
’ at:t :_H ) ’
Qa,p 0 0 g, p
. 0
Pqnpt=t, =——H q,p (4.4
aq

elde edilir. Bu son esitliklerin
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: 0
! at =—H ’Pl
Qapt=7HQ

; __90
Pq,npt = 8QH Q,P (4.5)

ile verilen klasik Hamilton denklemlerine ¢ok benzedigine dikkat edelim. Elde edilen bu
sonuglar kuantum mekaniksel dinamik bir sistemin, klasik faz uzayindaki karsiliginin
degisimine 6zdes oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla klasik mekanikteki kanonoidlik

ile Moyal formalizmindeki kanonoidlik kavrami tamamen birbirlerine 6zdestir.
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. TARTISMA VE SONUC

Kanonik ve kanonoid déniisiimler hem klasik hem de kuantum mekanigi agisindan
incelenerek Orneklendirilmis ve bu doniisimlerin Hamilton hareket denklemlerini
daha basit bir forma indirgemek igin kullanilan terslenebilen génderimler oldugu

gosterilmistir.

Bir doniisiimiin kanonik ve kanonoid olmasi igin gerek ve yeter sartlar bulunmustur.

Klasik mekanik ile kuantum mekanigini iliskilendiren Moyal formalizmi sayesinde,
dontisiimler teorisinde olduk¢a 6nemli bir yer tutan ve daha 6nce yapilmamis olan

kuantum kanonoid dontisiimler klasik faz uzayinda formiile edilmistir.

Kanonoid doniisiimlerde, Hamilton hareket denklemlerini degismez birakan yeni bir
Hamilton fonksiyonunun varligi yeterli olurken, kanonik doniisiimlerde, yeni
Hamilton fonksiyonunun varliginin yani sira yeni faz uzay1 degiskenlerinin Poisson

braketinin de degismez kalmasi gerektigi gosterilmistir.

Kanonik ve kanonoid doniisiimlerin tanimlarindan yararlanarak bir kiyaslama
yapilmis ve kanonik doniisiimlerin, kanonoid doniistimlerin 6zel bir alt sinift oldugu

sonucu ¢ikarilmstir.
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