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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

IKI VE UC BOYUTTA TOPOLOJIK YALITKANLAR

Ertugrul BASTIMUR

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Bekir Sitki KANDEMIR

Bu ¢alismada, iki ve ii¢ boyutta topolojik yalitkanlar ile kiy1 ve yilizey durumlari ¢alisilmigtur.
Ik olarak grafende siki-bag yaklasimi gdz oniine almmus ve diisiik enerji teorisinde Dirac
noktalar1 bulunmustur. Z topolojik yalitkanlar sinifinin bir {iyesi olan spinsiz Haldane modeli
tizerine analizler yapilmigtir. Daha sonra Kane-Mele modeli (QSHI) ki Z, topolojik yalitkanlar
sinifinin bir dyesidir, Rashba spin-orbit etkilesiminin varliginda ve yoklugunda irdelenmistir.
Rashba spin-orbit etkilesmesinin yoklugunda, Kane-Mele modelin spin up ve spin down igin
Haldane modeline benzemektedir ve helisel kiy1 durumlarma sahiptir. Ug boyutta topolojik
yalitkanlar 4 Z, degismez ile karakterize edilirler. Bu degismezlerden biri ‘giiclii’ veya ‘zayif’
topolojik yalitkanlardan hangisi oldugunu ayirt ederken digerleri katmanlarin yoniinii agiklayan
Miller indisleri gibi diisiiniilebilir. U¢ boyutta topolojik yalitkanin yiizey durumlar1 iki boyutlu
kristal momentumu ile tanimlanir. Yiizey durumlarinin elektronik yapisi grafene benzemektedir,

ancak ti¢ boyutta topolojik yalitkanlarda yalnizca bir Dirac noktas1 mevcuttur.

Eyliil 2019, 36 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Topolojik yalitkanlar, kiy1 durumlari, yiizey durumlari



ABSTRACT

Master Thesis

TOPOLOGICAL INSULATORS IN TWO AND THREE DIMENSIONS

Ertugrul BASTIMUR

Ankara University
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Depertmant of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Bekir Sitki KANDEMIR

In this study, topological insulators and their edge or surface states were worked in two and
three dimensions. First of all, tight-binding approximation were considered in graphene. Dirac
points in graphene were found with low energy theory. Spinless Haldane model which is
member of Z topological insulators class were examined. Haldane model has chiral edge states.
After that Kane-Mele model (QSHI) which is member of Z, topological insulators class, was
investigated in the presence of Rashba spin-orbit interaction and none. In the absence of
Rashba-spin orbit interaction, Kane-Mele model looks like Haldane model with spin up and
spin down, and have helical edge states. Topological insulators in three dimension are
characterized by 4 Z, topological invariants. One of these invariants distinguishes which is one
of the ‘strong’ or  weak’ topological insulators, while others can be thought of as Miller indices
describing the direction of the layers. Surface states of topological insulator in three dimension
defined by two dimensional crystal momentum. Electronic structure of surface states looks like

graphene but 3D topological insulators has just one Dirac point.
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1. GIRIS

Iki ve ii¢ boyutlu topolojik yalitkanlar, siradan bir yalitkan gibi bulk bant araligina sahip
olan ancak kiyr veya ylizeylerinde iletkenlik durumlarini koruyan elektronik
malzemelerdir. Bu kiy1 veya yiizey durumlarinin varligi, zaman-tersinme simetrisinin ve

spin-orbit etkilegsmeslerinin kombinasyonu nedeniyle miimkiindjir.

Son yillarda, spin-yoriinge etkilesmesinin topolojik yalitkanlik elektronik fazlarina yol
acmasinin kesfedilmesi sonucu yogun madde fiziginde yeni bir alan ortaya ¢ikmustir
(Kane ve Mele, 2005a, 2005b; Fu vd. 2007; Moore ve Balents, 2007; Roy, 2009b).
Daha sonraki c¢aligmalarda ger¢ek materyaller iizerinde bu fazlar Ongorilmiis ve
kesfedilmistir (Bernevig vd. 2006; Fu ve Kane, 2007; Konig vd. 2007; Hsieh vd. 2008,
Xia vd. 2009; Zhang vd. 2009). Topolojik yalitkan, siradan bir yalitkan gibi iletkenlik
ve degerlik bantlar1 arasinda bir enerji araligina sahiptir. Bununla birlikte iki boyutta
kiyisinda veya ii¢ boyutta ylizeyinde simetriler ile korunan bosluksuz durumlar
mevcuttur. Topolojik yalitkanlar, Chern yalitkanlar ve Z, yalitkanlar olarak iki farkli
tipte bulunurlar. Chern yalitkanlar da (Haldane modeli ve Tam sayili Kuantum Hall
Etkisi) zaman tersinme simetrisi bozulur. Kiral kenar durumlari mevcuttur. Z,
yalitkanlar da (kuantum spin Hall etkisi), zaman tersinme simetrisi korunur. Helisel
kenar durumlart vardir. Z, topolojik yalitkanlarin varligi, HgTe/CdTe kuantum
kuyularinda gozlenmistir. Zayif spin-orbit etkilesimine sahip grafen yerine giiclii spin-
orbit etkilesimine sahip agir elementler kullanma fikri sonucunda, Bernevig, Hughes ve
Zhang (BHZ) (Bernevig vd, 2006) tarafindan ortaya atilan HgTe/CdTe kuantum
kuyularimi dikkate alma fikri, Kuantum Spin Hall Yalitkanin fazinin deneysel kesfine
yol agmistir. Konig ve arkadaslari, kiyt durumlari nedeniyle olusan elektriksel

iletkenligi 6lgmiistiir. (Konig vd,, 2007)

2006 yazinda iic grup bagimsiz olarak Kuantum Spin Hall Yalitkan durumlarinin
topolojik karakterizasyonunun ii¢ boyutta genellestirmesini kesfetmistir. Moore ve
Balents ‘topolojik yalitkan’ terimini elektronik fazi tanimlamak i¢in bulmustur. (Moore
ve Balents, 2007) Fu, Kane ve Mele, bulk topolojik diizen ve iletken ylizey durumlari
arasinda baglant1 kurmustur (Fu vd, 2007). 2008 de, ilk ii¢ boyutlu topolojik yalitkan



Bi,_,Sb, deneysel olarak gozlenmistir (Hsieh vd. 2008). 2009 da Bi,Se; da igeren

ikinci-nesil topolojik yalitkanlar teorik ve deneysel olarak tespit edildi.

Matematiksel altyapi olarak kullanilan Dirac denklemi relativistik temel spin-1/2
parcaciklar icin kuantum mekaniksel bir denklemdir ve topolojik yalitkan alanina iki
acidan girer (P. A. M. Dirac, 1928). ilk olarak Topolojik yalitkanlarin biiyiik bir smifi,
giiclii spin-orbit ¢iftine sahiptirler ve relativistik olmayan limitte Dirac denkleminin bir
sonucudur (R. Winkler, 2003). Diger yandan Kuantum Spin Hall Etkisinin etkin
Hamiltoniyeni ve 1ii¢ boyutlu topolojik yalitkanlar, Dirac denkleminin 6zgiin

matematiksel yapisina sahiptirler.

Karbonun iki boyutlu allatropu olan grafen, iki boyutlu Kuantum Spin Hall
Yalitkanlarin konseptini kavramaya yarar ve grafendeki Dirac elektronlarinin fizigi ii¢

boyutlu topolojik yalitkanlara 6nemli paralellikler gosterir.



2. GRAFEN

Grafen, karbonun iki boyutta ilging bir formudur (Novoselov vd. 2005). Grafeni
elektronik olarak ilging yapan o6zellik, iletkenlik ve degerlik bantlarinin Brillouin
bolgesinde iki noktada birbirlerine dokunmasidir. Bu noktalar yakininda dispersiyon,
Dirac esitligi tarafindan tanimlanan (Divincenzo ve Mele, 1984) kiitlesiz relativistik
parcaciklarin lineer dispersiyonuna benzer. Karbon atomlarinin atomik-ince tabakasi
olan grafen, 2004 yilinda Manchester University (Novoselov vd. 2005) ve Columbia
(Zhang vd. 2005) iki grup tarafindan izole edilmistir. Grafende, Fermi hiz1 151k hizinin
yerini aldigr igin spin-orbit ¢ifti grafende ¢ok zayiftir. Relativistik-gibi davranislar
‘momentum-isospin’  eslesmesine yol acan bal petegi Orgiiniin yapisindan

kaynaklanmaktadir. Isospin, gercek elektronik spin degil alt sinif indeksidir.

2.1 Siki-Bag Modeli

O |

A
T
oF

T
\T/

Sekil 2.1 Grafenin bal petegi orgii yapisi. (Cayssol, 2013)



Sekil 2.1 de goriildiigi gibi grafen, i¢ ice gecmis sirasiyla A ve B olarak adlandirilan iki
ticgen alt Orgiiniin olusturdugu bal petegi yapisidir. Bu yapida yer alan karbon
atomlarmin her biri 6 elektrona sahiptir. 6 elektrondan 2 tanesi 1s i¢ kabugunu
doldurmaktadir, 3 elektron sp? konfigiirasyonunda ii¢ diizlem ici kovalent bag

yapmaktadir ve bir elektron p, orbitalini diizleme dik tutmaktadir.

Sik1 bag hamiltoniyeni
3
Ho = tz Z Ch(r + 84) Ca(ra) + H.C. 2.1)
rg a=1

seklinde olup, burada t iki komsu karbon atomu arasinda hoplama genligidir ve degeri
—2.7 eV dur. C,(7}) operatérii p, orbitalinde bir elektron yok eder. a = A, B alt
orgiilerini isaretlemektedir. r4 lizerinden alinan toplam, baz vektorleri tarafindan gerilen
licgen Bravais orgiisiinii olusturan A-bolgeleri iizerindendir. Uggen Bravais orgiisiinii

geren baz vektorleri,

a, = a(V/3,0) (2.2a)
a

a, = E(\/§, 3) (2.2b)

ile verilir. Denklem (2.2a) ve (2.2)’de yer alan a karbon-karbon baginin uzunlugudur ve
degeri 0.142 nm’dir.

6, vektorleri bir A’y1 {i¢ tane en yakin komsuluk B’ye baglar ve

8., = %(J_rx/?, 1) (2.3a)



55 = a(0,—1) (2.3b)

seklinde tanimlanir. Bir sonraki en yakin komsu atoma hoplama matrisi elemanlari, t

komsu atoma hoplama matrisi elemanlarindan ¢ok ¢ok kiigiik olmasi sebebiyle ihmal

edilebilir.

Denklem (2.1) ile verilen Hamiltoniyeni kdsegenlestirmek igin
1 —ikr;
%“”TWZG (Cal) (24)

seklindeki Fourier doniistimii kullanilir. Denklem (2.4)’de, a = A, B alt 6rgii indeksi ve
N toplam bolge sayisidir. Gerekli islemler ve diizenlemeler sonucu denklem (2.4)’de

yer alan Hamiltoniyen

Hy = )" €L ho()]as Co () 25)
k

halini alir ve momentum uzayinda yer alan bir Hamiltoniyene doniismiis olur. Denklem
(2.5)’de yer alan momentum k 1.Brillouin bolgesi ilizerine sinirlidir. Denklem (2.5)’de

ki Hamiltoniyen
ho(k) = dy(k)oy + dy(k)o, (2.6)

Bloch Hamiltoniyenidir ve altorgii izospini iizerinde rol oynar. Denklem (2.6)’ya,
denklem (2.2) tarafindan sadece koOsegen olmayan sigrama genlikleri eklenmistir.

Gergek fonksiyonlar d; (k) ve d, (k)



3

dy (k) + idy (k) = ¢ Z exp(iké,) 2.7)

a=1

olarak tanimlanir ve momentumun sirasiyla ¢ift ve tek fonksiyonlaridir. Bu denklem

tiim Brillouin bolgesi lizerindendir. Elektronik enerji spektrumu

EQR) = eo(k) + 1d(R)] = + Jd%(k) +d2(K) 2.8)

d = (d;,d,) vektoriniin boyu ile verilir. Enerji spektrumunun ‘-’ degerleri valans
bandini, ‘+’ degerleri iletkenlik bandini1 tamimlar ve E = 0 da bu bantlar simetriktir.
Sifir enerji A ve B alt orgiileri iizerindeki p, orbitallerin ortak enerjisine kars1 gelir.
Valans ve iletkenlik bantlari, d(k) = 0 denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilen Brillouin

bolgesinin izole noktalarinda birbirine deger. Ters uzayda,

41
3v3a

k=+K=+ (1,0) (2.9)

olarak bulunan esit olmayan iki tane Dirac noktasi mevcuttur. d(k) = 0 denkleminin
diger coziimleri denklem (2.9) da ki c¢oziimlerden birine ters orgli vektori ile
baglanabilirler dolayisiyla aymi fiziksel durumu tasvir ederler. d(k) = 0 denkleminin
izole ¢6ziimlerinin varligi, sistemin bosluklu olmasini 6nler (Cayssol, 2013). Denklem

(2.3a) ve denklem (2.3b) denklem (2.9) da kullanilir ise degme noktalar1 K igin

2T
Ké; = Y (2.10)

K8, = —— (2.11)



K&;=0 (2.12)

seklinde elde edilirken, K’ icin ise

2m
21
K'S, = —K8, =5 (2.14)

olarak gosterilir.
2.2 Dirac Noktalar1 Civarinda Diisiik Enerji Etkin Teorisi

Dirac noktalar1 civarinda tek parcacikli durum i¢in diisiik enerji teoremi goz Oniine
alindiginda, sifir enerjilerine yakin noktalarda (|gqla << 1) momentum k = +K + q
formundadir ve bu durumlar i¢in yoketme operatorii C,4x(q) = C,(£K + q) halini
alir. q = (qx, qy) Dirac noktalarindan kii¢iik momentum sapmasidir. k = éK (¢ = £1)

yakininda diisiik enerji uyarimlarini agiklayan Hamiltoniyen,

(§K) _ t t 0 $qx — i%/) <CA5K(q)>
H, Vg Z(CAfK(q) Coex (D)) < £q0 + iq, 0 Coux (@) (2.16)

ile verilirken burada vp = (— 3/2)at Fermi hizidir ve degeri yaklasik olarak ¢/300diir.
Fermi hiz1 basit olarak Brillouin bolgesi biyiikligi 1/a ile bolinmis t bant

genisligidir.

C;r (q@) = (C :{K C ;rK C j_ k C g_ K) spinor gosterimi  kullanilirsa, tek bir elektron

Hamiltoniyeni,



4
Hy = Z Z C;(‘I) [VF(QxU1T3 + anz)]aﬁcﬁ(tﬂ (2.18)
q

a,f=1

seklinde olup tam olarak sifir kiitleli spin-% relativistik parcaciklar1 tanimlayan Dirac

Hamiltoniyenidir. Denklem (2.18)’de 73 K,—K Dirac noktalarina etki eden Pauli

matrisidir. Denklem (2.18)’den elde edilen enerjinin dagilim bagintisi,

E(q) = vrlql (2.19)
kiitlesiz relativistik parcaciklarin 1s1k hiz1 yerine Fermi hiz1 almis halidir.
2.3 Simetriler: Uzay Inversiyon Ve Zaman Tersinme

Dirac noktalari, temel simetrilere uyuldugu ve spin-orbit etkilesimleri zayif oldugu
stirece oldukca dayaniklidir (Bernevig, 2013). Uyulmasi gereken temel simetriler uzay

inversiyon simetrisi P ve zaman tersinme simetrisi 7" dir.

Zaman tersinme simetrisi,
0 = exp(in S, /h) K (2.20)

anti-iiniter operatorii ile temsil edilir. Denklem (2.20)’de, S,, spin operatdrii ve K
kompleks eslenik islemini gostermektedir. Spin-% elektronlar i¢in zaman tersinme

operatorii, @2 = —1 ozelligine sahiptir. Bu sonu¢ Kramers teoremine yol agar. T
degismez hamiltoniyenin tiim O6zdurumlar1t en az iki kat dejeneredir. Spin-orbit
etkilesimlerin yoklugunda, Kramers dejenereligi basitge up ve down spinlerin

dejenereligidir.



T degismez Bloch hamiltoniyeni

Oh(k)®~! = h(—k) (2.21)

denklemini saglar.



3. TOPOLOJIiK DEGiISMEZLER

Topolojik yalitkanlar i¢in iki topolojik degismez smifi mevcuttur. Bir tanesi tiim
tamsayilardan olusan Z grubunun elemanlari ile, digeri 0 ve 1 ya da 1 ve —1 den olusan

Z, grubunun elemanlar1 ile karakterize edilir.

3.1 Bloch Teoremi Ve Bant Teorisi

Bir Bloch dalgas1 veya Bloch durumu, periyodik potansiyeldeki bir elektronun dalga
fonksiyonudur. Bloch Teoremi, periyodik potansiyeldeki H(r) = H(r + R)

formundaki bir Hamiltoniyenin

|¢n,k(r)> = eikrlun,k(r)) 3.1)

seklinde olmas1 gerektigini soyler. Denklem (3.1)’de, u, (1) kristal ile aym
periyodiklige sahip periyodik bir fonksiyondur. wu,,(r), H(k) = e *3 (r)e"

Hamiltoniyeninin hiicre periyodik 6zdurumudur ve

H(k)lun,k(r» = En,k(k)lun,k(r)) (3.2)

bu hamiltoniyene karsi gelen 6zdeger denklemidir. Denklem (3.2)’de yer alan enerji
ozdegerleri E, (k) = E,,(k + K), ters orgii vektoriiniin periyodikligi K ile periyodiktir.
n indeksine kars1 gelen her bir enerji k dalga vektorii ile siirekli degisir ve band indeksi
n ile tanimlanan bir enerji band1 seklini alir. Verilen n igin 6zdegerler k da periyodiktir;
E,(k)’nin tim farkli degerleri ters orgiiniin ilk Brillouin bolgesinde yereldir (Kittel,
1996). Pauli digarlama ilkesine gore her seviye yalnizca bir elektron tarafindan
doldurulabilir. Isgal edilen en yiiksek seviye Fermi seviyesi ya da Fermi enerjisi olarak

adlandirilir. Fermi seviyesi yakinlarinda, band kismen dolu ise bu metalik durumdur.

10



Eger degerlik bandi tamamen dolu ise ve iletkenlik bandi bos ise, iki band arasinda

enerji boslugu vardir ve bu yalitkanlik durumudur.

3.2 Berry Faz1

Berry fazi dongiisel bir adiyabatik evrimde ortaya ¢ikar. Kuantum adiyabatik teoremi,
t’yi degistiren bir R parametresine baghh H (R (t)) oldugunda gecerlidir. Eger n.
Ozdeger &, (R (t)) yol boyunca (C kapali yolu) her yerde dejenere olmadan kalirsa ve t
yeteri kadar yavas ise, ozaman baslangigta |un(R(O))) 0zdurumunda olan sistem, bir

faza kadar siire¢ boyunca ani bir |un (R (t))) O0zdurumunda kalacaktir. Faz ile ilgili, t

anindaki durum, (Sakurai, 2005 Modern Quantum)

. t
9(0) = " Vexp |~ [ dt’ (RO |[un(RO)) (3.3)
0
ve
007e(®) = i(un (D1, un (D) G4

seklinde olup denklem (3.3)’de yer alan ikinci iistel terim dinamik faz faktoridiir.

Parametre uzayinda faz faktortii,

Ye = f dR A, (R) (3.5)
C

yol integrali olarak ifade edilebilir. Denklem (3.5)’de ki A,,(R) vektorii,

11



A, (R) = i{u,(RW®)|Vr|un (R(®))) (3.6)

halinde olup Berry vektor potansiyeli ya da Berry baglantisi olarak adlandirilir. A, (R)

Berry bagintis1 ayara bagl oldugundan,

|un(R())) = eXO]u, (R(D))) (3.7

denkleminde yer alan ayar doniisiimii uygulanirsa, Berry bagintisi,
An(R) = An(R) - VRX (38)

halini alir. Y, fazi baslangi¢c ve bitis noktalarina gore degisecektir. Kapali bir C yolu

boyunca sistemin ¢evrimsel evriminden dolayz,

x(R(t=T)) —x(R(t = 0)) = 2mm (3.9

olup m bir tam sayidir. Bu nedenle, kapali bir C yolu boyunca y,

Ye = j@ dRA,(R) (3.10)
c

ayardan bagimsizdir ve Berry fazi olarak bilinir. Stokes teoremi ile y,

Ye = deQ(R) (3.11)
S
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alan integrali olarak ifade edilebilir ve Berry egriligi, Berry bagintisindan,

Q"(R) = Vg X A,(R) (3.12)

olarak tanimlanabilir. Berry egriligi, Berry fazindan tiiretilen rank-2 bir tensordiir ve

0, (R) = 1((3,100 ()]0, (R) - (@y1ta (B[00 (R) (313)

tensoriin bilesenleri olup bu denklemde d/dR,, = 0, gdsterimi kullanilmustir.

Bloch bandinda, Berry egriligi,

0 (k) = Vie X (upn (B) [V |u, (k) (3.14)

olarak tanimlidir.

3.3 Chern Sayis1

Oxy =N e?/h ile karakterize edilen Kuantum Hall durumu ile siradan yalitkan
arasindaki fark, Thouless, Kohmoto, Nightingale ve den Nijs (TKNN) (Thouless vd.
1982) tarafindan topoloji meselesi olarak agiklanmustir. Iki boyutlu bant yapis k kristal
momentumundan (Torus tizerinde tanimli) h(k) Bloch Hamiltoniyenine gonderimdir.
Bosluklu bant yapilar1 enerji araligin1 kapatmadan siirekli birbirine deforme olabilirken
h(k)’nin esdegerlik simiflar1 géz Oniine alinarak siniflandirilabilir. Bu smiflar Chern

degismezi denilen, n € Z (Z tamsayilar kiimesi) topolojik degismez ile ayirt edilebilir.
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k kapali bir ilmek etrafinda tasinirken, |u,,, (k)) A,, nin ¢izgi integrali tarafindan verilen

bir Berry fazi kazanir. Chern degismezi, Brillouin bolgesindeki toplam Berry akisinin
1 2
Ny = Ef d*kF,, (3.15)

yiizey integralidir ve burada Berry akis1 F,, =V X 4,, olarak ifade edilir. Toplam

Chern sayisi,

N
n= > ny, (3.16)

seklinde olup kisaca tiim iggal edilen bantlar {izerinden toplamdir.
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4. iKi BOYUTTA TOPOLOJIK YALITKANLAR

4.1 iki Bant Modeli

Grafen, bal petegi oOrgilisiindeki birim hiicrede birbirine esdeger atom {lizerindeki p,

orbitalleri i¢in iki bant modelini kullanir. Bloch Hamiltoniyeni

h(k) = €y(k)og + dy(k)oy + dy (K)o, + d3(k)os = €y(k)oy + d(k).o (4.1)

olup, 2x2 bir matristir.

4.2 Haldane Modeli

Dirac noktalarindaki dejenerelikler, P ve T simetrileri tarafindan korunurlar. Haldane
modelinde, biyiikliik olarak sifir olan ve orgli tizerinde tam simetriye sahip olan bir
manyetik alan eklenerek T simetrisinin kirilmasi dolayisiyla dejenereligin kaldirilmasi
diisiiniilmistiir. Sekil 4.1 de goriilen a, b ve ¢ bolgelerine T simetrisi toplami sifir olacak

sekilde bolgesel akilarin eklenmesi ile kirilabilir.
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Sekil 4.1 Haldane modelinin balpetegi 6rgii yapisi. (Shen,2012)

Orgii, A ve B alt orgii bolgeleri olmak iizere ¢ift taraflidir. En yakin komsuluklar
arasindaki hoplama terimi t; birlesik hat iizerindeyken, sonraki en yakin komsuluklar
arasindaki hoplama terimi ¢, kesikli hat iizerindendir. A yerindeki enerji M ve B
yerindeki enerji —M, A ve B altorgiilerindeki inversiyon simetrisini kirmak igin
dahildir. Haldane, orgiiye dik periyodik bir manyetik B(r) akisi eklemistir. a, b, ¢
varsayimsal bolgeler olmak tlizere: ¢, a bolgelerinndeki aki, ¢, b bolgelerindeki aki, ¢

¢ bolgelerindeki akidir. Bu akilar nedeniyle t; etkilenmez ancak ¢,,

2T
b= b0 (2¢q + ¢p) (4.2)
0

seklinde bir faz kazanir. Denklem (4.2)’de ¢, birim manyetik aki1 olmak iizere a,b ve ¢

bolgesindeki akilar arasinda

ba =~y (4.3a)
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$. =0 (4.3b)

iliskisi mevcuttur. Sistemi temsil eden Hamiltoniyen

H = MZ eClc +t, z e+t 2 e~ CIC, (4.4)
i

<i,j> <L j»
seklinde olup i indisinin A ve B altorgii temsillerine gore €4 Ve €p
i=A->¢g =1 (4.5a)
i=B-oeg=-1 (4.5b)

degerlerini alir.

Denklem (4.4)’de, ilk terim kiitle terimi, son terim en yakin ikinci komsuluk terimidir,

v;j = 1 bazdir. En yakin komguluk bolgelerini,

b1 =a; — a3 (46a)
bz = a3 —aq (46b)
b3 =a;—Qa (46C)
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vektorleri birbirine baglar. Denklem (4.4)’de yer alan Hamiltoniyene Fourier doniistimii

uygulanarak momentum uzayina gegilebilir. Momentum uzayinda taniml

1<«

C,(r) = —z e ¢, (4.7a)
VN £

clr) = LZ e~ikr ct (4.7b)
VN £ ’

operatorleri sirasiyla yok etme ve yaratma operatorleridir. Bu operatorler cinsinden

momentum uzayinda yer alan Hamiltoniyen

H= Z(CII,A C]I,B) (CCL Z) (Ck’A> (4.8)
K

Cr.p

seklindedir ve bu hamiltoniyende

R=(* 1) (4.9)

Bloch Hamiltoniyenidir. Denklem (4.9)’da ki Bloch matrisinin bilesenleri sirasiyla,

a=M+2t, <cos ¢ Z cos(kb;) — sin ¢ Z sin(kbi)> (4.10)
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b=t Z(cos(kai) _ isin(kay)) (4.11)

L

c=t; Z(cos(kai) + isin(ka;)) (4.12)

d=—-M+2t, <cos ¢ Z cos(kb;) + sin¢ z sin(kbi)> (4.13)

olup (ay,a,,a;) B bolgesinden li¢ komsu A bolgesine yer degistirmelerdir. Bloch

hamiltoniyeni sonug olarak
h(k) = d;(k)o; (4.14)

formunda ifade edilir. Bloch Hamiltoniyeni Dirac noktalarinda k i¢in seriye agilirsa, K

noktasi i¢in
3
h, = h(K + k) = =3t,cos ¢ + Eatl(—kxal — ky0,) + (M + 3V3t, sin ¢) o3 (4.15)

elde edilirken K’ noktasi icin ise

3
h_=h(K' +k)=-3t,cos¢ + Eaf:l(kxa1 — kyo,) + (M — 3V3t,sing)o;  (4.16)
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ifadeleri elde edilir. Denklem (4.15) ve denklem (4.16) g6z 6niine alindiginda M +
3v/3t, sin ¢ Haldane kiitle terimidir ve K ile K’ vadilerinde isaret degistirmistir.
3/3t, sin ¢ topolojik kiitledir.
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5. KUANTUM SPIN HALL YALITKAN
5.1 Kane-Mele Modeli

Haldane modeli spinsiz fermiyonlar i¢in gegerlidir. 2005°de C. L. Kane ve E. G. Mele
tarafindan, Haldane modelinin zaman-tersinme degismezIligini bozmayan spin-orbit
yoluyla spini i¢eren bir genellemesi onerildi (Kane ve Mele, 2005a). Spin-orbit ¢iftinin
varhiginda, grafenin Dirac noktalar1 uzay inversiyon ve zaman-tersinme simetrileri
tarafindan korunmaktadir. Igsel spin-orbit ¢ifti, bu simetrileri bozmadan Dirac
noktalarinda bosluk agarlar. Sonugtaki yalitkan, kuantum spin Hall yalitkan1 (QSHI)
olarak adlandirilir.

Kane-Mele modeli i¢cin Hamiltoniyen

H =t Z CLTC"] + i/150 Z Vij CiTSZC}' + l}{R z Ci-l_(s X dij)z C]

<i,j> i, j» <i,j>

42, z 5cic, (5.1)
i

seklinde verilirken bu Hamiltoniyende ilk terim ler = (CJT, C;'rl olmak iizere en yakin

komsuluk hoplama terimidir. Denklem (5.1)’de ikinci terim, spin bagimli ikinci
komsulugu igeren ayna simetrik spin-orbit etkilesmesidir. Ag, igsel spin-orbit coupling
genligidir. v;; = *1 elektronun i’den j’ye gecip gegmedigine bagl olarak sag igin +1
ve sol i¢in —1 olur. Pauli matrisleri s; elektron spinini tanimlar. Uciincii terim agikca
z = —z ayna simetrisini ihlal eden en yakin komsuluk Rashba terimidir. 1z Rashba
spin-orbit coupling genligidir. Son terim, altérgii potansiyelidir. Rashba teriminin
eklenmesi, s, artik korunmadigi ve spin-up ve spin-down elektronlar birlikte ¢iftlendigi

icin sistemi daha karisik hale getirmektedir.
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Hamiltoniyen kosegenlestirildikten sonra,

5 5
H(k) = z d, ()T + Z d,, (k)rab (5.2)

a<b=1

formunda olup Dirac matrisleri cinsinden ifade edilebilirken buradaki 5 Dirac matrisi,
I = (0, ® 50,0, ® 50,0y ® 55,0, @ 5y,0, ®s;) (5.3)

seklindedir. Denklem (5.3)’de a; Pauli matrisleri altérgii indislerini gostermektedir.
Denklem (5.2)’de yer alan ['%?,

1
[ab 48 > [T4,TP] (5.4)

I'% ve I'? arasindaki komiitasyon bagmtisidir.. Bu temsilde, zaman-tersinme operatorii

6= i(ao X sy)K olmak tizere,
eree-1 =re (5.5)
bes Dirac matrisi zaman-tersinmesi altinda ¢ift say1 iken,

@reb@-1 = _rab (5.6)
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on komiitator ise tek sayidir. Zaman-tersinme altinda degismez bir Hamiltoniyen igin,

katsayilar.
da(=k) = dg(k) (5.7a)
dap(—k) = —dgp (k) (5.7b)

iligkilerini saglamalidir. Kane-Mele modelindeki katsayilar,

di=t (1 + 2 cos%cos @) (5.8a)
d; = Ay (5.8b)
d; = Ag (1 — cos%cos \/§2ky> (5.8¢)
d, = —V324 sin%sin \/§2ky (5.8d)
dy, = —2t cos%sin \/§2ky (5.8¢e)
dis = Aso (2 sink, — 4 sin%cos \/§2ky> (5.8f)
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ky . 3k,

dyz = =g cos7sin > (5.89)
ke 3k
dys = V324 sin%cos > L4 (5.8h)

seklinde olup, bu esitlikler dort enerji band1 vermektedir. En alt iki bant tam doluyken,
iistteki iki bant ve alttaki iki bant arasinda enerji boslugu varsa sistem yalitkandir.

Denklem (5.1)’de Az = 0 oldugunda,

H = Z H, (5.9)

olup, Hamiltoniyen spin-up ve spin-down seklinde iki bagimsiz pargaya ayrisir ve

Hamiltoniyen
H, =t Z Cl.Crs + isso Z v, ClGis + sz §ClLCs (5.10)
<i,j> Ki,j>> i

halini alir. Denklem (5.10) kisaca, Haldane modelinin up ve down spinler igin zit
isaretli kopyasidir. Bu durum T simetrisini ihlal etmez ¢linkii zaman tersinme simetrisi,
hem spin hem de Kuantum Hall iletkenligini tersyiliz eder. s, korunmazken, Kuantum
Spin Hall yalitkaninda kiyt durumlari, spin korunumu Kramer dejenereligi tarafindan
ihlal edilse bile saglamdir. Bu nedenle kuantum spin hall yalitkani topolojik faz olarak

belirlenmistir (Kane ve Mele, 2005a).

Kuantum spin hall kiy1 durumlar1 énemli bir spin filtreli 6zellige sahiptirler; up spinler
bir yonde yayilir, down spinler diger yonde yayilir. Helissel olarak isimlendirilen kiy1
durumlar1 (Wu, Bernevig, ve Zhang, 2006) ‘helisiti’ olarak bilinen bir par¢acigin spin

ve momentumu arasindaki korelasyona benzer.
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6. KIYI DURUMLARI
p momentumunda —Bp? kuadratik diizeltme terimi i¢ceren modifiye Dirac denklemi
H = vp.o + (mv? — Bp?)p (6.1)

seklinde olup burada mv? parcacigin bant araligi ve sirastyla m ve v kiitle ve hizm

boyutlaridir. iki boyutta, denklem (6.1)
hy = vp,0, £ vp,0, + (mv* — Bp?)o, (6.2)

iki bagimsiz denklem formunu alir. Denklemin bu iki altkiimesi, o; = —a; Ve p; = —p;
dontigiimleri altinda zaman tersinme simetrisini bozarlar. x = 0 da bagli yari-sonsuz bir
diizlem de, p, = 0 da, 2-boyutlu denklem, 1-boyutlu denklem ile ayn1 ¢dziime sahiptir.
Bagli durumlarin ¢oziimlerinin x-bagimli kismi 1-boyutla ayni1 forma sahiptir.
Boylelikle iki 1-boyutlu {i;,¥,} ¢6ziimleri baz olarak kullanilir. y-bagimh kisim
AHyp = vpya, — Bpf,[)’ 1-boyutlu hamiltoniyen pertiirbasyonu olarak kabul edilir. Bu

yolla, helisel kiy1 durumlari i¢in

|91)

|¢2)> = vpysgn(B)a, (6.3)

Hepr = ((1IJ1I,<IIJ2|)AH<

1-boyutlu etkin modele sahip olunur. Bu etkin modeldeki isarete bagli B ayrica eger
B = 0 olursa helisel kenar durumlarinin kayboldugu gergegini yansitir. Sinirdaki bagl

durumlar i¢in dagilim iligkisi

€, ==V 6.4
P Py (6.4)
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seklindedir. Elektronlar iki farkli durumda sirasiyla pozitif (+v) ve negatif (—v) hiza
sahip olacaktirlar ve bir ¢ift helisel kenar durumu formundadirlar. Béylece 2-boyutlu

denklem kuantum spin Hall sistemini tanimlayabilir.

Iki boyutlu denklemin kiy1 durumlarmin tam ¢oziimleri 1-boyuttaki ¢dziimlere benzer

olup
C sgn(B) '

1[’1 — _( g ) (e—x/f+ — e—x/f_)eﬂpyy/h (6561)
AN
C 0

IIJZ — _(Sgni(B)> (e—x/f+ — e—x/f_)e+ipyy/h (65b)
V2\

seklindedir ve dispersiyon iliskisi £}, = tvp,sgn(B)o, formundadir (Zhou vd. 2008).

Penetrasyon derinligi p,, bagimli halde olup

£ = 2|:T|h(1 + /1= 4mB + 4B?p? y? /v? ) (6.6)

olarak ifade edilir.

Iki boyutta, Thouless-Kohmoto-Nightingale-Nijs (TKNN) (Thouless vd. 1982)
tamsayis1 veya Chern sayisi sistemin topolojik olarak 6nemsiz veya 6nemsiz olmayan
bir sistem oldugunu karakterize etmek i¢in kullanilabilir. Denklem (6.2)’de

hamiltoniyeni H = d(p)o formunda yazildiginda Chern sayist,
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6.7)

olarak ifade edilirken burada d* = },,-, , , da formundadir (Thouless vd. 1982; Zhou

vd. 2006). integral, drgii sistemi igin birinci Brillouin bdlgesinde tekrarlar. Numara,
sonlu bir ilk Brillouin bolgesi i¢in daima tam sayidir ama sonsuz bir bolge icin kesirli

olabilir. Bu iki denklem i¢in Chern sayisi

ny = + (sgn(m) + sgn(B))/2 (6.8)

formundadir ve Hall iletkenligi o4 = nye?/h verir (Shan vd. 2010, Lu vd. 2010). m ve
B aym isarete sahip oldugunda, ny = 1 olur ve sistem topolojik olarak Onemsiz
olmayandir. Ama m ve B farkli isaretlere sahipse, ny = 0 olur. Topolojik olarak
onemsiz olmayan durum varligi kiyr durumlarinin ¢6ziimiiniin varligi ile uygun olur.

Tam say1 kuantum Hall etkisinin bulk-kenar iligkisini yansitir (Hatsugai, 1993).
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7.UC BOYUTTA TOPOLOJIiK YALITKANLAR

Bir ii¢ boyutlu topolojik yalitkan 4 Z, topolojik invaryant tarafindan karakterize edilir
(Vo, V1, V3, v3) (Fu vd. 2007; Moore ve Balents, 2007; Roy, 2009b). Bu degismezlerden
biri (vo) ‘giiclii’ veya ‘zayif® topolojik yalitkanlardan hangisi oldugunu ayirt ederken,
digerleri (v4,Vv,,Vv3) katmanlarin yoniinii agiklayan Miller indisleri gibi disiiniilebilir.
Uc boyutlu kristalin yiizey durumlari, iki boyutlu kristal momentumu ile tanimlanir.
Dért tane T invaryant nokta I} , 3, Brillouin Bolgesinin yiizeyinde mevcuttur, bunlar
yiizey durumlaridir ve Kramer dejenereligi olmalidir. Ozel noktalarin uzaginda, spin-
orbit etkilesmesi dejenereligi kaldirir. Bu dejenere noktalar yiizey bant yapisinda iki

boyutlu Dirac noktalar1 formundadir.

En basit siradan olmayan ti¢ boyutlu yalitkan, iki boyutlu kuantum spin Hall yalitkan
katmanlar istiflenerek elde edilir. Bu yapi, li¢ boyutlu Tam sayili Kuantum Hall
durumlarma benzerdir. (Kohmoto vd. 1992) Tabakalarin helisel kiyt durumlari,
anizotropik ylizey durumlar1 halini alir. y-yonii boyunca yigilmis zayif birlestirilmis
katmanlar i¢in olas1 Fermi yiizeyi sekilde gosterilmistir. Sekil 7.1.(a) da , tek bir yiizey
band1 Fermi enerjisini I[; ve [, arasinda ve [; ve [, arasinda kesistirmektedir. Bu
katmanlandirilmis durum Zayif Topolojik Yalitkan olarak adlandirilir ve vy = 0 dir.
Tek bir katmanin iki boyutlu helikal kiyr durumlarinin aksine, T simetrisi yiizey

durumlarim1 korumaz.
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Sekil 7.1 (a) Zayif topolojik yalitkan yiizeyinde Fermi sarmali (b) Giiclii topolojik yalitkan
yiizeyinde Fermi sarmali (c¢) En basit giiclii topolojik yalitkan i¢in Fermi sarmalinin
kapattigi tek bir Dirac noktasi (M. Z. Hasan, 2010)

vy = 1 ayrik faz1 tamimlar ve Giiclii Topolojik yalitkan olarak adlandirilir. Sekil 7.1.(a)
da oldugu gibi v,, Fermi sarmali tarafindan kapatilan yiizeyin Kramer noktalarinin tek
veya ¢ift sayilarinin olup olmadigini belirler. Gli¢lii Topolojik Yalitkanlar’da Fermi

yiizey sarmal1 Dirac noktalarinin Kramer dejenereliginin tek sayilar olarak kapatir.

Tek bir Dirac noktasi i¢eren en basit durum,

HYiiZey = _ihVFO'V (71)

Hamiltoniyeni ile tanimlanirken, denklem (7.1)’de o spinleri karakterize eder.

Sekil 7.1(c) de gortildigi gibi giiclii topolojik yalitkanin yiizey elektronik yapisi, tek bir
Dirac noktasina sahip olmas1 disinda grafene benzer. Giiglii Topolojik Yalitkanin yiizey
durumlari, iki boyutlu topolojik metalin bir formudur. (Fu ve Kane, 2007) Topolojik
metal, siradan bir metalden farkli olarak Fermi yiizeyinde her noktada up ve down

spinlere sahiptir.
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8. YUZEY DURUMLARI

Uc boyutta, x = 0 da bir y — z diizlemi goz oniine alindiginda, bagl durumlarin 1-
boyutta ¢oziimleri yardimiyla yiizey durumlari igin etkin model tiiretilebilir. p, — ve

p, —bagimli bolimii 1-boyutlu Hqp(x) i¢in pertiirbasyonu olarak diistiniildiigiinde,

AH3, = vp,o, + vp,0, — B(p: + p2)p (8.1)

3-boyutlu Dirac denkleminin p,, = p, = 0 da ¢6ziimii iki 1-boyutta ¢oziimle 6zdestir.

2-boyutlu durumdaki gibi agik bir hesapla etkin Hamiltoniyen,

[¥1)

|¢2)> = vsgn(B)(p x 0), (8.2)

H.pr = (<¢1|,<¢2|)AH30<

olarak elde edilir. Uniter bir déniisiim altinda

1
¢1= \/—E(WH) —ilp3)) (8.3a)
= L () + i) 8.3b
¢2_\/E(¢1 ilP2)) (8.3b)

yiizey durumlar1 i¢in bosluksuz bir Dirac denklemi,

|$1)

|¢2)) = vsgn(B)(p,0, + p,0,) (8.4)

1
Hepp =5 (1], (d2])AH;3p (

30



seklindedir. Bu yontemle yilizey durumlarinin tek bir Dirac konisi igin etkin model elde

edilir. Bagli olan bu 3-boyutlu denklemin yiizey durumlarinin tam ¢6ziimii

Yy = CYPl(e ™% — e )exp(+i(pyy + ps2z)/h) (8.5)

olup bu denklemdeki ¥ ve ¥?° sirasiyla

/ cos%sgn(B) \
—i singsgn(B)

Yy = "o | (8.6a)
sinz
icos% /

singsgn(B)

i cosgsgn(B)

0 _
PO = s (8.6b)

i sing
2

seklinde verilir ve dispersiyon bagintis1 E, = vpsgn(B) ve p = |/p3 + pZ dir.

Penetrasyon derinligi p bagimli olur ve

£l = ﬁ@ +T—4mB + 4B2 p/1?) (8.7)

olarak ifade edilir.
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9. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, maddenin yeni bir faz1 olan topolojik yalitkanlarin genel 6zellikleri, iki ve ti¢

boyutta kiy1 durumlari ve ylizey durumlari incelenmistir.

Karbonun iki boyutlu yapilarindan grafende siki bag modeli kullanilmig, Dirac
noktalar1 civarinda diistik enerji etkin teorisi yardimi ile Dirac Hamiltoniyeni elde
edilmistir. Grafen ilging 6zelliklerine ragmen, iletkenlik ve yalitkanlik bantlar1 arasinda
enerji bosluguna sahiptir ve elektronik olarak yalitkandir. Diisiik enerji teorisinde bu

bantlar Dirac noktalarinda birbirlerine dokunurlar.

Daha sonra topolojik degismezler incelenmis, Bloch teoremi, Bant teorisinin 6zellikleri
tizerinde kisaca durulmustur. Berry fazi elde edilmis ve Topolojik yalitkanlar icin
topolojik degismezi denilen ve bosluklu bant yapilar1 enerji araligimi kapatmadan
stirekli birbirine deforme olabilen Hamiltoniyenin esdegerlik siniflarini ayirt etmeye
yaran Chern degismezi incelenmis, tiim dolu bantlar iizerinden Chern sayisi

bulunmustur.

Iki boyutlu topolojik yalitkanlara ilk model grafen yapisindaki T zaman-tersinme
simetrisinin, toplami sifir olacak sekilde bolgesel akilar ile kirilmasiyla olugan Haldane
modelidir. Haldane modelinde Haldane kiitle terimi, K ve K’ vadilerinde isaret degistirir
ve topolojik kiitledir. Haldane modeli spinsiz fermiyonlar igin gegerlidir. Isin igine spin
dahil oldugunda, Kane-Mele modeli s6z konusudur. Kane-Mele modelinde hem
i¢(intrinsic) spin-orbit etkilesmesi s6z konusudur hem de Rashba spin-orbit etkilesmesi
mevcuttur. Rashba spin-orbit etkilesmesinin s6z konusu olmadigi durumlarda, Kane-
Mele modelinin Hamiltoniyeni up ve down spinler igin iki ayr1 Haldane modeli
Hamiltoniyeni olarak diisiiniilebilir. Kane-Mele modelinde up spinler bir yonde ve
down spinler diger yonde yayilir ve helissel kiyt durumlari mevcuttur. Haldane

modelinde tek bir yonde iletim olur ve kiral kiy1 durumlar1 mevcuttur.
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Uc boyutta topolojik yalitkanlar dort farkli Z, topolojik invaryant yardimi ile
karakterize edilirler. Ug boyutlu bir kristalin yiizey durumlar, iki boyutlu kristal
momentumu ile tanimlanir. En basit siradan olmayan yalitkan, iki boyutlu Kuantum
Spin Hall Yalitkanlarmin istiflenmesi ile elde edilir. Anizotropik yiizey durumlar
mevcuttur. Ug boyutlu topolojik yalitkanlar zayif ve giiclii topolojik yalitkanlar olarak

smiflandirilabilirler.
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