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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

MARKOV ZINCIRLERINDE BOOTSTRAP

Serhat DUMAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Istatistik Anabilim Dali

Danisman : Yrd. Dog. Dr. Thsan KARABULUT

Efron (1982), gozlemlerin birbirinden bagimsiz aym1 dagilimli olmasi durumunda,
istatistiklerin bilinmeyen 6rneklem dagilimlarinin tahmin edilmesi problemine ¢déziim
yolu olarak, bootstrap metodunu Onermistir. Ancak markov bagimliligr ile tanimlh
markov zincirleri i¢in bootstrap metodunun kulanilabilir olup olmadigi sorusu onemli
bir problem olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu ¢alismada Markov bagimlilig ile taniml
sonlu durum uzayina sahip ergodik markov zincirleri i¢in Basawa et al. (1990)’nin
bootstrap teknikleri ile ilk ugrama zamani rasgele degiskeni icin Kulperger and Rao

(1989)’nun ¢alismalar1 agiklanmaya caligilmistir.
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ABSTRACT

Master Thesis

BOOTSTRAPPING MARKOV CHAINS

Serhat DUMAN

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
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Supervisor : Asst. Prof. Dr. lhsan KARABULUT

Efron (1982) proposed the bootstrap method as a way to solve the problem of
estimating unknown sampling distributions of statistics, when the observations are
independent and identically distributed. Howewer, for markov chains, which are defined
by markov dependence, the question if it is possible to use bootstrap method for markov
chains, becomes an important problem, which we are faced with. In this study, for
ergodic markov chains, which are defined by markov dependence and has a finite state
space, the bootstrap techniques of Basawa et al. (1990) and for the hitting time random

variables the works of Kulperger and Rao (1989) are tried to explain.

2006,54 pages
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SN Olasilikta yakinsama
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1.GIRiS

Uzerinde calisiimakta olan kitlenin parametreleri hakkinda bir bilgiye sahip
olamadigimiz ancak sadece o kitleye ait bir 6rneklemin gozlemlenebildigi durumlarda
simiilasyondan farkli olarak bootstrap metodu o kitlenin bilinmeyen parametrelerine ait
tahminlerin yapilmasi, giiven araliklarinin olusturulmasi, istatistiksel hipotezlerin test
edilmesi problemlerinde ¢oziim yollar1 sunabilmektedir. Ayrica Efron’un bootstrap
metodu bilinen bir kitleden gozlemlenmis olan 6rneklemin birbirinden bagimsiz ayni
dagilimli olmas1 kosulu altinda analitik olarak elde edilmesi gii¢ olan c¢esitli tahmin
edicilerin O6rneklem dagilimlarina yaklasimda bulunabilmek i¢in kullanish bir arag
olarak goriilmektedir. Ancak bazi rasgele olgularin modellemesinde bagimsizlik
varsayiminda bulunmak s6z konusu olmayabilir. Markov bagimlilig: ile tanimli markov
zincirlerinde goriilen bdyle bir durum karsisinda bootstrap metodunun kulanilabilir olup
olmadig1 sorusu Onemli bir problem olarak karsimiza c¢ikmaktadir. Bu g¢alismanin
konusu markov zinciri olusturdugu bilinen rasgele siirecler i¢in bootstrap yonteminin

kullanimini incelemektir.

Calismanin ikinci boliimii baz1 temel bilgiler i¢in ayrilmistir. Bu boliimde markov
stireci gecis olasiliklart ve Chapman- Kolmogorov denklemi, durumlarin siniflamasi ile
klasik bootstrap yontemi ve algoritmasina iliskin bazi temel bilgilere ve sonuglara yer

verilmistir.

Ucgiincii béliimde sonlu durum uzayina sahip ergodik markov zincirlerinde gegis
matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin hesaplanmasi ve asimptotik dagilimi
tizerinde durulmus, sonlu durum uzayina sahip ergodik markov zincirinde gecis
matrisinin veya tahmin edicisinin 6rneklem dagiliminin bootstrap tahmini ile ilgili
Basawa et al. (1990)’nin ¢aligmalarina yer verilmistir. Ayrica gecis matrisinin bootstrap
tahmininin y1gin dagilimina yaklasim hizlar ile ilgili Datta and McCormick (1992)’in
degerlendirmelerine yer verilmistir. Daha sonra 6zel bir uygulama olarak sonlu durum
uzayina sahip ergodik markov zincirleri i¢in K.nc1 duruma ilk ugrama zamani rasgele
degiskeninin 6rneklem dagiliminin bootstrap tahmini ile ilgili Kulperger and Rao

(1989)’nun ¢aligmalar1 konu edilmistir.



Dordiincii boliimde ise ilk olarak dort durumlu ve gegis matrisi bilinen bir ergodik
markov zincirinden n adimmlik bir gerceklesmenin simiilasyonunun nasil yapildig
konusuna deginilmis, daha sonra gecis matrisi bilinen zincirden bir O6rneklem
gozlenerek, gec¢is matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisini kullanarak bootstrap
tahminleri Basawa et al. (1990)’nin 6nerdigi kosullu bootstrap ve standart bootstrap
yontemleri kullanilarak yapilmistir. Ayrica, bu markov zinciri i¢in 4. duruma ilk ugrama
zamani rasgele degiskeninin 6rneklem dagilimi standart bootstrap yontemine gore elde

edilmistir. Daha sonra 2004 yilma ait IMKB 100 endeksi’nin logaritmik getirilerinin
kullanilmasiyla E = {1, 2,3,4} durum uzayina sahip ergodik bir markov zinciri oldugu
varsayilmis ve bu zincirde 4. duruma ilk ugrama zamani rasgele degiskeninin dérnekleme

dagilimiin bootstrap tahmini yapilarak ulasilan sonuglara iliskin grafiklere yer

verilmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bdliimde tezin daha anlasilir olmasi i¢in gerekli bazi temel bilgiler verilecektir. Bu
sebeble markov siireci gecis olasiliklart ve Chapman-Kolmogorov denklemi markov
zincirinde durumlarin siniflandirilmasi ve bootstrap yontemi ile ilgili bazi temel

kavramlar sunulmaktadir.

2.1. Markov Siireci

Tamm 2.1.1 { X,,teT }, ayni olasilik uzayinda tanimli X, rasgele degiskenlerinin

bir smifi olmak iizere bu sinifa bir stokastik siire¢ denir. Burada T kiimesi parametre
kiimesi olarak adlandirilir. T kiimesi sonlu veya sayilabilir ise bu siirece kesikli
parametre stokastik siireci, sayet T kiimesi sayilamaz ise bu siirece siirekli parametre

stokastik suireci adi verilir.

Tamm 2.1.2 {Xt te T} bir stokastik siirec olsun. t < t,< ... < t  kosulunu

n

saglayan her t,t,,....,t eT,n=12,... i¢in

Pr(Xtn <X,

Xy <X, Xy £Xphes X, < x,H):Pr(Xtn <X,

X, < Xn—l)

esitligi saglaniyorsa {X oteT } stokastik siirecine markov siireci adi1 verilir.
Tamm 2.1.3 {X , :t € T } stokastik siirecinde x € R olmak tizere
Pr(x—h<X,<x+h)>0 Vvh>0

esitsizligini saglayan teT bulunabiliyorsa Xx'e bu stokastik siirecin bir durumu adi
verilir. Biitiin durumlarin olusturdugu kiimeye bu siirecin durum uzayr adi verilir

(Parzen 1962).



Parametre uzaymi kesikli ve siirekli olarak ayirabildigimiz sekilde durum uzayimi da

kesikli ve siirekli olarak ayirmak miimkiindiir. {X , : t € T } stokastik siirecinin durum

uzay1 E olsun. E kiimesi sonlu veya sayilabilir ise bu siirece kesikli durum siireci sayet

E kiimesi sayi1lamaz ise bu siirece siirekli durum siireci adi verilir.

Markov siiregleri durum uzaymna ve parametre uzaymna gore 4 temel baslik altinda

siiflandirilabilir. Bu siniflandirma gizelge 2.1’ de gosterilmektedir.

Cizelge 2.1 Markov siire¢lerinin durum uzayina ve parametre uzayina gore

siiflandirilmasi
DURUM UZAYI
Kesikli Siirekli
Kesikli Parametreli Kesikli Parametreli
Kesikli
PARAMETRE Markov Zinciri Markov Siireci
UZAYI Siirekli Parametreli Siirekli Parametreli
Siirekli
Markov Zinciri Markov Siireci

Tamm 2.1.4 {X, :t e T} bir stokastik siire¢ olsun. E durum uzayr sonlu veya
sayilabilir olmak iizere

X

0 IEREE

Pr(x”‘:j | X Xy ):Pr(XtH:j | X )V JEE teT

ise {X cteT } stokastik siirecine markov zinciri adi verilir.

Yukaridaki tanima gore bir markov zincirinin X, rasgele degiskeni verildiginde
Xos X, sy X, rasgele degiskenlerinden kosullu olarak bagimsiz olan X,,, rasgele

degiskenlerinin bir dizisi oldugu sdylenebilir (Cinlar 1975). Daha acik bir ifade ile

markov zinciri, siirecin simdiki durumu X, bilindiginde bir sonraki durum olan X, ,

stirecin gegmis durumlar olan X, X,,..., X, , rasgele degiskenlerinden bagimsiz olma



Ozelligi olan rasgele degiskenlere sahip bir stokastik siiregtir. Bu 6zellik literatiirde

markov 6zelligi olarak bilinmektedir (Ross 1996).

2.2. Gegis Olasiliklar:1 ve Chapman-Kolmogorov Denklemi

Kesikli parametre uzayina sahip {X cteT } markov zincirinin olasilik yasasini

tanimlayabilmek i¢in asagidaki olasilik fonksiyonlarina ihtiyacimiz vardir (Parzen

1962).

Tamm 2.2.1{X , :n = 0,1,...} bir markov zinciri olsun.
z;(n) =Pr(X,=j) Vn20ve Vje E (2.2.1)

ile verilen 7;(n) fonksiyonuna {X,:te T} markov zincirinin olasilik fonksiyonu

ad1 verilir.

Tamm 222 {X :n=0,1,...} bir markov zinciri olsun. Vm,neT &yleki

m,n>0veV]j,k € E igin

P« (m,n)=Pr(X,=k| X, =j) 2.2.2)

m

ile verilen p;,(m,n) fonksiyonu {X,:te T} markov zincirinin kosullu olasilik

fonksiyonu veya gecis olasilik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Kesikli parametre uzayina sahip {X L teT } markov zincirinin q bilesenli ortak

olasilik fonksiyonunun (2.2.1) ve (2.2.2)’ de tanimlanan fonksiyonlar yardim ile nasil

belirlenebilecegi asagida gosterilmektedir.

VgeNiginn,<n,<..<n, zamanlar ve k k, ...k, durumlar olmak tuzere

Pr(X,, =k, X, =Ky.... X, =k,)



CPr(X, =k) L PrOX =K X =k

q-1

Pr(X, =k) 7 Pr(X, =Ko X, =K

Mgy q-1

*Pr(X,, =K. X,, =Ky X, =k,

=Pr(X, =k

1

L Pr(X, =k, X, =k,) - Pr(X, =k, X, =Kyos X, =K )
Pr(X, =k)) Pr(X, =k, X, =k,,...X,

q-1

=Pr(X, =k) *Pr(X, =k,| X, =k)*..*Pr(X, =k| X, =K. X, =k,

n

=Pr(X, =k)*Pr(X, =k,| X, =k)*..*Pr(X, =k,| X, =k,

q-1
=7, (n)* P, k, (n;,n,) *...* pkq,l,kq(nq_nnq)

q bilesenli ortak olasilik fonksiyonunu siirecin markov 6zelligi kullanilarak (2.2.1) ve

(2.2.2)’ de tanimlanan fonksiyonlar yardimi ile bulunmus olur.

Tamm 2.2.3 Eger bir{ X,:n=0,1, } markov zincirinin gegis olasilik fonksiyonu
P,y (m,n)= Pr(Xn =k | Xy = J) sadece [n—m| farkina bagh ise bu markov zinciri

homojen markov zinciri, zamana gore homojen markov zinciri ya da duragan gecis

olasilikli markov zinciri denir.

Tamm 2.2.4 {X , :t € T }bir homojen markov zinciri olsun.

P, (n)= Pr(Xn+t =k| X,= j) ,t,neT
fonksiyonuna homojen markov zincirinin n-adimli gegis olasilik fonksiyonu ad1 verilir.
{X L teT } homojen markov zincirinin i. durumdan baslayarak n adim sonra j.

durumda bulunmasi i¢in | adim sonra k gibi bir adimda bulunmasi ve sonra da K.

durumdan j. duruma n-l1 adimda ulasmasini gerektirmektedir. Bu bagintiy1 gésteren



denkleme Chapman-Kolmogorov denklemi adi verilmekte olup asagidaki sekilde

gosterilmektedir.

P (M= pM*p;(n=1) Vi jeE ve Vnldylekil>t

keE

Chapman-Kolmogorov denkleminin elde edilmesi ise asagidaki gibi olmaktadir.

P (M) = Pr(X,, = | X, =0) = Pr(X, =] | X, =i)

=Y Pr(X,=j, X, =k |X,=i)

keE

3 P =i X =KX=
keE Pr(xozl)

_y Pr(X, = J, X, =k, X, =i) , Pr(X, =k, X, =i)
~ Pr(X, =i) Pr(X, =k, X, =1)

-y Pr(X, = j, X, =k, X, =i) , Pr(X, =k, X, =1)
keE Pr(X, =k, X, =1) Pr(X, =)

=Y Pr(X,=] | X, =k X, =0)*Pr(X, =k |X,=0)

keE

=> Pr(X, =] |X,=k)*Pr(X, =k |X,=1)

keE

:Z pi,k(l)* pk,j(n_l)

keE

Markov Zincirini homojen olarak kabul etmek hesaplamalar agisindan fayda saglarken

ayn1 zamanda kurami genellemekte de bir kayiba yol agmamaktadir (Cinlar 1975). Bu



sebeble aksi belirtilmedikge tezin bundan sonraki bélimlerinde {X, :te T }

stokastik silirecinin homojen markov zinciri oldugu varsayilacaktir. Bilindigi gibi

{X cteT } markov zincirinin homojen olmasi demek
P« (m,n) = Pr(Xn = k| X, = j)olasﬂlgmm sadece |n—m| farkina bagli olmasi

anlamina gelmektedir. Bunu baska bir sekilde
P (m=-m=p, (mn)="Pr(X, =k| X, =])
olarak ifade edebiliriz.

Tamm 2.2.5 i, j € E igin tamimh p, ; sayilar

a- p;20 Vi, jeE
b- > p, =1 VjeE
j

sartlarini sagliyorsa P =(p, ;) ile verilen P matrisine E iizerinde tanimli bir markov

matrisi denir (Cinlar 1975).

{X cteT } durum uzay1 {0, 1, } kiimesi olan bir homojen markov zinciri ve p; ;

bu zincirin bir adim gecis olasiliklar1 olmak iizere bir adim gegis olasiliklart matris

formunda
Poo  Poy -
p1,0 p1,1 pl,k
P=( pi,j) =l : : :
pm,O pm,l o pm,k




sekilde gosterilebilmektedir. P matrisi bu markov zincirinin geg¢is matrisi olarak

adlandirilmaktadir. Ayrica P gec¢is matrisinin gegis olasiliklari

a- p,; >0 Vi je{0,12,..}
b- > p;=1Vje{0,1,2,.}
j

sartlarin1 saglamaktadir. Boylece bir markov zincirinin gecis matrisi bir markov matris

olmaktadir (Cinlar 1975).

2.3 Durumlarin Siniflandirilmasi

{Xn,n:O,l} kesikli parametreli bir markov zinciri olsun. Zincirin herhangi bir

durumundan  diger bir duruma gecisin olup olmamasina gore, bu zincirin siireg
boyunca nasil bir gelisim i¢inde olacagini incelemek i¢in durumlarin siniflandirilmasina

ihtiyac duyulur.

Tamm 2.3.1 Bazi N >0 tamsayisi i¢in p,;(N)>0 oluyorsa j. duruma i. durumdan

ulasilabilir (accessible) durum adi verilir ve 1— j olarak gosterilir. j. durum i.

durumdan erisilebilir ve i. durum j. durumdan eriselebilir ise i. ve j. durumlar iletisimli

(communicate) durumlar olarak adlandirilir ve i <> j olarak gosterilir.

<> bagintis1 E {izerinde bir denklik bagintisidir. Bu baginti ile herbir i durumu igin bir
denklik smnifi olusturulur. Denklik bagmtisinin 6zelliklerinden dolayr durumlarin
herhangi iki siifi ya aynidir ya da ayriktir. Boylece iletisimlilik kavrami durum uzayini
bir takim ayr1 siiflara boler. Zincirin tek bir denklik sinifinin olmasina gore asagidaki

tanimlama yapilabilir.

Tamm 2.3.2 {Xn,n=0,l,...} markov zincirinin E durum uzayr bir tek denklik

sinifindan olusuyor, yani Vi, j€ S i¢in i<> j ise markov zinciri, indirgenemez denir.



Bir markov zincirinin zaman i¢indeki gelisimini incelemek i¢in zincirin durumlarini
sayllamaz yada sayilabilir siklikta gecise sahip olmalarina gore siniflamak miimkiindiir.
Bu nedenle bir durumun mesgul olma zamani (occupation time) kavrami ortaya

¢ikmaktadir (Parzen 1962).

Tanmim 2.3.3 i herhangi bir durum olmak tizere ne N igin ilk n adimda zincirin i.

durumda bulunma sayisini, N.(n) olarak gosterelim. N.(n), i. durumun ilk n adimdaki
mesgul olma zamani (occupation time) olarak adlandirilir. N; ise i. durumun toplam

mesgul olma zamani, ya da zincirin i durumunda bulundugu adimlarin (zamanlarin)

sayist olarak tanimlanir.
Yukaridaki tanimdan

N, (e0) = lim N, ()

oldugu agiktir.

Markov zincirinin baglangigta i. durumda oldugu bilindiginde j. durumana kesin olarak
gecis yapmasmin olmasinin kosullu olasiligi ve j. duruma sonsuz siklikta gegis

yapmasinin kosullu olasilig1 sirasiyla
fi;=P[N;j()>0[X,=i]
ve
9, =P Nj(x) =o0|X, =i]

olarak tanimlanir.

10



Markov zincirlerinin asimptotik davranislarini incelemek icin haberlesen durumlari
kapali yada kapali olmamalarmma gore simiflamak gerekmektedir. Bu nedenle bir

durumun tekrarl yada gecisli durum oldugu kavrami ortaya ¢ikmaktadir (Parzen 1962).

Tanim 2.3.4 i. durumdan baglayan markov zincirinin i durumuna geri donme olasilig

1, yani f;; =1 ise i. durum tekrarli durum olarak adlandirilir. i. durumda baslayan
zincirin i durumuna asla geri donmemesi olasiligi olan 1- f; pozitif, yani f;; <1 ise

durumuna geg¢isli durum denir (Parzen 1962).

Tamm 2.3.5 {Xn,n € N} durum uzay1 E ={1, 2,...,k} olan bir markov zinciri olmak

lizere olmak iizere V, (n) zincirin ilk defa n. adimda k durumuna girmesi olayi, yani
V.(n)=(X, =k, X, =k ,m=12,..,n-1)

olsun. Bu durumda
fL (M =PV (M[X, = J)

ile tammlanan f;, (n) olasihia zincir baglangigta j durumunda iken k durumuna ilk

defa n. adimda ge¢mesi olasilig1 denir.

Durum uzay1 E = {l, 2,...,k} olan indirgenemez bir markov zincirinde verilen j ve k

durumlari i¢in { f (M),n= 1,2,...} olasiliklar1 bir olasilik dagilimi olusturur (Parzen

1962).
M= anj,k(n)
n=1

diyelim. m;, , j de baslayan zincirin ilk defa k durumuna girinceye kadar gegen

beklenen (ortalama) zamandir.
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Tamim 2.3.6 {X,,n e N} markov zincirinde herhangi bir tekrarli k durumu i¢in

M = O Nf, (M) < oo
n=1

ise k. duruma etkili tekrarli durum denir. Eger yukaridaki seri iraksak ise k. duruma

etkisiz tekrarli durum adi verilmektedir.

Tanm 2.3.7 Indirgenemez bir markov zincirinin K. durumunun peryodu
d(k)=OBEB{n>1:p,,(n)>0}

ile tamimlanan d(k) sayisina, yani p,,(n)>0 sartim saglayan dogal sayilarimin

kiimesinin ortak bolenlerin en biiyiligline k. durumun peryodu denir. Eger bir durumun

peryodu 1 ise o durum aperiyodik olarak adlandirilir (Parzen 1962).

Bir indirgenemez markov zincirinin tim durumlar etkili tekrarli ve aperiyodik ise o

zincire ergodik markov zinciri denir.

Yukarida kesikli parametreli markov zincirinin durumlara gére smiflandirilmasi ele
alimmustir. Tanimlamalar ¢ercevesinde bir indirgenemez markov zincirinin durumlara
gore smiflandirilmasini asagidaki tablo yardimi ile 6zetlemek miimkiindiir (Parzen

1962).
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Sekil 2.1 Bir indirgenemez markov zincirinin siniflandirilmasi (Parzen1962)

Indirgenemez Markov Zinciri

Gegisli Tekrarh
Etkisiz Tekrarh Etkili Tekrarh
Aperiyodik Periyodik
Periyot=1 Periyot>1

2.4 Klasik Bootstrap Yontemi ve Algoritmasi

Bootstrap teknigi bootstrap Orneklemi olarak tanimlanan, eldeki 6rneklemi yeniden
ornekleyerek veya bu 6rnekleme dayali bir modeli kullanarak bir tahmin edicinin veya

bir test istatistiginin dagilimimi tahmin etmek veya dagilimina yaklagimda bulunmak

i¢in kullanilan bir yontemdir. F, X, X,,..., X, birbirinden bagimsiz ayni dagiliml
rasgele degiskenlerin 1 olasilikla gozlemlendigi ampirik dagilim fonksiyonu olmak
n

iizere F dagilimmdan n birimlik rasgele bir 6rneklemi X" = (X;,X,,.... X,) olarak

gosterelim.

X" =(X{,X,,..,X.) &rneklemi bootstrap orneklemi olarak tanimlanmaktadir.
X =(X{,X,,..,X.)’den yapilan gézlem sonucunda elde edilecek gdzlemi

X =(X,%,...,X,) olarak gosterelim.

Baska bir deyisle, bootstrap érneklemi X =(X/, X,,..., X)) ’den gdzlenen n birimlik

bir gergeklesmesi X=(X,X,,...,X,) degerlerinden yerine koyarak n birimlik rasgele

13



orneklem c¢ekilmesi sonucunda olusmaktadir. Bu sebeble bootstrap Ornekleminin

gozlem degerleri X=(X,X,,...,X,) orjinal gozlemlerinden olusmakta olup bu

gbzlemlerin bazilar1 bootstrap 6rnekleminde hi¢ bulunmayabilmekte bazilar1 bir kere
bulunabilmekte bazilar1 da bir kereden fazla bulunabilmektedir (Efron and Tibshirani

1993).

n birimlik rasgele bir 6rneklemin gézlem degerleri X', bir bootstrap drneklemi olmak
iizere 0= S(X) istatistiginin standart sapmasi o 'nin tahmini igin bootstrap algoritmasi

asagidaki sekilde olacaktir.

1. X=(X,X,,...,X,) Ornekleminden yerine koyarak secilmis n birimlik
birbirinden bagimsiz B tane, X", X" ,...,X" olarak adlandiralan, bootstrap
orneklemi segilir.

2. é*(b) = S(X*b) b=1,2,...,B olacak sekilde her bir bootstrap drneklemi

i¢in istatistigin degerleri hesap edilir.

3. Herbir bootstrap drneklemi i¢in bulunan degerlerin standart sapmasi

~ B /\* ~
<9(.)=é2¢9 (b) olmak tizere @’nin tahmini i¢in X Orneklemine dayali standart
b=1

sapmasinin bootstrap tahmini

e (dm-d0) [
D ar

b=1

olarak hesap edilir.
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0= S(X) istatistigin standart sapmasinin bootstrap yontemine gore tahmini, o olmak
uzere

o=limao,
B—w

dir (Efron and Tibshirani 1993).
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3. MARKOV ZINCIRLERINDE BOOTSTRAP YONTEMIi

Efron (1982), gozlemlerin birbirinden bagimsiz aymi dagilimli olmasi durumunda,
istatistiklerin bilinmeyen orneklem dagilimlarinin tahmin edilmesi problemine bir
¢Oziim yolu olarak, bootstrap metodunu onermistir. Klasik bootstrap yonteminin, bir¢ok
istatistigin 6rneklem dagilimlarina, rasgele degiskenlerin birbirinden bagimsiz ayni
dagilimli olmas1 durumunda, tutarli yaklasimlarda bulunuldugu goriilmistiir. Ancak
rasgele degiskenlerin her zaman birbirinden bagimsiz olmasi s6z konusu degildir. Boyle
bir duruma 6rnek olarak gozlemlerin m-bagimli olmasi gosterilebilir. Klasik bootstrap
yonteminin temeli olan birbirinden bagimsiz ve ayni1 dagilimli yeniden 6rnekleme, m-
bagimli datanin O6rneklem ortalamasinin dagilimmin tahmin edilmesi probleminde,
rasgele olgunun bagimlilik yapisim1 yansitmadigi, Liu and Singh (1988) tarafindan
gosterilmistir. Klasik bootstrap yontemi kullanilarak elde edilen bootstrap tahminlerinin
tutarsiz oldugu goriilmiistiir. Bu sorunun asilmasina yonelik Liu and Singh (1988), Shi
and Shao (1988) makalelerinde hareketli bloklarla bootstrap adi verilen yeniden

ornekleme yontemini kullanmiglardir.

Benzer olarak markov bagmliligimin goriildiigli markov zincirlerinde gecis
olasiliklarinin tahmin edilmesi ve ilk ugrama zamam rasgele degiskeninin 6rneklem
dagilimmin tahmin edilmesi problemlerine c¢esitli bootstrap ydntemleri Onerilmistir.
Sonlu durum uzayma sahip ergodik markov zincirleri i¢in, Basawa et al. (1990)
makalelerinde gecis olasiliklarinin tahmini problemi i¢in kosullu bootstrap adim
verdikleri metodu kullanarak gecis sayilarinin bilinmesi kosulu altinda elde edilen gegis
olasiliklarinin  bootstrap  tahminleri ile tutarli yaklasimlarda bulunduklarini
gostermislerdir. Ayrica klasik bootstrap yonteminin kullanilmasiyla tutarli yaklagimlar
elde edilebilecegini gostermislerdir. Kulperger and Rao (1989) makalelerinde sonlu
durum uzayma sahip ergodik markov zincirlerinde ilk ugrama zamani rasgele
degiskeninin 6rnekleme dagiliminin bootstrap tahminini yaparak, tahminin asimptotik
olarak gecerli oldugunu gostermislerdir. Datta and McCormick (1990) makalelerinde

Basawa et al. (1990)’nin Onerdigi kosullu bootstrap yonteminin yaklasim hizlari

tizerinde durarak olasi en iyi yaklasim hizinin O(L) oldugunu gdstermisglerdir.

Jn
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Ayrica makalelerinde birbirinden bagimsiz ayni dagilimli 6rneklemeye dayali yeni bir

bootstrap metodu Onererek, standartlastirilmis P gecis olasiliklarii kullanilmasi ve p;

gecis olasiliklarinin irrasyonel olmasi kosulu altinda O(L) yaklagim hizim1 elde

N

etmislerdir.

Sayilabilir durum uzayma sahip markov zincirleri i¢in Athreya and Fuh (1989)
makalelerinde ii¢ farkli bootstrap metodu onermislerdir. Onerdikleri ydntemleri

kullanarak tahmin edicilerin asimptotik olarak tutarli olduklarin1 géstermisglerdir.

Tezin bu boliimiinde, sonlu durum uzayina sahip ergodik markov zincirlerinde gegis
matrisinin klasik bootstrap yontemi ve kosullu bootstrap yontemi kullanilarak tahmin
edilmesi konusunda Basawa et al. (1990)’nin ¢alismalarina deginilecektir. Ayrica ayni
markov zincirleri i¢in ilk ugrama zamani rasgele degiskenleri ile ilgili Kulperger and

Rao (1989)’nun ¢alismalarindan bahsedilecektir.

{X,;n>0} stokastik siireci durum uzay1 S ={1,2,...,k},k >2 ve gecis matrisi P =(p;)

olan bir ergodik markov zinciri olsun. Siirecin n zamanina kadar gozlemlenmesi

sonucundaki gergeklesmesini X = (X,,X,..., X, ) olarak gosterelim. n+1 uzunlugundaki

bu gozleme dayali olabilirlik fonksiyonu, L, asagidaki gibi olacaktir.

L =Pr(X, =X,).Pr(X, =X |X, = X))-.Pr(X, =%, |X,., =X,,)

{X,;n>0} stokastik siireci durum uzay: S ={1,2,....,k},k >2 olan bir ergodik markov

k k
zineiri segilmesinin sebebi 7 ; > O,Z =17, = Z 7P, ve VieS n— oo igin
j=1 i=1

pign) — 7; olmak lzere (7,7,,...,7,) degisimsiz olasilik 6lgisiiniin varolmasindan

kaynaklanmaktadir (Fuh 1993).
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Teorem 3.1 Vi i¢in 7z; markov zincirinin ilk durum olasiliklart olmak iizere

LN hhhy N — o
n

olacaktir (Athreya and Fuh 1992).

Ayrica teorem 3.1’den dolayr 7 ’nin tahmin edicisi #;’nin tutarhh bir tahmin edici

oldugu goriilmektedir.

X =(Xy, X,,...,X,) Ornekleminde i. adimdan j. adima tek adimda gegisleri i — j olarak

ve bu adimlarin sayisint n; ile gosterirsek olabilirlik fonksiyonunu

Mg

L =Pr(X, =%).[Pr(X, =1|X,, =D ]" [Pr(X, =2|X,, =D ..[Pr(X, =k| X, =D]

[Pr(X, =1|X, =2) " [Pr(X, =2|X,, =2) | .[Pr(X, =k| X, =2)]"

N1

[Pr(X, =1]X,, =k) " [Pr(X, =2|X,, =k) " [ Pr(X, =K| X, =k)]*

_prxy = i) T[PHOX = (% =D

olarak yazabiliriz. Faktorizasyon teoreminden dolay1 sayis1 k’tane olan n; ’lerin

olusturdugu kiime, gecis matrisi P = (p;) i¢in yeterli istatistik olmaktadur.

k
Z:Pr(Xt = j|Xt_1 =i)=1,1, j€ S olmasi1 halinde yani i. durumdan diger durumlara tek
j=1

adimda mutlaka bir gegis olmasi halinde P =(p;) nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi

P= (Py), I. adima gegislerin sayis1 n; = Z n; olmak tizere
i
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b, =— @3.1)

olacaktir (Basawa and Rao 1980). p; ge¢is olasiklarmin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicisi bulunurken

log(L) =log(Pr(X, = X,))+ 0 log(] [[ Pr(X, = j[X,, =D) ]

=log(Pr(X, = XO))+znij log(Pr(X, = j|Xt—l =1))

ifadesinin p;; gecis olasiklarina gore maksimizasyonu yapilmaktadir. Bu optimizasyon
sirasinda log(Pr(X, = X,)) nin ilk durum olasihginin logaritmasi p; gecis olasihiklari

hakkinda bilgi verici olmadig1 varsayilmakta olup biiylik n degerleri i¢in bu katsayinin

etkisi gozardi edilebilmektedir (Basawa and Rao 1980).

P;; gecis olasihiklarinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin asimptotik dagilimi

incelendiginde @ =(P,;, Prase> Prcs Pars Paaseees Pogees Pirs Peases Pu) K> x1  boyutunda

e 7 A A A A A A A A A 2
parametre  vektord, @ =(P,1> Bryoeees Prics Poys Prgoeees Porseror Pr> Pizsees Pik) k”x1

boyutunda tahmin vektorii, £ *nin elemanlari &; Kronecker delta olmak iizere

olacaktir (Basawa and Rao 1980).
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Sabit bir i degeri i¢in (ny,n,,...Nn, ) vektorii olasiliklart (p;, P;,.... Py ) ve indeksi
n, =n,,N,,....,N, olan multinomial dagilimli bir vektdr olarak davranmaktadir. Gegis
matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisinin tutarliligi ve yukarida ifade edilen
asimptotik normal dagilma 6zelligi bulunurken multinomial dagilimli olma 6zelliginden

yararlanilmaktadir (Basawa and Rao 1980).

Gegcis matrisi P olan {Xn;n > O} sonlu durum uzayina sahip ergodik markov zincirinin
gbzlenmesi sonucunda elde edilen gerceklesmesi X={X0,X1,...,Xn} ve gecis matrisi

P’nin bu ger¢eklesmeye dayali en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi If’n = P(n,X) olsun.
Tahmini yapilmak istenen bir parametre G ve bu parametrenin X godzlemine dayali
tahmin edicisi G, olsun. R(X,G):(GH—G)’nin orneklem dagiliminin bootstrap

n

yontemine gore yaklasimi agsagidaki gibi olmaktadir.

(1) |5n gecis matrisine dayali nadimli bir markov zinciri gerceklesmesi Bootstrap

orneklemi olarak adlandirilir X = {x;, X 5oy xn} olmak iizere bu bootstrap drneklemini

tahmin edici én ’da X yerine koyarak elde edecegimiz degeri G, zG(n,x*) olarak

ifade edelim.

(2) Rx,G)= (én —G)’nin  6rneklem dagihmina  R(X',G.) = (G, —én) ‘nin X
verildigindeki kosullu dagilimi ile Monte Carlo yontemi yardimiyla yaklasimda

bulunabilir (Fuh 1993).

Burada 6nemli olan nokta adim (1)’de X" olarak adlandirilan bootstrap 6rnekleminin
elde edilmesidir. Basawa et al. (1990) makalelerinde, sonlu durum uzayimna sahip
ergodik markov zincirinde tek adim gecis olasiliklarinin tahmin edilmesi problemine
¢Oziim yolu olarak klasik bootstrap ve kosullu bootstrap yontemlerini dnermektedir.

Klasik bootstrap yoOnteminde bootstrap Ornekleminin elde edilmesi gozlenenen

X5 X;5--» X, degerlerinin

\ olasilikla go6zlemlendigi ampirik dagilim fonksiyonu

n
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F dagilimindan yerine koyma usuliine gore n birimlik rasgele bir 6rneklem seg¢ilmesiyle
olusturulmaktadir. Modelin ve modelden gozlenen siirecin n birimlik ger¢eklesmesinin
markov bagimli olmasindan dolay1 bu bagimlilig1 yansitacak bir bootstrap 6rneklemesi
icinse asagida Ornekleme yontemi anlatilmaya calisilan kosullu bootstrap yontemini

Onermektedirler.

Zincirin X = (X, X;,...,X,) gerceklesmesine dayali ge¢is matrisinin en ¢ok olabilirlik
tahmini If’n =(p;) (3.1)’de tanimlanan fonksiyon yardimiyla hesaplanabilir. Oyleyse

zincirin X =(X,, X,...,X,) gerceklesmesi temel alinarak ve n;’lerin bilinmesi kosulu

altinda t>1 ve 1<1, j <k igin olasilik fonksiyonlar1

Pr(U =i) = p,ve Pr(W,, = j|X): pij

olan birbirinden bagimsiz U ve W, rasgele degiskenlerini tanimlayabiliriz. Bu rasgele

degiskenleri kullanarak X olarak adlandiracagimiz bir zinciri

X,=U,X,=W_ ,.,X, =W t>2

X,.1°

olacak sekilde tanimlayabiliriz. Yukaridaki ifade de m degeri X,,X,,..., X, rasgele
degiskenleri igerisinde X, = X,_, ’lerin sayisim gdstermektedir. Ornegin S ={1,2,3}

durum uzayina sahip bir markov zincirinin yeniden orneklemesi olan X zincirinin

asagidaki gibi oldugunu farzedersek
1223213123

bu yeniden 6rneklemeyi
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olarak gostermek miimkiin olacaktir. Goriilecegi tizere burada m=4 degeri X ;=2

degerinin bu zincirdeki gerceklesme sayilarini gostermektedir.

X, rasgele degiskenine ilk durumda bulunma olasilig1 tanimlandi§1 zaman

D
(Ko X yoos X )=(X s X v X,

olacaktir (Basawa et al. 1990). Bu sebeple |

fonksiyonu gosterge fonksiyon olmak
uzere

nu z I ()Zt =nl ()Zm = J) 3.2)
t=1
= (Wi,l,Wi’z, Wi ) lerin iginde W, = j sartin1 saglayan W, *lerin sayisi

olarak gosterilebilir. Yani X orneklemindeki inci durumdan gegislerin sayisi

olacaktir.O zaman (3.2) ifadesini

Il ©

N

S IW,, = j)

Ve
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Il o
=]

olarak yazmak miimkiin olmaktadir (Basawa et al. 1990).

Markov zincirinin goézlemlenmesi sonucunda olusan n adimlik gergeklesme

X = (Xy»X,,..., X, ) bilindiginmesi kosulu altinda birbirinden bagimsiz olan W, rasgele

degiskenlerini
PR, = % XX~ By

olarak tanimlayabiliriz. Daha sonra i.nci adimdan j.nci adima gegislerin sayisini
N
y :zl(\Nn =J)
t=1

olarak tanimlayabiliriz.

*

0 [Xgs Xy X, ~ binOM(n, By) ve i j igin (nf.nf,..n) ile (nj.n,...n;)

kosullu olarak bagimsiz olacaktir. Ayrica Vie S igin

*

(n“,niz,...,nik)~ multinomial(n,, p.,, Biy»---» Pi)

olacaktir (Basawa et al. 1990).

Boylelikle multinomial(n;, f;;, p;,,-..» P, ) dagilimindan birbirinden bagimsiz n, adet
Wl*,...,WnT rasgele degiskenleri multinomial(n,,p,,, p,,,..., P ) dagilimindan birbirinden

bagimsiz n, adet W~ W rasgele degiskenleri... multinomial(n,,p,,, Pyss--» Pu)

n+12°0 70 +n,

s

dagilimindan birbirinden bagimsiz n, adet W. rasgele

NNy AN 120002 70N 0y 40+

degiskenleri tiretilecektir.
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Sonug olarak markov bagimlilig1 yapisina uygun olan toplam n—1 adet

* * * * * *

n N1 00Ny 20 TN Ny A D2 TN, LAy 0y

rasgele degiskenleri tiretilecektir. Elde edilen bu rasgele degiskenler kullanilarak gecis

matrisinin bootstrap tahmini ise agagidaki gibi olacaktir.
Vi, j€S igin
N
n; = ; LW = J)
fonksiyonu yardimiyla i. adimdan j. adima gegislerin sayis1 bulunabilir.

p; =— 1<i, j<k

tahmin edicisi ile gecis matrisinin bootstrap tahmini hesaplanabilmektedir.

Basawa et al. (1990) makalelerinde multinomial dagilimin normal dagilima yakinsadigi

gercegini kullanarak

Jn(p; - py).1<i, j<k
dagilimi ile

Jn(p; - py).1<i, <k

dagilimina yaklagimda bulunabilecegini gostermistir.
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Datta and McCormrick (1992) yukarida Basawa et al. (1990)’nin bootstrap yontemi
olarak anlatilan metod ile yapilan yaklagimin yakinsama hizlar1 konusunda asagidaki

sonuca ulagsmiglardir.

Teorem 3.2 0< p; <1 olmak lizere

Pr(ﬁ(pij -py)< X)_Pr*(ﬁ(ﬁ; - py)< x)‘zo( lognJ

(i)  sup

(i1) sup

X

Pr(%(ﬁ” S E xj—Pr*[%( By — By )< xj =

(i)  sup Pr[lm(ﬁup”)<xJPr* n (Bi—8y) <y

n 5B (=B

olacaktir (Datta and McCormick 1992).

Goriildiigi tizere ergodik markov zincirinin geg¢is matrisinin tahmini probleminde
kosullu bootstrap metodu kullanilabilmektedir. Ayrica Basawa et al. (1990)
makalelerinde markov bagimhiligt  durumunda klasik  bootstrap metodunun
kullanilmasiyla ne gibi sonuglar elde edilecegini tartismislardir. Kosullu bootstrap

metodundan farkli olarak standart bootstrap yonteminde tahminler ger¢ek parametreler

olarak kabul edilip nIJ degerleri tahmin edilmis modelden iiretilmektedir.Yani baska bir

ifadeyle kosullu bootstrap metodundaki n, degerleri yerlerine standart bootstrap

metodunda

ni*:Zn;;
]
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degerleri kullanilmaktadir (Basawa et al. 1990).

Asagida standart bootstrap metodu ele alinmaktadir.

n.=> (X, =D)1(X,,,=]) ve n = Z I (X, =1) olmak iizere tahmin edilen gegcis
t=1

t=1

matrisinin indirgenebilir olmasinin 6niine gegebilmek i¢in bu degerler yerine

olarak tanimlayalim. Boylece gecis olasiliklari  p; olan P gecis matrisi tahmin

edicisinin hem indirgenemez hem de ergodik olacaktir (Basawa et al. 1990).

Olasilik fonksiyonlar:
Pr(U =i) = p; ve Pr(W,, = J|X) =B

olan U ve W, birbirinden bagimsiz rasgele degiskenleri tanimlayabiliriz. Bu rasgele

degiskenleri kullanarak X olarak adlandiracagimiz bir zinciri kosullu bootstrap

metodundaki siirece benzer olarak

*

X, =U, X/ =W, s X =W 12

Xi_g,m
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olacak sekilde tanimlayabiliriz. Bundan sonra

n;. =ZI(X: =D)I(X.,=]) ve n =;I(X; =1) olmak lizere gecis olasiliklarinin

t=1

bootstrap tahmini

olacaktir.
Teorem 3.3 ¢, = \/n_i( Py —Py) ve & = \/nT*( p; — B;) olmak iizere

E=(Errnlnrma )N, (0,5)

Ve
* * * * D
§ = (égua---alea---afkk )_> Nkz (O’Z)

dir ve &; Kronecker delta olmak tizere X "nin elemanlari Ty = (5" (

olacaktir (Basawa et al. 1990).
Goriildiigii lizere ergodic markov zincirinin gegis matrisinin tahmini probleminde
standart bootstrap metodunun kullanilmasi durumunda elde edilecek tahmin edicinin

kullanilmastyla ayni asimptotik dagilima yakinsadig1 goriilmektedir.

[k ugrama zamani rasgele degiskeninin dagiliminin tahmini probleminde ise bootstrap

yonteminin nasil sonuglar verecegi asagida tartisilmaktadir.

Gegis matrisi P ve ilk durumu X, =1 olan bir markov zinciri igin k.nc1 duruma ilk

ugrama zamani rasgele degiskeni T olarak adlandiralim.
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T =inf {n>0[X, =k}

olarak ifade edilebilir. Eger yukaridaki sarti saglayan bir n tamsayr degeri

bulunamiyorsa T = o olarak tanimlayabiliriz.

k.nct duruma ilk ugrama zamani rasgele degiskeni olarak ifade tanimladigimiz T’ nin

dagilimini ise
Pr(t;P)=Pr(T <t|X,=1P) te{l2,..}
olarak ifade edebiliriz.

Gegis matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olan FE‘n =(p;) matrisinin degisimsiz
(invariant) olmasi nedeniyle , K.nc1 duruma ilk ugrama zamaninin dagilimi Pr (t; P) 'yi
tahmin etmek i¢in kullanabiliriz. Bu noktada Pr (t; Isn) ile yapilan tahminin ne kadar iyi

bir tahmin olacagi sorusu akla gelecektir. Bu sorunun cevabini bulabilmek i¢in
Jn(Pr(tR)-Pr(t;P)) t>1 33)

ifadesinin nasil dagildigina bakmamiz gerekmektedir. (3.3) nolu ifadede yer alan
dagilimin elde edilmesi P ge¢is matrisinin bilinmesi durumunda Monte Carlo metodu

kullanilarak miimkiin olabilmektedir (Kulperger and Rao 1989).

Eger P gecis matrisi bilinmiyorsa (3.3)’tin nasil dagildigin1 bulabilmek i¢in gegis
matrisi P, olan bir markov zincirinden gdzlemlenen Grneklemden secilen bir alt

orneklemin gecis matrisini Qn olarak adlandirallm ve Q= an gecis matrisini

kullanilarak elde edecegimiz

G,(:Q) ="n (Pr(t;Q,) - Pr(t:Q)) (3.4)
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dagilimi ile yaklasimda bulunulabilir (Kulperger and Rao 1989). (3.4) nolu ifadede yer
alan dagilimin elde edilmesi Q = an gecis matrisinin bilinmesinden dolay1 Monte Carlo

metodu kullanilarak miimkiin olabilmektedir.

Iste bu noktada (3.3)’de ifade edilen dagilima (3.4)’de ifade edilen dagilim yardimiyla
nasil yaklagimda bulunacagi sorusunun cevabi bootstrap yontemi olarak verilecektir.
Tezin bundan sonraki boliimiinde bootstrap yontemi kullanilarak yaklasimin nasil

yapilacag1 hususuna deginilecektir.

A= (g;) bir kare matris olmak tizere; || normunu

|A|= ;\aﬂ-\ (3.5)

olarak tanimlayalim. S ={1,2,....k},k >2 durum uzayma ve P gecis matrisine sahip

markov zinciri i¢in
[Pl =k

olacagi agiktir. Amacimiz (3.5) nolu ifadede tanimi1 verilen norm tarafindan olusturulan
topolojide (3.4) nolu dagilimin uygun siireklilik 6zelliklerine sahip oldugunu gostermek
olacaktir. Ancak sdzkonusu dagilimin bu topolojide sahip oldugu siireklilik 6zelliklerini
dogrudan olarak incelemek yerine markov zincirinin geg¢is matrisinde bir degisiklik
yaparak elde edecegimiz yeni ge¢is matrisi yardimiyla streklilik o6zellikleri

incelenecektir

A= A(P) matrisi P gecis matrisinin son satir1 olan K.ninc1 satirint (0,...,0,1) olarak
degistirdigimizde elde edecegimiz ge¢is matrisinin gosterimi olsun. A(P) gecis
matrisine sahip bir markov zincirinde k.ninc1 durum sogurucu durum ve diger durumlar

{1,2,....k =1} ise gecisli durumlar olacaktir.
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X, =1 wverildiginde k=#1 i¢in knmct duruma ilk ugrama zamaninin dagilimi

gozlemlendiginde Pr (T <t | X, =1, P) =(A (P)), olacagindan A1 = A( If’n) olmak tizere

D,(t:P)=n(A - A) (3.6)

matris degerli stokastik siirecin siireklilik 6zelliklerini incelemek (3.4) nolu ifadedeki

dagilimin siireklilik 6zellikleri konusunda fikir verecektir.

Baska bir deyisle A't>1 matris dizisinin A’da siirekli oldugu gosterilerek
Pr (T £t|X o =1 P) t>1 dagiliminin P’de siirekli oldugu gosterilecektir (Kulperger and

Rao 1989).

(3.3) ve (3.4)’de ifade edilen dagilimlarin asimptotik olarak yakin olduklarini gdstermek
icin Kulperger and Rao (1989) asagidaki teoremleri elde etmiglerdir.

Teorem 3.4 A1 = A(Isn) olmak iizere Vt=1,2,... i¢in varyans kovaryans matrisi ZL

P ’nin bir fonksiyonu olmak tizere;

olacaktir.

Teorem 3.5 A =A(Q,) olmak iizere Vt=1,2,... i¢in varyans kovaryans matrisi Z;
teorem 3.4°de ifade edilen matris olmak iizere; zincirin hemen hemen tiim goézlemleri
i¢in

n(A-A)SN, (0.2))

olacaktir.
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Teorem 3.4 ve Teorem 3.5’den anlasilacag: iizere (3.3)’de ifade edilen orneklemin
dagilimina (3.4)’de ifade edilen Orneklemin yardimiyla yaklasimda bulunabilecegi
goriilmektedir. Boylelikle knct duruma ilk ugrama zamanmin dagilimimim tahmin
edicisinin dagilimmna yaklasimda bulunma probleminde bootstrap yonteminin
kullanilabilecegi goriilmektedir. Bootstrap yonteminin K.nct duruma ilk ugrama
zamaninin dagiliminin tahmini probleminde kullanilabilir olmasinin detaylar1 asagida

verilmektedir.

A=(g;) matrisi S=1{1,2,....k},k >2 uzaymda tanimh bir stokastik matris k.inc1 durum

S durum uzaymnin tek sogurucu durumu J ={1,2,...k -1} y=(0,...,0,1) ve B satirlar1
y olan bir matris olmak {lizere A stokastik matrisi tekil duragan dagilima sahip ve

A, =(a;) > B olacaktir (Parzen 1962).

Lemma 3.1 c=min(q,:ieJ)>0 ve d=max(q;:i,jel)<l olmak iizere

A =(a;) > B olacaktir. Ayrica
i) a® <(1-c)'d,jed
(i) 1-aP < (1-¢)"(k—1)d

olacaktir (Kulperger and Rao 1989).

Ispat.

@) jed={1,2,..,k-1} igin M;(n)=max(a’}:ieJ) ve ije€J olmak iizere
M (n+1)=a"" olsun. k. durum § ={1,2,...,k} durum uzaymin tek sogurucu durumu

oldugundan aﬁt‘j’ =0 olacaktir. Boylelikle

_ A+ _ (n)
M;(n+1)=a"; _Zain’la,,j

led
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<M (MY a, (J={L2,..k-1})

led

=M, (n)(1-c) (c=min(a,, :i € J))

dir.

M;(n+D)<M;(n)1-c)
oldugundan

ai‘,’}) <M;(n-1)(1-c)< Mj(n—2)(1—c)2 <..<M;(0)1-c)"=d(1-c)"
dir.

i Dat=1=>a7+a} =1

jeS jed

=Y a"” =1-a) <(k-1(1-c)"d

jed
dir.
Lemma 3.2 A ve B’nin k xk boyutlu matrisler oldugu farzedilsin. t>1 i¢in

t—1
A'-B'=) A""(A-B)B"

q=0
dir (Kulperger and Rao 1989).
Ispat. Lemmay1 ispatlamak icin tiimevarim yontemini kullanabiliriz. Bu sebeble ilk

olarak t =1 i¢in bu esitligin dogru oldugu gosterilecek daha sonra t =k —1 igin esitligin

dogru oldugu farzedilip t =k i¢in dogrulugu gosterilecektir.
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t =1 oldugu durumda

t-1 0

ZAt—l—q(A_B)Bq =ZA1—1—Q(A_B)BQ — A’(A-B)B'=A-B

g=0 g=0

olacaktir. t =1 i¢in esitligin dogrulugu gdsterilmistir.

t=k-1 i¢in
k-2
Ak—l _ Bk—l — Z Ak—Z—q(A_ B)Bq
=0

oldugu varsayilsin.

t=k olsun.

t-1 k-1
D> AT(A-B)BY =) A“Y(A-B)B!

=0 pr
2

0

= A(A“"=B*")+(A-B)B*"

= A“~ AB*"' + AB*"' - B*

= A" —B*

olacaktir.

=Y AT (A-B)B+ AV (A-B)B"!

(varsayimdan dolay1)

M, : k xk boyutlu k. satir1 (0,...,0,1) olan stokastik matrislerin kiimesi,
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[
M, : k xk boyutlu je{l,2,...,k} igin V, ;=0 ve i=zk icin ZV”:l

j=1
kosullarini saglayan V stokastik matrislerin kiimesi ve

M_: ||A||m =sup,,, ||A|| normunun tanimlanabildigi k xk boyutlu stokastik

matrislerin olusturdugu {A,A,,...} dizilerinin kiimesi olarak tanimlansin.

Lemma 3.3  H: Tanim kiimesi M, x M, ve deger kiimesi M olan

t—1
H(AV)=H(t,AV :t>1) oyleki H(t,AV :t>1)= z INRRV/X

g=0

olmak tlizere

L [HEGANV)-HEANV)| <K |V]|A - A dyleki K, =K,(A) ve A, A’in
acik komsulugundadir.
2. [HEAV) - HEAV)| <K, |V, -V, | dyleki K, A’yabagh sonlu bir sabit

olacaktir.

Lemma 3.3 ‘den dolaytr H fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur (Kulperger and Rao
1989).

Yukarida tanimladigimiz H fonksiyonu yardimiyla ve t > 1 igin

t—1
E(t,AV,B)=> A7V (B - A)

q=0

olmak tizere (3.4) nolu ifadedeki D, (t,P) fonksiyonunu

D,(t,P)=H(t, A, Vn(A - A)+E(t,A,Vn(A - A)
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olarak ifade edebiliriz. Ayrica i, jeJ = {1,2,...,k —1} icin Q gec¢is matrisinin en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisinin yer aldigi Jn (Gi.; — ;) Ornekleminin dagilimi, 1<i, j <k
icin ortak dagilimi N , (O,Z) olan Z;, rasgele degiskenlerine yakinsadigindan dolay:

ve V,(Q=Z,,@Q)i,jed ve V,,=0,jeS={1,2,..k} i¢in V=V(@Q)=(, Q)

olmak tlizere

H(t, A(P),V(Q)) = tzll ATFVAY > ]

q=0

ifadesinin dagilimi V’nin dagilimindan dolay1 P ve Q ge¢is matrislerine bagli bir siire¢

olacaktir (Kulperger and Rao 1989).

Lemma 3.4

(1) Baz1 K, = K,(A) sabitleri i¢in
[Ht An(A, - A)- HE ANRA, - A)| < K, [Vn(A, - A)|A - Al

dir. Burada ﬁh A’'nin v/n tutarli tahmin edicisi oldugu i¢in smir t’de diizgiin olarak

1
O,(—=) olur.
N
(i1) Q’ de diizgiin olacak sekilde
. P
limsup| H (t, A(P).V (@) =0

Syleki bazi sabit 5> 0 igin ¢(A(Q))> 5> 0 dur.

(ii1))  Q’ de diizgiin olacak sekilde
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P

supE (t,A(P),V (Q).A(Q))—0

t—>o

dir (Kulperger and Rao 1989).

Ispat.

(1) Lemma 3.1.1.(1)’de verilen esitsizlikten degerler yerine konuldugunda
yukaridaki sonuca ulasilmaktadir.

(ii) B=(b ;) dyleki j#kigin b ;=0 ve b, =1 olsun. Lemma 3.1.1.den
dolay1 bazi K sabitleri i¢in

t

|A-B| <K (1-c(A))

dir.

0 - 01
B_|t ot o
0 0 1] ;p"‘

0 - 01

oldugundan VB =0 ve BV =0 olacaktir. Bundan dolay1
-1
[Ht APV Q)< X |A - B|V[[A - 8|
=0

<K*V[t(1-c(A)) >0 t—oo

i) e (A V. < ZIV[A - A
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VIS e - o]

t-1

VIS (1-c(4)

t-1-q

VIS (1-e(A)  (1-c(a)

1 e
<IVIK? (1-c(A))" VI (1-e(A))

IS ‘[z't}o—cm»‘*

<K, IIVII{t(l—c(A)»“ +<1—c(m){2}1 +(1—c(A))M1}

dir. Biiyiik t degerleri i¢in yukarida bulunan tist sinir t’de gore diizgiin olarak kiigiik

olacaktir. t =0,1,...,t, ve t, sabiti i¢in ise A ve A, yakin olmak lizere {ist smir kiigiik

olacaktir. Boylelikle (iii) ‘de belirtilen yakinsama elde edilmektedir.

Teorem 3.6 E L(H (AQ)). VN (AQ)-AQ,)): P) siirekli oldugu kiime ve J,

0, — 0 sartin1 saglayan pozitif reel sayilarmn bir dizisi olsun.

L(H (AQ)).vn(AQ,)-AQ,):Q)(E)

lim sup

12 Q-Pl<s,

—L(H (AP)).An(AR)- A(P));P)(E)‘ -0
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dir (Kulperger and Rao 1989).

Ispat. Lemma 3.2 ve lemma 3.3 ve (3.2.)’deki denklemden dolay1

H (t AQ)VA (AQ) - AQ))))

_H (t, AP),n(A@Q,) - A(Q)))

+0, (|A@)-AQ)

J+0(|AQ-AP))

Oyleki P’ye yakin komsulugundaki Q i¢in diizgiin olarak O,(.) - 0 olacaktir. Ayrica

P’nin yakin komsulugundaki Q i¢in diizgiin olarak
R D
Jn(AQ)-AQ,))~>Z@Q)

oldugundan ve 6, = o (N — o )||Q — P|| <6, sartini saglayan t’lerin sonlu siniflar1 i¢in

H (L AP).VN (AQ,) - AQ,))) - H (L A(P).Z (P))

dir.
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4. UYGULAMA

Calismanin bu bdliimiinde ilk olarak gecis matrisi bilinen bir markov zincirinden n
adimlik bir gergeklesmenin simiilasyonunun nasil yapildigi hususu bir 6rnekle
aciklanmaya g¢alisilmis, daha sonra gegis matrisi bilinen bir markov zinciri tanimlanmig
ve bu markov zincirinden 6rneklem c¢ap1 250 olan bir gozlem alimarak bu goézleme
dayal1 gecis matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi hesaplanarak elde edilen en ¢ok
olabilirlik tahmin edicisi yardimiyla Basawa et al. (1990)’nin 6nerdigi kosullu bootstrap
teknigi ile klasik bootstrap teknigi kullanilarak markov zincirin geg¢is matrisinin
bootstrap tahminleri yapilmistir. Bundan sonra, 500 adet simiilasyon yapilarak
tanimladigimiz markov zinciri i¢in 4. duruma ilk ugrama zamani rasgele degiskeninin
orneklem dagilimi klasik bootstrap yontemine gore elde edilmistir. Elde edilen dagilim

fonksiyonunun grafigi Sekil 4.1 de verilmistir

Ayrica 2004 yilina ait IMKB 100 endeksi’nin logaritmik getirileri hesap edilerek elde

edilen getiriler kullanilarak S ={1, 2,3, 4} durum uzayma sahip bir markov zinciri

oldugu farzedilmis ve bu zincirde 4.incii duruma ilk ugrama zamani rasgele
degiskeninin Ornekleme dagiliminin bootstrap tahmini yapilarak ulasilan sonuglara

iliskin grafiklere yer verilmistir.

4.1. Markov Zincirinden Adim Sayis1 n Olan Bir Gerc¢eklesmesinin
Simiilasyonu

{X,;n =0} stokastik siirecini S = {1, 2, 3} durum uzayina sahip ve ge¢is matrisi

0.25 0.40 0.35
P=10.30 0.50 0.20
0.10 0.30 0.60

olan bir markov zinciri oldugunu kabul edelim.
P gecis matrisine sahip bir markov zinciri i¢cin n=10adimlik bir gergeklesmesinin
simiilasyonunun nasil yapilacagi asagida aciklanmaktadir. Ik olarak, Diizgiin (0,1)

dagilimindan gézlenmek istenen adim sayisi1 kadar rasgele sayilar iiretilir. Her adim i¢in
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iiretilen rasgele sayilar ve bu sayilara karsilik gelecek olan durumlar Cizelge 4.1°de
gosterilmektedir. P gecis matrisine sahip bir markov zincirinin simiilasyonunda

kullanilacak fonksiyonlar1,Y,,Y,,Y, olarak adlandirlalim,

1 ,0<x<p, 1 ,0<x<0.25
Y, =12 , P, <X<p,+p,=72 ,025<x<0.65
3 ,p,+P,<x=<1 3 ,0.65<x<1

—_—

,0<x<p,y, 1 ,0<x<0.30
Y, =32 , Py <X< Py +Pyp=92 ,030<x<0.80
, Py + Py, <X<1 3 ,080<x<1

(O8]

[S—

, 0<x<p,y, 1 ,0<x<0.10
Y;=92 , Py <X py+ Py, =42 ,0.10<x<0.65
, Py + Py <X<1 3 ,040<x<1

(98]

seklinde olacaktir.

[lk admm X, =1 oldugunu farzedildigi i¢in zincirin gergeklesmesinin 1. adiminda
hangi durumda bulunacagi sorusuna Y, fonksiyonu cevap verecektir. 1. adim i¢in
tretilen rasgele sayr X, =0.47 oldugundan, Y, fonksiyonunda yerine konuldugu

takdirde 1. adimda 2. durumda olunacagi goriilecektir. Benzer sekilde zincirin

gerceklesmesinin 2. adiminda hangi durumda bulunacagi sorusuna bu kez Y,
fonksiyonu cevap verecektir. 2. adim i¢in iretilen rasgele say1r X, =0.72 oldugundan,

Y, fonksiyonunda yerine konuldugu takdirde 2. adimda 2. durumda olunacag:
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goriilecektir. Bu sekilde arzu edilen adim sayis1 kadar P gecis matrisine sahip markov

zincirinden bir ger¢eklesme elde edilebilir.

Cizelge 4.1 Markov zincirinden n =10 adim sayisina sahip bir gerceklesmesi

ADIM URETILEN RASGELE SAYILAR M Aggg%szl\}glziRi KU{;E@E&SEAK
1 0.47 2 Y,
2 0.72 Y,
3 0.25 | Y,
4 0.91 3 Y,
5 0.50 3 Y,
6 0.88 3 Y,
7 0.07 1 Y,
8 0.91 3 Y,
9 0.62 3 Y,
10 0.64 3 Y,

Ayrica, Cizelge 4.1’de her adim icin kullanilacak fonksiyon ve n=10 adimlik bir

simiilasyon yapilarak elde edilen markov zincirinin bir gerceklesmesi verilmistir.

4.2. Markov Zincirinde Bootstrap Yéntemine iliskin Uygulamalar

{X,;n =0} stokastik siirecini S = {1, 2,3, 4} durum uzayina sahip ve ge¢is matrisi

0.1 0.4
03 02
“102 03
0.1 02

0.3
0.4
0.3
0.5

0.2
0.1
0.2
0.2

olan bir markov zinciri oldugunu kabul edelim. Bu markov zincirinden X; =1 oldugu

farz edilerek yapilan simiilasyon sonucunda n =250 adim sayisina sahip bir érneklemi

asagidaki sekilde elde edebiliriz.
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Cizelge 4.2 Markov zincirinin n =250 adim sayisina sahip bir gerceklesmesi

123142122413211444312133232113323213142322333133332
213231412212121332314232221414312422212212221331232
123421431232144332433321424212143443121331221214223
332343231222142132323433221231122213213224231332121
2121343233134434313232333143343144123434332344

Yukarida elde edilen veri setine ait P gecis matrisinin en ¢ok olabilirlik tahmin

edicisi, P

sins

0.1163 0.3488 0.3023 0.2326
~ 10.2576 0.1970 0.4091 0.1364

" 10.1739 0.3043 0.3152 0.2065
0.0851 0.2128 0.5106 0.1915

olacaktir.

Yukaridaki veri setine Basawa et al. (1990)’nin 6nerdigi kosullu bootstrap teknigi

uygulandiginda elde edilen gecis matrisinin en c¢ok olabilirlik tahmin edicisinin

bootstrap tahmini (jn ise

0.1404 0.3509 0.3333 0.1754
A 0.2564 0.2051 0.3846 0.1538
" 10.2208 0.2857 0.2857 0.2078
0.0811 0.2162 0.5135 0.1892

olacaktir.

Klasik bootstrap teknigi uygulandiginda elde edilen ge¢is matrisinin en ¢ok olabilirlik

tahmin edicisinin bootstrap tahmini (jn ise
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0.1220 0.3171 0.3171 0.2439

A 0.2113 0.2394 0.4225 0.1268
" 10.1720 0.3226 0.3118 0.1935
0.0930 0.2558 0.4884 0.1628

olacaktir.

S ={l, 2,3,4} oldugundan 4. duruma ilk ugrama zamani rasgele degiskeni olarak

tanimladigimiz T rasgele degiskeninin dagilinm
Pr(t;P)=Pr(T <t|X,=1P)te{L2,..]

fonksiyonunun tahmini probleminde klasik bootstrap metodu uygulandig: takdirde elde
edilecek dagilim fonksiyonun If’n ve Qn gecis matrislerine gore grafikleri sirasiyla seri 2

ve seri 1 olmak iizere Sekil 4.1°deki gibi olacaktir.

0-00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
N & © 00 O N ¥ ©W 0 O N ¥ © oo o
- ™ ™ ™ = N AN N N N ™
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Seri 1 —@—Seri 2 ‘

Sekil 4.1 4.duruma ilk ugrama zamani rasgele degiskeninin 6rneklem dagilimi

Cizelge 4.3’de verilen IMKB 100 endeksinin 2004 yilma ait verileri kullanilarak
Cizelge 4.4’de verilen logaritmik getiriler hesap edilmistir. Tiim veriler TCMB’den

alinmigtir. Elde edilen getiriler kullanilarak S :{1, 2,3, 4} durum uzayina sahip bir

markov zinciri, logaritmik getiri < - %2 ise 1.durum ,-%2 < logaritmik getiri < %0 ise
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2. durum, %0< logaritmik getiri < %2 ise 3.durum, logaritmik getiri > %2 ise

4.durumda oldugu varsayilarak tanimlanmastir.

Hisse senetlerinin markov siirecine uygunlugu hisse senedi piyasasinda etkin pazar
kuraminin zayif sekli gegerli ise s6z konusudur. Bu durumda yani hisse senedi piyasasi
zayif formda ise ge¢mis zaman araliklarinda fiyat hareketleri belirli bir olasilikla
mevcut andaki fiyatlara; mevcut andaki fiyatlar ise gelecek periyotlardaki fiyatlara
yanstyacaktir. Hisse senedi piyasasindaki rekeabet hisse senedi fiyatlarinin markov

stirecine uydugunu dogrulamaktadir (Alpan vd 2001).
IMKB 100 endeksinin 2004 yil1 logaritmik getiri degerleri kullanilarak elde edilen

durumlar ¢izelge 4.5°de verilmistir. 2004 yilina ait IMKB 100 endeksi verileri

kullanilarak tanimlanan markov zincirinin gecis matrisi

0.1034 0.3793 0.3793 0.1379
~10.1000 0.3125 0.4750 0.1125
10.1171 03153 0.4505 0.1171

0.1333 0.3000 0.4000 0.1667

olarak hesap edilmistir.

IMKB 100 endeksinin degerlerinden olusturulan markov zincirinde 4. duruma ilk

ugrama zamani rasgele degiskeni olan T rasgele degiskeninin dagilimi
Pr(t;P)=Pr(T <t|X,=1P)te{l,2,.}

fonksiyonunun tahmini probleminde klasik bootstrap metodu uygulandig: takdirde elde

edilecek dagilim fonksiyonun grafigi Sekil 4.2°deki gibi olacaktir.
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Sekil 4.2 IMKB 100 verileri kullanildiginda 4. duruma ilk ugrama zamani rasgele
degiskeninin 6rneklem dagilimi
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Cizelge 4.3 IMKB 100 endeksinin 2004 yilina ait degerleri

IMKB
No | AR b | [No | TARE | g (No | TARI | gl Ena
1 ]02.01.2004 | 19148 43 | 08.03.2004 19495 85 | 06.05.2004 | 17624
2 ] 05.01.2004 | 19697 44 1 09.03.2004 19488 86 | 07.05.2004 | 17002
3 106.01.2004 | 19014 45 |10.03.2004 19799 87 110.05.2004 | 16808
4 107.01.2004 | 19383 46 | 11.03.2004 19381 88 | 11.05.2004 | 17103
5 ]08.01.2004 [ 19405 47 | 12.03.2004 19364 89 | 12.05.2004 | 17145
6 109.01.2004 [ 19926 48 | 15.03.2004 19527 90 [ 13.05.2004 [ 16646
7 | 12.01.2004 [ 19559 49 | 16.03.2004 19322 91 [ 14.05.2004 [ 16531
8 | 13.01.2004 [ 19460 50 [ 17.03.2004 19295 92 [ 17.05.2004 [ 15922
9 ]14.01.2004 | 18819 51 [ 18.03.2004 19611 93 [ 18.05.2004 [ 16124
10 [ 15.01.2004 [ 18952 52 [ 19.03.2004 20024 94 [ 19.05.2004 [ 16334
11 | 16.01.2004 | 18301 53 [22.03.2004 20167 95 [20.05.2004 [ 16334
12 | 19.01.2004 [ 17789 54 | 23.03.2004 20186 96 | 21.05.2004 [ 16629
13 ]20.01.2004 | 18833 55 [ 24.03.2004 20348 97 [ 24.05.2004 [ 17167
14 ] 21.01.2004 [ 18900 56 [ 25.03.2004 20473 98 [ 25.05.2004 [ 16791
15 [22.01.2004 [ 18518 57 [26.03.2004 20836 99 [26.05.2004 | 17235
16 | 26.01.2004 | 18357 58 [29.03.2004 20887 100 | 27.05.2004 | 17164
17 | 27.01.2004 [ 17900 59 [30.03.2004 20031 101 | 28.05.2004 | 17328
18 | 28.01.2004 [ 17902 60 [ 31.03.2004 20191 102 | 31.05.2004 | 17081
19 {29.01.2004 [ 17282 61 [ 01.04.2004 20322 103 | 01.06.2004 | 16767
20 | 30.01.2004 | 17259 62 [ 02.04.2004 20485 104 | 03.06.2004 | 17044
21 ] 05.02.2004 [ 17034 63 [ 05.04.2004 20331 105 | 04.06.2004 | 17708
22 1 06.02.2004 | 16966 64 [ 06.04.2004 20273 106 | 07.06.2004 | 18020
23 109.02.2004 | 17641 65 [ 07.04.2004 20040 107 | 08.06.2004 | 17604
24 1 10.02.2004 [ 17419 66 [ 08.04.2004 19420 108 | 09.06.2004 | 17616
25 | 11.02.2004 [ 18000 67 [ 09.04.2004 19505 109 | 10.06.2004 | 17786
26 | 12.02.2004 [ 18886 68 [ 12.04.2004 19260 110 | 11.06.2004 | 17664
27 | 13.02.2004 [ 19000 69 [ 13.04.2004 19104 111 | 14.06.2004 | 17080
28 | 16.02.2004 [ 19324 70 [ 14.04.2004 18678 112 | 15.06.2004 | 17230
29 | 17.02.2004 [ 19010 71 [ 15.04.2004 18688 113 | 16.06.2004 | 17099
30 [ 18.02.2004 [ 19479 72 | 16.04.2004 19269 114 | 17.06.2004 | 16901
31 [ 19.02.2004 [ 18606 73 [ 19.04.2004 19936 115 | 18.06.2004 | 16964
32 [ 20.02.2004 [ 18604 74 | 20.04.2004 19528 116 | 21.06.2004 | 16785
33 [23.02.2004 | 18284 75 | 21.04.2004 19270 117 | 22.06.2004 | 16753
34 [ 24.02.2004 [ 18498 76 | 22.04.2004 19432 118 | 23.06.2004 | 16820
35 [ 25.02.2004 [ 18707 77 | 26.04.2004 18586 119 | 24.06.2004 | 16889
36 | 26.02.2004 [ 18772 78 | 27.04.2004 18217 120 | 25.06.2004 | 17355
37 [27.02.2004 [ 18889 79 | 28.04.2004 18230 121 | 28.06.2004 | 17710
38 [ 01.03.2004 [ 18786 80 | 29.04.2004 17738 122 | 29.06.2004 | 17736
39 [02.03.2004 [ 19357 81 | 30.04.2004 18023 123 | 30.06.2004 | 17968
40 | 03.03.2004 [ 19172 82 | 03.05.2004 17678 124 | 01.07.2004 | 18290
41 ] 04.03.2004 | 19015 83 | 04.05.2004 18245 125 | 02.07.2004 | 18416
42 ] 05.03.2004 [ 19166 84 | 05.05.2004 18272 126 | 05.07.2004 | 18555
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Cizelge 4.3 IMKB 100 endeksinin 2004 yilina ait degerleri (devam)

SIRA _ [[MKB SIRA . IMKB  |[sIRA : IMKB
No | TARH o pac | [No | TARH BilEndk |[No | TARM | B Endk
127 [ 06.07.2004 | 18238 | [169 ] 03.002004 | 20775 || 211 ] 03112004 | 23438
128 | 07.07.2004 | 18297 | [170 | 06.002004 | 20852 || 212 | 04.11.2004 | 23006
129 | 08.07.2004 | 18077 | [171 | 07.002004 | 21119 || 213 | 05.112004 | 23216
130 | 09.07.2004 | 18327 | [172 | 08.092004 | 21468 || 214 | 08.11.2004 | 22616
131 | 12.07.2004 | 18368 | [ 173 | 09.002004 | 21398 || 215 | 09.11.2004 | 22544
132 | 13.07.2004 | 18493 | [174 | 10092004 | 21004 || 216 | 10.112004 | 22618
133 | 14072004 | 18635 | [175 | 13.002004 | 21060 || 217 | 11.11.2004 | 22169
134 | 15.07.2004 | 18966 | | 176 | 14.002004 | 21705 || 218 | 12.112004 | 22105
135 | 16.07.2004 | 19157 | [177] 15002004 | 21616 || 219 | 17.11.2004 | 22566
136 | 19.07.2004 | 18945 | [ 178 | 16.092004 | 21705 || 220 | 18.11.2004 | 23133
137 [ 20072004 | 18881 | [179 | 17.002004 | 20833 || 221 | 19.11.2004 | 23177
138 | 21.07.2004 | 18780 | [180 | 20.092004 | 20373 || 222 | 22.11.2004 | 22931
139 | 22.07.2004 | 18629 | [181| 21.002004 | 21193 || 223 | 23.11.2004 | 23472
140 | 23.072004 | 18904 | | 182 | 22.002004 | 21491 || 224 | 24112004 | 23516
141 | 26072004 | 18645 | [ 183 | 23.002004 | 22277 || 225 | 25.112004 | 23464
142 [ 27.07.2004 | 18775 | [ 184 | 24.000004 | 22307 || 226 | 26.11.2004 | 23293
143 | 28.07.2004 | 19019 | [185 | 27.002004 | 22083 || 227 29.11.2004 | 22799
144 | 29072004 | 19111 | [ 186 | 28092004 | 22204 || 228 | 30.11.2004 | 22486
145 | 30.07.2004 | 19381 | [187 | 29.002004 | 22220 | 229 | 01.12.2004 | 22561
146 | 02.082004 | 19698 | [ 188 | 30.002004 | 21954 || 230 | 02.122004 | 23150
147 | 03.082004 | 19427 | [189 | 01102004 | 21723 || 231 | 03.122004 | 23008
148 | 04082004 | 19049 | [190 | 04102004 | 21988 || 232 | 06.12.2004 | 23050
149 | 05.08.2004 | 19344 | [191 ] 05102004 | 21613 || 233 | 07.122004 | 23076
150 | 06.08.2004 | 19188 | [ 192 06.102004 | 22287 || 234 | 08.122004 | 22625
151 | 09.082004 | 19248 | [193 | 07.102004 | 22432 || 235 09.12.2004 | 22680
152 | 10.082004 | 19393 | [194 | 08102004 | 22051 || 236 | 10.12.2004 | 22944
153 | 11.082004 | 18909 | [195 | 11102004 | 22787 || 237 | 13.122004 | 23635
154 | 12.082004 | 18775 | | 196 | 12102004 | 22200 || 238 14.12.2004 | 23418
155 | 13.082004 | 18826 | [ 197 | 13102004 | 22630 || 239 | 15.12.2004 | 23290
156 | 16082004 | 18832 | [ 198 | 14102004 | 22319 || 240 | 16.122004 | 23935
157 | 17.082004 | 19460 | [199 | 15102004 | 22477 || 241 | 17.122004 | 24361
158 | 18.082004 | 19268 | [200 | 18102004 | 22334 || 242 | 20.12.2004 | 24341
159 | 19.082004 | 19188 | | 201 | 19102004 | 22551 || 243 | 21.12.2004 | 24045
160 | 20082004 | 19286 | [202 | 20102004 | 22221 || 244 | 22.122004 | 24525
161 | 23.082004 | 19364 | | 203 | 21102004 | 22202 || 245 | 23.12.2004 | 24431
162 | 24082004 | 19664 | | 204 | 22102004 | 22044 || 246 | 24122004 | 24538
163 | 25.082004 | 19558 | [205 | 25102004 | 21908 || 247 | 27.12.2004 | 24591
164 | 26082004 | 19572 | [206 | 26102004 | 22143 || 248 | 28.12.2004 | 24936
165 | 27.082004 | 19855 | [207 | 27102004 | 22566 || 249 | 29.12.2004 | 24972
166 | 31.08.2004 | 20218 | [208 | 28.102004 | 22890

167 | 01.09.2004 | 20512 | [209 | 01.11.2004 | 22858

168 | 02.092004 | 20526 | [210| 02112004 | 23216
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Cizelge 4.4 IMKB 100 endeksinin 2004 y1lina ait logaritmik getiri degerleri

No | AR | gemini | |No | TARM | erini | [ wo | TARM | Gerin
1 ]02.01.2004 | 2.77% 43 1 08.03.2004 | 1.71% 85 [ 06.05.2004 [ -3.61%
2 ]105.01.2004 | 2.83% 44 1 09.03.2004 | -0.04% 86 [ 07.05.2004 [ -3.59%
3 ]106.01.2004 | -3.53% 45 110.03.2004 | 1.58% 87 10.05.2004 | -1.15%
4 107.01.2004 | 1.92% 46 | 11.03.2004 | -2.13% 88 11.05.2004 | 1.74%
5 108.01.2004 | 0.11% 47 112.03.2004 | -0.09% 89 12.05.2004 | 0.25%
6 ] 09.01.2004 | 2.65% 48 | 15.03.2004 | 0.83% 90 13.05.2004 | -2.95%
7 112.01.2004 | -1.86% 49 |16.03.2004 | -1.06% 91 14.05.2004 | -0.69%
8 | 13.01.2004 | -0.51% 50 [ 17.03.2004 [ -0.14% 92 17.05.2004 | -3.75%
9 114.01.2004 | -3.35% 51 [ 18.03.2004 | 1.63% 93 18.05.2004 | 1.26%
10 | 15.01.2004 | 0.71% 52 [19.03.2004 | 2.08% 94 19.05.2004 | 1.29%
11 | 16.01.2004 | -3.50% 53 [22.03.2004 | 0.71% 95 1 20.05.2004 | 0.00%
12 | 19.01.2004 | -2.84% 54 [23.03.2004 [ 0.09% 96 ] 21.05.2004 | 1.79%
13 {20.01.2004 [ 5.70% 55 [24.03.2004 | 0.80% 97 ]24.05.2004 | 3.19%
14 | 21.01.2004 [ 0.36% 56 [25.03.2004 | 0.61% 98 ]25.05.2004 [ -2.22%
15 | 22.01.2004 | -2.04% 57 [26.03.2004 | 1.76% 99 126.05.2004 | 2.61%
16 [ 26.01.2004 [ -0.88% 58 [29.03.2004 | 0.24% 100 [ 27.05.2004 [ -0.42%
17 1 27.01.2004 | -2.52% 59 [30.03.2004 [ -4.19% 101 [ 28.05.2004 [ 0.95%
18 | 28.01.2004 [ 0.01% 60 [ 31.03.2004 | 0.80% 102 | 31.05.2004 | -1.43%
19 ] 29.01.2004 | -3.52% 61 [01.04.2004 [ 0.65% 103 | 01.06.2004 [ -1.86%
20 ] 30.01.2004 | -0.13% 62 [ 02.04.2004 [ 0.80% 104 [ 03.06.2004 [ 1.64%
21 ] 05.02.2004 | -1.32% 63 [ 05.04.2004 [ -0.76% 105 [ 04.06.2004 [ 3.82%
22 1 06.02.2004 | -0.40% 64 [ 06.04.2004 [ -0.29% 106 [ 07.06.2004 [ 1.75%
23 1 09.02.2004 | 3.90% 65 [ 07.04.2004 | -1.16% 107 | 08.06.2004 | -2.34%
24 110.02.2004 | -1.27% 66 [ 08.04.2004 [ -3.14% 108 [ 09.06.2004 [ 0.07%
25 1 11.02.2004 | 3.29% 67 [ 09.04.2004 | 0.44% 109 [ 10.06.2004 [ 0.97%
26 | 12.02.2004 | 4.80% 68 [ 12.04.2004 [ -1.27% 110 [ 11.06.2004 [ -0.69%
27 ] 13.02.2004 | 0.60% 69 [ 13.04.2004 [ -0.81% 111 | 14.06.2004 | -3.37%
28 116.02.2004 | 1.69% 70 [ 14.04.2004 [ -2.26% 112 [ 15.06.2004 [ 0.88%
29 | 17.02.2004 | -1.64% 71 [ 15.04.2004 | 0.05% 113 [ 16.06.2004 [ -0.77%
30 [ 18.02.2004 [ 2.43% 72 [ 16.04.2004 | 3.07% 114 | 17.06.2004 [ -1.16%
31 [ 19.02.2004 | -4.58% 73 [ 19.04.2004 | 3.40% 115 [ 18.06.2004 [ 0.37%
32 {20.02.2004 | -0.01% 74 [ 20.04.2004 [ -2.07% 116 | 21.06.2004 [ -1.06%
33 [23.02.2004 | -1.73% 75 [21.04.2004 [ -1.33% 117 | 22.06.2004 [ -0.19%
34 [ 24.02.2004 [ 1.16% 76 | 22.04.2004 | 0.83% 118 [ 23.06.2004 [ 0.40%
35 [25.02.2004 [ 1.13% 77 | 26.04.2004 | -4.45% 119 [ 24.06.2004 [ 0.41%
36 [ 26.02.2004 [ 0.34% 78 [27.04.2004 [ -2.01% 120 [ 25.06.2004 [ 2.73%
37 {27.02.2004 [ 0.62% 79 | 28.04.2004 [ 0.07% 121 [ 28.06.2004 [ 2.03%
38 [ 01.03.2004 [ -0.55% 80 | 29.04.2004 | -2.74% 122 [ 29.06.2004 [ 0.14%
39 [02.03.2004 [ 2.99% 81 |30.04.2004 | 1.59% 123 [ 30.06.2004 [ 1.30%
40 ] 03.03.2004 | -0.96% 82 ] 03.05.2004 | -1.93% 124 [ 01.07.2004 [ 1.78%
41 | 04.03.2004 | -0.82% 83 | 04.05.2004 | 3.15% 125 [ 02.07.2004 [ 0.69%
42 ] 05.03.2004 | 0.79% 84 | 05.05.2004 | 0.15% 126 | 05.07.2004 [ 0.75%
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Cizelge 4.4 IMKB 100 endeksinin 2004 yilina ait logaritmik getiri degerleri (devam)

SIL]})A TARIH GI]::?"EU S;J]?)A TARIH GI]::?"EU SIL]})A TARIH LOG GETIRI
127 [06.07.2004| -1.72% | [ 169 | 03.09.2004 | 1.21% 211 | 03.11.2004 | 0.95%
128 [07.07.2004] 0.32% 170 | 06.09.2004 | 0.37% 212 | 04.11.2004 | -1.86%
129 [08.07.2004| -1.21% | [ 171 [ 07.09.2004 | 1.28% 213 [ 05.11.2004 | 0.90%
130 [09.07.2004| 1.37% 172 | 08.09.2004 | 1.64% 214 | 08.11.2004 | -2.62%
131 12.07.2004| 0.23% 173 | 09.09.2004 | -0.33% 215 | 09.11.2004 | -0.32%
132 [13.07.2004| 0.68% 174 | 10.09.2004 | -1.86% 216 | 10.11.2004 | 0.33%
133 14.07.2004| 0.77% 175 | 13.09.2004 | 0.27% 217 | 11.11.2004 | -2.01%
134 [15.07.2004| 1.76% 176 | 14.09.2004 | 3.02% 218 | 12.11.2004 | -0.29%
135 [16.07.2004| 1.00% 177 | 15.09.2004 | -0.41% 219 | 17.11.2004 | 2.07%
136 [19.07.2004] -1.11% | [ 178 | 16.09.2004 | 0.41% 220 | 18.11.2004 | 2.48%
137 [20.07.2004| -0.34% | [ 179 | 17.09.2004 | -4.10% 221 | 19.11.2004 | 0.19%
138 [21.07.2004| -0.54% | | 180 | 20.09.2004 | -2.23% 222 [ 22.11.2004 | -1.06%
139 {22.07.2004| -0.81% | | 181 | 21.09.2004 | 3.94% 223 | 23.11.2004 | 2.33%
140 23.07.2004| 1.47% 182 | 22.09.2004 | 1.40% 224 | 24.11.2004 | 0.19%
141 26.07.2004| -1.38% | | 183 | 23.09.2004 | 3.59% 225 | 25.11.2004 | -0.22%
142 [27.07.2004] 0.69% 184 | 24.09.2004 | 0.14% 226 | 26.11.2004 | -0.73%
143 [28.07.2004| 1.29% 185 | 27.09.2004 | -1.01% 227 | 29.11.2004 | -2.14%
144 [29.07.2004] 0.49% 186 | 28.09.2004 | 0.95% 228 [ 30.11.2004 | -1.38%
145 [30.07.2004| 1.40% 187 | 29.09.2004 | -0.33% 229 [ 01.12.2004 | 0.33%
146 02.08.2004| 1.62% 188 | 30.09.2004 | -1.21% 230 | 02.12.2004 | 2.58%
147 [03.08.2004| -1.38% | | 189 | 01.10.2004 | -1.06% 231 | 03.12.2004 | -0.62%
148 [04.08.2004| -1.97% | | 190 | 04.10.2004 | 1.21% 232 | 06.12.2004 | 0.18%
149 [05.08.2004| 1.54% 191 | 05.10.2004 | -1.72% 233 | 07.12.2004 | 0.11%
150 [06.08.2004| -0.81% | [ 192 06.10.2004 | 3.07% 234 | 08.12.2004 | -1.97%
151 {09.08.2004| 0.32% 193 | 07.10.2004 | 0.65% 235 | 09.12.2004 | 0.24%
152 [10.08.2004| 0.75% 194 | 08.10.2004 | 2.29% 236 | 10.12.2004 | 1.16%
153 [11.08.2004| -2.53% | | 195 | 11.10.2004 | -0.72% 237 | 13.12.2004 | 2.97%
154 [12.08.2004| -0.71% | | 196 | 12.10.2004 | -2.21% 238 | 14.12.2004 | -0.92%
155 [13.08.2004| 0.27% 197 | 13.10.2004 | 1.51% 239 | 15.12.2004 | -0.55%
156 |16.08.2004| 0.03% 198 | 14.10.2004 | -1.38% 240 | 16.12.2004 | 2.73%
157 [17.08.2004| 3.28% 199 | 15.10.2004 | 0.71% 241 | 17.12.2004 | 1.76%
158 [18.08.2004| -0.99% | | 200 | 18.10.2004 | -0.64% 242 | 20.12.2004 | -0.08%
159 [19.08.2004| -0.42% | | 201 | 19.10.2004 | 0.97% 243 | 21.12.2004 | -1.23%
160 [20.08.2004| 0.51% | | 202 | 20.10.2004 | -1.47% 244 | 22.12.2004 | 1.98%
161 [23.08.2004| 0.40% | |203 | 21.10.2004 | -0.09% 245 | 23.12.2004 | -0.39%
162 [24.08.2004| 1.54% | | 204 | 22.102004 | 0.19% 246 | 24.12.2004 | 0.44%
163 25.08.2004| -0.54% | | 205 | 25.10.2004 | -1.52% 247 | 27.12.2004 | 0.22%
164 |26.08.2004| 0.07% | | 206 | 26.10.2004 | 1.07% 248 | 28.12.2004 | 1.39%
165 [27.08.2004| 1.44% | | 207 | 27.10.2004 | 1.89% 249 | 29.12.2004 | 0.14%
166 [31.08.2004| 1.81% | | 208 | 28.10.2004 | 1.43%

167 [01.09.2004| 1.44% | [209 | 01.11.2004 | -0.14%

168 [02.09.2004] 0.07% | [210] 02.11.2004 | 1.55%
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Cizelge 4.5 IMKB 100 endeksinin 2004 yil1 kodlanmis logaritmik getiri degerleri

SI{I%A TARiH |PURUM SI{I%A TARIH | DURUM SI{I%A TARIH DURUM
1 | 02.01.2004 4 43 | 08.03.2004 3 85 | 06.05.2004 1
2 | 05.01.2004 4 44 | 09.03.2004 2 86 07.05.2004 1
3 06.01.2004 1 45 | 10.03.2004 3 87 10.05.2004 2
4 | 07.01.2004 3 46 | 11.03.2004 1 88 | 11.05.2004 3
5 08.01.2004 3 47 | 12.03.2004 2 89 12.05.2004 3
6 | 09.01.2004 4 48 | 15.03.2004 3 90 | 13.05.2004 1
7 12.01.2004 2 49 | 16.03.2004 2 91 14.05.2004 2
8 13.01.2004 2 50 | 17.03.2004 2 92 17.05.2004 1
9 14.01.2004 1 51 | 18.03.2004 3 93 18.05.2004 3
10 | 15.01.2004 3 52 | 19.03.2004 4 94 19.05.2004 3
11 | 16.01.2004 1 53 | 22.03.2004 3 95 | 20.05.2004 2
12 | 19.01.2004 1 54 | 23.03.2004 3 96 21.05.2004 3
13 | 20.01.2004 4 55 | 24.03.2004 3 97 24.05.2004 4
14 | 21.01.2004 3 56 | 25.03.2004 3 98 25.05.2004 1
15 | 22.01.2004 1 57 | 26.03.2004 3 99 26.05.2004 4
16 | 26.01.2004 2 58 | 29.03.2004 3 100 | 27.05.2004 2
17 | 27.01.2004 1 59 | 30.03.2004 1 101 | 28.05.2004 3
18 | 28.01.2004 3 60 | 31.03.2004 3 102 | 31.05.2004 2
19 | 29.01.2004 1 61 | 01.04.2004 3 103 | 01.06.2004 2
20 | 30.01.2004 2 62 | 02.04.2004 3 104 | 03.06.2004 3
21 | 05.02.2004 2 63 | 05.04.2004 2 105 | 04.06.2004 4
22 | 06.02.2004 2 64 | 06.04.2004 2 106 | 07.06.2004 3
23 | 09.02.2004 4 65 | 07.04.2004 2 107 | 08.06.2004 1
24 | 10.02.2004 2 66 | 08.04.2004 1 108 | 09.06.2004 3
25 | 11.02.2004 4 67 | 09.04.2004 3 109 10.06.2004 3
26 | 12.02.2004 4 68 | 12.04.2004 2 110 | 11.06.2004 2
27 | 13.02.2004 3 69 | 13.04.2004 2 111 14.06.2004 1
28 | 16.02.2004 3 70 | 14.04.2004 1 112 | 15.06.2004 3
29 | 17.02.2004 2 71 | 15.04.2004 3 113 16.06.2004 2
30 | 18.02.2004 4 72 | 16.04.2004 4 114 | 17.06.2004 2
31 | 19.02.2004 1 73 | 19.04.2004 4 115 18.06.2004 3
32 | 20.02.2004 2 74 | 20.04.2004 1 116 | 21.06.2004 2
33 | 23.02.2004 2 75 | 21.04.2004 2 117 | 22.06.2004 2
34 | 24.02.2004 3 76 | 22.04.2004 3 118 | 23.06.2004 3
35 | 25.02.2004 3 77 | 26.04.2004 1 119 | 24.06.2004 3
36 | 26.02.2004 3 78 | 27.04.2004 1 120 | 25.06.2004 4
37 | 27.02.2004 3 79 | 28.04.2004 3 121 | 28.06.2004 4
38 | 01.03.2004 2 80 | 29.04.2004 1 122 | 29.06.2004 3
39 | 02.03.2004 4 81 | 30.04.2004 3 123 | 30.06.2004 3
40 | 03.03.2004 2 82 | 03.05.2004 2 124 | 01.07.2004 3
41 | 04.03.2004 2 83 | 04.05.2004 4 125 | 02.07.2004 3
42 | 05.03.2004 3 84 | 05.05.2004 3 126 | 05.07.2004 3
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Cizelge 4.5 IMKB 100 endeksinin 2004 yili kodlanmis logaritmik getiri degerleri (devam)

SIRA

DURUM

SIRA

SIRA

NO TARIH NO TARIH DURUM NO TARIH DURUM
127 | 06.07.2004 2 169 | 03.09.2004 3 211 [ 03.11.2004 3
128 | 07.07.2004 3 170 | 06.09.2004 3 212 | 04.11.2004 2
129 | 08.07.2004 2 171 | 07.09.2004 3 213 [ 05.11.2004 3
130 | 09.07.2004 3 172 | 08.09.2004 3 214 | 08.11.2004 1
131 | 12.07.2004 3 173 | 09.09.2004 2 215 [ 09.11.2004 2
132 | 13.07.2004 3 174 | 10.09.2004 2 216 | 10.11.2004 3
133 | 14.07.2004 3 175 | 13.09.2004 3 217 | 11.11.2004 1
134 | 15.07.2004 3 176 | 14.09.2004 4 218 [ 12.11.2004 2
135 | 16.07.2004 3 177 | 15.09.2004 2 219 | 17.11.2004 4
136 | 19.07.2004 2 178 | 16.09.2004 3 220 [ 18.11.2004 4
137 | 20.07.2004 2 179 | 17.09.2004 1 221 | 19.11.2004 3
138 | 21.07.2004 2 180 | 20.09.2004 1 222 | 22.11.2004 2
139 | 22.07.2004 2 181 | 21.09.2004 4 223 | 23.11.2004 4
140 | 23.07.2004 3 182 | 22.09.2004 3 224 | 24.11.2004 3
141 | 26.07.2004 2 183 | 23.09.2004 4 225 | 25.11.2004 2
142 | 27.07.2004 3 184 | 24.09.2004 3 226 | 26.11.2004 2
143 | 28.07.2004 3 185 | 27.09.2004 2 227 | 29.11.2004 1
144 | 29.07.2004 3 186 | 28.09.2004 3 228 [ 30.11.2004 2
145 | 30.07.2004 3 187 | 29.09.2004 2 229 | 01.12.2004 3
146 | 02.08.2004 3 188 | 30.09.2004 2 230 | 02.12.2004 4
147 | 03.08.2004 2 189 | 01.10.2004 2 231 | 03.12.2004 2
148 | 04.08.2004 2 190 | 04.10.2004 3 232 | 06.12.2004 3
149 | 05.08.2004 3 191 | 05.10.2004 2 233 | 07.12.2004 3
150 | 06.08.2004 2 192 | 06.10.2004 4 234 | 08.12.2004 2
151 | 09.08.2004 3 193 | 07.10.2004 3 235 [ 09.12.2004 3
152 | 10.08.2004 3 194 | 08.10.2004 4 236 | 10.12.2004 3
153 | 11.08.2004 1 195 | 11.10.2004 2 237 [ 13.12.2004 4
154 | 12.08.2004 2 196 | 12.10.2004 1 238 | 14.12.2004 2
155 | 13.08.2004 3 197 | 13.10.2004 3 239 [ 15.12.2004 2
156 | 16.08.2004 3 198 | 14.10.2004 2 240 [ 16.12.2004 4
157 | 17.08.2004 4 199 | 15.10.2004 3 241 | 17.12.2004 3
158 | 18.08.2004 2 200 [ 18.10.2004 2 242 { 20.12.2004 2
159 | 19.08.2004 2 201 | 19.10.2004 3 243 | 21.12.2004 2
160 | 20.08.2004 3 202 [ 20.10.2004 2 244 | 22.12.2004 3
161 | 23.08.2004 3 203 | 21.10.2004 2 245 | 23.12.2004 2
162 | 24.08.2004 3 204 [ 22.10.2004 3 246 | 24.12.2004 3
163 | 25.08.2004 2 205 [ 25.10.2004 2 247 | 27.12.2004 3
164 | 26.08.2004 3 206 | 26.10.2004 3 248 | 28.12.2004 3
165 | 27.08.2004 3 207 [ 27.10.2004 3 249 [ 29.12.2004 3
166 | 31.08.2004 3 208 | 28.10.2004 3

167 | 01.09.2004 3 209 [ 01.11.2004 2

168 | 02.09.2004 3 210 | 02.11.2004 3
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5. SONUC

Bu caligmada, rasgele olgunun markov bagimli olmast durumunda bootstrap metodunun
gecerliliginin aragtirilmasi i¢in, 6nce bazi temel kavramlar irdelenmis ve markov siireci,
gecis olasiliklari, durumlarin siiflandirilmasi ile klasik bootstrap yontemi konularina
deginilmistir. Daha sonra sonlu durum uzaymna sahip markov zincirlerinde gecis
olasiliklarinin tahmin edilmesi i¢in Basawa et al. (1990)’nin 6nerdigi kosullu bootstrap
yontemi ve bu yontem kullanilarak elde edilen tahmin edicinin asimptotik olarak gegerli
oldugu konularina deginilmistir. Ayrica, standart bootstrap yontemi kullanilarak gegis
olasiliklarinin tahmin edilmesi probleminde ve ilk ugrama zamani rasgele degiskeninin
orneklem dagiliminin tahmin edilmesi probleminde Basawa et al. (1990) ile Kulperger
and Rao (1989)’ nun c¢alismalar1 ele alinmistir. Sonlu durum uzayina sahip ergodik
markov zincirinde ge¢is olasiliklarinin en ¢ok olabilirlik tahmini ve standart bootsrap

metodu ile kosullu bootstrap metodu kullanilarak tahminleri 6rneklendirilmistir.

S= {1, 2,3,4} durum uzayina sahip ergodik markov zinciri i¢in 4. duruma ilk ugrama

zamani rasgele degiskeninin ornekleme dagilimi ile bootstrap tahmini grafik iizerinde
degerlendirilmis ve iki dagilimin birbirine yakin olduklar1 6rneklendirilmistir. Son
olarak 2004 yilina ait IMKB 100 endeksi verisi kullanilarak logaritmik getirilerin bir
ergodik markov zinciri oldugu kabul edilerek standart bootstrap metodu kullanilarak ilk

ugrama zamani rasgele degiskeninin 6rnekleme dagilimi elde edilmistir.
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