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Dan¬̧sman: Prof. Dr. Fatma KARAKOÇ

Tez beş bölümden oluşmaktad¬r. Tezin birinci bölümünde yapay sinir a¼glar¬n¬n tarihçesi
ile ilgili genel bilgi verilmi̧stir. ·Ikinci bölümde yapay sinir a¼glar¬n¬n biyolojik sinir a¼glar¬
ile olan ili̧skisi, yapay sinir a¼g¬türleri ve yapay sinir a¼glar¬hakk¬nda matematiksel aç¬dan
yap¬lan incelemeler ifade edilmi̧stir. Ayr¬ca kesirli basamaktan türev ve integral kavram-
lar¬ aç¬klan¬p kesirli basamaktan türev içeren yapay sinir a¼g¬modelleri ile ilgili yap¬lan
araşt¬rmalardan bahsedilmi̧stir. Tezin üçüncü bölümü uyumlu kesirli türevli yapay sinir
a¼g¬modellerine ayr¬lm¬̧st¬r. Bu ba¼glamda ilk olarak uyumlu kesirli türevin özellikleri in-
celenmi̧stir. Daha sonra Hop�eld türünde bir yapay sinir a¼g¬n¬n denge noktas¬n¬n var-
l¬¼g¬, tekli¼gi ve üstel kararl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r. Benzer sonuçlar BAM-tipi tekrarlayan sinir
a¼g¬modeli için de elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bu çal¬̧smalarda elde edilen sonuçlar say¬sal
örnekler ile desteklenmi̧stir. Dördüncü bölümde ilk olarak Caputo-Hadamard kesirli türev
operatörünün özellikleri irdelenmi̧stir. Devam¬nda Caputo-Hadamard kesirli türev içeren
Hop�eld türünde bir yapay sinir a¼g¬modelinin denge noktas¬n¬n varl¬k-tekli¼gi ve Mittag-
Le­ er kararl¬l¬¼g¬için yeter koşullar elde edilmi̧stir. Bu bölümde elde edilen sonuçlar için de
say¬sal örnekler göz önüne al¬n¬p sonuçlar gra�klerle desteklenmi̧stir. Tezin son bölümünde
elde edilen sonuçlar¬n literatüre yapt¬¼g¬katk¬aç¬klanarak bu tezde kullan¬lan yöntemler
ile gelecekte yap¬labilecek çal¬̧smalar ifade edilmi̧stir.
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operatörü, kesirli basamaktan diferensiyel denklem.
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The thesis consists of �ve chapters. The �rst chapter provides general information
about the history of arti�cial neural networks. In the second chapter the rela-
tionship between arti�cial neural networks and biological neural networks, various
types of arti�cial neural networks, and mathematical examinations of arti�cial neural
networks have been discussed. Furthermore, it explains the concepts of fractional
derivative and integral and discusses researches carried out arti�cial neural network
models involving fractional derivatives. The third chapter focuses on neural net-
work models with conformable fractional derivative. In this context, the properties
of comformable fractional derivative is examined. Then, the existence, uniqueness,
and the exponential stability of the equilibrium point of a Hop�eld-type arti�cial
neural network are proven. Similar results are obtained for the BAM-type recurrent
neural network model. Moreover, the results of these studies are supported by nu-
merical examples. In the fourth chapter, the properties of the Caputo-Hadamard
fractional derivative operator are examined. Subsequently, su¢ cient conditions for
the existence-uniqueness and Mittag-Le­ er stability of the equilibrium point of
Hop�eld-type arti�cial neural network model involving the Caputo-Hadamard frac-
tional derivative are obtained. Numerical examples are taken into consideration and
the results of this section are supported by the graphs. In the �nal chapter of the
thesis, contribution of the obtained results to the literature is explained, and possib-
le future research using the methods employed in this thesis is discussed.
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1. G·IR·IŞ

Sinir sistemi, bir canl¬n¬n sürekli olarak iç ve d¬̧s ortamlardan duyu organlar¬yla bilgi

alarak, bu bilgileri ço¼gu zaman geçmi̧steki deneyimleriyle kaŗs¬laşt¬r¬p de¼gerlendiren

ve anl¬k olarak tepki organlar¬n¬harekete geçiren karmaş¬k bir sistemdir. Bu kar-

maş¬k sisteme örnek olarak, insan sinir sisteminin yaklaş¬k (1; 3) � 1010 nörondan

oluştu¼gu ve bunlar¬n yaklaş¬k 1� 1010 tanesinin beyinde yer ald¬¼g¬verilebilir. ·Insan

beynindeki nöronlardan baz¬lar¬herhangi bir zamanda ateşlenir ve bu ateşlemeden

kaynaklanan güç kayb¬n¬n 10 watt mertebesinde oldu¼gu tahmin edilmektedir. Beyin-

deki aktivitenin izlenmesi, uyurken bile saniyede 5 � 107 sinir uyar¬s¬n¬n beyin ve

vücudun di¼ger bölümleri aras¬nda gidip geldi¼gini göstermi̧stir. Uyan¬kken bu oran

önemli ölçüde artmaktad¬r (Fisher 1987). Bu karmaş¬k yap¬y¬ tam olarak aç¬kla-

mak için bilgisayar¬n insan beyninin çal¬̧sma şeklini taklit etmesi için geli̧stirilmi̧s

bir modellemeye ihtiyaç vard¬r. Bu matematiksel modellemelere yapay sinir a¼glar¬

denir. Yapay sinir a¼glar¬, insan beyninin sinir hücrelerinin çal¬̧sma prensibine ben-

zer bir şekilde i̧slem yapar ve insan beyni taraf¬ndan alg¬lanabilen bilgiyi i̧sleme

kabiliyetine sahiptir. Yapay sinir a¼glar¬, çok say¬da ba¼g¬ms¬z i̧slemci biriminden

(nöronlar) ve bu birimler aras¬ndaki ba¼glant¬lardan oluşur. Bu birimler, girdi veri-

lerini i̧sleyerek bir sonraki katmana aktar¬rlar. Bu i̧slemler, a¼g¬rl¬klar ve eşik de¼ger-

leri kullan¬larak gerçekleştirilir. Bu teknoloji, büyük veri kümelerini analiz etmek ve

tahmin yapmak için kullan¬labildi¼gi gibi günümüzde örüntü tan¬ma, tahmin etme,

resim s¬n¬�and¬rma, �nansal tahmin ve veri s¬k¬̧st¬rma gibi bir çok problemin çözüm-

leri için de geçerli sonuçlar vermektedir. Yapay sinir a¼glar¬diferensiyel denklemler

kullan¬larak modellenmesi ile matematik literatüründe yer alm¬̧st¬r. Yapay sinir

a¼glar¬, kullan¬m alanlar¬na, verilerin karmaş¬kl¬¼g¬na ve boyutuna göre çeşitli mo-

deller ve algoritmalarla yap¬land¬r¬labilirler.

Yapay sinir a¼glar¬ile ilgili çal¬̧smalar McCulloch ve Pitts�in 1943 y¬l¬nda sinir hücreleri-

nin matematiksel modellemesi için bir yapay sinir a¼g¬ tasarlamas¬ ile başlam¬̧st¬r

(McCulloch ve Pitts 1943). Bu tasarlanan model, basit bir sinir hücresinin aritmetik
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ya da mant¬ksal bir fonksiyon ile gösterildi¼gi yaln¬zca iki durumu olan "ateşleme" ve

"ateşleme yok" durumlar¬n¬kullan¬r. Daha sonra, bu model, John Von Neumann ve

Norbert Wiener taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. 1950�lerde, yapay sinir a¼glar¬n¬n kuru-

cusu olarak bilinen Frank Rosenblatt, ilk yapay sinir a¼g¬n¬geli̧stirmi̧stir. Bu sinir a¼g¬,

iki katmanl¬bir a¼g olup görüntü tan¬ma gibi problemleri çözmek için kullan¬lm¬̧st¬r

(Rosenblatt 1961). 1960 ve 1970�li y¬llarda sinyal i̧sleme, örüntü tan¬ma ve biyolojik

modelleme başl¬klar¬alt¬nda çok say¬da sinir a¼g¬araşt¬rmas¬devam etmi̧stir. Bu

y¬llarda Amari, Fukushima, Grossberg, Klopf ve Gose isimli bilim adamlar¬ sinir

a¼g¬alan¬n¬sa¼glam bir temele sokan ve alan¬nda rönesans¬na giden yolu haz¬rlayan

insanlard¬r (Haykin 1999). 1980�lerde, dünya çap¬nda üne sahip bir �zikçi olan

John Hop�eld taraf¬ndan yaz¬lan iki makale sonras¬nda yeniden canlanan yapay

sinir a¼g¬araşt¬rmalar¬, daha derin ve karmaş¬k yap¬lar¬n geli̧stirilmesine yol açm¬̧st¬r

(Hop�eld 1982, Hop�eld 1984). Bu geli̧smelerin bir sonucu olarak, dünyan¬n dört

bir yan¬ndaki yüzlerce yüksek nitelikli bilim insan¬, matematikçi ve teknoloji uzman¬

yapay sinir a¼glar¬üzerine çal¬̧smaya başlam¬̧st¬r (Yadav vd. 2015, Akhmet ve Fen

2016).

Son y¬llarda, kesirli diferensiyel denklemler mühendislik ve di¼ger bilim alanlar¬nda

giderek popüler hale gelmi̧stir. Kesirli mertebeden diferensiyel denklemler, klasik

diferensiyel denklemlere k¬yasla birçok �ziksel olgunun daha do¼gru bir tan¬m¬n¬

sa¼glayabilecekleri için uygulamal¬matematikte önemli bir çal¬̧sma alan¬olarak or-

taya ç¬km¬̧st¬r. Kesirli diferensiyel denklemler ve yapay sinir a¼glar¬n¬n birleşimi, baz¬

uygulamalarda tam say¬basamaktan yapay sinir a¼glar¬na k¬yasla daha iyi perfor-

mans göstermektedir. Kesirli mertebeden yapay sinir a¼glar¬çal¬̧smalar¬nda ço¼gun-

lukla sistemin denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬, tekli¼gi ve bu denge noktas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬

incelenmektedir.

Bu tezin amac¬, yapay sinir a¼glar¬ve kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin

kombinasyonu olan kesirli türev içeren yapay sinir a¼glar¬n¬n denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬,

tekli¼gi bu denge noktas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬araşt¬rmakt¬r. Araşt¬rmam¬z arac¬l¬¼g¬yla,

kesirli türev içeren yapay sinir a¼g¬modellerinin asimptotik davran¬̧slar¬n¬n anlaş¬l-
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mas¬ve çeşitli gerçek dünya uygulamalar¬nda performanslar¬n¬ve uygulanabilirlik-

lerini art¬rmaya yard¬mc¬olabilecek bak¬̧s aç¬lar¬n¬n geli̧stirilmesi hede�enmektedir.

Bu tezin ikinci bölümünde yapay sinir a¼glar¬ ayr¬nt¬l¬ olarak tan¬t¬lm¬̧st¬r ve ke-

sirli basamaktan türev ve integral operatörlerinin temel özellikleri ifade edilmi̧stir.

Üçüncü bölüm uyumlu türev içeren yapay sinir a¼g¬modellerine ayr¬lm¬̧st¬r. Üçüncü

bölümde ilk olarak uyumlu türev operatörünün özellikleri incelenmi̧stir. Daha sonra

Hop�eld tipi ve BAM tipi yapay sinir a¼glar¬n¬n denge noktalar¬n¬n varl¬k ve tek-

li¼gi ispatlanm¬̧s, denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬için yeter koşullar elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde ise Caputo-Hadamard kesirli türevini içeren Hop�eld tipi model

göz önüne al¬nm¬̧st¬r. Caputo-Hadamard kesirli türev operatörünün özellikleri veril-

dikten sonra ele al¬nan yapay sinir a¼g¬ sisteminin denge noktas¬n¬n varl¬k-tekli¼gi

ispatlanm¬̧s ve Mittag-Le­ er kararl¬l¬¼g¬ irdelenmi̧stir. Tezin son bölümünde elde

edilen sonuçlar özetlenerek incelenebilecek problemler tart¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde daha sonraki bölümlerin daha iyi anlaş¬lmas¬ için kullan¬lacak temel

tan¬m ve teoremler, yapay sinir a¼glar¬ ile ilgili bilgiler verilecektir. Yapay sinir

a¼glar¬n¬n di¤erensiyel denklemleri, kesirli basamaktan türev ve integraller tan¬t¬lacak

ve literatürde mevcut olan son¬uçlardan bahsedilecektir.

2.1 Yapay Sinir A¼glar¬

Yapay sinir a¼glar¬n¬n çal¬̧sma prensibi, biyolojik sinir a¼glar¬n¬n çal¬̧sma prensibi-

ne benzer oldu¼gundan öncelikle biyolojik sinir a¼glar¬n¬inceleyelim. Biyolojik sinir

hücrelerinde, sinir hücreleri sinir sisteminin temel sinyal birimleri olup soma ad¬veri-

len bir hücre gövdesi ve bu gövdeden ç¬kan k¬sa ve uzun uzant¬lardan oluşur. Ak-

son, sinir hücrelerinin en uzun k¬sm¬d¬r ve birçok sinir hücresi, akson yüzeyi Schwann

hücreleri ve onun salg¬s¬olan miyelin k¬l¬f ile sar¬l¬d¬r. Dendritler, hücre gövdesin-

den ç¬kan nöronlardan uyart¬lar¬al¬p sinir gövdesine ileten sinir hücresinin k¬sa olan

uzant¬lar¬d¬r. Sinir hücrelerinin uyart¬lar¬n¬n iletim yönü, dendrit k¬sm¬ndan akson

ucuna do¼grudur. Hücre gövdesi nöronun en kal¬n k¬sm¬olup sitoplazman¬n ço¼gu

ve çekirdek burada bulunur, hücrenin yönetimini ve beslenmesini sa¼glar. Somada

üretilen sinyaller, hücre gövdesi üzerindeki akson veya dendritlerle di¼ger nöron-

lara iletilir. Dendritlerle getirilen i̧saretler hücrede birleştirilip bir ç¬k¬̧s darbesi

üretilip üretilmeyece¼gine karar verilir. E¼ger bir ç¬k¬̧s darbesi üretilecekse üretilen

ç¬k¬̧s darbesi aksona taş¬narak di¼ger nöronlarla olan ba¼glant¬lara iletilir. Beyin-

deki her kortekste her sinir hücresinin bir kaŗs¬l¬¼g¬vard¬r ve hücrenin ç¬k¬̧s¬ona ba¼gl¬

bütün hücrelere iletilir. Fakat korteks, ilgili i̧sin yap¬labilmesi için sinir hücrelerinden

hangisi harekete geçirilecekse sadece ona komut gönderir. Sinir hücreleri aras¬n-

daki ba¼glant¬lar hücre gövdesinde veya dendritlerdeki geçi̧slerde olur. Sinapslarda

düzeltilen i̧saretleri taş¬yan aksonlar, di¼ger nöronlara ileten dendritlerle iç içe geçmi̧s

sinir hücreleri birleşerek sinir a¼g¬n¬oluştururlar. Eşik birimi ç¬k¬̧slar¬ toplayan ve

sadece giri̧sin toplam¬iç eşik de¼gerini aşt¬¼g¬nda bir ç¬k¬̧s üreten i̧slem eleman¬d¬r. Bir

eşik birimi, sinir hücresi sinapslar¬ndaki i̧sareti al¬r ve hepsini toplar. Oluşan toplam
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de¼ger eşikteki de¼geri geçecek kadar güçlü ise di¼ger nöronlara iletilmek üzere dendrit-

leri uyaran akson boyunca bir i̧saret gönderilir. Nöronlar aras¬nda kesi̧sen dendritler-

den gelen sinapslardaki tüm i̧saretler somada toplan¬r ve toplanan i̧saret nöronun

kendi iç eşik de¼geri ile kaŗs¬laşt¬r¬larak eşik de¼gerini aşarsa aksona i̧saret yayar. Ak-

son boyunca gönderilen sinyal, başka bir nörona veya hedef dokuya iletilebilir. Sinir

hücrelerinin temel i̧slevi, beyin ve sinir sistemi arac¬l¬¼g¬yla ileti̧sim kurmak ve vücut-

taki i̧slevleri düzenlemektir. Bu ileti̧sim a¼g¬n¬n temelinde, sinir hücrelerinin birbir-

leriyle ileti̧sim kurarak bilgi aktarmas¬yatar. Bu nedenle, bir sinir hücresinin di¼ger

nöronlara veya hedef dokulara gönderdi¼gi sinyal, beyindeki bilgi i̧sleme ve vücuttaki

i̧slevlerin düzenlenmesinde önemli bir rol oynar. Şekil 2.1�de temel bir biyolojik sinir

a¼g¬gösterilmi̧stir (Fausett 1993).

Şekil 2.1 Biyolojik sinir a¼g¬

Yapay sinir a¼g¬, bir bilgi i̧sleme yap¬s¬d¬r. Yapay sinir a¼glar¬n¬n temel bileşeni biyo-

lojik bir sinir hücresinin i̧slevselli¼gi üzerine kurulu olan yapay hücredir. Yapay sinir

hücreleri bir araya gelerek yapay sinir a¼g¬n¬ oluşturmaktad¬r. Hücreler aras¬nda

anl¬k tek ya da çift yönlü sinyal iletim yoluna sahip ba¼glant¬lar vard¬r, bu ba¼glant¬lar

üzerinden bir veya daha fazla girdi al¬n¬r ve sadece bir ç¬kt¬üretilir. Şekil 2.2 bir

yapay sinir hücresini temsil etmektedir (Yadav vd. 2015).

Biyolojik sinir a¼g¬nda oldu¼gu gibi yapay sinir a¼g¬nda da d¬̧sar¬dan ya da di¼ger

sinir hücrelerinden al¬nan sinyaller, a¼g¬rl¬klar ya da birleştirme fonksiyonu (sinaps)

arac¬l¬¼g¬yla hücreye ba¼glan¬r. A¼g¬rl¬klar, hücreye gelen bilginin hücre zar¬ndaki etki-
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Şekil 2.2 Bir yapay sinir hücresi

sini göstermekte olup s¬f¬rdan farkl¬gerçek say¬ya da de¼gi̧sken olabilirler. Bu nedenle

a¼g¬rl¬¼g¬n s¬f¬r olmas¬a¼g¬rl¬¼g¬n hücreye hiçbir etkisinin olmad¬¼g¬n¬gösterir. Girdiler-

den gelen bilgi, a¼g¬rl¬klarla çarp¬larak birleştirme fonksiyonuna iletilir. Bu a¼g¬rl¬klar

birleştirme fonksiyonundaki i̧slemden geçerek net girdi (sinyal) hesaplan¬r. Burada

net girdiye hiçbir i̧slem yap¬lmadan do¼grudan aktivasyon fonksiyonuna iletilir. Bun-

dan sonra net girdi aktivasyon fonksiyonundan (çekirdek) geçerek net ç¬kt¬(akson)

hesaplan¬r. Bulunan net ç¬kt¬lar¬n de¼gerlerine göre bu i̧slem devam eder. Şekil 2.3�te

bir yapay sinir hücresinin çal¬̧sma prensibinin bir sinir a¼g¬ndaki çal¬̧sma prensibine

ait ayr¬nt¬l¬hesaplama aşamalar¬n¬gösterilmektedir (Yadav vd. 2015).

Şekil 2.3 Yapay sinir a¼g¬

Şimdi bu bilgilere dayanarak yapay sinir a¼glar¬n¬n matematiksel hesaplamalar¬ ile

ilgili bilgiler verilecektir. Yapay sinir a¼g¬n¬n birleştirme fonksiyonunda xi sinir a¼g¬n-

daki girdiler ve wi her girdiye ait a¼g¬rl¬klar olmak üzere genellikle net girdi hücreye

gelen her girdi kendi a¼g¬rl¬¼g¬ ile çarp¬l¬p toplanarak hesaplanmaktad¬r. Yani, bir
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hücrenin net girdisi genellikle

net = wi1x1 + wi2x2 + :::+ wijxj + w0

ifadesi yard¬m¬ile hesaplan¬r, burada w0 bias de¼geridir. Net girdinin hesapland¬¼g¬

di¼ger fonksiyonlar aşa¼g¬da belirtilmi̧stir:

net =
nY
j=1

wijxj

net = max
1�j�n

(wijxj)

net =
nX
j=1

sgn (wijxj)

Eşik fonksiyonu olarak da adland¬r¬lan aktivasyon fonksiyonu bir sinir hücresine ge-

len net girdiyi hesaplayarak hücrenin bu girdiye kaŗs¬l¬k üretece¼gi ç¬kt¬y¬belirler.

Yapay sinir a¼glar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬ etkileyen en önemli etkenlerden biri aktivasyon

fonksiyonudur. Yapay sinir a¼glar¬nda kullan¬lan baz¬ aktivasyon fonksiyonlar¬ li-

neer fonksiyon, sigmoid fonksiyon, hiperbolik tanjant fonksiyonu, ad¬m fonksiyonu

ve i̧saret fonksiyonlar¬d¬r. Bu fonksiyonlar Şekil 2.4, Şekil 2.5, Şekil 2.6, Şekil 2.7 ve

Şekil 2.8�de görülebilir.

(i) Lineer problemleri çözmek için lineer aktivasyon fonksiyonu

f (net) = a:net

seçilebilir.

(ii) Net girdinin eşik de¼gerin alt¬nda olmas¬na göre aktivasyon fonksiyonu

f (net) =

8<: 1; net > eşik de¼ger ise

0; net � eşik de¼ger ise

ad¬m fonksiyonu olarak al¬nabilir.

(iii) Net girdinin eşik de¼gerin alt¬nda, eşit veya üstünde olmas¬durumunda yani

i̧saretine ba¼gl¬s¬n¬rland¬r¬ld¬¼g¬nda aktivasyon fonksiyonu

f (net) =

8>>><>>>:
1; net > eşik de¼ger ise

0; net = eşik de¼ger ise

�1; net < eşik de¼ger ise
7



Şekil 2.4 Do¼grusal fonksiyon

Şekil 2.5 Ad¬m fonksiyonu

i̧saret fonksiyonu olarak al¬nabilir.

Şekil 2.6 ·I̧saret fonksiyonu

(iv) Lineer olmayan sürekli ve türevlenebilir sigmoid fonsiyonu

f (net) =
1

1 + e�net

aktivasyon fonksiyonu olarak seçilebilir.

(v) Hiperbolik tanjant aktivasyon fonksiyonu, sigmoid fonksiyonuna benzer yap¬da

olup ç¬k¬̧s de¼gerleri ise �1 ile +1 aral¬¼g¬ndad¬r. Bu fonksiyon,

f (net) =
enet � e�net
enet + e�net
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Şekil 2.7 Sigmoid fonksiyon

şeklindedir.

Şekil 2.8 Hiperbolik tanjant fonksiyonu

Aktivasyon fonksiyonunda hesaplanan de¼ger hücrenin ç¬kt¬de¼geridir. Bu ç¬kt¬yapay

sinir a¼g¬n¬n ç¬kt¬s¬olarak kullan¬labilece¼gi gibi a¼g¬n içerisinde tekrar kullan¬labilir.

Bu ç¬kt¬lar [�1; 1] aral¬¼g¬nda olabilece¼gi gibi, [0; 1] ya da [�1; 0] aral¬¼g¬nda da ola-

bilir. Bu tezde kullan¬lan yapay sinir a¼g¬modellerindeki aktivasyon fonksiyonlar¬

Lipschitz koşulunu sa¼glayan aktivasyon fonksiyonlar¬d¬r. Bu tip aktivasyon fonksi-

yonlar¬Lipschitz aktivasyon fonksiyonlar¬olarak adland¬r¬l¬r ve türevi negatif ola-

bilen fonsiyonlard¬r. Verilen bu temel bilgilerle yapay sinir a¼g¬n¬n¬n matematiksel

olarak modellenmesi aşa¼g¬da verilecektir.

Ni sinir hücresi için n girdilerinin kümesi S = fxjj j = 1; 2; :::; ng olsun. Her

bir girdi, bir Ni sinir hücresinin çekirde¼gine ulaşmadan önce geldikleri ba¼glant¬lar¬n

a¼g¬rl¬klar¬, wij ile çarp¬l¬r. Bu a¼g¬rl¬klar¬n de¼gerleri pozitif, negatif veya s¬f¬r olabilir.

w0 bias sabitini, �i eşik de¼gerini, f(u) aktivasyon fonksiyonunu göstersin. Sinir
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hücresinin ateşlenme koşulu

w0 +

nX
j=1

wijxj � �i

eşitsizli¼gi ile verilir (Yadav vd. 2015). Bu durumda i: sinir hücresinin giri̧s sinyali

Si = w0 +
nX
j=1

wijxj

ve ç¬k¬̧s sinyali

Oi = f (Si � �i)

ile verilir.

Yapay sinir a¼glar¬, verilerin karmaş¬kl¬¼g¬na ve boyutuna göre farkl¬ modeller ve

algoritmalarla yap¬land¬r¬labilir, bu a¼glar belirli bir amaca hizmet edecek şekilde

özelleştirilebilir. Yapay sinir a¼glar¬genel olarak ba¼glant¬̧sekillerine göre ileri beslemeli

ve geri beslemeli (ya da tekrarlayan) olmak üzere iki kategoriye ayr¬l¬r. ·Ileri beslemeli

a¼glar giri̧s verilerinin sadece ileriye do¼gru hareket etti¼gi, yani geriye do¼gru bir dönüş

olmad¬¼g¬a¼glard¬r. Bu a¼glar, genellikle s¬n¬�and¬rma veya regresyon gibi sürekli bir

ç¬kt¬ gerektiren görevler için kullan¬l¬r. Tekrarlayan sinir a¼glar¬ ise geri besleme

döngüleri ile tasarlanm¬̧st¬r, yani ç¬kt¬lar¬bir sonraki ad¬mda yeniden kullan¬l¬r. Bu

tür a¼glar, özellikle zamana ba¼gl¬verilerle çal¬̧san uygulamalarda kullan¬l¬r. Tekrar-

layan a¼glara örnek olarak Hop�eld yapay sinir a¼g¬, Cohen Grossberg yapay sinir a¼g¬

ve çift yönlü tekrarlayan yapay sinir a¼glar¬verilebilir.

Hop�eld taraf¬ndan 1982 y¬l¬nda önerilen ve kendi ad¬yla an¬lan Hop�eld sinir a¼g¬ilk

basit tekrarlayan sinir a¼g¬d¬r. Hop�eld yapay sinir a¼g¬, matematiksel programlama

ve optimizasyon problemlerinin çözümü için kullan¬̧sl¬bir a¼g türüdür. Ancak, a¼g¬n

kapasitesi s¬n¬rl¬d¬r ve büyük ölçekli veriler için uygun de¼gildir. Hop�eld a¼g¬, bir girdi

verildi¼ginde, girdiyi haf¬zas¬nda saklar ve daha sonra girdinin benzer bir sürümünü

hat¬rlamak için kullan¬r. Hop�eld a¼g¬, ö¼grenme ve hat¬rlama için çift yönlü i̧slev

gösterir. ·Ilk olarak, ö¼grenme aşamas¬nda, a¼ga bir dizi ö¼grenme örne¼gi sunulur. Bu

örnekler a¼g taraf¬ndan belle¼ge al¬n¬r ve a¼g, bir dizi ö¼grenme örne¼gine benzer girdileri

hat¬rlayabilir hale gelir. ·Ikinci olarak, hat¬rlama aşamas¬nda, a¼ga bir girdi sunulur ve
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a¼g, benzer bir örne¼gi haf¬zas¬ndan hat¬rlayarak girdinin tamamlanmas¬na yard¬mc¬

olur. Hop�eld a¼g¬, hat¬rlama i̧slemi s¬ras¬nda asenkron olarak da çal¬̧sabilir, yani her

nöronun i̧slemesi ayr¬ayr¬gerçekleşebilir.

Hop�eld sinir a¼g¬n¬n ba¼glant¬s¬nda, i: nörondan j: nörona giden a¼g¬rl¬k j: nörondan

i: nörona giden a¼g¬rl¬¼ga eşittir. Hop�eld sinir a¼g¬n¬n ayr¬k Hop�eld a¼g¬ve sürekli

Hop�eld a¼g¬olarak incelemeleri mevcuttur. n sistemin içerdi¼gi nöron say¬s¬n¬, xi,

i: nöronun durum de¼gi̧skenini, ai (ai > 0) a¼gdan ba¼glant¬s¬ kesildi¼ginde i: nöro-

nun potansiyelinin dinlenme durumuna s¬f¬rlanma oran¬n¬, bij nöronlar¬n ba¼glant¬

katsay¬lar¬n¬, fj aktivasyon fonksiyonunu, Ii sabitleri d¬̧sar¬dan giri̧sleri göstermek

üzere genel olarak Hop�eld yapay sinir a¼g¬

dxi (t)

dt
= �aixi (t) +

nX
j=1

bijfj (xj (t)) + Ii; i = 1; 2; :::; n

sistemi ile ifade edilmi̧stir. Forti vd. 1994 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smada Hop�eld sinir

a¼g¬nda ba¼glant¬matrisini negatif yar¬de�nit simetrik matris alarak denge noktas¬n¬n

tekli¼gi ve mutlak kararl¬l¬¼g¬ için koşullar elde etmi̧slerdir (Forti vd. 1994). Hop-

�eld sinir a¼g¬modelinin kararl¬l¬k incelemelerinde aktivasyon fonksiyonlar¬genellikle

sürekli türevlenebilir, monoton artan ve s¬n¬rl¬seçilmektedir (Fang ve Kincaid 1996,

Chen 2001). Gopalsamy 2004 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smada impuls içeren bir yapay sinir

a¼g¬modelinin denge noktas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬incelemi̧stir. Bu çal¬̧smada aktivasyon

fonksiyonu için s¬n¬rl¬l¬k, monotonluk ve di¤erensiyellenebilme kabulleri yap¬lmadan

kararl¬l¬k için yeter koşul elde edilmi̧stir (Gopalsamy 2004). Akhmet ve Karacaören,

2014 y¬l¬nda Hop�eld yapay sinir a¼g¬modelini genelleştirilmi̧s tipte parçal¬ sabit

argüman ekleyerek geli̧stirmi̧slerdir. Bu denklemin çözümlerinin varl¬¼g¬ve tekli¼gi

için yeter koşullar¬, bu sinir a¼g¬n¬n denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬n¬Lyapunov

fonksiyonu yard¬m¬yla araşt¬rm¬̧slard¬r (Akhmet ve Karacaören 2014). Devam¬nda

yapt¬klar¬ çal¬̧smada parçal¬ sabit argümanl¬ ve sabit gecikmeli bir Hop�eld sinir

a¼g¬modelinin denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬ için yeter koşullar¬ elde etmenin yan¬ s¬ra

üstel kararl¬l¬¼g¬için Lyapunov fonksiyonu ve matrislerde eşitsizlik metodunu kullan-

m¬̧slard¬r (Akhmet ve Karacaören 2018).
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Cohen-Grossberg a¼g¬, yapay sinir a¼g¬alan¬nda önemli bir yere sahip olan geri beslemeli

yapay sinir a¼g¬d¬r. Stephen Grossberg ve Arturo Rosenblueth Cohen taraf¬ndan

1983 y¬l¬nda insanlar veya hayvanlar¬n gerçek zamanl¬olarak nas¬l ö¼grendiklerine

ve uyar¬ld¬klar¬na dair psikolojik özellikler temel al¬narak oluşturulmuş olan diferen-

siyel denklemlerden oluşan lineer olmayan bir denklem sistemidir (Yadav vd. 2015).

Cohen-Grossberg a¼g¬, sinir a¼g¬ndaki nöronlar¬n birbirleriyle ba¼glant¬l¬ oldu¼gu ve

nöronlar¬n ç¬k¬̧slar¬na ba¼gl¬ olan geri besleme döngüleri içeren bir a¼gd¬r. Bu geri

besleme döngüleri sayesinde a¼g, zaman içinde dinamik davran¬̧slar sergileyebilir.

A¼g¬n a¼g¬rl¬k matrisleri, sinir a¼g¬ndaki nöronlar aras¬ndaki ba¼glant¬lar¬n güçlerini be-

lirtir ve bu güçler, a¼g¬n davran¬̧s¬n¬belirler. Bu a¼glar, bir girdi verildi¼ginde, a¼gdaki

nöronlar¬n etkileşimleri yoluyla bir ç¬kt¬üretirler. Bu ç¬kt¬, daha sonra bir karar

verme sürecinde kullan¬labilir. Cohen-Grossberg a¼g¬, sinir a¼g¬ndaki nöronlar¬n özel-

likle insan beynindeki nöronlar gibi davrand¬¼g¬kabul edilen birçok özelli¼gi içerir. Bu

nedenle, bu a¼glar insan beyninin i̧slevlerini daha iyi anlamak ve sinir a¼g¬teknoloji-

lerinin gelecekteki geli̧simine katk¬da bulunmak için kullan¬lm¬̧st¬r.

Cohen-Grossberg sinir a¼g¬�n¬n klasik diferensiyel denklem sistemi aşa¼g¬daki gibidir:

x0i (t) = ai (xi (t))

"
�bi (xi (t)) +

nX
j=1

cijfj (xj (t)) + Ii

#
; i = 1; 2; :::; n:

Genel olarak Hop�eld yapay sinir a¼g¬, Cohen-Grossberg yapay sinir a¼g¬modelinin

özel durumudur. Cohen-Grossberg a¼g¬n¬n kararl¬l¬¼g¬na ili̧skin baz¬araşt¬rmalar mev-

cuttur. Bu araşt¬rmalarda, Lyapunov fonksiyonlar¬ve Lyapunov teoremi kullan¬larak

a¼g¬n kararl¬l¬¼g¬gösterilebilmi̧stir (Wang ve Zou 2002, Truccoloi vd. 2003).

Hop�eld ve Cohen-Grossberg yapay sinir a¼glar¬aras¬ndaki farkl¬l¬klar¬genel olarak

inceleyecek olursak Hop�eld a¼g¬, özellikle bellek ve en k¬sa yol gibi uygulamalarda

kullan¬lmak üzere tasarlanm¬̧s olup eş zamanl¬olmayan dinamikler gösterir ve bir

ad¬m sonras¬ndaki ç¬kt¬, önceki ad¬mdaki ç¬kt¬ya dayal¬olarak hesaplan¬r. Hop�eld

yapay sinir a¼g¬, bir girdi verildi¼ginde, girdinin benzerli¼gine dayal¬olarak bir bellek

ç¬kt¬s¬üretir. Cohen-Grossberg a¼g¬, bir girdi verildi¼ginde, girdinin niteli¼gine ba¼gl¬

olarak bir ç¬kt¬üretir. Öte yandan, Cohen-Grossberg a¼g¬, karar verme süreçlerini
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simüle etmek için tasarlanm¬̧s olup eş zamanl¬dinamikler gösterir ve bu a¼g¬n tüm

nöronlar¬ ayn¬ anda hesaplamalar yaparak ç¬kt¬lar¬ üretir. Hop�eld a¼g¬, özellikle

simetrik a¼g¬rl¬k matrisleri kullan¬larak tasarlan¬rken, Cohen-Grossberg a¼g¬ genel-

likle asimetrik a¼g¬rl¬k matrisleri kullan¬larak tasarlan¬r. Sonuç olarak, Hop�eld a¼g¬

ve Cohen-Grossberg a¼g¬aras¬ndaki farklar, tasar¬m amaçlar¬, dinamik davran¬̧slar¬,

a¼g¬rl¬k matrisleri ve ç¬kt¬lar¬na dayal¬d¬r.

Kosko taraf¬ndan önerilen ve literatürde BAM tipi yapay sinir a¼g¬olarak da bilinen

çift yönlü tekrarlayan sinir a¼glar¬, di¼ger sinir a¼g¬türlerinden birkaç aç¬dan farkl¬l¬k

gösteren bir veya daha fazla geri besleme döngüsü içeren yapay sinir a¼g¬model-

leridir (Kosko 1987, Kosko 1988). Bu sinir a¼g¬modeli, x ve y gibi iki katmandan

oluşur. Bu yüzden, bu sinir a¼g¬modeli ayr¬giri̧sleri veya ç¬k¬̧slar¬na atanan verilerin

ba¼glant¬lar¬n¬hat¬rlama yetene¼gine sahip olup, eksik veya bozulmuş girdi verileri için

bile do¼gru ba¼glant¬lar¬geri ça¼g¬rma yetene¼gine sahiptir. Çift yönlü tekrarlayan sinir

a¼glar¬n¬n ö¼grenme ve tahmin performans¬yüksektir ve gerekti¼ginde büyük miktarda

bellek alan¬tahsis ederler. Geri besleme döngüleri, a¼g¬n önceki ç¬kt¬lar¬na veya du-

rumlar¬na dayal¬olarak a¼g¬rl¬k güncellemeleri yap¬lmas¬n¬sa¼glar ve giri̧s verilerinin

yan¬s¬ra önceki zaman ad¬mlar¬ndan gelen ç¬k¬̧slar¬da içeren geri beslemeli döngülere

sahiptir. Tekrarlayan sinir a¼glar¬n¬n bu özelli¼gi özellikle zaman serileri, dil mo-

dellemesi ve do¼gal dil i̧sleme gibi zamansal ba¼g¬ml¬l¬k içeren problemlerde başar¬l¬

sonuçlar vermi̧stir. Örne¼gin, do¼gal dil i̧slemede, tekrarlayan sinir a¼glar¬, kelime

dizileri ve cümlelerin anlamlar¬n¬analiz edebilir ve do¼gal dil çeviri gibi görevlerde

kullan¬labilirler. Ayr¬ca, görüntü i̧sleme alan¬nda, video analizi, nesne tan¬ma ve ta-

kibi gibi görevlerde kullan¬labilirler.

Klasik bir çift yönlü tekrarlayan sinir a¼g¬n¬n diferensiyel denklem sistemi aşa¼g¬daki

gibidir: 8>>>><>>>>:
x0i (t) = �aixi (t) +

nX
j=1

bijfj (yj (t)) + Ii; i = 1; 2; :::; n

y0i (t) = �ciyi (t) +
nX
j=1

dijgj (xj (t)) + Ji; i = 1; 2; :::; n

burada; n sistemin içerdi¼gi nöron say¬s¬n¬, xi ve yi i: nöronun durum de¼gi̧skenlerini,

13



ai ve ci (ai, ci > 0) a¼gdan ba¼glant¬s¬kesildi¼ginde i: nöronun potansiyelinin dinlenme

durumuna s¬f¬rlanma oran¬n¬, bij ve dij nöronlar¬n ba¼glant¬katsay¬lar¬n¬, fj ve gj

aktivasyon fonksiyonlar¬n¬, Ii ve Ji sabitleri d¬̧sar¬dan giri̧sleri göstermektedir. Bu

denklem, tekrarlayan sinir a¼g¬n¬n girdi ve iç durumunu kullanarak sonraki iç du-

rumunu belirlemesine izin verir ve ayn¬ zamanda a¼g¬n dinamik bir sistem olarak

tan¬mlanmas¬na da olanak tan¬r.

Hop�eld ya da Cohen-Grossberg yapay sinir a¼glar¬na benzer olarak BAM tipi yapay

sinir a¼g¬incelemelerinde de matematiksel olarak en önemli hedef denge noktas¬n¬n

varl¬k-tekli¼gi ile kararl¬l¬¼g¬n¬n yeter koşullar ile desteklenmesidir. (Mohamad 2001,

Liao ve Wong 2003, Mohamad ve Gopalsamy. 2003, Cao vd. 2005, Song ve Cao 2007,

Park vd. 2009). Arik 2005 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smada BAM tipi yapay sinir a¼glar¬için

denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬, tekli¼gi ve global asimptotik kararl¬l¬¼g¬için yeter koşul elde

etmi̧stir. Bu sonuçlar, sinir sisteminin a¼g parametreleri üzerinde gecikme paramet-

resinden ba¼g¬ms¬z olarak tüm sürekli monoton olmayan aktivasyon fonksiyonlar¬na

uygulam¬̧st¬r (Arik 2005). Lio ve Wang 2008 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smada Lyapunov

fonksiyonel yöntemi, M-matris, Young eşitsizlik tekniklerini uygulayarak, gecikmeli

otonom olmayan hibrit BAM sinir a¼glar¬için üstel kararl¬l¬¼g¬ve periyodik çözümlerin

varl¬¼g¬n¬ analiz etmi̧slerdir. Yine bu çal¬̧smada aktivasyon fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬r-

l¬l¬¼g¬, monotonlu¼gu veya türevlenebilirlili¼gi düşünülmeden sabit zaman anlar¬nda

global üstel kararl¬l¬¼g¬ ve periyodik çözümlerin varl¬¼g¬ için yeter koşullar elde et-

mi̧slerdir (Lio ve Wang 2008). Jiang ve Cao 2009 y¬l¬nda yapt¬¼g¬çal¬̧smada gecikmeli

BAM tipi yapay sinir a¼g¬n¬araşt¬rm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada Young eşitsizlik tekni¼gini

uygulayarak denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬, tekli¼gi ve global asimptotik kararl¬l¬¼g¬ için

yeter koşul elde etmi̧slerdir (Jiang ve Cao 2008). Chiu 2017 y¬l¬nda Banach sabit

nokta teoremini kullanarak parçal¬sürekli ve gecikmeli yapay sinir a¼g¬n¬n periyodik

çözümünün varl¬¼g¬ve bu çözümün üstel kararl¬l¬¼g¬için baz¬yeter koşullar oluştur-

muştur (Chiu 2017). Akhmet vd. 2018 y¬l¬nda genelleştirilmi̧s tipte parçal¬sabit

argümana ba¼gl¬ olan tekrarlayan sinir a¼g¬modellerini incelemi̧slerdir. Denklemin

denge çözümlerinin varl¬k ve teklik koşullar¬n¬, s¬n¬rl¬çözümlerin ve periyodik çözüm-

lerin üstel kararl¬l¬¼g¬üzerine çal¬̧sm¬̧slard¬r (Akhmet vd. 2018). Chiu 2021 y¬l¬nda
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ise yine Banach sabit nokta teoremini kullanarak çift yönlü tekrarlayan sinir a¼g¬

modelinin denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r. Gronwall tipi integ-

ral eşitsizli¼gi kullanarak bu denge noktas¬n¬n denge durumunun varl¬¼g¬, tekli¼gi ve

üstel kararl¬l¬¼g¬n¬garanti etmek için yeter kriter elde etmi̧stir (Chiu 2021).

2.2 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler

Tam say¬basamaktan olmayan türev ve integralleri ele alan kesirli analiz kavram¬

ilk kez L�Hospital ve Leibnitz aras¬ndaki mektuplaşma ile ortaya ç¬km¬̧st¬r. Kesirli

analizin temel taş¬kesirli türev ve kesirli integral operatörleridir. Kesirli analiz ayn¬

zamanda kesirli Laplace dönüşümü, kesirli Fourier dönüşümü, kesirli fark denklemleri

ve kesirli diferensiyel denklemleri içerir. Bu nedenle, kesirli analizin, birçok alanda

kullan¬m¬artm¬̧st¬r. Bu konu ile ilgili ilk çal¬̧sma 1823 y¬l¬nda Niels Henrik Abel

taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Abel kaŗs¬s¬na ç¬kan bir integral denklemin çözümünde ke-

sirli basamaktan türevleri uygulam¬̧st¬r. Abel�in bu çözümü, Liouville�nin dikkatini

çekmi̧s ve Liouville taraf¬ndan kesirli basamaktan türev için bir tan¬m verilmesini

sa¼glam¬̧st¬r. Liouville�nin tan¬m¬n¬birçok matematikçi zaman zaman yeniden ele

alarak yeni kesirli türev ve integral tan¬mlar¬elde etmi̧slerdir (Oldham ve Sapanier

1974, Ross 1975). Diferensiyel denklemler ve denklem sistemleri kesirli basamak-

tan türev ile ele al¬nm¬̧st¬r (Miller ve Ross 1993, Samko vd. 1993, Podlubny 1999).

Kesirli basamaktan türev içeren denklem sitemlerinin kararl¬l¬k incelemelerinde de

Lyapunov fonksiyonu kullan¬lm¬̧st¬r (Zhang vd. 2011). Kesirli analizde en çok kul-

lan¬lan Riemann-Liouville kesirli integral, Riemann-Liouville kesirli türev ve Caputo

kesirli türev tan¬mlar¬bu bölümde verilecektir.

2.2.1 Riemann-Liouville ·Integral ve Türevi, Caputo Kesirli Türevi

Bu kesimde Riemann-Liouville ve Caputo türevinin tan¬mlar¬ifade edilecektir

(Kilbas vd. 2006, Diethelm 2010). Kesirli analizin temelini oluşturan Riemann-

Liouville kesirli integralinin tan¬m¬aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1 [u0; u1] ; (�1 < u0 < u1 <1) reel eksende sonlu bir aral¬k olsun.
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Re (�) > 0 olmak üzere

u > u0 için
�
RLI

�
u+0
f
�
(u) =

1

� (�)

uZ
u0

f (s)

(u� s)1��
ds (2.1)

ve

u < u1 için
�
RLI

�
u�1
f
�
(u) =

1

� (�)

u1Z
u

f (s)

(s� u)1��
ds (2.2)

ile tan¬ml¬RLI�u+0
ve RLI�u�1

operatörlerine s¬ras¬yla �: basamaktan sol tara�¬ve sa¼g

tara�¬Riemann-Liouville kesirli integralleri denir, burada � (�), Re (w) > 0 olmak

üzere w 2 C için

� (w) =

1Z
0

e�ttw�1dt

şeklinde tan¬ml¬Gamma fonksiyonudur.

� = n 2 N olmas¬durumunda (2:1) ve (2:2) eşitliklerinin n: basamaktan çok katl¬

integral ifadeleri s¬ras¬yla u > u0 için

�
RLI

n
u+0
f
�
(u) =

uZ
u0

ds1

s1Z
u0

ds2:::

sn�1Z
u0

f (sn) dsn

=
1

(n� 1)!

uZ
u0

(u� s)n�1 f (s) ds

ve u < u1 için

�
RLI

�
u�1
f
�
(u) =

u1Z
u

ds1

u1Z
s1

ds2:::

u1Z
sn�1

f (sn) dsn

=
1

(n� 1)!

u1Z
u

(s� u)n�1 f (s) ds

dir. Riemann-Liouville integrali yard¬m¬yla Riemann-Liouville kesirli türevi aşa¼g¬-

daki biçimde tan¬mlanm¬̧st¬r.
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Tan¬m 2.2 [u0; u1] ; (�1 < u0 < u1 <1) reel eksende sonlu bir aral¬k olsun.

Re (�) � 0 ve n = [Re (�)] + 1 olmak üzere, u > u0 için�
RLD

�
u+0
f
�
(u) =

�
d

du

�n
In��
u+0

(f (u))

=
1

� (n� �)

�
d

du

�n uZ
u0

f (s)

(u� s)��n+1
ds

ve u < u1 için�
RLD

�
u�1
f
�
(u) =

�
� d

du

�n
In��
u�1

(f (u))

=
1

� (n� �)

�
� d

du

�n u1Z
u

f (s)

(s� u)��n+1
ds

ile tan¬ml¬RLD�
u+0

ve RLD
�
u�1

operatörlerine s¬ras¬yla �: basamaktan sol tara�¬ve

sa¼g tara�¬Riemann-Liouville kesirli türevleri denir. Ayr¬ca � 2 R ve 0 < � < 1 ise,

bu durumda Riemann-Liouville türevi u > u0 için

�
RLD

�
u+0
f
�
(u) =

1

� (1� �)
d

du

uZ
u0

f (s)

(u� s)�ds

ve u < u1 için

�
RLD

�
u�1
f
�
(u) = � 1

� (1� �)
d

du

u1Z
u

f (s)

(s� u)�ds

integrallerine indirgenir.

Uyar¬2.1 Özel olarak � = n 2 N ise�
RLD

�
u+0
f
�
(u) = f (n) (u)�

RLD
�
u�1
f
�
(u) = (�1)n f (n) (u)

ve �
RLD

0
u+0
f
�
(u) =

�
RLD

0
u�1
f
�
(u) = f (u)

olur.
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Uyar¬2.2 u0 < u < u1, c 2 R ve Re (�) � 0 olmak üzere

RLD
�
u+0
(1) =

(u� u0)��

� (1� �)

dir. Sabit fonksiyonun türevinin s¬f¬r olmamas¬uygulamalarda Riemann-Liouville

türevinin kullan¬m¬n¬zay¬�atmaktad¬r. Bu durumdan yola ç¬k¬larak sabit fonksi-

yonun türevinin s¬f¬r oldu¼gu Caputo kesirli türevi tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.3 Re (�) � 0, n = [Re (�)] + 1 olmak üzere u > u0 için�
CD

�
u+0
f
�
(u) =

 
RLD

�
u+0

"
f (x)�

n�1X
k=0

f (k) (u0)

k!
(x� u0)k

#!
(u)

ve u < u1 için�
CD

�
u�1
f
�
(u) =

 
RLD

�
u�1

"
f (x)�

n�1X
k=0

f (k) (u1)

k!
(u1 � x)k

#!
(u)

ile tan¬ml¬CD�
u+0

ve CD�
u�1

operatörlerine s¬ras¬yla �: basamaktan sol tara�¬ve sa¼g

tara�¬Caputo kesirli türevleri denir.

Özel olarak, 0 < Re (�) < 1 ise u > u0 için�
CD

�
u+0
f
�
(u) =

�
RLD

�
u+0
[f (x)� f (u0)]

�
(u)

ve u < u1 için �
CD

�
u�1
f
�
(u) =

�
RLD

�
u�1
[f (x)� f (u1)]

�
(u)

dir.

Uyar¬2.3 Özel olarak � = n 2 N ise�
CD

�
u+0
f
�
(u) = f (n) (u)�

CD
�
u�1
f
�
(u) = (�1)n f (n) (u)

ve �
CD

0
u+0
f
�
(u) =

�
CD

0
u�1
f
�
(u) = f (u)

olur.
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2.2.2 Kesirli Basamaktan Yapay Sinir A¼glar¬

Yapay sinir a¼glar¬n¬n dinamik davran¬̧s¬n¬n incelenmesi, literatürde birçok makalede

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Kesirli mertebeden türevlerle modellenen sinir a¼glar¬karmaş¬k sis-

temleri modelleyebilen yapay sinir a¼g¬türüdür. Birçok araşt¬rmac¬, kesirli türevli ya-

pay sinir a¼glar¬n¬sinyal i̧slemesi yönünden incelemi̧s ve tam say¬basamaktan türevli

yapay sinir a¼glar¬na k¬yasla daha esnek ve daha avantajl¬bulmuşlard¬r. Bu tip yapay

sinir a¼glar¬�nans ve ekonomi gibi uygulamalarda, elektrik devreleri, kimyasal reak-

siyonlar ve biyolojik sistemler gibi birçok �ziksel sistemde çok daha kullan¬̧sl¬d¬r.

Lundstrom vd. 2008 y¬l¬nda yapt¬klar¬ çal¬̧smada kesirli diferensiyelin, hesapla-

malarda verimli bilgi i̧slemeye katk¬sa¼glayaca¼g¬n¬gözlemlemi̧slerdir (Lundstrom vd.

2008). 2009 y¬l¬nda ise Boroomand ve Menhaj taraf¬ndan kesirli basamaktan Hop-

�eld sinir a¼g¬modeli sunulmuştur (Boroomand ve Menhaj 2009). Devam¬nda Chen

vd. kesirli basamaktan gecikme argümanl¬ bir yapay sinir a¼g¬n¬ incelemi̧sler ve

çözümün düzgün kararl¬l¬¼g¬için yeter koşullar elde etmi̧slerdir (Chen vd. 2013). Son

y¬llarda kesirli basamaktan yapay sinir a¼glar¬n¬n denge noktas¬n¬n varl¬k-teklik in-

celemeleri ile kararl¬l¬k analizinin yap¬lmas¬pek çok araşt¬rmac¬n¬n ilgisini çekmi̧stir.

Caputo kesirli türevini içeren temel bir sinir a¼g¬modeli 2014 y¬l¬nda ele al¬narak

çözümün varl¬k-tekli¼gi ve düzgün kararl¬l¬¼g¬ispatlanm¬̧st¬r (Song ve Cao 2014). 2014

y¬l¬nda yap¬lan bir di¼ger çal¬̧smada Caputo kesirli türevli gecikmeli bir model ele

al¬nm¬̧s, bu modelin sonlu zamanda kararl¬l¬¼g¬incelenmi̧stir (Alo� vd. 2014). Ke ve

Miao gecikmeli Cohen-Grossberg sinir a¼g¬için sonlu zamanda kararl¬l¬k incelemesi

yapm¬̧slard¬r. ·Incelemelerinde Bellman-Gronwall eşitsizli¼gini, ortalama de¼ger teo-

remini ve daralma dönüşümünü kullanm¬̧slard¬r (Ke ve Miao 2015). Hop�eld kesirli

sinir a¼g¬modelinin Mittag-Le­ er kararl¬l¬¼g¬da Zhang vd. taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r

(Zhang vd. 2015). Literatürde BAM tipi çift yönlü tekrarlayan kesirli basamaktan

yapay sinir a¼g¬modellerinin kararl¬l¬k analizlerinin yap¬ld¬¼g¬çal¬̧smalar da mevcut-

tur (Yang vd. 2014, Cao ve Bai 2014, Cao ve Bai 2015). Ancak bu çal¬̧smalar¬n

ilki düzgün kararl¬l¬k ile ilgili sonuçlar¬içerirken di¼ger iki çal¬̧smada sonlu zamanda

kararl¬l¬k incelenmi̧stir.
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3. UYUMLU KES·IRL·I TÜREV ·IÇEREN YAPAY S·IN·IR A¼GLARININ

KARARLILI¼GI

Tam say¬basamaktan klasik türevin bir genelleştirilmesi olan uyumlu kesirli türev

tan¬m¬2014 y¬l¬nda Khalil vd. taraf¬ndan verilmi̧stir (Khalil vd. 2014). Riemann-

Liouville ve Caputo kesirli türevleri tam say¬ basamaktan türevin sahip oldu¼gu

çarp¬m¬n türevi, zincir kural¬ gibi baz¬ özellikleri sa¼glamamaktad¬r. Bu durum

Riemann-Liouville ve Caputo türevlerinin uygulamalarda kullan¬lmas¬n¬zorlaşt¬r-

maktad¬r. Ancak uyumlu türev klasik tam say¬basamaktan türevin sa¼glad¬¼g¬pek

çok özelli¼gi sa¼glamaktad¬r (Abdeljawad 2015). Tam say¬basamaktan türevle olan

bu benzerli¼ginden dolay¬uyumlu türev pek çok �ziksel ve geometrik problemi mo-

dellemede kullan¬lm¬̧st¬r (Avc¬vd. 2015, Zhou vd. 2018, Zhang vd. 2019). Uyumlu

türevin �ziksel ve geometrik anlam¬da son y¬llarda incelenmi̧stir (Zhao ve Luo 2017,

Khalil vd. 2019). Souahi vd. 2017 y¬l¬nda uyumlu türev içeren lineer olmayan

bir sistemin kararl¬l¬¼g¬n¬incelemi̧slerdir (Souahi vd. 2017). 2021 y¬l¬nda ise uyumlu

türev içeren gecikmeli bir sistemin Ulam kararl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r (Wang vd. 2021).

Uyumlu türevli Hop�eld tipi yapay sinir a¼glar¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬ise son y¬llarda

incelenmeye başlanm¬̧st¬r (Huyen vd. 2022).

Bu bölümde ilk olarak uyumlu kesirli türev operatörünün tan¬m¬ve temel özellik-

leri verilecektir. Daha sonra uyumlu kesirli türev ile tan¬mlanan yapay sinir a¼g¬

modellerinin denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬, tekli¼gi ve üstel kararl¬¼g¬ispatlanacakt¬r.

3.1 Uyumlu Kesirli Türev ve ·Integral Operatörleri

Bu kesimde Khalil vd. taraf¬ndan verilen ve Abdeljawad taraf¬ndan geli̧stirilen

uyumlu kesirli türev ve özellikleri incelenecektir (Khalil vd. 2014, Abdeljawad 2015).

Tan¬m 3.1 g : [0;1)! R ve 0 < � � 1 olmak üzere, u > 0 için

(T�g) (u) = lim
"!0

g (u+ "u1��)� g (u)
"
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şeklinde tan¬ml¬ T� operatörüne g fonksiyonunun �: basamaktan uyumlu kesirli

türevi denir. u0 > 0 olmak üzere g fonksiyonu (0; u0) aral¬¼g¬nda �-türevlenebilir

ve lim
u!0+

g(�) (u) mevcutsa

(T�g) (0) = lim
u!0+

(T�g) (u)

biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r. Belirtelim ki g fonksiyonunun �: basamaktan uyumlu

türevi mevcutsa g fonksiyonu �-türevlenebilirdir denir.

Teorem 3.1 g : [0;1) ! R fonksiyonu u0 > 0; � 2 (0; 1] için türevlenebilir ise g

fonksiyonu u0 noktas¬nda süreklidir.

·Ispat. g (u) fonksiyonu u = u0 noktas¬nda türevlenebilir oldu¼gundan

(T�g) (u0) = lim
"!0

g
�
u0 + "u

1��
0

�
� g (u0)

"

mevcuttur. Burada u = u0 + "u1��0 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬ld¬¼g¬nda

(T�g) (u0) = lim
u!u0

g (u)� g (u0)
(u� u0)u��10

= lim
u!u0

g (u)� g (u0)
u� u0

u1��0

elde edilir.

h (u) =
g (u)� g (u0)
u� u0

u1��0

şeklinde tan¬ml¬h fonksiyonunun u = u0 noktas¬nda limiti vard¬r ve bu limit (T�g) (u0)

dir. Yukar¬daki eşitlikten u 6= u0 için

g (u) = g (u0) + h (u) (u� u0)u��10

yaz¬labildi¼ginden

lim
u!u0

g (u) = lim
u!u0

�
g (u0) + h (u) (u� u0)u��10

�
= g (u0) + 0

�
u��10

�
h (u0)

= g (u0)

bulunur. Dolay¬s¬yla g fonksiyonu u = u0 noktas¬nda süreklidir.
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Uyumlu kesirli türev tan¬m¬klasik türev gibi lineerlik şart¬n¬, çarp¬m ve bölüm ku-

rallar¬n¬sa¼glar. Aşa¼g¬daki teoremde bu özellikler gösterilmi̧stir.

Teorem 3.2 (Khalil vd. 2014) Key� bir � 2 (0; 1] için g ve h fonksiyonlar¬n¬n

herhangi bir u > 0 noktas¬nda ��diferensiyellenebilen iki fonksiyon olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬r.

(i) Her c; d 2 R için T� (cg + dh) = cT� (g) + dT� (h) dir.

(ii) Her p 2 R için T� (up) = pup�� d¬r.

(iii) Her g (u) = � sabit fonksiyonu için T� (�) = 0 d¬r.

(iv)T� (gh) = gT� (h) + hT� (g) sa¼glan¬r.

(v) Her h (u) 6= 0 fonksiyonu için T�
�g
h

�
=
hT� (g)� gT� (h)

h2
sa¼glan¬r.

(vi) E¼ger g fonksiyonu diferensiyellenebilir ise (T�g) (u) = u1��
dg (u)

du
olur.

·Ispat. (i) Her c; d 2 R ve u > 0 için

(T� (cg + dh)) (u) = lim
"!0

(cg + dh) (u+ "u1��)� (cg + dh) (u)
"

= lim
"!0

�
c (g (u+ "u1��)� g (u))

"
+
d (h (u+ "u1��)� h (u))

"

�
= c (T�g) (u) + d (T�h) (u)

dir.

(ii) Her p 2 R için

T� (u
p) = lim

"!0

(u+ "u1��)
p � up

"

= lim
"!0

�
p
0

�
up +

�
p
1

�
up�1"u1�� + � � �+

�
p
p

�
("u1��)

p � up

"

= lim
"!0

"
�
pup�1u1�� + � � �+ "p�1u(1��)p

�
"

= lim
"!0

�
pup�1u1�� + � � �+ "p�1u(1��)p

�
= pup��

dir.
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(iii) g (u) = � sabit fonksiyonunun türevi

T� (g (u)) = lim
"!0

g (u+ "u1��)� g (u)
"

= lim
"!0

�� �
"

= 0

dir.

(iv) g ve h fonksiyonlar¬n¬n çarp¬m¬n¬n türevi

(T� (gh)) (u) = lim
"!0

g (u+ "u1��)h (u+ "u1��)� g (u)h (u)
"

= lim
"!0

g (u+ "u1��)h (u+ "u1��)� g (u)h (u+ "u1��)
"

+lim
"!0

g (u)h (u+ "u1��)� g (u)h (u)
"

= lim
"!0

g (u+ "u1��)� g (u)
"

h
�
u+ "u1��

�
+ lim
"!0

h (u+ "u1��)� h (u)
"

g (u)

= (T�g) (u) lim
"!0
h
�
u+ "u1��

�
+ g (u) (T�h) (u)

dir. h sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan lim
"!0

h (u+ "u1��) = h (u) olur ve

T� (gh) = gT� (h) + hT� (g)

elde edilir. Bölümün türev kural¬da benzer şekilde ispatlan¬r.

(vi)

(T�g) (u) = lim
"!0

g (u+ "u1��)� g (u)
"

limitinde " = ht��1 de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬ld¬¼g¬nda

(T�g) (u) = lim
h!0

g (u+ h)� g (u)
ht��1

= u1��
dg (u)

du

elde edilir.

Belli başl¬fonksiyonlar¬n uyumlu kesirli türevleri aşa¼g¬daki gibidir:

1. c 2 R olmak üzere T� (ecw) = cw1��ecw

2. d 2 R olmak üzere T� (sin dw) = dw1�� cos dw
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3. d 2 R olmak üzere T� (cos dw) = �dw1�� sin dw

4. T�

�
1

�
w�
�
= 1

Tan¬m 3.1 � 2 (n; n+ 1], n 2 N aral¬¼g¬na da geni̧sletilmi̧stir.

Tan¬m 3.2 (Khalil vd. 2014) � 2 (n; n+ 1], n 2 N ve g fonksiyonu n: basamaktan

diferensiyellenebilir olmak üzere u > 0 için

(T�g) (u) = lim
"!0

g(d�e�1)
�
u+ "u(d�e��)

�
� g(d�e�1) (u)

"

şeklinde tan¬ml¬T� operatörüne �: basamaktan uyumlu kesirli türev operatörü denir.

Uyar¬3.1 Tan¬m 3.2�de � 2 (n; n+ 1], g fonksiyonu u noktas¬nda (n+ 1) : basamak-

tan diferensiyellenebilir olmak üzere, u > 0 için

(T�g) (u) = u
(d�e��)gd�e (u)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Uyumlu türevle yap¬lan i̧slemlerde kesirli integral operatörü Khalil taraf¬ndan aşa¼g¬-

daki şekilde önerilmi̧stir.

Tan¬m 3.3 (Khalil vd. 2014) 0 < � � 1, u0 � 0 ve g : [0;1)! R olmak üzere

(Iu0� g) (u) =

uZ
u0

(x� u0)��1 g (x) dx;

genelleştirilmi̧s integraline g fonksiyonunun �-kesirli integrali denir.

Abdeljawad 2015 y¬l¬nda uyumlu kesirli türev ve integral tan¬mlar¬n¬geli̧stirerek ke-

sirsel Gronwall eşitsizli¼gini, uyumlu kesirli türevler için zincir kural¬n¬, k¬smi integ-

rasyon formüllerini, kesirsel kuvvet seri aç¬l¬m¬n¬ve Laplace dönüşümünün özellik-

lerini ispatlam¬̧st¬r.
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Tan¬m 3.4 (Abdeljawad 2015) g : [u0;1)! R ve 0 < � � 1 olmak üzere, u > u0
için

(T u0� g) (u) = lim
"!0

g
�
u+ " (u� u0)1��

�
� g (u)

"

şeklinde tan¬ml¬T u0� operatörüne g fonksiyonunun �: basamaktan uyumlu kesirli

türevi denir. u0 < u < u1 olmak üzere (T u0� g) (u) mevcutsa

(T u0� g) (u0) = lim
u!u+0

T u0� (g (u))

biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada (T 0�g) (u) = (T�g) (u) biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Uyar¬3.2 Teorem 3.2�de ifade edilen (vi) özelli¼ginde g : [u0;1)! R ve 0 < � < 1

olmak üzere, u > u0 için

(T u0� g) (u) = (u� u0)
1�� dg (u)

du

biçiminde tan¬ml¬d¬r.

Uyar¬3.3 (Souahi vd. 2017) g : [u0;1)! R, � 2 (n; n+ 1] ve (T u0� g (u)), (u0;1)

aral¬¼g¬nda mevcut olmak üzere u > u0 için T u0� (g2 (u)), (u0;1) aral¬¼g¬nda mevcuttur

öyle ki �
T u0� g

2
�
(u) = 2g (u) (T u0� g) (u)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

�
T u0� g

2
�
(u) = lim

"!0

g2
�
u+ " (u� u0)1��

�
� g2 (u)

"

= lim
"!0

g
�
u+ " (u� u0)1��

�
� g (u)

"
lim
"!0

�
g
�
u+ " (u� u0)1��

�
+ g (u)

�
= 2g (u) (T u0� g) (u) :

� 2 (0; 1] oldu¼gunda Teorem 3.2�de ifade edilen (iv) özelli¼gi ile de bu sonuç görülebilir.
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Teorem 3.3 g : [u0;1) ! R herhangi bir sürekli fonksiyon olsun ve � 2 (0; 1]

sa¼glans¬n. Bu durumda tüm u > u0 de¼gerleri için

(T u0� (Iu0� g)) (u) = g (u)

sa¼glan¬r.

·Ispat. g fonksiyonu sürekli bir fonksiyon oldu¼gundan (Iu0� g (u)) türevlenebilirdir.

Bundan dolay¬

(T u0� (Iu0� g)) (u) = (u� u0)1��
d

du
Iu0� (g (u))

= (u� u0)1��
d

du

��
Iu01 u

��1g
�
(u)
�

= (u� u0)1��
d

du

0@ uZ
u0

(x� u0)��1 g (x) dx

1A
= (u� u0)1��

�
g (u)

(u� u0)1��
�

= g (u)

elde edilir.

Teorem 3.4 g : (u0; u1) ! R fonksiyonu �-diferensiyellenebilir olsun ve � 2 (0; 1]

sa¼glans¬n. Bu durumda her u > u0 de¼gerleri için

(Iu0� (T
u0
� g)) (u) = g (u)� g (u0)

sa¼glan¬r.

·Ispat. g fonksiyonu � diferensiyellenebilir oldu¼gundan

(Iu0� (T
u0
� g)) (u) =

uZ
u0

(x� u0)��1 T u0� (g (x)) dx

=

uZ
u0

(x� u0)��1 (x� u0)1�� g0 (x) dx

= g (u)� g (u0)

elde edilir.
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Uyar¬3.4 (u0; u1) aral¬¼g¬nda g fonksiyonu ��diferensiyellenebilen bir fonksiyonun

uyumlu kesirli türevi pozitifse (negatifse) g fonksiyonunun gra�¼gi ayn¬aral¬kta ar-

tand¬r (azaland¬r).

Teorem 3.5 (Abdeljawad 2015) g; h : (u0;1)! R fonksiyonlar¬�-diferensiyellenebilir

olsun ve � 2 (0; 1] sa¼glans¬n. Bu durumda f (u) = g (h (u)) fonksiyonu �-diferensiyellene-

bilirdir ve her u 6= u0 ve h (u) 6= 0 için

(T u0� f) (u) = (T
u0
� g) (h (u)) (T

u0
� h) (u)h

��1 (u)

ve u = u0 için

(T u0� f) (u0) = lim
u!u+0

(T u0� g) (h (u)) (T
u0
� h) (u)h

��1 (u)

dir.

·Ispat. Tan¬m 3.4�de t = u + " (u� u0)1�� de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬l¬p h fonksiy-

onunun sürekli oldu¼gu göz önüne al¬n¬rsa

(T u0� f) (u) = lim
t!u

g (h (t))� g (h (u))
t� u (u� u0)1��

= lim
t!u

g (h (t))� g (h (u))
h (t)� h (u) lim

t!u

h (t)� h (u)
t� u (u� u0)1��

= lim
g(t)!g(u)

g (h (t))� g (h (u))
h (t)� h (u) h1�� (u)T u0� (h (u))h��1 (u)

= (T u0� g) (h (u)) (T
u0
� h) (u)h

��1 (u)

elde edilir.

Örnek 3.1 � 2 (0; 1) ve � bir sabit olmak üzere u > u0 için

E� (�; u� u0) = exp
�
�
(u� u0)�

�

�
(3.1)

şeklinde tan¬ml¬olan kesirli üstel fonksiyonun uyumlu türevini hesaplayal¬m.

27



f (u) = expu ve g (u) = �
(u� u0)�

�
olmak üzere Teorem 3.5, üstel fonksiyonun

uyumlu türevi ve Teorem 3.2�nin (ii) özelli¼gi ve kullan¬larak

(T u0� (fog)) (u) = (T u0� f) (g (u)) (T
u0
� g) (u) g

��1 (u)

= g1�� (u) exp

�
�
(u� u0)�

�

�
(T u0� g) (u) g

��1 (u)

= exp

�
�
(u� u0)�

�

�
T u0�

�
�
(u� u0)�

�

�
= � exp

�
�
(u� u0)�

�

�
bulunur. Buradan

T u0� (E� (�; u� u0)) = � exp
�
�
(u� u0)�

�

�
elde edilir.

Lemma 3.1 (Souahi vd. 2017) g : [u0;1) ! R+ fonksiyonu �-türevlenebilir bir

fonksiyon, � 2 (0; 1) ve � pozitif bir sabit olmak üzere. u > u0 için

(T u0� g) (u) � ��g (u) (3.2)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda

g (u) � E� (��; u� u0) g (u0)

olup, burada E� (�; u� u0) = exp
�
�
(u� u0)�

�

�
kesirli üstel fonksiyonudur.

·Ispat. Kabul edelim ki h (u) = exp
�
�
(u� u0)�

�

�
g (u) olsun. Teorem 3.2 (iv) özel-

li¼gi ve kesirli üstel fonksiyonun uyumlu türevi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda h (u) fonksiyo-

nunun u > u0 için uyumlu türevi

(T u0� h) (u) = � exp

�
�
(u� u0)�

�

�
g (u) + exp

�
�
(u� u0)�

�

�
(T u0� g) (u)

bulunur. (3:2) eşitsizli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda

(T u0� h) (u) � � exp

�
�
(u� u0)�

�

�
g (u)� � exp

�
�
(u� u0)�

�

�
g (u)

� 0
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elde edilir. (T u0� h) (u) � 0 oldu¼gundan h (u) fonksiyonu artmayan fonksiyondur.

Yani u > u0 için

h (u) � h (u0)

dir. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

exp

�
�
(u� u0)�

�

�
g (u) � g (u0)

olup

g (u) � exp

�
��(u� u0)

�

�

�
g (u0)

= E� (��; u� u0) g (u0)

istenilen elde edilir.

3.2 Uyumlu Kesirli Türev ·Içeren Hop�eld Sinir A¼glar¬n¬n Üstel

Kararl¬l¬¼g¬

Bu kesimde uyumlu kesirli türev kullan¬larak oluşturulan Hop�eld sinir a¼g¬mo-

delinin denge noktas¬n¬n varl¬k ve tekli¼gi için yeter koşullar elde edilmi̧stir. Ayr¬ca

uygun bir Lyapunov fonksiyonu kullan¬larak denge noktas¬n¬n kesirli üstel kararl¬l¬¼g¬

ispatlanm¬̧st¬r. Yap¬lan bu çal¬̧smalar Mathematica yaz¬l¬m¬kullan¬larak nümerik

olarak elde edilen sonuçlar ile desteklenmi̧stir.

Uyumlu kesirli türev içeren Hop�eld sinir a¼g¬modeli aşa¼g¬daki sistemle ifade edilir:

(T�xi) (t) = �aixi(t) +
nX
j=1

bijfj(xj(t)) + Ii; i = 1; 2; :::; n; (3.3)

x (t0) = x0 2 Rn (3.4)

burada (T�xi) (�), xi : [t0;1) ! R fonksiyonunun �-basamaktan uyumlu kesirli

türevi (0 < � < 1), n sistemin içerdi¼gi nöron say¬s¬n¬, xi, i: nöronun durum

de¼gi̧skenini, ai (ai > 0) a¼gdan ba¼glant¬kesildi¼ginde i: nöronun potansiyelinin din-

lenme durumuna s¬f¬rlanma oran¬n¬, bij nöronlar¬n ba¼glant¬katsay¬s¬n¬, fj aktivasyon
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fonksiyonunu, Ii sabiti d¬̧sar¬dan giri̧sleri göstermektedir, (3:3) sisteminin denge nok-

tas¬sabit bir x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
n)
T 2 Rn vektörüdür. Bu x� vektörü i = 1; 2; :::; n

için

aix
�
i =

nX
j=1

bijfj(x
�
j) + Ii (3.5)

ya da

x�i =
1

ai

 
nX
j=1

bijfj (x
�
i ) + Ii

!
(3.6)

eşitliklerini sa¼glar. Bu kesimde (3:3) sisteminin fj aktivasyon fonksiyonunun Lip-

schitz koşulunu sa¼glad¬¼g¬kabul edilecektir.

(H1) j = 1; 2; :::; n için fj fonksiyonlar¬Lipschitz sürekli olsun. Yani Lj pozitif

sabit olmak üzere,

jfj (uj)� fj (vj)j � Lj juj � vjj ; her uj; vj 2 R; j = 1; 2; :::; n;

sa¼glans¬n.

·Ilk olarak teoremlerin ispatlar¬nda kullan¬lacak olan denge noktas¬n¬n üstel karar-

l¬l¬¼g¬tan¬m¬ifade edelim.

Tan¬m 3.5

kx (t)� x�k � KE� (��; t� t0) kx0 � x�k ; t � t0;

olacak şekilde pozitif � ve K sabitleri mevcutsa (3:3) sisteminin x� denge noktas¬

kesirli üstel kararl¬d¬r denir, burada E� (3:1) ile tan¬mlanan kesirli üstel fonksiyon-

dur.

Aşa¼g¬daki teoremde uyumlu türevli Hop�eld yapay sinir a¼g¬sisteminin denge nok-

tas¬n¬n varl¬¼g¬ve tekli¼gi için yeter koşullar elde edilmi̧stir.
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Teorem 3.6 (H1) hipotezine ek olarak aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glans¬n.

ai > Li

nX
j=1

jbjij ; i = 1; 2; :::; n: (3.7)

Bu durumda (3:3) sisteminin x� denge noktas¬mevcut ve tektir.

·Ispat. Kabul edelim ki i = 1; 2; :::; n için aix�i = ui olsun. (3:5)�den aşa¼g¬daki eşitlik

elde edilir.

ui =

nX
j=1

bijfj

�
uj
aj

�
+ Ii; i = 1; 2; :::; n:

N : Rn ! Rn; N(u) = (N1(u); N2(u); :::; Nn(u))T dönüşümünü

Ni(u) =
nX
j=1

bijfj

�
uj
aj

�
+ Ii; i = 1; 2; :::; n;

şeklinde tan¬mlayal¬m, burada u = (u1; u2; :::; un)
T 2 Rn dir. kxk1 =

nP
i=1

jxij ol-

mak üzere k�k1 normu kullan¬larak N dönüşümünün bir daralma dönüşümü oldu¼gu

gösterilecektir. u; v 2 Rn için (H1) hipotezi kullan¬ld¬¼g¬nda

kNu�Nvk1 =
nX
i=1

jNi(u)�Ni(v)j

=
nX
i=1

�����
nX
j=1

bij

�
fj

�
uj
aj

�
� fj

�
vj
aj

�������
�

nX
i=1

nX
j=1

jbijjLj
����uj � vjaj

����
=

nX
i=1

nX
j=1

jbjijLi
ai

jui � vij (3.8)

elde edilir. (3:7) koşulundan
nX
j=1

jbjijLi
ai

< 1; i = 1; 2; :::; n oldu¼gu aç¬kt¬r.

A = max
1�i�n

(
Li
ai

nX
j=1

jbjij
)

tan¬mlayal¬m. (3:8) eşitsizli¼ginden

kNu�Nvk1 � A
nX
i=1

jui � vij

= A ku� vk1
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elde edilir. A < 1 oldu¼gundanN : Rn ! Rn daralma dönüşümüdür veN dönüşümünün

bir tek sabit noktas¬vard¬r. Bu yüzden (3:3) sisteminin denge noktas¬tektir.

Teorem 3.7 Teorem 3.6�n¬n hipotezlerine ek olarak aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glans¬n.

ai >

nX
j=1

Lj jbijj ; i = 1; 2; :::; n: (3.9)

Bu durumda (3:3) sisteminin x� denge noktas¬kesirli üstel kararl¬d¬r.

·Ispat. Teorem 3.6�n¬n hipotezleri alt¬nda, (3:3) sisteminin x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
n) 2

Rn denge noktas¬mevcut ve tektir. (3:3) sisteminde y (t) = x(t) � x� de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi yap¬ld¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sistem elde edilir.

(T�yi) (t) = �aiyi(t) +
nX
j=1

bijgj(yj(t)); i = 1; 2; :::; n; (3.10)

burada gj (yj (t)) = fj
�
yj (t) + x

�
j

�
� fj

�
x�j
�
olup j = 1; 2; :::; n için gj (0) = 0 ve gj

fonksiyonu Lipschitz koşulunu ayn¬Lipschitz sabiti Lj ile sa¼glar. (3:3) sisteminin x�

denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬n¬göstermek için (3:10) sisteminin s¬f¬r çözümünün

üstel kararl¬l¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

V (t) = V (t; y(t)) =
1

2

nX
i=1

y2i (t)

Lyapunov fonksiyonunu göz önüne alal¬m. V fonksiyonunun (3:10) sisteminin çözüm-

leri boyunca kesirli uyumlu türevi al¬nd¬¼g¬nda

(T�V ) (t) =

nX
i=1

yi (t) (T�yi) (t)

=
nX
i=1

yi (t)

 
�aiyi(t) +

nX
j=1

bijgj(yj(t))

!

�
nX
i=1

 
�aiy2i (t) +

�����
nX
j=1

bijyi (t) gj(yj(t))

�����
!

elde edilir. j = 1; 2; :::; n için gj fonksiyonu Lipschitz koşulunu Lj sabiti ile
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sa¼glad¬¼g¬ndan

(T�V ) (t) �
nX
i=1

 
�aiy2i (t) +

nX
j=1

jbijj jyi (t)jLj jyj(t))j
!

�
nX
i=1

 
�aiy2i (t) +

1

2

nX
j=1

jbijjLj
�
y2i (t) + y

2
j (t)
�!

=

nX
i=1

 
�ai +

1

2

nX
j=1

(jbijjLj + jbjijLi)
!
y2i (t) (3.11)

elde edilir.

B = min
1�i�n

(
ai �

1

2

nX
j=1

(jbijjLj + jbjijLi)
)

olsun. (3:7) ve (3:9) koşullar¬ndanB > 0 d¬r. Bundan dolay¬(3:11) tekrar yaz¬ld¬¼g¬nda

(T�V ) (t) � �2BV (t)

elde edilir. Lemma 3.1 göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

V (t) � E� (�2B; t� t0)V (t0)

bulunur. O halde

1

2

nX
i=1

y2i (t) �
1

2

nX
i=1

E� (�2B; t� t0) y2i (t0)

ve

ky (t)k2 � E� (�B; t� t0) ky (t0)k2

dir. Bu bize (3:10) sisteminin s¬f¬r çözümünün kesirli üstel kararl¬oldu¼gunu gösterir

ve ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬da Teorem 3.6 ve Teorem 3.7�dan elde edilen koşullar düşünülerek yaz¬lm¬̧s

örnekler verilmi̧stir. Bu örneklerin sonuçlar¬gra�klerle desteklenmi̧stir.

Örnek 3.2 Aşa¼g¬daki Hop�eld tipi yapay sinir a¼g¬modelini ele alal¬m.8<: (T�x1) (t) = �0:2x1(t)� 0:06f(x1(t)) + 0:01f(x2(t)) + 0:04

(T�x2) (t) = �0:3x2(t)� 0:03f(x1(t))� 0:02f(x2(t)) + 0:01
(3.12)
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Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) = 0:25 (ju+ 1j � ju� 1j) olup bu fonksiyon

Lipschitz şart¬n¬L1 = L2 = 0:5 olarak sa¼glamaktad¬r. (3:12) sisteminin katsay¬lar¬

a1 = 0:2, a2 = 0:3, b11 = �0:06, b12 = 0:01, b21 = �0:03, b22 = �0:02, I1 = 0:04 ve

I2 = 0:01 dir. (3:12) sisteminin denge noktas¬8<: �0:2x�1 � 0:06f(x�1) + 0:01f(x�2) + 0:04 = 0

�0:3x�2 � 0:03f(x�1)� 0:02f(x�2) + 0:01 = 0

cebirsel sistemi çözülerek elde edilir. Burada denge noktas¬ (0:174431; 0:0238179)

bulunur. (3:12) sisteminin katsay¬lar¬ Teorem 3.6 ve Teorem 3.7�in hipotezlerini

sa¼glar. Gerçekten,

i = 1 için a1 = 0:2 > L1
2P
j=1

jbj1j = 0:045

i = 2 için a2 = 0:3 > L2
2P
j=1

jbj2j = 0:015

olup (3:7) koşulu sa¼glan¬r. Benzer olarak

i = 1 için a1 = 0:2 >
2P
j=1

Lj jb1jj = 0:035

i = 2 için a2 = 0:3 >
2P
j=1

Lj jb2jj = 0:025

olup (3:9) koşulu da sa¼glan¬r. O halde (3:12) sisteminin denge noktas¬tek olup kesirli

üstel kararl¬d¬r. (3:12) sisteminin x (t) = (x1 (t) ; x2 (t))
T çözüm vektörünün x1(t) ve

x2(t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri Mathematica program¬ile çizdirilmi̧stir (Şekil

3.1). Bu gra�klerde de � = 0:1, � = 0:5 ve � = 0:9 de¼gerleri için sistemin denge

noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬görülmektedir. Ayr¬ca � = 0:1 de¼geri için sistemin faz

gra�¼gi görülmektedir (Şekil 3.2).

Örnek 3.3 Aşa¼g¬daki sistemi ele alal¬m.8>>><>>>:
(T�x1) (t) = �0:3x1(t) + 0:02f(x1(t))� 0:01f(x2(t)) + 0:03f(x3(t)) + 0:04

(T�x2) (t) = �0:2x2(t)� 0:01f(x1(t)) + 0:03f(x2(t))� 0:01f(x3(t)) + 0:01

(T�x3) (t) = �0:4x3(t)� 0:03f(x1(t))� 0:01f(x2(t)) + 0:02f(x3(t)) + 0:03
(3.13)

Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) =
1

u2 + 1
olup bu fonksiyon Lipschitz şart¬n¬

L1 = L2 = L3 = 1 olarak sa¼glamaktad¬r. (3:13) sisteminin katsay¬lar¬a1 = 0:3,

a2 = 0:2, a3 = 0:4, b11 = 0:02, b12 = �0:01, b13 = 0:03, b21 = �0:01, b22 = 0:03,
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Şekil 3.1 (3:12) sisteminin x1 (t) ve x2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

Şekil 3.2 (3:12) sisteminin � = 0:1 için faz düzlemi

b23 = �0:01, b31 = �0:03, b32 = �0:01, b33 = 0:02, I1 = 0:04, I2 = 0:01 ve I3 = 0:03

dir. (3:13) sisteminin denge noktas¬8>>><>>>:
�0:3x�1 + 0:02f(x�1)� 0:01f(x�2) + 0:03f(x�3) + 0:04 = 0

�0:2x�2 � 0:01f(x�1) + 0:03f(x�2)� 0:01f(x�3) + 0:01 = 0

�0:4x�3 � 0:03f(x�1)� 0:01f(x�2) + 0:02f(x�3) + 0:03 = 0

cebirsel sistemi çözülerek (0:262617; 0:101734; 0:0300498) bulunur. (3:13) sisteminin

katsay¬lar¬Teorem 3.6 ve Teorem 3.7�in hipotezlerini sa¼glar. O halde (3:13) sistemi-

nin denge noktas¬tek olup kesirli üstel kararl¬d¬r. (3:13) sisteminin

x (t) = (x1 (t) ; x2 (t) ; x3 (t))
T çözüm vektörünün x1(t), x2(t) ve x3 (t) durum de¼gi̧sken-

lerinin gra�kleri Mathematica program¬ile çizdirilmi̧stir (Şekil 3.3 ve Şekil 3.4). Bu

gra�klerde de � = 0:1, � = 0:5 ve � = 0:9 de¼gerleri için sistemin denge noktas¬n¬n
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üstel kararl¬l¬¼g¬görülmektedir.

Şekil 3.3 (3:13) sisteminin x1 (t) ve x2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

Şekil 3.4 (3:13) sisteminin x3 (t) durum de¼gi̧skeninin gra�¼gi

3.3 Uyumlu Kesirli Türev ·Içeren Tekrarlayan Sinir A¼glar¬n¬n Üstel

Kararl¬l¬¼g¬

Literatürde kesirli basamaktan BAM tipi yapay sinir a¼glar¬n¬n incelendi¼gi çal¬̧sma

say¬s¬oldukça azd¬r. Yang vd. kesirli basamaktan BAM tipi sinir a¼g¬modelinin

düzgün kararl¬l¬¼g¬ için yeter sonuçlar elde etmi̧slerdir (Yang vd. 2014). Cao ve

Bai 2014 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smada kesirli basamaktan BAM tipi sinir a¼g¬mod-

elinin sonlu zamanda kararl¬l¬¼g¬n¬incelemi̧slerdir (Cao ve Bai). Ayn¬araşt¬rmac¬lar

2015 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smada yine kesirli basamaktan BAM tipi sinir a¼g¬mode-

lini ele al¬p denge noktas¬n¬n düzgün kararl¬l¬¼g¬için yeter sonuçlar elde etmi̧slerdir

(Cao ve Bai 2015). Ancak her iki çal¬̧smada da kararl¬l¬k analizi [0; T ] sonlu ara-
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l¬¼g¬nda yap¬lm¬̧st¬r.

Bu kesimde uyumlu kesirli türev kullan¬larak oluşturulan tekrarlayan çift yönlü ya-

pay sinir a¼g¬modelinde Banach daralma prensibi kullan¬larak denge noktas¬n¬n varl¬k

ve tekli¼gi için yeter koşullar elde edilmi̧s ve denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬göster-

ilmi̧stir.

Uyumlu türev içeren çift yönlü tekrarlayan sinir a¼g¬modeli aşa¼g¬daki sistemle ifade

edilir: 8>>>><>>>>:
(T�xi) (t) = �aixi (t) +

nX
j=1

bijfj (yj (t)) + Ii; i = 1; 2; :::; n

(T�yi) (t) = �ciyi (t) +
nX
j=1

dijgj (xj (t)) + Ji; i = 1; 2; :::; n

(3.14)

8<: x (t0) = x0 2 Rn

y (t0) = y0 2 Rn:
(3.15)

Burada; T�, �. basamaktan uyumlu kesirli türevi (0 < � < 1), n sistemin içerdi¼gi

nöron say¬s¬n¬, xi ve yi i: nöronun durum de¼gi̧skenlerini, ai ve ci (ai, ci > 0) a¼g-

dan ba¼glant¬kesildi¼ginde i: nöronun potansiyelinin dinlenme durumuna s¬f¬rlanma

oran¬n¬, bij ve dij nöronlar¬n ba¼glant¬katsay¬lar¬n¬, fj ve gj aktivasyon fonksiyon-

lar¬n¬, Ii ve Ji sabitleri d¬̧sar¬dan giri̧sleri göstermektedir.

x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
n)
T , y� = (y�1; y

�
2; :::; y

�
n)
T olmak üzere8>>>><>>>>:

x�i =
1

ai

 
nP
j=1

bijfj(y
�
j ) + Ii

!

y�i =
1

ci

 
nP
j=1

dijgj(x
�
j) + Ji

! (3.16)

cebirsel sistemini sa¼glayan (x�; y�) 2 R2n vektörü (3:14) sisteminin denge noktas¬d¬r.
·Incelemelerimizde fj ve gj, j = 1; 2; :::; n, aktivasyon fonksiyonlar¬n¬n Lipschitz koşu-

lunu sa¼glad¬¼g¬kabul edilecektir. Yani,

(H2) Lj ve Mj pozitif sabitler olmak üzere, 8 w1; w2 2 R ve j = 1; :::; n için

jfj(w1)� fj(w2)j � Lj jw1 � w2j

jgj(w1)� gj(w2)j �Mj jw1 � w2j
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sa¼glans¬n.

Tan¬m 3.6 � ve K > 0 olmak üzere aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glans¬n.

k(x (t) ; y (t))� (x�; y�)k � KE� (��; t� t0) k(x0; y0)� (x�; y�)k ; t � t0:

Bu durumda (3:14) sisteminin (x�; y�) denge noktas¬kesirli üstel kararl¬d¬r denir,

burada E� fonksiyonu (3:1) ile tan¬mlanan kesirli üstel fonksiyondur.

Aşa¼g¬daki teoremde ui 2 Rn olmak üzere kuk2 =
�

nP
i=1

u2i

�1=2
normu kullan¬larak

(3:14) sisteminin denge noktas¬n¬n varl¬k ve tekli¼gini garanti eden koşullar ifade

edilmektedir.

Teorem 3.8 (H2) hipotezine ek olarak aşa¼g¬daki eşitsizlikler sa¼glans¬n. 
nX
i=1

nX
j=1

�
Mi

ai
dji

�2!1=2
< 1 (3.17)

ve  
nX
i=1

nX
j=1

�
Li
ci
bji

�2!1=2
< 1: (3.18)

Bu durumda (3:14) sisteminin (x�; y�) denge noktas¬mevcut ve tektir.

·Ispat. (3:14) sisteminde aix�i = ui ve ciy
�
i = vi; i = 1; 2; :::; n; de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi

yapal¬m. Bu durumda (3:16) cebirsel sistemi8>><>>:
ui =

nP
j=1

bijfj

�
vj
cj

�
+ Ii;

vi =
nP
j=1

dijgj

�
uj
aj

�
+ Ji

(3.19)

sistemine indirgenir.

Ni(�) =
nX
j=1

bijfj

�
vj
cj

�
+ Ii; i = 1; 2; :::; n; (3.20)

Pi(�) =
nX
j=1

dijgj

�
uj
aj

�
+ Ji; i = 1; 2; :::; n; (3.21)
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olsun. R : R2n ! R2n; R(�) = (N(�); P (�)) T , N (�) = (N1 (�) ; N2 (�) ; :::; Nn (�))T ,

P (�) = (P1 (�) ; P2 (�) ; :::; Pn (�))
T olmak üzere R dönüşümünün R2n üzerinde bir

daralma dönüşümü oldu¼gu gösterilecektir. (�1; �2) 2 R2n; �1 =
�
u
(1)
1 ; u

(1)
2 ; :::; u

(1)
n ; v

(1)
1 ;

v
(1)
2 ; :::; v

(1)
n

�
ve �2 =

�
u
(2)
1 ; u

(2)
2 ; :::; u

(2)
n ; v

(2)
1 ; v

(2)
2 ; :::; v

(2)
n

�
için (3:20)� (3:21) ve (H2)

hipotezi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

kR (�1)�R (�2)k22 =

nX
i=1

�
(Ni (�1)�Ni (�2))2 + (Pi (�1)� Pi (�2))2

�
=

nX
i=1

24�����
nX
j=1

bij

 
fj

 
v
(1)
j

cj

!
� fj

 
v
(2)
j

cj

!!�����
2

+

�����
nX
j=1

dij

 
gj

 
u
(1)
j

aj

!
� gj

 
u
(2)
j

aj

!!�����
2
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elde edilir. Lipschitz koşulu ve Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden

kR (�1)�R (�2)k22 �
nX
i=1

24 nX
j=1

jbijjLj

�����v
(1)
j � v(2)j
cj

�����
!2

+

 
nX
j=1

jdijjMj

�����u
(1)
j � u(2)j
aj

�����
!235

�
nX
i=1

"
nX
j=1

�
jbijjLj
cj

�2 nX
j=1

���v(1)j � v(2)j
���2

+
nX
j=1

�
jdijjMj

aj

�2 nX
j=1

���u(1)j � u(2)j
���2#

�
nX
i=1

"
nX
j=1

�
jbjijLi
ci

�2 nX
j=1

���v(1)j � v(2)j
���2

+

nX
j=1

�
jdjijMi

ai

�2 nX
j=1

���u(1)j � u(2)j
���2# (3.22)

elde edilir.

C = max

(
nX
i=1

nX
j=1

�
Li
ci
bji

�2
;
nX
i=1

nX
j=1

�
Mi

ai
dji

�2)

tan¬mlayal¬m. O halde (3:22)�den

kR (�1)�R (�2)k22 � C
nX
j=1

����v(1)j � v(2)j
���2 + ���u(1)j � u(2)j

���2�
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veya

kR (�1)�R (�2)k2 �
p
C k�1 � �2k2

elde edilir. (3:17)� (3:18) koşullar¬ndan
p
C < 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla

R : R2n ! R2n bir daralma dönüşümüdür ve bir tek � 2 R2n sabit noktas¬na sahiptir.

Aşa¼g¬daki teoremde l1 normu kullan¬larak (3:14) sisteminin denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬

ve tekli¼gini garanti eden daha zay¬f koşullar ifade edilmektedir.

Teorem 3.9 (H2) hipotezine ek olarak aşa¼g¬daki eşitsizlikler sa¼glans¬n.

ai > Mi

nX
j=1

jdjij ; i = 1; 2; :::; n (3.23)

ve

ci > Li

nX
j=1

jbjij ; i = 1; 2; :::; n: (3.24)

Bu durumda (3:14) sisteminin (x�; y�) 2 R2n denge noktas¬mevcut ve tektir.

·Ispat. Teorem 3.8�nin ispat¬na benzer olarak aix�i = ui ve ciy
�
i = vi; i = 1; 2; :::; n;

de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬larak (3:19) cebirsel sistemi elde edilir. Ni (�) ve Pi (�)

s¬ras¬yla (3:20) ve (3:21) ile tan¬ml¬olmak üzereR : R2n ! R2n; R(�) = (N(�); P (�))T

dönüşümünü ele alal¬m. Her �1 =
�
u
(1)
1 ; u

(1)
2 ; :::; u

(1)
n ; v

(1)
1 ; v

(1)
2 ; :::; v

(1)
n

�
ve �2 =

�
u
(2)
1 ;

u
(2)
2 ; :::; u

(2)
n ; v

(2)
1 ; v

(2)
2 ; :::; v

(2)
n

�
için

kR (�1)�R (�2)k1 =

nX
i=1

[jNi (�1)�Ni (�2)j+ jPi (�1)� Pi (�2)j]

=
nX
i=1

�����
nX
j=1

bij

 
fj

 
v
(1)
j

cj

!
� fj

 
v
(2)
j

cj

!!�����
+

nX
i=1

�����
nX
j=1

dij

 
gj

 
u
(1)
j

aj

!
� gj

 
u
(2)
j

aj

!!�����
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elde edilir. (H2) hipotezi kullan¬ld¬¼g¬nda

kR (�1)�R (�2)k1 �
nX
i=1

nX
j=1

"
jbijjLj

�����v
(1)
j � v(2)j
cj

�����
+ jdijjMj

�����u
(1)
j � u(2)j
aj

�����
#

=
nX
i=1

nX
j=1

�
jbjijLi
ci

���v(1)i � v(2)i
���

+
jdjijMi

ai

���u(1)i � u(2)i
���� (3.25)

elde edilir. (3:23)� (3:24) koşullar¬ndan
nX
j=1

jdjijMi

ai
< 1 ve

nX
j=1

jbjijLi
ci

< 1; i = 1; 2; :::; n

oldu¼gu aç¬kt¬r.

D = max
1�i�n

(
Li
ci

nX
j=1

jbjij ;
Mi

ai

nX
j=1

jdjij
)

olsun. (3:25)�den

kR (�1)�R (�2)k1 � D
nX
i=1

����v(1)i � v(2)i
���+ ���u(1)i � u(2)i

����
= D k�1 � �2k1

elde edilir. D < 1 oldu¼gundan R : R2n ! R2n bir daralma dönüşümüdür. Buradan

R : R2n ! R2n dönüşümünün R (�) = � olacak şekilde bir tek sabit noktas¬vard¬r.

Dolay¬s¬yla (3:14) sisteminin bir tek (x�i ; y
�
i ) 2 R2n denge noktas¬vard¬r.

Aşa¼g¬daki teoremde (3:14) sisteminin denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬gösterilecek-

tir.

Teorem 3.10 (H2) hipotezine ek olarak aşa¼g¬daki eşitsizlikler sa¼glans¬n.

ai > max

(
nX
j=1

jbijjLj;Mi

nX
j=1

jdjij
)
; i = 1; 2; :::; n (3.26)

ve

ci > max

(
Li

nX
j=1

jbjij ;
nX
j=1

jdijjMj

)
; i = 1; 2; :::; n: (3.27)
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Bu durumda (3:14) sisteminin (x�; y�) denge noktas¬kesirli üstel kararl¬d¬r.

·Ispat. Aç¬k olarak görülmektedir ki (3:26) ve (3:27) koşullar¬sa¼gland¬¼g¬nda Teorem

3.9�un (3:23) ve (3:24) hipotezleri de sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla (3:14) sisteminin

(x�; y�) 2 R2n denge noktas¬mevcut ve tektir. (3:14) sisteminde zi (t) = xi(t)�x�i ve

wi (t) = yi(t)� y�i de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri yap¬ld¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sistem elde edilir.8>><>>:
(T�zi) (t) = �aizi(t) +

nP
j=1

bijFj(wj(t)); i = 1; 2; :::; n;

(T�wi) (t) = �ciwi(t) +
nP
j=1

dijGj(zj(t)); i = 1; 2; :::; n:
(3.28)

Burada Fj(wj(t)) = fj(wj(t)+y�j )�fj(y�j ) ve Gj(zj(t)) = gj(zj(t)+x�j)�gj(x�j) olup

j = 1; 2; :::; n için Fj (0) = 0, Gj (0) = 0 ve Fj, Gj fonksiyonlar¬Lipschitz koşulunu

s¬ras¬yla ayn¬Lj, Mj sabitleri ile sa¼glar. (3:14) sisteminin (x�; y�) denge noktas¬n¬n

kesirli üstel kararl¬l¬¼g¬n¬göstermek için (3:28) sisteminin s¬f¬r çözümünün kesirli üstel

kararl¬l¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

V (t) =
1

2

nX
i=1

�
z2i (t) + w

2
i (t)

�
Lyapunov fonksiyonunu göz önüne alal¬m. V fonksiyonunun (3:28) sisteminin çözüm-

leri boyunca kesirli uyumlu türevleri ald¬¼g¬nda

(T�V ) (t) =
nX
i=1

(zi (t) (T�zi) (t) + wi (t) (T�wi) (t))

=

nX
i=1

"
zi (t)

 
�aizi (t) +

nX
j=1

bijFj(wj(t))

!

+wi (t)

 
�ciwi (t) +

nX
j=1

dijGj(zj(t))

!#

�
nX
i=1

�
�aiz2i (t)� ciw2i (t)

+

�����zi (t)
nX
j=1

bijFj(wj(t)) + wi (t)
nX
j=1

dijGj(zj(t))

�����
!

elde edilir. j = 1; 2; :::; n; için Fj ve Gj fonksiyonlar¬n¬n Lipschitz koşulunu s¬ras¬yla
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Lj ve Mj sabitleri ile sa¼glad¬¼g¬göz önüne al¬n¬rsa

(T�V ) (t) �
nX
i=1

�
�aiz2i (t)� ciw2i (t)

+ jzi (t)j
nX
j=1

jbijjLj jwj(t)j+ jwi (t)j
nX
j=1

jdijjMj jzj(t)j
!

�
nX
i=1

�
�aiz2i (t)� ciw2i (t)

+Li jwi (t)j
nX
j=1

jbjij jzj(t)j+Mi jzi (t)j
nX
j=1

jdjij jwj(t)j
!

elde edilir. Son eşitsizli¼ge Cauchy- Schwartz eşitsizli¼gi uyguland¬¼g¬nda

(T�V ) (t) �
nX
i=1

 
�aiz2i (t)� ciw2i (t) +

nX
j=1

Li jbjij
2

�
jzj (t)j2 + jwi(t)j2

�
+

nX
j=1

Mi jdjij
2

�
jzi (t)j2 + jwj (t)j2

�!

�
nX
i=1

 
�aiz2i (t)� ciw2i (t) +

1

2

nX
j=1

Li jbjij jzj (t)j2

+
1

2

nX
j=1

Li jbjij jwi(t)j2 +
1

2

nX
j=1

Mi jdjij jzi (t)j2 +
1

2

nX
j=1

Mi jdjij jwj (t)j2
!

bulunur. Burada gerekli düzenlemeler yap¬ld¬¼g¬nda

(T�V ) (t) � �
nX
i=1

 
ai �

1

2

nX
j=1

jbijjLj �
Mi

2

nX
j=1

jdjij
!
jzi (t)j2

�
nX
i=1

 
ci �

Li
2

nX
j=1

jbjij �
1

2

nX
j=1

jdijjMj

!
jwi (t)j2

� � min
1�i�n

( 
ai �

1

2

nX
j=1

jbijjLj �
Mi

2

nX
j=1

jdjij
!
; (3.29) 

ci �
Li
2

nX
j=1

jbjij �
1

2

nX
j=1

jdijjMj

!)
nX
i=1

�
jzi (t)j2 + jwi (t)j2

�
bulunur.

F = min
1�i�n

( 
ai �

1

2

nX
j=1

Lj jbijj �
Mi

2

nX
j=1

jdjij
!
;

 
ci �

Li
2

nX
j=1

jbjij �
1

2

nX
j=1

Mj jdijj
!)

olsun. (3:26) ve (3:27) koşullar¬ndan F > 0 olup (3:29) eşitsizli¼gi

(T�V ) (t) � �2FV (t)
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şeklinde yaz¬labilir. Burada Lemma 3.1 uyguland¬¼g¬nda

V (t) � E� (�2F; t� t0)V (t0)

ya da

k(z (t) ; w (t))k2 � E� (�F; t� t0) k(z (t0) ; w (t0))k2

bulunur. Bu da bize (3:28) sisteminin s¬f¬r çözümünün kesirli üstel kararl¬oldu¼gunu

gösterir ve ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬da Teorem 3.9 ve Teorem 3.10�dan elde edilen koşullar düşünülerek yaz¬lm¬̧s

örnekler verilmi̧stir. Bu örneklerin sonuçlar¬gra�klerle desteklenmi̧stir.

Örnek 3.4 Aşa¼g¬daki tekrarlayan yapay sinir a¼g¬modelini ele alal¬m.8>>>>>><>>>>>>:

(T�x1) (t) = �0:8x1(t)� 0:06f (y1 (t)) + 0:05f (y2 (t)) + 0:004

(T�x2) (t) = �0:8x2(t)� 0:03f (y1 (t)) + 0:06f (y2 (t)) + 0:001

(T�y1) (t) = �0:6y1(t)� 0:03f (x1 (t)) + 0:03f (x2 (t)) + 0:001

(T�y2) (t) = �0:6y2(t)� 0:02f (x1 (t)) + 0:04f (x2 (t)) + 0:002

(3.30)

Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) = 0:5 (ju+ 1j � ju� 1j) olup bu fonksiyon Lip-

schitz şart¬n¬L1 = L2 =M1 =M2 = 1 olarak sa¼glamaktad¬r. (3:30) sisteminin kat-

say¬lar¬a1 = 0:8, a2 = 0:8, c1 = 0:6, c2 = 0:6, b11 = �0:06, b12 = 0:05, b21 = �0:03,

b22 = 0:06, d11 = �0:03, d12 = 0:03, d21 = �0:02, d22 = 0:04, I1 = 0:004; I2 = 0:001;

J1 = 0:001 ve J2 = 0:002 dir. (3:30) sisteminin denge noktas¬8>>>>>><>>>>>>:

�0:8x�1 � 0:06f (y�1) + 0:05f (y�2) + 0:004 = 0

�0:8x�2 � 0:03f (y�1) + 0:06f (y�2) + 0:001 = 0

�0:6y�1 � 0:03f (x�1) + 0:03f (x�2) + 0:001 = 0

�0:6y�2 � 0:02f (x�1) + 0:04f (x�2) + 0:002 = 0

cebirsel sistemi çözülerek elde edilir. Burada denge noktas¬(0:00509242; 0:00143881;

0:00148399; 0:00325951) bulunur. (3:30) sisteminin katsay¬lar¬Teorem 3.10�un dolay¬s¬yla

Teorem 3.9�un hipotezlerini sa¼glar. Gerçekten,

i = 1 için a1 = 0:8 > max

(
2P
j=1

jb1jjLj;M1

2P
j=1

jdj1j
)
= 0:11
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i = 2 için a2 = 0:8 > max

(
2P
j=1

jb2jjLj;M2

2P
j=1

jdj2j
)
= 0:09

i = 1 için c1 = 0:6 > max

(
L1

2P
j=1

jbj1j ;
2P
j=1

jd1jjMj

)
= 0:09

i = 2 için c2 = 0:6 > max

(
L2

2P
j=1

jbj2j ;
2P
j=1

jd2jjMj

)
= 0:11

olup (3:26) ve (3:27) koşullar¬sa¼glan¬r. O halde (3:30) sisteminin denge noktas¬tek

olup kesirli üstel kararl¬d¬r. (3:30) sisteminin (x (t) ; y (t))T = (x1 (t) ; x2 (t) ; y1 (t) ;

y2 (t))
T çözüm vektörünün x1(t); x2 (t) ; y1 (t) ve y2(t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�k-

leri Mathematica program¬ile çizdirilmi̧stir (Şekil 3.5 ve Şekil 3.6). Bu gra�klerde

de � = 0:1, � = 0:5, � = 0:9 de¼gerleri için sistemin denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬

görülmektedir.

Şekil 3.5 (3:30) sisteminin x1 (t) ve x2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

Şekil 3.6 (3:30) sisteminin y1 (t) ve y2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

(3:30) sisteminin denge noktas¬n¬n (x (t) ; y (t))T = (x1 (t) ; x2 (t) ; y1 (t) ; y2 (t))
T çözüm
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vektörünün x1(t); x2 (t) ; y1 (t) ve y2(t) durum de¼gi̧skenleri � = 0:5 ve � = 1 de¼gerleri

için üstel kararl¬l¬¼g¬görülmektedir (Şekil 3.7 ve Şekil 3.8).

Şekil 3.7 (3:30) sisteminin x1 (t) ve x2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

Şekil 3.8 (3:30) sisteminin y1 (t) ve y2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

Örnek 3.5 Aşa¼g¬daki tekrarlayan yapay sinir a¼g¬modelini ele alal¬m.8>>>>>><>>>>>>:

(T�x1) (t) = �0:8x1(t)� 0:06f (y1 (t)) + 0:05f (y2 (t)) + 0:02

(T�x2) (t) = �0:6x2(t)� 0:03f (y1 (t)) + 0:06f (y2 (t)) + 0:001

(T�y1) (t) = �0:6y1(t)� 0:03g (x1 (t)) + 0:03g (x2 (t)) + 0:004

(T�y2) (t) = �0:6y2(t)� 0:02g (x1 (t)) + 0:04g (x2 (t)) + 0:002

(3.31)

Burada aktivasyon fonksiyonlar¬ f (u) =
1

u2 + 1
ve g (u) = 0:5 (ju+ 1j � ju� 1j)

olup bu fonksiyonlar Lipschitz şart¬n¬L1 = L2 = M1 = M2 = 1 olarak sa¼gla-

maktad¬r. (3:31) sisteminin katsay¬lar¬ a1 = 0:8, a2 = 0:6, c1 = 0:6, c2 = 0:6,

b11 = �0:06, b12 = 0:05, b21 = �0:03, b22 = 0:06, d11 = �0:03, d12 = 0:03,
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d21 = �0:02, d22 = 0:04, I1 = 0:02; I2 = 0:001; J1 = 0:004 ve J2 = 0:002 dir.

(3:31) sisteminin denge noktas¬ (0:012503; 0:0516663; 0:00862483; 0:00636099) ola-

rak bulunur. (3:31) sisteminin katsay¬lar¬Teorem 3.10�un dolay¬s¬yla Teorem 3.9�un

hipotezlerini sa¼glar. O halde (3:31) sisteminin denge noktas¬ tek olup kesirli üs-

tel kararl¬d¬r. (3:31) sisteminin (x (t) ; y (t))T = (x1 (t) ; x2 (t) ; y1 (t) ; y2 (t))
T çözüm

vektörünün x1(t); x2 (t) ; y1 (t) ve y2(t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri Mathemat-

ica program¬ile çizdirilmi̧stir (Şekil 3.9 ve Şekil 3.10). Bu gra�klerde de � = 0:1,

� = 0:5, � = 0:9 de¼gerleri için sistemin denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬görülmek-

tedir.

Şekil 3.9 (3:31) sisteminin x1 (t) ve x2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

Şekil 3.10 (3:31) sisteminin y1 (t) ve y2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri
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4. CAPUTO-HADAMARDKES·IRL·I TÜREV·I ·IÇERENYAPAY S·IN·IR

A¼GLARININ KARARLILI¼GI

4.1 Hadamard Kesirli ·Integral ve Türev Operatörleri

Bilindi¼gi gibi literatürde pek çok kesirli integral tan¬m¬mevcuttur. Çekirde¼ginde

logaritmik fonksiyonun key�kuvvetini içeren Hadamard integrali 1892 y¬l¬nda Hada-

mard taraf¬ndan önerilmi̧stir (Hadamard 1892). Hadamard integralinin s¬n¬rl¬l¬k ve

yar¬grup özelli¼gi ile Hadamard kesirli integrallerin türevle ba¼glant¬s¬ son y¬llarda

yap¬lan çal¬̧smalarda irdelenmi̧stir (Kilbas 2001, Butzer vd. 2002, Ma ve Li 2017).

Hadamard kesirli türev içeren diferensiyel denklemler ve eşitsizliklerin kapsaml¬bir

incelenmesi Ahmad vd. taraf¬ndan yaz¬lm¬̧s olan kitapta mevcuttur (Ahmad vd. 2017).

Literatürde lineer olmayan Hadamard türevli diferensiyel denklemlerin kararl¬l¬k

analizinin yap¬ld¬¼g¬çal¬̧smalar mevcuttur (Özayd¬n ve Karakoç 2019, Wang vd. 2019,

Dai ve Ma 2022). Hadamard türev içeren gecikmeli diferensiyel denklemlerin çözüm-

lerinin varl¬k ve tekli¼gini garanti eden koşullar da 2020 y¬l¬nda elde edilmi̧stir

(Mahmudov ve Al-Khateeb 2020).

Bu bölümde, Hadamard kesirli türev ve integralleri ile özellikle Caputo-Hadamard

kesirli türevi üzerinde durulacakt¬r. Ayr¬ca, Caputo-Hadamard kesirli türevi ile

modellenmi̧s Hop�eld yapay sinir a¼g¬n¬n denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬, tekli¼gi ve denge

noktas¬n¬nMittag-Le­ er kararl¬l¬¼g¬ile ilgili teoremler ispatlanacakt¬r. Aşa¼g¬da Hada-

mard kesirli türevinin tan¬m¬verilmi̧stir.

Tan¬m 4.1 (Kilbas vd. 2006) 0 < t0 < t ve Re(�) > 0 olmak üzere

�
HI

�
t0
f
�
(t) =

1

� (�)

tZ
t0

�
log

t

s

���1
f (s)

ds

s
(4.1)

şeklinde tan¬ml¬HI�t0 operatörüne �: basamaktan Hadamard kesirli integral ope-

ratörü denir, burada log (�) = loge (�) dir.
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� türevi � = t
d

dt
ve n = [Re (�)] + 1 olmak üzere f fonksiyonunun Hadamard kesirli

türevi aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.2 (Kilbas vd. 2006) 0 < t0 < t ve Re(�) > 0 olmak üzere

�
HD

�
t0
f
�
(t) = �n

�
HI

n��
t0

f
�
(t) =

1

� (n� �)

�
t
d

dt

�n tZ
t0

�
log

t

s

�n���1
f (s)

ds

s

(4.2)

şeklinde tan¬ml¬HD�
t0
operatörüne �: basamaktan Hadamard kesirli türev operatörü

denir. Ayr¬ca � 2 R ve 0 < � < 1 ise, bu durumda Hadamard kesirli türevi t > t0
için �

HD
�
t0
f
�
(t) =

1

� (1� �)

�
t
d

dt

� tZ
t0

�
log

t

s

���
f (s)

ds

s

integraline indirgenir.

� = m 2 N ise bu durumda �
HD

�
t0
f
�
(t) = (�mf (t))

dir. Ayr¬ca 0 < Re (�) < 1 için

HD
�
t0
(1) =

1

� (1� �)

�
log

t

t0

���
oldu¼gu Tan¬m 4.2�den görülebilir. Gerçekten f (t) = 1 olmak üzere (4:2) tan¬m¬ndan

HD
�
t0
(1) =

1

� (1� �)

�
t
d

dt

� tZ
t0

�
log

t

s

���
ds

s

olup u = log
t

s
dönüşümü uygulan¬rsa

HD
�
t0
(1) =

1

� (1� �)

�
t
d

dt

� log t
t0Z

1

u��du

=
1

� (1� �)

�
t
d

dt

� 
1

1� �

�
log

t

t0

�1��
� 1

1� �

!

=
1

� (1� �)

�
log

t

t0

���
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elde edilir. Dolay¬s¬yla Hadamard kesirli türevi sabit fonksiyonun türevinin s¬f¬r

olmas¬ özelli¼gini sa¼glamaz. Bu yüzden son y¬llarda Hadamard türevinin uygula-

malarda daha elveri̧sli olan Caputo türünden bir genelleştirilmesi önerilmi̧stir

(Jarad vd. 2012, Gambo vd 2014).

4.2 Caputo-Hadamard Kesirli Türevi

Bu kesimde Caputo-Hadamard kesirli türev operatörü tan¬t¬larak baz¬temel özel-

likleri ifade edilecektir.

Tan¬m 4.3 (Jarad vd. 2012) Re(�) � 0 ve n = [Re (�)] + 1 olmak üzere

�
CHD

�
t0
f
�
(t) =

 
HD

�
t0

"
f (x)�

n�1X
k=0

�kf (t0)

k!

�
log

x

t0

�k#!
(t)

şeklinde tan¬ml¬CHD�
t0
operatörüne �: basamaktan Caputo-Hadamard kesirli türev

operatörü denir.

Özel olarak 0 < Re (�) < 1 ise�
CHD

�
t0
f
�
(t) =

�
HD

�
t0
[f (x)� f (t0)]

�
(t)

dir.

Re(�) � 0; n = [Re (�)] + 1 ve AC [t0; t1], [t0; t1] üzerinde tan¬ml¬mutlak sürekli

fonksiyonlar¬n uzay¬olmak üzere ACn� [t0; t1] uzay¬

ACn� [t0; t1] =

�
g : [t0; t1]! C : �n�1 [g (t)] 2 AC [t0; t1] ; � = t

d

dt

�
şeklinde tan¬mlans¬n. Jarad vd. Caputo-Hadamard türevinin aşa¼g¬daki gösterimini

elde etmi̧slerdir.

Teorem 4.1 (Jarad vd. 2012) Re (�) � 0, n = [Re (�)] + 1 ve f (t) 2 ACn� [t0; t1]

olmak üzere t > t0 için�
CHD

�
t+0
f
�
(t) =

1

� (n� �)

tZ
t0

�
log

t

s

�n���1
�nf (s)

ds

s
=
�
HI

n��
t0

(�nf)
�
(t) (4.3)
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eşitli¼gi sa¼glan¬r.

� = m 2 N ise bu durumda �
CHD

m
t+0
f
�
(t) = (�mf) (t)

dir. Ayr¬ca �
CHD

0
t+0
f
�
(t) = f (t)

dir.

Uyar¬4.1 � 2 (0; 1) için Caputo-Hadamard türevi

�
CHD

�
t0
f
�
(t) =

1

� (1� �)

tZ
t0

�
log

t

s

���
f 0 (s) ds (4.4)

şeklindedir.

Uyar¬4.2 Sabit fonksiyonun Caputo-Hadamard kesirli türevi s¬f¬rd¬r. Gerçekten c

gerçel say¬ve f (t) = c olmak üzere (4:4) tan¬m¬ndan

�
CHD

�
t0
f
�
(t) =

1

� (1� �)

tZ
t0

�
log

t

s

���
f 0 (s) ds

integralinde f 0 (s) = 0 oldu¼gundan

CHD
�
t0
(c) = 0

elde edilir.

Caputo-Hadamard kesirli türevli diferensiyel denklemlerin çözümlerinin varl¬k ve

tekli¼gi Banach sabit nokta teoremi yard¬m¬yla gösterilmi̧stir (Adjabi vd. 2016). Ayr¬-

ca Banach sabit nokta teoremi, Leray-Schauder ve Krasnoselski sabit nokta teorem-

leri kullan¬larak nötral tipten diferensiyel denklemlerin çözümlerinin varl¬k-tekli¼gi
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için yeter koşullar elde edilmi̧stir (Ahmad ve Ntouyas 2017). 2019 y¬l¬nda ise Caputo-

Hadamard kesirli diferensiyel denklemler için kaŗs¬laşt¬rma teoremleri ifade edilmi̧s

ve çözümlerin parametreye sürekli ba¼gl¬l¬¼g¬incelenmi̧stir (Ma 2019).

Lemma 4.1 (Ma 2019) f (t) 2 AC [t0; t1] ve 0 < � < 1 olsun. Bu durumda�
HI

�
t0

�
CHD

�
t0
f
��
(t) = f (t)� f (t0)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (4:1) Hadamard kesirli integral ve (4:4) Caputo-Hadamard kesirli türev

tan¬m¬ndan�
HI

�
t0

�
CHD

�
t0
f
��
(t) =

1

� (�)

1

� (1� �)

tZ
t0

�
log

t

s

���10@ sZ
t0

�
log

s

v

���
f 0 (v) dv

1A ds

s

yaz¬l¬r. Bu eşitlikte integral s¬ras¬de¼gi̧stirilirse

�
HI

�
t0

�
CHD

�
t0
f
��
(t) =

1

� (�)

1

� (1� �)

tZ
t0

f 0 (v)

0@ tZ
v

�
log

t

s

���1 �
log

s

v

��� ds
s

1A dv
elde edilir. ·Içerideki integralin hesab¬için u =

log s� log v
log t� log v dönüşümü yap¬l¬rsa

�
HI

�
t0

�
CHD

�
t0
f
��
(t) =

1

� (�)

1

� (1� �)

tZ
t0

f 0 (v)

0@ 1Z
0

�
log

t

v

���1
(1� u)��1 u��

�
�
log

t

v

����
log

t

v

�
du

!
dv

=
1

� (�)

1

� (1� �)

tZ
t0

f 0 (v)

0@ 1Z
0

(1� u)��1 u��du

1A dv
=

1

� (�)

1

� (1� �)

tZ
t0

f 0 (v) � (1� �; �) dv

elde edilir. Burada � fonksiyonunun � (x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
özelli¼gi göz önüne al¬n¬rsa

�
HI

�
t0

�
CHD

�
t0
f
��
(t) =

tZ
t0

f 0 (v) dv

= f (t)� f (t0)
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bulunur.

Aşa¼g¬daki özellik Dai ve Ma taraf¬ndan 2022 y¬l¬nda ispatlanm¬̧st¬r ve Caputo-

Hadamard türevi içeren sistemlerin kararl¬l¬k özelliklerinin incelenmesinde önemli

bir yere sahiptir.

Lemma 4.2 (Dai ve Ma 2022) x (t) 2 R; � 2 (0; 1) ve m 2 N+ olmak üzere t > t0
için �

CHD
�
t0
x2m
�
(t) � 2xm (t)

�
CHD

�
t0
xm
�
(t)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.

y (t) = � (1� �)
��
CHD

�
t0
x2m
�
(t)� 2xm (t)

�
CHD

�
t0
xm
�
(t)
�

olsun. (4:4) Caputo-Hadamard kesirli türev tan¬m¬göz önüne al¬n¬rsa

y (t) = 2m� (1� �)

0@ 1

� (1� �)

tZ
t0

�
log

t

s

���
x2m�1 (s)

�
dx (s)

ds

�
ds

1A
�2m� (1� �)

0@xm (t) 1

� (1� �)

tZ
t0

�
log

t

s

���
xm�1 (s)

�
dx (s)

ds

�
ds

1A
= 2m

tZ
t0

�
log

t

s

��� �
x2m�1 (s)� xm (t)xm�1 (s)

��dx (s)
ds

�
ds

=

tZ
t0

�
log

t

s

���
d

ds
[xm (s)� xm (t)]2 ds

olarak hesaplan¬r. Bu integrali hesaplamak için u =
�
log

t

s

���
ve

dv = d
ds
[xm (s)� xm (t)]2 ds olmak üzere k¬smi integrasyon uyguland¬¼g¬nda

y (t) =

�
log

t

s

���
[xm (s)� xm (t)]2 jtt0 �

tZ
t0

�

�
log

t

s

����1
[xm (s)� xm (t)]2 ds

s

=

�
log

t

s

���
[xm (s)� xm (t)]2 js=t �

�
log

t

t0

���
[xm (t0)� xm (t)]2

�
tZ

t0

�

�
log

t

s

����1
[xm (s)� xm (t)]2 ds

s

53



elde edilir. Buradaki limit hesapland¬¼g¬nda

lim
s!t

�
log

t

s

���
[xm (s)� xm (t)]2 = lim

s!t

[xm (s)� xm (t)]2�
log

t

s

��
= 0

elde edilir. O halde

y (t) = �
�
log

t

t0

���
[xm (t0)� xm (t)]2�

tZ
t0

�

�
log

t

s

����1
[xm (s)� xm (t)]2 ds

s
� 0

bulunur. Dolay¬s¬yla

�
CHD

�
t0
x2m
�
(t)� 2xm (t)

�
CHD

�
t0
xm
�
(t) � 0

olup istenilen elde edilir.

Sonuç 4.1 Lemma 4.2�de m = 1 al¬n¬rsa

�
CHD

�
t0
x2
�
(t) � 2x (t)

�
CHD

�
t0
x
�
(t)

elde edilir. Bu sonuç ayn¬zamanda (He vd. 2022, He ve Zhou 2022) makalelerinde

de yer almaktad¬r.

Tam fonksiyon olan Mittag-Le­ er fonksiyonu kesirli basamaktan diferensiyel denk-

lemler teoresinde önemli bir yere sahiptir (Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006).

Tan¬m 4.4 (Podlubny 1999) � 2 C; Re (�) > 0 ve z 2 C olmak üzere

E� (z) =
1X
k=0

zk

� (�k + 1)
(4.5)

şeklinde tan¬ml¬olan E� (z) fonksiyonuna Mittag-Le­ er fonksiyonu denir.

Aşa¼g¬daki Lemma Lyapunov yöntemi ile kararl¬l¬k incelemelerinde önemli bir araç

niteli¼gindedir (Dai ve Ma 2022, He ve Zhou 2022).

54



Lemma 4.3 A > 0 bir sabit, V (t) [t0;1) üzerinde tan¬ml¬sürekli ve negatif ol-

mayan bir fonksiyon olmak üzere�
CHD

�
t0
V
�
(t) � �AV (t)

sa¼glans¬n. Bu durumda

V (t) � E�
�
�A

�
log

t

t0

���
V (t0)

olup, burada E�, (4:5) ile tan¬ml¬Mittag-Le­ er fonksiyonudur.�
CHD

�
t0
x
�
(t) = f (t; x) (4.6)

sistemini x (t0) = x0 başlang¬ç koşulu ile birlikte göz önüne alal¬m, burada 0 < � < 1

dir.

Tan¬m 4.5 (Li vd. 2009) (Mittag-Le­ er Kararl¬l¬k) � 2 (0; 1) ; � > 0;m (0) = 0,

c > 0 ve m (x) � 0 olmak üzere

kx (t)k �
�
m (x0)E�

�
��
�
log

t

t0

����c
eşitsizli¼gi sa¼glan¬rsa (4:6) sisteminin s¬f¬r çözümüne Mittag-Le­ er kararl¬d¬r denir,

burada m (x) fonksiyonu lokal Lipschitz koşulunu sa¼glar.

4.3 Caputo-Hadamard Kesirli Türev ·Içeren Hop�eld Sinir A¼glar¬n¬n

Mittag-Le­ er Kararl¬l¬¼g¬

Bu kesimde Caputo-Hadamard kesirli türevli Hop�eld türündeki bir yapay sinir a¼g¬

modeli incelenmektedir. ·Ilk olarak sistemin denge noktas¬n¬n varl¬k ve tekli¼gi is-

patlanm¬̧st¬r. Varl¬k ve teklik ispat¬ndaki temel araç daralma dönüşüm prensibidir.

Daha sonra Caputo-Hadamard türevinin önceki kesimde verilen özellikleri yard¬m¬

ile uygun bir Lyapunov fonksiyonu ele al¬nm¬̧s ve denge noktas¬n¬n Mittag-Le­ er

kararl¬l¬¼g¬için yeter koşullar elde edilmi̧stir. Caputo-Hadamard kesirli türev içeren

Hop�eld yapay sinir a¼g¬türündeki aşa¼g¬daki sistemi göz önüne alal¬m.

�
CHD

�
t0
xi
�
(t) = �aixi(t) +

nX
j=1

bijfj(xj(t)) + Ii; i = 1; 2; :::; n; (4.7)
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x (t0) = x0 2 Rn (4.8)

(4:7) sisteminin denge noktas¬

aix
�
i =

nX
j=1

bijfj(x
�
j) + Ii (4.9)

ya da

x�i =
1

ai

 
nX
j=1

bijfj (x
�
i ) + Ii

!
(4.10)

eşitliklerini sa¼glayan bir x� = (x�1; x
�
2; :::; x

�
n)
T 2 Rn sabit vektörüdür.

Bu kesim boyunca fj aktivasyon fonksiyonlar¬n¬n Lipschitz sürekli oldu¼gu kabul

edilecektir. Yani,

(H3) jfj (uj)� fj (vj)j � Lj juj � vjj, her uj; vj 2 R; j = 1; 2; :::; n;

sa¼glanacak şekilde pozitif Lj sabiti mevcuttur.

Aşa¼g¬daki teoremde (4:7) sisteminin denge noktas¬n¬n varl¬¼g¬ve tekli¼gi için yeter

koşullar elde edilmi̧stir.

Teorem 4.2 (H3) hipotezine ek olarak kabul edelim ki

ai >

nX
j=1

jbijjLj; i = 1; 2; :::; n (4.11)

sa¼glans¬n. Bu durumda (4:7) sisteminin x� denge noktas¬mevcut ve tektir.

·Ispat. x = (x1; x2; :::; xn)
T olmak üzere B : Rn ! Rn,

B (x) = (B1 (x) ; B2 (x) ; :::; Bn (x))
T 2 Rn dönüşümünü

Bi (x) =
1

ai

 
nX
j=1

bijfj (xj) + Ii

!
; i = 1; 2; :::; n;

şeklinde tan¬mlayal¬m. x = (x1; x2; :::; xn)
T 2 Rn için kxk1 = max

1�i�n
jxij normu kul-

lan¬larak B dönüşümünün Rn üzerinde bir daralma dönüşümü oldu¼gu gösterilecektir.
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Her x; y 2 Rn için

Bi (x)�Bi (y) =
1

ai

nX
j=1

bij (fj (xj)� fj (yj))

olup her iki yan¬n¬n mutlak de¼geri al¬nd¬¼g¬nda

jBi (x)�Bi (y)j �
1

ai

nX
j=1

jbijj jfj (xj)� fj (yj)j

elde edilir. (H3) koşulu sa¼glad¬¼g¬ndan

jBi (x)�Bi (y)j �
1

ai

nX
j=1

jbijjLj jxj � yjj

dir. Son eşitsizli¼gin her iki taraf¬n¬n maximumu ald¬nd¬¼g¬nda

max
1�i�n

jBi (x)�Bi (y)j � max
1�i�n

(
1

ai

nX
j=1

jbijjLj jxj � yjj
)

ya da

kBx�Byk1 � max
1�i�n

(
1

ai

nX
j=1

jbijjLj jxj � yjj
)

� max
1�i�n

(
1

ai

nX
j=1

jbijjLj

)
max
1�j�n

jxj � yjj

� max
1�i�n

(
1

ai

nX
j=1

jbijjLj

)
kx� yk1 (4.12)

elde edilir. (4:11) koşulundan max
1�i�n

(
1

ai

nP
j=1

jbijjLj

)
< 1; i = 1; 2; :::; n; oldu¼gu

aç¬kt¬r.

A1 = max
1�i�n

(
1

ai

nX
j=1

jbijjLj

)
olsun. (4:12) den

kBx�Byk1 � A1 kx� yk1

elde edilir. A1 < 1 oldu¼gundanB : Rn ! Rn daralma dönüşümüdür veB dönüşümünün

bir tek sabit noktas¬vard¬r. Bu yüzden (4:7) sisteminin bir tek sabit noktas¬vard¬r

ve ispat tamamlan¬r.
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Teorem 4.3 Teorem 4.2 �nin hipotezlerine ek olarak aşa¼g¬daki eşitsizlik sa¼glans¬n.

ai > Li

nX
j=1

jbjij ; i = 1; 2; :::; n (4.13)

Bu durumda (4:7) sisteminin x� 2 Rn denge noktas¬Mittag-Le­ er kararl¬d¬r.

·Ispat. Teorem 4.2 �nin hipotezleri alt¬nda (4:7) denklem sisteminin denge nok-

tas¬mevcut ve tektir. (4:7) sisteminde yi (t) = xi(t) � x�i de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi

yap¬ld¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sistem elde edilir.

(CHD
�
t0
yi)(t) = �aiyi(t) +

nX
j=1

bijFj(yj(t)); i = 1; 2; :::; n: (4.14)

Burada aktivasyon fonksiyonu Fj(yj(t)) = fj(yj(t)+x�j)�fj(x�j) dir. j = 1; 2; :::; n için

Fj (0) = 0 ve Fj fonksiyonu Lipschitz koşulunu ayn¬ Lj sabiti ile sa¼glad¬¼g¬ ko-

layl¬kla görülmektedir. (4:7) sisteminin x� denge noktas¬n¬n Mittag-Le­ er karar-

l¬l¬¼g¬n¬göstermek için (4:14) sisteminin s¬f¬r çözümünün Mittag-Le­ er kararl¬l¬¼g¬n¬

gösterece¼giz.

V (t) = V (t; y (t)) =
nX
i=1

1

2
y2i (t)

Lyapunov fonksiyonunu ele alal¬m. V fonksiyonunun (4:14) sisteminin çözümleri

boyunca Caputo-Hadamard türevi al¬nd¬¼g¬nda

�
CHD

�
t0
V
�
(t) =

nX
i=1

1

2

�
CHD

�
t0
y2i
�
(t)

�
nX
i=1

1

2
2yi (t)

�
CHD

�
t0
yi
�
(t)

=
nX
i=1

yi (t)

 
�aiyi(t) +

nX
j=1

bijFj(yj(t))

!

�
nX
i=1

 
�aiy2i (t) +

�����yi (t)
nX
j=1

bijFj(yj(t))

�����
!
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elde edilir. Lipschitz koşulu ve üçgen eşitsizli¼ginden

�
CHD

�
t0
V
�
(t) �

nX
i=1

 
�aiy2i (t) + jyi (t)j

nX
j=1

jbijjLj jyj(t)j
!

�
nX
i=1

 
�aiy2i (t) +

nX
j=1

jbijjLj
jyi (t)j2 + jyj(t)j2

2

!

�
nX
i=1

 
�aiy2i (t) +

1

2

nX
j=1

jbijjLj jyi (t)j2 +
1

2

nX
j=1

jbjijLi jyi(t)j2
!

� �
nX
i=1

 
ai �

1

2

nX
j=1

(jbijjLj + jbjijLi)
!
y2i (t)

� � min
1�i�n

(
ai �

1

2

nX
j=1

(jbijjLj + jbjijLi)
)

nX
i=1

y2i (t) (4.15)

elde edilir. Burada

A2 = min
1�i�n

(
ai �

1

2

nX
j=1

(jbijjLj + jbjijLi)
)

olsun. (4:11) ve (4:13) koşullar¬ndan A2 > 0 d¬r. O halde (4:15) den�
CHD

�
t0
V
�
(t) � �2A2V (t)

elde edilir. Lemma 4.3 uyguland¬¼g¬nda aşa¼g¬daki eşitsizlik elde edilir.

V (t) � E�
�
�2A2

�
log

t

t0

���
V (t0)

Buradan
nX
i=1

1

2
y2i (t) � E�

�
�2A2

�
log

t

t0

��� nX
i=1

1

2
y2i (t0)

ya da

ky (t)k2 �
�
E�

�
�2A2

�
log

t

t0

����1=2
ky (t0)k2

bulunur. Bu bize (4:14) sisteminin s¬f¬r çözümünün Mittag-Le­ er kararl¬oldu¼gunu

gösterir ve ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki örnekte Caputo-Hadamard kesirli türevli bir Hop�eld yapay sinir a¼g¬ele

al¬nm¬̧s ve bu kesimde elde edilen sonuçlar kullan¬larak denge noktas¬n¬n tek ve

Mittag-Le­ er kararl¬oldu¼gu gösterilmi̧stir.
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Örnek 4.1 Aşa¼g¬daki Hop�eld tipi yapay sinir a¼g¬modelini ele alal¬m.8<:
�
CHD

�
t0
x1
�
(t) = �0:3x1(t)� 0:04f(x1(t)) + 0:02f(x2(t)) + 0:04�

CHD
�
t0
x2
�
(t) = �0:4x2(t)� 0:02f(x1(t))� 0:03f(x2(t)) + 0:01

(4.16)

Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) = 0:5 (ju+ 1j � ju� 1j) olup bu fonksiyon Lip-

schitz şart¬n¬ L1 = L2 = 1 olarak sa¼glamaktad¬r. (4:16) sisteminin katsay¬lar¬

a1 = 0:3, a2 = 0:4, b11 = �0:04, b12 = 0:02, b21 = �0:02, b22 = �0:03, I1 = 0:04 ve

I2 = 0:01 dir. (4:16) sisteminin denge noktas¬8<: �0:3x�1 � 0:04f(x�1) + 0:02f(x�2) + 0:04 = 0

�0:4x�2 � 0:02f(x�1)� 0:03f(x�2) + 0:01 = 0

cebirsel sistemi çözülerek (0:11869; 0:0177353) olarak bulunur. (4:16) sisteminin

katsay¬lar¬Teorem 4.2 ve Teorem 4.3�in hipotezlerini sa¼glar. Gerçekten,

i = 1 için a1 = 0:3 >
2P
j=1

Lj jb1jj = 0:06

i = 2 için a2 = 0:4 >
2P
j=1

Lj jb2jj = 0:05

olup (4:11) koşulu sa¼glan¬r. Benzer olarak

i = 1 için a1 = 0:3 >
2X
j=1

jbj1j = 0:06

i = 2 için a2 = 0:4 >
2X
j=1

jbj2j = 0:05

olup (4:13) koşulu da sa¼glan¬r. O halde (4:16) sisteminin denge noktas¬ tek olup

Mittag-Le­ er kararl¬d¬r. (4:16) sisteminin x (t) = (x1 (t) ; x2 (t))
T çözüm vektörünün

x1(t) ve x2(t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri [tn; tn+1] aral¬¼g¬nda Adams-Bashford-

Moulton yaklaş¬m¬kullan¬larak elde edilen Caputo-Hadamard türevlerini içeren sis-

temin say¬sal çözümleri � = 0:1, � = 0:5 ve � = 0:6 de¼gi̧sen de¼gerleri için Mathe-

matica program¬ile çizdirilmi̧stir (Diethelm vd. 2002). Bu gra�klerde de (4:16) sis-

teminin denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬görülmektedir.

Örnek 4.2 Aşa¼g¬daki Hop�eld tipi yapay sinir a¼g¬modelini ele alal¬m.8<:
�
CHD

�
t0
x1
�
(t) = �0:4x1(t)� 0:02f(x1(t))� 0:01f(x2(t)) + 0:06�

CHD
�
t0
x2
�
(t) = �0:6x2(t)� 0:06f(x1(t))� 0:04f(x2(t)) + 0:08

(4.17)
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Şekil 4.1 (4:16) sisteminin x1 (t) ve x2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri

Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) =
eu

1 + eu
olup bu fonksiyon Lipschitz şart¬n¬

L1 = L2 = 1 olarak sa¼glamaktad¬r. (4:17) sisteminin katsay¬lar¬a1 = 0:4, a2 = 0:6,

b11 = �0:02, b12 = 0:01, b21 = �0:06, b22 = �0:04, I1 = 0:06 ve I2 = 0:08 dir. (4:17)

sisteminin denge noktas¬8<: �0:4x�1 � 0:02f(x�1)� 0:01f(x�2) + 0:06 = 0

�0:6x�2 � 0:06f(x�1)� 0:04f(x�2) + 0:08 = 0

cebirsel sistemi çözülerek (0:110826; 0:046458) olarak bulunur. (4:17) sisteminin

katsay¬lar¬Teorem 4.2 ve Teorem 4.3�in hipotezlerini sa¼glar. Gerçekten,

i = 1 için a1 = 0:4 >
2P
j=1

Lj jb1jj = 0:03

i = 2 için a2 = 0:6 >
2P
j=1

Lj jb2jj = 0:1

olup (4:11) koşulu sa¼glan¬r. Benzer olarak

i = 1 için a1 = 0:4 >
2X
j=1

jbj1j = 0:08

i = 2 için a2 = 0:6 >
2X
j=1

jbj2j = 0:05

olup (4:13) koşulu da sa¼glan¬r. O halde (4:17) sisteminin denge noktas¬ tek olup

Mittag-Le­ er kararl¬d¬r. (4:17) sisteminin x (t) = (x1 (t) ; x2 (t))
T çözüm vektörünün

x1(t) ve x2(t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri [tn; tn+1] aral¬¼g¬nda Adams-Bashford-

Moulton yaklaş¬m¬kullan¬larak elde edilen Caputo-Hadamard türevlerini içeren sis-

temin say¬sal çözümleri � = 0:1, � = 0:5 ve � = 0:6 de¼gi̧sen de¼gerleri için Mathe-

matica program¬ile çizdirilmi̧stir (Diethelm vd. 2002). Bu gra�klerde de (4:17) sis-
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teminin denge noktas¬n¬n üstel kararl¬l¬¼g¬görülmektedir.

Şekil 4.2 (4:17) sisteminin x1 (t) ve x2 (t) durum de¼gi̧skenlerinin gra�kleri
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Gerçek hayat problemlerini aç¬klayabilmenin ve çözebilmenin yöntemlerinden biri

problemi matematiksel olarak modelleyip incelemektir. Yapay sinir a¼glar¬da insan

beynindeki sinir hücrelerinin çal¬̧sma prensibine benzer olarak kurulmuş matematik-

sel modellerdir. Yapay sinir a¼glar¬n¬n temel bileşeni biyolojik bir sinir hücresinin

i̧slevselli¼gi üzerine kurulu olan bir yapay hücredir. Yapay sinir a¼g¬na bir bilgi i̧sleme

yap¬s¬gözü ile bak¬labilir. Bir yapay sinir a¼g¬nda hücreler aras¬ndaki ba¼glant¬lar

üzerinden girdiler al¬n¬p ç¬kt¬üretilir. Literatürde yer alan en temel Hop�eld yapay

sinir a¼g¬n¬n matematiksel modeli

dxi (t)

dt
= �aixi (t) +

nX
j=1

bijfj (xj (t)) + Ii; i = 1; 2; :::; n

dir. Bu tezde ilk olarak Hop�eld yapay sinir a¼g¬modeli tam say¬basamaktan türev

yerine uyumlu kesirli türev ile ele al¬n¬p denge noktas¬n¬n varl¬k-tekli¼gi ve kesirli üstel

kararl¬l¬¼g¬için yeter koşullar elde edilmi̧stir. Daha sonra BAM türünde tekrarlayan

yapay sinir a¼g¬modeli için benzer sonuçlar elde edilmi̧stir. Tezde yer alan üçüncü

çal¬̧smam¬z Caputo-Hadamard kesirli türevini içeren Hop�eld yapay sinir a¼glar¬n¬

kapsamaktad¬r. Bu çal¬̧smada da ilk olarak denge noktas¬n¬n varl¬k ve tekli¼gi için

katsay¬lar¬n sa¼glamas¬gereken yeter koşullar elde edilmi̧stir. Devam¬nda ele al¬nan

sistemin Mittag-Le­ er kararl¬l¬¼g¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Her üç çal¬̧smada da yap¬lan kararl¬l¬k incelemeleri Lyapunov kararl¬l¬k teorisine

dayanmaktad¬r. Ayr¬ca her bir kesimde say¬sal örnekler ele al¬n¬p � n¬n farkl¬de¼ger-

leri için nümerik simülasyonlar yap¬larak denge noktas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬gra�kler üze-

rinde de görülmüştür.

Bu çal¬̧smada yap¬lan analizler uygun aktivasyon fonksiyonlar¬ seçimi ve ba¼glant¬

katsay¬lar¬üzerindeki uygun k¬s¬tlar ile kesirli basamaktan yapay sinir a¼g¬model-

lerinin kararl¬l¬¼g¬n¬n garanti edilebilece¼gini göstermi̧stir. Ayr¬ca bu tez çal¬̧smas¬nda

uygulanan yöntemlerin farkl¬türden yapay sinir a¼g¬modellerine uygulanabilece¼gi ve

kararl¬l¬k ile ilgili sonuçlar¬n elde edilebilece¼gi öngörülmektedir.
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