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Tez beg boliimden olugsmaktadir. Tezin birinci béliimiinde yapay sinir aglarinin tarihgesi
ile ilgili genel bilgi verilmistir. Ikinci boliimde yapay sinir aglariin biyolojik sinir aglari
ile olan iligkisi, yapay sinir ag1 tiirleri ve yapay sinir aglar: hakkinda matematiksel acidan
yapilan incelemeler ifade edilmistir. Ayrica kesirli basamaktan tiirev ve integral kavram-
lar1 aciklanip kesirli basamaktan tiirev iceren yapay sinir ag1 modelleri ile ilgili yapilan
aragtirmalardan bahsedilmistir. Tezin tigiincii boliimii uyumlu kesirli tiirevli yapay sinir
agl modellerine ayrilmigtir. Bu baglamda ilk olarak uyumlu kesirli tiirevin 6zellikleri in-
celenmigtir. Daha sonra Hopfield tiiriinde bir yapay sinir aginin denge noktasinin var-
lig1, tekligi ve iistel kararliligi ispatlanmigtir. Benzer sonuclar BAM-tipi tekrarlayan sinir
ag1 modeli icin de elde edilmigtir. Ayrica bu caligmalarda elde edilen sonuclar sayisal
ornekler ile desteklenmistir. Dordiincii boliimde ilk olarak Caputo-Hadamard kesirli tiirev
operatoriiniin ozellikleri irdelenmigtir. Devaminda Caputo-Hadamard kesirli tiirev igeren
Hopfield tiiriinde bir yapay sinir ag1 modelinin denge noktasinin varlik-tekligi ve Mittag-
Leffler kararlilig1 i¢in yeter kogullar elde edilmistir. Bu boliimde elde edilen sonugclar icin de
sayisal ornekler gz oniine alinip sonuclar grafiklerle desteklenmistir. Tezin son boliimiinde
elde edilen sonuclarin literatiire yaptig1 katki aciklanarak bu tezde kullamilan yontemler
ile gelecekte yapilabilecek ¢aligmalar ifade edilmigtir.
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The thesis consists of five chapters. The first chapter provides general information
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networks have been discussed. Furthermore, it explains the concepts of fractional
derivative and integral and discusses researches carried out artificial neural network
models involving fractional derivatives. The third chapter focuses on neural net-
work models with conformable fractional derivative. In this context, the properties
of comformable fractional derivative is examined. Then, the existence, uniqueness,
and the exponential stability of the equilibrium point of a Hopfield-type artificial
neural network are proven. Similar results are obtained for the BAM-type recurrent
neural network model. Moreover, the results of these studies are supported by nu-
merical examples. In the fourth chapter, the properties of the Caputo-Hadamard
fractional derivative operator are examined. Subsequently, sufficient conditions for
the existence-uniqueness and Mittag-Leffler stability of the equilibrium point of
Hopfield-type artificial neural network model involving the Caputo-Hadamard frac-
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1. GIRiS

Sinir sistemi, bir canlinin siirekli olarak i¢ ve dig ortamlardan duyu organlariyla bilgi
alarak, bu bilgileri cogu zaman gecmisteki deneyimleriyle karsilagtirip degerlendiren
ve anlik olarak tepki organlarini harekete geciren karmasgik bir sistemdir. Bu kar-
magtk sisteme 6rnek olarak, insan sinir sisteminin yaklagik (1,3) x 10! nérondan
olustugu ve bunlarm yaklagik 1 x 10'° tanesinin beyinde yer aldig: verilebilir. Insan
beynindeki néronlardan bazilari herhangi bir zamanda ateglenir ve bu ateslemeden
kaynaklanan gii¢ kaybinin 10 watt mertebesinde oldugu tahmin edilmektedir. Beyin-
deki aktivitenin izlenmesi, uyurken bile saniyede 5 x 107 sinir uyarisinin beyin ve
viicudun diger boliimleri arasinda gidip geldigini gostermigtir. Uyanikken bu oran
onemli 6lgiide artmaktadir (Fisher 1987). Bu karmagik yapiy1 tam olarak acikla-
mak icin bilgisayarin insan beyninin ¢alisma seklini taklit etmesi i¢in gelistirilmis
bir modellemeye ihtiya¢ vardir. Bu matematiksel modellemelere yapay sinir aglari
denir. Yapay sinir aglari, insan beyninin sinir hiicrelerinin ¢aligma prensibine ben-
zer bir gekilde islem yapar ve insan beyni tarafindan algilanabilen bilgiyi isleme
kabiliyetine sahiptir. Yapay sinir aglari, ¢ok sayida bagimsiz islemci biriminden
(noronlar) ve bu birimler arasindaki baglantilardan olugur. Bu birimler, girdi veri-
lerini igleyerek bir sonraki katmana aktarirlar. Bu iglemler, agirliklar ve esik deger-
leri kullanilarak gerceklestirilir. Bu teknoloji, biiyiik veri kiimelerini analiz etmek ve
tahmin yapmak icin kullanilabildigi gibi giiniimiizde oriintii tanima, tahmin etme,
resim siniflandirma, finansal tahmin ve veri sikigtirma gibi bir ¢ok problemin ¢oziim-
leri i¢in de gegerli sonuglar vermektedir. Yapay sinir aglar1 diferensiyel denklemler
kullanilarak modellenmesi ile matematik literatiiriinde yer almistir. Yapay sinir
aglary, kullanim alanlarina, verilerin karmagikligina ve boyutuna gore cesitli mo-

deller ve algoritmalarla yapilandirilabilirler.

Yapay sinir aglari ile ilgili caligmalar McCulloch ve Pitts’in 1943 yilinda sinir hiicreleri-
nin matematiksel modellemesi icin bir yapay sinir ag1 tasarlamasi ile baglamigtir

(McCulloch ve Pitts 1943). Bu tasarlanan model, basit bir sinir hiicresinin aritmetik
1



ya da mantiksal bir fonksiyon ile gosterildigi yalnizca iki durumu olan "ategleme" ve
"atesleme yok" durumlarini kullanir. Daha sonra, bu model, John Von Neumann ve
Norbert Wiener tarafindan gelistirilmistir. 1950’lerde, yapay sinir aglarinin kuru-
cusu olarak bilinen Frank Rosenblatt, ilk yapay sinir agimi geligtirmigtir. Bu sinir ag,
iki katmanl bir ag olup goriintii tanima gibi problemleri ¢6zmek i¢in kullanilmigtir
(Rosenblatt 1961). 1960 ve 1970’11 yillarda sinyal igleme, 6riintii tanima ve biyolojik
modelleme bagliklar1 altinda ¢ok sayida sinir ag1 aragtirmasi devam etmistir. Bu
yillarda Amari, Fukushima, Grossberg, Klopf ve Gose isimli bilim adamlari sinir
ag1 alanini saglam bir temele sokan ve alaninda rénesansina giden yolu hazirlayan
insanlardir (Haykin 1999). 1980’lerde, diinya ¢apmda iine sahip bir fizik¢i olan
John Hopfield tarafindan yazilan iki makale sonrasinda yeniden canlanan yapay
sinir ag1 aragtirmalari, daha derin ve karmasik yapilarin gelistirilmesine yol agmigtir
(Hopfield 1982, Hopfield 1984). Bu gelismelerin bir sonucu olarak, diinyanin dort
bir yanindaki ytizlerce yiiksek nitelikli bilim insani, matematik¢i ve teknoloji uzmani
yapay sinir aglar1 iizerine ¢aligmaya baglamistir (Yadav vd. 2015, Akhmet ve Fen
2016).

Son yillarda, kesirli diferensiyel denklemler miihendislik ve diger bilim alanlarinda
giderek popiiler hale gelmistir. Kesirli mertebeden diferensiyel denklemler, klasik
diferensiyel denklemlere kiyasla bircok fiziksel olgunun daha dogru bir tanimini
saglayabilecekleri icin uygulamali matematikte onemli bir calisma alani olarak or-
taya ¢itkmistir. Kesirli diferensiyel denklemler ve yapay sinir aglariin birlesimi, bazi
uygulamalarda tam say1 basamaktan yapay sinir aglarina kiyasla daha iyi perfor-
mans gostermektedir. Kesirli mertebeden yapay sinir aglari calismalarinda ¢ogun-
lukla sistemin denge noktasimin varligi, tekligi ve bu denge noktasinin kararliligi

incelenmektedir.

Bu tezin amaci, yapay sinir aglar1 ve kesirli basamaktan diferensiyel denklemlerin
kombinasyonu olan kesirli tiirev igeren yapay sinir aglarinin denge noktasinin varligi,
tekligi bu denge noktasinin kararliligini aragtirmaktir. Aragtirmamiz araciligiyla,

kesirli tiirev iceren yapay sinir ag1 modellerinin asimptotik davraniglarinin anlagil-
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mas1 ve ¢esitli gercek diinya uygulamalarinda performanslarini ve uygulanabilirlik-
lerini artirmaya yardimci olabilecek bakis acilarinin gelistirilmesi hedeflenmektedir.
Bu tezin ikinci boliimiinde yapay sinir aglari ayrintili olarak tanitilmistir ve ke-
sirli basamaktan tiirev ve integral operatorlerinin temel 6zellikleri ifade edilmistir.
Uctincii boliim uyumlu tiirev iceren yapay sinir ag1 modellerine ayrilmistir. Uciincii
boliimde ilk olarak uyumlu tiirev operatoriiniin 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra
Hopfield tipi ve BAM tipi yapay sinir aglarinin denge noktalarimin varlik ve tek-
ligi ispatlanmig, denge noktasinin {iistel kararliligi i¢in yeter kogullar elde edilmistir.
Dordiincii boliimde ise Caputo-Hadamard kesirli tiirevini igeren Hopfield tipi model
goz oniine alinmigtir. Caputo-Hadamard kesirli tiirev operatoriiniin 6zellikleri veril-
dikten sonra ele alinan yapay sinir ag1 sisteminin denge noktasinin varlik-tekligi

ispatlanmig ve Mittag-Leffler kararliligi irdelenmistir. Tezin son boéliimiinde elde

edilen sonuclar 6zetlenerek incelenebilecek problemler tartigilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerin daha iyi anlagilmas: i¢in kullanilacak temel
tanim ve teoremler, yapay sinir aglari ile ilgili bilgiler verilecektir. Yapay sinir
aglariin differensiyel denklemleri, kesirli basamaktan tiirev ve integraller tanitilacak

ve literatiirde mevcut olan soniuclardan bahsedilecektir.

2.1 Yapay Sinir Aglar:

Yapay sinir aglarinin calisma prensibi, biyolojik sinir aglarimin caligma prensibi-
ne benzer oldugundan oncelikle biyolojik sinir aglarini inceleyelim. Biyolojik sinir
hiicrelerinde, sinir hiicreleri sinir sisteminin temel sinyal birimleri olup soma adi veri-
len bir hiicre gévdesi ve bu gévdeden ¢ikan kisa ve uzun uzantilardan olusur. Ak-
son, sinir hiicrelerinin en uzun kismidir ve birgok sinir hiicresi, akson yiizeyi Schwann
hiicreleri ve onun salgisi olan miyelin kilif ile sarilidir. Dendritler, hiicre govdesin-
den ¢ikan noronlardan uyartilar: alip sinir gévdesine ileten sinir hiicresinin kisa olan
uzantilaridir. Sinir hiicrelerinin uyartilarinin iletim yoénii, dendrit kismindan akson
ucuna dogrudur. Hiicre gévdesi néronun en kalin kismi olup sitoplazmanin ¢ogu
ve ¢ekirdek burada bulunur, hiicrenin yonetimini ve beslenmesini saglar. Somada
iiretilen sinyaller, hiicre govdesi iizerindeki akson veya dendritlerle diger néron-
lara iletilir. Dendritlerle getirilen isaretler hiicrede birlestirilip bir ¢ikis darbesi
iiretilip iiretilmeyecegine karar verilir. Eger bir ¢ikig darbesi iiretilecekse iiretilen
cikis darbesi aksona taginarak diger noronlarla olan baglantilara iletilir. Beyin-
deki her kortekste her sinir hiicresinin bir karsiligi vardir ve hiicrenin ¢ikisi ona baglh
biitiin hiicrelere iletilir. Fakat korteks, ilgili igin yapilabilmesi i¢in sinir hiicrelerinden
hangisi harekete gegirilecekse sadece ona komut gonderir. Sinir hiicreleri arasin-
daki baglantilar hiicre govdesinde veya dendritlerdeki gegiglerde olur. Sinapslarda
diizeltilen isaretleri tagiyan aksonlar, diger néronlara ileten dendritlerle i¢ ice gegmis
sinir hiicreleri birlegerek sinir agini olustururlar. Esik birimi gikiglar1 toplayan ve
sadece girigin toplami i¢ esik degerini agtiginda bir c¢ikig {ireten iglem elemanidir. Bir

egik birimi, sinir hiicresi sinapslarindaki igsareti alir ve hepsini toplar. Olusan toplam
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deger esikteki degeri gececek kadar giiclii ise diger noronlara iletilmek tizere dendrit-
leri uyaran akson boyunca bir isaret gonderilir. Noronlar arasinda kesisen dendritler-
den gelen sinapslardaki tiim igsaretler somada toplanir ve toplanan isaret néronun
kendi i¢ esik degeri ile kargilagtirilarak egik degerini agarsa aksona igaret yayar. Ak-
son boyunca gonderilen sinyal, bagka bir nérona veya hedef dokuya iletilebilir. Sinir
hiicrelerinin temel islevi, beyin ve sinir sistemi araciligiyla iletisim kurmak ve viicut-
taki iglevleri diizenlemektir. Bu iletisim aginin temelinde, sinir hiicrelerinin birbir-
leriyle iletisim kurarak bilgi aktarmasi yatar. Bu nedenle, bir sinir hiicresinin diger
noronlara veya hedef dokulara génderdigi sinyal, beyindeki bilgi isleme ve viicuttaki
islevlerin diizenlenmesinde énemli bir rol oynar. Sekil 2.1’de temel bir biyolojik sinir

ag1 gosterilmistir (Fausett 1993).

Sekil 2.1 Biyolojik sinir ag1

Yapay sinir ag1, bir bilgi igleme yapisidir. Yapay sinir aglarinin temel bileseni biyo-
lojik bir sinir hiicresinin iglevselligi {izerine kurulu olan yapay hiicredir. Yapay sinir
hiicreleri bir araya gelerek yapay sinir agin1 olugturmaktadir. Hiicreler arasinda
anlik tek ya da ¢ift yonlii sinyal iletim yoluna sahip baglantilar vardir, bu baglantilar
iizerinden bir veya daha fazla girdi alinir ve sadece bir ¢ikt1 iiretilir. Sekil 2.2 bir

yapay sinir hiicresini temsil etmektedir (Yadav vd. 2015).

Biyolojik sinir aginda oldugu gibi yapay sinir aginda da digaridan ya da diger
sinir hiicrelerinden alinan sinyaller, agirliklar ya da birlegtirme fonksiyonu (sinaps)

araciligiyla hiicreye baglanir. Agirliklar, hiicreye gelen bilginin hiicre zarindaki etki-
5t



o X2
Girdiler 2 » Ciktilar

Sekil 2.2 Bir yapay sinir hiicresi

sini gostermekte olup sifirdan farkh gercek say1 ya da degisken olabilirler. Bu nedenle
agirhigin sifir olmast agirligin hiicreye hicbir etkisinin olmadigini gosterir. Girdiler-
den gelen bilgi, agirliklarla carpilarak birlestirme fonksiyonuna iletilir. Bu agirliklar
birlegtirme fonksiyonundaki iglemden gegerek net girdi (sinyal) hesaplanir. Burada
net girdiye higbir islem yapilmadan dogrudan aktivasyon fonksiyonuna iletilir. Bun-
dan sonra net girdi aktivasyon fonksiyonundan (¢ekirdek) gegerek net cikti (akson)
hesaplanir. Bulunan net ¢iktilarin degerlerine gore bu islem devam eder. Sekil 2.3’te
bir yapay sinir hiicresinin ¢alisma prensibinin bir sinir agindaki caligma prensibine

ait ayrintili hesaplama asamalarimi gosterilmektedir (Yadav vd. 2015).

Aktivasyon
Fonksiyonu

Cikt1(0;)

Toplam
Baglanti Yeri }
e

i

Sinaptik Agirliklar
Girig Sinyalleri

Sekil 2.3 Yapay sinir ag1

Simdi bu bilgilere dayanarak yapay sinir aglarinin matematiksel hesaplamalar: ile
ilgili bilgiler verilecektir. Yapay sinir aginin birlestirme fonksiyonunda z; sinir agin-
daki girdiler ve w; her girdiye ait agirliklar olmak tizere genellikle net girdi hiicreye

gelen her girdi kendi agirhigi ile carpilip toplanarak hesaplanmaktadir. Yani, bir
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hiicrenin net girdisi genellikle
net = W11 + WinTg + ... + Wi T4 -+ Wy

ifadesi yardimi ile hesaplanir, burada wy bias degeridir. Net girdinin hesaplandig:

diger fonksiyonlar agsagida belirtilmistir:

n
net = | | Wi X
j=1

net = max (wijx;)

net = Z sgn (w;;x;)

j=1
Esik fonksiyonu olarak da adlandirilan aktivasyon fonksiyonu bir sinir hiicresine ge-

len net girdiyi hesaplayarak hiicrenin bu girdiye karsilik iiretecegi ¢iktiy1 belirler.
Yapay sinir aglarinin kararhihigini etkileyen en ¢nemli etkenlerden biri aktivasyon
fonksiyonudur. Yapay sinir aglarinda kullanilan bazi aktivasyon fonksiyonlar: li-
neer fonksiyon, sigmoid fonksiyon, hiperbolik tanjant fonksiyonu, adim fonksiyonu
ve igaret fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlar Sekil 2.4, Sekil 2.5, Sekil 2.6, Sekil 2.7 ve
Sekil 2.8’de goriilebilir.

(7) Lineer problemleri ¢6zmek igin lineer aktivasyon fonksiyonu
f (net) = a.net

secilebilir.
(77) Net girdinin egik degerin altinda olmasima gore aktivasyon fonksiyonu

f (net) = 1, net > esik deger ise
0, net < esik deger ise
adim fonksiyonu olarak alinabilir.
(737) Net girdinin egik degerin altinda, esit veya iistiinde olmasi durumunda yani
isaretine bagh simirlandirildiginda aktivasyon fonksiyonu
1, net > esik deger ise
f (net) = 0, net = esik deger ise
—1, net < esik deger ise
7



f(net)
10

L 0 L et
-10 -5 5 10

5L

-10 -

Sekil 2.4 Dogrusal fonksiyon

f(net)

1.0

0.8

0.6

04r

0.2

L . . L et
-10 -5 5 10

Sekil 2.5 Adim fonksiyonu

isaret fonksiyonu olarak alinabilir.

f(net)
1.0

0.5+

- net

Sekil 2.6 Isaret fonksiyonu

(1v) Lineer olmayan siirekli ve tiirevlenebilir sigmoid fonsiyonu

1
t) = ———
f(ne) 1+67net

aktivasyon fonksiyonu olarak secilebilir.
(v) Hiperbolik tanjant aktivasyon fonksiyonu, sigmoid fonksiyonuna benzer yapida

olup ¢ikis degerleri ise —1 ile +1 araligindadir. Bu fonksiyon,

enet o efnet

enet + e—net

8

[ (net) =



f(net)
1.0+

0.8

0.6,

04

0.2+

. . L et
-10 -5 5 10

Sekil 2.7 Sigmoid fonksiyon

seklindedir.

f(net)
1.0+

0.5-

L e e L et
-10 -5 5 10

1.0

Sekil 2.8 Hiperbolik tanjant fonksiyonu

Aktivasyon fonksiyonunda hesaplanan deger hiicrenin ¢ikt1 degeridir. Bu ¢ikt1 yapay
sinir aginin ¢iktis1 olarak kullanilabilecegi gibi agin icerisinde tekrar kullanilabilir.
Bu giktilar [—1, 1] araliginda olabilecegi gibi, [0,1] ya da [—1,0] araliginda da ola-
bilir. Bu tezde kullanilan yapay sinir agi modellerindeki aktivasyon fonksiyonlar:
Lipschitz kosulunu saglayan aktivasyon fonksiyonlaridir. Bu tip aktivasyon fonksi-
yonlar1 Lipschitz aktivasyon fonksiyonlari olarak adlandirilir ve tiirevi negatif ola-
bilen fonsiyonlardir. Verilen bu temel bilgilerle yapay sinir agininin matematiksel

olarak modellenmesi agagida verilecektir.

N; sinir hiicresi igin n girdilerinin kiimesi S = {z;| j = 1,2,...,n} olsun. Her
bir girdi, bir N; sinir hiicresinin ¢ekirdegine ulagsmadan 6nce geldikleri baglantilarin
agirhiklari, w;; ile carpilir. Bu agirhiklarin degerleri pozitif, negatif veya sifir olabilir.

wo bias sabitini, ; esik degerini, f(u) aktivasyon fonksiyonunu gostersin. Sinir
9



hiicresinin ateslenme kosgulu
n
wWo + Z Wi T Z 01
j=1

esitsizligi ile verilir (Yadav vd. 2015). Bu durumda :. sinir hiicresinin girig sinyali
Si = Wy + Z wijxj
j=1

ve ¢ikig sinyali

O; = [ (Si —0)

ile verilir.

Yapay sinir aglari, verilerin karmasikligina ve boyutuna gore farkli modeller ve
algoritmalarla yapilandirilabilir, bu aglar belirli bir amaca hizmet edecek sekilde
ozellestirilebilir. Yapay sinir aglar1 genel olarak baglanti sekillerine gore ileri beslemeli
ve geri beslemeli (ya da tekrarlayan) olmak iizere iki kategoriye ayrilir. Ileri beslemeli
aglar giris verilerinin sadece ileriye dogru hareket ettigi, yani geriye dogru bir doniis
olmadig1 aglardir. Bu aglar, genellikle simiflandirma veya regresyon gibi siirekli bir
cgikt1 gerektiren gorevler icin kullanilir. Tekrarlayan sinir aglari ise geri besleme
dongiileri ile tasarlanmistir, yani ¢iktilar bir sonraki adimda yeniden kullanilir. Bu
tiir aglar, ozellikle zamana baglh verilerle calisan uygulamalarda kullanilir. Tekrar-
layan aglara 6rnek olarak Hopfield yapay sinir agi, Cohen Grossberg yapay sinir agi

ve ¢ift yonlii tekrarlayan yapay sinir aglari verilebilir.

Hopfield tarafindan 1982 yilinda 6nerilen ve kendi adiyla anilan Hopfield sinir ag ilk
basit tekrarlayan sinir agidir. Hopfield yapay sinir agi, matematiksel programlama
ve optimizasyon problemlerinin ¢oziimii i¢in kullanigh bir ag tiirtidiir. Ancak, agin
kapasitesi sinirhidir ve biiyiik 6lcekli veriler i¢in uygun degildir. Hopfield ag1, bir girdi
verildiginde, girdiyi hafizasinda saklar ve daha sonra girdinin benzer bir siirtimiinii
hatirlamak icin kullanir. Hopfield agi, 6grenme ve hatirlama icin ¢ift yonlii islev
gosterir. Ilk olarak, 6grenme agamasinda, aga bir dizi 6grenme 6rnegi sunulur. Bu
ornekler ag tarafindan bellege alinir ve ag, bir dizi 6grenme 6rnegine benzer girdileri

hatirlayabilir hale gelir. Ikinci olarak, hatirlama asamasinda, aga bir girdi sunulur ve
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ag, benzer bir 6rnegi hafizasindan hatirlayarak girdinin tamamlanmasina yardimci
olur. Hopfield ag1, hatirlama islemi sirasinda asenkron olarak da calisabilir, yani her

noronun islemesi ayr1 ayri gerceklesebilir.

Hopfield sinir aginin baglantisinda, i. nérondan j. nérona giden agirlik j. nérondan
¢. norona giden agirhga esittir. Hopfield sinir aginin ayrik Hopfield ag1 ve siirekli
Hopfield ag1 olarak incelemeleri mevcuttur. n sistemin igerdigi néron sayisini, z;,
i. noronun durum degigkenini, a; (a; > 0) agdan baglantisi kesildiginde i. noro-
nun potansiyelinin dinlenme durumuna sifirlanma oranini, b;; noéronlarin baglanti
katsayilarini, f; aktivasyon fonksiyonunu, I; sabitleri disaridan girigleri gostermek
tizere genel olarak Hopfield yapay sinir ag

dt

= —a;T; (t) + Z bijfj (:cj (t)) + Ii, 1= 1, 2, ., n
j=1

sistemi ile ifade edilmistir. Forti vd. 1994 yilinda yaptiklar: calismada Hopfield sinir
aginda baglant1 matrisini negatif yar1 definit simetrik matris alarak denge noktasinin
tekligi ve mutlak kararlilig i¢in kosullar elde etmiglerdir (Forti vd. 1994). Hop-
field sinir ag1 modelinin kararlilik incelemelerinde aktivasyon fonksiyonlar1 genellikle
siirekli tiirevlenebilir, monoton artan ve sinirh segilmektedir (Fang ve Kincaid 1996,
Chen 2001). Gopalsamy 2004 yilinda yaptig1 galigmada impuls igeren bir yapay sinir
ag1 modelinin denge noktasinin kararliligini incelemisgtir. Bu calismada aktivasyon
fonksiyonu icin sinirlilik, monotonluk ve differensiyellenebilme kabulleri yapilmadan
kararlhilik i¢in yeter kosul elde edilmistir (Gopalsamy 2004). Akhmet ve Karacatren,
2014 yilinda Hopfield yapay sinir ag1 modelini genellestirilmis tipte parcali sabit
argiiman ekleyerek gelistirmislerdir. Bu denklemin ¢oziimlerinin varligi ve tekligi
icin yeter kosgullari, bu sinir aginin denge noktasinin iistel kararhligini Lyapunov
fonksiyonu yardimiyla aragtirmiglardir (Akhmet ve Karacasren 2014). Devaminda
yaptiklar1 calismada parcali sabit argiimanli ve sabit gecikmeli bir Hopfield sinir
ag1 modelinin denge noktasinin varligi icin yeter kosullari elde etmenin yani sira
iistel kararlihigi i¢in Lyapunov fonksiyonu ve matrislerde egitsizlik metodunu kullan-

muglardir (Akhmet ve Karacasren 2018).

11



Cohen-Grossberg ag1, yapay sinir ag1 alaninda énemli bir yere sahip olan geri beslemeli
yapay sinir agidir. Stephen Grossberg ve Arturo Rosenblueth Cohen tarafindan
1983 yilinda insanlar veya hayvanlarin gercek zamanl olarak nasil ¢grendiklerine
ve uyarildiklarina dair psikolojik tzellikler temel alinarak olusturulmusg olan diferen-
siyel denklemlerden olugan lineer olmayan bir denklem sistemidir (Yadav vd. 2015).
Cohen-Grossberg agi, sinir agindaki néronlarin birbirleriyle baglantili oldugu ve
noronlarin c¢ikiglarina bagl olan geri besleme dongiileri iceren bir agdir. Bu geri
besleme dongiileri sayesinde ag, zaman icinde dinamik davraniglar sergileyebilir.
Agin agirlik matrisleri, sinir agindaki néronlar arasindaki baglantilarin giiclerini be-
lirtir ve bu giicler, agin davranigim belirler. Bu aglar, bir girdi verildiginde, agdaki
noronlarin etkilesimleri yoluyla bir cikti iiretirler. Bu ¢ikti, daha sonra bir karar
verme siirecinde kullanilabilir. Cohen-Grossberg ag1, sinir agindaki noronlarin 6zel-
likle insan beynindeki néronlar gibi davrandigi kabul edilen bircok ¢zelligi icerir. Bu
nedenle, bu aglar insan beyninin iglevlerini daha iyi anlamak ve sinir ag1 teknoloji-

lerinin gelecekteki gelisimine katkida bulunmak igin kullanilmigtir.

Cohen-Grossberg sinir agi'nin klasik diferensiyel denklem sistemi agagidaki gibidir:
7 (1) = as (s () | ~bi (s () + 3 sy (@ (0) + L] 5 i = 1,2, m.
j=1

Genel olarak Hopfield yapay sinir agi, Cohen-Grossberg yapay sinir agi modelinin
ozel durumudur. Cohen-Grossberg aginin kararliligina iligkin bazi aragtirmalar mev-
cuttur. Bu arastirmalarda, Lyapunov fonksiyonlar: ve Lyapunov teoremi kullanilarak

agin kararlihg gosterilebilmigtir (Wang ve Zou 2002, Truccoloi vd. 2003).

Hopfield ve Cohen-Grossberg yapay sinir aglar1 arasindaki farkliliklar: genel olarak
inceleyecek olursak Hopfield agi, ozellikle bellek ve en kisa yol gibi uygulamalarda
kullanilmak iizere tasarlanmig olup es zamanli olmayan dinamikler gosterir ve bir
adim sonrasindaki ¢ikti, 6nceki adimdaki c¢iktiya dayali olarak hesaplanir. Hopfield
yapay sinir ag1, bir girdi verildiginde, girdinin benzerligine dayali olarak bir bellek
giktist iiretir. Cohen-Grossberg agi, bir girdi verildiginde, girdinin niteligine bagh

olarak bir cikt1 iiretir. Ote yandan, Cohen-Grossberg ag1, karar verme siireclerini
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simiile etmek i¢in tasarlanmig olup es zamanli dinamikler gosterir ve bu agin tiim
noronlar1 aynm1 anda hesaplamalar yaparak ciktilari iiretir. Hopfield agi, o6zellikle
simetrik agirlik matrisleri kullanilarak tasarlanirken, Cohen-Grossberg agi genel-
likle asimetrik agirlik matrisleri kullanilarak tasarlanir. Sonug olarak, Hopfield ag:
ve Cohen-Grossberg ag1 arasindaki farklar, tasarim amaglari, dinamik davraniglari,

agirlik matrisleri ve giktilarina dayalhidir.

Kosko tarafindan onerilen ve literatiirde BAM tipi yapay sinir ag1 olarak da bilinen
¢ift yonlii tekrarlayan sinir aglari, diger sinir agi tiirlerinden birkac¢ acidan farklilik
gosteren bir veya daha fazla geri besleme dongiisii iceren yapay sinir agi model-
leridir (Kosko 1987, Kosko 1988). Bu sinir ag1 modeli, x ve y gibi iki katmandan
olugur. Bu yiizden, bu sinir ag1 modeli ayr1 girigleri veya c¢ikiglarina atanan verilerin
baglantilarini hatirlama yetenegine sahip olup, eksik veya bozulmus girdi verileri i¢in
bile dogru baglantilar1 geri ¢agirma yetenegine sahiptir. Cift yonlii tekrarlayan sinir
aglarinin 6grenme ve tahmin performans yiiksektir ve gerektiginde biiyiik miktarda
bellek alani tahsis ederler. Geri besleme dongiileri, agin 6nceki ¢iktilarina veya du-
rumlarima dayali olarak agirlik giincellemeleri yapilmasini saglar ve girig verilerinin
yani sira dnceki zaman adimlarindan gelen ¢ikiglar: da igeren geri beslemeli dongiilere
sahiptir. Tekrarlayan sinir aglarimin bu 6zelligi ozellikle zaman serileri, dil mo-
dellemesi ve dogal dil igleme gibi zamansal bagimlilik iceren problemlerde bagarili
sonuclar vermistir. Ornegin, dogal dil islemede, tekrarlayan sinir aglari, kelime
dizileri ve climlelerin anlamlarini analiz edebilir ve dogal dil ¢eviri gibi gérevlerde
kullanilabilirler. Ayrica, goriintii isleme alaninda, video analizi, nesne tanima ve ta-

kibi gibi gorevlerde kullanilabilirler.

Klasik bir ¢ift yonlii tekrarlayan sinir aginin diferensiyel denklem sistemi agagidaki
gibidir:

2 () = —ami () + Y biifi (y; (1) + Li=1,2,..n
j=1

Vi (1) = —cayi (1) + > dijg; (5 () + Jivi = 1,2,..m
j=1

burada; n sistemin icerdigi néron sayisini, x; ve y; i. néronun durum degiskenlerini,
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a; ve ¢; (a;, ¢; > 0) agdan baglantisi kesildiginde ¢. nsronun potansiyelinin dinlenme
durumuna sifirlanma oranini, b;; ve d;; noronlarm baglant1 katsayilarmi, f; ve g,
aktivasyon fonksiyonlarini, I; ve J; sabitleri disaridan girisleri gostermektedir. Bu
denklem, tekrarlayan sinir aginin girdi ve i¢ durumunu kullanarak sonraki i¢ du-
rumunu belirlemesine izin verir ve ayn1 zamanda agin dinamik bir sistem olarak

tammlanmasina da olanak tanir.

Hopfield ya da Cohen-Grossberg yapay sinir aglarina benzer olarak BAM tipi yapay
sinir ag1 incelemelerinde de matematiksel olarak en énemli hedef denge noktasinin
varlik-tekligi ile kararhliginin yeter kosullar ile desteklenmesidir. (Mohamad 2001,
Liao ve Wong 2003, Mohamad ve Gopalsamy. 2003, Cao vd. 2005, Song ve Cao 2007,
Park vd. 2009). Arik 2005 yilinda yaptigi calismada BAM tipi yapay sinir aglari i¢in
denge noktasinin varhigi, tekligi ve global asimptotik kararliligi i¢in yeter kosul elde
etmigtir. Bu sonuclar, sinir sisteminin ag parametreleri iizerinde gecikme paramet-
resinden bagimsiz olarak tiim siirekli monoton olmayan aktivasyon fonksiyonlarina
uygulamistir (Arik 2005). Lio ve Wang 2008 yilinda yaptiklar: calismada Lyapunov
fonksiyonel yontemi, M-matris, Young esitsizlik tekniklerini uygulayarak, gecikmeli
otonom olmayan hibrit BAM sinir aglari i¢in iistel kararliligi ve periyodik ¢oziimlerin
varhigini analiz etmiglerdir. Yine bu caligmada aktivasyon fonksiyonlarinin sinir-
lilig1, monotonlugu veya tiirevlenebilirliligi diisiiniilmeden sabit zaman anlarinda
global iistel kararliligi ve periyodik ¢oziimlerin varligl icin yeter kogullar elde et-
miglerdir (Lio ve Wang 2008). Jiang ve Cao 2009 yilinda yaptig ¢calismada gecikmeli
BAM tipi yapay sinir agin1 aragtirmigtir. Bu ¢aligmada Young egitsizlik teknigini
uygulayarak denge noktasinin varligi, tekligi ve global asimptotik kararlhilhigi igin
yeter kogul elde etmiglerdir (Jiang ve Cao 2008). Chiu 2017 yilinda Banach sabit
nokta teoremini kullanarak parcali siirekli ve gecikmeli yapay sinir aginin periyodik
¢oziimiiniin varhigr ve bu ¢oziimiin tistel kararliligi icin bazi yeter kosullar olustur-
mustur (Chiu 2017). Akhmet vd. 2018 yilinda genellestirilmig tipte parcal sabit
argiimana bagli olan tekrarlayan sinir ag1i modellerini incelemiglerdir. Denklemin
denge coziimlerinin varlik ve teklik kogullarini, sinirh ¢oziimlerin ve periyodik ¢oziim-

lerin {istel kararhlig: tizerine galigmiglardir (Akhmet vd. 2018). Chiu 2021 yilinda
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ise yine Banach sabit nokta teoremini kullanarak ¢ift yonlii tekrarlayan sinir ag
modelinin denge noktasinin iistel kararlilig tizerine ¢aligmigtir. Gronwall tipi integ-
ral esitsizligi kullanarak bu denge noktasinin denge durumunun varhigi, tekligi ve

iistel kararliligini garanti etmek igin yeter kriter elde etmistir (Chiu 2021).

2.2 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler

Tam say1 basamaktan olmayan tiirev ve integralleri ele alan kesirli analiz kavrami
ilk kez L’Hospital ve Leibnitz arasindaki mektuplagma ile ortaya ¢ikmigtir. Kesirli
analizin temel tas1 kesirli tiirev ve kesirli integral operatorleridir. Kesirli analiz ayni
zamanda kesirli Laplace doniistimii, kesirli Fourier doniisiimii, kesirli fark denklemleri
ve kesirli diferensiyel denklemleri igerir. Bu nedenle, kesirli analizin, bir¢cok alanda
kullanimi artmugtir. Bu konu ile ilgili ilk ¢aligma 1823 yilinda Niels Henrik Abel
tarafindan yapilmistir. Abel karsisina ¢ikan bir integral denklemin ¢oziimiinde ke-
sirli basamaktan tiirevleri uygulamigtir. Abel’in bu ¢oziimii, Liouville’nin dikkatini
¢ekmis ve Liouville tarafindan kesirli basamaktan tiirev i¢in bir tanim verilmesini
saglamigtir. Liouville'nin taniminmi bir¢ok matematik¢i zaman zaman yeniden ele
alarak yeni kesirli tiirev ve integral tanimlari elde etmiglerdir (Oldham ve Sapanier
1974, Ross 1975). Diferensiyel denklemler ve denklem sistemleri kesirli basamak-
tan tiirev ile ele alimmigtir (Miller ve Ross 1993, Samko vd. 1993, Podlubny 1999).
Kesirli basamaktan tiirev iceren denklem sitemlerinin kararlilik incelemelerinde de
Lyapunov fonksiyonu kullamlmigtir (Zhang vd. 2011). Kesirli analizde en ¢ok kul-
lanilan Riemann-Liouville kesirli integral, Riemann-Liouville kesirli tiirev ve Caputo

kesirli tiirev tanimlar: bu boliimde verilecektir.

2.2.1 Riemann-Liouville Integral ve Tiirevi, Caputo Kesirli Tiirevi

Bu kesimde Riemann-Liouville ve Caputo tiirevinin tanimlar: ifade edilecektir
(Kilbas vd. 2006, Diethelm 2010). Kesirli analizin temelini olugturan Riemann-

Liouville kesirli integralinin tanimi asagida verilmistir.

Tanim 2.1 [ug, u1], (—00 < uy < uy < 00) reel eksende sonlu bir aralik olsun.
15



Re (a) > 0 olmak iizere

u > ug igin (RL];YS'.]C> (u) = T ga)/(u i(ss))lads (2.1)
wemin (it ) 0 = s | - ©2)

u
ile tamimh RL[3+ ve RL[S‘_ operatorlerine sirasiyla . basamaktan sol tarafli ve sag
0 1
tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri denir, burada I' (-), Re (w) > 0 olmak

tizere w € C igin
I'(w) = /ettwldt
0

seklinde tanimli Gamma fonksiyonudur.

a =n € N olmasi durumunda (2.1) ve (2.2) egitliklerinin n. basamaktan ¢ok katl

integral ifadeleri sirasiyla u > ug icin

(RL%f) (u) = /udslidsz... 71f (sn) dsn

_ ﬁ/ (u— 5)"1 £ (s) ds

uo

ve u < uy i¢in

(RL[3;f> (u) = 71d5171d32... 71f (8n) dsp

u

dir. Riemann-Liouville integrali yardimiyla Riemann-Liouville kesirli tiirevi asagi-

daki bicimde tanimlanmigtir.
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Tanim 2.2 [ug, uq], (—00 < ug < u; < 00) reel eksende sonlu bir aralik olsun.
Re (a) > 0 ve n = [Re ()] 4+ 1 olmak iizere, u > ug igin

(reD5f) (w) = (%)nf:; (f (u)

- e (&) fo i

uo

ve u < uy i¢in

(wDs ) = () @)

S G e L B

u
ile tammh gy DY ve g DY operatorlerine sirasiyla a. basamaktan sol tarafli ve
0 1
sag tarafli Riemann-Liouville kesirli tiirevleri denir. Ayrica o € R ve 0 < v < 1 ise,

bu durumda Riemann-Liouville tiirevi u > ug i¢in

. [ f(s
(RLDqu) (u) = r(11— a)%/(u —( s))ads

uo

ve u < uy i¢in

. [ f(s
(reD5e 1) ) =~y | Ty

u

integrallerine indirgenir.

Uyar1 2.1 Ozel olarak o = n € N ise
(reDif) () = £ (w)
(RLDZ‘;f) (w) = (=1)" ™ (u)

ve

olur.
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Uyar1 2.2 uy < u < uy, ¢ € R ve Re (a) > 0 olmak tizere

(u—up)™

reDys (1) = T-a)

dir. Sabit fonksiyonun tiirevinin sifir olmamas1 uygulamalarda Riemann-Liouville
tiirevinin kullanimini zayiflatmaktadir. Bu durumdan yola c¢ikilarak sabit fonksi-

yonun tiirevinin sifir oldugu Caputo kesirli tiirevi tanimlanmigtir.

Tanim 2.3 Re(a) > 0, n = [Re ()] + 1 olmak iizere u > uy i¢in

S
(c02, 1) <u>=<RLD:;O+ f) - T ) )(u)

k=0

ve u < u; i¢in

(D5 £) <u>—<RLD:1 OB SR <ul—x>k_)<u>

ile tammh ¢D?. ve ¢D?_ operatorlerine sirasiyla «. basamaktan sol tarafh ve sag
0 1

tarafli Caputo kesirli tiirevleri denir.

Ozel olarak, 0 < Re (o) < 1 ise u > ug igin

(005 ) () = (mDs 1f (@) = £ (wo)]) (w)
ve u < u; i¢in

(e0z1) ) = (D2 1f (2) = f (m)]) (w)
dir.

Uyar1 2.3 Ozel olarak o = n € N ise
(D% f) (w) = 1) (w)
(D5 £) (w) = (1" £ (w)
(0P8 r) (w) = (0P8 f) () = f ()

olur.
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2.2.2 Kesirli Basamaktan Yapay Sinir Aglari

Yapay sinir aglarinin dinamik davraniginin incelenmesi, literatiirde bircok makalede
aragtirilmigtir. Kesirli mertebeden tiirevlerle modellenen sinir aglar1 karmasik sis-
temleri modelleyebilen yapay sinir ag tiirtidiir. Bircok arastirmaci, kesirli tiirevli ya-
pay sinir aglarim sinyal islemesi yoniinden incelemis ve tam say1 basamaktan tiirevli
yapay sinir aglarina kiyasla daha esnek ve daha avantajli bulmuslardir. Bu tip yapay
sinir aglar1 finans ve ekonomi gibi uygulamalarda, elektrik devreleri, kimyasal reak-
siyonlar ve biyolojik sistemler gibi bircok fiziksel sistemde c¢ok daha kullanighdir.
Lundstrom vd. 2008 yilinda yaptiklar1 caligmada kesirli diferensiyelin, hesapla-
malarda verimli bilgi iglemeye katki saglayacagim gozlemlemisglerdir (Lundstrom vd.
2008). 2009 yilinda ise Boroomand ve Menhaj tarafindan kesirli basamaktan Hop-
field sinir ag1 modeli sunulmustur (Boroomand ve Menhaj 2009). Devaminda Chen
vd. kesirli basamaktan gecikme argiimanli bir yapay sinir agini incelemigler ve
¢oziimiin diizgiin kararlilig1 i¢in yeter kogullar elde etmiglerdir (Chen vd. 2013). Son
yillarda kesirli basamaktan yapay sinir aglarinin denge noktasinin varlik-teklik in-
celemeleri ile kararlilik analizinin yapilmasi pek ¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmistir.
Caputo kesirli tiirevini iceren temel bir sinir ag1i modeli 2014 yilinda ele alinarak
¢oziimiin varhik-tekligi ve diizgiin kararhlig: ispatlanmigtir (Song ve Cao 2014). 2014
yilinda yapilan bir diger ¢alismada Caputo kesirli tiirevli gecikmeli bir model ele
alinmig, bu modelin sonlu zamanda kararhiligi incelenmistir (Alofi vd. 2014). Ke ve
Miao gecikmeli Cohen-Grossberg sinir ag1 i¢in sonlu zamanda kararlilik incelemesi
yapmuiglardir. Incelemelerinde Bellman-Gronwall esitsizligini, ortalama deger teo-
remini ve daralma doniigiimiinii kullanmiglardir (Ke ve Miao 2015). Hopfield kesirli
sinir ag1 modelinin Mittag-Leffler kararliligi da Zhang vd. tarafindan ele alinmigtir
(Zhang vd. 2015). Literatiirde BAM tipi ¢ift yonlii tekrarlayan kesirli basamaktan
yapay sinir ag1 modellerinin kararlilik analizlerinin yapildigi ¢caligmalar da mevcut-
tur (Yang vd. 2014, Cao ve Bai 2014, Cao ve Bai 2015). Ancak bu ¢aligmalarin
ilki duizgiin kararhlk ile ilgili sonuglar igerirken diger iki caligmada sonlu zamanda

kararlilik incelenmigtir.
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3. UYUMLU KESIiRLi TUREV iCEREN YAPAY SiNiR AGLARININ
KARARLILIGI

Tam say1 basamaktan klasik tiirevin bir genellegtirilmesi olan uyumlu kesirli tiirev
tanimi 2014 yilinda Khalil vd. tarafindan verilmistir (Khalil vd. 2014). Riemann-
Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri tam say1 basamaktan tiirevin sahip oldugu
carpimin tiirevi, zincir kurali gibi baz1 ozellikleri saglamamaktadir. Bu durum
Riemann-Liouville ve Caputo tiirevlerinin uygulamalarda kullanilmasini zorlagtir-
maktadir. Ancak uyumlu tiirev klasik tam say1 basamaktan tiirevin sagladigi pek
gok ozelligi saglamaktadir (Abdeljawad 2015). Tam say1 basamaktan tiirevle olan
bu benzerliginden dolay1 uyumlu tiirev pek cok fiziksel ve geometrik problemi mo-
dellemede kullamilmigtir (Aver vd. 2015, Zhou vd. 2018, Zhang vd. 2019). Uyumlu
tiirevin fiziksel ve geometrik anlam da son yillarda incelenmigtir (Zhao ve Luo 2017,
Khalil vd. 2019). Souahi vd. 2017 yilinda uyumlu tiirev igeren lineer olmayan
bir sistemin kararlihgimi incelemislerdir (Souahi vd. 2017). 2021 yilinda ise uyumlu
tiirev igeren gecikmeli bir sistemin Ulam kararlihg aragtirilmigtir (Wang vd. 2021).
Uyumlu tiirevli Hopfield tipi yapay sinir aglarinin iistel kararliligi ise son yillarda

incelenmeye baglanmigtir (Huyen vd. 2022).

Bu boliimde ilk olarak uyumlu kesirli tiirev operatoriiniin tanimi ve temel 6zellik-
leri verilecektir. Daha sonra uyumlu kesirli tiirev ile tanimlanan yapay sinir ag

modellerinin denge noktasinin varligi, tekligi ve {istel kararlhigi ispatlanacaktir.

3.1 Uyumlu Kesirli Tiirev ve Integral Operatorleri

Bu kesimde Khalil vd. tarafindan verilen ve Abdeljawad tarafindan geligtirilen

uyumlu kesirli tiirev ve 6zellikleri incelenecektir (Khalil vd. 2014, Abdeljawad 2015).

Tanim 3.1 g:[0,00) — R ve 0 < a < 1 olmak iizere, u > 0 igin

(e ™) — g (u)
(Tag) (u) = lim -
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seklinde tamimh 7, operatoriine g fonksiyonunun «. basamaktan uyumlu kesirli
tiirevi denir. wuy > 0 olmak iizere g fonksiyonu (0,u) arahiginda a-tiirevlenebilir

ve lim+g(a) (u) mevcutsa
u—0

(Tag) (0) = lim (Tog) (u)

u—0t

bigiminde tanimlanmigtir. Belirtelim ki ¢ fonksiyonunun «. basamaktan uyumlu

tiirevi mevcutsa g fonksiyonu a-tiirevlenebilirdir denir.

Teorem 3.1 g : [0,00) — R fonksiyonu uy > 0, o € (0, 1] igin tiirevlenebilir ise ¢

fonksiyonu ug noktasinda siireklidir.

Ispat. g (u) fonksiyonu u = uy noktasinda tiirevlenebilir oldugundan

+ eug *) —
(Tug) (uo) = lim? (1o + eud™) = g (uo)
E— e

meveuttur. Burada u = ug + cug ® degisken degistirmesi yapildiginda

(Tog) (1) = Jim 2= 0)
—  lim g (U) -9 (uﬂ)u(l)fa

u—ug U — Ug

elde edilir.
h ('lb) _ g (U) - g (UO)U[I)fa

U — Ug
seklinde tanimh A fonksiyonunun u = g noktasinda limiti vardir ve bu limit (7,,g) (uo)

dir. Yukaridaki egitlikten u # ug icin

g () = g (uo) + I (u) (u — uo) ug ™
yazilabildiginden

lim g (u) = lim (g(ug) +h(u) (u—up) ug ™)

uU—uUQ U—uQ

bulunur. Dolayisiyla g fonksiyonu v = ug noktasinda siireklidir. m
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Uyumlu kesirli tiirev tanimi klasik tiirev gibi lineerlik sartini, carpim ve boliim ku-

rallarin1 saglar. Asagidaki teoremde bu 6zellikler gosterilmistir.

Teorem 3.2 (Khalil vd. 2014) Keyfi bir a € (0,1] i¢in ¢ ve h fonksiyonlarinin
herhangi bir v > 0 noktasinda a—diferensiyellenebilen iki fonksiyon olsun. Bu

durumda agagidaki ozellikler saglanir.

i) Her ¢,d € R i¢in T,, (cg + dh) = ¢TI, (g) + dT, (h) dir.
it) Her p € R i¢in T,, (u?) = puP~* dur.

(

(

(737) Her g (u) = A sabit fonksiyonu ig¢in T, (A) = 0 dir.
()T, (gh) = gT, (h) + hT, (g) saglanir.

(

hTe (9) — 9T (h)

. . . g .
v) Her h (u) # 0 fonksiyonu i¢in T, <E> = 72 saglanir.
d
(vi) Eger g fonksiyonu diferensiyellenebilir ise (7, g) (u) = 1‘“# olur.
u

Ispat. (i) Her ¢,d € R ve u > 0 icin

(cg + dh) (u+eu'~) — (cg + dh) (u)

(T, (cg 4+ dh)) (u) = lim

o [l ) — g (@) | d (s — ()
e—0 9 9

= ¢(Tag) (u) + d(Toh) (u)

dir.
(i7) Her p € R i¢in

(u + eut=)" — uP

Ta (up) - hII(l) -
e—
@ Qute e e () ()
e—0 c
s (puP~tul=e 4 -+ 4 Py (1mP)
= lim .

= hm (purtul ™ 4 Py ()

= pup_a

dir.
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(7ii) g (u) = A sabit fonksiyonunun tiirevi

T.(g(w) = lim

dir.
(1v) g ve h fonksiyonlarimin garpiminin tiirevi

(T (oh) () = lig L e D h(uten™) —g(w)h(v)

e—0 £
o (u+eu'") h(u+eu'™*) — g (u) h (u+ eu'~")

e—0 g

1-a) _
LA ) — g ()
£e— g
-\ _ h 11—\ _ h

= liIT(l)g (u + cu . ) g(u)h(u—i—sul*a) —i—liné (ut cu . ) (u>g(u)

= (T.g) (u) l_in(l]h (u+eu' ™) + g (u) (Tuh) (u)
dir. h siirekli bir fonksiyon oldugundan lintl) h(u+eur~*) = h(u) olur ve
T. (gh) = gT. (h) + hTa (g)

elde edilir. Boliimiin tiirev kurali da benzer sekilde ispatlanir.

(vi)
T () — im0 207 0 )

limitinde & = ht*~1 degisken degistirmesi yapildiginda

. gu+h)—g(u)
M hta—1
ul—oc dg <U)

du

(Tag) (u) =

elde edilir. m
Belli bagh fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri asagidaki gibidir:

1. ¢ € R olmak iizere T, (e®) = cw! e

2. d € R olmak {izere T, (sin dw) = dw'~* cos dw
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3. d € R olmak iizere T, (cos dw) = —dw'~%sin dw

1
4. T, <—w°‘> =1
Q

Tanim 3.1 « € (n,n + 1], n € N araligina da genisletilmistir.

Tanim 3.2 (Khalil vd. 2014) o € (n,n + 1], n € N ve g fonksiyonu n. basamaktan
diferensiyellenebilir olmak tizere v > 0 i¢in

(Fel=1) ( (fal=a)) _ gTa1-1)
g u+cu g (u)
(Tag) (u) = lim g

seklinde tanimli T}, operatoriine . basamaktan uyumlu kesirli tiirev operatorii denir.

Uyar1 3.1 Tanim 3.2’de @ € (n,n + 1], g fonksiyonu u noktasinda (n + 1) . basamak-

tan diferensiyellenebilir olmak tizere, u > 0 i¢in
(Tag) (u) = w1~ glel (u)

esitligi saglanir.

Uyumlu tiirevle yapilan iglemlerde kesirli integral operatorii Khalil tarafindan agagi-

daki gekilde onerilmistir.

Tanim 3.3 (Khalil vd. 2014) 0 < a < 1, ug > 0 ve g : [0,00) — R olmak iizere

u

(129g) (u) = / (2 — uo)* g () du.

uo

genellestirilmis integraline g fonksiyonunun a-kesirli integrali denir.

Abdeljawad 2015 yilinda uyumlu kesirli tiirev ve integral tanimlarini geligtirerek ke-
sirsel Gronwall esitsizligini, uyumlu kesirli tiirevler i¢in zincir kuralini, kismi integ-
rasyon formiillerini, kesirsel kuvvet seri aciliminmi ve Laplace doniisiimiiniin 6zellik-

lerini ispatlamigtir.
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Tanim 3.4 (Abdeljawad 2015) g : [ug,00) — R ve 0 < o < 1 olmak {izere, u > ug
icin
g(utew—up)' ™) —g(u)
(T20g) (u) = lim
e— 9

seklinde tanimh 7' operatoriine g fonksiyonunun «. basamaktan uyumlu kesirli

tiirevi denir. uy < u < u; olmak iizere (7*°g) (u) mevcutsa

(15°9) (uo) = lim T (g (u))

’U,"ua’

bigiminde tanimlanmugtir. Burada (7°¢) (u) = (T.g) (u) bigiminde tamimlanmigtir.

Uyar: 3.2 Teorem 3.2'de ifade edilen (vi) 6zelliginde g : [ug,00) - Rve 0 < v < 1

olmak iizere, u > wug igin

biciminde tanmimlidir.

Uyar: 3.3 (Souahi vd. 2017) g : [ug, 00) — R, o € (n,n + 1] ve (T g (u)), (ug, 00)
araliginda mevcut olmak tizere u > g igin T (g2 (u)), (ug, o0) arahgmda mevcuttur
oyle ki

(Ta0g?) (u) = 29 (u) (T5°g) (u)

esitligi saglanir.

ispat.

(T2 g?) (u) = lim

Y lim (g (u+e(u—1up)™) +g(u)

e—0 £ e—0

a € (0, 1] oldugunda Teorem 3.2’de ifade edilen (iv) 6zelligi ile de bu sonug goriilebilir.
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Teorem 3.3 g : [ug,00) — R herhangi bir siirekli fonksiyon olsun ve o € (0, 1]

saglansim. Bu durumda tiim u > wug degerleri igin

(T5° (15°g)) (v) = g (u)

saglanir.

Ispat. ¢ fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugundan (g (u)) tiirevlenebilirdir.

Bundan dolay1

(T2 (199)) (0) = (0 0)' ™ 12 (g (1)

elde edilir. =

Teorem 3.4 g : (ug,u;) — R fonksiyonu a-diferensiyellenebilir olsun ve o € (0, 1]

saglansm. Bu durumda her u > uy degerleri icin

(10 (T3°g)) (u) = g (u) — g (uo)

saglanir.

Ispat. ¢ fonksiyonu « diferensiyellenebilir oldugundan

u

(%WH%DW)=(/@—%V12%M@Mx

uo
u

_ / (= u0)* ™ (& — o) ¢ (x) da

uo

= g(u) — g (uo)
elde edilir. m
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Uyar: 3.4 (ug,u;) aralhginda g fonksiyonu a—diferensiyellenebilen bir fonksiyonun
uyumlu kesirli tiirevi pozitifse (negatifse) g fonksiyonunun grafigi aym aralikta ar-

tandir (azalandir).

Teorem 3.5 (Abdeljawad 2015) g, h : (ug, 00) — R fonksiyonlar1 a-diferensiyellenebilir
olsun ve a € (0, 1] saglansin. Bu durumda f (u) = ¢ (h (u)) fonksiyonu a-diferensiyellene-

bilirdir ve her u # ug ve h (u) # 0 igin

(T20f) (w) = (T5°g) (h () (To°h) (u) K~ (u)

ve u = ug igin

(T20f) (uo) = lim (T30g) (h (w)) (Ty°h) (u) h* (u)

u—>u0

dir.

Ispat. Tamm 3.4°de t = u+ ¢ (u — ug)' ™™ degisken degistirmesi yapilip h fonksiy-
onunun siirekli oldugu goz 6niine alinirsa
h(t))—g(h

Ty )~ ) =9 ()

g (h (1) ~ g (h(w)  h(t)~hw)
A Y)Y ) R

_ lim g (h (t)) —9g (h>(u))h1—a (u) T(;Lo (h (u)) ha—l (u)

—h(u

g)—gw)  h(t) —h(
= (Ti°g) (h(u)) (T°h) (u) A (u)

elde edilir. =

Ornek 3.1 « € (0,1) ve A bir sabit olmak {izere u > uq icin

By - - o (AE220) -

seklinde tanimli olan kesirli iistel fonksiyonun uyumlu tiirevini hesaplayalim.
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u— ug)”

f(u) = expu ve g(u) = )\( olmak iizere Teorem 3.5, iistel fonksiyonun

uyumlu tiirevi ve Teorem 3.2'nin (i7) 6zelligi ve kullanilarak

(Ta0 (fog) (w) = (T5°f) (9 (W) (To°g) (u) g*~" (u)
= g (A0 @) e

(A g ()

e (27 0)

«

bulunur. Buradan

T2 (Eq (A, u—up)) = Aexp ()‘%)

elde edilir.

Lemma 3.1 (Souahi vd. 2017) g : [ug,00) — RT fonksiyonu a-tiirevlenebilir bir

fonksiyon, a € (0,1) ve A pozitif bir sabit olmak tizere. u > wg igin

(T5°9) (u) < =Ag (u) (3.2)

esitsizligi saglansin. Bu durumda
< E, (=X u—1up)g(up)

olup, burada E,, (\,u — ug) = ( ), ) kesirli iistel fonksiyonudur.

Ispat. Kabul edelim ki & (u) = exp (/\M> g (u) olsun. Teorem 3.2 (iv) ozel-
«
ligi ve kesirli iistel fonksiyonun uyumlu tiirevi gtz 6niine alindiginda h (u) fonksiyo-

nunun v > g i¢in uyumlu tiirevi

(u — ug)®

«

o ) = xesp (A g )+ (3 ) @9

bulunur. (3.2) esitsizligi kullanildiginda

@ ) < ve (A0 g ) - vesp (A0 )

«
<0
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elde edilir. (7h)(u) < 0 oldugundan h (u) fonksiyonu artmayan fonksiyondur.
Yani u > ug igin

h(u) < h(ug)
dir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
(u — ug)®
exp )\T g (u) < g (uo)

olup

g(u) < exp (—)\W) g (uo)
= E, (=X u—ug)g(up)

istenilen elde edilir. =

3.2 Uyumlu Kesirli Tiirev Iceren Hopfield Sinir Aglarimin Ustel
Kararhhg:

Bu kesimde uyumlu kesirli tiirev kullanilarak olusturulan Hopfield sinir agi mo-
delinin denge noktasimin varlik ve tekligi icin yeter kosullar elde edilmistir. Ayrica
uygun bir Lyapunov fonksiyonu kullanilarak denge noktasinin kesirli iistel kararlilig
ispatlanmistir. Yapilan bu caligmalar Mathematica yazilimi kullanilarak niimerik

olarak elde edilen sonuclar ile desteklenmigtir.

Uyumlu kesirli tiirev iceren Hopfield sinir ag1 modeli asagidaki sistemle ifade edilir:

(Toa;) (t) = —axi(t) + Zbijfj(xj(t)) +1,i=1,2,...,n, (3.3)
x (t()) =1x9 € R" (34)

burada (T,z;) (+), z; : [tp,00) — R fonksiyonunun a-basamaktan uyumlu kesirli
tiirevi (0 < a < 1), n sistemin igerdigi néron sayisini, x;, 7. néronun durum
degiskenini, a; (a; > 0) agdan baglanti kesildiginde i. néronun potansiyelinin din-

lenme durumuna sifirlanma oranini, b;; néronlarin baglanti katsayisini, f; aktivasyon
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fonksiyonunu, /; sabiti digaridan girisleri gostermektedir, (3.3) sisteminin denge nok-

tas1 sabit bir #* = (2%, 3, ...,2%)" € R" vektoriidiir. Bu 2* vektorii ¢ = 1,2,...,n

xy
icin

j=1

ya da
* 1 - *
= (Z bij fi (7) + fz') (3.6)
i \j=1

esitliklerini saglar. Bu kesimde (3.3) sisteminin f; aktivasyon fonksiyonunun Lip-

schitz kosulunu sagladigi kabul edilecektir.

(H1) j =1,2,...,n i¢in f; fonksiyonlar1 Lipschitz stirekli olsun. Yani L; pozitif

sabit olmak {izere,
| fj (ug) = fj ()] < Ljlu; —vy|, heruj,v; €R, j=1,2,....n,

saglansin.

Ik olarak teoremlerin ispatlarinda kullanilacak olan denge noktasin iistel karar-

lilig1 tanmim ifade edelim.

Tanim 3.5
|2 () — 2| < KEq (=At —to) [lzo — 27|, t > to,

olacak sekilde pozitif A ve K sabitleri mevcutsa (3.3) sisteminin z* denge noktasi
kesirli tistel kararhidir denir, burada E, (3.1) ile tanimlanan kesirli {istel fonksiyon-

dur.

Asagidaki teoremde uyumlu tiirevli Hopfield yapay sinir ag: sisteminin denge nok-

tasinin varligr ve tekligi igin yeter kosullar elde edilmigtir.
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Teorem 3.6 (H1) hipotezine ek olarak agagidaki esitsizlik saglansin.
a; > Li Yy |bjil, i=1,2,..,n. (3.7)
j=1

Bu durumda (3.3) sisteminin z* denge noktas1 mevcut ve tektir.

Ispat. Kabul edelim ki i = 1,2, ..., n icin a;xF = u; olsun. (3.5)’den asagidaki esitlik
elde edilir.

wafj( ‘>+IZ, i=1,2,.

N :R" = R", N(u) = (Ny(u), Na(u), ..., Ny (u))" doniigtimiini

o -Eon (2

) +1L;,1=1,2,.

aj

seklinde tanmmlayalm, burada u = (uy, g, ..., u,)" € R* dir. |z[, = 3. || ol-
mak tizere |||, normu kullanilarak N déniistimiiniin bir daralma doniistimii oldugu

gosterilecektir. u,v € R™ igin (H1) hipotezi kullanildiginda

[Nu— Nof|, = Z | Ni(u) = Ni(v)]

SIS (7 (u) /i (z_))‘

7,1]1

AL

'Lljl

S 3)SL (33)

i=1 j5=1

IN

n

elde edilir. (3.7) kogulundan Z

=1

= ggag;{ Z |b]z|}

tanimlayalim. (3.8) esitsizliginden

|bji| Ls

a;

<1, i=1,2,...,n oldugu agiktir.

INu—Noll, < A |u; — v

= Alu—-wl
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elde edilir. A < 1 oldugundan N : R” — R"™ daralma doniigiimiidiir ve /N doniigiimiiniin

bir tek sabit noktasi vardir. Bu yiizden (3.3) sisteminin denge noktas: tektir. m

Teorem 3.7 Teorem 3.6'nin hipotezlerine ek olarak asagidaki esitsizlik saglansin.
a; > ZLJ‘b”|’Z: 1,2,...,n. (39)
j=1

Bu durumda (3.3) sisteminin z* denge noktasi kesirli iistel kararhdir.

Ispat. Teorem 3.6'nin hipotezleri altinda, (3.3) sisteminin z* = (%, 23, ...,2%) €

R"™ denge noktasi mevcut ve tektir. (3.3) sisteminde y(¢) = z(t) — 2* degisken

degistirmesi yapildiginda asagidaki sistem elde edilir.
(Tagi) (1) = —aayi(t) + > bijgi(y; (1), i=1,2,...,n, (3.10)

burada g; (y; (t)) = f; (yj (t) + x;“) - f; (m;“) olup j =1,2,...,n i¢in g; (0) = 0 ve g;
fonksiyonu Lipschitz kogulunu ayni Lipschitz sabiti L; ile saglar. (3.3) sisteminin z*
denge noktasimin iistel kararlihgimi gostermek igin (3.10) sisteminin sifir ¢oziimiiniin

iistel kararliligini gosterecegiz.

V() = V(o) = 5 360

Lyapunov fonksiyonunu g6z 6niine alalim. V' fonksiyonunun (3.10) sisteminin ¢6ziim-

leri boyunca kesirli uyumlu tiirevi alindiginda
(TV) (1) = Z vi () (Tay:) (1)
= Z yi (1) <_aiyi(t) + i bijgj(yj(t))>
i=1 j=1
(e

1=1

IN

zjyz g] y] ))

)

elde edilir. j = 1,2,..,n i¢in g; fonksiyonu Lipschitz kosulunu L, sabiti ile
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sagladigindan

\E

(TaV) (1) < —azy; (t) + Z [bi5] |yi (£)] L; ij(t))|>

@.
3 |l
—

(]

—a;y; (1) + % D bl i (w7 (1) + y?(t)))

j=1

—

3 |l

= Z —CLi+%Z(|bij|Lj+ |bji|Li)> Y2 (1) (3.11)

elde edilir.
. 1 ¢
B=mis { Ta 2 (Pl L”}

j=1

olsun. (3.7) ve (3.9) kogullarmdan B > 0 dir. Bundan dolay1 (3.11) tekrar yazildiginda
(T.V) (1) < ~2BV ()
elde edilir. Lemma 3.1 gz oniine alindiginda
V(t) < E,(=2B,t —t9) V (to)

bulunur. O halde

1 n 1 n
S () < 5D B (<2B,t— 1) i (t0)
=1 =1

ve

1y (Olly < Eo (=Bt —to) [ly (to)l

dir. Bu bize (3.10) sisteminin sifir ¢ziimiiniin kesirli iistel kararli oldugunu gosterir

ve ispat tamamlanir. =

Agagida Teorem 3.6 ve Teorem 3.7'dan elde edilen kosullar diisiiniilerek yazilmis

ornekler verilmigtir. Bu 6rneklerin sonuclar1 grafiklerle desteklenmistir.

Ornek 3.2 Asagidaki Hopfield tipi yapay sinir ag1 modelini ele alalim.

(Toxy) (t)
(Taw) (1)

—0.221(t) — 0.06 f (z1(t)) + 0.01 f (x2(t)) + 0.04

—0.35(t) — 0.03f(21(£)) — 0.02f (22(t)) + 0.01
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Burada aktivasyon fonksiyonu f(u) = 0.25(|u+ 1| — |u — 1]) olup bu fonksiyon
Lipschitz sartim1 L; = Ly = 0.5 olarak saglamaktadir. (3.12) sisteminin katsayilari
a; = 0.2, ag = 0.3, byy = —0.06, bys = 0.01, by = —0.03, byy = —0.02, I, = 0.04 ve
I, = 0.01 dir. (3.12) sisteminin denge noktasi

—0.22% — 0.06f (%) + 0.01f(23) + 0.04 = 0
—0.32% — 0.03f(2) — 0.02f (%) +0.01 = 0

cebirsel sistemi ¢oziilerek elde edilir. Burada denge noktasi (0.174431,0.0238179)
bulunur. (3.12) sisteminin katsayilari Teorem 3.6 ve Teorem 3.7’in hipotezlerini
saglar. Gergekten,

2
1 =1i¢in a; = 0.2 > Ly Z ’bjl‘ = 0.045
j=1

i =2igin ap = 0.3 > Ly 22: |bj2| = 0.015

olup (3.7) kosulu saglanf; 1Benzer olarak

i=1i¢ina; =0.2> ile |b1;] = 0.035

=

i =2i¢in ag = 0.3 > 22: L; |by;| = 0.025

olup (3.9) kosulu da sejmgllamr. O halde (3.12) sisteminin denge noktas tek olup kesirli
istel kararhidir. (3.12) sisteminin z (t) = (x (), 22 (¢))" ¢oziim vektoriinin z;(¢) ve
xo(t) durum degiskenlerinin grafikleri Mathematica programu ile ¢izdirilmigtir (Sekil
3.1). Bu grafiklerde de @ = 0.1, @ = 0.5 ve o = 0.9 degerleri igin sistemin denge

noktasinin iistel kararliligi goriilmektedir. Ayrica o = 0.1 degeri igin sistemin faz

grafigi goriilmektedir (Sekil 3.2).

Ornek 3.3 Asagidaki sistemi ele alalim.

(Tar) (t) = —0.321(t) + 0.02f (21 (1)) — 0.01f (2(t)) + 0.03f (x3(t)) + 0.04
(Tus) (£) = —0.229(t) — 0.01f (21(t)) + 0.03 f (2 (t)) — 0.0Lf (x3(t)) + 0.01

(Taws) (t) = —0.4z3(t) — 0.03f (x1(t)) — 0.01f (22(t)) + 0.02f (x3(t)) + 0.03
(3.13)

1
Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) = ] olup bu fonksiyon Lipschitz sartini
u

Ly = Ly = L3 = 1 olarak saglamaktadir. (3.13) sisteminin katsayilar1 a; = 0.3,
a9 — 02, ag = 04, b11 = 002, blg == —001, b13 == 003, bgl == —001, b22 == 003,
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x1(t) Xa(1)

0.180 0.0250 -
[ [ - a=0.1
0175 [ - a0
[ 0.0245 - a=09
- 0t 0.0240
— a=0.5 .
- a=0.9
0.0235
‘ y .
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 °

Sekil 3.1 (3.12) sisteminin x; (t) ve x5 (t) durum degigkenlerinin grafikleri
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Sekil 3.2 (3.12) sisteminin o = 0.1 igin faz diizlemi

1
x1(8)

b23 - —001, b31 == —003, b32 == —001, b33 - 002, [1 == 004, [2 = 001 ve [3 = 003

dir. (3.13) sisteminin denge noktasi

—0.3z% + 0.02f(z7) — 0.01f(x3) + 0.03f(«%) +0.04 =0

—0.2z5 — 0.01f(z7) + 0.03f(z5) — 0.01 f(«3) +0.01 =0

—0.42%5 — 0.03f(z7) — 0.01f(2%) + 0.02f(x3) +0.03 =0
cebirsel sistemi ¢oziilerek (0.262617,0.101734,0.0300498) bulunur. (3.13) sisteminin
katsayilar1 Teorem 3.6 ve Teorem 3.7’in hipotezlerini saglar. O halde (3.13) sistemi-
nin denge noktasi tek olup kesirli iistel kararhdir. (3.13) sisteminin
z(t) = (z1 (1), 22 (1), 25 (t)" coziim vektoriinin 4 (t), 25(t) ve 23 (t) durum degisken-
lerinin grafikleri Mathematica programu ile ¢izdirilmistir (Sekil 3.3 ve Sekil 3.4). Bu

grafiklerde de a = 0.1, @ = 0.5 ve a = 0.9 degerleri i¢in sistemin denge noktasinin
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tistel kararlilig1 goriilmektedir.

x1(1) Xa(t)
0.1020
0.25
0.20 0.1015 -
0.15 a=0.1
0.1010 — w05
0.10 - a=0.9
0.1005
0.05
- T S S t
- . t
0 200 400 600 800 1000 600 800 1000

Sekil 3.3 (3.13) sisteminin x; (t) ve 5 (t) durum degiskenlerinin grafikleri

x3(8)
0.0310
0.0308
0.0306
- a=0.1
— a=0.5
0.0304 _ a=0.9
0.0302
T T T n i
0 200 400 600 800 1000

Sekil 3.4 (3.13) sisteminin z3 (¢) durum degiskeninin grafigi

3.3 Uyumlu Kesirli Tiirev Iceren Tekrarlayan Sinir Aglarimn Ustel

Kararlihig:

Literatiirde kesirli basamaktan BAM tipi yapay sinir aglarinin incelendigi caligma
sayist oldukca azdir. Yang vd. kesirli basamaktan BAM tipi sinir ag1 modelinin
diizgiin kararliligr i¢in yeter sonuglar elde etmislerdir (Yang vd. 2014). Cao ve
Bai 2014 yilinda yaptiklar1 ¢caligmada kesirli basamaktan BAM tipi sinir ag1 mod-
elinin sonlu zamanda kararhligim incelemiglerdir (Cao ve Bai). Aym aragtirmacilar
2015 yilinda yaptiklar: ¢calismada yine kesirli basamaktan BAM tipi sinir agi mode-
lini ele alip denge noktasinin diizgiin kararliligi i¢in yeter sonuclar elde etmislerdir

(Cao ve Bai 2015). Ancak her iki ¢alismada da kararhilik analizi [0,7] sonlu ara-
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liginda yapilmigtir.

Bu kesimde uyumlu kesirli tiirev kullanilarak olusturulan tekrarlayan ¢ift yonlii ya-
pay sinir ag1 modelinde Banach daralma prensibi kullanilarak denge noktasinin varlik
ve tekligi i¢in yeter kosullar elde edilmis ve denge noktasinin tistel kararliligi goster-

ilmigtir.

Uyumlu tiirev igeren ¢ift yonlii tekrarlayan sinir agi modeli agagidaki sistemle ifade

edilir:

(Taxi) (t) = QT (t> + Zbljf] (y] (t)) + [iv 1= ]-7 27 ey

" (3.14)
(Toys) () = —ciy; () + Zdijgj (z; () + Ji, i =1,2,...,n
x (tg) = xg € R™ (3.15)

y (to) = yo € R™.
Burada; Ty, «. basamaktan uyumlu kesirli tiirevi (0 < o < 1), n sistemin igerdigi
noron sayisini, r; ve y; i. néronun durum degigkenlerini, a; ve ¢; (a;, ¢; > 0) ag-
dan baglant1 kesildiginde ¢. néronun potansiyelinin dinlenme durumuna sifirlanma
oranini, b;; ve d;; néronlarin baglant1 katsayilarm, f; ve g; aktivasyon fonksiyon-
larini, I; ve J; sabitleri digaridan girigleri gostermektedir.

_ * % T * * o «\ T .
ot = (25,25, ., 28) vt = (y],v5, ..., y)" olmak iizere

1 n
7= (Z:lbijfj(y}‘) + I

1Z - (3.16)
y; = — (Z dijg;(v}) + J;

Ci \j=1

cebirsel sistemini saglayan (z*, y*) € R*" vektorii (3.14) sisteminin denge noktasidir.
Incelemelerimizde f; ve g;, j = 1,2, ..., n, aktivasyon fonksiyonlarinin Lipschitz kogu-
lunu sagladigi kabul edilecektir. Yani,

(H2) L; ve M, porzitif sabitler olmak tizere, V wy,wy € R ve j =1,...,n i¢in

| fi(w1) — fi(wa)] < Lj [wy — wy

lg;(w1) — g;j(w2)| < Mj[wr — wy
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saglansin.

Tanim 3.6 p ve K > 0 olmak iizere asagidaki esitsizlik saglansin.

Iz 1),y (@) = (@7 9"l < KEa (=p,t —to) (0, 0) — (" y")|, £ = to.

Bu durumda (3.14) sisteminin (z*,y*) denge noktas: kesirli iistel kararhdir denir,

burada E, fonksiyonu (3.1) ile tanimlanan kesirli iistel fonksiyondur.

)

" 1/2
Agagidaki teoremde u; € R" olmak iizere |jul, = <Z uz) normu kullamlarak
=1

(3.14) sisteminin denge noktasimin varlik ve tekligini garanti eden kosullar ifade

edilmektedir.

Teorem 3.8 (H2) hipotezine ek olarak asagidaki egitsizlikler saglansin.

(zz(%)> 17

i=1 j=1

(ii (i—ba) 2) N <L (3.18)

i=1 j=1 v

ve

Bu durumda (3.14) sisteminin (z*, y*) denge noktasi mevcut ve tektir.

Ispat. (3.14) sisteminde a;z¥ = u; ve c;yf = v, i = 1,2, ..., n, degisken degistirmesi

yapalim. Bu durumda (3.16) cebirsel sistemi

=1 ¢

4Ny (3.19)
V; = Z dijgj <—j) + JZ
=1 aj
sistemine indirgenir.
j=1 !
PO) = > dyg, <%> Y gL i=1,2,..m, (3.21)
j=1 J
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olsun. R:R* — R?", R(0) = (N(0),P(0)T, N () = (N1 (0),N,(0),...,N, ()",
P(8) = (P (0),P(6),...,P, (0)" olmak iizere R doniigiimiiniin R>" iizerinde bir
daralma doniigiimii oldugu gosterilecektir. (0y,6) € R*™ 0, = (ugl), ugl), s ug), vg),
o, ...,w&”) ve 0y = (ug2>,ug2>, e uD @ o ...,v,(f)) icin (3.20) — (3.21) ve (H2)

hipotezi goz oniine alindiginda

n

IR (61) = R(B2)ll; = > [(Ni(62) = N; (62))" + (P (61) — P, (62))"]

n n ’U(-l) ?J(-Z) 2
[ of7)

2
+

n (1) (2)
Z u: u:
| (lj CLj

elde edilir. Lipschitz kogulu ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden
> 2

j

v](.l) B UJ@)

Cj

IR(6:) = R(@)5 < ) (Z|bij|Lj

i=1 j=1

u§-1) B u§-2)

a;

+ <j£:|dm|ﬂ4ﬁ
j=1

VAN
(]
1
(]
> T~
>
O =
t~
<
NN
no
3
K}G/—\
=
Q@/\
>
[N}

i=1 Lj=1 j=1
— (dg| M\~ Ly @)
30 () S - o
=1 / 7=1
e (Il L S~ ) @)
< 3 [S (Bl s
i=1 Lj=1 v j=1
n 2 n
|dji| M; o @)
+Z( , ul) — (3.22)
j=1 ‘ 7=1

elde edilir.

S

3

7N

5
:‘0‘

SN—

[\

S

3

7 N

e
<

N~—

[\

——

C = max {
i=1 j=1

tanimlayalim. O halde (3.22)’den

2
v](-l) B U](-2)

IR0 - R()]2 < cz{
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veya

IR (1) — R (02)|l, < VC 61 — 2],

elde edilir. (3.17) — (3.18) kosullarindan v/C' < 1 oldugu aciktir. Dolayisiyla
R : R?" — R?" bir daralma doniistimiidiir ve bir tek 6 € R?" sabit noktasina sahiptir.

Asgagidaki teoremde /; normu kullanilarak (3.14) sisteminin denge noktasimin varlig

ve tekligini garanti eden daha zayif kosullar ifade edilmektedir.

Teorem 3.9 (H?2) hipotezine ek olarak agagidaki esitsizlikler saglansin.

a; > MY |dj|, i=1,2,...,n (3.23)
§=1
ve
¢i>Li » |bjil, i=1,2,..,m. (3.24)
j=1

Bu durumda (3.14) sisteminin (z*,3*) € R?*" denge noktasi mevcut ve tektir.

Ispat. Teorem 3.8'nin ispatina benzer olarak Ty =u; ve ¢yl =v;, 1 =1,2,...,n,
degisken degistirmesi yapilarak (3.19) cebirsel sistemi elde edilir. N; (0) ve P; ()
sirastyla (3.20) ve (3.21) ile tammbh olmak tizere R : R?* — R2", R(#) = (N(0), P ()"
doniisiimiinii ele alalim. Her #; = (ugl),ué ), . u%”,zé ), vé ), . ,v,(f)) ve 0y = (uf),

ug), .. uf), U§ ), U§2), .. ,vg)) igin

n

R (61) — R(62)], = Z [|V; (61) = N; (62)] + | P; (61) — P (62)]]
M ¥e)
R ) (2)
] (1) (2)
EE b))

=1
=1
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elde edilir. (H2) hipotezi kullanildiginda

I762) - RG], < ZZ [wL

o o

J
Cj

(1) (2)
Ui " — U
+ |diy| My | —— ]
a;
bji| Li
_ ZZ(’” (1)_%(2)
=1 j=1
dji| M;
+‘ jil ul 1(2) ) (3.25)
a;

elde edilir. (3.23) — (3.24) kosullarindan

Z’dMM Z’JZ|L<12_12

PR

oldugu agiktir.
= s {2501, 23
J:
olsun. (3.25)’den

2)—l—u( —Uu

IR (61) = R (6:2)]]

IN

D i ( vz(l) —
i=1

= D01 — 0],

elde edilir. D < 1 oldugundan R : R?*" — R?" bir daralma doniisiimiidiir. Buradan
R : R?" — R?" doniistimiiniin R (6) = 0 olacak sekilde bir tek sabit noktasi vardir.

Dolayisiyla (3.14) sisteminin bir tek (z¥,y) € R®*" denge noktasi vardir. m

Agagidaki teoremde (3.14) sisteminin denge noktasinin iistel kararhligi gosterilecek-

tir.

Teorem 3.10 (H2) hipotezine ek olarak agagidaki egitsizlikler saglansin.

a; > max {Z |bij| Ly, M; > \dﬁ]} Li=1,2,..,m (3.26)
j=1 j=1
ve

Cc; > max {Lz Z |bﬂ‘ ,Z |dU| M]} , 1= 1,2, N (327)
=1 j=1
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Bu durumda (3.14) sisteminin (z*, y*) denge noktasi kesirli iistel kararlidir.

Ispat. Acik olarak goriilmektedir ki (3.26) ve (3.27) kosullar1 saglandiginda Teorem
3.9’un (3.23) ve (3.24) hipotezleri de saglanir. Dolayisiyla (3.14) sisteminin
(z*,y*) € R*" denge noktasi mevcut ve tektir. (3.14) sisteminde z; (t) = z;(t) —z} ve

w; (t) = yi(t) — yF degisken degistirmeleri yapildiginda agagidaki sistem elde edilir.

(Toz:) (1) = —a;zi(t) i(wj(t)), i=1,2,...,n,

+ Z bij Iy (w;
=t (3.28)
+ Z d G]‘(Zj(t)), 1= 1,2, ey N
j=1

(Tawi) (t) = —ciwi(t)
Burada Fj(w;(t)) = f;(w;(t)+y;) — fi(y;) ve Gj(2;(t)) = g;(2;(t) +25) — g;(x}) olup
Jj=1,2,...,nicn F; (0) =0, G, (0) = 0 ve F}, G; fonksiyonlar1 Lipschitz kogulunu
sirastyla ayn L;, M; sabitleri ile saglar. (3.14) sisteminin (z*, y*) denge noktasinin
kesirli tistel kararlihgini gostermek igin (3.28) sisteminin sifir ¢6ziimiiniin kesirli iistel

kararliligini gosterecegiz.

Lyapunov fonksiyonunu géz 6niine alalim. V' fonksiyonunun (3.28) sisteminin ¢6ziim-

leri boyunca kesirli uyumlu tiirevleri aldiginda

n

(TV)(8) = Y (2 () (Taz) (1) + w; (1) (Tawi) (1))

= Z [Zz (t) <_aizi (t) + Zbiij(wj(t))>

+w; (t) (—cz-wi (t) + Z dz‘ﬁj@j@)))]

Z (—aizf (t) — cow? (t)

i=1

IN

_|_

zi (t) Z bij Fj(w;(t)) + w; (t) Z di;Gj(7(t))

)

elde edilir. j =1,2,...,n, i¢in Fj ve G, fonksiyonlarmin Lipschitz kosulunu sirasiyla
42



L; ve M; sabitleri ile sagladig1 goz oniine aliirsa

(T.V) () < Z (—aizf (1) — ciwf (1)
+ 2 (¢ !Z\%\L Jw; ()] + |wi (¢ \Z%!M |2t )
< Z (—aizf (t) — cqwi (¢)

+Li [wi (t)] Z [bjil |25 ()] + M [z (t)] Z |l ij(t)l)

elde edilir. Son esitsizlige Cauchy- Schwartz esitsizligi uygulandiginda

T < Y (— ) = et )+ 32 2L (1 0F + o))
+ 0 G () 4 <t>|2)>
< Z <_aiZiZ (t) — cw ZL |bjil |25 (t

1 n n
- ZL@ bl |wi ()| + 5 Z M; |dji| |z (2)]* + 5 Z M; |dji| |w; (75)|2)
j=1 j=1 j=1

bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapildiginda

(TV) (1) < —Z(az Z\%M MZ\%I) |2 (D))

—Z ( Z 1bji| — . Z |dz‘j|Mj> s (1)
< —112,i<nn { (ai ! i |bij| L M i ‘dﬂ’> (3.29)
(Ci—%ZV’M Z!%IM)}Z(!% (OF + |wi ()])

bulunur.
, 1o M; & Li & 1 ¢
F'= min { (az‘ —3 ZLj b = = Z |dj,»|> : (Cz‘ - Ez 1biil = 5 ZMj |dz‘j|> }
j=1 j=1 j=1 j=1
olsun. (3.26) ve (3.27) kogullarindan F' > 0 olup (3.29) esitsizligi

(TLV) (1) < —2F V(1)
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seklinde yazilabilir. Burada Lemma 3.1 uygulandiginda
V(t) < Eq (=2F,t —to) V (to)

ya da
1z (#),w (@O))]ly < Eo (=F,t = to) [|(2 (o) ;w (t0))]
bulunur. Bu da bize (3.28) sisteminin sifir ¢oziimiiniin kesirli tistel kararl oldugunu

gosterir ve ispat tamamlanir. m

Asgagida Teorem 3.9 ve Teorem 3.10’dan elde edilen kosullar diigiiniilerek yazilmig

ornekler verilmigtir. Bu 6rneklerin sonuglar1 grafiklerle desteklenmistir.

Ornek 3.4 Asagidaki tekrarlayan yapay sinir ag1 modelini ele alalim.

(Taz1) (t) = —0.821(t) — 0.06f (v (£)) + 0.05f (32 (£)) + 0.004
(Tas) () = —0.82(t) — 0.03f (y1 (£)) + 0.06.f (ya (£)) + 0.001 530
(Tatn) (t) = —0.6y1(t) — 0.03f (1 (£)) + 0.03f (2 (£)) + 0.001
(Tays) () = —0.6ya(t) — 0.02f (1 (£)) + 0.04f (5 (£)) + 0.002

Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) = 0.5 (Ju + 1| — |u — 1|) olup bu fonksiyon Lip-
schitz sartim1 Ly = Ly = My = M, = 1 olarak saglamaktadir. (3.30) sisteminin kat-
sayilart a; = 0.8, as = 0.8, ¢ = 0.6, co = 0.6, by; = —0.06, b2 = 0.05, by; = —0.03,
bys = 0.06, dyy = —0.03, dyy = 0.03, dgy = —0.02, day = 0.04, I = 0.004, I, = 0.001,
J1 =0.001 ve Jy = 0.002 dir. (3.30) sisteminin denge noktasi

(

—0.82% — 0.06f (y7) + 0.05f (13) + 0.004 = 0
—0.823 — 0.03f (y7) + 0.06 (y3) + 0.001 =0
—0.6y7 — 0.03f (z7) + 0.03f (z3) + 0.001 = 0
| —0.6y5 — 0.02f (x}) + 0.04f (z3) +0.002 = 0

cebirsel sistemi ¢oziilerek elde edilir. Burada denge noktasi (0.00509242,0.00143881,
0.00148399, 0.00325951) bulunur. (3.30) sisteminin katsayilar1 Teorem 3.10’un dolayisiyla
Teorem 3.9’un hipotezlerini saglar. Gercekten,

i—ligina1—0.8>max{
j

2 2
=1 Jj=1
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2

1=2 1§1n as = 0.8 > max{z |b2J| LJ,MQ Z |d32|

1

b

i=1i¢in¢; =0.6 > maX{Ll > 16l Z |dy;| M;

i =2 i¢in cg = 0.6 > max L22|bﬂ| |d2]|M
=1

olup (3.26) ve (3.27) kosullar saglamr O halde (3.30) sisteminin denge noktas: tek
olup kesirli tistel kararhdir. (3.30) sisteminin (z (t),y (¢))" = (21 (t), 22 (t) 31 (£) |

Yo (t))T ¢oziim vektoriiniin x1(t), x2 (t) , y1 (1) ve yo(t) durum degiskenlerinin grafik-
leri Mathematica programu ile ¢izdirilmistir (Sekil 3.5 ve Sekil 3.6). Bu grafiklerde

de o = 0.1, a = 0.5, « = 0.9 degerleri i¢gin sistemin denge noktasinin iistel kararlilig1

goriilmektedir.
Xa(t)
0 nos?m 0.0016
T =0.1 - a:g.;
0.0052 - 05 s
! — w09 0.0015 - - a=09
0.0051
0.0014
0.0050
0.0013
0.0049
. . Ly . . . ]
20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000

Sekil 3.5 (3.30) sisteminin x; (t) ve x5 (t) durum degiskenlerinin grafikleri

y(0 Ya(t)
0.00160 0.00330
I a=0.1 - a=0.1
0.00155 - a=05 0.00328 —  a=05
- a=0.9 — a=0.9
0.00150 -
0.00326
0.00145
0.00324
0.00140
0.00135 0.00322
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000 °

Sekil 3.6 (3.30) sisteminin y; (t) ve ys (t) durum degiskenlerinin grafikleri

(3.30) sisteminin denge noktasimn (z (¢),y (£))" = (21 (t), 22 () , 1 (), y2 (1)) ¢oziim
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vektoriinin 1 (t), 2 (t) , y1 (t) ve yo(t) durum degiskenleri « = 0.5 ve o = 1 degerleri

icin iistel kararlihigr goriilmektedir (Sekil 3.7 ve Sekil 3.8).

x4(f)
0.0053 -

0.0052 -
0.0051 |
0.0050 -

0.0049 -

0

Xa(1)
0.0016
—  a=05 [ — a=05
- o 0.0015 — a=
0.0014
0.0013
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80

100

Sekil 3.7 (3.30) sisteminin x; (t) ve x5 () durum degiskenlerinin grafikleri

y1(0)
0.00160

0.00155

0.00150

0.00145

0.00140

0.00135

0

ya(t)
0.00330

— a=05 r -

0.00328 - _
—_ a=1 L

a=0.5

a=1

0.00326

0.00324 -

0.00322

20 4 60 80 100 0 20 40 60

100

Sekil 3.8 (3.30) sisteminin y; (t) ve ys (t) durum degiskenlerinin grafikleri

Ornek 3.5 Asagidaki tekrarlayan yapay sinir ag1 modelini ele alalim.

(

(Tuz1) () = —0.821(t) — 0.06f (31 (£)) + 0.05f (ya (£)) + 0.02

(3.31)

) )
(Tox2) (t) = —0.6x9(t) — 0.03f (1 (£)) + 0.06 f (y2 (t)) + 0.001
(Toyr) (t) = —0.6y1(t) — 0.03g (x1 (t)) + 0.03g (x5 (1)) 4+ 0.004
\ (Thy2) (t) = —0.6y2(t) — 0.02g (z1 (t)) + 0.04g (x5 (t)) + 0.002
Burada aktivasyon fonksiyonlar f (u) = %H ve g(u) = 0.5 (Jlu+ 1] —|u—1])

olup bu fonksiyonlar Lipschitz sartim L; = Ly = M; = M, = 1 olarak sagla-

maktadir. (3.31) sisteminin katsayilar1 a; = 0.8, a5 = 0.6, ¢; = 0.6, ¢; = 0.6,
b1y = —0.06, by = 0.05, by; = —0.03, by = 0.06, d;; = —0.03, di2 = 0.03,
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dyy = —0.02, dyy = 0.04, I, = 0.02, I, = 0.001, J; = 0.004 ve J, = 0.002 dir.
(3.31) sisteminin denge noktasi (0.012503,0.0516663, 0.00862483,0.00636099) ola-
rak bulunur. (3.31) sisteminin katsayilar1 Teorem 3.10’un dolayisiyla Teorem 3.9’un
hipotezlerini saglar. O halde (3.31) sisteminin denge noktasi tek olup kesirli {is-
tel kararhdir. (3.31) sisteminin (x (t),y (£))" = (@1 (t), 22 (t) 91 (), y2 (t))" ¢oziim
vektoriiniin xq(t), 2 () ,y1 (t) ve y2(t) durum degigkenlerinin grafikleri Mathemat-
ica programui ile gizdirilmigtir (Sekil 3.9 ve Sekil 3.10). Bu grafiklerde de o = 0.1,

a = 0.5, a = 0.9 degerleri i¢in sistemin denge noktasinin iistel kararlilig1 goriillmek-

tedir.
Xq(t) Xa(t)
0.015 0.054
- a=0.1 - a=0.1
- a=0.5 — -
0.014 0.053 a=0.5
- a=0.9 - a=0.9
0.052 -
0.013
0.051 [
0.012
0.050
0.011 0.049 |
I t
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Sekil 3.9 (3.31) sisteminin x; (t) ve x5 (t) durum degiskenlerinin grafikleri

Z10] ya(t)
0.0090 0.0066,
' a=0.1 1 - a=0.1
r - a=0.5 L — =
0.0088 - 0.0065, a=05
- a09 [ - a=09
0.0064 -
0.0086
0.0063
0.0084
0.0062
0.0082 0.0061
‘ ‘ ; R . e .
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Sekil 3.10 (3.31) sisteminin y; (t) ve yo (¢) durum degiskenlerinin grafikleri
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4. CAPUTO-HADAMARD KESIRLi TUREVI ICEREN YAPAY SiNiR
AGLARININ KARARLILIGI

4.1 Hadamard Kesirli Integral ve Tiirev Operatérleri

Bilindigi gibi literatiirde pek cok kesirli integral tanimi1 mevcuttur. Cekirdeginde
logaritmik fonksiyonun keyfi kuvvetini igeren Hadamard integrali 1892 yilinda Hada-
mard tarafindan onerilmistir (Hadamard 1892). Hadamard integralinin simirhlik ve
yarigrup ozelligi ile Hadamard kesirli integrallerin tiirevle baglantisi son yillarda
yapilan galigmalarda irdelenmigtir (Kilbas 2001, Butzer vd. 2002, Ma ve Li 2017).
Hadamard kesirli tiirev iceren diferensiyel denklemler ve esitsizliklerin kapsamli bir
incelenmesi Ahmad vd. tarafindan yazilmis olan kitapta mevcuttur (Ahmad vd. 2017).
Literatiirde lineer olmayan Hadamard tiirevli diferensiyel denklemlerin kararlilik
analizinin yapildig1 calismalar mevcuttur (Ozaydin ve Karakog 2019, Wang vd. 2019,
Dai ve Ma 2022). Hadamard tiirev igeren gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢6ziim-
lerinin varlik ve tekligini garanti eden kosullar da 2020 yilinda elde edilmistir

(Mahmudov ve Al-Khateeb 2020).

Bu boliimde, Hadamard kesirli tiirev ve integralleri ile 6zellikle Caputo-Hadamard
kesirli tiirevi iizerinde durulacaktir. Ayrica, Caputo-Hadamard kesirli tiirevi ile
modellenmig Hopfield yapay sinir aginin denge noktasinin varligi, tekligi ve denge
noktasinin Mittag-Leffler kararliligi ile ilgili teoremler ispatlanacaktir. Asagida Hada-

mard kesirli tiirevinin tanimi verilmigtir.

Tanim 4.1 (Kilbas vd. 2006) 0 < tg < t ve Re(a) > 0 olmak iizere

(w2 f) (1) = ﬁ / (logé)alﬂs) d (4.1)

S
to

seklinde tamml I} operatoriine «. basamaktan Hadamard kesirli integral ope-

ratorii denir, burada log (-) = log, (+) dir.
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J tiirevi 0 = t% ve n = [Re (a)] + 1 olmak iizere f fonksiyonunun Hadamard kesirli

tiirevi asagidaki sekilde tanimlanmigtir.

Tanim 4.2 (Kilbas vd. 2006) 0 < ¢y < t ve Re(a) > 0 olmak iizere

(D3 1) ) = 5" (i) () = s (1) / (10e t) £

S
0

(4.2)
seklinde tamimh 5 Dy operatoriine «. basamaktan Hadamard kesirli tiirev operatorii

denir. Ayrica a € R ve 0 < a < 1 ise, bu durumda Hadamard kesirli tiirevi ¢ > ¢

(W01) 0= =y (17) / CHECE

to

i¢in

integraline indirgenir.

a =m € N ise bu durumda
(uDg f) () = (8™ f (1))
dir. Ayrica 0 < Re(a) < 1 igin

oldugu Tanmim 4.2’den goriilebilir. Gergekten f () = 1 olmak iizere (4.2) tanimindan
t
1 d t\ “ds
D)= — (2 ogl) &
1Diy (1) F(l—a)(dt)/(ogs> s
to
t
olup u = log — doniisiimii uygulanirsa
s

log -

uD2 (1) = ﬁ(t%) 1/ o du

- e () (e () - 5)




elde edilir. Dolayisiyla Hadamard kesirli tiirevi sabit fonksiyonun tiirevinin sifir
olmas1 ozelligini saglamaz. Bu yiizden son yillarda Hadamard tiirevinin uygula-
malarda daha elverigli olan Caputo tiiriinden bir genellestirilmesi énerilmistir

(Jarad vd. 2012, Gambo vd 2014).
4.2 Caputo-Hadamard Kesirli Tiirevi

Bu kesimde Caputo-Hadamard kesirli tiirev operatorii tanitilarak bazi temel 6zel-

likleri ifade edilecektir.

Tanim 4.3 (Jarad vd. 2012) Re(a) > 0 ve n = [Re (a)] + 1 olmak iizere

(cuDp f) (t) = <HD [f (z) — Z 0 J; §t0> (log%) D (t)

seklinde tammh ¢z Dj; operatoriine «. basamaktan Caputo-Hadamard kesirli tiirev

operatorii denir.

Ozel olarak 0 < Re (o) < 1 ise

(cuDg f) () = (uDy. [f (z) — f (t0)]) (£)

dir.

Re(a) > 0, n = [Re(a)] + 1 ve AC [to, t1], [to,t1] lizerinde tanmimh mutlak siirekli

fonksiyonlarin uzay1 olmak iizere ACY [to, 1] uzay1

_ d
ACZ; [to,tl] = {g . [t[],tl] — C: " ! [g (t)] c AC [to,tl] ,(5 = ta}
seklinde tanimlansin. Jarad vd. Caputo-Hadamard tiirevinin agsagidaki gosterimini

elde etmislerdir.

Teorem 4.1 (Jarad vd. 2012) Re(a) > 0, n = [Re(a)] + 1 ve f(t) € ACY [to, 1]

olmak tizere t > t; icin
1 ¢ n—a—1 d
(D) 0= 55— / (1og§) 0 (5) = = (w2 (0") (1) (43)
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esitligi saglanir.

a =m € N ise bu durumda

(cnDipf) (6= (67) ()

dir. Ayrica
(onDy£) () = £ )

dir.

Uyar1 4.1 « € (0,1) igin Caputo-Hadamard tiirevi

(enDid) (O = =y / (102 ) 7 (5) ds (1.4

to

seklindedir.

Uyar: 4.2 Sabit fonksiyonun Caputo-Hadamard kesirli tiirevi sifirdir. Gergekten ¢

gergel say1 ve f (t) = c olmak iizere (4.4) tanimindan

t

(en D) (0 = s / (10s2) 7 (9yas

to

integralinde f’(s) = 0 oldugundan
C HD% (C) =0

elde edilir.

Caputo-Hadamard kesirli tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlik ve
tekligi Banach sabit nokta teoremi yardimiyla gosterilmistir (Adjabi vd. 2016). Ayri-
ca Banach sabit nokta teoremi, Leray-Schauder ve Krasnoselski sabit nokta teorem-

leri kullanilarak noétral tipten diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varlik-tekligi
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icin yeter kogullar elde edilmigtir (Ahmad ve Ntouyas 2017). 2019 yilinda ise Caputo-
Hadamard kesirli diferensiyel denklemler i¢in kargilagtirma teoremleri ifade edilmis

ve ¢oziimlerin parametreye siirekli baghiligi incelenmigtir (Ma 2019).

Lemma 4.1 (Ma 2019) f (t) € AC [to,t1] ve 0 < a < 1 olsun. Bu durumda,

(212 (cuDp f)) (t) = f(t) — f (to)

esitligi saglanir.

Ispat. (4.1) Hadamard kesirli integral ve (4.4) Caputo-Hadamard kesirli tiirev

tammindan

S

i om0 ~ sy | (oet) ([ (3) ")

to to

yazilir. Bu esitlikte integral sirasi degistirilirse

—a ds

(8 (D)) (0= 1 = /tf/(v) / (106 )" (1e2) " %) 0

log s — log v

elde edilir. Icerideki integralin hesabi icin u = doniigiimii yapilirsa

logt — log v
1

(Tt (D) ) = F = / ro ([ (o) amwete

0
X (log %) <log %) du) dv

_ F(la)l“(ll— a)to/tf'(v) j(l—u)alu_“du dv

0

1 L
= I‘(a)I‘(l—a)/f (v)B(1—a,a)dv

I'(z)T'(y)
I'(z+y)

elde edilir. Burada [ fonksiyonunun S (z,y) = ozelligi gbz oniine alinirsa

(nlfy (cuDi £)) (1) = / ' (v) d
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bulunur. =

Asagidaki ozellik Dai ve Ma tarafindan 2022 yilinda ispatlanmigtir ve Caputo-
Hadamard tiirevi igeren sistemlerin kararlilik ozelliklerinin incelenmesinde 6nemli

bir yere sahiptir.

Lemma 4.2 (Dai ve Ma 2022) z (t) € R, o € (0,1) ve m € NT olmak iizere ¢t > tg
icin

(cuDgz®™) (t) < 22™ (t) (cu Dy x™) (t)
esitsizligi saglanir.
ispat.
y(t) =T (1 —a)((cuDya®™) (t) —22™ (t) (cu Dy z™) (1))
olsun. (4.4) Caputo-Hadamard kesirli tiirev tanimi goz oniine alinirsa

y(#) = 2ml(1—a) r(%a)/t (1og£>ax2m—1 (s) (d‘z—f)) ds

to

_omI(1—a) | 2™ (t)ﬁ / (log é) () <d%9> ds

to

_ Qm/t <log é) - (227 (5) — 2™ (1) 2™ (s)] (dZiS>> ds

_ / <log é) h % 2™ (s) — 2™ (1)) ds

to

t —Q
olarak hesaplanir. Bu integrali hesaplamak icin u = <log —) ve
s

dv =4

Zlam(s) —a™ (t)]? ds olmak iizere kismi integrasyon uygulandiginda

y(t) = <log é) B [z™ (s) — 2™ (75)]2 |§0 —ja (log é) - [z (s) — 2™ (t)]2 %

_ <1og é) e (s) — (B |y — <log %) e (k) — 2 ()

- / o (1og t) T ) e P d
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elde edilir. Buradaki limit hesaplandiginda

lim (log 2) T ) — e (O = lim

s—t

=0
elde edilir. O halde
(0 == (log )l ) - 27 (O - / o (1o t) ()~ 27 (O] 2 < 0

to

bulunur. Dolayisiyla
(cuDg ™) (t) — 22™ (t) (cuDiia™) (t) < 0

olup istenilen elde edilir. m

Sonug 4.1 Lemma 4.2’de m = 1 alinirsa
(cuDpa?) (t) < 2z (t) (cuDpx) (t)

elde edilir. Bu sonug ayn1 zamanda (He vd. 2022, He ve Zhou 2022) makalelerinde

de yer almaktadir.

Tam fonksiyon olan Mittag-Leffler fonksiyonu kesirli basamaktan diferensiyel denk-

lemler teoresinde énemli bir yere sahiptir (Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006).

Tanim 4.4 (Podlubny 1999) o € C, Re () > 0 ve z € C olmak iizere
E, = — 4.5
(2) ;r(amm (4:5)

seklinde tanimlh olan FE, (z) fonksiyonuna Mittag-Leffler fonksiyonu denir.

Agagidaki Lemma Lyapunov yontemi ile kararhilik incelemelerinde énemli bir arag

niteligindedir (Dai ve Ma 2022, He ve Zhou 2022).
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Lemma 4.3 A > 0 bir sabit, V' (¢) [to, 00) iizerinde tammh siirekli ve negatif ol-

mayan bir fonksiyon olmak iizere
(cuDgV) (t) < —AV ()

saglansin. Bu durumda

V() < B, (—A (log ti)a> V (k)

0

olup, burada E,, (4.5) ile tamimh Mittag-Leffler fonksiyonudur.

(cnDiyw) (1) = f (t,) (4.6)

sistemini x (tg) = xo baglangig kogulu ile birlikte gz 6niine alalim, burada 0 < o < 1

dir.

Tamim 4.5 (Li vd. 2009) (Mittag-Leffler Kararhlik) o € (0,1), A > 0,m (0) = 0,

¢ >0 ve m(z) > 0 olmak iizere

o (0)] < {mw A (_ ) <Ig§>) }

esitsizligi saglanirsa (4.6) sisteminin sifir ¢oziimiine Mittag-Leffler kararhidir denir,

burada m (z) fonksiyonu lokal Lipschitz kogulunu saglar.

4.3 Caputo-Hadamard Kesirli Tiirev Iceren Hopfield Sinir Aglarimin
Mittag-Leffler Kararhilig:

Bu kesimde Caputo-Hadamard kesirli tiirevli Hopfield tiiriindeki bir yapay sinir agi
modeli incelenmektedir. Ilk olarak sistemin denge noktasinin varlik ve tekligi is-
patlanmigtir. Varlik ve teklik ispatindaki temel ara¢ daralma doniisiim prensibidir.
Daha sonra Caputo-Hadamard tiirevinin 6énceki kesimde verilen ozellikleri yardimi
ile uygun bir Lyapunov fonksiyonu ele alinmig ve denge noktasinin Mittag-LefHer
kararliligi i¢in yeter kogullar elde edilmistir. Caputo-Hadamard kesirli tiirev igeren
Hopfield yapay sinir ag1 tiiriindeki agsagidaki sistemi goz oniine alalim.

n

(CHD%H%) (t) = —CLZ‘JJi(t) + wafj(l’J(t)) + Il,Z = 1, 2, .., n, (47)

Jj=1
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z (ty) = xo € R" (4.8)
(4.7) sisteminin denge noktasi
j=1
ya da

(2

T = 5 (Z bijfi (x7) + ]i> (4.10)
=1

esitliklerini saglayan bir x* = (z7, 235, ..., a:;';)T € R" sabit vektoriidiir.

Bu kesim boyunca f; aktivasyon fonksiyonlarmin Lipschitz stirekli oldugu kabul
edilecektir. Yani,
(H3) |fj (u;) = fj ()| < Lj luj — vj], her uj,v; € R, j=1,2,...,n,

saglanacak sekilde pozitif L; sabiti mevcuttur.

Agagidaki teoremde (4.7) sisteminin denge noktasinin varligi ve tekligi igin yeter

kosullar elde edilmigtir.

Teorem 4.2 (H3) hipotezine ek olarak kabul edelim ki
a; > |yl Ly, i=1,2,...,n (4.11)
j=1

saglansin. Bu durumda (4.7) sisteminin z* denge noktas1 mevcut ve tektir.

Ispat. = = (z1, s, ...,a:n)T olmak iizere B : R" — R",

B(z) = (By(z),Bs(x),..., B, (2))" € R" doniigiimiinii

1 n
Bi (LC) = a_ (Z bijfj (SC]) + ['L> ) L= 1727 ey T
i \G=1

seklinde tanimlayahm. = = (zy, 2y, ..., ,)" € R™ icin ||z]| = max |z;| normu kul-
<i<n

lanilarak B doniisiimiiniin R" iizerinde bir daralma doniistimii oldugu gosterilecektir.
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Her xz,y € R" i¢gin
1 n
Bi(z) = Bi(y) = — > bii (f () = £ (1)
i1
olup her iki yaninin mutlak degeri alindiginda
1 n
|Bi (z) — Bi (y)| < - > bl 15 (25) = £ ()
i1
elde edilir. (H3) kogulu sagladigindan
1 n
B (@) = Bi(y)| < — > 1bisl Lyl — ]
1 =1
dir. Son egitsizligin her iki tarafinin maximumu aldindiginda
1 n
ggﬁ()—B(N<g%{a§y%Mm%—w}
‘]:
ya da

|Bx — By||,, < max

= 1§i<n{ Z|bw|L |; — y]|}
1
< fg?g; a_Z|sz|L max |IJ =yl
{ Z [bij| L } 1z = yllo (4.12)

< max
1<i<n

a; j=1

elde edilir. (4.11) kosulundan max { Z |bij| L, } <1, i = 1,2,...,n, oldugu
aciktir.
1 n
A = g%{a—iZIbiﬂLj}
j=1
olsun. (4.12) den

Bz — Byl < Arllz — yllo

elde edilir. A; < 1 oldugundan B : R" — R" daralma doéniigiimiidiir ve B déniigtimiiniin
bir tek sabit noktasi vardir. Bu yiizden (4.7) sisteminin bir tek sabit noktasi vardir

ve ispat tamamlanir. m
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Teorem 4.3 Teorem 4.2 'nin hipotezlerine ek olarak asagidaki esitsizlik saglansin.
a; > Li Yy |bjil,i=1,2,..,n (4.13)
j=1
Bu durumda (4.7) sisteminin z* € R™ denge noktas1 Mittag-Leffler kararhdir.

Ispat. Teorem 4.2 ’nin hipotezleri altnda (4.7) denklem sisteminin denge nok-
tast mevcut ve tektir. (4.7) sisteminde y; (t) = z;(t) — xf degisken degistirmesi
yapildiginda agagidaki sistem elde edilir.

(ouD2y)(t) = —azy(t) + Zbijzrj(yj(t)), i=1,2,..,n. (4.14)

Burada aktivasyon fonksiyonu Fj(y;(t)) = f;(y;(t)+27)—f;(x}) dir. j = 1,2,...,ni¢in
F;(0) = 0 ve F; fonksiyonu Lipschitz kosulunu aym L, sabiti ile sagladigi ko-
laylikla goriilmektedir. (4.7) sisteminin z* denge noktasinin Mittag-Leffler karar-
liligim gostermek igin (4.14) sisteminin sifir ¢oziimiiniin Mittag-Leffler kararhligim

gosterecegiz.

V)=V (g )= 3 520

Lyapunov fonksiyonunu ele alalim. V' fonksiyonunun (4.14) sisteminin ¢oziimleri

boyunca Caputo-Hadamard tiirevi alindiginda

n

(cuDpV) (1) = Z; (cuDpyi) (1)
< ; %Q?Ji (t) (CHD%yi) (t)
= Zyz (t) ( a;yi(t ZbljF y] )
<

Z (—Giyf(t) + |y (t

=1

) Z bij F(y;(t))

)
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elde edilir. Lipschitz kogulu ve tiggen esitsizliginden

n

(enDiV) () < 3 | —awi(E) + lui |Z|bw|L o )
i=1
Y yi (O + |y; ()]
= Z _aiy?(t)+2|bij|[/j| Ol 2|7()| )
i=1 =
< 2| awi®+ 5 2 Bl OF +5 )bl L \yi<t>!2>
i=1 = =
n 1 n
< (a’z 22 ‘blj|L +’bﬂ’L)> ()
J=

=1

1
< - min {ai —5 Zl ([bi;] Lj + b Li)} 2@?@) (4.15)
j= i=

elde edilir. Burada

. 1 Z”
A2 :1glil<nn{ai_§ i—1 (|b”|LJ+|bﬂ’Ll)}
j:

olsun. (4.11) ve (4.13) kosullarindan Ay > 0 dir. O halde (4.15) den
(cuDy V) (t) < —2A,V (t)
elde edilir. Lemma 4.3 uygulandiginda agagidaki esitsizlik elde edilir.
V(t) < Ea (—2A2 (log %)a> V (to)

Buradan

i % () < E, (—2A2 (log %) a) i %y? (o)

i=1 =1

Iyl < |2 (-2 (w}))} S,

bulunur. Bu bize (4.14) sisteminin sifir ¢dziimiiniin Mittag-Leffler kararh oldugunu

ya da

gosterir ve ispat tamamlanir. m

Asagidaki ornekte Caputo-Hadamard kesirli tiirevli bir Hopfield yapay sinir agi ele
alinmig ve bu kesimde elde edilen sonuclar kullanilarak denge noktasinin tek ve

Mittag-Leffler kararl oldugu gosterilmistir.
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Ornek 4.1 Asagidaki Hopfield tipi yapay sinir ag1 modelini ele alalim.

(cuDgxi) (t) = —0.321(t) — 0.04f (z1(t)) + 0.02f (z2(¢)) + 0.04

(4.16)
(cuDfxs) (t) = —0.4z5(t) — 0.02f (x1(t)) — 0.03 f(x2(t)) + 0.01

Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) = 0.5 (Ju + 1| — |u — 1|) olup bu fonksiyon Lip-
schitz sartim1 Ly = Ly = 1 olarak saglamaktadir. (4.16) sisteminin katsayilari
a; = 0.3, az = 0.4, by; = —0.04, bys = 0.02, by = —0.02, byy = —0.03, I; = 0.04 ve
I, = 0.01 dir. (4.16) sisteminin denge noktasi

—0.32% — 0.04f(2%) + 0.02f (23) + 0.04 = 0
—0.42% — 0.02f (%) — 0.03f (%) + 0.01 = 0

cebirsel sistemi ¢oziilerek (0.11869,0.0177353) olarak bulunur. (4.16) sisteminin

katsayilar1 Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’in hipotezlerini saglar. Gergekten,
2
1=1 1(}1I1 a; = 0.3 > Z Lj |b1j| = 0.06
j=1

2
i =2icinas = 04> 3 L;|by| = 0.05
j=1
olup (4.11) kosulu saglanir. Benzer olarak

2
i=1ligina; =03>> [bs| =006

j=1

2
i =2igina; = 04> |bjs| =0.05
j=1
olup (4.13) kosulu da saglanir. O halde (4.16) sisteminin denge noktasi tek olup

Mittag-Leffler kararhdir. (4.16) sisteminin 2 (£) = (1 () , 22 (t))" ¢oziim vektoriinin
x1(t) ve xo(t) durum degigkenlerinin grafikleri [¢,,, ¢, 1] arahginda Adams-Bashford-
Moulton yaklagimi kullanilarak elde edilen Caputo-Hadamard tiirevlerini iceren sis-
temin sayisal ¢oziimleri a = 0.1, a = 0.5 ve o = 0.6 degisen degerleri icin Mathe-
matica programu ile ¢izdirilmisgtir (Diethelm vd. 2002). Bu grafiklerde de (4.16) sis-

teminin denge noktasinin tistel kararliligr goriilmektedir.

Ornek 4.2 Asagidaki Hopfield tipi yapay sinir ag modelini ele alalim.

(cuDgxy) (t) = =042 (t) — 0.02f (x1(t)) — 0.01f (x2(¢)) + 0.06

(cuDgxs) (t) = —0.622(t) — 0.06 f (z1(t)) — 0.04f (x2(¢)) + 0.08
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Sekil 4.1 (4.16) sisteminin x; (t) ve x5 () durum degiskenlerinin grafikleri

Burada aktivasyon fonksiyonu f (u) = T olup bu fonksiyon Lipschitz sartim
eu

Ly = Ly = 1 olarak saglamaktadir. (4.17) sisteminin katsayilar a; = 0.4, ay = 0.6,

bll == —002, b12 == 001, b21 == —006, b22 == —004, ]1 = 0.06 ve 12 = 0.08 dir. (417)

sisteminin denge noktasi

—0.42% — 0.02f(27) — 0.01f(x3) + 0.06 = 0
—0.625 — 0.06f(x}) — 0.04f(23) + 0.08 = 0

cebirsel sistemi ¢oziilerek (0.110826,0.046458) olarak bulunur. (4.17) sisteminin

katsayilar1 Teorem 4.2 ve Teorem 4.3’in hipotezlerini saglar. Gergekten,
2
1=1 1(;111 ap =04 > Z Lj ‘blj’ = 0.03

Z—21(;1na2—06>ZL |bgj| = 0.1

olup (4.11) kosulu saglamr Benzer olarak
2

i=1igina; =04>> [bs| =008
j=1

i =2igin az = 0.6 > |bjs| = 0.05
j=1
olup (4.13) kosulu da saglanir. O halde (4.17) sisteminin denge noktasi tek olup

Mittag-Leffler kararhdir. (4.17) sisteminin 2 (£) = (1 () , 22 (t))" ¢oziim vektoriinin
x1(t) ve xo(t) durum degiskenlerinin grafikleri [¢,,, ¢, 1] arahginda Adams-Bashford-
Moulton yaklagimi kullanilarak elde edilen Caputo-Hadamard tiirevlerini iceren sis-
temin sayisal ¢oziimleri a = 0.1, a = 0.5 ve o = 0.6 degisen degerleri icin Mathe-

matica programi ile ¢izdirilmisgtir (Diethelm vd. 2002). Bu grafiklerde de (4.17) sis-
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teminin denge noktasinin tistel kararhihigr goriilmektedir.

t
xq(t) x(t)
0.13
— =01 — a=0.1
— a=05 — a=05
0.12
— a=086 — a=06
n.11k
i 0.04
[ t t
0 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

Sekil 4.2 (4.17) sisteminin x; (t) ve x5 (t) durum degiskenlerinin grafikleri
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5. TARTISMA VE SONU(C

Gergek hayat problemlerini agiklayabilmenin ve ¢ozebilmenin yontemlerinden biri
problemi matematiksel olarak modelleyip incelemektir. Yapay sinir aglar1 da insan
beynindeki sinir hiicrelerinin ¢aligma prensibine benzer olarak kurulmug matematik-
sel modellerdir. Yapay sinir aglarinin temel bilegeni biyolojik bir sinir hiicresinin
islevselligi {izerine kurulu olan bir yapay hiicredir. Yapay sinir agina bir bilgi igleme
yapist gozii ile bakilabilir. Bir yapay sinir aginda hiicreler arasindaki baglantilar
iizerinden girdiler alinip ¢ikt1 iiretilir. Literatiirde yer alan en temel Hopfield yapay
sinir aginin matematiksel modeli

dt

= —a;T; (t) + Zbljfj (l‘j (t)) + Ii? 1= 17 27 s
j=1

dir. Bu tezde ilk olarak Hopfield yapay sinir agi modeli tam say1 basamaktan tiirev
yerine uyumlu kesirli tiirev ile ele alinip denge noktasinin varlik-tekligi ve kesirli tistel
kararlihig: i¢in yeter kosullar elde edilmigtir. Daha sonra BAM tiiriinde tekrarlayan
yapay sinir ag1 modeli i¢in benzer sonuglar elde edilmistir. Tezde yer alan iigiincii
caligmamiz Caputo-Hadamard kesirli tiirevini iceren Hopfield yapay sinir aglarin
kapsamaktadir. Bu caligmada da ilk olarak denge noktasinin varlik ve tekligi icin
katsayilarin saglamasi gereken yeter kosullar elde edilmistir. Devaminda ele alinan
sistemin Mittag-Leffler kararlihigi aragtirilmigtir.

Her ii¢ caligmada da yapilan kararlilik incelemeleri Lyapunov kararlilik teorisine
dayanmaktadir. Ayrica her bir kesimde sayisal érnekler ele alinip o nin farkl deger-
leri i¢in niimerik simiilasyonlar yapilarak denge noktasinin kararliligi grafikler tize-
rinde de goriilmiigtiir.

Bu calismada yapilan analizler uygun aktivasyon fonksiyonlar1 secimi ve baglanti
katsayilar1 tizerindeki uygun kisitlar ile kesirli basamaktan yapay sinir agi model-
lerinin kararliliginin garanti edilebilecegini gostermistir. Ayrica bu tez ¢aligmasinda
uygulanan yontemlerin farkl tiirden yapay sinir agi modellerine uygulanabilecegi ve

kararhilik ile ilgili sonuclarin elde edilebilecegi 6ngoriilmektedir.
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