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OZET

Doktora Tezi
IKi PARAMETRELI HAREKETLERIN KINEMATIK UYGULAMALARI
Murat Kemal KARACAN

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmigman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu doktora tezi alt1 bdltimden olugmaktadir. [k bSltim giris kismma ayrilmugtir,
ikinci bsliim de, temel kavramlara ayrilmigtir.

Ugiincii bsliimde, Oklid diizleminde genel ve 6zel iki parametreli hareketler tammlands.
Bu hareketlerden elde edilen bir parametreli hareketlerin V(A,u) konumundaki
stiriiklenme hizi, pol dogrusu, hodografi ve ivme polii bulundu. Bazi teorem ve
sonuglar elde edildi.

Dérdiincti bdliimde, Lorentz dilzleminde genel ve 6zel iki parametreli hareketler
tammlandi. Bu hareketlerden elde edilen bir parametreli hareketlerin  V(A,u)
konumundaki sirilklenme hizi, pol dogrusu, hodografi ve ivme polii bulundu .Ugiincii
bsliimde elde edilen teorem ve sonuglarin Lorentz didzlemindeki kargiliklar: incelendi.

Besinci boliimde, E? Minkowski uzayinda bir egri boyunca iki parametreli hareket
tammlandi ve bazi teoremler elde edildi.E’ uzaymda bazi ybriinge ylizeylerinin
karakterizasyonlar1 bulundu.

Son boltimde, genel olarak iki parametreli hareketler, donme matrisinin ranki
yardmmyla verildi. Ani vida eksenlerinin geometrik yerinin bir regle yiizey oldugu
gosterildi.

2004, 108 sayfa

ANAHTAR KELIMELER:Bir parametreli Hareket, 1ki parametreli Hareket,
Diizlemsel Hareket , Lorentz uzayi, Bir Egri Boyunca Hareket.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

THE KINEMATIC APPLICATIONS OF THE TWO PARAMETERS MOTIONS
Murat Kemal KARACAN

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of six chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction.

Second chapter is devoted to fundamental notions.

In the third chapter, general and special two parameter motions in Euclidean plane are
defined. The Sliding velocity , pole line, hodograph and acceleration pole at each (A1)
position of one parameter motion which are obtained from two parameter motion
calculated. Some theorems and results are obtained.

In the forth chapter, general and special two parameter motions in Lorentzian plane are
defined. Sliding velocity , pole line, hodograph and acceleration pole at each (A,u)
position of one parameter motion which are obtained from two parameter motion
calculated. Correspondence in Lorentzian plane of theorems and results which are
obtained in the third chapter are investigated.

In the fifth chapter, two parameter motion along a curve in Minkowski space E’ is
defined and some theorems are obtained. Characterizations of some orbit surfaces in
E? are found.

In the last chapter, general two parameter motions are given with the aid of rank of the

rotation matrix. It is shown that geometric locus of instanteneous screw axis is a ruled
surface.

2004, 108 pages

Key Words: One Parameter Motion, Two Parameter Motion, Planar Motion,
Lorentz Space, Motion Along a Curve.
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1.GIRiS

Iki parametreli diizlem hareketleri HLR. MULLER tarafindan genis bir sekilde
incelenmigtir. Diizlemde bir parametreli hareketler i¢in verilen teoremlerin karsilikian
yine diizlemdeki iki parametreli hareketler igin de verilmigtir. Diizlemde bir parametreli
hareketleri temsil eden pol noktalart yerine iki parametreli hareketlerden elde edilen bir
parametreli hareketlerde pol eksenlerinin meveut oldufu gosterilmistir. 3-boyutlu
uzayda Adolf KARGER ve Oene BOTTEMA , iki parametreli hareketleri incelemistir.
Biz bu ¢aligmada , yukarida sézii edilen yazarlann yaptiklanindan esinlenerek once,
Lorentz diizleminde iki parametreli haraketleri tammlayip, daha dnce diizlemde elde
edilen sonuglann, Lorentz diizlemindeki karsiliklarim arayacagiz. Daha sonra, Lorentz
3-uzaymnda iki parametreli uzay hareketlerini tammlayip,bdyle hareketleri
inceleyecefiz. Iki parametreli hareketlerin Fizik’te, Miihendislik’te, Diferensiyel
Geometri’de, Robot Kinematiginde onemli uygulama sahasi vardir. Bir parametreli
hareketler oldukga genis bir sekilde incelenmis ve uygulanmustir. Fakat iki ve daha
biiyitk parametreli hareketler hakkinda fazia bir sey sdylenememektedir. Bu tezin, bu
konudaki ¢aligmalara 6nemli bir katki getirecegine inamyoruz.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Bir Parametreli Diizlem Hareketi

Tanim 2.1.1. Bir genel diizlem hareketi
y,=xcosf—-ysin@+a

2.1
¥y, =xsin@+ ycosf+b @n

ile verilir. Eger 6, a ve b ; ¢t zaman parametresi olmak Uizere, ¢ parametresinin bir
fonksiyonu olarak verilirlerse bu harckete 1-parametreli hareket denir.

Tanmm 2.1.2. Bir parametreli dizlem hareketi

Y A4 Cl|X X a
el HES MRS HESH
d6nistum ile verilir, 4 €0(2) olmak iizere, matris formu
Y=AX+C 2.2)
seklinde de yazilabilir.
Burada, Y ve X swrasi ile sabit ve hareketli koordinat sistemine gore aym bir B
noktasinin yer vektorleri, C 6teleme vektoriiditr.

2.1.1. Hizlar ve hizlarn birlesimi

Bir parametreli hareketler icin iz kavramm agiklayacafiz. Hareketli diizlem, sabit

diizleme gore hareket ederken, hareketli diizlemdeki sabit B noktas: sabit diizlemde ¢

zamamn ile bir egri ¢izsin. Boylece (2.2) denkleminin ¢ ye gore tiirevi alinirsa
Y=AX+4X+C 2.3)

clde edilir.

Tanm 2.1.1.1. (Rélatif Hiz). B noktasinin hareketli diizleme gore hiz vekidriine, yani
B noktas: hareketli diizlemde yOriingesini ¢izerken sahip oldugu vektSrel hiza B

noktasimn izafi (r5latif) hizi denir ve 17, ile gosterilir. (2.3)° denkleminden

dir.



Tamm 2.1.1.2. (Mutlak Hiz). B noktasimin sabit diizleme gore hizina mutlak hiz

denir ve f/: ile gosterilir. (2.3)’ den

vV,=Y
dir.

Tamm 2.1.1.3. (Siiriiklenme hiz1). (2.3) denkleminden

17; = A X+ C
vektériine B noktasimn siiriiklenme hiz1 denir. Yani bir B noktas: hareketli diizlemin bir
noktas: olarak alimirsa, bu noktanin hiz1 siiniklenme hizi olur.

Boylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 2.1.1.1. Bir parametreli bir harekette, bir noktamn mutlak iz vektori,
siiriiklenme hiz vektorii ile izafi hiz vektdriiniin toplamina esittir. Yani

A
dir.

2.1.2 Diénme polii ve pol yériingeleri

Tamm 2.1.2.1. Bir parametreli harekette V¢ anmnda siriklenme iz sifir olan
noktalar: arastralim. Bu noktalar ¥ ¢ amnda yalmz hareketli diizlemde degil aym
zamanda sabit diizlemde de sabit olmak zorundadir. Bu noktalara hareketin v ¢

amndaki polii, ddnme polil veya ani donme merkezi denir.

O halde ¥, =0 denkleminin goziimii bize hareketli diizlemdeki P=(x,,y,) pol

noktalartm verir. Bu noktalarin geometrik yeri hareketli pol egrisidir. Bunun sabit

diizlemdeki karsiligi sabit P= x,.y ) pol noktasidir ve geometrik yeri sabit pol

P

egrisidir,



2.2 iki Boyutlu Lorentz Uzay:

Tamm 2.2.1. I? iki boyutlu Lorentz uzay x=(x,,x,) ve y =(»,,y,) olmak iizere,

(xw.V),_ =X T XY,

Lorentz ig garpimu ile donatilmig IR* dir (Birman-Nomizu,1984-A).

Tamm 2.2.2. ¥ = (x,,x,) € I* olsun. Eger
i) (%,%), <0 ise ¥’e zamans: vektor

i) (¥,%), >0 ise ¥’e uzays: vektor

iii) (%, %), =0 ise ¥’e bosluksu vektor

ad1 verilecektir (O’ Neill, 1983).

Tanmn 2.2.3. ¥ =(x,,x,) e I* i¢in ¥’in normu

71, = y[(z.%),]
olarak tanimlamr (Birman-Nomizu,1984-A).

Bu norm tammina gére asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2.1 ¥ = (x,,x,) e I* olmak iizere
i) [, >0

i) [#], =0 <> % bosluksu bir vektordir.
iii) ¥ zamans: bir vektor ise 7], =~(%,¥),
iv) ¥ uzays: bir vektor ise ||, =(%.%),

(Birman-Nomizu,1984-A).



Tamm 2.2.4. I” iki boyutlu Lorentz uzay1 ve ¥, ¥ e L* olsun.
%53), =0
ise ¥ ve J vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir (Birman-Nomizu,1984-A).

Ornek 2.2.1. 0 vektoriiniin Z* deki titm vektérlere dik oldugu agiktir.

Ornek 2.2.2. ¥ =(1,1) ve 7 = (~11) vektorleri Oklid uzayinda dik olmalarma ramen ,
(%3), =-1-1=-220
oldugundan Lorentz anlaminda dik degildir.

Ornek 2.2.3. ¥ = (1,2) ve 7 =(2,1) vektorleri birbirine diktirler. Ciinki,
(%¥), =12-21=0

dir. Genel olarak ¥ = (x,,x,) ve 3= (x,,x,) € I* vektorleri birbirine diktir.
Teorem 2.2.2.Her ikisi de zamans! veya uzaysi olan iki vektdr birbirine dik olamaz.

ispat. X,y e I? iki zamans: vektor olsun. ¥ = (x,,x,) ve 7 =(y,,y,) igin
(%.%), =%’ ~x; <0 ve (7,9), =y —y; <O olmak iizere
x <x?
W<y
elde edilir. Taraf tarafa garpilirsa
By <xy;
lxlyll <lx2y2|
Oy E Xy,
XY =Xy, #0
(£5), 20
elde edilir. Yani X ve J vektorleri dik olamaz. Benzer ispat uzays: iki vektor igin de

yapilabilir.



Sonug 2.2.1. Iki vektoriin Lorentz anlaminda dik olmasi igin birinin zamans: digerinin

uzays! vektér olmas: gerekir.

Tamm 2.2.5. % € I* zamans: bir vektor olsun. & = (0,1) olmak tizere,
i) (¥,€), <0 ise ¥ vektoriine bir zamansi gelecek(future-pointing) vektor denir.
i) (i‘,é’ , >0 ise ¥ vektorine bir zamans: gegmis(past pointing) vektor denir.

(O"Neill, 1983).

Butamma gore X vektorii zamans: gelecek ise
(%,%), =x}-x; <0 ve x,>0

dir. Bu iki 6zelligi iginde toplayan asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 2.2.2. ¥ = (x,,x,)e [* vektoriniin zamans: gelecek olmas igin gerek ve yeter
sart
|x,| < x,

olmasidir.

ispat.
=: ¥=(x,,x,) € I* zamans1 oldugundan
(%,%), =x' -x1 <0
dir. Buradan
x? <x3 24)
] <[l
elde edilir. Diger taraftan ¥ = (x,,x,) gelecek oldugundan
{(x,,x,).(0,1)), <0
-x, <0
x,>0
olur. Bu degeri (2.4) de yerine yazarsak

lel <X,



elde edilir.
< x| <x, olsun. Bu 0 <x, oldugunu ifade eder. O halde
X,€ ) <0
demektir. Yani ¥ bir gelecek vektordiir. Diger taraftan
| <x, =% <x}
=x?-x <0

X zamansi bir vektordiir.

Ornek 2.2.4. % = (1,2) vektorii iin,
[1]<2
oldugundan X bir zamansi gelecek vektordiir.
Yukandaki agiklamalara gore (,) , i¢ carpim ile donatilmig IR? igin vektorlerin cinsini
Sekil 2.1 deki gibi gosterebiliriz.

Teorem 2.2.3, I* de birim zamans1 vektér ¢ olsun.
(2), =0

olacak gekilde bir tek 7' birim vektorii vardir (Birman-Nomizu, 1984-B).

ispat. Kabul edelim ki 7’ tek olmasm. Yani
(%) =0 ve (£77) =0

olacak sekilde #'=(¢),2,) ve £"=(£},£7) iki vektor olsun. =(¢,,£,) olmak

azere,
- 4 _ L
"o r_ - __ — = , ”
<£’Z)L —zlgl fzgz =0 e2 el = Z_zz‘e_z 22' "‘M" f' _MU
e = ” ” 2 2241 7
(B7) =er-eey=0 4L _G] 64 b
¢ O

elde edilir ki, bu ise ' ve " vektorlerinin lineer bagimhi olmas: demektir. Yani 7'
tekdir.

Baylece 17 uzaym geren birim vektorlerden olugmus bir (?, ?’) bazi bulunmus olur.



BOSLUKSU
GELECEK

YIZAYSI UZAYSI

ZAMANSIIGECMIS

BOSLUKSU

Sekil2.1. I uzay
2.2.1. Hiperbolik radyan

P=(chu,shu)

A 4

f >E?=(cos 0,sin6)
T —>
LA¥
2

SR

Sekil.2.2. I” de gember pargasmm alam Sekil.2.3. 6klid daire diliminin alan:

I? de ag1 kavramma gegmeden 8nce hiperbolik radyan kavrammndan bahsetmek yararh
olacaktrr. Sik¢a kullamlan "shu","chu" ifadelerindeki "#" , hiperbolik radyan
cinsinden agi birimidir. Sekil 2.2 deki birim hiperbol tizerindeki bir P noktasmin
koordinatlar1 olarak verilen "shu","chu" sayilari, birim gember (Sekil 2.3) lizerindeki
bir Q = (cosd,sin#) noktasinm koordinatlarina oldukga benzemektedir. Birim gember
tizerinde Q noktasmm koordinatlar i¢in kullamlan # radyanlik agi Sekil 2.3° deki



tarali alamn “2 katindan” ibaret bir biyiiklitktir. Ayn: sekilde hiperbol tzerindeki P
noktasimn koordinatlan igin kullamlan "%" hiperbolik radyanlik a1 ise yine Sekil 2.2}
deki tarali bolgenin alaninin “2 katindan” ibaret olan bir biyiikliiktir (Silverman ,1985).

2.2.2 A¢i kavrami
Simdiye kadar yapilan agiklamalar yardimyla ag1 kavrammini tammlayabiliriz.
Tanm 2.2.2.1. (Zamans: gelecek (gegmis) vektorler arasindaki agr).
¥,y €I’ zamansi birim ve gelecek (gegmis) iki vektdr olsun. ¥ den J ye agimmn
Lorentz anlamtndaki dlgiisti # € IR ise,
A%, 5)=u
olarak gosterilecek ve bundan ¥ = (x, ,xz), 7=0, yz) igin A(i:', jz'): u olmasi,

e
shu chullx, | |y,
esitliginin saglanmasi  olarak anlagilacaktir (Birman-Nomizu,1984 A-B). %,¥
vektorleri arasindaki agi, ¥ ve y nin koordinatlaninin belirlenmesinde kullamlan
bazin segilisinden bagimstzdir. Bu tamuma gore,
A%, 5)=u

ise

A5,%)=-4%5) ve L-%-5)= 4%
dir.

\ 4

Sekil2.4. I de agilar 1



Tamm 2.2.2.2. (Zamansy, biri gelecek diferi gegmis olan iki vektor arasindaki ag).
% zamanst gelecek birim vektdr, ¥ zamansi gegmis birim vektor olsun. Bu durumda y
gelecek birim zamanst vektordir. Tanim 2.2.2.1 e gbre
u=L(-5,%)
ise ¥ den y ye olan agt
A% 9)=—u
olarak tammlamir (Sekil 2.5)(Birman-Nomizu 1984-B).

v

Sekil.2.5. I* de agilar 2 Sekil.2.6. I* de agilar 3

Teorem 2.2.2.1. ¥ den y ye agi "u" ve X,y zamans gelecek birim iki vektor ise
chu =~(%,5)
dir (Birman Nomizu,1984-A).

Ispat. ¥ den ¥ ye ag1 "#" oldufuna gore,

o w2

Y, = x,chu +x,shu
¥, = x;shu + x,chu

dur.

10



(5:', j'i) L= ((xl,x2 ), (x,chut + x,shu, x, shu + xzchu)> .
= (& - x})chu
- e, e
=—chu
elde edilir.

2.2.3. I’ de Dénme

Tanmn 2.2.3.1. I* de donme matrisi diye » € IR olmak iizere,

chu shu}

Al = {shu chu

2x2 matrisine denir (Birman Nomizu, 1984-A).

Bu donme kavramu Oklid uzayindaki dénme kavrammndan farklidir. Bunun anlamint

Sekil 2.7 ile agiklamaya galigalim. Buna gore,

<He ]

dir.

Sekil 2.7. I’ de eksenlerin donmesi Sei(il 2.8. [’ de donmenin geometn:k ifadesi

v
Béylece genel olarak, I? de, » radyanlik bir donme, Sekil 2.82ddki gibidir. Yani I Ve
IIL bolgede, merkezden kagan ve bosluksu vektorlere yanasan noktalar, II. ve IV.

11



bolgede ise, merkeze ve bosluksu vektorlere yaklagan noktalar bu dénmenin esasini
olusturmaktadir.

Teorem 2.2.3.1. A(x) matrisine karsibk gelen 4:7? — [’ lineer doniigiimi ,
zamanst vektorleri zamansi vektorlere, uzaysi vektdrleri uzaysi vektorlere, bosluksu
vektorleri bogluksu vektérlere donigtiiriir. Yani 4 yonlendirmeyi korur (Birman
Nomizu, 1984-A).

Ispat.¥ < I* ve ¥ zamans bir vektor olsun. ¥ = (x,,x,) olmak iizere,

—— | x,chu+x,shu
A(u)x =

x,shu + x,chu
dir ve
<A(u)x,A(u)x> = (xlchu + chshu)2 - (x]shu + xzchu)2
L

=x' (chzu - shzu)— x2 (chzu - shzu)
x

—x2

(%.%),

=

¥ zamansi oldugundan,
<A(u)x,A(u)x> <0
L

elde edilir. Benzer ispat uzays: ve bogluksu vektorler icin de yapilabilir.

Teorem 2.2.3.2, A(x) matrisine kargilik gelen A4:I* — I’ lineer doniigiimii, zaman

yonlendirmesini korur (Birman Nomizu 1984-A).

ispat. ¥=(x,,x,)e I* ve ¥ gelecek olsun. & = (0,1) olmak iizere,
(4@ @) <o

olur. Benzer sekilde, gegmis X vektorii igin yine
(w0, o

olur ki, A(#) zaman yénlendirmesini korur.
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Teorem 2.2.3.3. A(z) matrisine karsilik gelen A4:1* — I* lineer doniigimy, iki
nokta arasindaki uzakhg korur.
ispat. x= x,%,),y=0,y,) L' deiki nokta olmak iizere,

E =) =X, Y, —%,)

olur.

d(x,}’)zl’;_}’"L = \[(Gl _xl)z -, _xz)z)

oldugunu biliyoruz. Diger taraftan
A(u)x = (x,chu + x,shu, x, shu + x,chu)
Aw)y = (yIChu + y,shu, y,shu +J’2Ch”)

dir. Buna gore
d(dyx, A)y) =[AwA@)y],
=[Gxe, -y, dehu+(x, - y, Jshu, (x, -y, )shu +(x, - p, )ehu),

h \/ (5 =) W u+(x, —y,) sh*u+2(x, - ,)e, -y, Jehushu
=(x, -y )2 sinh? u—(x, '_y:)2 cosh’ u—2(x, ~y,)(x, — y, Ychushu

=y (5, ~3,)2(ch*u—sh*u)~(x, - y,)* (ch*u~sh™u)

=J(x1 _yl)z —(x, —y2)2
=d(x,y)
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2.3. 3- Boyutlu IR]3 Minkowski Uzaymda Vektorel Carpun
Bu kesimde, /R’ uzaymdaki eriler ve yiizeyler geometrisinde onemli kavram olan,

Lorentz anlaminda vektorel carpim ve bununla ilgili temel 6zellikler verilecektir.

Tamm 2.3.1. %=(x.%,,x,),¥=(,),,»,) gibi iki vektériin Lorentz anlaminda
standart i¢ garptmu
(, )L (IR xIR? — IR
(£5) = (£7), =—xp+xy, +xy,

bigiminde tammlantr. Eger ¥ = ¥ ise,

J#1, = yi%.2),|

esitligine ¥ vektoriiniin normu denir (O’ Neil, 1983)

Tamm 2.3.2. €=(c,,¢,,0,), p=(p,,p,,p,) olmak tzere & ve pPnin vektorel

garpimi
-+ 4+

CapD=detjc, ¢, ¢

p, P, Py

= (chs —C Py, D163 — G P3G D, "czpl)

bigiminde tanimlamr. & ye karsihik gelen matris C ise C.p=¢na, p dir.

Teorem 2.3.1, IR?, 3-boyutlu Lorentz uzayinda dort vektor i = (a,b,c), ¥ = (x,y,z),
% =(p,q,r) ve T = (k,I,m) olsun. Bu durumda asagidaki ozelikler saglamr.

(@ n, 7, W), = det(@, ¥, W) (2.5)
)i Ay (F A, W)= (@,7), %—(3,W), 7 2.6)
)@ A, 7,8), =0,(F A, 7,7), =0 @7
W)@ A, 5,0, T), =@, %), (5.7), +(@.7), (7,%), (28)

V(@A VAL V), =~(5,0), (7.9), +(5,9), (%.0), (2.9)

14



Ispat.
i) @A, ¥=(cy—bz,cx—az,ay—bx) (2.10)
(@ A, 7, %), = —pcy+ pbz +qex — gaz +ray — rbx

a b ¢

det(@,7,#) =det| x y =z
pqr

det(i, ¥, W) = —pcy + pbz + gcx — qaz + ray — rbx

(2.10) ve (2.11) esitliklerinden

(2.11)

({@n, ¥, w) | = det(id, v, %)

elde edilir.
i) @ A, W= (gz - yr, pz—xr,xq - py)

- + +
in, Wn, wy=detl a b c

9z—yr pz—Xxr Xxq-—py

ii A, (A, %) = (epz - cxr — bxq + byp, czq ~ cyr — axeq + apy, apz — axr — bgz + byr)
in, Fa, wy= (—ax+by +cz)(p, q,7)— (—ap +bg +cz)(—x,—y,—z)
in, Fa,wy= (ﬁ,ﬁ)!_w—(ﬁ,ﬁ")j
iii) (2.5) denkleminden
(# A, 9,8), =det(@,7,d) =0 ve (ii n, ¥,7), = det(@,¥,#) =0 bulunur.
iv)

(i A, ¥, A, f)L = (l-c',ﬁ':/\L 7>L
(

elde edilir.
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v) 2.8) esitligi her @,%,w,f e IR} icin gegerlidir. Ozel olarak

segilirse

elde edilir.

Tamm 2.3.3. L} Lorentz uzayinda A~ = 4" ¢ esitligini saflayan 4 matrisine semi-
ortogonal matris denir.
a, a, a; -1 00
A=|ay ay ay | veisaret matrisimiz £={ 0 1 0
ay Gy Gy 0 01
dir. O halde
A=A
a, —a; —a;
A" =|-a, a, a,
—d; 4y a4y
Tamm 2.3.4. C” =—£C¢ esitligini saglayan C matrisine Lorentz anlammda anti-

simetrik matris denir.

0 ¢ -¢
C=le 0 -¢
-¢, ¢ 0

matrisi C7 = —¢Cs gartim sagladigindan Lorentz anlaminda anti-simetrik matristir.
Aynica C <> € =(¢;,¢,,¢;) ise Ce=[0] dur.



3. OKLIiD DUZLEMINDE iKi PARAMETRELI HAREKETLER
3.1. Genel iki Parametreli Diizlemsel Hareket
Bu bolimde genel iki-parametreli diizlem hareketini inceleyecegiz.

Tanmn 3.1.1. Genel bir iki-parametreli diizlem hareketi
= xcfasﬁ(l,#)—ysin O(A, uy+a(d, ) a1
¥, = xsin 6(4, g) + ycosB(A, ) + b(4, )
ile verilir ve M, ile gosterilir (Stanisic, 1986). Burada (y,,y,) sabit ¥ diizleminin
ve (x,y) de hareketli E dizleminin koordinat fonksiyonlanidir. Eger A ve u , f
zaman parametresi olmak tizere, ¢ nin fonksiyonlan olarak alinirsa, bir-parametreli M,
hareketi elde edilir. Bu harekete M, hareketinden elde edilen A/, hareketi denir. (3.1)
denklemini

Y=AX+C, Y =[y, »,T, X =[x yF, C=[a bT , A=[°°se(’1’”) _Sine(ﬂ’”)]

sind(4, 1)  cosb(4, 1)
seklinde yazabiliriz. Biz burada genellifi bozmayacak sekilde (2,4)=(0,0)
konumunda iki diizlemin gakigmasi igin £(0,0) = @(0,0) = 5(0,0) = 0 alabiliriz.

Teorem 3.1.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketli ditzlemdeki pol
noktalan V(4, ) konumunda bir dogru tizerinde bulunur.

ispat. 4 ve C matrislerinin 7 ye gore tirevleri aliirsa, /.iX +é' =0 denkleminin

¢Oziimii, hareketli diizlemin pol noktalarim verir. Hareketli diizlemin pol noktalar:
P(x,,y,)=X=-4)".C

dir.
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sin 6(4, ,u)(al ita, L] ~cosf(A, u)(bZ A+b, ;})

X, = - .
(0,1 i+6, ,u)
.. N
coséd(4, ,u)[al A+a, ,u] +sin (4, ,u)(b , A+d, ,u)
Yp = . .
(91 i+8, pj

elde edilir. y, den i

ﬂ
[cosé‘(l, wa,b; +sin (4, u)b,60, —cosO(A, p)a,f, —sin 6(4, u)b,; 0, jxp

gekilip x, de yerine yazilirsa

+sin 64, 1)a,6, - cosO(4, )b,8, —sin O(4, p)a, 0, +cosb(A, 08,8, ]y,  (33)

= [lcosoa. ) a,5, -~ (sin 61, ) B4, - (cos6(, 1)) a, b, +(sin (2, s a,b, ]

dogrusu elde edilir.

Sonug 3.1.1. A, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketli diiziemdeki pol
noktalarn (4, x) = (0,0) konumunda

(a,6,-a,0,)x,+,6,-8,60,)y, =a,b,-a,b, G4)
dogrusu iizerinde bulunur.

Teorem 3.1.2. M, den ¢lde edilen M, hareketlerinin, sabit diizlemdeki pol noktalan
V(4, 1) konumunda bir dogru iizerinde bulunur.

ispat. (3.2) deki P(x,,y,) noktasi ¥ = AX+C denkleminde X yerine yazilirsa,
sabit diizlemin P = (Z, ;;) polii bulunur.

Pe [cos O(A, 1) —sin6(4, p)}[x,}r {a(l, y)J
sin6(4,p) cos@(A,u) ||V, | |B(A,4)

denkleminden
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_ b A+b,p
%, =Ry a(a, )

P

6,2+0

* “,” (3.5)
— A+a
¥, =% R b,
6,A+6, 1

pol noktalar: elde edi]ir.;; degerinden i gekilip x_,, de yerine yazilirsa
u

(@.8,-a,0,)x,+b,0,-5,0,)3, =BA 1),6,-b,8,)+aA p)(a b, +ab,) +ab,~ba, (3.6)
dogrusu elde edilir.

Sonug 3.1.2. A/, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit diizlemdeki pol noktalan
(4, 1) =(0,0) konumunda
(@,0,-a,6,)%, + (6,0, -5,0, ), =ab, —a,b,

dogrusu fizerinde bulunur.

Sonu¢ 3.1.3. M, den eide edilen A, hareketlerinin, sabit ve hareketli diizlemdeki
pol dogrulart (4, ) = (0,0) konumunda gakigiktir.

M, den elde edilen M, hareketlerinin pol dogrusunu hareketli ditzlemdeki y ekseni
olarak segelim. Bunun igin A=#=0 igin x, =0 oldugundan

b, A+d » ,u
X, ==V~
0,A+6, 1
den

b, ﬂ.,+ b, ;t: 0

elde edilir. 4 ve u bagimsiz hareket parametreleri olduklarindan sifirdan farklidirlar, O
halde &, =b, =0 olmahdir. Boylece
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x =0
_adta,p G.7)
s
0,i+6,u

elde edilir. Bu 6zel durum sabit diizlemin pol dogrusunun da , sabit diizlemin y,
ekseni ile cakigmasint gerektirir. Yani
x,=0
_ aiean
6,0+ o, n
dir.
Hareketli diizlemdeki herhangi bir sabit B(x, y) noktasmn, (4, 1) =(0,0) konumunda

ve pol eksenini y ekseni segtiimiz, yani b, =5, =0 durumunda siriiklenme hizi
Vi =(,y,) dr. b,=b,=0 icin

.);1 :—(6/1 /.'L+0ﬂ ;.t)yﬂz,1 /:L+a”;¢
(3.8)

¥, = (9,1 ;‘L+ 6, y)x

elde edilir.

Teorem 3.1.3. M, den elde edilen M, bareketleri, (4, #)=(0,0) konumunda ve y
ekseni pol ekseni olmasi durumunda ( b, =4, =0 ), P pol noktasindan B noktasina
giden pol 15101, B noktasimn I—/; stiriiklenme hiz vektoriine diktir.

ispat.

a, :1+ b, y

. (2 B:(xay),

P=10,
6,4+6, u

7; = [—(01 i+6,‘ ;.z)y +a, ﬂ'»+a,, ;1 A i+6ﬂ ;.l)xj
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olmak tizere

(ﬁP—B) = —xy(6, A+ 6, p)+x(a, A+a, p)+ (6, A+6, u)-x(a, A+a, 1)
=0
elde edilir.

Teorem 3.1.4. M, den elde edilen M, hareketlerinin 17; strikklenme hiz

vektorlerinin boylar1 V(4, #) konumunda

Pl-

=|é

0, 4+6, 4

Z

g

dir.

Ispat.

¥ = {-sin (A, ) ~x,) ~ cOSBA )Y - ¥,),c0860(k 1)(x—x, )~ SnB(A, 1)y - ¥,)

- %/(x—x,)’ +0-3,)
i
elde edilir.

Teorem 3.1.5. M, den elde edilen M, hareketleri i¢in P pol noktasindan B

noktasina giden pol 151 ile lt’; siirilklenme hiz vektorii  arasindaki agt y  olmak
tizere , V(A,z) konumunda w(A,u)= % +8(A, 1) bagntis vardir. Bu iki vektoriin

dik olmasi i¢in @(4, ) =2kx (k=0,1,2,...) olmahdir.
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ispat.
X e\ o
’ =_[A) e
Vo
esitliginden é cekilip IZ:AX +é denkleminde yerine yazilirsa

V, =6l-sin 61, u)(x - x,) ~ cosB(A, 1)y - ,),c088(, i)x ~ x,) — sin (A, L)y - »,)
bulunur.
PB=(x~x,,y-7,)
oldugundan

(PB.V;)=-6.sm0(1, y).HFEHZ (3.9)
elde edilir.

(57 Pevis
oldugundan bunu (3.9) da yerine yazarsak

PP = it
P cnv -5 o ]
cosy/(4, p) =—sin (4, 1)
= cos(% +6(4, y))
esitliklerinden
v (ho )= 2+ 604 p1)

elde edilir.
Tamm 3.1.2. (Hodograf). Sabit bir noktann siiritklenme hiz vektérleri, kendilerine

paralel kalmak tizere baslangic noktasina tagindidinda, bu vektorlerin u¢ noktalarnm
geometrik yeri bir egri olup bu egriye hodograf denir (Sububi 1981).
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Simdi deM,, den elde edilen A/, hareketlerindeki herhangi bir (x,y) noktasinm
2 L2

hodografimn geometrik yerini V(A, z)igin araghram. Bunun igin j.-f-p =1

alalim.(3.1) denkleminin 7 ye gore tiirevi alimp /1 ve ,u gore diizenlenirse

3, = (= xsin8(4, 46, — ycos(A, ) +a, ) A+ (- xsin 04, )6, — ycosB(A, )6, +a, )i

9y = (xc0s6(A, )6, — ysin6(A, i)+ b, ) A+ (- xcosO(4, )6, — ysm (A, )8, +b, )t

«2 42

elde edilir. Cramer metodu ile :1 ve ,;1 degerleri bulunup A +u =1 de yerine

yazilirsa ,
T = (~xsin 8(4, u)8, — ycosO(A, w)8, +a, )xcosé(A, )8, — ysin (4, w)8, +b,)
- (xcosﬁ(l, )0, —ysin (A, 1), +b, )(— xsin (A, u)8, — ycos8(4, u)8, +au)

olmak iizere

o 8
[ecos6i, 6, - ysind(, 16, +5, " +(xcosBA, 136, - ysin6(i, ), +b, Y |5,

. 2
+|-xsing(, 18, - yeos8(a, 198, +a, ) +(~xsinb(A, 18, - yooso(, i, +a, ) |y,

~ [(xoose(ﬂ.,p)eﬂ—ysiné(i,,u)aﬂ+bﬂ)(—xsin0(l,y)€,,—ycos@(l,p)é?‘ﬁaﬂ)}- .
+(-xsing(4, 1), -~y c0s6(d, )6 +a; YiweosO(A, )6, ~ysin (A, 1 +b,) | 7

T (3.10)

denklemi elde edilir.

Teorem 3.1.6. M, den clde edilen A4, hareketlerinde herhangi bir (x,y) noktasmin,
(4, 4)=(0,0) konumunda ve pol dogrusunun y ekseni olmasi (b, =3, = 0) durumdaki

hodografi bir elipstir.
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Ispat. (3.10) denkleminde A=p=b,=b,=0 alimirsa

[0, 6,55 + [0, +8,)-250,a, + ,0,)+ (@;? + a,)]5s (3.11)

—2f 6, +6,2)+ 26,4, +6,0,)]y. v, = [x6,a, - 6,a,)F
denklemi elde edilir. Bu ise bir elipstir. Gergekten de,

Ax® +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F =0
genel konik denklemi olmak tizere, (3.11) denkieminde
A=x*(9: +62)
B= —xy(@f + Oj)+ x(@za,_ +0ﬂaﬂ)
C=y’ (6} +0j)-— 2y(6,a, +0,,a,,)+ (aj +af,)

oldugundan,

A4

B
detl |=A4C-B =x*(0,a,-6,a,) >0

dir. Buise denklemin elips oldugunu gésterir.

Bu elipsin alam ise mx(8,a,-8,a,) dir. Gorildigi gibi bu alan sadece x e

baghdir. Yani y ekseni iizerindeki bir noktamin hodografimin olugturdugu elipsin alam
sifirdr.

Teorem 3.1.7. M, den elde edilen A/, hareketlerinde, x ekseni tizerinde bulunan
simetrik iki noktanin, (4, ) = (0,0) konumunda ve pol dofrusunun y ekseni olmasi
(b, = b, =0) halinde hodograflan ayn: bir elipstir.

ispat. (3.11) denkleminde B,(£,0) noktast igin

2 )l 2 A .
(ﬂ"(ﬁy +0, ))yl +(a,1 +a, )y2 —2(£(n9,1a,l +9,,a,‘))y1 V) =(2(9‘,a,1 —49,1ap))z (3.12)
denklemi elde edilir ki, bu ise bir elipstir. Bu elipsin alam ise #£(f,a, —6,a,) dir.

B,(-£,0) noktas: iginde ayni elips elde edilir.
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3.1.1. Hareketin ivine polii

Hareketin siiriiklenme ivmesinin sifir olmast yani 4 X +C =0 denkleminin ¢dziimii

bize hareketin ivme pollerinin koordinatlarini verir. Denklemin ¢bziimiinden
.. -1 -
X=P(x,.y,)= —(A] c

veya

[Z (E in 04 1)+ 6 cosO(A, ,u)J +.I;(—§cose(l, 1)+ sinO(A, ,u)JJ

Xp = iz
s , o +‘i i L (3.13)
[a( Gcos@(A, u)—0 sinb(A, ,u)J +b[9sin (A, p)+0 cosB(4, ,u)] }
Vip = R
6 +0

elde edilir. Bununla beraber 8(4, 1) =(0,0) =0 igin

ip o4 se2

g +6
(a6-5¢)

Vi = o4 a2

g +6

elde edilir.

Teorem 3.1.1. A/, den elde edilen Af, hareketlerinin ivme polleri, (4, x) = (0,0)

konumunda ve 4= ;4 =0 olmas: halinde, sabit ve hareketli diizlemin pole dogrusu ile

cakigir.
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ispat. (3.13) denkleminde (A,u)=(0,0) ve (/’L, ;.1) =(0,0) yazihip diizenlenirse

(b,1 Z+b” ;)
T ST e ey
(ed i+, ,u)
(3.14)
(al Z+aﬂ ;)

Yo =78
(0,. A+8, y)

elde edilir. y,, den 3 ¢ekilip x;, de yerine yazilirsa

7
(.0, -a,8,)x,+,0,-b,8,)y, =a,b, —a,b,

dogrusu elde edilir ki, bu da s6z konusu dogrunun sabit ve hareketli diizlemin pol

dogrularn ile gakiymasi demektir.

3.2. Ozel iki Parametreli Diizlemsel Hareket

Bu Kisimda, Bottema’nin inceledigi iki parametreli diizlem hareketi, bir nceki kisimda
genel olarak inceledifimiz iki parametreli hareketlerden elde edecegiz.

Tamm 3.2.1. (3.1) denklemindeki genel iki parametreli diizlemsel harekette eger
O(A, p)=A ve a(A,u)={u alinirsa, bu harekete 6zel iki parametreli hareket denir ve
bu

Y, =xcosA-ysinA+{lu

) (3.15)
Y, =xsin A+ ycosAd+b(4,u)

dir (O. Bottema ,1979).

A ve y, tnin fonksiyonu olarak alimirsa, bir parametreli hareket elde edilir. Bu harekete
M, den elde edilen bir parametreli hareket denir ve M, ile gosterilir. A(r), u(t)
segiliglerinin her biri bir parametreli hareket verir. Yani burada
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AD=4M)  pO) =m0
AO=20  uO)=pm0

) = A,(1) ut)y=p, @
segilisleri ayr1 ayr birer bir parametreli hareketler tammlarlar. b(/'L, ,u) belirlendiginde, ¢
ye bagh A ve u fonksiyonlar degistiinden sonsuz tane bir parametreli hareket elde
edilir. Yani iki parametreli M, hareketinden sonsuz tane bir parametreli M,
hareketleri elde edilir.
Simdide M, den elde edilen M, hareketlerinin z vektdrlerini aragtwalim. Bunun

i¢in hareketli diizlemdeki sabit bir B(x,y) noktasmnm siiriiklenme hiz1 _I;; olsun.

Teorem 3.2.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketli diizlemdeki pol
noktalar1 V(A, ) konumunda bir dogru iizerinde bulunur.

ispat. B noktasi hareketli diizlemde sabit olacafmdan 17,. =0 ve aym nokta sabit
diizlemde de sabit olacag i¢in 1% s = 0 olacaktir. 7; =0 icin

AX+C=0
denkleminin ¢6ziimii hareketli diizlemin pol noktalarmni verir . Hareketli dilzlemin pol
noktalari

X=P=—4)"C (3.16)
dir.

Burada det:4 # 0 ve dolayisi ile /.1 regiilerdir ve (;1)'1 meveut olur. Gergekten
(3.15) denklemi
[y,]= [cosz ~sin lil[x}{ Ly ]
¥, sinA cosd ||y b(A,u)
seklinde yazlabilir ve 4 nmn ¢ ye gore tilrevi amirsa
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/-1=i—sinl —c?sl ,1}'—=:1,d—ﬂ=;1
cosl -—sind dt dt
elde edilir.
(;IJ"’_l -sinA cosi
~ jl-cosA —sind
ve C nin tiirevi alimirsa
c=|
bll+b”,u

elde edilir. Bulunan bu degerler (3.16) denkleminde yerlerine yazilirsa

-7.C
1| 2p-cosi(b, A+b, p)

| picos i +sin AGb, A+ b, 1)

X =

elde edilir. Boylece hareketli diizlem i¢in P = (x,,y,) bulunur. Ayrica

; b 21+b )
x, =€£.l—sinﬂ. —£—f——.’£cos/1
A y
(3.17)
; b, A+b, /.
Y, =Z—‘t;l-cosl+-(—l—.—”—/—lzsh12.
A A
olarak da yazabilir. S$imdi (3.17) de buldufumuz y, deferinden 4 degerini
A
gekersek
Y,—b;sini

=b,,sin/1+2cosl

p.h:.

olur ve x, de yerine yazarsak
(b, sin A+ £cosd)x, +(—¢sin A +b,cosd)y, +£b; = (3.18)

dogru ailesi elde edilir. V 4, i i¢in bu denklemden bir doFru elde edilir.
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Sonug 3.2.1. M,, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketli diizlemdeki pol noktalar1
A = u =0 konumunda,
ix,+b,y,+1£b, =0 (3.19)

dogrusu tizerinde bulunurlar.

Gergekten (3.18) denkleminde A = u = 0alinrsa biitlin M, hareketlerinin pol
noktalarinin geometrik yeri
£x,+b,y,+£b, =0

dogrusudur ( Bottema, 1979) .

Ozel olarak y, =0 igin

— b,
e~
P b,sinA+Lcosd
- . . —1b,
elde edilir. Bu ise V¢ aninda pol dogrulari, kesim noktass (———=——, 0)olan
b,sin 1+ £cosd

bir dogru demeti olusturur.

Teorem 3.2.2. M, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit diizlemdeki pol noktalan
V(A,4) konumunda bir dogru iizerinde bulunurlar.

ispat. Buldugumuz P=(x,,y,) noktasman ¥ =AX+C denkleminde X yerine

yazarsak sabit diizlemin P= (_,,,J_z;) poliinl bulmus oluruz. Bdylece

| b, cosa+E (tsin A +b, cosd)
P cosA -sind i . Lu
“|sinA  cosi p (A, 1)
b,sin A+7-(b,sin A+ £cosl)
2

esitliginden
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elde edilir. y_,; degerinden
A

£ b u)+ 02

P=|-b,+tu-b,%,
A 2
(3.20)

X, ==b, +lu-b, "~
i

¥, =bh,my+ 22
A

V]
3.21)

gekilip x_p de yerine yazilirsa

Ox, +b,y, + b, ~ 02 u—b,b(A, 1) =0

dogrusu elde edilir.

Sonug 3.2.2. M,, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit dlizlemdeki pol noktalan
(3.22)

A= u =0 konumunda,
Cx,+b,y, +1b, =0

dogrusu fizerinde bulunurlar.
Gergekten (3.21) denkleminde A = 1 =0 ahnwrsa biitlin M, bareketlerinin sabit

diizlemdeki pol noktalarinin geometrik yeri olarak
x,+b,y,+b, =0

dogrusu elde edilir.
Sonug¢ 3.2.3. Sabit ve hareketli diizlemdeki pol dogrulam A= =0 konumunda

olup olmadigini arastirabm. Oncelikle O. Bottema’ nin inceledigi pol ekseni y ekseni
olan ve M, den elde edilen M, hareketlerini ele alahm. Bunun igin
A=p=0,b; =b, =0 olmaldr.(3.17) dan

cakigiktir,
M, den elde edilen M, hareketlerinin stiriklenme mz vektdrlerinin pol igmina dik
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(3.23)

elde edilir.

Hareketli diizlemdeki herhangi bir sabit B(x)) noktasmin siiriklenme hiz
7;:();,,);2) dr. A=u=0 ve b, =b, =0, b(A,)#0 icin (3.15) denkleminin

tlirevinden

n=-yit+lu

Y, =x2

(3.24)

elde edilir. Pol ekseni y ¢kseniolan M, denelde edilen M, hareketlerinin
stirliklenme hiz vektorleri i¢in agagidaki teoremi vermek miimkiindfir.

Teorem 3.2.3.M, harcketinden elde edilen biitin M, hareketleri i¢in A=p=0

konumunda, P pol noktasindan B noktasmna giden pol ismi, f/7 siiriiklenme hiz
vektoriine diktir.

Ispat. M, hareketinde

PB=(x,y-tL)
A

V, =(-p A+ Lpx i)
olmak iizere
(PEV;)=0

elde edilir.

Yani, pol ekseni y ekseni olan iki parametreli M, hareketinden elde edilen biitin M,
hareketleri igin PB ile ¥, birbirine diktir. Bu esitligin bir parametreli hareketler igin
daima saglandig1 ( Miiller, 1963) tarafindan g&sterilmistir.
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Simdi herhangi bir (1,4) konumu icin bu egitliginin saglanip saglanmadigm
aragtiralim.

Teorem 3.2.4. M, hareketinden elde edilen biitiin A, hareketlerinde, 7; stirliklenme

hiz vektSriiniin boyu

Zht

75| (3.24)"

dir.

Ispat. Bir 6nceki teoremin ispatinda tanimlanan

PB ve 17; vektorlerinin normlan alinirsa

||ﬁ" =J(x-x,)2 +(r-3,)?

ve

"7/.":‘5'\/("—‘“#)2 +0-7,)

elde edilir. Buradan (3.24)° esitlifinin saflandif1 kolayca goriiliir.

Teorem 3.2.5. M, hareketinden elde edilen biitin 24, bareketleri i¢in P pol

noktasindan B noktasina giden pol 151m ile 7; stiriiklenme hiz vektérii arasindaki ag1 @
olmak tizere, (/?., u) konumunda &8 =%+A bagmtisi vardr. Bunlarm dik olmasi igin

A=2kz (k=0,1,2,...) olmaldur.

Ispat. Bunun igin 6nce (3.15) hareketinin stirtklenme hizim bulalim. Hiz vektorii pol
noktalar1 cinsinden yazilirsa, (3.15) denkleminden

X N .
{ ”} =—(4)*.C
Ve

elde edilir, buradan da
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C=-a"
Yy

Bu esitlik 17; = .:IX + é denkleminde yerine yazilir ise

bulunur.

7,‘=;1X+(.,‘

=:4X-:4[x”]
Ve
i)
Yo
_3 —sind -cosd||x-x,
" 7| cosd  -sind Y=Y,
i—(x—x,)sin/‘L ~(y~y,)cosid
(x—x,)cosA —(y-y,)sind

ya da
V, =2 (—x,)sin A—(y-p,)cos A, (x~x,)cos A~ (¥ - y,)sin ) (3.25)
ve
PB=(x-x,,9-,) (3.26)
olur. Buradan
(PB.V;)=-4sin al(x-x,)* +(-7,)?)
elde edilir. Bu da
(37« P
denklemine esittir. Ayrica
(737 - P v
oldugundan son iki denklemi birbirine esitlersek
i

2

[P8] 2[[PB].cos6 = - 25in [PB

33



buradan da cos@ =—sin A elde edilir. Bu esitlik ¢6ziliirse

cos@ =—cos(%—/1)
= cos(fr— (%— z))

bulunur ve & =%+/’L sonucuna varilir. Eger A=2kz, (k=0,1,2,...) ise bu iki vektor
birbirine dik, A # 2kz ise noktamn stiriiklenme hiz vektdrii ile noktayr P poliine

baglayan 6 acisi ile A arasmda 8 = % + A bagntis1 mevcuttur.

Teorem 3.2.6. M, den elde edilen biitlin A/, hareketlerinin (/1, 4) konumuna kargihik

gelen sabit ve hareketli diizlemdeki pol dogrularmin dogrultman vektorlerinin boylar
esittir.

Ispat. (3.18) denklemindeki P polii, f— parametresi cinsinden yazihrsa
A

P =(~b, cosA,b, sin 1)+ £ (¢sin 1~ b, cos 4,b, sin 4 + Lcos 4) (3.27)
A

bagmtist elde edilir. P poliinii P=p + &5 seklinde yazarsak, bunun anlami P nin
1 1

A
geometrik yeri p, noktasindan gegen ve doBrultmam 1_2; olan bir dogru ailesi

olmasidir.(3.21) denklemindeki sabit diizlemin P poliinii -'li parametresi cinsinden
A

yazarsak

P=(=b, +tu,b(A, )+ 2 (-b,.0) (3.28)
A

dogrusu elde edilir. P = —1;; + f.iz seklinde yazabiliriz. (3.27) ve (3.28) esitliklerindeki
A

dogrultmanlar
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Vv, =(sin A~b, cosA,b, sin A +£cos 1)
ve
v, =(-b,.0)

olmak {izere bu her iki vektdriin normu alinirsa

-5,

ve

= +b x
elde edilir. O halde

=
dir.
Ustelik teleme vektorii C = (£u,b(A, 2)) olmak tizere,

c,=les,)
oldugundan

||C” " =< £ +b,
elde edilir ki buradan

pil=pal=le.]
oldu@u goriiliir.

Bu da bize sabit ve hareketli diizlemdeki pol dogrularmin dogrultman vektdrlerinin
boylarmin esit oldugunu gosterir.

e2 o2
Simdi de &zel olarak A +x =1 alahm ve M, den elde edilen bitin M,
hareketlerindeki herhangi bir (x,3) noktasimn hodograflarmin hangi cins konik
oldugunu A ve 2 konumuna gore inceleyelim. Ozel hareket denklemi (3.15) nin ¢ ye
gore tlirevi almirsa
9, = (=xsin A— ycosA)+ Lpt

9y = (xcos A~ ysin A) A+ b, A+b, i
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ya da
9, = (~xsin A - ycosA) A+ £y

¥, =(xcosd— ysinA+b,)A+b, i

elde edilir. 1 ve 4 deerlerini gekersek

o

—xsinA—-ycosd ¢
“|xcosi-ysmA+b, b

yardimu ile
detA =b,(-xsin A~ ycos 1)+ £(-xcosA+ ysin 1 -b,)
elde edilir. Buradan

ve

—sinA-ycosdi y

_|xcosA-ysind+b, y,
B detA

_ (-Jcsin/i,-ycosﬂ.)};z—(xcos/l—ysin/'L+b,1)}:l
detA

2 o2

elde edilir. Bulunan bu degerler 4 + 4 =1 denkleminde yerlerine yazilirsa

2

(b +%° cof A+ sin® A+b,> —2xysinAdcosd+2xh, cosA—2yb, sm/'L).

o2

+
(é’z +x? sin® 1437 cos’ ﬂ.+2xysmlcosﬂ.)y

+
( 20b, +2xysin AcosA—2xysin® A+2xb, sin A+ 2xycos’ A—2y” sinAcosd+2yb, cos)L)yl ¥
=(detA)’ (329
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denklemi elde edilir. Bu ise (4,4) konumundaki hodografin genel denklemini verir.
Bunun elips ve gember olma hallerini agagidaki teoremle verebiliriz.

Teorem 3.2.7. M, den elde edilen biitin A, hareketlerindeki herhangi bir (x,3)
noktasinn 4 =z =b; =b, =0 konumundaki hodograf’ 1 bir elips dir .

Ispat. Ozel olarak (3.29) denkleminde A= u=b, =b, =0 segilirse

.2 .2 .
2y +(@+y)y, 20y y, =30 (3.30)

denklemi elde edilir ki bu bir elips denklemidir. Gergekten de,
Ax* +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F =0
genel konik denklemi olmak iizere, (3.30) denkleminde
A=x
B=xy
C=y*+£2
oldugundan,

4 B
det =AC-B*=x0*>0
B (|

dir. Buise denklemin elips oldugunu gésterir.

Teorem 3.2.8. x ckseni {izerinde bulunan simetrik iki noktann A=u=b, =b, =0
konumundaki hodograf® lar1 ayn1 bir gemberdir.

ispat. (3.30) denkleminden, B, = (£,0) noktas1 i¢in

2 .2

noty, =0
denklemi elde edilir. Bu ise yarigapi £ olan bir gemberdir.

Burada sadece B, =(£,0) ve =5, =b, =0 icin degil aym zamanda B, =(-£,0) ve
A=b, =b, =0 igin de bu noktanin hodograf’1 da bir gemberdir.
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B, = (£,0) noktasinn ySriingesi i¢in (3.15) denkleminden

y =Lcosi+lu
y, ={sinA+b(A, p)

bulunur. V(i,u) ye gore bu yoringe degisit. B, =(£,0) noktasi igin (3.24)

denkleminden
=ty
v, =02
elde edilir ki buradan da
. 2 o 2
No+y, =0

bulunur. B, noktasmn skalar hizi ise

(J;lay.z) =£

olup sabittir .Elemanter analitik geometri gosterir ki elde edilen (3.30) elipsinin alam
n4]x| dir. Bu alan sadece x’e baglidr. Pol dogrusu fizerindeki bir nokta icin elipsin

alam sifirdir.

3.2.1. Hareketin ivme polii

Strtiklenme ivmesi sifir olan noktalarm geometrik yerini arastiracagiz. Bunun igin

AX+C=0 (3.31)

denklemini ¢dzeceBiz. M, den elde edilen M, hareketinin ivmesi
L] -1 L]
P,= —(A) o

{x"’ o1 |Zsini+(A)’cosd —AcosA+(A)sind ¢
(/'1)4_‘_(2)2 AcosA—(A)’sinA  Asin A+(A)*cosd

38



denkleminden

{(ﬁsm»f(i)’ COSANE 1)+~ A costH (A sin)b, () +b,, (1 +2b,, A 1s+b, A, }})}

%=
W+

o= [('icosz—(i)z SIAYE ) +(AsinA+ (0 cosiYBu(AF +5,,GiF +2b,, Ajetb, kb, ,u)J
Gy +Gy

degerleri (/‘L, ,u) konumundaki ivme poliiniin koordinatlaridir. 4= z#=0 konumu igin

_tudy i

/4

GO +b, (0 +2b,, A jevb, b, 1
(3 Au A #

B +@ D+
)

(2

BY (b G+ G +2b,, 2 e, b, ) (3.32)
W +BF D +(y

dir.

Teorem 3.4.1. M, denelde edilen M, hareketinin ivme poli A=y =4 = =0
konumunda sabit ve hareketli diizlemin pol dogrusu ile ¢akigir.

ispat. (3.32) den

X, = (G, A+b, 1)
@+
tul
ytp =——ﬂ__
@' +@ay
elde edilir. Bununla beraber y,, den é cekilip x,, de yerine yazilirsa
Y
{x, +b,y,+4b, =0

elde edilir. Bu da sabit ve hareketli diizlemin pol dogrulan ile ¢akigmasi demektir.

39



4. LORENTZ DUZLEMINDE IKi PARAMETREL] HAREKETLER

4.1. Genel iki Parametreli Diiziemsel Hareket

3. Boliimde, Oklid ditzleminde denklemi
1 = xcosO(A, )~ psin O(A, 1) +a(d, 1)
¥y =xsin0(4, ) + y cosO(, 1) + b(4, 1)
seklinde verilen genel iki-parametreli hareket incelendi ve bazi teoremler ve sonuglar
verildi. Bu bdlimde , bu hareketin Lorentz diizlemine genellestiriimesi yapilacak,
verilen teorem ve sonuglarin Lorentz diizlemindeki kargiliklar: aranacaktrr. Yaptigmuz
tiim islemler Lorentz diizleminde yapildigindan tekrar tekrar séylenmeyecektir.
Tanmm 4.1.1. Lorentz diizleminde genel iki-parametreli diizlem hareketi
¥ = xchO(A, u) + yshO(A, u) + a(A, p)
¥, =xshO(A, p) + yehO(A, p) + b(2, 1)
ile verilir ve M, ile gbsterilir. Burada (y,,y,) sabit . diizleminin ve (x,y) de
hareketli E diizleminin koordinat fonksiyonlaridw. Efer 4 ve 4 , ¢ zaman

4.1)

parametresi olmak lizere, ¢ nin fonksiyonlam olarak alimrsa, bir-parametreli M,
hareketi elde edilir. Bu harekete M, hareketinden elde edilen M, hareketi denir. (4.1)

denklemini

Y=aX+C,¥ =Dy, 5T, X =l o1 C=labl A=[c”” ¢ s”“"”’}

shO(A,u  chO(A,u)
seklinde yazabiliriz. Biz burada genelligi bozmayacak sekilde (ﬂ., p) = (0,0)
konumunda iki diizlemin ¢akigmasi i¢in 8(0,0) = a(0,0) = b(0,0) = 0 alabiliriz.

Teorem 4.1.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketli diizlemdeki pol
noktalar1 V(A, #) konumunda bir dogru iizerinde bulunur.

fspat. 4 ve C matrisinin ¢ ye gore tiirevi alinirsa, AX+C=0 denkleminin ¢bzimil,
hareketli diizlemin pol noktalarini verir. Hareketli dizlemin pol noktalar

P(x,,y,)=X=~4)".C
dir.
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shO(A, ,u)(al +a, y) —chO(A, ,u)(bl i+h, ,u)

x - . -
(01 A8, ,u)

r

@42)
—ché(A, y)(aﬂ i+a, ;}) +shO(A, ,u)(bl irb, ;})

(04 i+8, ,})

Vo =

elde edilir. y, den —'ji gekilip x, de yerine yazilirsa
M

[— ch(A, p)a, 8, +shB(A, u)b, 0, +chb(4, a6, —sho(4, ,u)bﬂﬂjxp
+[shO(4, 10,8, — chO 1)B,8, - shO(A, 1), 0, +chO(As 10,6, ), (43)

= [— (chOA, )Y a,b, —(shO(L, 1)) b,a,, +(chO(A, p)) a,b, +(shO(A, ) alb”]
dogrusu elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketl diizlemdeki pol
noktalar1 (4, &) =(0,0) konumunda

(@,6,-a,0,)x,-(6.,6,-0,6,)y,=a,b,-a;b, (44
dogrusu tizerinde bulunurlar,

Teorem 4.1.2. M, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit dfizlemdeki pol noktalar
V(A, 1) konumunda bir dogru tizerinde bulunurlar.

Ispat. (4.2) deki P(x,,y,) noktasmm kordinatlann ¥ = 4X+C denkleminde X
yerine yazilirsa, sabit diizlemin P= (Z, Z) pold bulunur.

;=[ch0(l,ﬂ) sh0(l,#)]{xp +[aa,ﬂ)]
shB(A,u) chOA,p) |y, b(A, 1)

denkleminden
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b, A+b,

x, = —+a(4, )

6,A+06, u

R (4.5)

—  g,l+a
Yy == b, )

0,A+6,

pol noktalarmin koordinatlar elde edilir.;: degerinden 4 cekilip Z de yerine
U

yazilirsa
(@6,-a8)x,-b.8,-56.)7, =HA N BH-bO) +dh )@, -af)-ab,+ba,  (4.6)
dogrusu elde edilir.

Sonug 4.1.2. M, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit diizlemdeki pol noktalar1
(A, 1) = (0,0) konumunda
(alﬂy —a,ﬂl)z—(blﬂ” -bual)y_p= ab;, —a;b,

dogrusu iizerinde bulunurlar.

Sonug 4.1.3. M, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit ve hareketli diizlemdeki
pol noktalar1 (4, z) = (0,0) konumunda gakigiktir.

M, den elde edilen M, hareketlerinin pol dogrusunu hareketli diizlemdeki y ekseni
olarak segelim. Bunun igin A= =0 igin

b, A+b, p

6,240, p
den x, =0 oldugundan

b, A+b, p=0

elde edilir. A ve u bafimsiz hareket parametreleri oldugundan sifirdan farkhdirlar. O
halde b, =b,=0 olmahdir. Boylece
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a,i+a,p @7
Yp ==+
0,2+0,u
elde edilir. Bu 6zel durum, sabit diizlemin pol dofrusunun da, sabit dizlemin y,
ekseni ile cakigmasinu gerektirir. Yani

5 =0

_=_alﬂ.+a”,u

r

6, i+ M ,u
dir.
Hareketli diizlemdeki herbangi bir sabit B(x,y) noktasmn, (1,x)=(0,0) konumunda
ve pol eksenini y ekseni segtifimiz, yani b, =b, =0 durumunda siiriiklenme hizi

V; =(,,y;) dr. b, =b, =0 igin
3;1 =(€1 /.1+0” ,z.t)y+a,1 i+a#;.t

y . r 4.8)
Y, = [6,1 A+0, y)x

elde edilir.

Teorem 4.1.3. M, den eclde edilen M, hareketleri, (4, )= (0,0) konumunda ve y
ekseni pol ekseni olmasi durumunda ( b, =b, =0 ), P pol noktasindan B noktasmna

giden pol 1511, B noktasmin 7; silirliklenme Iz vektSriine diktir.

ispat.
;1+b :
= 0,__?1_._#_“.‘ »B=(xy)
8,A+0,u
ve
v, =((al A+6, py+a, ita, 1,0, A+0, ,u)x)
olmak tizere
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<Z;—P_B.>L =-xp(0, A+ 8, p)+x(a, A+ a, u)+xy(0, A+0, p)-x(a, A+a, p)
=0
elde edilir.

Sonug 4.1.4. M, den elde edilen M, hareketleri i¢in P pol noktasindan B noktasina
giden pol 151 ile 7; siiriiklenme hiz vektdriiniin dik olmas: igin (4, 1) = 6(0,0) =0
olmalidir.

I ROk

esitliginden C ¢ekilip ;; = ;4X + C denkleminde yerine yazilirsa

7/ = é(shﬁ’(/l, B —x,)+chOA, ) -, ),chb(A, 1) (x —x, ) + shO(4, )y -y,,)

bulunur.
PB=(x-x,.y~7,)
oldugundan
(77.7B). =6.5heca,m [P, 49)
elde edilir.

Bu iki vektorin (A(s),u(r)) konumundaki harekette dik olmalar1 igin
(2, () = (0,0) = 0 olmalidir. Burada mutlaka vektSrlerden birinin uzaysi(zamans)
digerinin zamansi(uzayst) olmasi gerekmektedir.

Sonu¢ 4.1.5. M, den elde edilen M, hareketlerinin 17; stiriiklenme iz vektSriintin
boyu V(A,u) konumunda

0, 1+0, 1

Z

.- 72l

o

drr.



Ispat.

V, = shO(A, g —x,) + chBUs 1)y~ ¥,):ChB(A, 1)x ~X,) + ShOA, 1) - 7,)

JE-x,) ~0=y,)
P,

7.~

i

elde edilir.

Simdi de M, den elde edilen M, hareketlerindeki herhangi bir (x,y) noktasinm
o2 o2

hodografim V(A4, 4)igin aragtralim. Bunun igin 2 ~4 =1 alalm.(4.1) denkleminin

t ye gore tiirevi almip /:L ve ;.z ye gore diizenlenirse

9, =(= xShOL, 106, ~ yehO(A, 1)+, ) ot (- xSHO(L, 16, — yehBi, 16, +a, )i

9y (5O 18, ~ yshOo )+, ) 2+ (= xCHOA, 126, — ysHBAs 18, +b, )11

s o o2 2
elde edilir. Cramer metoduile A ve u degerleri bulunup 2 —4 =1 de yerlerine

yazilirsa ,
T = (xshO(4, )8, + ychO(A, )8, +a, WxchO(A, u)8,, + yshO(A, u)8, +b,)

~ (xchO(A, )0, + yshO(A, 1), + b, MxshO(A, )8, + ych8(A, 18, + aﬂ)
olmak iizere
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2
lech64, 106, + yshBa, 198, + b, ~ (echB(A, 196, + yshXz 136, +b,F |,

o2
+ [(xshﬂ(ﬂ., 18, +ych6(4, 1)f, + a,l)2 - (xshﬁ(ﬂ., mo, + ychB(4, /1)9” + a”)Z] A

[(xcha(;., 1), + yshO(2, 1106, +b, \xshO(4, 18, + ychO(A, )6, +a,) } .
~(xshO(A, 16, + ychO(s 1)6), + a, \xchO( 4, 16, + yshb(, )6, +8,) "

=I? (4.10)

denklemi elde edilir. Bu ise (4, 1) konumundaki hodografin genel denklemini verir.

Sonug 4.1.6. M, den elde edilen M, hareketlerinde herhangi bir (x,y) noktasmimn,
(A,)=(0,0) konumundaki ve pol doprusunun y ekseni olmasi (b, =b,=0)
durumdaki hodografi bir hiperboldiir.

Ispat. (4.10) denkleminde A=pu=5, = b, =0 almirsa

.2 .2
[xz(alz 'gp:)]J’| + [)’2(012 _0,,2)"’2]’(01“4 _0,,‘1,,)"’(“42 'ayz)]yz 4.11)

26,7 - 6,%)+ x(8,a, - 8,a,)], ¥, = [%(6,a, - 6,8,)F

denklemi elde edilir. Bu ise bir hiperboldiir. Gergekten de,
Ax* +2Bxy+Cy? +2Dx+2Ey+F =0
genel konik denklemi olmak tizere, (4.11) denkleminde
4=x(92-62)
B=x)(02-02)+x(0,a,-0,a,)
C=y* (Hf —‘9,2,)-1—2y(€,1a,1 - Hﬁa”)+(ai —af,)
oldugundan,

det 4
B

B
c‘ = AC-B*=-x(9,a,-6,a,] <0

dir, Buise denklemin hiperbol oldugunu gdsterir.
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Sonug 4.1.7. M, den elde edilen M, hareketlerinde, x ekseni fizerinde bulunan
simetrik iki noktanin, (4, )=(0,0) konumunda ve pol dofrusunun y ekseni olmasi
(b, =b, =0) halinde hodograflar1 aym bir hiperboldiir.

ispat. (4.11) denkleminde B,(£,0) noktas igin
.2 .2 . .
(Z’(G,,z —0”2))y, +(a1z —aﬂz)y2 —2(@(0401 —H”a”))y, ¥, =(ﬁ(0,,a,1L —Hla”))z 4.12)

denklemi elde edilir ki, bu ise bir hiperboldiir. B,(~£,0) noktas: i¢in de aym hiperbol
elde edilir.

Tiim yukarida verdigimiz teoremlerde 8(A,u)=A4, a(ld,u) =Ly ve b(A,u)=>b(A,u)
alinirsa, 4.bsliimde elde ettifimiz sonuglar elde edilir.

4.1.1. Hareketin ivme polii

Hareketin siiriiklenme ivmesinin sifir olmas yani ZX +E‘ =0 denkleminin ¢ziimi

bize hareketin ivme pollerinin koordinatlarm verir.
e -1 .
X =P(x,,7,)= —(A) c

¢oziillirse

[Z [- B shOi )0 chOG, y)] + 3(5 chOha ) +6 shOU ﬂ)) J

Xp = 1 w2
i L ore , (4.13)
[;[ OchO(A, )+ 6 sho(A, ,u)] +b[—0sh9(/'L, w)—0 cho(4, ,u)] ]
p o4 a2
0 -6

elde edilir. 9(4, ) = (0,0) =0 igin
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ip o3 e
g -6
[za_zaz]
Vi == o3
6 -0

elde edilir.

Teorem 5.3.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin ivme polleri, (4, x)=(0,0)

konumunda ve A=y =0 olmas: halinde, sabit ve hareketli diizlemin pol dogrusu ile
gakigir.

ispat. (4.13) denkleminde (A,z)=(0,0) alnip diizenlenirse
(b,1 +b,

|
e
)

[a,1L +a, u

8
b

p:

(4.14)

g Py

elde edilir. y,, den é- gekilip x,, de yerine yazilirsa
H
(@,0,~a,6,)x,-0,6,-b,6,)y, =a,b, -a;b,
dogrusu elde edilir ki, bu da sabit ve hareketli Lorentz diizlemlerinin pol dogrularinin

ile gakismas1 demektir.
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4.2. Ozel iki Parametreli Diizlemsel Hareket

I? Lorentz diizlemindeki 6zel iki parametreli hareketleri inceleyecegiz. Lorentz
diizleminde bir parametreli bir harekette, hareketli Lorentz diizlemindeki herhangi bir
sabit noktanin V¢ amnda bir pol noktas: ve bir iz vekt6rii vardir (Ergin,1989). Simdi
biz,bir parametreli sonsuz tane hareketi diigiinityoruz. Yani hareketli Lorentz
diizleminde, (4(s), y(t)) konumundaki sabit bir noktanin, iki parametreli hareketten
elde edilen biitlin bir parametreli hareketlerinin siirtiklenme iz vektdrierinin elde
edilmesi, pol ve ivime pol noktalarinin elde edilmesi ve bunlarmm geometrik yerlerinin
bulunmasimi inceleyecegiz. Bu boliimde yaptigimiz tiim islemler, Lorentz anlaminda
oldugundan , tekrar tekrar sSylenmeyecektir.

Tanim 4.1. Lorentz diizleminde (4.1) denklemleri ile verilen genel diizlemsel hareket
denklemlerinde 8(A, u) = A4, a(A, p) =£u alnirsa

¥, =xchd+ yshi+{u
¥, = xshAd + ychA +b(4, u)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlere &zel iki parametreli hareket denklemleri denir
ve bu hareket M, ile gosterilir.

(4.15)

Burada ¢ birim uzunluk olarak da alinabilir. A = 4 = 0 da yani hareketin baglangi¢
anmda cakigik iki ¢at1 segiyoruz. Boylece 5(0,0)=0 dir. Gergekten 4 = u = 0 igin,
(4.15) denkleminden

y=x1+y0+0 2 =x
Y, =x0+y1+50,0) =y, =y

elde edilir.

Tanm 4,2.2. Eger hareketin parametresi olarak zamani diisiiniirsek o zaman Af#) ve
H(?), (4.15) ‘e ait bir parametreli hareket tanimlar. Bu harekete M, den elde edilen M,

hareketi denir.
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Teorem 4.2.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketli diizlemdeki pol
noktalart (4, ) konumundz bir dogru tizerinde bulunurlar.

ispat. B noktast hareketli dizlemde sabit olacagmdan 17,. =0 ve aym nokta sabit
diizlemde de sabit olacag igin ¥ s =0 olacaktir. O halde ¥, =0 ise

AX+C=0
denkleminin ¢6zilmii hareketli diizlemin P pol noktalarmm verir . Hareketli diizlemin pol

noktalar1 igin

X=P=—(4)"C (4.16)
dir.

Burada det;l # 0 ve dolaysi ile (.;1)‘| meveut olur. Gergekten

(4.15) denklemi
M| _[chd shi|| x p lu
v, | |shA chilly| |B(A,n)

~_-sh/1 chi d,{_idy
“ewa sna| @ Tt

seklinde yazilabilir.
=u
matrisinin tersi alinrsa
[:4)" _1[-shi  chi
Tilend —sha

ve C nin tiirevi almirsa

elde edilir.

Bulunan bu degerler (4.16) denkleminde yerlerine yazilirsa
X=—)".C
1| ship-chA(b, A+, p)
A| —chat e sham, A+b, p)
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elde edilir. BSylece hareketli diizlemin P polit bulunur. P = (x,,y,) olmak {izere
Ny b i.,+b .
x, =12 sha b)) g 4.17)
b A
y b /.‘L+ b .
v, = e g
p) )

olarak da yazilabilir.
Simdi (4.17) de buldugumuz y, degerinden # degerini gekip x, de yerine yazarsak
A

_ Y, —byshd
" —LchA+b,shi.
(4.18)

STl

degerinden
(b,shA—LehA)x, +(—tshi+b,chA)y, - b, =0
dogru ailesi elde edilir. Bu denklemden V 4, g i¢in bir bagka bulunur.

Sonug 4.2.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin, hareketli diizlemdeki pol noktalar1
4.19)

A= g =0 konumunda,
fx,~b,y,+Lb, =0
dogrusu tzerinde bulunurlar.
Gergekten (4.18) denkleminde A= =0 almirsa biitiin M| hareketlerinin hareketli

diizlemdeki pol noktalarmin geometrik yeri
£x,~b,y,+4b, =0

dogrusudur.
£,

Ozel olarak y, =0 igin
» b, shi - tchd
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o,

,0] olan bir
b, shi—Lchi

elde edilir. Bu ise V¢ aninda pol dogrulari, tepe noktas: (

dogru demeti olugturur.

Teorem 4.2.2. M, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit diizlemdeki pol noktalar

V(A,4) konumunda bir dogru iizerinde bulunurlar.
Ispat. Buldugumuz P =(x »»Y,) noktasmm koordinatlartm ¥ = AX +C denkleminde
X yerine yazarsak sabit diizlemin P= (_,,,Z) poliinii bulmug oluruz.

—bychi—E(b,cha—tsh2)
; Lo
b4, )

= chA shl
" |shA  cha L
bysha+£ (b, sha— tchA)
A
esitliginden
P=|-b,~tu—b,L b, p)- £
A A
(4.20)

~b, ~tu=b,%
A

x,=

Y, =b(hu)-t£
A

= cekilip ;: de yerine yazilirsa
4.21)

.

elde edilir. y, degerinden
)
Ox, ~b,y, +Lb, + 0 pu+b,b(A,u)=0

dogrusu elde edilir.
(4.22)

Sonug 4.2.2. M, den elde edilen M, hareketlerinin, sabit diizlemdeki pol noktalar
A= u=0 konumunda,
&x,~b,y, +th, =0

dogrusu iizerinde bulunurlar.
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Gergekten (4.21) denkleminde A= p=0 almrsa bitin A/, hareketlerinin sabit
diizlemdeki pol noktalarinin geometrik yeri olarak

Lx,=b,y, +1b, =0
dogrusu elde edilir.

Sonug 4.2.3. Sabit ve hareketli diizlemdeki pol dogrulan A=z =0 konumunda
gakigiktir.

Sonug 4.2.4. iki parametreli bir hareketie, V (/'L, y) konumunda, her noktadan bir pol
dogrusu geger.

M, deneldeedilen ve A=u=0, b, =b, =0 sartlanina uyan bir M, hareketinin pol
noktasmin koordinat1 (4.17) den

(4.23)
dir.

Teorem 4.2.3. M, hareketinden elde edilen biitlin M, hareketleri i¢in A=u=0

konumunda, P pol noktasmdan B noktasma giden pol 1smi, _17; stiriiklenme hiz

vektoriine diktir.
ispat.
PB=(xy+t%)
A
V, = (pA+Lmx
olmak fizere
(PBY;) =0
elde edilir.
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Yani, pol ekseni y ekseni olan iki parametreli M, hareketinden elde edilen batin M,

hareketleri igin PB ile ¥, birbirine diktir.

Simdi herhangi bir (1, 2) konumu igin bu egitlik saglamr mi? Arastwalim.

Teorem 4.2.4. M, hareketinden elde edilen bitiin M, hareketleri i¢in P pol

noktasindan B noktasmna giden pol gy (l, y) konumunda Z siiriiklenme hiz

vektoriine dik olmas: i¢in 4 =0 olmalidir.

ispat. Bunun i¢in 6nce (4.15) hareketinin siiriiklenme hizant bulahm. Hiz vektdrit pol

noktalar1 cinsinden yazilirsa

(4.15) denkleminden
x L
[ ”] =—(4)7.C
Yp

éz'k[yi]

Bu deger 7; = :4X + EZ denkleminde yerine yazilirsa

elde edilir, buradan da

elde edilir.

_,'1 shA chl|jx—-x
“"lena shal|y-y,

/-1[ x-x,)hA +(y-y, )chﬂ.}

|

(x—x,)chd +y~y,)shi
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7; = i((x—x,,)shz‘H -y,)chi,(x~x,)chi+(y-y, )shl) “4.29

ve

PB=(x-%,,-¥,) (4.25)
elde edilir. Buradan da

(PB.Y;) =-ishalx -5, -0-,7))
elde edilir. Bu da

ey et __ . | —] 2

(PB.V;) =-asha|PB|
denklemini verir.
Bu iki vektoriin (A(t), ,u(t)) konumundaki harekette dik olmalan igin

A()=0o0lmaldr. Burada mutlaka  vektSriin birinin uzaysi(zamansi) diSerinin
zamansi(uzaysi) olmasi gerekmektedir.

Teorem 4.2.5. Z stiriklenme hiz vektoriiniin boyu
7, - P
dir.

ispat.
(4.24) ve (4.25) esitliklerindeki PB ve 17, vektorlerinin normlar almirsa

[PE|, = \le-x,07 - -5,

ve
I, =‘i‘\/l(x—x,,)’ ~0-2,)]
- P,
dir. Buradan
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=|2

L

Z

&
elde edilir.

Teorem 4.2.6. M, den elde edilen biitlin M, hareketlerinin (4, ) konumuna karsilik
gelen sabit ve hareketli diizlemdeki pol dogrularimn dogrultman vektorlerinin boylar:
esittir.

Ispat. (4.17) denklemindeki P poliinii £~ parametresi cinsinden yazalim.

A
. by dtb, / . b, A+b, /.
P=(x,y,)= E#“‘h/l —(—l—T—Kﬂ—)ChZ.,—chh/‘L-'.L‘.—”’u)shﬂ
ifadesinden
P =(-b,chi,b,shi)+ £ (shi ~b,chi.b,shA— chA) (4.26)
A

-

clde edilir. P poltind P = p, +4; seklinde yazarsak, bunun anlami p, noktasindan
A

gecen ve dogrultmam ;; olan bir dogru ailesidir. Ozel olarak A=p=0 ve

pP=|0-¢£
y)

elde edilir ki bu da y ekseninin pol dogrusu olmas: demektir.
Buldugumuz P =(x,,y,) noktasmm koordinatlarm Y = 4X +C denkleminde X

b, =b, =0almirsa

yerine yazarsak sabit diizlemin P poliini bulmug oluruz.

1B ni- M chi
Feo [ch,l shﬂ.} 1 i { Lu
shA chi . 5 . b(A, 1)
ol ony s GO G
i i
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esitliginden
P=(-b, +2p b1 m)+£(b,.~2)
i
dogrusu elde edilir. P = p, +£v, seklinde yazabilir.
A

(4.26) ve (4.27) esitliklerinde P ve P in dogrultmanlari
Y, = (4shd —b,chA,b,shi — fchi)
ve
v, = (=b,:~0)
olmak {izere bu her iki vektSriin normu almirsa

i, =),
- ib/zz _ Z2|

ve

-]
elde edilir. O halde

. I,
dir.
Oteleme vektori C = (£, b(4, 12)) olmak tizere

C,= (Z’ bu)
oldugundan

le.], = .-
elde edilir ki buradan

I;;"L = ;; L "C""L
oldugu goriiliir.
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Sonug 4.2.5. M, bareketinden elde edilen biitlin M, hareketlerinin (4, 2 konumunda,

hareketli ve sabit diizlemler deki pol dogrularmn, yani P ve P m gegtigi noktalar farkls
olmasma ragmen hiz vektdrlerin boylar: birbirine esittir.

e2 o2
$imdi de o6zel olarak u —A =1 alahm ve M, den elde edilen biitinM,
hareketlerindeki herhangi bir (x,)) noktasiun hodograflarmin hangi cins konik

oldugunu inceleyelim.

3, = (xshi + yehA) A+ £

, = (xchA + yshA) A+ b, A+b, i
denkleminden

7, = (xsh + ychA) i+ £

9» = (xChA + yshA+b,) A+ b,

elde edilir. 4 ve 4 degerlerini gekersek

xshA + ychd Z
| xchA + yshA+b, b

"

olmak tizere
detA = b, xshA +b,ychA — txchi — LyshA — £b, # 0 (olmasi durumunda)
elde edilir.
Buradan
» 1
P
detA
_ b;, L IR22)
detA

ve
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xshA + ychA J:,

xchA+ yshA+b, y.2
detA

_ (ushd+ yohA) y,— (xchi + ysha +b,) ,
B detA

«2 o2

elde edilir. Bulunan bu degerler 4 —4 =1 denkleminde yerlerine yazilirsa

.2
(Ceta+ ysiat 2xy st chi 2xb, chice 29 stk b2 -b2)y,
+

o2
(x}shzﬂ,+ Y cHA+2xyshi, ch/'L—Zz) y,

e o2

(xzchﬂ. sHA+y? shA chA+xy si A+xy chA+xb, shi+yh cM—Zé’bﬂ) %3

=(detAf (428)

denklemi elde edilir.

Teorem 4.2.7. M, den elde edilen bitin M, hareketlerindeki berhangi bir (x,3)
noktasmm A =b, =b, =0 konumundaki hodografi bir hiperbol diir .

ispat. Ozel olarak (4.28) denkleminde A =5, =b, =0 segilirse

Py 5P =), 23, 3y =2 4.29)
denklemi elde edilir ki bu bir hiperboldir. Gergekten de,
Ax? +2Bxy+Cy? +2Dx+2Ey+F =0
genel konik denklemi olmak fizere, (3.30) denkleminde
A=x*
B=-xy
C= y2 _p
oldugundan,
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det 4
B

B':AC-Bz =-x24? <0
C

dir. Buise denklemin hiperbol oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.7. x ekseni {zerinde bulunan simetrik iki noktanm A=5, =5, =0
konumundaki hodograflar: ayn1 bir Lorentz ¢emberidir.

Ispat. (4.29) denkleminden , B, = (£,0) noktasi igin

2 o2

» o=y, =0
denklemi elde edilir. Bu ise yarigap: £ olan bir Lorentz cemberidir.

Burada sadece B, =(£,0) ve A=b, =b, =0 igin defil aym zamanda B, =(-£,0) ve
A=b, =b, =0 igin de bu noktanun hodograflar: aynt Lorentz cemberidir.

B, = (£,0) noktasimn ydriingesi i¢in (4.15) denkleminden

y, =Lchi+1lu
Y, =UshA +b(A, p)

bulumur. V(4,4) ye gore bu yoringe degisir. B, =(£,0) noktasi i¢in (4.24)

denkleminden
g iy 5
=i (4.30)
Yy =LA
elde edilir ki buradan da
W2 L2
BT £ =0

bulunur. B, noktasimn skalar hiza ise (4.32) den

L

=/

s3)

o2 o2
Ly l

olup sabittir .
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4.2.1. Hareketin ivmme polit

Siiritklenme ivmesi sifir olan noktalarin geometrik yerini arastiracagiz. Bunun i¢in

AX+C=0 431)

denklemini ¢dzecegiz. M, den elde edilen M, hareketinin ivmesi
e -1 L]
ok

[x,,,]=__1___ —Ashi~ (l)zchﬂ. Ach/1+(,1)2sh,1 ¢

Yol (D) -()?| Tcha+(Z)sind - Ashi—(L) chi
denkleminden
s, = | C ASHA—~ (A ANE ) + (A chihot (BY ShAYB, A +b, (1 + 2By, A by b, 1)

@ -]

4

1

(Acli— Y SHANE 1+ (A shA— ) HDb (Y +b,, (1 +2b,, Ajerb, Ao, 1)
A +GyL :

Y=

degerleri (/‘L, ,u) konumundaki ivme poliintin koordinatlandir. Ozel olarak A= =0
konumu igin
Z“ ;LZ :{ . . .o o .
x,= Q) t A +b,, (1) +2b,, A by Atb, i)
@ -Gy D -

LI

yy= A B G b G b, hieeb, b, 1) (4.32)

@ -Gy @ -G

dir.
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Teorem 4.2.1.1. M, den elde edilen M, hareketlerinin ivme polii dogrusu

A=pu= /'1 = ;1 =0 konumunda sabit ve hareketli diizlemin pol dogrusu ile ¢akigir.

ispat. (4.32) den

b Z+b ,.u g"
Xip = . - = ’ Yp = -{l
A A

elde edilir. y,, den £ gekilip x, de yerine yazilirsa

i
tx,~b,y, + b, =0

elde edilir. Bu da sabit ve hareketli diizlemin pol dogrularinin ¢akigmasi demektir.
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5. E? DE BiR EGRI BOYUNCA iKi PARAMETREL| UZAY HAREKETI

Bu bslimde, E? uzaymnda, bir egri boyunca iki parametreli uzay hareketi tammland: ve
baz1 yoriinge ylizeylerinin karakterizasyonu elde edildi.

E} uzaymda bir hareket esnasinda, L hareketli Lorentz uzaymi ve L' de sabit Lorentz
uzaym gostersin. Lnin L' ye gore hareketi 6 bagimsiz parametreye bagldir.
Bunlardan ilk 3’4, donmeyi temsil eden semi ortogonal matrisin 3 bileseni (boy
S0O(3,1)=3) ve diger 3’1 de dtelemeyi veren vektoriin 3 bilesenidir. L nin L' ye gére
Lorentz anlaminda iki parametreli hareketinde parametreler s ve ¢ ile gosterilsin. Bu
durumda genel olarak bir noktamn geometrik yeri Lorentz anlaminda bir yiizeydir.

Lnin L' ye gore genel iki parametreli hareketi,

P(s,t) = A(s,t)p + d(s,t) 3.1)
ile verilir. Burada A(s,f) bir semi-ortogonal matris ve d(s,?) dteleme vektriidiir.
Lve L' niin semi-ortogonal ¢atilan, sirast ile, {0,,,7,,/,} ve {0',1,' ,l;,l;} olsun. Bu
iki ¢at1 baglangi¢ aninda gakigiktir.

Bu boliimde, A(s,f) semi-ortogonal matrisi ile d(s,?) OGteleme vekibriiniin 5zel
secimiyle Lorentz anlaminda bazi yoriinge yiizeylerinin parametrizasyonlari
verilecektir. Once A(s,f) nin &zel segimini verelim. 3x3 tipindeki semi-ortogonal
matrislerin climlesini SO(3,1) ile gosterelim. boy SO(3,1)=3 diir. 3x3 tipindeki semi-
antisimetrik matrislerin ciimlesini C(3,1) ile gbsterelim. C(3, 1) bir vekidr uzay: yapisma
sahip oldugundan

0 ¢ -c

CBN)={CelR}|CT=-¢Ce,C=| ¢, 0 -¢ |,c,elR
3 1
|-¢;, ¢ O

-1

E=

(=R e -]
-0 O

0
0 =

climlesini yazabiliriz. Lorentz anlaminda Bracket operatorit i¢in

63



[.]: cenxca-»caEh
C, D - |[c,D],=CcD-DC
) |c.pl =-|p,C], (anti-simetrik)
i)  [AC+uD,E], =A[C.E], + y[D,E], VA,uelR (2-lineer)
i)  [C.[D,E]], +[D.[E.C).], +[E.[c.D].). =0 (Jakobi 6zdesligi)

esitlikleri saglandigindan ( C(3,1) , [,]. ), bir Lie cebiridir. Bu Lie cebiri SO(3,1) ‘in Lie
cebiridir (O’Neill ,1983).
Diger taraftan ¢ = (¢,,¢,,c,) € E? olmak fizere
n:E’— C@3))
0 ¢ -c¢
c »>7@)=l ¢, 0 -—c
-c, ¢ 0
seklinde tanimh doniistim 1:1, drten ve lineer oldugundan bir izomorfizmdir. Yani her
semi-antisimetrik matris ile 6zdeglesen bir vektdr vardir.
Ayrica E} de vektdrel garpimin
[LL:E x E} > E}
¢, d »ld)=cnd

szelligi vardir ve (E?,A, ) bir Lie cebiridir. Tim bu dontitimler ile birlikte

2 1@ ~n@n(@) = @ @), = nen, D
oldugundan (E?,A,) ve (C(3.1),[.],) Lie cebirleri Lorentz anlammda izomorfiktir.
Ustelik CeC(3,l) ve pe E? igin p ye karsilik gelen siitun matris P ve & ye karsgilhik
gelen matris semi-antisimetrik matris C olmak {izere
CP=ca,p

yazilabilir. Yani iki vektoriin vektorel carpmm, bu vekidrlere karsihk gelen matrislerin
carpmina esittir. Her bir ¢; (5) bileseni seIR ye gore differensiyellenebilir fonksiyonlar
olan (cl (5),¢,(8),¢5 (s)) bilegenli vektdr degerli tanimli bir fonksiyon &(s)olsun. Buna

gore €(s)=(c,(s),c,(s),c,(5)) ve bir pe E? igin
Cs).P(s)=2(s) A, D(s) (5.2)
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esitligini saglayan
0 ci(s) —c,(s)
CE)=| e;(s) 0 -c(s)
—6(8) ol 0
biciminde tanunli ve Vs e J < IR i¢in dogru olan tek tirlii bir C(s) semi-antisimetrik
matrisi vardir. Z(s)= (c,(5),¢,(5),¢4(s)) uzays: veya zamans: bir vektdr olmak fizere
bu vektdre karsilik gelen C(s) semi-antisimetrik matrisi yardum ile tammlanan semi-

ortogonal matrisler,

i) ¢(s) uzays1 bir vektor ise ,

A (s5,0) =T +shtC+(~1+chf)C? (5.3)
if) ¢(s) zamans1 bir vektor ise ,

4, (s,£)=1+sintC +(1—cost)C? (5.4)
dir (Kula, 2003).

Bir p e E} noktasmmn yer vekidriinil p ve matris formunu da P ile gosterelim. Buna
gore (5.3) denkleminden ve &(s) uzays: bir vektor ise

A,(s,)p = 4,(s,0)P

5.5
=[1+sht C+(1+cmyc?]p =
olup (5.4) denkleminden ve £(s) zamans: bir vektor ise
Op= N
4, (s,0)p = 4,(5,)P 56)

=[r+sint C+(1-cost)C?|P
elde edilir. Ayrica C.P=¢nA,p ve En, (€A, P)=—E,P),E+(C,E). P
oldugundan (5.5) ve (5.6) esitligi kullamlarak
A, (s,0)p = pcht +(E, py, E(A —chr) + (E A, p)sht ()]
ve
A,(s,)p= pcost —{¢, py, E(1-cost) +(C A, p)sint (5.8)
seklinde yazilabilir. Bu egitlik oldukg¢a kullanighdir,
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Simdiye kadar C(s) semi-antisimetrik matrisinin 5zel seqimi ile ilgilendik ve bu segimi
¢(s) vektoriiniin se¢imine bagladik. $Simdi de ¢(s) vektdriiniin bir 8zel se¢imini ele
alalim.
selc IR igin

a:I - E}

s = a(s)

ile verilen egri diferensiyellenebilir bir egri olsun. Ayrica a(s) egrisi boyunca tanmmh
bir vektor alam

c:a(l) > UTEI3 (a(s))

sel
s = e(s) = (a(s),e(s))

=c(s)

a(s)

seklinde verilsin. Vs e I i¢in Z'(s) vektori ile belli olan semi-antisimetrik matris C(s)
ve bu matris ile tanimli semi-ortogonal matris 4, (s,?), 4,(s,f) ve a(I) egrisi boyunca
hareketli gat1 {a(s),?(s)j\"(s),_l}(s)} ve bu catiya gore sabit bir nokta p olsun. Bu
notasyon ve kabuller ile agagidaki tanim yapabiliriz.

Tanum 5.1. ({ki-Parametreli hareket)

P(s.0)(p) = 4, (s,)p +(s)
seklinde tanimh iki-parametreli harekete, a(s) egrisi boyunca tamimh Lorentz
uzaymnda iki-parametreli hareket denir. ¢(s,¢)(p), bir yoriinge yiizeyi belirtir. @(s,7)(p)

nin 6zeliklerini inceleyelim.

Bundan sonraki islemlerimizde sik sik kullanacagimiz {T(s), N(s), B(s) | catis1 yerine

{ﬁ,—ﬁ,_B' } yi kullanacagz. Z'(s) vektor alam yerine de T tefiet vektor alanim segecefiz.

Iki parametreli hareket altnda bir p noktasmn ydriingesi bir ylizey belirtir. Bu
yiizeyin denklemi :
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i) ¢ uzays: bir vektor ise
(5.3) ve (5.7) denkleminden

@,(s,0)(p) = pcht + (T, p), T(1—cht) + (T A, p)sht +als) (5.9
dir.
ii) ¢ zamans: bir vektor ise
(5.4) ve (5.8) denkleminden

@,(s,0(p) = peost —(T, p), T(1—cost)+(T A, p)sint +a(s) (5.10)
seklinde verilebilir. Bu yiizeylerin normallerini hesaplarsak, @ nin uzays:1 ve zamans:
olmasina gore iki hal vardir.

1) a(s) uzays: bir egriise T de uzaysidir.
Bu durumda iki hal vardur:
1-a) N zamansi ve B uzays1 olmas: halinde

Bu durumda
@,(s,0)(p) = peht +(T, py, T(A~cht)+(T A, p)sht +als)
denkleminden

olmak tizere

@, (s,t) = sht.p+cht(T A, B) - sht(‘, ﬁ)LT
0, (5,8) = shtky (N n, B)+(1— chi)k, (N, p)LT +(-chtfT,p) kN +T
elde edilir. p = AN secersek,
@, (s, 0) = sht AN +cht AB

@, (5,0) = (== ch)k, A +1)T
denklemlerinden

@1 Ay @y = (ht(=1+ Yk, A2 + sht.A)B + (cht(=1+ cht), 22 + cht AN
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elde edilir. Bu garpim ; noktasinin ydriingesinin ¢izdigi yiizeyin normalidir. Bu
ylizeyin normali, a(s) efrisinin T tegiet vektdr alanma dik olan normal diizlemindedir.

Baylece su teoremi verebiliriz.

Teorem 5.1.E} de A4,(s,t) yardimiyla elde edilen iki parametreli harekette, egrinin
asli normali zamans1 olmak lizere, @ uzaysi efrisinin asli normali {izerinde segilen bir

p noktasmin geometrik yeri uzays: bir yiizeydir.

ispat. Yiizeyin normali .
O AL @y = (sht(=1+chiYk, 22 + sht.A)B + (cht(~1+ cht)l, 2 + cht A)N
ve T uzaysi, N zamansi, B uzays: oldugundan

(¢1s AL P sPrs Ay Py )L =-7 (1 -@ _Cht)kr'l)z <0
elde edilir ki, bu ise yiizeyin uzaysi olmasidir.
1-b) T uzays1, N uzaysi ve B zamansi olmast halinde

Bu durumda

0,(s,0)(p) = peht + (T, py, T~ cht)+ (T A, P)sht +a(s)

denkleminden
T'=kN
N'=-kT+k,B
B'=k,N
olmak tizere

@y (5,) = sht.p+ che(T n, p)-she (T, p) T
91 (8.0 = shtky(N n, B)+(A~chtyy(N,p) T+~ chi)T, p) kN +T elde
edilir. p= AN alnirsa
@, (85,8) = sht AN - cht AB

@, (5,1) = (1~ cht), AT +T
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elde edilir. Y{izeyin normali ise
Oy AL 0y, = (cht 2+ (1- chiychtk, 22 )N + (- sht.A ~ (1 - ch)shek, 42 )B

Bu ¢arpim vekt6ril ; noktasimin ydriingesinin ¢izdigi yilizeyin normal vektdriidiir.

Teorem 5.2.E} de A4,(s,f) yardimuyla elde edilen iki parametreli harekette, egrinin
binormali zamans1 olmak Uzere, @ egrisinin asli normali tizerinde segilen bir p
noktasinin geometrik yeri zamansi bir yiizeydir.

Ispat. Ytizeyin normali
O AL 9y = cht A+ (1 chiychtk 22 )N + (- sht.A ~ (1~ chr)shtk, 42 )B
veT uzaysi, N uzaysi, B zamans: oldugundan

(01 AL Pus®re AL 0y), =(A+A—chiDE 22 >0

elde edilir ki, bu ise ylizeyin zamansi olmasidir.

2) ofs) zamansi bir egri ise T zamansidir.
Bu durumda, N uzaysi ve B uzaysi olur. O zaman

@,(5,)(p) = peost —(T, py, T(1 —cost) + (T A, P)sint +a(s)
denkleminden

T'=kN
N'=kT +k,B
B'=-k,N

olmak fizere, p = AN alinirsa
@, (5,£) = —sin £.AN +costAB
@y (5,8) = (1— (1 - cost) i A)T
elde edilir. Ylizeyin normalini hesaplarsak
Pos AL Py = (— cost.A +(1 - cost) costh, A> )1\7 + (— sin £.4 + (1 — cos #) sin tk, A2 )[;

drr. Bu garpim ; noktasinin ydriingesinin ¢izdigi yiizeyin normalidir.
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Teorem 5.3.E? de 4,(s,f) yardmuyla elde edilen iki parametreli harekette, zamans1
« egrisinin asli normali {izerinde segilen bir p noktasmin geometrik yeri zamans: bir
ylizeydir.

Ispat. Yiizeyin normali
@y AL @y = (—cost./l + (1 - cost)cos tk, A )IV + (— sin £.4 + (1 — cos f)sin tk, A2 )I}

ve T zamansi, N uzays1, B uzays1 oldugundan

<¢1x AL PP AL ¢11)L =(/1-(1—L‘ht)k1/12)2> 0

elde edilir ki, bu ise yilizeyin zamansi olmasi demektir.

5.1. Yoritnge Yiizeylerinin Parametrizasyonlar

Bu bolimde E} deki iki parametreli hareketler yardimyla baz1 yoriinge ylizeylerinin

parametrizasyonlarini elde edecegiz.

5.1.1. Silindir yiizeyi
1) a(s) uzays: bir egri ise
a: I E
s = a(s)=(0,0,s)
egrisini ele alalim.

T=(00]) ve peE’ noktasida p=(p,,p,,p;) seklinde verilsin. Bu degerler
(5.9) denkleminde yerlerine yazilirsa

@,(s,8)(p) = peht + (T, py, T\ —chr)+(T A, p)sht +a(s)
= (p\cht + p,sht, p,cht + p,sht, p, +5)

elde edilir. p = (p,, p,.0) olarak segilirse
,(s,8)(p) = (plcht + p,sht, p,cht + p,sht, s)

bulunur.
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p, =rshf
D, =rchf

yazilabileceginden

(rsh@cht + rsht chB,rchO cht + rsho sht,s)

2,(s,0)(p)

(rsh(e +1),rch(@ +1), s)

elde edilir ki, bu ise z eksenli Lorentz silindir yiizeyi i¢in bir parametrizasyondur

Sekil 5.1.

W
hﬁﬁ%@v .

e

N1 -nq«xﬁ«m\&\\g\%
R RN T e R
!m.- 2 k\k\k@.ﬂhﬁ\. A \\l\\\.\\«%\. Iy

A T e e i C S

Sekil 5.1. uzays: silindir

2) o(s) zamans: bir efri ise

(5,0,0) olacak sekilde segebiliriz.

a(s)

T

T olmak tizere (5.10) denkleminden

E:

(p|5p29p3)a

a'(s)=(1,0,0) ve p
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@:(s,8)(p) = peost —(T, by, T(1 - cost) +(F A, P)sint +a(s)

=(p, +5,p, cost - p, sint, p, cost+ p, sint)
P =(0, p,, p;) olarak segilirse
0,(5,0)(p) = (s, p, cost - p; sint, p, cost + p, sin t)
elde edilir.

p, =rcosf
py=rsing
seklinde almirsa

0,(s,1)(p) = (s,rcosﬂoost ~rsin@sint,rsindcost + r cosOsin t)

= (s,roos(¢9 +1),rsin(8 + 1))

elde edilir ki, bu x - eksenli Lorentz silindir yiizeyinin parametrizasyonudur Sekil5.2.

Sekil 5.2. zamans: silindir



5.1.2. Tor yiizeyi
1) a(s) uzays: bir egri ise
iki hal vardir. Bunlan sirast ile inceleyelim.
1-a) T uzaysy, N zamansi ve B uzays olsun.
a(s)= (rchs, rshs,O) efrisi x0y- diizleminde » yarigaphi Lorentz gemberidir. Bu egri
i¢in
a'(s) = (rshs,rchs,0)

T =(shs,chs,0)

B =(0,0-1)

N =(chs, shs,0)

ve p=AN olmak tizere bu degerler (5.9) denkleminde yerlerine yazilirsa

@,(5,0)(p) = pecht +{T, py, T(A—cht)+ (T A, P)sht +a(s)
= ANcht + ABsht +a(s)
= (chs(r + Acht), shs(r + Acht),~Asht)

bulunur $ekil 5.3.

509
0o
BU%DU 800

Sekil 5.3. uzays: tor yiizeyi 1
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1-b) T uzaysy, N uzaysi ve B zamans1 olsun.
B =AN olmak tizere (5.9) denkleminden
@,(s,4)(p) = Beht + (T, p), T(1 —cht) + (T A, p)sht +a(s)

= ANcht — ABsht + a(s)

= (chs(r + Acht), shs(r + Acht), Asht)
elde edilir. Bu ise 0<f<27,0<s<2x olmak iizere, A yarigaph bir Lorentz
cemberinin, aym diizlemde orijine uzaklig: r olan bir gember etrafinda donmesiyle
olugan tor yitzeyinin parametrizasyonudur $ekil 5.4.

Sekil 5.4. uzays: tor ylizeyi 2

2) o(s) zamansi bir efri ise
x0y diizleminde r yarigaphi Lorentz gemberi olarak almabilir. a(s) = (rshs,rchs,0)
olmak {izere
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a'(s) = (rchs, rshs,0)
T = (chs,shs,0)
B =(0,0)
N =(shs,chs,0)

ve = AN olmak fizere bulunan bu degerler (5.10) denkleminde yerlerine yazilirsa

,(s,1)(p) = peost —(T, p), T(A—cost) + (T A, p)sint +a(s)
= AN cost + ABsint + a(s)
= (shs(r + Acost),chs(r + Acost),Asin t)
elde edilir. Bu ise 0<?¢<27,0<s <2z olmak fizere, A yarigapl bir gemberin, aym

diizlemde orijine uzaklig1 r olan bir gember etrafinda ddnmesiyle olugan tor yiizeyinin
parametrizasyonudur $ekil 5.5.

Sekil 5.5. zamanst tor ylizeyi
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E} uzaymda donel yiizeyleri, ele aldigimiz anlamda , yorlinge yiizeyleri olarak da
vermek miimkiindfir. Bu durumda noktay: hareketli ve ekseni sabit almak, islemlerin
kolaylig1 agisindan 6nemlidir.

B(s), x0z-diizleminde a(s)=(0,0,5) uzays: bir egri olmak iizere, z - ekseni dénme
ekseni olsun.
a(s) =(0,0,5) olmak iizere T= (0,0,1) ve yilzeyin hareketli noktas:
pls)= B(s) = (5,(s).0, B;(5))
ise (5.9) denkleminden
@, (5,0)(p) = peht +(T, BYT(1—cht) + (T A B)sht +a(s)

= (B, (s)cht,—B,(s)sht, B(s)+5)
seklinde yoriinge yiizeylerinin parametrizasyonu elde edilir.

Simdi de B(s) , x0z diizleminde bir egri vea(s) de zamans: bir egri olmak {izere, x-
ckseni donme ekseni olsun. a(s)=(s5,0,0) olmak iizere T = (1,0,0) ve yiizeyin
hareketli noktas1
p(s) = B(s) = (£,(5).0, B;(5))
ise (5.10) denkieminden
@, (5,0(p) = peost —(T, p), Tl —cost) + (T A, p)sint +a(s)

=(B,(5)+5,-Bu(s)sint, By (s)cost)
seklinde yoriinge yiizeylerinin parametrizasyonu elde edilir. Bu tiir dénel yiizeyleri
cogaltmak miimkiindiir.

5.1.3. Hiperboloid yiizeyi
1) a(s) uzays: bir egri ise:

a(s)=(0,0,5) ve p(s)=pP(s)=(1,s,0) olarak almabilir. Bu durumda (5.9)

denkleminden
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@,(5,1)(p) = poht + (T, 5, T(1 - chty+ (F A, Bsht +as)
= (cht ~ s sht,s cht + sht,s)
ylizeyi elde edilir ki, bu 3-boyutlu Lorentz uzaymda donel hiperboloid yiizeyidir
Sekil 5.6.

AL

50 40 20 0 20 40 EO

$ekil 5.6. uzays: hiperboloid yiizeyi
2} o(s) zamans: bir egri ise:
a(s)=(s.0,0) ve pls)=pB)=(, 5,0) olarak almabilin. Bu durumda (5.10)
denkleminden
,(5,1(p) = peost~(T, B, T(1~cost) + (T n, p)sint +a(s)
=(1+5,5cost,5sint)
yiizeyi elde edilir ki, bu 3-boyutlu Lorentz uzaymnda dénel hiperboloid yiizeyidir
Sekil 5.7.
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Sekil 5.7. zamans: hiperboloid yiizeyi

5.1.4. Catenoid yiizeyi
1) a(s) uzays: bir efri ise:
a(s)=(0,0,5) ve p(s)=/(chs,0,0) olarak alinabilir. Bu durumda

@,(5,0)(p) = peht + (T, p), T~ cht) + (T A, P)sht +a(s)
= (chs sht,—chs sht, s)

yiizeyi elde edilir ki, bu 3-boyutlu Lorentz uzayinda catenoid yiizeyidir Sekil 5.8.
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Sekil 5.8. uzaysi catenoid ylizeyi

2) a(s) zamans: bir eri ise:
a(s) = (s,0,0) ve p(s) = B(s)=(chs,0,0) olarak almabilir. Bu durumda (5.10)
denkleminden

@, (8,1)(p) = peost —(T, py, T(1—cost) + (T’ A, P)sint +als)

= (cost(chs —1) +1+5,0,0)
ylizeyi elde edilir ki, bu 3-boyutlu Lorentz uzayinda catenoid yiizeyidir Sekil 5.9.
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Sekil 5.9. zamansi catenoid yiizeyi

5.1.5. Hortum yiizeyi

5.1.5.1. Hortum yiizeyi iizerine ¢izili helis egrisi
1) a(s) uzaysi bir egri ise

@,(s,0)(p) = peht +(T, By, T —cht) + (T A, P)sht +als)
iki parametreli hareketinde p = AN(s) ,A € IR 6zel segimini yapalm.
1-a) T uzaysi, N zamansi ve B uzaysi olmasi halinde

@,(5.1)(p) = ANcht + ABsht +a(s) ' (5.11)
dir. Eger a(s)=(0,0,5), T=(0,0,),N=(1,00),B=(00) olarak almip (5.11)
denkleminde yerine yazilir ise
@,(s,) = (Acht, Asht, s)

6zel bir hortum yilzeyi olan Lorentz silindiri elde edilir Sekil 5.10.
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Sekil 5.10.uzays: hortum yiizeyi 1

1-b) T uzaysy, N uzays1 ve B zamansi olmas) halinde

(5.12)

= ANcht — ABsht + a(s)

?,(s,1)(p)

elde edilir ki, bu ise «(s) egrisi boyunca tamimhi E} uzaymda hortum yiizeyinin

(1,0,0) olarak

N =(0,,0),B

0,0H),N

00,5) T

alimp (5.12) denkleminde yerine yazlir ise

parametrik denklemidir. Eger a(s)

Asht, Acht,s)

-

§zel bir hortum yiizeyi olan silindir elde edilir. $ekil 5.11.

(s,0)

(2]
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Sekil 5.11. uzays: hortum yiizeyi 2

2) a(s) zamans: bir e@ri ise

t—(T, p), T(1 —cost) +(T A, P)sint +a(s)

= pcos

@, (s,1)(P)

AN(s) ,Ae IR 6zel segimini yapalim.

iki parametreli hareketinde p

(5.13)

elde edilir ki,bu a(s) egrisi boyunca tarumh hortum yiizeyinin parametrik denklemidir.

AN cost + ABsint +a(s)

@,(5,5)(p)

(0,0,]1) olarak almip (5.13) de yerine

0,,0),B

I =(1,0,0),N =

(s,00) T

Eger a(s)

yazihirsa

Acost,Asin t)

G

@, (s,1)(P)

elde edilir Sekil 5.12.
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Sekil 5.12. zamans hortum ylizeyi

t =1(s) ve bzel olarak da =gy alalm. O halde hortum yiizeyi tizerine ¢izili olan bir
egri elde edilir. Bu egrinin denklemi (5.11) denkleminden

B(s) = AN(s)chs + AB(s)shs + a(s) (5.14)
elde edilir. (5.12) den

B(s) = AN(s)chs — AB(s)shs + a(s) (5.15)
ve (5.13) denkleminden

B(s) = AN(s)coss + AB(s)sin s + a(s) (5.16)

olarak bellidir. Bu egriler E? uzaymda hortum yiizeyi fizerine ¢izili helis egrileridir.

1) Eger a(s)=(0,0,s) uzays1 bir egri ise
1-2) T =(0,0,), N = (1,0,0), B =(0,1,0) ve A =1 olmak iizere (5.14) den
B(s) = (chs,shs,s) 317
dir.
1-b) T = (0,0,1), N = (0,1,0),B = (1,0,0) ve A =1 olmak iizere (5.15) den
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B(s) = (- shs.chs,s) (5.18)
elde edilir.
2) Eger a(s)=(s,0,0) zamans: bir epri ise 7T =(1,0,0), N =(0,,0),B=(0,0,1) ve
A =1 olmak lizere (5.16) dan

B(s) = (s,cos5,sin 5) (5.19)
helis egrileri elde edilmis olur.
Bu 8zel segime dikkat edilirse ele alman egriler, ekseni z veya ekseni x olan 3-boyutlu
Lorentz uzaymdaki silindir fizerine kurulu helis egrileridir.

5.1.5.2. B(s) egrisi ile belirli hortum yiizeyi

Bu bbtliimde (5.14),(5.15),(5.16) denklemlerindeki  SB(s) eprisini ele alip, A(s)
kaynakli hortum yiizeyini ele alacagiz. Bu yiizeyin denklemi i¢in p" = AN"(s) olmak
tizere (5.9) denkleminden

@ (5,0)(p* )= AN" (s)cht + AB’ (5)sht + B(s) (5.20)
ve
@ (5,0)(p")=AN"(s)cht — AB" (s)sht + B(s) (5:21)
elde edilir. Ayrica (5.10) denkleminden de
0" (s,0)(p")= AN"(s)cost + AB" (s)sin  + S(s) (522)
olarak hesaplayacagiz.

(5.11), (5.12) ve (5.13) deki elde edilen yiizeyler fizerinde &zel segilen F(s) efrisi
yardum ile hortum yiizeylerinin denklemlerini yazabiliriz.

a) PB(s)=( chs, shs, s) egrisi fizerine kurutu hortum yiizeyi
B(s) = (chs,shs, s) olmak fizere
= 1
T" =—=(shs,chs,]
7 (et

= % (shs, chs,— 1)

B =
N* =(~chs,~shs,0)

elde edilir.



P =AN" = A(-chs,—shs,0),A€ IR olup bu deperler (5.20) denkleminde yerine
yazilirsa

Ashs sht

V2
Achs sht

72

~ Achs cht +

+ chs,

o (s,0)(p")=| — Ashs cht +

+ shs,

Asht
— s

N3

elde edilir ki, bu esitlik aranan hortum yiizeyinin parametrizasyonudur Sekil 5.13.

Sekil 5.13. B(s)=( chs, shs, s) egrisiile elde edilen hortum yiizeyi
b) B(s)=( -shs, chs, s) eprisi {izerine kurulu hortum yiizeyi
B(s) = (= shs,chs,s) olmak tizere T* = B'(s) = (- chs, shs,]) oldugundan
efri bosluksu bir egridir. Egrinin binormal vektdr alam B® =W, = 8"(s) = (- shs,chs,0)
olacak gekilde segelim. N* vekior alamm <N',N‘>L =0 ve (T‘,N')L =1 olacak
sekilde bulmahyiz. Bunun igin (T',V)L #0 olacak sekilde ¥ vektdrii bulabiliriz.

Gergekten ¥ = (1,0,0) alirsak (7°,V) #0 dw. N* igin
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.1 w.y), ..
) [<>1

. 1 shs 1 -
itliginde degerleri yerlerine lrsa N° =| ——,———,———| elde edilir. O hald
esitliinde degerleri yer! yazilirsa (Zchs Yo 2ch2s) ir. e

bosluksu eprimizin E} uzaymda Frenet ¢atis1 bulunmus olur. Bulunan bu degerler

(5.21) denkleminde yerlerine yazilirsa
o (s,0)(p°)=AN"(s)cos t —= AB*(s)sin ¢t + B(s)

Acht
c
M— Achs sht + chs

2¢h’s
Acht
+ 5
2¢chls

+ Ashs sht — shs ,

elde edilir ki bu ise aranan hortum yiizeyinin parametrizasyonudur Sekil 5.14.

Sekil 5.14. B(s)=( -shs, chs, s) egrisi ile elde edilen hortum ylizeyi
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¢) PB(s)=(s, coss, sins) erisi fizerine kurulu hortum yiizeyi

B(s)= (s,coss,sin s) olmak tizere T* = B'(s) = (1,—-sin s,coss) oldugundan egri
bosluksu bir egridir. Egrinin binormal vektSr alanim

B =W, = B"(s) = (0,~coss,—sins) olacak sekilde segelim. N* vektor alanm
(N*,N") =0 ve(T",N") =1 olacak sekilde bulmaltyrz. Bunun icin (T’,V)L #0

olacak sekilde bir ¥ vektérii bulabiliriz. Gerekten ¥ = (1,0,0) alrsak (T‘,V)L #0

dr. N* igin
v,V
N' = ‘1 V_ < )L T'
(T ’V>L 2<T.’V>L
esitliginde degerleri yerlerine yazilwsa N° =(_%’—s;ns’%) elde edilir. O halde

bosluksu egrimizin E; uzaymda Frenet catisi bulunmus olur. Bulunan bu degerler
(5.22) denkleminde yerlerine yazilirsa
" (5,0)(p° )= AN"(s)cost + AB"(s)sin t + f(s)

— Acost
___._+ 5
2
- Asin s cost .
=| ————————Acosssint,
2
cosscos " .
;L—i—cf)—t—/lsmssmt

elde edilir ki bu ise aranan hortum ylizeyinin parametrizasyonudur Sekil 5.15.
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Sekil 5.15. B(s)=( s, coss, sins) egrisi ile elde edilen hortum yiizeyi
52.6=T, p=pT + N + kB durumu

Bu kesimde, 5.1 de 6zel segilen p noktasi genel olarak ele alimacaktir. Ayrica ¢ doénme
ekseninin segilen egrinin normali, binormali ve tegeti olmasi halleri ele alinacaktir.

Bu durumu iki balde inceleyelim.

1) ofs) uzays: bir egri obnas: hali:

1-a) 7 uzaysy, N zamansi ve B uzaysi olsun. Bu durumda

(5.9) denkleminden

1 (s.8) = skt (T A, p)+(A-che)T", p)LT +(-chr)(T,p) T'+T
@, (s,1) = psht + cht T A, p)- sht(f', p)L T

elde edilir. Ustelik



oldugundan, p noktas: yerine konur ve hesaplanirsa
@,,(5,8) = (shtJec — (1~ chtY, A + 1) + (1 — cht)k, )N — (she ke, y)B
@, (s,2) = (sht.A + chtx )N + (shtx +cht. A)B

bulunur, Bu yiizeyin normali i¢in de

@1, AL 0y =~ chtk, p)sht s + cht.A)+ (shtk p)sht A + chtx )T

+[(1+ skt — (1 - chtyk, A)shtx + cht AN (5.23)
+[(L+ skt — (1 - chtyk, A)sht.A + chtx)|B

elde edilir.

Teorem 5.2.1. E} uzaymda 4,(s,f) yardimyla elde edilen iki parametreli harekette,
egrinin asli normali zamans1 ve donme ekseni egrinin tegeti olmak fizere, xB veya
T +«B tizerinde segilmis bir p noktasmm geometrik yeri zamans: bir yizey, AN
tizerinde secilmis bir p noktasmmn geometrik yeri uzays: bir ylizey ve uI' lizerinde
segilmis bir p noktasmin geometrik yeri bogluksu bir yiizeydir.

Ispat. (5.23) denkleminden

A=0 ise

(@1 AL Pus@ic AL 91), = [0— A=ty st )+ (st & p)eht)f
+x*(1+shtkx) >0
A=pu=0ise
(@1 AL @B AL %)L =k (+shtkx) >0

oldugundan p noktasinm ydriingesinin geometrik yeri, kB veya uT + B igin zamans:
bir ylizeydir.

H=x=0 ise

(¢Is AI. ¢ll ’¢ls AL ¢ll )L = _12 (1 - (1 - Cht)kl/’,')2 < 0

oldugundan p noktasinin yoriingesinin geometrik yeri, AN igin uzays: bir yiizeydir.

A=x=0 ise
<¢1s AL QusPis AL ¢71:)L =0
oldugundan p noktasmin yoriingesinin geometrik yeri, uT i¢in boshuksu bir yiizeydir
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1-b) T uzaysi, N uzays: ve B zamans: olsun. Bu durumda
kN

=k T +k,B

kN

~
[}

2

s
It

oldugundan
@, (5,8) = (sht ke ic + (1~ chtYk, A+ 1)T + (1 - cht)k, u)N —(shtk, 12)B
@, (5,8) = (sht.A — cht.c)N + (sht.x — cht.A)B

bulunur. Bu ylizeyin normali i¢inde
@ AL 0y = [((1—chik, 2)(sht s — coshe.A)— (shtk, p)sht.A — chx )T

— [+ shtkx + (1 - chtyk, AYshtx — chtA)N (5.24)

— [+ skt — (1= chryk, AYsht A - chexc)|B
elde edilir.
Teorem 5.2.2. E uzaymda 4,(s,t) yarduniyla elde edilen iki parametreli harekette,
egrinin binormali zamans1 ve dénme ekseni efrinin tefeti olmak {izere, AN veya
4T + AN iizerinde segilmig bir p noktasin geometrik yeri zamans: bir yiizey, xB
iizerinde secilmis bir p noktasmin geometrik yeri uzays1 bir yiizey, uT fizerinde
secilmig bir p noktasmm geometrik yeri bosluksu bir yiizeydir.
ispat. (5.24) denkleminden
k=0 ise

(¢1s AL @usPis Ay ¢II>L = [((1 —Cht)klﬂXChtJ')_(Shl’klﬂxsm'l)]z

+ 21+~ chk A} >0
ve
u=x=0 ise
(@5 AL PuoPis ALY, = A+ (- AY >0
oldugundan bir p noktasmin geometrik yeri zamans: bir ylizeydir.
u=2A=0 ise
<¢1s AL PusPis Ny ¢1r)L =K’ (1 + *“‘ht-kl"')2 <0

oldugundan bir p noktasmin geometrik yeri uzaysi bir ylizeydir.

A=x=0 ise
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(¢1s AL D@y Ay ¢11)L =0
oldugundan bir p noktasimn geometrik yeri bosluksu bir ylizeydir.
2) o(s) zamans bir efri olmas: hali:

7 zamansl, N uzaysi ve B uzaysi olsun. Bu durumda
(5.10) denkleminden

@y, (s,0) =sint (T A, p)-(1-cost)(T, p)LT ~(-chn)(T, p)LT‘ +T
@, (5,0) = —psint+cost(T A, p)—sklt(f,p)LT

elde edilir. Ustelik

T =kN
N =kT+k,B
B =-k,N

oldugundan, p noktasin koordinatlar: yerlerine konur ve hesaplanirsa
@y, (5,2) = (~sin 2, — (1 - cost)k, A + )T +((1 - cost)k, u)N — (sin t.k, 1) B
@, (5,t) = —{(sint.A + costxc)N +(cht.A — shtxc)B

bulunur. Bu yiizeyin normali i¢in de
Py A @y = (1~ cost)k, u)cost.A —sin tac)+ (sin £k, uX~sint.4 - cost.xc )l

~ [t - sin £k, — (1= cost)k, A Ycost A ~ sin tc )]V

+[(1—sin e, — (1 - cost)k, AY~sin 2.4 — costx )|B
drr.

Teorem 5.2.3. E} uzaymda 4,(s,?) yardimyla elde edilen iki parametreli harekette,

zamansi efirinin, AN, xB veya AN + kB tzerinde segilmis bir p noktasmm geometrik

yeri zamansi bir yiizey, uT tizerinde segilmig bir p noktasmn geometrik yeri bosluksu

bir yiizeydir.
Ispat. (5.25) denkleminden
u=0 ise

(@26 AL o s 2y A, @), =(1-sinthx (1 ~cost)kll)2(ﬂ,2 +x2)> 0

#=A=0 ise
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(P2 AL Poro P20 AL §), = (1 —sinthx ~ (1~ cost)k, AY (,12 +x? )> 0
pu=x=0 ise
(P2 AL Pos s AL @), = (1= (1 -cosDEA) >0
oldugundan bir p noktasimin geometrik yeri zamansi bir yiizeydir.
A=Kk=0ise
(@o AL Prs @i AL @), =0
oldugundan bir p noktasiin geometrik yeri bosluksu bir ylizeydir.

53. ¢ =]V, P =,uT.+,11'\7+KE durumu
Bu durumda iki hal vardir. Bunlan sirast ile inceleyelim.

1) a(s) uzays: bir egri olmas hali:
1-a) T uzaysi, N zamansi ve B uzaysi oisun. Bu durumda
@, (s.))=sint(N' A, p)-(1- cost)(ﬁ', p>L N-@a- cost)(ﬁ, p)L N+T
@y (s, = —psint+cost(N A, p) —-sint(ﬁ,p)LJV
elde edilir. p noktasin koordinatlan yerlerine konur ve hesaplamrsa
@y, (5,1) = (=sintd, A + (1 - cost)k, A + 1)T + ((sint.k,k ~ sint.k, 1) — (1~ cost)(k, 1 + k)N
+(sintk, A+ (1—-cost)k,4)B
@,,(5,1) = (costuc —sin t.u )T —(sin t.x +cost.u)B
bulunur. Bu yiizeyin normali igin de
Do N, Py = [(sin t(kc — by 1) — (1 —cost)(k, u + kzl(')x— sin fc — cost.y)F
(1+ (1 - cost)k, A —sin .k, A )~ sin . — cost.u) 5
—((1~costYk A +sinte A)cost.ic — sin £.u)
—[(sin 10k, — e, p2) — (1 = cosE)(le, 2 + k) Ycos i — sin 2,42 )|B

(5.26)

elde edilir.
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Teorem 5.3.1. E; uzaymda 4,(s,r) yardimiyla elde edilen iki parametreli harekette,

egrinin asli normali zamans: ve dénme ekseni egrinin asli normali olmak {zere, AN
fizerinde secilmis bir p noktasmmn geometrik yeri bogluksu bir yitzeydir.
Ispat. (5.26) denkleminden
u=x=0 ise
(@2 AL @rs P2 AL O2), =0
oldugundan p noktasmin geometrik yeri bogluksu bir ylizeydir.
1-b) T uzaysi, N uzays1 ve B zamanst olsun. Bu durumda
0,(5,0) = (= sht ke, A — U = chtYe A+ 1) + (1= cht)A + sht.kx + shtde, u)N
+(shtk,A+(1-cht)k,A)B
@, (5,0) = (sht.p+ chtsc)T + (sht.x + cht.p)B
bulunur. Bu yiizeyin normali i¢in de

P AL Py = [((1 —cht)A + sht.k,x + shtk, p)shtac + cht.,u)F
(shto, A+ Q1= cheYle, AYsht.p + chtx) &
[— (1 - shtde,A—(1- cht)k A )shtx + cht.ﬂ)}
+ [(shtkx + shtde,pp + (1 - cht) AYsht.p + chtx)|B

5.27)

elde edilir.

Teorem 5.3.2. E] uzaymnda 4,(s,r) yardimyla elde edilen iki parametreli harekette,
egrinin binormali zamans1 ve donme ekseni efrinin asli normali olmak {zere, uT,
4T+ AN veya uT +«B tizerinde segilmis bir p noktasmmn geometrik yeri zamansi bir
yiizey, AN iizerinde segilmis bir p noktasmn geometrik yeri bosluksu bir yiizeydir.
Ispat. (5.27) denkleminden

A=0 ise

(¢’1s AL PusPis AL ¢n)l_ = (Sht-’( + Cht'ﬂ)z >0

A=x=0 ise

<¢1s AL Pus@is AL ¢’11)L = (Cht-/-‘)z >0

k=0 ise
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(910 AL Pus@ys AL o), = 12 (A= ch)A + shr ke, )]

. (sht &, A + (1= chtYe, AYsht.u) 2
— (1 - shtk, A~ (1— cht).k A Ycht.u)

oldufundan p noktasirun geometrik yeri zamans: bir yiizeydir.
#=x=0 ise
(@rc AL PusPrc AL D), =0
oldugundan p noktasinin geometrik veri bosluksu bir ylizeydir.
2) o(s) zamans bir egri olmasi hali:
7 zamansi, N uzaysi ve B uzays: olmas: halinde
0,.(8,8) = (sht e, A + (1 ~ cht)k, A +1)T
+(( - cht)k,i — (1= cht) Jo,u — sh ki + shtk,u)N
—(shtk, A+ (1~ cht)k,A)B
@, (5,8) = (sht 12— chtsc )T + (sht.xc — cht.u)B
bulunur. Bu yiizeyin normali i¢in de
B A @ =—|(shtky pi—shik c—(1—chik, u+ (1 ~chik,xYshtx —cht )T

. (shtde, A+ (1 —chdk, AYshtu—chtx) %
—(1+shtk,A+(1—chi)k, AYshtzc—cht )

—[(shtk, p1—shtk e — @~ chik, pr+ (L~ ke isht. p1—chix)|B

(5.28)

dur.
Teorem 5.3.3. E; uzaymnda A (s,t) yardimyla elde edilen iki parametreli harekette,
zamans1 efrinin, xB veya AN + kB iizerinde segilmis bir p noktasimin geometrik yeri
zamans) bir yiizey, AN iizerinde segilmis bir p noktasmm geometrik yeri bosluksu bir
ylizeydir.
Ispat. (5.28) denkleminden
=0 ise

(P AL @1 015 A 1), =K (- shthiac+(L—chibex)?

(shtk A+ —chik,A~chtx) T 0
| (1 +shtk, A+ (—chide Ashex) |



ve

u=1=0ise
(q’ls AL PP AL %)L = (—Sinhtkllc+(1—cosht)kzl{)z +(sinhtx)2 >0

oldugundan p noktasin geometrik yeri zamansi bir ylizeydir.
p=x=0 ise

<¢|s AL PP AL ¢1:)L =0
oldugundan p noktasimin geometrik yeri bosluksu bir ytizeydir.

5.4. =B, p=ul + AN +xB durumu

Bu durumda iki hal vardir. Bunlari siras ile inceleyelim.
1) a(s) uzays: bir egri olmasi hali:
1-a) T uzaysi, N zamansi ve B uzaysi olsun. Bu durumda
@, (5,0) = (shtdexc + 1T +(( - chtYey )N — ((sht Je, g2+ (1— cht)k, A)B
0, (s,0) = (sht.u - cht.).)f +(shtA —cht.u)B
bulunur. Bu yilizeyin normali i¢in de
@i A @y =[(shthe, g+ (1~ chy, Asint. A — chep)|T

+ (st 2+ (1~ chiyk, AYsint.u — costA)N (5.29)
+[(1 + shtke, i Xshe.A ~ cht.u)— (1 - chiykyic\sht.u — cht.2)|B

elde edilir.

Teorem 5.4.1. E} uzaymda 4,(s,f) yardimiyla elde edilen iki parametreli harekette,
eprinin asli normali zamans1 ve donme ekseni egrinin binormali olmak tizere, uT + xB
veya uT flzerinde segilmis bir p noktasmin geometrik yeri zamans bir yizey, xB
{izerinde se¢ilmis bir p noktasmin geometrik yeri bosluksu bir yiizeydir.
ispat. (5.29) denkleminden
A=0 ise’

((”m AL PrusPris AL ¢11>L = (Sht'kzﬂ)zﬂz
+ (1 + shtkyic X cht. )~ (1 = cht ), Xsht.p)f >0
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ve
A=x=0 ise
(91 AL Pus0ss AL 91), = (shtdyu) @ + (= chtp) >0
oldugundan bir p noktasinn geometrik yeri zamans: bir ylizeydir.
p=41=01ise
(@15 AL PP AL DY), =0
oldugundan bir p noktasinin geometrik yeri bogluksu bir ylizeydir.
1-b) T uzays, N uzays1 ve B zamans: olsun. Bu durumda
@y (5,1) = (sin tleyxc + 1)T + (1 - cost)ke,xc )N + (sin e, p1 — (1 - cost)k, A)B
@, (s,8) = —{sint.u+ cost.lﬁ +(cost.u—sint.AN
bulunur. Bu yiizeyin normali i¢in de

@ys AL Py = —J(sin £k, 11— (1 cost)k, A cost.u ~sin tA)T
—[(sin £k, — (1= costYk, AYsin £+ cost AN (5.30)
—[(@~costyk,x )¥sin £+ cost.A)+ (1+sin tk,xYcost.u~sin £.1)|B

elde edilir.

Teorem 5.4.2. E; uzaymda A4,(s,) yardimuyla elde edilen iki parametreli harekette,

egrinin binormali zamans1 ve d8nme ekseni efrinin binormali olmak dzere, B
iizerinde segilmig bir p noktasmin geometrik yeri bosluksu bir yiizeydir .

Ispat. (5.30) denkleminden
u=A=0 ise

(9’2: AL PysPas N1 ¢zz>L =0
oldugundan p noktasmn geometrik yeri bosluksu bir yiizeydir .

2) a(s) zamans bir egri olmasi hali:
T zamans;, N uzaysi ve B uzaysi olsun. Bu durumda
0, (5,2) = (sht.k,ic + 1)T + (1 - cht)k, i )N + (sht e,y ~ (1~ cht)k,A)B

@, (5,1) = (sht.p + cht AYT + (sht. A+ cht.u)N

96



bulunur. Bu yiizeyin normali i¢in de

P AL O =[(shtk,p~ (1~ ch)k, AYshtd + chL,u)]T
+[(shtky 1 — 1 — chiyk, AYsht.ps + che A) [N (5.31)
+[(1+ shtke, i )shtd + chtg) + (1 — U~ chikx)sht. 2~ chiA)|B
dir.

Teorem 5.4.3. E} uzaymnda 4,(s,t) yardimiyla elde edilen iki parametreli harekette,
zamanst egrinin, AN veya AN +xB iizerinde segilmis bir p noktasinin geometrik yeri
zamans: bir ylizey, kB tizerinde secilmis bir p noktasmin geometrik yeri bogluksu bir
yiizeydir.

Ispat. (5.31) denkleminden
#=0ise
(¢1s AL PyusPis AL Py )L = (‘ a- Cht)kz'l)z 7
+{(L+ shrdeyic NshtA)+ (1 - (U= chok, e X chia)f >0

ve
H=Kk=0 ise

(@ AL 010 AL 1), = (A= ch)k, AY 22 +(sht.A~chrA) >0
oldugundan bir p noktasinin geometrik yeri zamansi bir ylizeydir.
H=4=0ise

(%s AL PusPis AL q’u),_ =0

oldugundan p noktasinin geometrik yeri bogluksu bir yiizeydir.
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6. IKi PARAMETRELI HAREKETLERIN GEOMETRISI

n-boyutlu Oklid uzaymnda bir cismin iki parametreli hareketi

Y, )= A, )X + C(4, ) (6.1
ile tamimlamr. Burada 4 e SO(n) pozitif ortogonal bir matris, C e IR bir siitun
matrisi, ¥ ve X, aym bir B noktasimn, sirastyla, sabit ve hareketli uzaym ortonormal
koordinat sistemlerine gbre yer vektorleridir.
(6.1) ile verilen iki parametreli harekette
(4, 1) = (0,0) igin

A(0,0)= A71(0,0)= AT (0,0) =1 ve C(0,0)=0
dr. Bu durumda sabit ve hareketli uzay gakigiktr. Eger A =A(),u=u(t) ise iki
parametreli hareketten elde edilen bir parametreli hareket s6z konusudur. 4 € SO(n)
oldugundan
AT (A A, ) = AQ A" (A, p) =1

dir. Bundan sonra kisabigm hatiri igin A7 (4, 1) = A7 ve A(A, 1) = A olarak alacagiz.

Teorem 6.1. 4 € SO(n) ve n tek bir say1 olsun. Bu durumda 4, ve A4, niin rank’lart

cifttir.
Ispat. A7 (4, 1) A(A, 1) = AA, A" (A, ) =1 ve A(0,0)=A"(0,0)=1I oldugundan
A, AT + 447 =0
A, + 47 =0
ve
4,47 +44] =0
A, +A] =0

elde edilir. O halde 4, ve 4, anti-simetrik matrislerdir. n tek bir say1 oldugundan
detd, =0 ve detd, =0

dir. O halde rank 4, =r(sift) ve rank A4, =r(¢ift) olmahdir.
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Teorem 6.2. A< SO(n) olsun. O zaman
rank 4,; =0 < rank 4, =0
ve
rank A, =0 < rank4,=0
dir.
ispat. A(1, )4 (A, 1) =I oldugundan, 1 ya gbre tiirev almirsa,
A, A7 + 447 =0
A AT + A, AT + 4,45 + A4L, =0
A AT 424, A7 + 447, =0
dir. rank A, =0 oldugundan A4, =0 dir. O halde
4,47 =0
elde edilir. Vx € IR i¢in

(4,47 )" ="
(447} =0
A4, 47 )" =0
xA,45x7 =0

(XA;. XXAA )T =0

elde edilir. Buradan

(xd,,x4,)=0

x4, =0
dir. Vx € IR igin dogru oldugundan

A4, =0ve rank A, =0
elde edilir. 2 ye gore tiirev almirsa , benzer sekilde
A,A" +A4] =0



4,47 + A AL+ A AL + A4], =0
A, AT 24,47 + A4, =0
dwr. rank 4,, =0 oldugundan 4,, =0 dr. O halde
A4 =0
elde edilir. Vx e IR igin

(4,4 )" =©n"
(A”A:)xr =0

A4, 47" =0

x4, 472" =0

(xd, Yxa,} =0
elde edilir. Buradan

drr. Vx e IR} igin dogru oldufundan

A,=0ve rank 4, =0
elde edilir. Tersi agikca goritlmektedir.
Tanm 6.1. Y(4,u) = A(A,u) X +C(A, 1) esitlipinde A=A(f) ve u=pu(t)ise, t ye
gore tiirev almursa, }.’=Y,1 /.1+Y‘,;1, 1:1=A,1 ﬂ'.-i-A”;.l, C‘7=C4 i+Cﬂ;.z olmak iizere

Y=4 X+ (:‘+ A X
esitligi elde edilir. Burada }.’ ,:4X +é, A).( , srasiyla, b yer vektorine sahip olan bir
B noktasin; mutlak, siiriiklenme ve relatif hiz1 denir.
AX+C=0

sisteminin X ¢bziimdi, 7 aninda sabit ve hareketli uzaylarda sabittir. Bu X noktalarina
her ¢ am igin ani pol noktalar1 denir.
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Tanm 6.2. Ani Vida Ekseni (A.V.E)
Y(A,u) = A(A, )X +C(A, 1) denklemiyle verilen iki parametreli harekette

rank;4=n—1 =¢ift ise hareketli uzayda herhangi bir anda sabit normlu bir hiz
vektoriine sahip noktalarm geometrik yeri bir dogrudur. Bu dogruya ani vida ekseni
denir ve A.V.E ile gosterilir. Ayrica, hareketli uzaym vida ekseni

X=P+ck

scklindedir. Burada P, 4X +C =0 denkleminin bir 6zel ¢6zitmiinti ve E de AX =0
homogen denkleminin ¢bziim uzaymm bir bazim gdstermektedir (HacisalihoBlu 1974).

6.1. n =3 ozel durumu

4, ve A, anti-simetrik matrisler oldugundan &zel olarak

0 _ja jz 0 ‘is iz
A= j, 0 ~jlved,={i O —ifolsun 4, =-A], 4, =-4,.
‘jz j] 0 "iz il 0

Y(4,p) = A4, )X
denkleminden
X =474, WY (4, 1)
bulunur. Y(4, 1) = A(A, 2)X esitliginden ¢ ye gore tirev alnirsa,

Y, A+Y, = (Al i+ 4, L)X
- (AA i+, ;;)A A, WY (A, 1)
ve buradan (4, 1) = (0,0) konumu ile

Y, A+Y, = (AA A+ 4, ;:)Y(/l, )
=QY(A,4)

elde edilir. 4, ve A4, anti-simetrik matrisler oldugundan
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0 - A+ L) (G, A+ 1) 0 -w, w
Q=d4, A+ 4, u=|(; A+ 1) 0 —(h AL ) [=} w, 0 -w
Godthi) Giathm) 0 v, w0

agsal iz matrisi de anti-simetrik’dir. 4 matrisi ortogonal oldugundan
A AT (A, ) =1
dir. Buradan ¢ ye gore tlirev almirsa
(Al it 4, L]AT (o 1)+ A(A, y)[Aj i Al ,',) =0
dir. (4, )= (0,0) igin
L] - - . T
(A,1 At+4, ,u)+[A,1 A+ A, ,u] =0
elde edilir.
Q=4, 2+ 4, i oldugundan

Q+Q" =0
Q' =-Q
elde edilirki, Q anti-simetrik matristir.

v, =(Al i+, ,})X +(C,1 i+C, y) ile verilen, stirtiklenme hizi sifir olan noktalar

pol noktalar1 oldugundan
Y(A, 1) = AQA, )X + C(4, 1)
ile belirlenen iki parametreli hareketin pol noktalarin verir.

(A,I i+, ;;)X + (Cl itC, ,u) =0 6.2)

denkleminin ¢8ziilebilmesi igin  rank (A ., i+ A " ;.zj =rankQ =2 olmaldir.
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Y(A, )= AL 1) X +C(4, )
A(’L AU)X = Y(;l'a ”) - C(la /-l)
A7 ) AR )X = A7 A i) G ) - C(A, 1)

X =47 (2, )(¥ (2 )~ C(A, 1)
elde edilir. Bu X degerini (6.2) denkleminde yazarsak

(AA it 4, L)[A“‘ (A ¥, 1) - CC )]+ (c,1 i+C, ,u) =0 6.3)
(0,0) konumunda
(A,l it d, ;;)A" ()= (A,l At A, ,}) -0
ve

Y(A,p)-Clp) = V" (4, 1)
dersek (6.3) denklemi

QAY (L u)+ (cl a+C, ;}J =0 (6.4)
sekline gelir. Bu denklemin ¢oziimii hareketin sabit pol noktasm verir. (6.4) denklemin
¢oziilmesi i¢in

<Q,CJ.+C”;1>=0

sart1 saglanmahdir. Genel olarak bu sart saflanmaz. Fakat C, A+C . ;z vektSriind Q
ya dik ve parale] olmak tizere iki bilegene ayrabiliriz.
Hareketli uzayin agisal hiz matrisi & ise
W=A4"A,p0
ile bulunabilir (Bitkgti 2003). 47(0,0) =/ oldugundan (0,0) konumunda W =Q dm.
ve E* = E/—H

2
T E G

olmak {izere
E* =pdE, nelR
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dir. (0,0) ve =1 igin

&
"
t

elde edilir. C, A+C, 1 vektbrimi

Q,C, 4+C, ,u> <Q C, i+C, ,u>

T R Y+ B

C, ﬂ'»+C,, ,u =(C,z i+Cﬂ ,u)—
olmak {izere

. Q.C, 4+C, y>
U= (cl irc, ,u)—

Y-

ve

<Q, C,a+C, ,u>

(X

seklinde biri Q vektoriine dik, digeri Q vektSriine paralel olmak iizere iki bilesene
ayrrabiliriz. Yani,
<Q, C, 2+C, ;t>

Qo

(QU)= Q,(C‘ ixC, LJ—
Q.Cc, 1+C, L>
(@2.0)
<§; C,i+C, y> - <g C,i+C, ,u>
0

=(ac, }1+c,,;'z>— (Q.9)

ve

<Q,Cl i+C, ;1>
y=1 —__ Ig
(@.9)

V=0cQ

dr. (6.4) denkleminde C, i.»+ C, ;.1 yerine U vektdrii yazilirsa
QAY (A,u)+U =0
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bulunur. Bu denklemde (Q,U)=0 sart: saglandigindan rank Q=2 olup sistem
oo ztllebilirdir. Simdi
an(bac)={(a,c)b-(ab)c
olmak {izere
QAY* (A1) +U =0
denklemini ¢dzelim.
QAY* (A1) +U =0

QA QAT (A u)+U)=0
QAQAY (A m)+ QAU =0
(@r @, DR~ (QQ)Y (4,4 +QAU =0

(7" (4 m)Q+ QAU

Y'(4p)= @9

oU (@Y m)Q

Y M )

. U
Y (,1,;4)=(%Lg>+og

elde edilir. Son egitlik
Y (A=Y p)-Clu)

denkleminde yerine yazilirsa
YQA,0)=Y (4, 11)+C(4, 1)
QAU
=+ C(A, u)+ o Q
@) “u)+o
elde edilir. Buradan da
YA u)=0+0Q,0elR 6.5)

elde edilir. Bunun anlami ise, @ noktasindan gegen ve dogrultmam Q olan bir
dogrudur. Bu dofruya sabit uzayda sabit pol (vida) ekseni denir. Sabit pol ekseninin
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hareketli uzaydaki ifadesi (6.1) esitlifinde Y{(A4,z) niin yerine degeri yazilarak
bulunur.
Y(4, 1) = A(A, )X +C(A, 1)

DAY, Cla, )+ 09 = A, )X +Ch, 1)

(@.0)

QAU
(@.Q)

+0Q=AA, )X

X =228 s 4o

(@)

X =4 o) 228 s o a7 (41002

(Q.Q)
(0,0) konumunda

x =228, 50

X)) (66)
X=P+ocQ

elde edilir. (0,0) konumunda C(0,0)=0 oldugundan P =Q olup sabit ve hareketli
uzaymn pol eksenleri (0,0) konumunda gakigiktr.
O halde, Q ve P noktalarmdan gegen ve dogrultmam  olan dogrular, sabit ve
hareketli uzaydaki pol eksenleridir. Hareketin (A, #) konumunda sabit normilu bir hiz
vektdriine sahip olan noktalarm geometrik yeri olan bu dogrulara sabit ve hareketli
uzayimn ani vida eksenleri denir.

YA, u)=0+0Q,0¢clR

X=P+ocQ

denklemleri /.‘L ve ;1 parametrelerine baghdir. O halde o’ tane bir parametreli hareket

vardur. /.'L ve ;.1 parametreleri de ¢ ye bagh oldufundan oo tane ani vida ekseni vardr.
(Bottema 1979). Bu vida eksenlerinin geometrik yeri ise bir regle yitzeydir. Gergekten
Y¢t,0)=00)+0Q(t), o IR
X(t,0)=Pt)+0Q()
denklemleri bir regle yiizey belirtir.
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