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Bu tez sekiz boliimden olusmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde; calisma boyunca kullanacagimiz temel tanim ve kavramlar hatirlatilmistir.

Ucgiincii boliimde; ilk olarak bir aralikta tek degiskenli ortogonal polinomun tanimi, iyi
bilinen tek degigkenli ortogonal polinom aileleri ve bu polinomlarin ¢zellikleri verilmistir.
Daha sonra bir bolgede iki degiskenli ortogonal polinomlardan bahsedilmis ve boylesi poli-
nomlar1 elde edebilmek i¢in Koornwinder’in (1975) metodu hatirlatilmigtir.  Ayrica bu
metod kullanilarak ortaya c¢ikarilmig bazi bilinen polinomlarin tanimlar1 sunulmustur.

Dordiincii bolimde; tek degiskenli sonlu ortogonal polinomlar ve genel ozellikleri ve-
rilmistir.

Besinci boliimde; tezin 6zgiin bir boliimiinii olugturan iki degiskenli sonlu ortogonal poli-
nomlar elde edilmis ve elde edilen iki degigkenli polinom aileleri igin rekiirans bagin-
tilari, sagladiklar: kismi tiirevli denklemler, dogurucu fonksiyonlar, ortogonallik bagintilar
ve Rodrigues formiilleri gibi temel 6zellikleri verilmigtir. Bu polinomlarin ve yukarida
sayilan genel 6zelliklerinin limit durumlar: incelenerek sonlu ve sonsuz ortogonal polinom-
lar arasinda bagintilar elde edilmis ve bu esnada yeni ortogonal polinom aileleri ortaya
gikarilmigtir.

Altinci boliim tezin 6zgiin béliimlerinden birisidir ve bu boliimde degigskenlerine ayrila-
bilir iki ortogonal polinomun ¢arpimi i¢in Lee (2005) tarafindan verilen 4. basamaktan
kismi tiirevli denklem elde etmeyi saglayan metod yardimiyla beginci boliimde tanimlanan
degigkenlerine ayrilabilir iki degiskenli sonlu ortogonal polinom ailelerinin sagladiklar: 4.
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basamaktan kismi tiirevli denklemler verilmistir. Ustelik bu kismi tiirevli denklemlerin
limit durumlarinin da polinomlarin limiti olan sonuglar tarafindan saglandig: goriilmiigtiir.

Yedinci boliimde; beginci boliimde bahsi gecen iki degiskenli sonlu ortogonal polinom
ailelerinin Fourier doniistimleri yardimiyla elde edilen 6zel fonksiyon aileleri tanitilmistir.
Bu kisim da tamamiyla 6zgiindiir.

Sekizinci boliimde; yapilan galismalar ile ilgili sonuglarin degerlendirilmesine yer veril-
migtir.
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Anahtar Kelimeler: Ortogonal Polinom, Jacobi Polinomu, Laguerre Polinomu,
Ultrakiiresel Polinom, Hermite Polinomu, Rekiirans Bagintisi, Kismi Tiirevli Denklem,
Dogurucu Fonksiyon, Rodrigues Formiilii, Fourier Doniisiimii, Parseval Ozdesligi



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

FINITE CLASSES OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS IN TWO VARIABLES AND
SOME PROPERTIES

Esra GULDOGAN LEKESIZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Rabia AKTAS

This thesis consist of eight chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter; basic definitions and concepts that we will use throughout the study
are recalled.

In chapter three; firstly, definition of univariate orthogonal polynomial in an interval,
the well-known orthogonal polynomial sets in one-variable and their properties are given.
Then, orthogonal polynomials in two variables in a domain are mentioned and in order to
obtain such polynomials, the Koornwinder (1975) method is reminded. Also, the defini-
tions of some known polynomials that have been revealed using this method are presented.

In the fourth chapter; the known finite univariate orthogonal polynomials and their ge-
neral properties are given.

In the fifth chapter; finite orthogonal polynomials in two variables, which form a original
part of the thesis, are obtained and their basic properties such as recurrence relations,
partial differential equations, generating functions, orthogonality relations and Rodrigues
formulas for the obtained sets of the polynomials in two variables are given. Investigating
the limit cases of the polynomials and the general properties of them listed above, relations
between finite and infinite orthogonal polynomials are obtained and some new bivariate
orthogonal polynomial sets have been presented.

The sixth chapter is one of the original chapters of the thesis, and in this chapter, with
the help of Lee’s (2005) method that enables to obtain the fourth order partial differen-
tial equations for the product of two orthogonal polynomials that can be separated into
variables, the fourth order partial differential equations satisfied by the finite orthogonal

v



polynomial sets in two variables, which are defined in fifth chapter, are given. Moreover,
it has been seen that the limit cases of these equations are satisfied by the results which
are the limits of the finite orthogonal polynomials in two variables.

In the seventh chapter; the sets of special functions obtained by Fourier transforms of
the aforementioned sets of two-variable finite orthogonal polynomials in fifth chapter are
introduced. This part is also original.

In eighth chapter is devoted to the evaluation of the results.

March 2021, 163 pages

Key Words: Orthogonal Polynomial, Jacobi Polynomial, Laguerre Polynomial,
Ultraspherical Polynomial, Hermite Polynomial, Recurrence Relation, Partial Differential
Equation, Generating Function, Rodrigues Formula, Fourier Transform, Parseval’s
identity
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1. GIRIiS

Ortogonal polinomlar sagladiklar1 ozellikler ve bagintilar sebebiyle matematigin ve
dolayisiyla fizik ve miithendisligin gesitli alanlarinda oldukc¢a kullanighdir. Ortogonal
polinomlarin énemli rol oynadigi kullanim alanlarina 6érnek olarak yaklagim teorisi
ve niimerik analizin bazi igerikleri agagida siralanabilir. Bu bagintilardan ilk yedisi
tiim ortogonal polinom aileleri i¢in ve son iicii ise baz1 6zel ortogonal polinom aileleri
icin gecerlidir:

i.  Ortogonallik bagintisi

ii.  Matris gosterimi

iii. Uc terimli rekiirans bagintisi

iv.  Dogurucu fonksiyon

v.  Christoffel-Darboux formula

vi. Sifirlarina ayrilmasi

vii. Gauss quadrature

viii. Ikinci basamaktan denklem

ix. Rodrigues formiilii

x.  Ortogonal polinomlarin Fourier serileri cinsinden siirekli tiirevlenebilir ve kare
integrallenebilir fonksiyonlarin genisletilmesi.

Ortogonal polinomlar teorisi giiniimiize kadar farkli yontemlerle calisilarak geligti-
rilen ve bir¢cok alanda ¢nemli uygulamalara sahip bir calisma alanidir. Bahsi gegen
polinomlarin niimerik analiz, harmonik analiz, sayilar teorisi, kodlama teorisi, yak-
lagim teorisi, kuantum mekanigi, olasilik teorisi, optik, kati hal fizigi gibi farkh
alanlarda uygulamalar: bulunmaktadir.

Klasik siirekli ortogonal polinom aileleri Laguerre polinomlari, Hermite polinomlar:
ve 0zel durumlarda Legendre, Chebyshev ve Ultrakiiresel polinomlar1 veren Jacobi
polinomlaridir. Laguerre polinomlarinin kuantum mekaniginde Hidrojen atomunun
Schrodinger denkleminde, Hermite polinomlarinin kuantum mekaniginde harmonik
osilatoriin ¢oziimiinde, Jacobi polinomlarinin potansiyel enerji teorisinde, Cheby-

shev polinomlarinin niimerik analiz ve yaklagim teorisinde uygulamalar: bulunurken
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Legendre polinomlarinin ise kiiresel harmoniklerle iligkili oldugu bilinmektedir.
Ancak genellikle sonlu ortogonal polinomlar literatiirde daha az bilinmektedir. Simdi

ay, by, cq,dy, e; reel parametreler ve r bir pozitif tamsay1 olmak {iizere
(a12” + b1z + 1) yo (x) + (diz 4+ e)y. (2) =7 (dy + (r — 1) ay) y, (z) =0

formundaki genel diferensiyel denklemini ele alalim.

Bu denklemin ¢6ziimii olan 6 tane klasik ortogonal polinom ailesi vardir. Bu ¢oziim-
lerden {igii Jacobi, Laguerre ve Hermite klasik ortogonal polinomlaridir (Bochner 1929,
Szegd 1975, Dunkl ve Xu 2014). Diger iigii de 7 nin baz kisitlanmig degerleri igin
sonlu klasik ortogonal polinomlardir (Romanovski 1929, Lesky 1996, Masjed-Jamei
2002).

Masjed-Jamei MP? (z), N% () , I¥ () notasyonlar: ile gosterdigi bu polinomlarin
sirasiyla F, ters Gamma ve T dagilimlarina gore sonlu ortogonal oldugunu gostermis
(Masjed-Jamei 2002) ve sonrasinda (—oo, 0o) araliginda 2 (x) polinomlarimi genel-
legtiren ¢ok daha kapsamli sonlu ortogonal polinom simifi tanimlamigtir (Masjed-
Jamei 2004).

Ustelik fonksiyon yaklasiminda uygulamalarim ve niimeriksel analoglarimi arastir-
migtir. Ayrica, {igiincii ortogonal sinif i¢in bildigimiz kadariyla matematiksel ista-
tistik dallarinda kargimiza ¢ikan T dagiliminin dort bagimsiz parametre ile daha
once goriilmemis bir genellemesine karsilik gelen agirlik fonksiyonunu vermis ve bu
yeni dagilimin matematiksel 6zelliklerinin kapsamli bir incelemesini 6zel fonksiyonlar
agisindan ele almigtir (Masjed-Jamei 2006).

Daha sonra Koepf ve Masjed-Jamei (2007) bu polinomlarin Fourier déniigiimlerini
kullanarak yeni ortogonal fonksiyon aileleri elde etmistir. Ayrica Soleyman, Masjed-
Jamei ve Area (2017), NP (x) polinomlar: araciligiyla ¢ — 1 limit durumunda ters
Gamma dagilimina kargilik gelen agirlik fonksiyonuna gore sonlu g-ortogonal poli-
nomlarin bir sinifini tanimlamig ve Masjed-Jamei, Soleyman, Area ve Nieto (2018),
MPD (x) ve A2 (x) polinomlarmin g-analoglarin ortaya koymustur.

Literatiirde iki ve ¢ok degiskenli ortogonal polinomlar {izerine de bir¢cok caligma
yapilmistir (Koornwinder 1975, Suetin 1988, Altin vd. 2009, Pinar ve Xu 2009, Ak-

tag vd. 2011, Fernandez vd. 2012, Altin vd. 2013, Aktas vd. 2013, Aktas ve Erkug-
2



Duman 2013, Aktag 2014, 2016, 2020, Xu 2014, 2015, Marriaga vd. 2017, Marcellan
vd. 2018a, b, 2019, Giildogan vd. 2020a, b, Milovanovic vd. 2020). iki degiskenli
ve ¢ok degiskenli ortogonal polinomlar matematiksel fizigin cesitli problemlerinde,
yaklagim teorisinde, niimerik analizde, optikte, genetikte ve olasilik teorisinde uygu-
lamalara sahiptir.

Bu tezde, sirasiyla (4.2), (4.11), (4.18) ile tanimlanan M (z), N&¥ () ve I? (x)
polinomlar: kullanilarak Koornwinder’in metodu yardimiyla iki degiskenli sonlu or-
togonal polinomlarin inga edilmesi ve bu polinomlarin sagladiklar1 kismi tiirevli
denklem, rekiirans bagintisi, dogurucu fonksiyon ve Rodrigues formiilii gibi 6zel-
liklerinin elde edilmesi planlanmistir. Ayrica elde edilen polinomlarin ve bu poli-
nomlara ait genel 6zelliklerin limit durumlar: incelenerek diger ortogonal polinomlar
ile aralarindaki iligkilerin aragtirilmas1 ve bu polinomlarin sagladigi 4. basamak-
tan kismi tiirevli denklemlerin Lee’nin (2005) metodu yardimiyla bulunarak limit
durumlarinin incelenmesi beklenmektedir. Dahasi bu ¢alismada tanimlanmig olan
polinomlara Fourier doniistimii uygulanarak yeni ortogonal fonksiyon ailelerinin or-

taya cikarilmasi amaclanmigtir.



2. TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Tanim 2.1 I'(2) ile gosterilen Gamma fonksiyonu,

/tz letdt | Re(z) >0 (2.1)
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir.

00 b
F'(z+1) = / tretdt = Jim tre"dt
0 0

b—oo

= lim (—t%¢™") |} +z/tz_1e_tdt = 2I'(2)
0

oldugundan, I' fonksiyonu

I'(z+1) =2I'(2)

fark denklemini tiim Re (z) > 0 degerleri igin gercekler (Rainville 1960).

Tanim 2.2 ~ reel ya da kompleks bir say1, r sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak

tizere (v), ifadesi

V), = v+ +2)..(y+r-1), r>1 (2.2)

Vo = 1L, v#0

olarak tanimlanir. Bu ifade "Pochhammer sembolii" olarak bilinir (Rainville 1960).

Lemma 2.1 Pochhammer sembolii agsagidaki 6zelliklere sahiptir:

(), = (23
Ve (-1y -, 0<r< 7
(=), = { = r)() r e s (2.4)

Tanim 2.3 u > 0 ve v > 0 olmak iizere Beta fonksiyonu,

o L)
B(u,v)—o/f (1 d = /1+§“+” T T(uto)

olarak tanimlanir (Rainville 1960).



Tamm 2.4 (7)., (2.2) ile tanimlanan Pochhammer semboliinii gostermek {iizere
genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon

Yir oY\ 2 (7). - (qp)Tzr
o (e = 20, ), 29

seklinde tammhdir (Rainville 1960). Burada 6; # 0,—1,-2,... (j =1,2,...,q) dur

ve seri

tiim 2’ler i¢in yakisaktir , p < ¢q iken
|z| < 1 i¢in yakinsaktir ,p=q+1iken .
tiim z # 0’ler igin raksaktir, p > ¢ + 1 iken

Sonug 2.1 ,F, genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonunun p = ¢ = 1 ¢zel du-

rumu igin
Y - (), "
F : = F 1015 2) = t—
1 1(9172) 1 1(711 172) ;(01)7' rl’
p =2 ve ¢ =1 6zel durumu igin
2F1 <71€’72;Z) = 2F1 (717’72;91;2)
1
_ Z (71)5 (72)7"2'_' |2l <1
r=0 ( 1)T "
ve p = 3 ve ¢ = 2 6zel durumu igin
3y %’72773;2 =3I (71,72, 73 01, 02; 2)
91792
_ i (1), (72), (73)rz_r 12| < 1
= (01),(62), !

<

fonksiyonlar: elde edilir.

Tamm 2.5 1 () fonksiyonu her sonlu [—1, I] arahginda pargali siirekli ve [ |4 (w)|dw

integrali yakinsak olmak {izere

Fs)=F @) = [ i) ds

—0o0

ifadesine 1 (z) fonksiyonunun "Fourier déniigiimii" ve

Y (x) = % / e F (s)ds

5



ile tammlanan ifadeye de F (s) fonksiyonunun "ters Fourier doniigiimii" denir (Davies 2002).
Fourier teorisinin Parseval 6zdesligi ¢, ¢ € L? (R) igin

(e o] o0

[ v e = o

—00

F (@ () F (¢ (x))ds

ifadesiyle verilir.

Iki degiskenli bir v(x, %) fonksiyonu icin Fourier doniistimii

F @ (z,y)) = / / e~ UE1o+Eay)y, (z,y) dady

—00 —0O0

olarak tanimlanmigtir (Davies 2002) ve Fourier teorisine kargilik gelen Parseval Ozdesligi

[ee] [ee] 1 o0 [ee]
/ / () DTy = o / / F () (2,9) Flp@y)de,de,  (26)

—00 —O0 —00 —00

ile verilir.



3. BIiR VE iKi DEGISKENLi ORTOGONAL POLINOMLAR

3.1 Bir Aralikta Tek Degiskenli Ortogonal Polinomlar

Tanim 3.1 w (x), J C R'de tamimli pozitif bir fonksiyon ve r, s € Ny, r # s olmak

lizere

($ribs) = / by (2) b, (2) w (z) dz = 0 (3.1)

ise {ws}seNo polinom sistemine w (z) agirhgima gore J araligi iizerinde ortogonaldir
denir. r = s icin
1/2
10, I= )" = | [ 4200 (@) do
J

integrali {1, },y, Polinomlarmin normunu verir.

Ortogonalligin tanimi bir bagka ifadeyle asagidaki gibi verilebilir:

Teorem 3.1 {¢, (x)} polinom sisteminin w (x) agirlik fonksiyonuna gore J C R

r€Np

araligi {izerinde ortogonal olabilmesi icin gerek ve yeter sart
/wr (x)2Pw (z)de=0 , p=0,1,...,7r—1 (3.2)
J

saglanmasidir (Szego 1975).

Ispat. (=) v, () ve ¥, () polinomlar, {1, () },.en, Sistemine ait iki polinom ve

J araliginda w (z) agirhgima gore ortogonal ise
/wr(x)l/)s(x)w(m)dx—o , TF#S
J
saglanir. Ayrica xP ifadesi
p
2 = byt (#) + byt (2) + o+ byt () = Y bt ()
s=0

esitligi yardimiyla 1, (z) lerin bir sonlu serisi olarak yazlabileceginden bu ifade
7



(3.2)’de yerine yazilirsa 0 < s < p < r olmak iizere

[o@awwar - /wmwwm(iywxw>m

- ;bS/w(x)l/’r ()Y, (x) dx

ifadesine ulagilir. Boylece 0 < s < r igin (3.1) tanim kullanilarak (3.2) saglanir.
(<) Yeter kogul i¢in 0 < s < r olsun. 1, (x), s-yinci dereceden bir polinom olmak

lizere
)y (x) =) by’
p=0

olarak ifade edilebileceginden bu esitlik, (3.1) bagintisinda yerine yazilir ve (3.2)

esitligi gozoniinde bulundurulursa

/w@wxw%@wxzuﬁmmmuwiywﬁw

J
s

= >4 [, @@ dr =0

3
o

sonucuna varilir. Boylece ispat tamamlanir. m

{9, ()} bir degiskenli ortogonal polinom ailelerinin énemli &zelliklerinden birisi

ajwr (‘7:) = ar¢r+1 (.T) + Brwr (ZL’) + 77"1/}7’—1 ((L’) ) r= 07 17 27

ti¢ terimli rekiirans bagintisini saglamalaridir. Burada «., 3, ve v, katsayilar1 r’ye

baglh sabitlerdir, v, # 0 ve ¢¥_; (x) = 0 dir (Szegd 1975).

Tek degiskenli klasik ortogonal polinomlarin ikinci basamaktan bir diferensiyel ope-
ratoriin 6zfonksiyonlar: oldugunu biliyoruz. Simdi bir degiskenli klasik ortogonal

polinomlardan bazilarimi ve onlarin 6zelliklerini hatirlatalim.

3.1.1 Jacobi Polinomlari

Pt @y = CN ey
X ddx: ((1 — )" (1 + a:)r+9>
8




Rodrigues formiili ile gosterilen P (x) Jacobi polinomlar:

0 +0 2\—1/2
~ (1 —t+V1—2xt+12)
1

(It < 1)

X 7
(1+t+ V1 -2zt + )

ve
Z Pyg’Y“!‘)\T‘,e-‘r,uT) (l‘) tT —

r=0
3
n

L4+ )™ @+ )" {1 = A —pm— L+ X+ p)én}t !

(z+1) @ +OM @ +n)"
(z—1) 1+ @ +n

—

Il
N+ N+

(3.4)
formundaki dogurucu fonksiyonlar: gergekler (Srivastava ve Manocha 1984) ve w (z) =
(1—2)"(1+ :v)a agirlik fonksiyonuna gore (—1,1) aralig: iizerinde ortogonal olup

1
/ (1=2)" (1 +2)" B7 (2) PO (x) da
]

2T (y+r+ )T (O +7r+1)
rt(y+0+2r + )T (y+0+r+1) "
(~v,0>—-1 , r,seNy

seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada ¢, , Kronecker delta

5T,S_{0, r#s

1, r=s

seklinde tanmmmhdir. Ayrica,
(1-2*)y"+(O0—v—(v+0+2)2)y +r(r+7+0+1)y=0

ikinci basamaktan diferensiyel denkleminin ¢oziimii olan bu polinomlar agik olarak

- 0
=2 () () e te-nt o
-

k=0

formunda ifade edilir ve agsagidaki rekiirans bagintilarin gercekler:

2 (r 4 +0) (2r — 24+ 0) PO ()
= [2r+74+0)2r—2+7+0)z+> -6 2r —1+~+0) PO ()

2+ =1 +0-1)2r+~v+0)P"D () |, (r>2)
9



(2r +~ +60) PO () = (r + 4+ 0) PO (2) + (r + ) B2 (2) , (r>1)

ve

1
5 2r+249+0)(z+1) P ()

= r+ )P @)+ (r+0+1) PO (z) | (r>0).

3.1.2 Laguerre Polinomlari

Vet d"

rl dxr

LY (z) = (z"7e")

Rodrigues formiilii ile gosterilen L () Laguerre polinomlart w (z) = z7e™* agirhik

fonksiyonuna gore (0, 0o) aralig: iizerinde ortogonaldir ve

o0

/{L"YGIL(’Y) (2) LY (z) do = Fy+r+1)

A 6r,s

0
(’Y>_1 ) T,SGN())

seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir (Andrews vd. 1999). Diger taraftan bu

polinomlar

zy' +(y+1-2)y +ry=0
ikinci basamaktan diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir ve

xt

53%@@H“2ﬂ—@4ﬁnwp<"——>,ﬂﬂ<U (3.5)

1-1t

ve
s or r ),
S LT (z) ¢ = LT e
r=0 (3.6)
v=t(1+0)"", v0)=0
formundaki dogurucu fonksiyon bagintilarimi gercekler. Ayrica LY (x) polinom

ailesi agsagidaki {i¢ terimli rekiirans bagintisini saglar:

rLO (@)= (2r =147 —2) L) () = (r+ v = 1) LYy (), (r>2).

10



3.1.3 Ultrakiiresel Polinomlar

ctn () Ultrakiiresel polinomlar,
(=1)'T(r+~)T(r+2y)

@) = T (y)T(2(r+7))
o\ —(r—1/2) d" o\ THy—1/2
< (1=a?) O (A=)

Rodrigues formiilii ile tamimlanir (Andrews vd. 1999). Jacobi polinomlar: cinsinden

ngw <x) N (7 (f’)i)/g)r PT(W?éﬁi%) (‘T)

olarak ifade edilirler ve aralarinda

bagintis1 gerceklenir. Ustelik,
Y CO (@)t = (1—2at+2%)"

r=0

formundaki bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

(1—2?)y" —(2y+Day' +r(r+2y)y=0
diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii olan bu polinom ailesi asagidaki sekilde acik

olarak ifade edilir:
e
(22)"7,

() _
¢ () £ T (7) (r — 201!
burada
r 5 T Gift ise
—| = 3.8
[2} {’"2—1 , v tek ise 3.8)

ile tanimlanir. Ayrica

(r+1)C (x) =2 (r +7) 2CY) () — (r + 27 = 1) C), (x)

ve
4

dx

formunda rekiirans bagintilarina sahiptir.

11
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3.1.4 Hermite Polinomlar:

H, (z) Hermite polinomlar:

Z H, ( = exp (th — t2)
dogurucu fonksiyonu ile tanimlanir (Andrews vd. 1999). Bu polinomlar
! /
Yy —2xy +2ry=20

diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir ve

Rodrigues formiilii ile ifade edilir. Ayrica

H,y(x)+2rH,—y (x) =2zH, () , (r>1)

—z2

rekiirans bagintisini saglayan Hermite polinomlar: (—oo, co) araliginda w (z) = e
agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olup

o0

/ ¢ H, (z) H, (z) dz = 2"\/7r6,

—0o0

bi¢imindeki ortogonallik bagintisini gercekler.
3.2 Bir Bolgede Iki Degiskenli Ortogonal Polinomlar

Tanim 3.2 z ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere bu degiskenlerin kuvvetlerinin

carpimlar: yardimiyla elde edilen

0,1,....r
r—s,,s Y
@
monomialler kiimesi verilsin. Bu durumda r-yinci dereceden iki degiskenli cebirsel

bir polinom

rsxy sz(?j nmm Zd(rs rmm

n=0 m=0
12



seklinde olup

s=0,1,...,r
d?"S ; ’ ’ ’
{drs} { r=0,1

9 g eeee

Cd 20

reel sabitlerdir ve d\7® ifadesi bu polinomun bagkatsayisidir. Burada r indisi, x
ve y degigkenlerine gére polinomun toplam derecesini, s indisi de y degiskeninin en
yiiksek kuvvetini gostermektedir. Dolayisiyla bu polinom (r, s)-yinci basamaktan

bir polinom olarak adlandirilir. Burada s indisi r den biiyiik olamaz.

Tanim 3.3 D, x0y-diizleminde basit, kapali bir C' egrisi tarafindan sinirlanan sonlu,
basit irtibath bir bolge ve g (x,y), D’de tanimli negatif olmayan bir fonksiyon olmak

lizere

O<//g(x,y)d:z:dy<oo
D

saglanirsa, bu fonksiyona D bolgesinde bir agirlik fonksiyonu denir. g (z,y) agirlik

fonksiyonunun sonlu kuvvet momentleri
Ors = //g (x,y) " *y’dedy ; r=0,1,... , s=0,1,..,r
D

ile verilir.
Eger D bolgesi bir sinirsiz bolge ise g (z, y) nin bir agirhk fonksiyonu olabilmesi igin

gerek ve yeter kosul

O<//g(a:,y)dxdy<oo
D

gerceklenmesi ve g,.; momentlerinin sonlu olmasidir.
Tanmim 3.4

Goo (% y) (3-9)
G (2,y), Gu(z,y)
G (33, y), Gn (%ZJ) , Gao (1', y)

GT‘O ('ru y) ) Grl (ZE, y) JRRES) Gr,s—l (ZE, y) ) GTS (l’,y)

cebirsel polinom sisteminin her bir G, (x,y) polinomunun bagkatsayisi pozitif ol-

sun. (3.9) polinomlar1 D bélgesinde g (z,y) agirhik fonksiyonuna gore ortonormallik
13



kogulunu saghyorsa yani

olmak {izere

(Gros Goi) = / / 0(2,9) Gy (2.) g (0, ) didy (3.10)
D
— 5rn53k

esitligini gergekliyorsa bu sisteme D bolgesinde ¢ (x,y) agirhik fonksiyonuna gore

ortonormal bir polinom sistemi denir.

Teorem 3.2 ¢ (z,y), D bolgesinde taniml bir agirlik fonksiyonu olmak iizere g (z, y)
agirlik fonksiyonuna gore ortonormal olan bir tek {G,s (z,y)} polinom sistemi vardir

(Suetin 1988, Aktag 2007).

Ispat. Tiimevarim yontemi kullanarak ispatlayalim.

Goo (z,y) = hoo > 0 sifirnc1 basamaktan keyfi bir polinom ise bu polinom

//g(x,y) Goo (z,y) dedy = //g(w,y) hoodady = 1
D D

kosulu altinda tek tiirlii olarak belirlenir.

Eger
C7Y00 (x,y), GIO (x,y), Gll (Iay>7‘“7 GTO (x,y),..., GT,S—l (ZL’,y) (311)

polinom kiimesi ortonormal bir kiime ise bu kiime ile ortonormal olacak sekilde

(r, s)-yinci basamaktan bir G, (z,y) polinomu

r—1 n s—1

7‘5 fL’ y Zzhnank ZL‘ ZJ +ZhrkG7’k l' y)+hrsx - S (312)

n=0 k=0 k=0

formunda ifade edilebilir. (r,s) # (n, k) i¢in (3.10) i¢ ¢arpim bagintisindan

r—1 n
(GrsaGnk <Zzhnank x,y +ZhrkG7‘k X y +hrsxr s s Gnk}) =0

n=0 k=0
saglanmalidir. Boylece (3.11) polinom kiimesinin ortonormal oldugu gozoniinde bu-
lundurulursa

Pk + s (27°Y°, Gi) = (3.13)
14



olur. (3.13)’deki i¢ garpim FE,; ile kisaca gosterilirse
hnk = _hrsEnk

yazilabilir. Elde edilen bu sonug (3.12)’de yerine yazilarak

r— n

Grs <x7 y) -

= h'r‘s@rs (l’, 3/)

y_

Enank l’ y ZErkGrk € y)

1
n=0 k=0

bulunur. Bu da (3.11) polinom kiimesine ortogonal olan (r,s)-yinci basamaktan
G5 (x,y) polinomunun sabit garpan farkiyla tek oldugunu gosterir. Diger taraftan

(3.10) ortonormallik kogulundan

// g(x,y) G2, (z,y) dedy = 1
// g (z,y) 02, (z,y)drdy = 1

olur ve h,s > 0 kosulu altmda bu katsay1 tek olarak belirlenir.

dir. O zaman

Boylece g (z,y) agirlik fonksiyonuna gore D bolgesinde ortonormal olan

{GUO (xay)a Glo ('Iay)’ Gll <x7y)7“'7 G’!‘O ('I7y))-”7 Gr,s—l (I7y)) G’I‘S (%y)}

seklinde bir tek polinom sistemi elde edilir. m
Simdi yukaridaki teoremin bir sonucu olarak bir polinomun bir bilgedeki ortogonal-

lik tanim1 agagidaki formda verilebilir:

Teorem 3.3 (r,s)-yinci basamaktan G, (z,y) polinomunun bagkatsayisi h.; # 0
olsun. Z, (x,y) polinomu, (r,s)-yinci basamaktan daha diigiik olan (n, k)-ymc
basamaktan herhangi bir polinom olmak iizere G, (z,y) polinomunun, bir D bol-
gesinde tanimh g (z, y) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olmasi igin gerek ve yeter
sart,

//g (2,9) Grs (2,y) Znk (x,y) dedy = 0, (n, k) < (r,s)

esitliginin saglanmasidir (Suetin 1988). Burada

(n,k‘)<(r,s)5{”=h k<s

n<r

olarak tamimlanir.

15



Koornwinder (1975), tek degiskenli ortogonal polinom aileleri yardimiyla iki degiskenli
polinom ailelerini tanimlamak icin bir metod vermis ve cesitli ortogonal polinom
aileleri tammlamigtir. Bu polinomlar iizerine birgok ¢aligma yapilmigtir (Aktas vd. 2011,

Fernandez vd. 2012, Aktag vd. 2013, Marriaga vd. 2017, Milovanovic vd. 2020).

Simdi Koornwinder’in verdigi metodu hatirlatalim.

Teorem 3.4 (Koornwinder metodu) w; (x) ve ws (y), sirasiyla (aq, by) ve (ag, by)
araliklarinda birer agirlik fonksiyonu olsunlar. o (x) fonksiyonu da (a4, by) araliginda

yam (m =0,1,2,...)-yinci dereceden bir polinom ya da 2m (m = %, 1, %, ...)—yinci
dereceden pozitif bir polinomun karekokii olsun. Eger o (x) bir polinom degilse bu
durumda ay = —by < 0 ve ws (y), (—bs, by) araliginda ¢ift fonksiyon olsun. s > 0 i¢in
K, (z;s) (r =0,1,...) polinomlar1 (a;, by ) arahginda o*** (x) w, (z) agirlik fonksiyo-
nuna gore ortogonal ve T,. (y) polinomlar: da (as, by) araligr iizerinde ws (y) agirhik

fonksiyonuna gore ortogonal olsun. O zaman

iki degiskenli polinom ailesi
A={(v,y) a1 <o < by, ago (z) <y < byo (7))

bolgesinde

@ (z,y) = @ (x) s (%@)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Koornwinder 1975).

ispat. P, s (x,y) polinomunun tanmm ortogonallik bagmtisinda yerine yazilarak

t= % degisken degistirmesi yapilirsa (r, s) # (n, k) i¢in
16



/ / Poo(,y) P (2,) @ (2, ) dady

by bao(z)
:/ /Krsxs VK (ko™ ()

r=a1 y=ag0(x)

xT(

()0 ) (1) dude

o (x) §
= / K,_o(2;8) Kp_p(z; K)o T* Y (2) @y (2) da / T,(t) Ty (t)ws (t) dt

Tr=ai Yy=az

= 0
bulunur. =

Simdi yukaridaki teoremin 6zel durumlari i¢in Jacobi polinomlarinin bazi iki degiskenli
kombinasyonlarimi verelim:

i)o(x) =1 —22 W (z) = Wy (z) = (1 — 332)0, (a1,b1) = (ag, by) = (—1,1) 6zel du-
rumunda @ (z,y) = (1 — 22 — y?)” agurhk fonksiyonuna gore birim diskte ortogonal

olan

1 1 s
P(O) r, — P(_0+S+§’9+8+§) ) (1 = .1:2 b P(G,G) ( Yy )
re (2,9) A () (1-2%)* P Va2

0>-1,r>s>0,rsecNy

polinom ailesine ulagilir.
i) o(z) =z, @ (2) = (1—2)* 2P, Ty () = 27 (1 — )" ve (a1,by) = (ag, by) =

(0,1) durumu i¢in

Pr(‘f;’ﬁ”) (x y) P(a B+vy+2s+1) (Zx . 1) xsps(ﬁﬂ) (Z_y _ 1)
b x

(O{,B,’}/ > _1a r>s> 0, r,s € No)
polinom ailesi elde edilir, bu polinomlar
A={(z,y): 0<y<az<1}

ticgensel bolgesinde @ (x,y) = (1 —2)* (z — y)” 47 agirhk fonksiyonuna gore orto-

gonaldirler.
17



i) o(x) = x, w(r) = 2° (1 —2)%, wy(x) = (1—x2)6, (a1,b1) = (0,1) ve

(ag,by) = (—1,1) bzel se¢imi ile
A={(z,y):y* <z <1}

parabolik bolgesinde w (x,y) = (1 — z)* (z — yz)ﬁ agirhik fonksiyonuna gore ortogo-

nal olan

r—Ss

(0% S 1
pr(gﬁ) (x,y) = P( Gtst3) (2 — 1) :ES/2PS(5’B) (%)
(,B>—-1,r>5>0, r,s € Ny)
polinom ailesi elde edilir.

w)o(z) =1, &y (z) = 1—2)*(1+2)°, @(z) = 1—2)"1+2)°, (a,b) =

(ag,by) = (—1,1) olmas1 durumunda
A={(z,y):—1l<z<l, -1<y<l1}

karesel bolgesinde @ (z,y) = (1 — z)* (1 4+ 2)° (1 —y)” (1 + y)? agirhk fonksiyonuna

gore ortogonal olan

Pl (a,y) = P2Y (@) PO (y)

(06,57’}/,9 > _]-a r Z S Z 07 r,sc NO)
polinom ailesi elde edilir.

Ayrica, yukaridaki teoremin 6zel durumu i¢in Laguerre polinomlarinin iki degiskenli

bir kombinasyonu da

RPD (2,y) = L2 (3) 2L (Q) (3.14)
7 x

r—Ss

(p,g>—-1,1>5>0, 15 €Ny

seklinde tanimlanan Laguerre-Laguerre Koornwinder polinomlaridir

(Fernandez vd. 2012).

(r—s+1)R5Y (x,y) = (2r+2+p—x) R (x,y) (3.15)

—(r+s+14p) R®Y (2,9).
18



seklindeki rekiirans bagintisini saglayan bu polinom ailesi

A={(z,y):0<z <00, 0<y<oo}

bolgesi iizerinde w (z,y) = a:p_que_(”%) agirlik fonksiyonuna gére ortogonaldir.
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4. TEK DEGISKENLiI SONLU ORTOGONAL POLINOMLAR

r pozitif bir tamsay1 ve aq, b1, ¢1, dq, e; parametreleri  den bagimsiz reel parametreler

olmak {izere
(m12® + bz + 1)y, (@) + (diz + e1) y, (w) =7 (dy + (r = 1) ar) g, (x) = 0

formundaki genel diferensiyel denklemi ele alalim.

Bu denklemin ¢ziimii olan 6 tane ortogonal polinom ailesi vardir. Bu ¢oziimlerden
ticii Jacobi, Laguerre ve Hermite klasik ortogonal polinomlaridir (Bochner 1929,
Szegd 1975). Diger iigii de sirasiyla Jacobi, Laguerre ve Ultrakiiresel polinomlar ile
iligkili olan sonlu klasik ortogonal polinomlardir (Masjed-Jamei 2002).
Masjed-Jamei (2004), M9 (z), N (z), I (z) ile adlandirilan bu polinomlarmn
F, ters Gamma ve T dagilimlarina gore sonlu ortogonal oldugunu gostermis ve son-
rasinda (—oo, 00) araliginda fi () polinomlarini genellegtiren ¢ok daha kapsaml
sonlu ortogonal polinom sinifi tanimlamigtir. Daha sonra Koepf ve Masjed-Jamei
(2007) bu polinomlarin Fourier doniigtimlerini kullanarak yeni ortogonal fonksiyon
aileleri elde etmistir. Ayrica Soleyman, Masjed-Jamei ve Area (2017), NP (x) poli-
nomlar1 araciligiyla ¢ — 1 iken ters Gamma dagilimina kargilik gelen agirlik fonksi-
yonuna gore sonlu g-ortogonal polinomlarin bir sinifini tanimlamig ve Masjed-Jamei,
Soleyman, Area ve Nieto (2018), M? (z) ve I (z) polinomlarmin g-analoglarimn
ortaya koymustur.

i1k olarak bu polinomlarm tanimlar: ve baz ozelliklerini verelim.

4.1 [0,00) Araliginda W (z,p,q) = # Agirlik Fonksiyonuna Gore Or-

togonal Polinomlar

a1=1,b1=1,¢,=0,d;, =2 —p, e, = q+ 1 6zel durumu olan
r(@+1)y, (@) +(2-pr+q+ Dy (x)—r(r—p+Dy(x)=0  (41)

diferensiyel denkleminin Frobenius metodu kullanilarak z = 0 diizgiin aykir1 noktasi

civarinda serisel ¢oziimii aranirsa
- —(r+ 1)\ (a+r !
N (Pa) — (=1)" 7! p—(r — 4.2
o= (M) (1) e (42
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seklinde bir agik polinom ¢oziimiine sahip oldugu goriiliir. Dahasi hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden
(P.9) — T q+r . )
Mr’ (I’)—(-l) ! r 2F1<_T7T_p+17Q+17_x)

veya

q—+
r

MPD (z) = (=1)"r '< )(fv+1)’" o F1 (—r,p+q—r;q+1; . )

r+1

olarak yazilabilir. Bu polinomlardan ilk birkaci

MPD(2) = 1,

M (z) = (p=2)z—(q+1),

MPD () = (p=D(p-3)22—2(p—=3)(¢+2)z+(¢+2)(¢+1),
M (2) = (p=6)(0=5)(p=4)2* = 3(p—5) (p—4) (g +3) 2"

+3(p—4)(¢+3)(¢+2)z—(¢+3)(¢+2)(¢g+1),

dir.
(4.1) diferensiyel denklemi self adjoint formda yazilirsa

/

(e (1 +2) 77 @) =r(r+1=p)at (1+2) 7y (@)

elde edilir. r indisine bagl bu esitlik n indisine bagl olarak tekrar yazilir ve denk-
lemler sirasiyla y, (z) ve y, (x) ile garpilarak taraf tarafa ¢ikarildiktan sonra [0, 00)

araliginda integrali alinirsa

o0

[# (s 0o )~ 0 01, )|

= p+q pq) (x) MT(LM) (x) dx
a:

= (r—n)(r+n+1-p) 7

elde edilir. Burada esitligin sol tarafi ¢ > —1 ve p > 2N + 1 (N = maks {r,n}) i¢in

sifir olup

/ )(x)M(p’Q) (x)dx =0 r#n
1 p+q n !
J + )
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elde edilir. Yani bu polinom ailesi, r,n = 0,1,2,...N < &1 ¢ > —1, N =

maks {r,n} i¢in [0, 00) arahginda W(x,p,q) = " agirlik fonksiyonuna gore

(1+ )

ortogonaldir.

(4.2) bagintist ile verilen serisel formdaki MP (x) polinomu diizenlenirse agagidaki
Rodrigues formiilii elde edilir:

(1+z)P ar

(p,9) —(—1)" T+q r—p—q —
MPY (x) = (—1) P (2"t (1+ ) ) , r=0,1,... .
Bu esitlik Tre )p+q MPD (x) ile garpilip [0, 00) araliginda integrali alimdiginda
( ) _ s r—p—q
/ wa M9 (z)) e = /M dxr( 7(1+ ) ) dx
0

bulunur. Bu egitligin sagindaki integralde r kez kismi integrasyon uygulanir ve

Gamma integralinden yararlanilirsa

7° (09 (2" g = =+ D) (a4
/ 1+x”+q % (p=Cr+1D)(p+q—(+1)

elde edilir. Buradan ortogonallik ve norm ifadeleri tek bir bagintida gosterilirse

rn=0,1,2,..,N < 2L veq>—1icn

/ ) pﬂ p’q) (x) Mép’q) (x) dz (4.3)
0

( rl(p—(r+ 1) (qg+r)! )5
p—@Cr+1D))(p+g—(+1)) "

yazilabilir.
Ornek olarak, {MT(143’1) (:p)} 70, sonlu polinom ailesi agagidaki ortogonallik bagin-

tisin1 saglar (r,n < 70):

/O;CWMSMJ) (z) Mr(zl4371) (z) da
0

- <2 (7171(:)?111)3! — r)> Orin:

Diger taraftan M9 () polinomlar: ve poo)

(x) Jacobi polinomlar: arasinda

M®P9) (z) = (=1)"rIP@ P9 (27 + 1)
-1)" rz—1
~ I (l’) 2

rl "
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ve

1—
M (0) = (1) 7 (14 a) P (12 Y
o pPg) (z) = MM(%IH-QH‘D -z
r rlor " 1+

seklindeki bagintilar mevcuttur.

Ayrica M9 (x) polinomlarinin (4.2) ile verilen agik formundan
: (p—2r—1)(p—2r—2)
MED (z) = < Pt v (4.5)
+(p— 2r—1)(2r(r+1)—p(g+2r+ 1)))
(p—r—=1){-2r)
rp—2r—=2)(p+q—r)(g+r ,
_< ( — )_( - ) ( ))prf)(x)
(p—r=1)(-2r)

rekiirans bagmtist elde edilir ve M, "% (x) polinomlar: igin

d _
MO (@) =1 (p—r = 1) M (2) (4.6)
x
bagmtisi (4.1) denkleminde yerine yazilarak
MED (2) = (0= 2) & — (g + 1) MP>1D () (4.7)

—r(p—r—3)z(z+1) MPT (z).

rekiirans bagintisinin saglandigr goriiliir.
Jacobi polinomlarmin (3.3) dogurucu fonksiyonu yardimiyla M9 () polinomlar

icin dogurucu fonksiyon agagidaki sekilde yazilabilir:

9p+q

VI—2+ G (1= VT-2:0+C) (14 ¢+ VT-2:C+ O
- D,q T S —p—q,p —1 _CT
= SRR =3 M 0 ()55

r=0
yani
ptq
- o 2P (1—t+ (1—|—t)2—|—4xt>
> M (@) = (48)
r=0 ’

-
(141)* + 4at (1+t—|— (1+t)2+4xt)

Bunlara ek olarak, M"? (z) sonlu polinomlar1 ve L (z) Laguerre polinomlari

arasinda
x

lim M®? (—) = (=1)" 7L (z) (4.9)
p—00 p
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seklinde bir limit bagintis1 mevcuttur (Masjed-Jamei 2006).

4.2 [0,00) Arahginda W (z,p) = 1 Pe Agirlik Fonksiyonuna Goére Or-

togonal Polinomlar

Benzer sekilde

"

2y, (@) + (2 =p)ax+ 1)y, (x) =r(r+1=p)y, (2) =0 (4.10)

diferensiyel denkleminde Frobenius metodu uygulayarak = = 0 diizgiin aykiri1 noktasi

civarinda serisel ¢oziim aranirsa

NP () = (—1)" gu (p o 1) <T " z) (—z)’ (4.11)

polinom ¢oziimiine ulagilir. Dahasi hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

—1- 1
N® (z) = rla” (p T) Fi <—T;p — 2r; —)
x

r

olarak yazilabilir. » = 0,1, 2, ... igin bu polinomlar

NP (@) = 1,

NP (x) = (p—2)x—1,

NP () = (p—4)(p—3)a® —2(p—3)z +1,

NP () = (p—6)(p-5)(p—4)a*-3(p-5)(p—-4) 2> +3(p—4)z -1,
eklindedir.

S
(4.10) diferensiyel denklem self adjoint formda yazilirsa

(xQ’pe’%y; (x)) =r(r+1—p) T Pe 5y, (x)
elde edilir. r indisine bagl bu esitlik n indisine bagl olarak tekrar yazilir ve denk-
lemler sirasiyla y,, (z) ve y, (z) ile carpilarak taraf tarafa ¢ikarilir daha sonra [0, 00)

araliginda integrali alinirsa



elde edilir.
Burada esitligin sol tarafi p > 2N + 1 (N = maks {r,n}) i¢in sifir olup boylece sag

taraf da sifir olacagindan

/x_pe_ipr) () N,(Lp) (x)de =0 , r#n

0
yazilabilir. Yani bu polinom ailesi, r,n = 0,1,2,..., N < ’%1, N = maks{r,n} igin
[0, 00) araliginda W (z,p) = T Pe % agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.
Simdi (4.11) bagmntis:1 ile verilen serisel formdaki N (z) polinomu diizenlenirse
agagidaki Rodrigues formiilii elde edilir:

v d”
NP (2) = (-1) ave?

(3527"”’6’%> , r=0,1,...

Bu esitlik zPe~s NP (x) ile carpilip [0, 00) arahiginda integrali alindiginda

o0

/ zPe s (N (1)) de = (<1)" / N (z) % (e 7e+ ) da
0

0

bulunur. Esitligin sag tarafinda r kez kismi integrasyon uygulanirsa

o

(p—1 —1)!
/x—l’e_:lc (N () dw = T2~ D)
p—2r—1

0

elde edilir. Boylece ortogonallik ve norm ifadelerini tek bir bagintida gosterirsek

o)

lp—r—1)!
p—2r—1 7
0

olur.

Ornek olarak, {N,S4O4) (x)} '=201 ailesi [0,00) arahiginda W (z,404) = p~40e~1/"
agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Diger taraftan N\ (x) polinomlar ve L () Laguerre polinomlar1 arasinda agagi-

daki bagint1 mevcuttur:

N® (2) = L= (1) o 10 gy = & yeen (1Y (4.12)

" " x " rl " x

Ayrica NP (x) polinomlarmin (4.11) ile verilen serisel agilimindan

—2r—2)
N, (z) + < rip ) N®, (z 4.13
+1(> (p—T—l)(p—QT) 1() ( )
_ <(p—27“—1)(p—27"—2)$_ p(p—2r—1) >N£p)(x)
p—r—1 (p—r—=1)(p—2r)
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rekiirans bagintisinin ve
d _
d—N,gp) (2)=r(p—r—1) N2 (2) (4.14)
x
esitliginin (4.10) denkleminde yerine yazilmasiyla

(pr = ) NP (z) =7 (p—r = 1) a* NP () = NP (2) (4.15)

T

rekiirans bagintisinin saglandigl goriiliir.
Laguerre polinomlarinin (3.5) dogurucu fonksiyonu yardimiyla N (x) polinom-

lar1 i¢in dogurucu fonksiyon

exp (—zw/ (1 — w)) y i IO () = i (2" /rl) NO#2rHD) (172 o7

(1—w) ™

yani

S tr —t

g NP2 () —=(1- tz) " exp ( ) (4.16)
7!

r=0

formunda elde edilir.

4.3 (—o00,00) Araliginda W (z,p) = (1+x2)_(p_%) Agirlik Fonksiyonuna

Gore Ortogonal Polinomlar

(1+2%)y, (2)+B=2p) ey, (&) —r (r+2-2p)y, () =0 (4.17)

diferensiyel denklemini ele alalim. Frobenius metodu uygulanarak

) (2) = 71 % (—1)' (ﬁ - }) (T . l> (20) 2 (4.18)

=0

formundaki polinom ¢éziimiine sahip oldugu gosterilebilir. Burada [%] ifadesi (3.8)

ile tanimlanmaktadir.

Dahas1 hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

—44)" (p—7), (3/2 —p), 3 1—ix
]r(p)@):( )(E“—I-Q)—;pg )2F1<—T,r+2—2p;§—p; 9 )
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olarak yazilabilir. Bu polinomlar agik formda

() = 1,

() = 2(p— 1)z,

) = 4p-2)(p-Da*—2(p—1),
(x)

= 8(p-3)(p-2)(p-1)2° - 12(p-2)(p— D,

seklindedir.

(4.17) diferensiyel denklemi self-adjoint formda yazilirsa
((1 + x2)3/2_p U, (:1:')) =r(r+2-2p)(1+ :1:2)1/2_p yr ()

elde edilir. r indisine bagl bu esitlik n indisine bagh olarak tekrar yazilir ve denklem-
ler sirasiyla y, (x) ve y, (z) ile garpilarak taraf tarafa gikarildiktan sonra (—oo, 00)

araliginda integrali alinirsa

(1227 (4 @) o () — 0 (2) v, ()]
= (r—=n)(r+n+2-2p) 7 (1+ x2)7(p71/2) IV (2) IV (1) da

elde edilir. Burada esitligin sol tarafi p > N + 1 (N = maks {r,n}) i¢in sifir olup

/ (1+ $2)_(p_1/2) IV () IV (2)de =0 |, r#n

elde edilir. Yani bu polinom ailesi, r,n = 0,1,2,.... N < p — 1, N = maks{r,n}
i¢in (—o0, 00) araliginda W(z,p) = (1 + xQ)_(p ~172) agirlik fonksiyonuna gore orto-
gonaldir.

(4.18) bagimntis: ile verilen serisel formdaki A (z) polinomu diizenlenirse agagidaki

Rodrigues formiilii elde edilir:

T
(r=0,1,...).
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Bu esitlik (1 4+ 22)” "% 1P (2) ile carpilip (—o0, 00) araligida integrali alimdigimda

/ (1 + xz)—(p—lﬂ) (Lgp) (@)Qdm
om0 ()

bulunur. Bu esitligin sagindaki integralde r kez kismi integrasyon uygulanir ve

Gamma integralinden yararlanilirsa
/ (1 + 1,2)*(?*1/2) (Lgp) (x))Z dr
r122=1 /7% (p) T (2p — 2r)
p—r=DL(p-r)T{p-r+1/2)T(2p—r—-1)

elde edilir.

Boylece ortogonallik ve norm ifadeleri tek bir bagintida gosterilirse r,n = 0,1,2, ..., N <

p— 1 icin
/ (1 _l_x2>f(p*1/2) ]ﬁp) () ]7(11)) (z) dx
B r122=1 /7% (p) T (2p — 2r) 5
- p-r=-1)f(p-r)Pp-r+1/2)T2p-r-1) "™
yazilabilir.

Ornek olarak, p = 151 icin {I,glm) ($)} |"=349 dizisi (—oo, 00) araliginda W (z, 151) =
(1+ m2)73;¥1 agirlik fonksiyonuna goére bir sonlu ortogonal polinom ailesidir.
Diger taraftan I.” () polinomlar: ve et () Ultrakiiresel polinomlar1 arasinda

asagidaki bagint1 mevcuttur:

rl(—4i)" (p—1),(3/2 —p)
(2—2p), (r+2—2p),
D) (o (2p), (r +2p), L) s
Nty s i R

rC1=P) (ig) (4.20)

Ayrica IV () polinomlarmin (4.18) ile verilen serisel formu ve sagladigr (4.17)
diferensiyel denklemi yardimiyla Ir(p ) (x) polinomlar i¢in agagidaki rekiirans bagin-

tilarinin saglandigy gortiliir:

1P (x)=2(p— (r+ 1) 2I® (z) —r (2p — (r + 1)) I} (2), (4.21)
28



L10 @) =20 (p- 1) 170 () (4.22)
X

ve

4rp(p—1) (1 + 2?) ]T(pll) () —2p(2p — 1) 2I® (z) = (r + 1 — 2p) ]T(T;l) (x).
(4.23)
Ultrakiiresel polinomlarin dogurucu fonksiyonu yardimiyla I () polinomlar: i¢in

dogurucu fonksiyon
(1-2at+22)7" = > CP ()t
r=0

_ . 2p), (r +2p), (=) (_jp) ¢
- Z( 1— —mu/zmr)[’" (i)t

r=0

yani,

oo

2w — w? i 2p (r+2—2p), ) () L
(42 Z( “p- T)T(3/2—p)r)1’” 2

r=

seklinde elde edilir. Burada

(2—-2p), (r+2—2p),

- =1 , Vr (4.24)
(=4)" (p = 1), (3/2 = p),
oldugunu gostermek zor degildir. Boylece kisaca
pPARNE: (1+ 2t — £2)" (4.25)

r=0
yazilir.

Diger taraftan, ) (x) polinomlarinin limit durumu igin agagidaki lemmay1 verebil-

riz.

Lemma 4.1 1" (x) sonlu polinomlar1 ve H,. (z) Hermite polinomlar1 arasinda agagi-

daki limit bagintist mevcuttur:

Tim [p—SIT@ (%ﬂ =, (2). (4.26)

Ispat. (4.19) bagmtismda = — \/iﬁ degisken degistirmesi yapilarak elde edilen
29



esitligin her iki tarafi p~2 ile carpilir ve p — oo icin limit alimirsa

lim {pgfﬁp) <i)1
p—00 VP

= lim
p—00

(
g ((1 N §>r<p1/2>)

elde edilir. =
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5. iKi DEGISKENLi SONLU ORTOGONAL POLINOM AiLELERIi

Bu bolimde, Teorem 3.4 ile verilen Koornwinder metodunu, doérdiincii boliimde
sirastyla (4.2), (4.11) ve (4.18) ile tanimlanan tek degiskenli sonlu ortogonal M9 (z),
NP (x) ve ) (z) polinomlar: igin uygulayarak iki degiskenli sonlu ortogonal poli-

nom aileleri tamimlayalm.

Burada tanimlanan iki degiskenli sonlu ortogonal (), s polinomlar: ve bu polinomlarin
(kismi tiirevli denklem, rekiirans bagintisi, dogurucu fonksiyon, Rodrigues formiilii,
ortogonallik bagintisi gibi) genel zellikleri, SCI-Exp. kapsaminda taranan "Bulletin

of the Iranian Mathematical Society" dergisinde makale olarak yayimnlanmigtir.

51 Q%% (z,y) Polinom Ailesi

Koornwinder metodunda o (z) = z, K,_, (z;s) polinomlar igin (aj,b;) = (0, 00)
araligmda o2t (2) @, (z) = 2712 (1 + 2)”" P agirhk fonksiyonuna gore orto-

M(p—2s—1,q+23+1) (l’)

gonal olan polinomlar1 ve Ty (y) polinomlar: i¢in de (ag, bg) =

(0, 00) arahigmda @, (y) = y¢ (1 4+ y)~ ¥ agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan
MP (y) polinomlan segilirse @ (z,y) = w (z)Ws (%) aguhk fonksiyonuna gore

ortogonal olan iki degiskenli sonlu polinom ailesi

—S

QU (,y) = MIZTH (1) M) () (5.1)

(s=0,1,....,m7 ; r=0,1,...,N)
olarak tanimlanir. Bu polinomlar
wy (z,y) = gPHayl (1+ x)*(erq) (z + y)f(pw)
agirlik fonksiyonuna gore

Dy ={(z,y): 0<x <00, 0<y< o0}
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bolgesinde ortogonaldir. Burada N = maks {r,n}, p > 2N+2ve ¢ > —1igin 1Q(p 2 (z,9)

polinomlar1

[ [aror e 00 @y (5.2)
0 0

X 1QP (z,y) 1Q% (2, y) dady
(r—=s)sl(p—s)T'(p—r—s—1)
(=25 1) (p—2r—2)
F'(g+s+ 1) (g+r+s+2)

T TL58
Tp+q—s)T(p+g—rts ™
seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.
Burada, polinomun tanimi kullanilir ve £ = ¢ degisken degistirmesi yapilirsa

//xp—l—q 1+ 2) —(p+a) ($+y)—(p+q) 1Q£ﬁiq> (z,y) lef}cq) (x,y) dedy
00

_ /xq—i—s—i-k—&—l (1 + m)f(erq) Mr(gi;2sfl,q+2s+l) (x) MT(Lp_kalcfl,qu2k+1) (.CE) dx

x / 19 (14 1)+ M@ (1) MPD (t) dt

0

elde edilir. M"? polinomlarmmn (4.3) ortogonallik bagintisindan (5.2) esitligi elde
edilir.

Ornegin, { LQU0) (:E,y)} 2=y’ polinom ailesi

T 103
—103
wen = (1) @+

agirlik fonksiyonuna gore sonlu ortogonal polinom ailesidir ve (r,s) # (n,k) ve

r,n <50 (s=0,1,..,r ve k=0,1,..,n) i¢gin

i 103
//(1—:@) (@ +y)"1 Q(1030 (2, 9) 1Q(1030)<x ) didy 0
00

saglanir.
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Bu polinomlarin ilk birkagi

QY (wy) = 1

QY (wy) = (p—3)z—(g+2)

QP (z,y) = (p—2)y—(g+1)a

QY (my) = (p—5)(p—4) 2 —2(p—4) (¢+3)z+(¢+3) (¢ +2)
QY (wy) = (-5 (p-2ay—(p—2)(g+4)y

—(p=5)(g+1) 2>+ (¢+1) (¢+4)x

QY (z,y) = (g+1)(g+2)a—2(p—3) (g +2)ay+ (p—3) (p—4) 3

dir.

Lemma 5.1 (5.1) ile verilen tamimda z — % ve y — z% yazilarak p — oo i¢in limit

alimirsa, (4.9) limit bagmtis1 yardimiyla
lim [ps 1QE? (g pi)} (5.3)

—  lim | pp2s—Lat2s+) x 25 M Pa) Y
p—oo T—S p S px

= (-1)" (r— 5)!S!Lf,(1_t23+1) (z) 2° LY (Q)

— (=1 (r— )IsIRYD (2, )

elde edilir, burada R%? (z,y) polinomu (3.14) tammu ile verilen Laguerre-Laguerre

Koornwinder polinomlarini gostermektedir.

Teorem 5.1 (5.1) ile tanimlanan polinom ailesi » > 1 i¢in agagidaki rekiirans bagin-

tisin1 gercekler:

(p—r—s5—2)(p—2r—1) Q"% (z,y) (5.4)
= (p—2r=2){p—2r—-1)(p—2r—-3)z
+2(r—8)(r—s+1) = (p—2s—1) (¢ +2r +2)} 1Q%? (z,y)

—(r=s8)(p—2r=3)(p+q—7r+5) (g+7+s5+1) QY (a,y).
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ispat. M"Y () polinomlar: i¢in bilinen (4.5) rekiirans formiiliinde » — r — s,
p — p—2s—1, g — q+2s+1 yazilarak elde edilen esitligin her iki tarafi :L'SMS(p’Q) (%)

ile carpildiginda polinomun tanimi kullanilarak istenene ulagilir. m

Sonug 5.1 (5.4) rekiirans bagintisinda x — > ve y — 2 alindiktan sonra her iki
taraf p*=2 ile garpilir ve (5.3) bagmtis1 gozoniinde bulundurularak p — oo igin limit

alinirsa (3.15) rekiirans bagintisi saglanir.

Teorem 5.2 (5.1) ile tammlanan polinom ailesi

2% (2 + 1) Que + 22y (z + I)me—i-y2 (x+1)Qyy (5.5)
—z(p—3)z—(¢+2)]Q, —yllp—3)z— (¢+2)]Q,

= [slg+ts+)—rp-r-2)2]@Q

y(@+y)Qu+llg+1)z—(p-2)ylQy+slp—s-1)Q=0 (5.6)

seklindeki kismi tiirevli denklemleri saglar.

Ispat. Ilk olarak polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi
tirevi alinirsa sirasiyla

M(p—?s—l,q—i—?s-‘rl) (l‘) 1‘8_1M(p;27q+1) <Q 1
S—

- - = (p.q)
r—s 33) _S(p—8—1> y[lQ ( 73/)] (57)

ve

M£€;28—17q+25+1) (m) ,CCS_2MS(€E47q+2) <%> (58)
1 0

T DG Dz ap O )

bagintilar elde edilir.

Daha sonra polinomun z degiskenine gore kismi tiirevinin agik ifadesinde (5.7) uygu-
lanirsa
oM e (1) e
0

= 5, QL7 (@, >)+——(1Q (@) = = 1Q% (2.y)
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bagintisi elde edilir. Polinomun z ve y’ye gore ikinci mertebeden karigik tiirevinde

(5.7) ve (5.8) esitlikleri kullamlarak

M BT () gty e (£) (5.10)
1 o?
— (p,9)
r—5)sp—r—s-2)(p—s—1) [axay( 1057 (. 9)
y 02 s—10
+EW ( 1Q£];Ds’q) (%?J)) - _y ( 1@5«%‘1) (m,y))}

ifadesi bulunur.
Ayrica polinomun z degigkenine gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde (5.7), (5.8),

(5.9) ve (5.10) esitlikleri kullanilirsa

M2 @y (1) (5:11)
- (r_s)(r—s—1)(p—r1—s—2)(p—7“—8—3>
g—; (1097 () + (;)2 0 (10 (0.)
(1089 () - Eﬂ — (1% (.v)
_2;_2?/8%(1@3@@( ))+M1Q D (,y)

seklindeki esitlige ulagilir.
Diger taraftan (4.7) rekiirans bagintisinda p — p—2s—1, ¢ — ¢+2s+1,r - r—s—1
alarak her iki taraf [L’sMs(p ) (%) ile garpilip polinomun tanimi ve (5.9) bagintist

kullanildiginda

ng 8252 5,q+2s+3) (l‘) xSM§p7Q) (%) (512)
1
r—s—1)(p—-r—s—3)z(x+1)

(p—2s—3)x—(q¢+25+2) (p.q)
x{ =5 p—r—5-2) ( (1@ (@)

0 s
+y8_ ( 1Q(p q) (x,y)) - 1@%@ (w,y)) — lQ(pq (z, )}
esitligi elde edilir.
Boylece (5.11) ve (5.12) esitliklerinden (5.5) denklemi bulunur.

(5.6)’y1 elde etmek igin ise (4.7) rekiirans bagmtisinda r — s — 1,  — y/z almip
her iki taraf M2~ (3 25 fle carpilarak (5.7) ve (5.8) bagmtilar: kullanilr.

|
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T

Sonug 5.2 (5.5) ve (5.6) diferensiyel denklemlerinde z — © ve y — 2 alindiktan
sonra p® ile garpilarak elde edilen egitligin (5.3) limit bagintis1 yardimiyla p — oo

i¢in limiti alinirsa sirasiyla

2 E B+ 2wyl REY + P S5 RED  w (g +2 - ) SR
(a2 ) S HD + (g — (a4 1) FED =0
ve

0? 0
vyg AR + (g + Do —y) 5 R + sRED =0

kismi tiirevli denklemleri elde edilir ki bu denklemler R\%? (z,y) Laguerre-Laguerre

Koornwinder polinomlar: tarafindan saglanir.

Teorem 5.3 QU 1217%) (x,y) polinom ailesi ¢ > —1 ve g # 0,1,2, ... i¢in agag-

r+8,8

daki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir:

2s 2s
Z QIR (1 )

r,s=0

p+q
2~ (pta) (1 —t+4 /(A1) + 4:675)

tr—l—s

rls!

q+1
(1+1)* + 4at (1+t+ (1+t)2+4$t)

(1 Pyt (L) - 4mt>p+q
\/(1 — yt)? — dat (1 g+ \/(1 o 4$t)p1.

Ispat. (5.1) polinom ailesinin taniminda 7 — r + s, p — p + 25, ¢ — g — 2s alarak

X

MPHY (1) carpamt icin (4.8) esitligi, M2 (%) carpam icin ise sirasiyla

(4.4) bagmtisi,
PO (3) = (122 plov-s-2r1e) (T3
" 2 " x—1

esitligi ve Jacobi polinomlarinin (3.3) dogurucu fonksiyon bagintisi kullanilirsa iste-

nilen elde edilir. m

52 Q%% (z,y) Polinom Ailesi

Bir onceki kisma benzer olarak Koornwinder metodunda o (z) = 1 + x, K, (z; s)

polinomlari i¢in (a1, b;) = (0, 00) araligmda ¢2t! (z) @y (z) = 29 (1 + I)_(p+q_25_1)
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(p 25—1,q) (z)

agirlik fonksiyonuna goére ortogonal olan M,” polinomlar1 ve T} (y) poli-

—(p+9)

nomlar i¢in de (ag, by) = (0, 00) araliginda ws (y) = y? (1 + y) agirhik fonksiy-

onuna gore ortogonal olan M¥? (y) polinomlar segilirse bu kisimda w (z,y) =
wy () ws (Hiw) agirhik fonksiyonuna gore ortogonal olan iki degiskenli sonlu poli-

nom ailesi

20U (o) = M ) (1 1 (2 513
(s=0,1,....,m ; r=0,1,...,N)
olarak tanimlanir. Bu polinomlar
we (x,y) =29 (1+2) " (1+z+ y)f(pJFQ)
agirlik fonksiyonuna gore
Dy ={(z,y):0<z <00, 0 <y < o0}

bolgesinde ortogonaldir. Burada N = maks{r,n}, p > 2N + 2 ve ¢ > —1
icin QQ(p ) (x,y) polinomlar:

q —(p+q)
//azq 1+az) 00 (L) (142 (5.14)
1+ 14+
0

X 2QW () Q0 (w,y) dady
(r=s)lsil'(p—r—s—IT'(p—-95)T(qg+r—s+1)T(g+s+1)
p—2r=2)(p—2s—1)T'(p+q—r—s—1DT(p+q—5s)

formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.

57‘,77,58,]6

Bu polinomlarin ilk birkagi

QU (wy) = 1

200 (2,y) = (p—3)z—(¢+1)

QU (wy) = (p—2y—(g+1)(1+2)

Q%0 (z,y) = (p—5)(p—92*—2(p—4) (g+2)x+ (g +2) (g +1)
QY0 (2,y) = (p—5)(p—2)zy—(p—2)(g+ 1)y

~(p-5)(g+Da(l+z)+(¢+1)°1+a)
208 (xy) = -3 -4y -2 —3)(g+2)y(1+x)

+(g+2)(g+1)(1+2)
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seklindedir.

Lemma 5.2 (5.13) polinom tanimimda x — Zvey — <1 + %) =% yerine yazilir

ve (4.9) limit bagintis1 gozoniinde bulundurularak her iki tarafin p — oo igin limit

e 5 142) )]

~ lim |:M£p;28—17q) (f) <1+§) N (P:a) (ﬂ)]
pP—00 P P s p

= (=) (r =)L, (2) L2 (2 — y)

alinirsa

— (1) (r = 8)ts! 3P4 (2,)

elde edilir. Burada
2P7~(,C;’6) (z,y) = L', () LY (z — y) (5.16)
polinomlart A = {(z,y) € R?: 0 < y < & < oo} bélgesinde w (z,y) = y* (x — y)ﬁ o7

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Milovanovic vd. 2020).

Teorem 5.4 (5.13) ile tamimlanan polinom ailesi » > 1 igin agagidaki rekiirans

bagintisini gergekler:

(p—r—5-2)(p—2r—1) ,Q1, (a,) (5.17)
= {-2r=2)R20r—s),—(p—-2s-1)(¢+2(r—s)+1)]
+a (p—2r = 3);} 2007 (2,y)
—(r=s)(p=2r=3)(prq—r—s—1)(q+r—3) 2077, (x.9).
Ispat. (4.5) rekiirans bagmtisinda r — r — s ve p — p — 2s — 1 alimip elde edilen

denklem (1 + z)° MP? (Hix) ile carpilirsa ve polinomun tanimi gozoniinde bulun-

durulursa (5.17) bagintisina ulagilir. =

Sonug 5.3 (5.17) rekiirans bagmtisimda z — © ve y — (1 + %) ¢ almir ve (5.15)
bagintisi kullanilarak p — oo igin her iki tarafin limiti alinirsa (5.16) ile tanimlanan
2P (2, 4) polinomlart icin
(r+1—5) 2PYY (,9) = (a+2(r =)+ 1 —2) 2PE7 (a,y)
—(g+7—5) 2B, (2.)

rekiirans bagintisina ulagilir.
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Teorem 5.5 Q% (z,y) polinom ailesi

(14 2)° Qua + 22y (1 + ) Qua + 15°Q,, (5.18)
—(1+2)[(p=-3)z—(¢+1)]Q:—yllp-3)z—(¢+1)]Q,
Hrp—r =2 (1+2) s (p+q—s—1}Q

=0

ve

yly+1+2]Qy =[P =2y -+ DA +2)]Qy +s(p—-s-1)Q =0 (519
formundaki kismi tiirevli denklemleri saglar.

Ispat. Oncelikle polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tiirevlerinin alinmasiyla sirasiyla

os_ _ 1 0
M(p 2s—1,q) 1 s—1 M(P 2,q+1) Y . . (p,9)
r—s (l’) ( + .73) s—1 1+ S (p o — 1) (9y [ 2Qr,s (x,y)}
(5.20)
ve
N P—25—1.4) 1 =2 5 r(p—4,+2) Y 5.21
3 () (14wl (L (5.21)

1 82 p,q
- 3(3—1)(p—8—1)(p—s—2)3_y2[26’25‘,8)(%3/)}

bagintilar elde edilir.

Daha sonra polinomun = degiskenine gore kismi tiirevinin acik ifadesinde (5.20)

uygulanarak

(r—s)(p—r—s—z)M,E 2 (o )(1+x>51\48<w>(1_yF > (5.22)
X
y 0

= u@<>wﬁ7wmww—

S
(p,9)
+x 2Qr,s (:E,y)

yazilir. Polinomun z ve y’ye gore ikinci mertebeden karigik tiirevinde (5.20) ve (5.21)

esitlikleri kullanilarak

Mﬁﬁ*“%@u+wsﬂﬂfﬁ”G%}) (523)
1 o
B (p,9)
(r—s)s(p—r—s—2)(p—s—1) {aﬂcay(gQ (=)

5
b (208 (50) — S o (502 1)
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ifadesi bulunur.
Ayrica polinomun z degiskenine gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde (5.20),

(5.21), (5.22) ve (5.23) egitlikleri kullanilirsa

M2 (@) (1) e () (5.24)
1

(r—s)(r—-s—1)(p-r—s5s—-2)(p—r—5—3)

0? >

X | gz (2 (. >)+<1ix) 5 (2087 (2.y))

2y  0? - 2s
1+x8y8w<2@£’5)(x’y)) 1—|—x8x<2@ ( ))
_ 2sy (p.9) s(s+1) (P,9) (o
Ty (0 () + 10 )

seklindeki esitlige ulagilir.

Diger taraftan (4.7) rekiirans bagintismda p — p —2s — 1, r — r — s — 1 alarak

her iki taraf (1 + z)° M9 (1) ile carpilip, polinomun tanum ve (5.22) bagmntisi
kullanildiginda

N (P—28-5,4+2) 1 5 [ (P:9) Y 5.25

r—s—2 (IE)( +:U) s 142 ( )

1
r—s—1)(p—-r—s—3)z(x+1)

. {(p—zs—s):c—(qH) (ﬁ(Zng)(w))

(r—=s)(p—r—s—-2) \Ox
0
gy (1080 ) T 20 ) ) — 0 )}

esitligi elde edilir.
Boylece (5.24) ve (5.25) egitliklerinden (5.18) denklemi bulunur.

(5.19)’u elde etmek igin ise (4.7) rekiirans bagmtisinda r — s—1, 2 — %= almp her
iki taraf MP> 74 (2) (1 + 2)* ile carpilarak (5.20) ve (5.21) bagmtilar: kullanilir.

Sonug 5.4 (5.21) denkleminde v — © ve y — (1 + %) “¢ alarak (5.15) bagmtisi
yardimiyla p — oo igin her iki tarafin limiti alimirsa (5.16) ile tanimlanan L P9 (z,y)
polinomlarinin sagladig:

(@ =9) & (P4 (@9) + @ —y— @+ 1) Z (PL7 (@)

+s ZPrfs’q) (xv y) = 0
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kismi tiirevli denklemi elde edilir.

Teorem 5.6 fo_:s (z,) polinom ailesi

Z er_zsq )tr—I—s
r,s=0
20 (1 —t + Fy(z, )" (1 +t + Fy (1) 7
Fy(z,t)Fy(z,y,t) (1 =t (1+ 2+ y) + Fa(w,y,1))""
1
X
(L+t(L+2+y) + Fa(z,y,t))

=N (5.26)

seklindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir. Burada
Fi(x,t) = /(1 +1t)* + 4at

ve

Fg(x,y,t):\/1+2t(1+a:—y)—|—t2(1+x+y)2
dir.

Ispat. (5.13) polinom ailesinin taniminda r — r+s, p — p+2s alinarak MPH) (x)
carpani icin (4.8) esitligi ve M9 ( —) carpani i¢in sirasiyla (4.4) esitligi ve Ja-
cobi polinomlarmin (3.3) dogurucu fonksiyon bagintisi kullanilirsa ispat tamamlanir.

T

Sonug 5.5 (5.26) dogurucu fonksiyon bagmmtisinda z — Svey — (1 + %) =4
yazilarak egitligin her iki tarafinda p — oo igin limit almirsa (5.15) bagmtisindan

2P, (2,y) igin

r4s,s

3 - t(2x —
Z (—1)r+s Pfig)s (x y) s =974 (1 +t) 2(q+1) exp (M)

r,s=0

bagintisina ulagilir.

5.3 3Q$p2 (z,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli N () polinomlarindan yararlanarak

8|

ws (z,y) = yPe (375)
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agirlik fonksiyonuna gore
D3 ={(z,y):0<z <00, 0 <y < o0}

bolgesinde ortogonal olan

sQ) (2.y) = N2 (@) 0 NP (£) (5.27)
(s=0,1,....,m ; r=0,1,....N)

polinom ailesini tanimlayalim. Burada N = maks {r,n}, p > 2N +2 i¢in 3Q7(f’s) (x,y)

polinomlar:

/ / yPe(43) 0% (2,1) 3QW) (2, ) drdy (5.28)
0 0

(r=s)lslC(p—s)T(p—r—s—1)
a5 (p—2s—1)(p—2r—2) Orndsis

formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlarin ilk birkac:

QW) (z,y) = 1

Q) (2,y) = (p—3)z—1

QN (@y) = P-2y—=a

QN (wy) = (p=5)(p—4)2*—2(p—4)z+1

Q9 (1) = (=5 (p-2ay—(p—2y—(p-5)a*+a
QN (,y) = (p—3)(p—4)y* —2(p—3)ay +2°

seklindedir.

Teorem 5.7 (5.27) ile tammlanan polinom ailesi 7 > 1 igin

(p —r—=5s—= 2) (p —2r— ) 3Qr+1 s ( ) (529)
+(r—s)(p—2r —3) 3Q%,, (,y)

= tp—2r—3),—(p—2s—1)(p—2r — 2)] 3Q¥) (z,y),
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r > 2 i¢in

(s—1)(p—5—2)3" Q"5 (z,y) + 5Q%) (2,y) (5.30)

= [p—2)y—a] :Q" 2 (z.y),

ve j =1,2,...,5 icin
& (p) J ; (r—2j)
a_yj [ 3Qr,s (l’,yﬂ = (_1) (_S)j (p —S5— .])y 3Qr7j,sfj (x,y) (531)

seklindeki rekiirans bagintilarim gercekler.

ispat. N () polinomlar: i¢in bilinen (4.13) rekiirans formiiliinde r — r — s,
p — p — 2s — 1 almr ve her iki taraf sts(p ) (%) ile garpilirsa polinomun tanimi
kullamlarak (5.29) bagintisi goriiliir.

(5.30)’u ispatlamak icin NP (x) polinomlarmin bilinen (4.15) rekiirans bagintisinda
r—s—1,p—p—2, v — £ almr ve her iki taraf NT(‘:%*D () z* ile garpildiktan
sonra polinomun tanimi kullanilir.

(4.14) esitligi uygulanarak polinomun y’ye gore j kez kismi tiirevi alindiktan sonra

(5.27) tanmimu kullamlirsa (5.31) bagintisina ulagihir.

Teorem 5.8 (5.27) ile tanimlanan polinom ailesi
T Que + 20%YQuy + 29*Quy — 2 (p — 3) 2 — 1) Q. (5.32)
—y((p=3)r-1)Qy=(s—r(p-r-2)Q

yZny—[(p—Q)y—x]Qy—i—S(p—s—l)Q:O (5.33)

seklindeki kismi tiirevli denklemleri saglar.

Ispat. Oncelikle polinomun y degiskenine gore birinci mertebeden kismi tiirevinden
elde edilen ifade, polinomun z degiskenine gore kismi tiirevinin acik ifadesinde yerine

yazilarak

(r—s)(p—r—s—2) NP72579) (x) xSN&gp) (y> (5.34)



elde edilir. Polinomun x ve y degiskenine gore ikinci mertebeden karigik tiirevinde,
polinomun y degigkenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevi alinarak elde

edilen egitlikler kullanilirsa

N @) NP (4) (535)
_ 1 A ®)
= (T_S)s(p—T—S—Q)(p—S—].) |:al‘ay(3Q7}jS(x’y))
2 —-10
L (@) 2 (R )

ifadesi bulunur.
Ayrica polinomun x degiskenine gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde (5.34),
(5.35) ve polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirev-

lerinden elde edilen bagintilar kullanilirsa

N®275) (1) 25 N ) (%) (5.36)

r—s—2
1

(r=s)(r—=s=1)(p-r-=5-2)(p—r—35-23)
0 4
b (3Q¥) (z,y)) + <%>28_y2 (3Q%) (x,9))
2y 0?

2s 0
e A B el €A )
2sy O

x Ox
s(s+1)
2oy (sQ%) (z,y)) + 2

seklindeki esitlige ulagilir.
Diger taraftan (4.15) rekiirans bagintisinda p — p — 2s — 3, r — r — s — 1 alinarak
her iki taraf 2° NP (%) ile carpilip polinomun tanimi ve (5.34) bagmtisi kullanilirsa
N2 (@) a N () (5.37)
1
(r—=s)(r—=s—1)(p—-r—s—2)(p—r—s—23)a?
0 Yy
{o=25-30 -1 (0@ + L (202 )

+<3(s—|—1)—r(p—r—2)+§> SQTQ(%Q)}

esitligi elde edilir.
Boylece (5.36) ve (5.37) esitliklerinden (5.32) denklemi bulunur.

(5.33)’1i elde etmek i¢in ise (5.30)’da (5.31) bagmtis1 kullanilir. m
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Teorem 5.9 3QT’9:;25 )(z,y) polinom ailesi asagidaki dogurucu fonksiyon bagin-

tisina sahiptir:
i B P LV o !
rhes rlsl (1 —yt)? /1 + 4at
(1—\/1+4$t xt )
X exp — :

2x 1—yt

r,s=0

Ispat. (5.27) polinom ailesinin taniminda r — r + s, p — p + 2s alimirsa

50: (p25) Z D ( t ZOO w2 (V) (@)
3riss” ( N ) d N (a:) s!
s=0

r,s=0

esitligi elde edilir. (4.12) bagintis1 yardimiyla sag taraftaki birinci ¢arpan igin

NP () = rlg" LP~2—2) (1)
T T T

esitligi kullanilirsa

g trJrs

S Q% ) ZL“’" 2 (3) Gty (539

r,s=0
X Z N P+29) <Q> (@t)”
— R x/ sl

bulunur. Diger taraftan Laguerre polinomlar: igin bilinen (3.6) dogurucu fonksiyon

bagintis1 y - p—2,0 - -2, v — % ve t — xt alinarak yazilirsa

K —2)—2r r )
{ZLg(p | )(%) (xt)" = (1J1r+)2v €

r=0
v= 1, v(0) =0

elde edilir. Buradan v ¢oziilerse

B —1+ 1+ 4zt
n 2

seklinde bulunur. Boylece (4.16) bagintisi da kullanilarak bulunanlar (5.38)’de ye-

rine yazilirsa

> Qi )
r+s,s '8'
r,s=0
1+0) " . .
_ L e
(%

217 [1+ T+ 4dzt]" 1=yt ?exp (1
= —yt) " exp
V1+4xt

formundaki dogurucu fonksiyon bagintisina ulagilir. m

— /1 +4at xt )

2z _1—yt
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54 ,Q%? (z,y) Polinom Ailesi
Tek degiskenli M%) (x) ve N (x) polinomlarindan yararlanarak
wy (z,y) = $p+qy—p€*§ (z + 1)*(p+q)
agirlik fonksiyonuna gore
Dy={(z,y):0<z <00, 0 <y < o0}
bolgesinde ortogonal olan

QU (y) = MPZFTHE (@) 0N (1) (5.39)

r—5
T

(s=0,1,....,m ; r=0,1,...,N)

polinom ailesini tamimlayalim. Burada N = maks{r,n}, p > 2N +2 ve ¢ > —2

icin 4Q7(n?s’q) (x,y) polinomlar:

/ / Ay Py (o4 1)7 1QU (w,y) 4Q7 (v, ) dady - (5.40)
0

(r=s)lsll(p—s)T'(p—r—s—1T(¢+7r+s+2)
p—2s—1)(p—2r—2)T(p+q—r+s)

67’,7155,14:

bi¢imindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkaci

QU (z,y) = 1

QY (y) = (p—3)z—(q+2)

QP (wy) = (p-2y—=

QY (wy) = (-5 (-4’ —2(—4) (g+3)z+ (¢+3) (¢ +2)
QN (xy) = (p—2)(p—5)ay— (p—5)a?

—p-2)(g+4Hy+(¢g+4)z

Q% (zy) = 22 —2(p—3)ay+ (p—3) (p—4) 3>

dir.
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Teorem 5.10 (5.39) ile tanmimlanan polinom ailesi > 1 i¢in

(p—r—s5—2)(p—2r—1) 4Q%Y, (x.v) (5.41)
= (p=2r-2){(p—2r—-1)(p—2r—-3)z
+2(r—s)(r—s+1)—(p—2s—1)(¢+2r+2)} Q(M)( )

—(r=s)(p—2r=3)(p+qg—r+s)(g+rr+s+1) Q7Y (x,y)

ve

QU (2,y) — (py — v) 4QU (2,y) (5.42)

+s (p —S5—= 1) y Qrp 125‘1412) (‘/L‘v y) = 07

7 =12/ .. s5i¢gin

2D @] = (1) (=), 5 0); QTP ) ()

seklindeki rekiirans bagintilarini gergekler.

ispat. (5.41)%i ispatlamak icin ilk olarak M"? (z) polinomu icin bilinen (4.5)

rekiirans bagintisinda r - r —s, p - p—2s—1, ¢ — ¢+ 2s + 1 alimirsa

(p—r—s—2)(p—2r—1) MP 212 ()
= (p—2r—2){(p—2r—1)(p—2r—3)z
+2(r=s)(r—s+1) = (p— 25— 1) (q+2r +2)]} M > 1024 ()

_(T—S)(p—QT’—g)(p+q-r+s)<q+r+s+1)M(p 25— 1q+25+1)( )

r—s—1

elde edilir. Her iki taraf sts(p ) (%) ile carpilirsa

(=7 =5 =2 (p =2 =) M @) ND (2)
= (p—2r=2){(p—-2r-1)(p—2r-3)z
+2(r—=s)(r—s+1)—(p—2s—1)(¢+2r+2)|}
XM(p—Qs—l,q+2s+1) (x) SN®) <y>
r—sS S aj
—(r—s)(p—2r—-3)(p+qg—r+s)(g+r+s+1)
XMgpSQi 1,q+2s+1) (x) stﬁp) (%)
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ve polinomun tanimi kullanilirsa istenilen bagintiya ulagilir.
(5.42)’yi ispat etmek igin NP () polinomlar: i¢in bilinen (4.15) rekiirans bagmn-

28— 1,q+2s+1) (Z') .CES lle

tismda r — s—1,p — p—2 ve v — ¥ alarak her iki taraf M( T

carpilir ve polinomun tanimi dikkate alinirsa ispat tamamlanir.
Diger taraftan (4.14) esitligi uygulanarak polinomun y degiskenine gore j kez kismi

tiirevi alinir ve (5.39) tanimi kullanilirsa (5.43) bagmtis: elde edilir. =

Teorem 5.11 (5.39) ile tamimlanan polinom ailesi

22 (2 +1) Que + 22y (2 + 1) Quy + v* (2 + 1) Qyy (5.44)
+2[g+2—(p—3)2]Q.+ylg+2— (p—3)2]Q,

+lrp—r=2)z—-sg+s+1)]Q=0

yQny—[(p—2)y—x]Qy+s(p—s—1)Q:0 (5.45)

bicimindeki kismi tiirevli denklemleri gercekler.

Ispat. Ilk olarak polinomun y degiskenine gore birinci mertebeden kismi tiirevin-
den elde edilen ifade, x degigskenine gore kismi tiirevinin acik ifadesinde gozoniinde
bulundurularak
MBS () N D) (2) (5.46)
1 0
- 5 | (02 @)

(r = 8) (p—r
L Q0 () - 2408 (5.0

bagintisi elde edilir. Daha sonra polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mer-
tebeden kismi tiirevleri alinarak elde edilen bagintilar polinomun karigik tiirevinde

kullanilirsa

M2 () N (2)

1 0 v
N (7“—8)5(2?—8—1)(1?—7"—8—2) {324355(4@( @)

y82 18(462 ) (z. »}

- (4Q%9 (2,y))
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esitligi bulunur.

Ayrica polinomun x’e gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde elde edilen egitlikler

yerine yazilarak

A ORI (%) (5.47)
- ! o (p.q)
(T_S)(T_S_1)(]?—7“—8—2)(]9—7“—3_3) [52(462 (z, ))
0? 2 s O
+2$_y8y8x ( Q(pq (z, )) + (%) ( Q(pq (z, )) - 2__ ( Q(M)( ))

ifadesine ulagilir.

Diger taraftan (4.7) rekiirans bagtisindar — r—s—1,p — p—2s—1,q¢ — ¢+2s+1

alinarak her iki taraf a:st(p ) (%) ile garpilip, polinomun tanimi ve (5.46) bagmtis

kullanilirsa
ME-2Ba2848) () o () <E) (5.48)
x
1

r=s)r—s—-1)p-r—s—2)(p—r—s—=3)z(z+1)
<[t -2s -9 - (252} 5 (1089 (00)
+2{(p—25-3)z— (g +2s+2>}—( QU (2,y)

< p— 25 — )ZB—(q+28+2)}—|—(T—S)(p—?“—S—Q)) 4Q$,f’s’q>(:n,y)

seklindeki egitlik elde edilir.
Boylece (5.47) ve (5.48) esitliklerinden (5.44) denklemine ulagilir.

(5.45)’1 elde etmek igin ise (4.15) rekiirans bagmmtisinda r — s — 1, p — p — 2,

Msz_)72571,q+2s+1) (SC) e

r — y/z alimarak her iki taraf ile ¢arpilir ve polinomun y

degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirev bagintilar: kullanilir. =

Teorem 5.12 4QTT;2; 4725 (2, y)) polinom ailesi agagidaki dogurucu fonksiyon bagin-
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tisina sahiptir:

Z"" (p+25,0—25) trte
(p+2s,q—2s)
4Qr+ss ($7y) 1el
r:s.
r,5=0

p+q
o1-p l1 S 4xt} (1—yt) Pexp (—fyt)

a+1
(1+1)* + 4at {1+t+ (1+t)2+4xt]

Ispat. (5.39) polinom ailesinin taniminda r — 7+ s, p — p+ 2s, ¢ — ¢ — 2s alarak

o0 r4s s
(p+2s,q—2s) t (r— 1q+1) t (p+2s) (y> (xt_)
ZO 4Qr+ss rlg! ZM E;NS T s!

yazihr. Burada MP? (z) ve NP () polinomlan icin bilinen (4.8) ve (4.16)

dogurucu fonksiyon bagintilar: kullanilirsa

p+q
21-p {1 —t4 /(1 +1)+ 4;1,-4

S Qe gy T
T+$,8 7"‘3' 4 q+1
r,s=0 (1—|—t)2+4xt[1—|—t+ (1+t)2—|—4xt]
—xt
x (1 —qyt)?
(1—yt) eXp(l_yt)

formundaki dogurucu fonksiyon bagintisina ulagilir. m

55 Q%7 (z,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli M%) (x) ve NP (x) polinomlarindan yararlanarak

ws (z,y) = 27 (1 + z)”®+9 (L) . (_ 1+ x)

1+ Y

agirlik fonksiyonuna gore
Ds={(z,y):0<z <00, 0 <y < o0}
bolgesinde ortogonal olan

SQIY (2,9) = MZZTH (@) (14 2)" N (_y ) (5.49)
(s=0,1,....,m ; r=0,1,...,N)



polinom ailesini tammlayalim. Burada N = maks{r,n}, p > 2N +2 ve ¢ > —1

icin 5Q%? (z,y) polinom ailesi

/xq (1+2)" @ (HL:E) exp (— —iy_$> (5.50)
0

% sQU (,y) 5Q (x.y) dyda
(r=s)lsll(p—r—s—1)TC'(p—s)T'(g+r—s+1)
p—2r—=2)(p—2s—)I'(p+qg—r—s—1)

0\8

5r,n58,k

bi¢imindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkaci

QG (vy) = 1

QU (vy) = (p—3)z—(q+1)

QN (v,y) = (p—-2y—(1+2)

QYD (z,y) = (p—5)(p—42*-2(p—4) (g+2)x+(q+2) (g +1)
QN (wy) = (-2 (p—5)ay—(p—5)z(1+2)

—(P-2)(@+y+(¢+1)(1+=z)

QB (2,y) = -4 P-3)y*—2(p-3)y(l+z)+(1+z)

dir.
Teorem 5.13 (5.49) ile tamimlanan polinom ailesi r > 1 i¢in

(p—r—s5-2)(p—2r —1) Q%7 (z,y) (5.51)
+(r=s)(p—2r=3)(p+qg—r—s—1)(g+7—5) sQ"Y, (z,1)

= (p=2r=-2){(p—2r=3)(p—2r—Dz+2(r—s)(r—s+1)
—(p—25—1) (g +2(r—s) + 1)} 5Q% (z,y)

ve

SO () 45 (0 =5 = 1)y Q50 (wy) = oy — 2 — 1) 5QE7 (2,y),
(5.52)
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7 =12,.. 5i¢in

8]

gy L3O @ )] = (1 (=9), (0 = 5 = ), sQ2 (2.9) (5.53)

seklindeki rekiirans bagintilarimi gergekler.

Ispat. (5.51)% gostermek icin MY (z) polinomlar1 i¢in bilinen (4.5) rekiirans
bagntisinda r — r — s, p — p — 2s — 1 alinir ve elde edilen denklemin her iki

tarafi (1 + z)° N (&

T ) ile carpilarak polinomun tanimi kullanilir.

NP (x) polinomlar1 igin bilinen (4.15) rekiirans bagmtisinda r — s — 1, p — p — 2,

r — 11 almr ve elde edilen denklemin her iki tarafi MP A () (1+x)° ile

carpilarak polinomun tammi kullanilirsa (5.52)’ye ulagilir.
(4.14) bagmtis1 uygulanarak polinomun y degiskenine gore j kez kismi tiirevi alindik-

tan sonra (5.49) tammi kullanilirsa (5.53) elde edilir. m

Teorem 5.14 Q%7 (z,y) polinom ailesi

(2 + 1) Que + 22y (x + 1) Qe + 75°Q,, (5.54)
—(@+D)[p=3)z—(¢+)]Q:—yllp—3)z—(¢+1)]Q,
+{rp—-r—-2)@@+1) —-s(p+qg—s-1)}Q=0

V' Qu —[(P=2y—(+1]Qy+s(p—s-1)Q=0 (5.55)

formundaki kismi tiirevli denklemleri saglar.

ispat. Ik olarak polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tiirevleri alinirsa

M(p72sfl q) s—1 N(p 2) Yy 5.56
r—s ( )( ) s—1 1 + ( )
1

19)
= ma_(5Q(pq)( ))

ve

rT—S

MP D () (14 2)* 2 NP ( ) (5.57)

1
8(8—1)(p—8—1)( —2) 9y

14z
8



bagintilar1 elde edilir.

Ikinci olarak polinomun z degiskenine gore kismi tiirevinin acik ifadesinde (5.56)

esitligi kullanilarak

Mﬁ#i”“W@ﬂ+wa@(1ix) (5.58)

1

- v—sﬂp—r—s—m[ (s0%7 @9
2 (2.9)]

Y ( QU9 (2,y)) —
bagmtisi ve polinomun = ve y degiskenlerine gore karigik tiirevinde (5.56) ve (5.57)

1+x8y

esitlikleri kullanilarak

Mr(fﬁsf&qﬂ) (x) (1 + )™ ! NS(ZQ) (1 . ) (5.59)

1
(p q)
(r—s)s(p—s—1)(p—r—s—2) {Gy(‘?x (x,y))
La_z (p,q) 19 (p,q)
+1 +x3y2 ( 5Qr,s (a:',y)) 1+ x@y ( 5Qr,s (l’,y))

esitligi bulunur.

Ayrica polinomun x degiskenine gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde (5.56),

(5.57), (5.58), (5.59) esitlikleri dikkate alimirsa

M;;:;%;E),HQ) (:U) (1 + :C)s Ns(p) (1 _i|y_ x) (5.60)
B 1
N (r=s)(r—s—1)p-r—s—=2)(p—r—s—23)
0?2 2y 02
Q) ( (p-9)
|i 72 y)) + 1 —l—xayax ( 5Qr,s (%,y))

0? s
(1+x) oy? (SQ%Q)(%y)) 13—$8$(5Q (@, >)

9 (100 (a, »+E%§$5@$Maw

2sy
(L+2)° Dy

bagintisina ulagilir.

Diger taraftan (4.7) rekiirans bagmtisinda r — r — s — 1, p — p — 2s — 1 alindik-

tan sonra her iki taraf (1+ z)° N (H—x) ile garpihip polinomun tamm ve (5.58)
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bagintisi kullanildiginda

MP20 (2) (14 )° N (1 ; x) (5.61)

1
(r—s)(r—=s—1)(p—-r—s—2)(p—r—s—3)z(z+1)

x{[<—2s—3>x—<q+m (5099 (2.4))

s (=25 9= 4 ) 5 (50U (5.0)

(-2 -9a -+ 1)

+(r=s)(p—r—5-2)) 5Q%7 (z,y)}

esitligi elde edilir. Boylece (5.60) ve (5.61) esitliklerinden (5.54) kismi tiirevli denk-
lemi bulunur.

(5.55)’1 elde etmek igin (4.15) rekiirans bagmtisimda r — s — 1, p — p— 2, z —
y/ (1 + z) almip her iki taraf MP,* " (2) (1 + z)* ile carpilir ve (5.56) ve (5.57)

bagintilar1 kullanilir. m

Teorem 5.15 Qfﬁfj ) (,y) polinom ailesi

—t(14x)

p+g—1
iy € v (L—yt)™” [1—t+ (1+t)2—|—4:vt}

t
(p+2s,

Z Qrﬁ—ssq) ) 'S' = q
r,s=0 s (1+t)2+4xt[1+t+ (1+t)2+4xt1

seklindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

Ispat. (5.49) polinom ailesinin taniminda r — r + s, p — p + 2s alarak (4.8) ve

(4.16) dogurucu fonksiyon bagintilar: kullanilirsa istenilen bagint1 elde edilir. =

56 Q%Y (z,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli N\” (z) ve MP? (2) polinomlarindan yararlanarak

we (2,y) = eyt (x +y) 0T

agirlik fonksiyonuna gore

Dg={(z,y): 0<x <00, 0<y< o0}
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bolgesinde ortogonal olan

Q(pq)( y) = N (25— 1)( ) sMS(p,q) (g) (5.62)

T—S8 T
(s=0,1,...,7 ; r=0,1,...,N)
polinom ailesini tammlayalim. Burada N = maks{r,n}, p > 2N +2 ve ¢ > —1

icin 4Q%Y (z,) polinom ailesi

//eiyq (« _i_y)*(pJFQ) 6@53;(1) (2,y) 6@&5}3) (x,y) dydx (5.63)

_ (r—s)!s!F(p—s)F(p—r—s—1)I‘(q—|—s—|—1)6 5
p—2r—2)(p—2s—1)T(p+q—s) ek

seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkag:

Qh? (z,y) = 1

QN (x,y) = (p-3)z—1

QPP (1Y) = (P—2)y—(g+1)z

Q%) (wy) = (p—5)(p—4)a?—2(p—4)z+1
Q5 (vy) = (p—2)(

seklindedir.

Teorem 5.16 (5.62) ile tamimlanan polinom ailesi r > 1 i¢in

p—2r—-1)(p—r—5-2) 6@r+1s( Y) (5.64)
= (p-2r=2)[p—2r—)(p—2r—3)z— (p— 25— 1)] QLY (z,y)
—(r=s)(p—2r—3) 6Q"%, (z,y),

r > 2 i¢in

(s—1)(p—s—-2)yy+a) Q2% (z,y) + QP2 (2,y)  (5.65)

= [(p—2)y—(¢+1)a] QP (2,y)
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ve j = 1,2, ..., § icin

8yj( sQ (5,9) = (=1) (=5); (0 = 5 = ), Q5257 (my)  (5.66)

seklindeki rekiirans bagintilarimi gergekler.

Ispat. (4.13) rekiirans bagmntisinda r — r — s, p — p — 25 — 1 yazilarak elde edilen
denklem z°M P (%) ile carpilir ve polinomun tanimi kullanihirsa (5.64)’e ulagilir.
(5.65)1 elde etmek igin (4.7) rekiirans bagmtisinda r — s — 1, v — ¥ yazlarak
elde edilen denklemin her iki tarafi Nrp 528 b (x) 2* ile carpilir. Boylece polinomun
tanimu kullanilarak (5.65) bagmtisi goriiliir.

(4.6) esitligi uygulanarak polinomun y’ye gore j kez kismi tiirevi alinarak (5.62)

tanimi kullanilirsa (5.66) elde edilir. m

Teorem 5.17 (5.62) ile tamimlanan polinom ailesi

2 Qua + 20y Quy + 7Y°Qyy — 2 ((p = 3) x — 1) Qs (5.67)
—y(p=3)z-1)Qy=(s—r(p-r-2)2)Q
ve
yy+2)Quy—[p—2)y—(¢+1)2]Qy+s(p—s-1)Q=0 (5.68)
seklindeki kismi tiirevli denklemleri saglar.

Ispat. Ik olarak polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tiirevleri alinirsa

(—25-1) (\ =17, (0-20+1) (YY) _ 1 9 Awa)
NEET @) M (D) = s g (@00 ) (569
ve
NEZ Y (@) e tuy e (4) (5.70)
1 0?
T DG D —s oy L @)

bagintilar elde edilir.
Ikinci olarak polinomun z degiskenine gore kismi tiirevinin acik ifadesinde (5.69)

esitligi kullanilarak

1
N(P 25— 3) SM(]%Q) g — . 1
o1 (@) My (:v) (r—s)(p—r—s—2) (5:71)

Qe >)+——(6@ (2,)) = = QL (.y)
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bagintisi, polinomun z ve y degigkenlerine gore karigik tiirevinde (5.69) ve (5.70)
esitlikleri kullanilarak da

N2 (@) a2 (£) (5.72)
1 H2
= (p,q)
(T—@S@—S—lﬂp—r—s—m[@mxhﬁ (z,9))
y 0 ~10

+58_y2 ( 6@5{2’(1) (937 y))

(GQ ) (x, ))}

esitligi bulunur.
Ayrica polinomun x degiskenine gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde (5.69),

(5.70), (5.71) ve (5.72) egitlikleri yerine yazilarak

NT(JZ;ESQ*E’) (33) wsMs(pﬂ) <%> (5.73)
1
B (r— s)(r—s—l)( —r—s—-2)(p—r—5—3)
0? 0?
s (6000 () + 2 0 (4G (2.)
y\? 0’ p.q Eg
F() 2 (e ) - 22 (1080 )
25y 0 S (8 + 1)

2oy (6QE (2,y)) + Y Q7 (2.y)

bagintisina ulagilir.
Diger taraftan (4.15) rekiirans bagmtisinda r — r —s—1, p — p — 2s — 3 alindiktan

sonra her iki taraf z5MP? (%) ile carpilip polinomun tanimi ve (5.71) bagintisi

kullanildiginda

N;zizzz—a (33) LL‘SMS(p’q) (g> (5.74)

0
—(r—s)(p—r—s-2) Q"7 (x,y)}

seklindeki esitlik elde edilir. Boylece (5.73) ve (5.74) esitliklerinden (5.67) kismi

tiirevli denklemi bulunur.
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(4.7) rekiirans bagmtisinda r — s — 1, x — y/x yazihip her iki taraf N~ (p~2s-1) (x) z*
ile ¢arpildiktan sonra polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden

kismi tiirev bagntilar ile polinomun tammi kullanihirsa (5.68) elde edilir. =

Teorem 5.18 fof;zﬁ ) () polinom ailesi

7+ _
Qe (o U (vt 5.75
Z r+s,s p

rls!

r,s=0
21—t (¢ +y) + Fila,y, 0] (1 + VIT dad)”
X
By (z,y,t) [L+t(z+y) + Fi(z,y, 1)) V1 + dat

bigimindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir. Burada

Fi(z,y,t) = \/1 +2t(z—y)+2(z+y)°
dir.

Ispat. (5.75) ifadesini elde etmek icin 6ncelikle (5.62) polinom ailesinin taniminda
r—r+s p— p+2salnr ve (4.4) bagintis1 yardimiyla elde edilen esitligin sag

tarafindaki ikinci carpan igin

Ms(erZ&q) (E) =(-1)"s! (1 4 g>s ps(qvpfl) (U)

T T T4y

esitligi kullanilirsa

- p+25,q) 1) ( 1) ) - s
> @nE ) O zw 0 53 P (E22) (ot a-4)

r,5=0 s=0

elde edilir. Diger taraftan (4.12) bagintisinda

N@Y (z) = plg" LP=2r=2) (1>

T

(v+6r) (2)

oldugu goz oniinde bulundurularak L, polinomlar: i¢in bilinen (3.6) dogu-

rucu fonksiyon bagintisinda v — p —2, 0§ — =2, z — % ve t — xt alimirsa ve

po® (x) polinomlar: igin bilinen (3.3) dogurucu fonksiyon bagmntisinda da r — s,
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xr—

y—q,0—p—1,1— —Z ve t — —t (x + y) koyulursa esitlik

T+
o0 r+s
(p+2s,9) t
T;O GQT—I—S,S (:U7y) rlg!
(15 )" exp (—v/2) orta

1+2v \/1+2t(a:—y)+t2(:c+y)2

{1—t(x+y)+\/1+2t(x—y)+t2(x+y)2r—p
X

q

[1+t(x—|—y)—|—\/1+2t($—y)+t2($+y)2]

halini alir, v = xt (14+v)"" , v(0) = 0 probleminin ¢oziimii olan v fonksiyonu

y— —1+ 1+ 4zt
r 2

olarak elde edileceginden

Fi(z,y,t) = \/1—|—2t(.7c—y)+t2(a:—|—y)2

gosterimi kullanilarak ispat tamamlanir. m

5.7 Q%" (z,y) Polinom Ailesi
Tek degiskenli MP (x) polinomlarindan yararlanarak
wr (w,y) = a%y” (1+2)” " (14 )~
agirlik fonksiyonuna gore
D;={(z,y):0<z <00, 0 <y < o0}
bolgesinde ortogonal olan

QI (w,y) = MY () M{™ (y) (5.76)

(s=0,1,....,m ; r=0,1,...,N)
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polinom ailesini tanmimlayalim. Burada N = maks{r,n}, p,u > 2N +1ve ¢q,v > —1

icin ,Q®4") (x,) polinom ailesi
//qu” (1+2) " (14 )~ (5.77)
00

X QU (z,y) 2QPI) (x,y) dxdy
(r—sNsll'(p—r+s)I'(g+r—s+1)
p=2(r—s)—1)(u—2s—1)T(p+qg—r+s)

T'(u—3s)T 1
y (u—s5)T (v+s+ )5m5$k
T'(u+wv—s) R

seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkaci

—(u—=2)(¢g+1)y+(g+1)(v+1)

QF ) (2,y) = (u—4)(u—3)y* —2u—3) (v +2)y+(v+2)(v+1)

seklindedir.

Lemma 5.3 (5.76) ile verilen tammda z — %, y — % yazihr ve p — 00 ve u — 00

icin limit alimirsa (4.9) limit bagintis1 gézoniinde bulundurularak
o i )] - o2 () )
pu—00 ’ pu p;u—00 P u
= (1 (= )2, (1) LY (v)

= (=1)"(r— s)!s!LfffS’”) (x,y) (5.78)
elde edilir. Burada

LY (z,y) = L, (z) LY (y) (5.79)

(s=0,1,....,7 ; r=0,1,..)
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polinomlart A = {(x,y) € R?:0 < x, y < oo} bolgesinde w (x,y) = a9y’e” @V

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Suetin 1988, Dunkl ve Xu 2014).

Teorem 5.19 (5.76) ile verilen polinom ailesi r > 1 i¢in

(p—r+s—1)(p—2(—s) Q" (x,y) (5.80)
= (p—20r—s)-D{p—-20r—9)(p—20—5) -2z
+2(r—s)(r—s+1)—plg+2(r—s)+1)} Q‘”‘““’ (z,v)

—(r=s)(p—2(0r—s) =2 (p+a—r+5) (g +7—5) QP (z,y)

ve

(=5 —1) (u=25) 1T (3,) (5.81)
= (u—2s—1D{(u—2s)(u—2s—2)y
+2s(s+1)—u(v+2s+1)} Q(p‘“‘” (x,y)

—s(u—25—2) (utv—s)(v+s) QP (z,y),

7=1,2,...,r —sicin
o7

O ( 7@5«?3’(1’”’”) (z,9)) (5.82)

= (r—s—j+1);(p—r+s—]); QT (x,y)
ve j=1,2,...,5i¢in

;’yj (7QUE) () = (s =+ 1); (u = 5 = ), 7QPPTF (wyy) - (5:83)
seklindeki rekiirans bagintilarini gergekler.

Ispat. (5.80)’in ispat1icin ilk olarak M9 (x) polinomlar1 igin bilinen (4.5) rekiirans
formiilinde r — 7 — s yazilir ve elde edilen esitligin her iki tarafi M (y) ile
carpilarak polinomun tanimi kullanilir.

(5.81)’1 ispatlamak igin (4.5) esitliginde r — s, p — u, ¢ — v,  — y yazilir ve elde
edilen denklemin her iki tarafi Mﬁf) (x) ile garpilarak polinomun tanimi kullanilir.
(4.6) bagintist uygulanarak polinomun = degiskenine gére j kez kismi tiirevi alindik-
tan sonra (5.76) tammi kullanilirsa (5.82) esitligi elde edilir.

Benzer gekilde (4.6) bagintis1 uygulanarak polinomun y degiskenine gore j kez kismi

tiirevi alindiktan sonra (5.76) tanimi kullanihirsa (5.83) esitligine ulagiir. =
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Sonug 5.6 (5.80), (5.81), (5.82) ve (5.83) rekiirans bagmtilarmda z — 7,y — ¢

yerine konulduktan sonra elde edilen esitlikler sirasiyla %, %, % ve -5 ile carpilarak
p u P U
(5.78) bagmtist yardimiyla p — oo ve u — oo igin limit alimirsa L&?;v) (z,y) polinom-

lar1 icin sirasiyla

(r+1—s) L% (z,y) = (q+2(r —s)+1—x) L% (z,y)
—(g+r—s) L (x,y) , r>1,

r—1,s -

(s+1) L2 1 (x,y) + (v +5) LEY _ (2,y)

= (+2s+1—-y) LG (z,y) , r>1,
8j L(q,v) _(_1 J L(‘H‘jav) = 1.2 .
@( 7,5 (%y))— ) r—J,8 (l’,y) o J = H4 T TS
ve
o’ (L(q,v) )_ _ 1y plavti) (z,y) i —1.92
O (0 )= ) ) =12

rekiirans bagintilar elde edilir.

Teorem 5.20 (5.76) ile tamimlanan polinom ailesi agagidaki kismi tiirevli denklemi

saglar:

T(@+1)Qu+yW+1)Qy+(2-pr+q¢+1)Q
+((2-wy+v+1)Q,—[(r—s)(r—s+1—p)

+s(s+1—u)]@Q =0.

Ispat. (4.1) esitliginin M (y) ve Mf’i ’3) (x) polinomlar: i¢in uygulanmasiyla iste-

nilen denklem elde edilir. m

Teorem 5.21 7Q(p’q’u’v) (x,y) polinom ailesi

r4+s,s
p+q
- aa 27T <1 —t 4/ (1+1)° + 4xt>
> QU ) S = ; 2 50
by S (@ 0 4 dat) (1 1)+ dye)

(1—|—t+\/M)q(l—kt—l—\/(l—i-t)z%—élyt)v

62

X




seklindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.
Ispat. (5.76) polinom ailesinin taniminda r — 7 + s alinarak MP (x) polinomlar:

i¢in bilinen (4.8) dogurucu fonksiyon bagmtis1 kullanilirsa istenilene ulagiir. m

Sonug 5.7 7Q£ﬂizv (x,y) polinomlar igin (5.84) dogurucu fonksiyon bagntisinda

x — %,y — % konulduktan sonra (5.78) bagmtis: kullamlarak p — oo ve u — o0
icin limit alinirsa Lffis)s (x,y) polinomlar1 i¢in
s TS v r+s__ v t I+y
5 (LA () = (L) e (L)
r,5=0 +t
dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir.
Teorem 5.22 (5.76) ile verilen polinom ailesi
QU (z,y) = (=1)" 27 (L +2)"y " (1 +y)" (5.85)
o 4 A e
P — T=STq (] TSPQs+v1 S—u—v
axr—says {.CC ( + .Z') Y ( + y) }

formundaki Rodrigues formiilii ile gosterilir.

Sonug 5.8 (5.85) egitliginde x — 2,y — & almarak (5.78) bagmtis1 yardimiyla

(Q)(

p — 00 ve u — o0 i¢in limit uygulanirsa L x,y) polinomlari igin

quyf'uex+y ar

(a,v) _
L (w,y) = (r —s)ls! Qaxr—s0y*

=)

(l,r—s—o—qy

Rodrigues bagintisina ulagilir.

58 Q%Y (x,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli NP () polinomlarindan yararlanarak
ws (z,y) = 2"y~ ()

agirlik fonksiyonuna gore

Dg={(z,y): 0<x <00, 0<y< o0}
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bolgesinde ortogonal olan
QB (x,y) = NP, (2) N (y) (5.86)
(s=0,1,....,7 ; r=0,1,..,N)

polinom ailesini tamimlayalim. Burada N = maks {r,n}, p,q > 2N+1 i¢in SQ%Q) (z,y)

polinom ailesi

//:cpyqe_(iﬂl/) 8@&{’5"1) (z,9) SQS}f) (z,y) drdy (5.87)
0

_ (7“—<9)!3!F(p—7‘+3)f‘((1—S)(S 5
p—20—s)—-1)(g—2s—1) """

formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlarin ilk birkagi

QU (x,y) = 1

QU (@y) = (p—2)e—1

QU (vy) = (¢—2y—1

Q5 (w,y) = (p—4)(p—3)a" —2(p-3)z +1

sQV Y (z,y) = (p—2)(—2ay—(p—-2z—(g—2y+1

Q) (wy) = (=4 (q—3)1*—2(q—3)y+1
seklindedir.

Teorem 5.23 (5.86) ile verilen polinom ailesi r > 1 i¢in

(p—r+s—1)(p—2(r—s) sQ%Y, (2,y) (5.88)
= [p—2(r—=s)p-20r—s)—1)(p—-2(r—s)-2)x

—p(p—2(r—s)—1)] sQ% (z,9)

—(r=s)(p—2(r—s)—2) Q" (x,y)

ve

(q—s—1)(q—2s) Q%) (.9) (5.89)
= [(g—2s)(q—2s—1)(¢—25—2)y —q(qg— 25— 1)] Q2 (2,y)

—s(qg—25—2) QY. (z,y),
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7=12,...,7r—sicin

o7

— (5QED () = (r— s =+ 1), (0= (0 —5) = ), 5QUT (wy)  (5:90)

ve j =1,2,...,5 i¢in

5 (3L (2,) = (5 =5+ 1), (g = 5= 3), sQVEH @y) (59
seklindeki rekiirans bagintilarim gercekler.

Ispat. (5.88)’in ispat1 icin NP (z) polinomlar: igin bilinen (4.13) rekiirans for-
miiliinde » — r — s yazilarak her iki taraf N9 (y) ile garpildiktan sonra polinomun
tanimi kullanilir.

(5.89)’u ispat etmek igin (4.13) esitliginde r — s, p — ¢ ve * — y yazilarak her iki
taraf Nﬁ )S (x) ile carpildiktan sonra polinomun tanimini kullanmak yeterlidir.
Diger yandan, (4.14) bagintis1 uygulanarak polinomun = ve y degiskenlerine gore j

kez kismi tiirevi alinarak (5.86) tamm goz oniinde bulundurulursa sirasiyla (5.90)

ve (5.91) bagntilarina ulagiir. =

Teorem 5.24 (5.86) ile tamimlanan polinom ailesi agagidaki kismi tiirevli denklemi

saglar:

PQur + 1 Qyy + 12 -p) 2+ 11Q +[2 -y +1]Q,

= [(r=s)(r—=s+1-p)+s(s+1-q)]Q.

ispat. N% (x) polinomlarinin sagladigi (4.10) diferensiyel denkleminde r — 7 — s
alinirsa

" !

2 N2 @) +(@=pat ) [N @) ~ =) —s+1-p) [N, ()] =0
(5.92)
elde edilir. Benzer sgekilde (4.10) diferensiyel denkleminde r — s, p — g ve x — y

aliirsa

1" !

v [N @) +(2-@y+1) [N ()] —s(s+1—¢q) [N (y)] =0 (5.93)
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(5.92) denklemi N (y) ile, (5.93) denklemi NP (x) ile garpihip bu iki denklem

taraf tarafa toplanirsa

2

2 (e >>+y§2(8c2 ) (2.1)
+(2-p)z+1) % (sQ% (z,y)) +((2—q)y+1) a% (sQ%2 (z,y))

= [(r=s)(r—s+1—-p)+s(s+1—¢q)] 8Q£?f)(x,y)

formundaki kismi tiirevli denklem elde edilir. =

Teorem 5.25 8@&?; a+29) (x,y) polinom ailesi

= T s T = —q —t(= L
Z 8@7(}—):925 4+28) (ZE, y) m - (]- - t.I‘) P (]. — ty) q e t<1—tm+1—ty>
r,s=0 S

seklindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

Ispat. (5.86) polinom ailesinin tanmminda r — 7+s p — p+2r, ¢ — g+ 2s alimarak

tr o s

2r,q+2s) T s
> QT e g = SN 0 5 Y N )
r,s=0 T s=0 ’

yazilabilir. Burada N"™" (x) polinomlar: igin bilinen (4.16) dogurucu fonksiyon

bagintis1 kullanilirsa

trJrs

Z SQUETTE) ()T = (1—ta) Pe TR (1—ty) e Tw

rlsl

r,s=0
1

= (1—ta) P (1 —ty) e (Ertrn)
seklindeki dogurucu fonksiyon bagintisina ulagilir. =

Teorem 5.26 (5.86) ile verilen polinom ailesi

ar 1 1
SQ(p Q)( y) = (=1)" 2"y €I+5—&Er788ys {x—p+2(r—s)y—q+256*(z+§)}

formundaki Rodrigues formiilii ile gosterilir.
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59 Q%" (z,y) Polinom Ailesi
Tek degiskenli MP? (z) ve N\’ (2) polinomlarindan yararlanarak
wo (z,y) = 27 (1+ )" PH y=res
agirlik fonksiyonuna gore
Dy ={(z,y):0<z <00, 0 <y < o0}
bolgesinde ortogonal olan

0QU) (,y) = MP? (2) N () (5.94)
(s=0,1,...,0 ; r=0,1,...,N)

polinom ailesini tammlayalim. Burada N = maks{r,n}, p,u > 2N + 1 ve ¢ > —1

icin Q%4 (z,) polinom ailesi

/ / 29 (14 2) 0 e QP (2, y) QU (2,y) dedy (5.95)

(r—s)!s!F( —r+8) T (qg+r—s+1)T'(u—s)
p—2(r—s)—1)(u—2s—1)T(p+qg—r—+s)

r,nfss,k

bi¢imindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkaci

Q™ (wy) = 1
QU (xy) = (p—2)x—(q+1)
P (w,y) = (u—2)y—
QY (wy) = (p—4)(p—3)2>—2(p—3)(g+2)z+(¢+2) (g+1)
QU (2,y) = (p—2) (u—2)ay—(p—2)z—(u—2)(g+1)y+(g+1)
G (2,y) = (u—4)(u—3)y* —2(u—3)y+1
formundadr.
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Sonug 5.9 (5.94) ile verilen tammda x — ¥ yazilarak p — oo i¢in limit alimrsa

(4.9) limit bagintis1 yardimiyla

i 4@ (20)] =t 320 (2) ) (5.96)

= (=1 (r = $)ILY, (z) N™ (y)
= (=1 (r = s)V4 (2,y)

formunda bir sonlu ve bir sonsuz ortogonal polinomun carpimi elde edilir. Burada
Ve (,y) == L%, () N (y) (5.97)
olarak gosterilmigtir.

Teorem 5.27 (5.94) ile tamimlanan polinom ailesi 7 > 1 igin
(p—r+5=1)(p—2(r—5)) sQ11Y (@:9) (5.98)
= (p=20r=s)-D{p-2(r—s)(p=2(r—s)-2)z
+2(r—s)(r—s+1) =p(g+2(r—s) + 1)} sQ%" (z.y)
~(r=9) (P20~ 9) =2 +a-r+5)(g+r—5) Q) (x.9)
(u—2s—1)[(u—2s)(u—2s—2)y —uj ngf,’s’q’“) (x,y) (5.99)

= (u—s—1)(u—2s) oQFI, (,y) +5(u— 25 —2) QP4 (2,y),

7=1,2,...,7 — s i¢in

Q) (@] = (0~ 541 ), (0~ + 5 - ) $QUZT (2.)
(5.100)
ve j =1,2,...,s icin
& ) — ; : (p,q,u—2j)
g7 LoQi (@y)] = (s + 1= ), (u=s=3); Q57 (@y) (5100

seklindeki rekiirans bagintilarini gergekler.

Ispat. (5.98)'i elde etmek icin (4.5) bagntismda r — r — s alarak elde edilen
denklemin her iki tarafi N (y) ile carpilir ve polinomun tanimi kullanilirsa istenilen

sonuca ulagilir.
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Benzer gekilde (5.99)'u elde etmek igin (4.13) bagmtisinda r — s, p — u, © — y
yazilarak elde edilen denklemin her iki tarafi Mrp ;’) (x) ile garpilir ve polinomun
tanimi kullanilirsa istenilen elde edilir.

(4.6) esitligi uygulanarak Q(p 4" (2, y) polinomunun x degiskenine gore j kez kismi
tiirevi ve (4.14) bagmmtis1 kullanilarak polinomun y degiskenine gore j kez kismi
tiirevi alinarak polinomun tanimi goz oniinde bulundurulursa sirasiyla (5.100) ve

(5.101) bagmtilarina ulagihr. =

Sonug 5.10 (5.98), (5.99), (5.100) ve (5.101) rekiirans bagmtilarmda z —  yazilarak
(5.96) bagmtis1 yardimiyla p — oo iken limit alinirsa sirasiyla, r > 1 igin
(r=s+1) V5, (@)= (g +2(r = s) +1— ) V4" (z,y)

—(q+7—5) V9 (z,y)
ve

(w—s=1) (u=295) VI, (2,9) +s (u - 25 = 2) V9 (2,9)

=(u—2s—1)((u—2s)(u—2s—2)y —u) V9 (z,y),

r,8

7=12,...,7r —sicin
oI

o7 (Vi () = (=17 VY (2,).
ve j =1,2,...,5 icin
aj V(q,u) _ 1 . V(qu 25)
a_y]( r,s (l’,y))—(8+ —j)j(U—S ) —J,5—j (l',y)

rekiirans bagintilar elde edilir.

Teorem 5.28 (5.94) ile tanimlanan polinom ailesi agagidaki kismi tiirevli denklemi

saglar:

(@4 1) Que + ¥ Quy — (P~ 2) 2 — (¢ + 1] Q. (5.102)
—[(u=2)y=1Q, +[(r—s)(p—r+s—1)+s(u—s-1)]Q=0.

ispat. (4.1) ve (4.10) denklemleri sirasiyla M®? (z) ve N (y) polinomlar i¢in
uygulanir ve elde edilen denklemler sirasiyla N&* (y) ve M9 () ile carpihp taraf
tarafa toplamrsa oQ%: %" (z,y) polinomunun sagladigi kismi tiirevli denklem elde

edilmis olur. m
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Sonug 5.11 (5.102) diferensiyel denkleminde z — » yazilarak i ile carpilir ve elde
edilen esitligin her iki tarafinda (5.96) bagintisi kullanilarak p — oo i¢in limit alimirsa

V}(,s’u) (x,y) polinomlar1 igin
2

0 0
(g:u) _ )y @w _ (gu) —
xaxz VI 4+ (g +1—x) o VI 4 (r = s) Vit =0

diferensiyel denklemi elde edilir.

Teorem 5.29 QP9+ (x,) polinom ailesi

r+85,8
[e'S)
Q(p 1q,ut2s) ( tre
s ) rls!
r,s=0

—yt

p+q
277 (1 —yt)™ [1 —t+ /(1 +1)° + 4xt] exp < — >

q
(1+ﬂ2+4m{1+t+ (1+02+4m}
formundaki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

ispat. (5.94) polinom ailesinin tammminda r — r + s, u — u + 2s alimirsa

[ n [eS)
(p,q,u+2s) E E (u+2s)
E 9Qr+s s '8' M N
r,s=0 s=0

yazilabilir. Burada M*? (x) ve N () polinomlar: igin bilinen (4.8) ve (4.16)

dogurucu fonksiyon bagintilar: kullanildiginda teoremin ifadesine ulagilir. =

Sonug 5.12 gQTﬂZ 25) (2, y) polinomlart icin elde edilen dogurucu fonksiyon bagin-

tisinda z — % degisken degistirmesi yapildiktan sonra (5.96) bagintis1 gozoniinde
bulundurularak her iki tarafin p — oo i¢in limiti alinirsa

o0 gr+s  €Xp (t (liﬂ — ﬁ))

Z (_1)r V(q,u+23) (LL‘, y) o Y

r+s,s

ris=0 ’ st (L™ (1 —yt)"

formundaki dogurucu fonksiyon bagintisina ulagilir.

Teorem 5.30 Q%% (2,y) polinom ailesi

oI (2,y) = (F1) 2y (L) e

o _
« axrisays {l,r—s-i—q (1 + {L‘)T s—(p+q) y2s ueii}

seklindeki Rodrigues formiilii ile gosterilir.
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Sonug 5.13 Teorem 5.30’un ifadesinde z — % yazilarak p — oo i¢in limit alinirsa

(5.96) bagmtisindan agagidaki Rodrigues bagintisina ulagihir:

_1)5 x—qyuear—‘rl/y or
(r—s)! Ox"—50y*

ng,u) (fE, y> _ ( ($r75+qy2sfuef(x+1/y)) ]

5.10 1,QY) (z,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli I () polinomlarindan yararlanarak

—(p—1/2
wio (z,y) = (1422 +42) """

agirlik fonksiyonuna gore
Dyy={(z,y) : —o0o <z <00, —00 <y < o0}
bolgesinde ortogonal olan

10Q) (z,) = I 7 (2) (1 +22) 2 1) (\/%) (5.103)

(s=0,1,....,7 ; r=0,1,...,N)

polinom ailesini tanimlayalim. Burada N = maks {r,n}, p > N+3/2 i¢in 10@5{2 (z,y)

polinomu

/ / (1422 + %) "V 10Q® (2,9) 10QY) (x,y) drdy
(r — s)1s1220~DxT2 (p) T2 (p — s — 1/2)
(p—r=32)p—s-)I'(p—-r—-1/2)T(p—s)T'(p—7)

F'2p—25)T'(2p—2r—1) 55
XF(p—S—{—1/2)F(2p—r—s—2)F(2p—s—1) T ek

bicimindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.
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Bu polinomlardan ilk birkag: asagidaki gibidir:

10Q) (,y) = 1

wQ¥) (@,y) = (2p—3)x

10QY (z,y) = 2(p—1)y

10Q¥) (w,y) = (2p—3)[(2p—5)a® — 1]

10Q% (w,9) = 2(p—1)(2p—5)ay
(7)< )

= 4p-2)(p-Dy*—2(p—1) (1 +2?)

Sonug 5.14 (5.103) polinom tamminda x — \/iﬁ ve y — \%} 14 %2 degisken

degistirmesi yapilarak elde edilen esitligin her iki tarafinda p — oo igin limit alinirsa,
(4.26) limit bagintis1 yardimiyla

v . x oy i
lim |p~ 2 Qrps) —,—/14+ — 5.104
pooo |0 VB VBN (5104

2\ 2
= lim |p = 1PV (i) <1 1 x_) p s I® <i)
P00 VP p VP

= H,. (:15) H, (y)

bulunur. Burada, iki Hermite polinomunun ¢arpimi olan
H, s (x,y) = H._s(x) Hs (y) (5.105)
(s=0,1,....,7 ; r=0,1,..)

Hermite-Hermite polinomlar1 A = {(z,y), — oo <z, y < oo} bolgesi iizerinde w (z,y) =

e~V agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Suetin 1988, Dunkl ve Xu 2014).

Teorem 5.31 (5.103) ile tanimlanan polinom ailesi r > 1 igin
0@ () = (2p—2r—3)z 10QY (2,y) (5.106)
—(r=s)(2p—7—5-2) 10Q", (z,y),
r > 2 i¢in

4s-1) (-1 (-2 1+22+3%) 100V, (z,y) (5.107)

= (s+2-2p) 10Q%) (z,y) +2(p—1) (2p — 3) y 10Q" 1), (x,y)
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ve j =1,2,...,5 icin

19 , .
ayg ( 10Qr8 (z,y )) =2 (s—j+ 1) (p— ])j 10Q£p ]js —j (z,y) (5.108)
seklindeki rekiirans bagintilarini gergekler.

ispat. 1 () polinomu igin bilinen (4.21) rekiirans bagintisinda r — r — s, p —

p — s — 1/2 alimarak elde edilen denklemin her iki tarafi (1 + x )S/ 2 (2 +x2) ile

carpilir ve polinomun tanimi kullanilirsa (5.106)’ya ulagilir.

(5.107)’yi ispatlamak igin 2 (x) polinomu i¢in bilinen (4.23) rekiirans bagintisinda
r—-s—1,p—p—1vexr — \/%7 alinarak elde edilen denklemin her iki tarafini
Iﬁ _ss_l/ 2) (x) (14 :EQ)S/ ? ile carpmak ve polinomun tanimmmi kullanmak yeterlidir.
Son olarak (5.108)1 elde etmek igin (4.22) bagntisi goz 6niinde bulundurularak

polinomun y degiskenine gore j kez kismi tiirevi alindiktan sonra polinomun tanimi

kullanilir. =

Sonug 5.15 (5.106), (5.107) ve (5.108) rekiirans bagmtilarinda = — \/iﬁ ve y —

f 1+ 2 deg1§ken degistirmesi yapildiktan sonra elde edilen esitlik p~% ile carpilir

ve (5.104) bagintis: yardimiyla p — oo igin limit almirsa H, ¢ (z,y) polinomlar igin

sirasiyla asagidaki rekiirans bagintilarina ulagilir:

Hos(x,y)+2(r—s)Hes (v, y) =22 Hy s (z,y)  , r>1,
2y]—‘,r—l,s—l (l‘7 y) _HTUS (:L‘7 y) =2 (S - ]‘) HT’—2,S—2 (:Ev y) y T > 27
ve
07 , . .
8_yj(Hr,s<$>y>>:2J(S_j+1)j H?" —J,8— J(‘T y) ) OSJSS

Teorem 5.32 (5.103) ile tanimlanan polinom ailesi

(1+2%)° Qua + 22y (1 4+ 2) Quy + 2°9°Qyy (5.109)
—2(p—2)x(1+x2) Qs —y [2(p—2)a72— 1} Qy
~{r(r—2p+3)(1+2%) —s(s+2-2p)} Q =0
ve
I+ +9%) Qu — (2p—3)yQy —s(s +2-2p)Q =0 (5.110)

kismi tiirevli denklemleri saglar.
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Ispat. Ilk olarak polinomun y degiskenine gére kismi tiirevi alinarak elde edilen

ifade, polinomun = degigkenine gore kismi tiirevinin agik ifadesinde yerine yazilirsa

(p—s—3/2) 2 5/2 1(p) ( y )
1"~ )1+ IV | ——= 5.111
() ( ) T (5.111)
1

~ T o e e)
xy O

1+$28y

(10Q%) (z,y)) — 7 j_x$2 10Q) (m,y)]

bagintis1 bulunur. Yine, polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden
kismi tiirevlerinden elde edilmis olan bagmtilar polinomun x ve y’ye gore ikinci

basamaktan karigik tiirevinde yerine yazilirsa

"0 () (14472 e <\/%) (5.112)
1
i (p
4(r—s)s(p—1)(p—s—3/2) [axay mQ” Y )

(s—1)x 0
s (002 () = ST (1008 )]

esitligi elde edilir.
Ayrica (5.111), (5.112) ve polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden
kismi tiirevlerinden elde edilmis olan esitlikler, polinomun x degiskenine gore ikinci

mertebeden kismi tiirevinde yerine yazilirsa

1% 557 () (14 22)*2 1 (ﬁ) (5.113)
S T i e Y R E 167 [66:52(10@(”( v))
+(1 ixz2)2852x (0@ (z,9)) + %g (10Q%) (z,y))
e (002 () + LT (002 )
S ol )

bigimindeki ifadeye ulagilir.
Diger taraftan (4.23) rekiirans bagintisinda r — r—s—1, p — p—s—3/2 alinarak her

iki taraf (1 + 1‘2)8/ 2P (ﬁ) ile garpilip polinomun tanimi ve (5.111) bagintist
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kullanilirsa

1 @) () () G114

1+ 22
1

4(r—s)(r—s—1)(p—s5-3/2)(p—s—5/2) (1 + z?)

X [2(19—3_2)I§(10Q1(np3($ y))+2(p—1j_—x§)xy 0 (10@ (z, ))
_{QS(pl_j;QQ)x —I—(T—s)(2p—7’—s—3)} 10Q§],Ds) (:U,y)}

seklindeki egitlik elde edilir.
Boylece (5.113) ve (5.114) esitliklerinden (5.109) denklemine ulagilir.
(5.110)’u elde etmek i¢in ise (5.108) ve (5.107) rekiirans bagintilarimi kullanmak

yeterlidir. m

Sonug 5.16 (5.110) kismi tiirevli denkleminde = — \/iﬁ vey — \/iﬁ 1+ %2 degisken

degistirmesi yapildiktan sonra elde edilen esitlik p~2 ile carpilir ve (5.104) bagintisi

kullamlarak p — oo igin limit almirsa H, ¢ (z,y) polinomlarinin sagladig
Hy,—2yH, +2sH =0
ikinci basamaktan denklem elde edilir.

Teorem 5.33 10Qr+s s (z,y) polinom ailesi

0 5 trts =1 (1 4 g — 12 p—3/2
> 0QE () 5 = Sy - (5.115)
r,s=0 rls! Fl (.177 Y, t) (1 - Zty + Fl ('Tu Y, t))p

seklindeki dogurucu fonksiyon bagmtisina sahiptir. Burada Fj (z,y,t) fonksiyonlari

Fy(z,y.t) = (1— 4ty + 462 (1 + 22 + 7))’

ile tanimlanir.

ispat. (5.103) polinom ailesinin taniminda r — r + s, p — p + s alinirsa

> (p+5) tr—l—s
z : s
1 QTZ»S S ( 7 ) ‘ '
ris!
r,s=0

Z 10-1/2) Z o) (Y VIt a]
V1+ 22 s!

s=0

()



yazilabilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk ¢arpan igin (4.25) dogurucu fonksiyon
bagmtis: kullamlir, ayrica ikinci carpan icin de I”) (x) ve et (x) Ultrakiiresel poli-
nomlar1 arasindaki bilinen (4.20) bagintisinda (4.24) esitligi gozoniinde bulunduru-
larak

IV (z) = rli"CP) (ix) (5.116)

T

ifadesinden yararlanilir. Boylece esitlik

o0 . tr—i—s _3/9
Z 10@&%2 (z,y) el (1 + 2tz — tz)p /
r,s=0 o

xZCl Ea 8)<m) [ztm]

formuna indirgenir. Ultrakiiresel ve Jacobi polinomlar1 arasindaki bilinen (3.7)

bagmtisinda r — s,y —=1—-p—s,z — \/1?7 alinmasiyla

€9 4 {rts
(p+s
§ 10 Qr+s s ( T,y ) rlg!
r,s=0

, > _ _ Yy
= (142tx 2PN pobed L
( ) z; Vot +y?+1

X [—215 2 +y?+ 1]

yazilabilir. Son olarak egitligin sag tarafinda (3.3) kullamlirsa (5.115) bagintisi elde

edilir. =

511 ;0% (z,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli MP? (z) ve I (z) polinomlarmdan yararlanarak
Wiy (3:, y) — p2rta-l (1 + x)f(erq) (332 + y2)*(p*1/2)
agirlik fonksiyonuna gore
Dy ={(z,y):0 <z <00, —00<y<oo}
bolgesinde ortogonal olan

HQ(p ) ( ) _ M(p—Qs—l,q+25+1) (m) msls(p) <y> (5,117)

r—S T
(s=0,1,....,7 ; r=0,1,..,N)



polinom ailesini tammlayalim. Burada N = maks{r,n}, p > 2N +2 ve ¢ > —2

icin 1,Q%Y (x,y) polinom ailesi

//x2p+q—1 (1 _|_$)*(p+q) (x2 _I_yz)*(pfl/?)
0 —o0
X 11Q£f)§q) (z,9) 11@2?}3) (z,y) dydx
(r —s)s22 L /72 (p)T'(p—r—5—1)
p—2r=2)(p—s-—DL(p—-5)T(p—s+3)
I'2p—2s)T(¢+r+s+2)
F'2p—s—1D)I'(p+qgq—r+s

formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.

) r,nés,k

Bu polinomlardan ilk birkaci

11Q00 = 1
11Q = (p-3)r—(¢+2)

(z,y)
(2,y)

nQ" (x,y) = 2(p—1)y
' (2,9) (
(z,y)
3 (2, )

T,y

T,y

QY = (p-5)(p-4)2>-2(p—4)(¢+3)z+(¢+3)(¢+2)

11Q21 = 2(p—1yllp—5)z — (¢ +4)]
)

T,y

T,y

= -1

T,y 2(p—2)y° — 2%

formundadar.

Sonug 5.17 (5.117) taniminda z — svey — # degisken degistirmesi yapilir ve

(4.9) ve (4.26) limit bagmtilar1 goz 6niinde bulundurularak p — oo i¢in limit alinirsa

: s wa) (T _Y_
i e (5%

— lim [MT(;iS2sl,q+2s+1) ({) s ——[(p) <L)1
p—00 p :L’\/]_)
= (=1 (r — $)IL (1) 2 H, <g> ,
x

elde edilir. Burada
29 (z,y) = LY (0) 2 H (y)
,S ) r—s s T )
ile gosterilirse

tim [ 00 (2,25 )| = (0 - 90202 (5.118)

P p3/2
7



yazilir.
Sonug 5.18 Z,g,qs) (x,y) (s=0,1,....,7 ; r=0,1,...) polinomlari

A={(z,y): 0 <z <00, —00<y< o0}

2
Yy

22

— x_l'_
bolgesi iizerinde w(zx,y) = zle ( ) agirlik fonksiyonuna gére ¢ > —2 igin ortog-

onaldir. Yani,

2
Yy

//:qu_ (H?) Zﬁi} (z,9) Zn(fll (z,y) dydx
0 —

255! 1)!
Sﬁ(T+S+Q+ )5rnfssk ) q>_2
(r—s)! "

saglanir.

Teorem 5.34 (5.117) ile tanmimlanan polinom ailesi » > 1 igin agagidaki rekiirans

bagintisini gercekler:

(p—r—5—2)(p—2r—1) nQ%Y, (x,y) (5.119)
+(r—s)(p—2r=3)(p+g—r+s)(g+r+s+1) nQPY, (z,y)
= (p—2r=2)2(r—s)(r—s+1)—(p—2s—1)(qg+2r+2)

+(p—2r—1)(p—2r—3)a] 1Q%? (z,y).

Ispat. (4.5) rekiirans bagmtismda r — r — s, p — p— 25 — 1, ¢ — q + 25 +

1 alinarak elde edilen denklem z°I% ) (%) ile carpildiktan sonra polinomun tanimi

kullanilirsa 11@2j S’Q) (z,y) polinom ailesi i¢in yukaridaki rekiirans bagintisina ulagilir.

Sonug 5.19 11Q7(%’q) (x,y) polinomlari igin (5.119) ile verilen rekiirans bagintisinda

r — % ve y — # degisken degistirmesi yapilarak esitligin her iki tarafi p*/? ile

carpilir ve (5.118) bagintis1 yardimiyla p — oo i¢in limit alinirsa A (x,y) polinom-

)

larinin sagladig1 asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir:

(r—s+1) 2% (2,9) = (g+2r +2 - 2) 2% (2,y)
+(g+r+s+1) 27 (z,y) = 0.
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Teorem 5.35 (5.117) ile tanimlanan polinom ailesi agagidaki kismi tiirevli denk-

lemleri saglar:
22 (14 2) Que + 20y (1 +2) Quy + 12 (1 +2) Q,y (5.120)
—z((p=3)z—(¢+2)Qu—y((p—3)z—(¢+2)Q,
+{rp—r—-2)x—s(g+s+1)}Q=0

ve

(492 Qu +yll =2 - D@, —s(s —2( - 1)Q=0.  (5.121)

Ispat. Ilk olarak polinomun y degigkenine gore kismi tiirevinden elde edilen ifade,

polinomun z degigkenine gore kismi tiirevinin agik ifadesinde yerine yazilarak

1
NP—25—3,0+25+2) s 7(p) (g) =
.y (z) s e (r—=s)(p—r—s—2)

(5.122)

(9 ( 11Q(pq (x, )) + Qi ( 11@ ( )) - % 11@9,75’(1) (z,9)

bagintis1 ve ikinci olarak polinomun 3’ye gore birinci ve ikinci mertebeden kismi
tiirevlerinden elde edilen ifadeler, yine polinomun karigik tiirevinde yerine konularak
M 28 (g g1 000 (2) (5.123)

92

! p.q
2(7”—5)5(19—1)(19—7“—5— 2) [8 3y(11Q’(‘S)($’y>)

0? —-10
+%a—y2 ( 11@5«2’(]) (z,9)) ( 11@ ) (z, ))}

bagintisi elde edilir.
Ayrica polinomun z’e gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde, (5.122), (5.123) ve y
degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevinden elde edilen esitlikler

yerine yazilirsa

M(p—2s—5,q+2s+3) (JJ) $SI§p) (g) (5124)
xXr

r—s—2
1

(r—=s)(r—=s—1)p-r—s—=2)(p—r—s—23)

<[ (1@ () + 20 (1G9 (1)

2 92 2s 0
+ (%) a7 ( 11Q5~{2q> (z,y)) — f— ( 11@ ) (z,9))
2sy O +1
_%8_3/( HQ(pq)( ))—i—M
79

11Q(za q)( y)



esitligine ulagilir.
Diger taraftan (4.7) rekiirans bagintisindar — r—s—1,p — p—2s—1, ¢ — ¢+2s+1

aliarak her iki taraf xsfs(p ) (%) ile garpilip polinomun tanimm ve (5.122) bagmtist

kullanilirsa

—S—

(r—s)(r—s—1)(p—-r—s—-2)(p—r—s—3)z(z+1)
< (=25 =32~ (g + 25+ D} 5 (40l (010)

+y{(p_28_3)1»_(q—|—28—{—2)}_<llQ ( ))

-(CH-2s- >:c—<q+2s+2>}+<r—s><p—r—s—z>) QY (w,y)

bulunur. Béylece (5.124) ve (5.125)’in egitliginden (5.120) yazlabilir.

(5.121)i elde etmek igin ise (4.23) bagmtisindar — s—1,p — p—1vex — y/x alinr

ve elde edilen denklemin her iki tarafi AP 202t (

x) z® ile garpildiktan sonra
polinomun y degigkenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri alinarak

elde edilen ifadeler yerlerine yazilir. m

Sonug 5.20 1;Q% (2,y) polinomlar icin elde edilen (5.120) ve (5.121) denklem-

lerinde ©z — % ve y — # degigken degistirmesi yapilir ve elde edilen egitligin her

iki tarafi p*/?

ifadesi ile garpildiktan sonra (5.118) bagintisi kullanilarak p — oo igin
limit alinirsa Z,Ef{g) (x,y) polinomlarinin sagladigi agagidaki kismi tiirevli denklemler
elde edilir:

0? 0? 8 0
27 (9 (‘1) (9) _
x Zr’s—f—Qxy Z —|—y 2Z +x(€I+2 x) -

ox2
0
+y(q+2—m)a—yzﬁg +(rz—s(qg+s+1))Z9 =0,

Z(Q)

ve



Teorem 5.36 11@2??5 4729 (1 ) polinom ailesi

o +2 2 t’l‘+8
(p+2s,q—2s)
E 11 QrJrss (ZL‘,y) 1l
ris.
r,s=0

p+q
21-p (1—t+,/4xt+(1+t)2) (I+&+n+E&n)
q+1
4zt + (1 +1)° <1+t+\/4xt+(1+t)2) (1—¢€—n—3¢n)

formundaki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir. Burada & ve n fonksiyonlar:

£ = t(y+\/y2+562>(1+€+77+§77)2,
n = t(y—\/y2+fc2>(1+£+n+£n)2

ile verilir.

Ispat. (5.117) polinom ailesinin tanimmda r — r +5, p — p+2s, ¢ — q — 25

aliirsa

tr—l—s

(p+2s,q— 25) (p—1,g+1) S (p+2s) (xt)s
Z QT+SS rls! ZM r' ZOI < ) s!

r,5=0

esitligi yazilir. Egitligin sag tarafinda MP9 (x) polinomlari i¢in bilinen (4.8) dogu-

rucu fonksiyon bagintisi ve (5.116) esitligi kullamlirsa

0 (p+2 25) r+s
p $,4—48
E 11Qr+5 s (1’7 y) 1l
r:s.
r,s=0

p+q
21-p [1 —t 4+ ¢/ dat + (1 +t)2}
q+1
4ot + (1 +1)° [1+t+ \/ 4zt + (1+t)2]
C(l—p—2s) ﬂ o)
X;O \ , (1zt)

elde edilir. Burada (3.7) esitligi yardimiyla elde edilen

O1=p=2s) ﬁ (_22')3 v y? +a? pp—1+sp—1+s) ¥
s x x° ° VY2 + a2
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ifadesi yerine yazildiginda

o0

2s,q—2s
Yo uQER T (a,y)

r,s=0

tr-‘,—s

rls!

p+q
21-» l1 —t /Aot + (1 + t)Q}
q+
4zt 4 (14 t)° {1 +t 4 \/4at + (1 +t)2}

3o poreo (LY (Cayrra)
; Vy?+ x?

bulunur. Son olarak (3.4) bagntisi r — s, v =0 - p—1, A =pu — 1, z —

1

y/\y? + x? ve t — —2t\/y? + 22 alinarak uygulanirsa istenilen sonuca ulagilir. m

5.12 12@92 (,y) Polinom Ailesi
Tek degiskenli NP () ve ) () polinomlarindan yararlanarak
wis (2,y) = 2Pl (x2 + y2)*(p71/2) exp (—1/z)
agirlik fonksiyonuna gore
Dy ={(z,y):0 <z <00, —00<y<oo}
bolgesinde ortogonal olan

QY (,y) = NP2 (@) 21 (4) (5.126)

(s=0,1,....,7 ; r=0,1,...,N)

polinom ailesini tanimlayalim. Burada N = maks {r,n}, p > 2N+2 i¢in 12Q§f’5) (x,y)

polinom ailesi

— —(p—1/2
/ / 7 (o 7)Y exp (<1/2) 12Q (r,y) 12QU) (r.y) dyda
0 —oo

(r —s)lsl22 L /a2 ()T (2p—2s) T (p—r—s5—1)
p—2r—=2)(p—s—DIL(p—s)T(p—s+1) T (2p—s—1

6r,n65,k
)

formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.
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Bu polinomlardan ilk birkag: asagidaki gibidir:

12Q (z,y) = 1

12Q7 (ry) = (p—3)z—1

QP (1Y) = 2(p—1)y

QN (1Y) = (p-5)(p-4)2>—2(p—-4a+1
12QF) (@,y) = 2= Dylp-5)z—1]

QY (1Y) = 2(p—1)[2(p—2)y* —27]

Teorem 5.37 12Q£f’s) (x,y) polinom ailesi > 1 i¢in agsagidaki rekiirans bagintisini

gercekler:

p—2r—1)(p—7—5—2) 12Q%), (z,y)
+(r—s)(p—2r— )12Qr 13( Y)
= (p-2r=2)[(p—2r =1 (p—2r—3)z— (p— 25— 1)] 12Q¥) (z,).

ispat. (4.13) rekiirans bagintisinda r — r — s, p — p — 2s — 1 alinarak elde edilen

denklem 257" (%) ile carpilarak polinomun tanimi kullanilirsa sonuca ulagilir. =

Teorem 5.38 (5.126) ile tamimlanan polinom ailesi asagidaki kismi tiirevli denk-

lemleri saglar:

23 Que + 22%YQuy + 29°Qyy — v (p— 3) 2 — 1) Q, (5.127)

—y((p=3)z-1)Qy=(s+7r(r—p+2)2)Q

(2 +0%) Qu+y(1-2(0—1)Qy —s(s —2(0—-1)Q=0.  (5.128)

Ispat. Ilk olarak polinomun y degiskenine gore kismi tiirevinden elde edilen ifade,

polinomun z degigkenine gore kismi tiirevinin agik ifadesinde yerine yazilarak

(5.129)

() 2 1P (%) - (r —s)(p _1 r—s-—2)

X [2 ( 12@7({)5) (l’,y)) + -5 ( 12Qrs ( T,y )) - 2 12Q£,ps) (xay)
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bagintisi ve ikinci olarak polinomun y’ye gore birinci ve ikinci mertebeden kismi

tiirevlerinden elde edilen ifadeler, yine polinomun karigik tiirevinde yerine konularak

NEED @) a1 (4) (5130
1 2
= (»)
2(7"—8)8(]?—1) (p—T—S_Q) {89583/ ( 12@7’,5 (l’,y))
y O

10
+53_y2 (12Q7) (z,y)) — : dy (12 (m,y))}

x
bagintisi elde edilir.

Ayrica polinomun z’e gore ikinci mertebeden kismi tiirevinde, (5.129), (5.130) ve
polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevlerinden elde

edilen egitlikler yerine yazilirsa

NP-29) () g @) <3) (5.131)

2
r—s— T
1

r=s)r—s—-1)(p-r—s—2)(p—r—s—3)

0? 2y 02
|:a 2 ( 12Q7"8 (l’ y)) + ?yayax ( 12@5{2 ('I’y))
2 92 2s 0
+ <%> 8_1/2 ( 12@5}2 (a:,y)) - ?S_ ( 12Q7~s (z,y ))
0
2 (60 ) + Tl )

esitligine ulagilir.
Diger taraftan (4.15) rekiirans bagintisinda r — r — s — 1, p — p — 2s — 3 alinarak

her iki taraf z°1" (%) ile garpilip polinomun tanimi ve (5.129) bagintisi kullanilirsa

N (P—25-5) () 2°IP) (g> (5.132)

! 1
(r=s)r—s—-1)(p-r—s—2)(p—r—s—3)z2

x{[(ﬁ—2s—3)x—1] (12QY) (z,y))

+% [(p— 25— 3)a — 1] (% (12Q%) (2,9))
+ <§ —r(p—r—2) +s(s+1)> 12@5«{2 (Ia?/)]

bulunur. Boylece (5.131) ve (5.132)’nin esitliginden (5.127) yazilabilir.

(5.128)’1 elde etmek igin ise (4.23) rekiirans bagintisindar — s—1,p — p—1ver —

(p—2s—1)
s

y/x alinir ve elde edilen denklemin her iki tarafi N,” () x*~1 ile garpildiktan
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sonra polinomun y degiskenine gore birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri

alinarak elde edilen ifadeler yerlerine yazilir. m

Teorem 5.39 1,Q% > (x,y) polinom ailesi

r+s,s
e r+s
Z (p+2s) 13
2Qr+ss ( ) rlg!
r:s!
r,s=0

L2 (LT dal) (L E ) (1 — VIt 4xt)
N (1—¢—n—3en) V1t dat P 2%

bigimindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

Ispat. (5.126) polinom ailesinin taniminda r — r + s, p — p + 2s alinirsa

> wal e = SN 53 1 (1) )
A 125+, rls! « sl
r,8= =

yazilir. Burada N (2) ve L (2) polinomlar1 arasindaki bilinen (4.12) bagmtist ile
Y (x) ve cl (x) polinomlar1 arasindaki bilinen (5.116) bagintis1 yardimiyla

© trJrs o i
(p+2s) p—2—2r) [ — T (1—p—25s) _y Y
T;O 120455 Tl Z L ( ) (xt) 2 C, < . > (1zt)

bulunur. (3.6) dogurucu fonksiyon bagintismda v — p — 2, 0 — —2, x — 1/x ve

t — xt alimir, ayrica (3.7) ifadesinde r — s, v — 1 — p — 28, x — iy/x yazilirsa

00 —1
S ) ey = Oy

= —— 5.133
— 12Qr+ss ( ) 7"8' 1 + W €xp T ( )

xS pottso-tes (Y (—Qt y? + x2>8
; vyt at

elde edilir. Burada v fonksiyonu

- xt
14w

: v(0)=0

ile verilir. v fonksiyonu ¢oziildiigiinde

V1+4xt —1
2

olarak bulunur. Boylelikle (5.133) esitligi

O o) s 20 14 /T 4 dt]” 1— T+ dat
> Q) = exp | —5——

r+s,s - 21,

rls! V14 4xt

r,s=0

e S
X Y prrttepmis) 7 (—Qt Y2+ x2>
; Vy? + x?
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formunda yazilabilir ve (3.4) dogurucu fonksiyon bagmtisinin kullamlmasiyla iste-

nilen elde edilir. m

5.13  130%9 (z,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli ) (x) polinomlarindan yararlanarak
wis (z,y) = (1 + 1,2)—(17—1/2) (1 + yz)—(q—l/z)
agirlik fonksiyonuna gore
D3 ={(z,y) : —o00o <z <00, —00 <y <00}
bolgesinde ortogonal olan

13QED (2,y) = IP, (2) 19 (y) (5.134)

(s=0,1,....,m ; r=0,1,...,N)

polinom ailesini tamimlayalim. Burada N = maks {r,n}, p,q > N+1i¢in ng,(}fgq) (x,y)

polinom ailesi

/ / (14 2%) 0D (1 4 2y @V (5.135)
X 13Q(p 9 (2,y) 13Q P (3,y) dyds
(7" — 5)1s1220=D2T2 (p) T2 (q)
(p—r+s—-1)(q—s—1)T(p—r+s)T(g—s)L(p—r+s+13)
" I'(2p —2r +25) ' (2 — 25) 0,005k
'g—s+1/2)T(2p—r+s—1)I'(2g—s—1)

formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkag:

13O0 (w,y) = 1

QY (w,y) = 2(p— 1z

Q%Y (2y) = 2(g— 1)y

QY () = 2(p—1)[2(p— 2)2® — 1]
13OV (w,y) = 4(p—1)(g—1)ay
15QYY (z,y) = 2(¢—1)[2(¢—2)y* — 1]



seklindedir.

T

Sonug 5.21 (5.134) tammminda = — Fvey — \/% degisken degistirmesi yapilarak

p — 00 ve ¢ — o0 igin limit alimirsa (4.26) bagntis1 yardimiyla

-

_ s x _s Y
= lim |p I,@S (—> g 219 (—)}
Pg—00 [ VP V4

= HT,S (l’) HS (y) = Hr,s (l’, y)

—~

elde edilir. Burada H, s (z,y) polinomlar1 (5.105) ile verilen Hermite-Hermite poli-

nomlaridir.
Teorem 5.40 (5.134) ile tamimlanan polinom ailesi > 1 igin

1BQUY, (2, y) + (r—5) @p—7+5—1) 15077, (v,y)  (5.137)

= 2(p—r+s-—1x 13Q(pq (z,y)

ve

13Q£I—)‘ﬁ),s+1 (z,y) = 2(g—s—1)y 13@ B (2, y) (5.138)

—8(261—8—1) 13@7‘ 1,5— 1( ay)a

j=1,2,...,7r — s i¢in

o4 . . . i
i ( 13Q(p 9) (x,y)) =2 (r—s+1- ])j (p— j)j 13Qip_]~f;q) (x,y) (5.139)
ve j =1,2,...,5 i¢in

ol

oy 3P (2,y)) =2 (s+1—j); (q—j); 3QVY, (2.y) (5.140)

seklindeki rekiirans bagintilarim1 gergekler.

Ispat. (5.137)’yi ispatlamak icin A2 (x) polinomlar igin bilinen (4.21) rekiirans
formiiliinde » — r — s yazilarak elde edilen denklemin her iki tarafi 11 (y) ile
carpilir. Daha sonra polinomun tammi kullanilarak (5.137) elde edilir.

Benzer sekilde (5.138)’1 elde etmek i¢in (4.21)’de r — s, p — ¢, * — y yazilir ve elde

edilen denklemin her iki tarafi I, (x) ile garpilarak polinomun tanimi kullanilir.
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(5.139) ve (5.140)"1 gostermek igin (4.22) esitligi uygulanarak sirasiyla 13Q£f) 29) (x,y)
polinom ailesinin = degiskenine gore j kez ve y degiskenine gore j kez kismi tiirevi

alimarak polinomun tanimi kullanilir. m

Sonug 5.22  13Q%? (z,y) polinomu icin elde edilen (5.137), (5.138), (5.139) ve

(5.140) rekiirans bagintilarinda x — \%} ve y — \/ia degisken degistirmesi yapilir ve
r—s+1

elde edilen esitligin her iki tarafi p~ 2 ¢ 2 ifadesi ile carpildiktan sonra (5.136)

bagintisi kullanilarak p, ¢ — oo icin limit alinirsa agagidaki rekiirans bagintilar: elde

edilir:
Hopi s (z,y) =22H, . (v,y) —2(r —s) Hr1 5 (2,9)

Hyq 541 (33; y) = 2yH, ('I7 y) —2sH, 151 (xv y) )

07 ; .

37 (Hrs (@,9)) =27 (r —s+1—j); Heys (2,)
ve

07 , .

8_3/1' (Hr,s <x>y)) =2/ (S +1- j)j HT—j7S—j (.T,y) .

Teorem 5.41 13Q%7 (2,y) polinom ailesi

(142%) Qua+ (1+97) Quy+2(3—2p) Qu +y(3—29) Q, (5.141)

= [(r=s)(r=s+2(1-p)+s(s+2(1-9)|Q
formundaki kismi tiirevli denklemi saglar.

ispat. I () polinomunun sagladigi (4.17) diferensiyel denkleminde r — r — s

alarak elde edilen denklem 77 (y) ile, ve yine (4.17)’de r — s, p — ¢, © — y alarak

elde edilen denklem I,@S (z) ile carpildiginda ortaya gikan bu iki denklem taraf tarafa

toplanirsa (5.134) polinom ailesinin sagladigi kismi tiirevli denkleme ulagihr. m

Sonug 5.23 (5.141)'de z — \/iﬁ ve y — \/ié degisken degistirmesi yapilarak her iki

taraf p~ = ¢~ 2 ifadesi ile carpilir ve (5.136) bagintisi yardimiyla 6énce p — oo sonra

q — o0 i¢in limit alinirsa

5_2H —2xﬁH +2(r—s)H,s=0
12 7,8 or r,8 r,s —
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denklemi elde edilir. Benzer igslem 6nce ¢ — oo sonra p — oo i¢in limit alinarak

uygulanirsa
82

0
aHrs —2y—H,,+2sH, ;=0
oy y@y o+ a8k,

denklemine ulagilir.

Teorem 5.42 13@1%23 (x,y) polinom ailesi

& r+s
ST %Y, () o = (12t - )77 (1 + 2ty — )"
r,s=0 o

bicimindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

Ispat. (5.134) polinom ailesinin tanimimda r — r 4 s alimrsa

g trts e + © s
r,s=0 r=0 s=0

esitligi yazilir. Burada tek degiskenli P () polinomu i¢in bilinen (4.25) dogurucu

fonksiyon bagintisi kullanilarak istenilene ulasilir. =

Teorem 5.43 3 ,(ﬂp 24) (x,y) polinom ailesi agagidaki Rodrigues formiilii ile goster-

ilir:

WQUD (2y) = (=) (1+a)F (L4+97)"
(p—(r=5),_.(a—9),
2p—2(r—s)—1), ,(2¢—2s—1),

T 2 =-(0-3) (o 25 (1-)
Xaxrfsays (1+1’ ) (1+y )

Sonug 5.24 Yukaridaki Rodrigues formiiliinde x — \/iﬁ vey — \/ia degisken degistirmesi
yapilarak her iki taraf p~"z ¢~2 ile carpildiktan sonra (5.136) esitligi yardimiyla

p,q — oo i¢in limit alinirsa agagidaki baginti elde edilir:

o <e—(z2+y2)>

axrfsays

Hr,s (JT,y) = (_1)7’ €$2+y
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514 Q%" (z,y) Polinom Ailesi
Tek degiskenli M%) (x) ve Y (x) polinomlarindan yararlanarak
wis (2,y) = @ (14+2)" O (1442
agirlik fonksiyonuna gore
Dyy={(z,y):0<x <00, —00 <y <0}
bolgesinde ortogonal olan

14QPI (z,.y) = MP? (2) I (y) (5.142)

(s=0,1,....,7 ; r=0,1,...,N)

polinom ailesini tammmlayalim. Burada N = maks{r,n},p >2N+1,u> N +1 ve

q > —1igin 14Qr¢ (Pag,u) (x,y) polinom ailesi

/ / 29 (14 2)" D (1442772 (5.143)

0 —o©

X QI (2,9) wQE (@) dydz
(T—s)!s!225_1ﬁf p—r+s)I'(g+r—s+1)
p—2(r—s)—)(u—s—1)T'(p+qg—r+s)I'(u—s)

2% (u) T (2u — 2s)

XF(U—S—l— DT (2u—s-— 1)5T’n68’k

ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkaci asagida verilmektedir:

QW (z,y) = 1

uQY (z,y) = (p—2)z—(q+1)

uQ (z,y) = 2(u—-1)y

QS (wy) = (P-4 (p-3)a>-2(p-3)(g+2)z+ (¢ +2) (g +1)
uQY (z,y) = 2(u-1)y[p—2)z—(¢+1)

QP (r,y) = 2(w—1)[2(u—2)y’ —1]
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Sonug 5.25 (5.142) tammmnda z — 7 ve y — 7= degisken degistirmesi yapihr ve
elde edilen esitligin her iki tarafi u=2 ile carpildiktan sonra p — oo ve © — 00 icin

(4.9) ve (4.26) bagmtilar: yardimiyla limit alinirsa

li -5 Lo (L YN iy | P9 3w (L
i i e (3] = p) "\
= ()" (r =)L, (2) H (y),
elde edilir ki bu polinom A = {(x,y) : 0 < 2 < 0o, —00 < y < 0o} bolgesi tizerinde

w(z,y) = pte~ (=07 agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan Laguerre-Hermite

polinomudur (Suetin 1988). Bu polinomlar
B (.y) = L (x) H, (y) (5.144)
ile gosterilirse yukaridaki limit bagintisi

lim { 2 1,Q®IY) <p \/_)} (=1)" (r — 8)! B (z,y) (5.145)

pP,u—00

olarak yazilir.

Teorem 5.44 (5.142) ile tanimlanan polinom ailesi » > 1 i¢in

(p—r+s—1)(p—2(—s) uQ" (z,9) (5.146)
+r=s)(p=20r—s)=2)(p+g—1+5) (qg+r—s5) uQP (z,y)
= (p-20—5)-D{p-20—5)(p—2(r—s) -2
+2(r—s)(r—s+1) —p(g+2(r—s)+ 1)} QP (z,y)

ve

WQUIY (2yy) = 2(u—s— 1)y 15QPIY (x,y) (5.147)

_S(2U_8_1) 4Qrpzlsb 1( 7y)7

7=12...,7r—sicin

o’ (p,q:u ; ;
927 - (14QT (2,y)) = (r—s+1—j);(p—r+s—73), (5.148)
QT )

ve j =1,2,...,5 i¢in

B
a J
seklindeki rekiirans bagintilarimi gergekler.
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ispat. (5.146)’y1 gostermek icin M? (z) polinomlar icin bilinen (4.5) rekiirans
formiilinde r — r — s yazlarak elde edilen denklemin her iki tarafi I{") (y) ile

carpilirsa

MPD (x) I (y)

s

_ {(p—2(7“—8)—1)(p—2(7”—8)—2)

z+(p—2(r—s)—1)

p—(r—s)—1
2(r—s)(r—s+1)—p(g+2(r—s)+1)] (pa) () p(w)
B S Tt o =y M @1 )

(r—s)(p—2(r—s)—2) (p+q—(r—5))(qg+ (r—s))
(p—(r—s)—(p—2(—s))
< MPY | (2) 1Y (y)

bulunur. Burada (5.142) bagimntis1 kullanilirsa istenilen elde edilir.
1) () polinomlar: icin bilinen (4.21) rekiirans formiiliinde r — s, p — u, © — y

yazilarak elde edilen denklemin her iki tarafi M, o (x) ile garpilirsa

rT—S

MY (@) I (y) = 2(u=s— 1) MPD (@) I (y)

—s(2u—s—1) M“i’;” (z) Is(g)l (y)

T

elde edilir ve (5.142) polinom tanimi kullanilirsa (5.147) esitligine ulagilir.
(5.148) esitligi icin (4.6) bagintis1 uygulanarak polinomun z degiskenine gore j kez
ve (5.149) esitligi icin ise (4.22) esitligi kullanilarak polinomun y degigkenine gore j

kez kismi tiirevi alinarak (5.142) taniminin kullamlmas: yeterlidir. =

Sonug 5.26 (5.146), (5.147), (5.148) ve (5.149) rekiirans bagmtilarmda z — £ ve
y — \/ia degisken degistirmesi yapilir ve esitligin her iki tarafi v~2 ile carpilarak
(5.145) bagintist yardimiyla p, u — oo i¢in limit alinirsa Eﬁqs) (x,y) polinomlar: i¢in

sirasiyla agagidaki rekiirans bagintilarina ulagilir:

(r—s+1) ET((_ZF)LS (z,y) +(q+7r—5s) E7(’q—)1,s (z,9)

= (g+2(r—s)+1—2x) Eﬁ?s)(x,y),

E7Eq+)1,s+1 (JI, y) = 2y Eﬁ,qs) (I? y) —2s Eﬁqf)l,sfl (:E7 y) )

9 , ,
50 (B (@.9) = (-1 B2 (2,y)
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ve
oI

o (B (z,y)) =27 (s +1— ), B, (x,y).

T’—j78—j
Teorem 5.45 1,Q%:"" (2,y) polinom ailesi

(@4 1) Quat+ (1+9°) Qu — [P —2)z— (¢ +1)] Q. (5.150)
+B-2u)yQ, =((r—s)(r—s+1—p)+s(s+2(1—u)))Q

formundaki kismi tiirevli denklemi saglar.

ispat. M9 () polinomlarmin sagladigi (4.1) diferensiyel denkleminde r — r — s
alarak elde edilen denklem I{") () ile, I}’ (x) polinomunun sagladig (4.17) diferen-
siyel denkleminde 7 — s, p — u,  — y alarak elde edilen denklem ise M "% (7)
ile carpildiginda ortaya g¢ikan iki denklem taraf tarafa toplamirsa (5.142) polinom

ailesinin sagladigi kismi tiirevli denkleme ulagilir. m

Sonug 5.27 (5.150) kismi tiirevli denkleminde x — % vey — \/La degisken degistirmesi
yapildiktan sonra her iki taraf u=2 ifadesi ile garpilir ve (5.145) gézoniinde bulun-

durularak énce p — oo sonra u — oo igin limit alinirsa

0? 0
) )

denklemi bulunur. Benzer igslem 6nce u — oo sonra p — oo i¢in limit alinarak

uygulanirsa
8_2E(‘1) — ngE(Q) +25sE@ =
ayQ r,s ay r,8 r,5

denklemi elde edilir.

Teorem 5.46 14Q1(]f$’77;) (z,%) polinom ailesi

[e.9]

p+q
27P (1 —t+ /(1 +1)° + 4xt) (14 2ty — )"

" tr+s
Z 14Q£‘}j|ig:s) (x’ y) 7,'5' = q
r,s=0 - (141)* + 4at (1 /(1) + 4xt)

bicimindeki dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

ispat. (5.142) polinom ailesinin tammimda r — r + s alnir ve MP? (z) ve I? ()

polinomlar1 i¢in bilinen (4.8) ve (4.25) dogurucu fonksiyon bagintilar1 uygulanirsa

istenilen dogurucu fonksiyon elde edilir. =
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Teorem 5.47 1,Q%%" (x,y) polinom ailesi

(142" (u—s), (1+y)" 2
9 (2u —2s — 1),

{xrs+q(1+x)r—s—(p+q) (1+y2)5—(“—%)}

QP (x,y) = (-1)"2°

9
axr—says

(5.151)

seklindeki Rodrigues formiilii ile gosterilir.

Sonug 5.28 1,Q%%" (z,y) polinomlarmm (5.151) Rodrigues formiiliinde z — 2

ve y — \/La degisken degistirmesi yapilir ve her iki taraf u~2 ile carpildiktan sonra

(5.145) bagmtis1 kullanilarak p, u — 0o i¢in limit ahnirsa

(—1)°z %exp (z +y?) 0" (2" *Fexp (—z — y?))
(r—s)! Oz —50y*

B (z,y) =

seklindeki Rodrigues bagintisi elde edilir.

515 ;0% (z,y) Polinom Ailesi

Tek degiskenli N,” (x) ve A2 (x) polinomlarindan yararlanarak
wis (2,9) =277 (1+7) " exp (~1/2)
agirlik fonksiyonuna gore
D5 ={(z,y): 0 <z <00, —00 <y < o0}
bolgesinde ortogonal olan

15QED (z,y) = NP, (2) 19 (y) (5.152)

(s=0,1,....,7 ; r=0,1,...,N)

polinom ailesini tanimlayalim. Burada N = maks{r,n}, p>2N+1veq> N +1

icin 15Q7(%ZQ) (z,y) polinom ailesi
//;cp (1+4?) """ exp (= 1/) (5.153)
0 —o0
X 15@5«{7;@ (z,y) 15@,(5}3) (z,y) dydx
2271/ (r = s)IslT (p— 7+ 5) T2 (¢) T (29 — 28) 0y 05

(p—2(r—s)—1)(g—s—1)I(qg—s)T(g—s+1/2)T(2¢—s—1)
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seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Bu polinomlardan ilk birkaci

formundadar.

Sonug 5.29 (5.152) polinom taniminda y —

QU (2y) = 1

QT (wy) = (p—2)z—1

QY (2,y) = 2(g— 1y

QN (@) = (P-4 (p-3)2*—2(p—3)z+1
QY () = 2(g—Dyllp—2)z—1]

QY (z,y) = 4(g—2)(¢—1)y*—2(¢—1)

\/% degisken degistirmesi yapilir ve

elde edilen esitlik ¢~ 2 ile carpildiktan sonra ¢ — oo iken limit alinirsa (4.26) bagmn-

tisindan faydalanilarak

lim

g—00

[q_; 15@5{)3’(1) (x, %)]

g—00 r—S & \/a
= N, (2) H, (y),

lim lN(p) (x) q 219 <i

sonucuna ulagilir. Burada bir sonlu ve bir sonsuz ortogonal polinomun ¢arpimi olan

bu polinomu

ile gosterelim.

Teorem 5.48

ve

15Q% () polinom ailesi r > 1 igin

(p—2(r—9)(p—r+s-1) 5Q%, (x,y)
+(r—s)(p—2(r—s)—2) 150", (2,y)
(p—=2(r—3s)(p—2(r—s)—2)z—p|

1) 15Q%7 (z,y)

X (p—2(r—s)—

2(q—s—1)y 15QM) (z,y)

_3(2q_5_1) 15Qr 1,5— 1(
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) s

(5.155)

(5.156)

(5.157)



7=12,...,7r—sicin

8]

55 [1QU (@ y)] = (r—s+1=0); (= r+5—1); 5Q7Y" (1) (5.158)

ve j =1,2,...,5 i¢in

aa_y] [ 15Q(p 2 (, >] =2 (s+1-— J)J (q— ])j 15@935])] (z,y) (5.159)

seklindeki rekiirans bagintilarim gercekler.

Ispat. (5.156)’y1 elde etmek icin nce (4.13) rekiirans bagmtismda r — 7 — s
yazilarak elde edilen denklem [ S(Q) (y) ile garpilir, daha sonra polinomun tanimi kul-
lanilarak rekiirans bagintisina ulagilir.

Benzer sekilde (5.157)’yi gostermek i¢in (4.21) rekiirans bagintisinda r — s, p —
q, v — y yazilarak elde edilen denklem Nyi )5 (x) ile garpilir ve polinomun tanimi
kullanilir.

(4.14) ve (4.22) bagmtilar1 gz oniine alinarak polinomun z degiskenine gore j kez
ve y degiskenine gore j kez kismi tiirevleri alindiginda sirasiyla (5.158) ve (5.159)
esitlikleri elde edilir. m

Sonug 5.30 (5.156), (5.157), (5.158) ve (5.159) rekiirans bagntilarinda y — \%
degisken degistirmesi yapilir ve her iki taraf ¢~ 2 ifadesi ile carpildiktan sonra (5.154)
ve (5.155) egitlikleri yardimiyla ¢ — oo igin limit alinirsa sirasiyla agagidaki rekiirans

bagintilarina ulagilir:
(p=2(r=9)(p—r+s— DK, (2.y)

+(r—s)(p—2(r—s) —2) K, (z,y)

= p-20r—s)-Dp—2(r—s)(p-2(—s)—2)z—p| KL (z,y),

K&?l,s«#l (I, y) = QyKﬁi) (.fC, y) - 2S}’(yi)l,sfl ('Ta y) )

&’ _ . .y
o (K (wy) = (r = s+ 1), (0= r+s—4); K22 (.9)
ve
o K® —9J 1 K®
a_y]( 7,8 (l’,y))— (8+ _.]) r—7,8— ](‘T y)



Teorem 5.49 (5.152) ile tamimlanan polinom ailesi

P Que+ (1+1°) Quy+ (1= (p—2)2)Q: +y(1+2(1—q)) Q,

= {r=s)(r=s+1-p)+s(s+2(1-9)}Q
kismi tiirevli denklemi saglar.

ispat. N7 () ve I!” () polinomlarnin sagladig (4.10) ve (4.17) diferensiyel denk-

lemlerinden yararlanarak yukaridaki kismi tiirevli denklem elde edilir. m

Sonug 5.31 5 ,SS )( ,y) polinomlar1 i¢in elde edilen yukaridaki kismi tiirevli

denklemde, y — 76 degisken degistirmesi yapildiktan sonra her iki taraf ¢— 2!

ile garpilir ve (5.154) ile (5.155) bagmtilar1 gozoniinde bulundurularak ¢ — oo igin
limit alinirsa
0

2 0
——K® 2y K 4 25K®) =0
ay2 » ay ) )

denklemine ulagilir ki quﬂ) (z,y) polinomlar1 bu denklemi saglar.

Teorem 5.50 15QTT; ™49) (,y) polinom ailesi

EOO (p+2r,q) tree 5.160
15Qr+ss ( y) ’I“'S' ( . )
r,s=0 o
_ t
= (1—ta) P (1+2ty— )" -
( 7) ( + ety ) P 1 —tx

dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

Ispat. 15 ,(np S’q) (x,y) polinom ailesinin tamiminda p — p + 2r, r — r + s alinirsa ve

NP () ve I (x) polinomlart igin bilinen (4.16) ve (4.25) dogurucu fonksiyon

bagmtilar: kullanihirsa (5.160) ile verilen dogurucu fonksiyon elde edilir. =

Teorem 5.51 1;Q%? (x,y) polinom ailesi agagidaki Rodrigues formiilii ile goster-
ilir:

(—1)"2°aP (¢ — s), exp (1/x)
(1+y2) V2 (2g - 25 — 1),

y o 22 =8P exp (—1/x)
8x7"_38y5 (1 + y2)75+q71/2 :
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15QEY (z,y) = (5.161)




Sonug 5.32 (5.161) formiiliinde y — \/ia degisken degistirmesi yapilir ve elde edilen
esitlik ¢~ 2 ile carpildiktan sonra (5.154) ve (5.155) bagmtilar1 yardimiyla ¢ — oo
i¢in limit alinirsa qups) (z,y) polinomlarinin bir gdsterimi olan

o (2 rexp (< - y2))

K® — (—1) 2Pex
T,8 ('x?y) ( ) e 8$T788y8

Rodrigues formiiliine ulasilir.
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6. Qrs POLINOMLARININ SAGLADIGI 4. BASAMAKTAN KISMi
TUREVLI DENKLEMLER

Lee (2005), klasik ortogonal polinomlarin (Jacobi, Hermite ve Laguerre polinomlari)
ikili carpimlar icin saglanan kismi tiirevli denklemleri elde etmek i¢in bir metod ver-
mistir. Bu boliimde, Lee'nin metodunu M"? (z), N (z), I”) (z) sonlu ortogonal
polinom aileleri i¢in uygulayarak bu polinomlarin ikili ¢arpimlari igin 4. basamaktan

kismi tiirevli denklemler tiiretecegiz.

Ik olarak
L =a3(x) 88—; + ap (7) % — (a22x2 + agx + agg) aa—; + (a1 + ayo) %
ve
T = B) g+ 0) o = (b + by + ) oy + (b + o)

dy? dy

seklinde iki lineer operator ele alalim.

Teorem 6.1 {A, (z)} |22, ve {B, (y)} 2, ortogonal polinom sistemleri
L [AT] = OKTAT =T <a22 (T’ — 1) + CLH) AT

ve
T [BT] = 51"31“ =T (bgg (7" — 1) + bll) BT

ifadelerini saglasin. {¢,} |2,= {A.—s () Bs (v)} |350,—0 iki degiskenli ortogonal

s=0,r=

polinom ailesi agagidaki kismi tiirevli denklemleri saglar:
(CL) 99 = b22 =0 ise

bllL [w] + CL11T [w] = anbnrw,

(b) 929 7& 0 ve b22 =0 ise
b2 L [w] — ageT? [w] + byy [(2r — 1) ags + a11] T [w] = b2 0w,
(¢) age = 0 ve by # 0 ise

CL%IT [w] — b22L2 [U}] + a1 [(27’ — 1) b22 + blﬂ L [w] = aflﬁrw,
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(d) ag2 7é 0 ve b22 7£ 0 ise
SET [w] = b22 (a22T — b22L + bQQOéT)Q [’U}} (61)

+ (b11 — ba2) Sy (2T — byo L + by, [w],
burada S, = 2 (1 — 1) agsebas + a92b11 + a11b22 dir (Lee 2005).

Ispat. Burada calisacagimiz polinomlar teoremin son durumuna uygun oldugu icin
yalnizca son durumun ispatini verelim. ass # 0 ve by # 0 ise
Liw] = (r—s)(ax(r—s—1)+a;)w
= (r—s)(ag(r—1) 4+ a — sag)w
= r(agn(r—1)+an)w — rsagw
—$ (age (r —1) + a11 — sags) w
= auw + 82agw + sw[—rag — (r — 1) ag — ay]
= s%apw — sw((2r — 1) agy + an] + a,w,
ve
Tw] = s(baa(s—1)+b)w (6.2)
= 32b22w — Sbggw + sbnw
= s2b22w + s (bu - b22) w
dir. Buradan elde edilen

2 T [w] - S (bll - 522) w

Sw =

baz
ifadesi L [w]’da yerine yazilirsa
a
Lw] = b—” [T [w] — s (byy — bao) W]
22

—SsSw [(27” — 1) Q29 + (111] + a,w
Q22 (511 - 522)

= —sw|———=+(2r — 1) ag +an;
bao
T
+a22 [w] + a,w
ba2
= by L [w] = —sw[agebis + 2 (r — 1) asgbas + a11b9s]

+CL22T [w] + Oérbggw
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(IQQT [w] — b22L [U}] + Odrbgg’w

= sw =
agab11 + 2 (r — 1) agabag + ag1ban

elde edilir. Burada

H, [w] = agT [w] + basa,w — bao L [w]

ve
Sp=2(r — 1) agba + bi1aze + a11b2p (6.3)
olmak iizere
H, [w]
= 6.4
sw S, ( )

olarak yazilabilir.

= H,|w] = sS,w

= H?[w] = H, [sS,w] = sS,H, [w] = s*S*w

H2
= sPw= ,:ggw]

Bu ifade ve (6.4) esitligi, (6.2) esitliginde yerine yazilirsa

H? H,
T [w] = by %gw] + (b11 — ba2) S[w}

% [w] + (b1 — bay) S, H, [w],

yani

= ST [w] = bay (azT — oo L + bypav,)” [w]

+ (bu — 622) ST (a/22T — b22L -+ 622047«> [U)]
elde edilir. Burada S,, (6.3) esitligi ile verilmektedir. m

Bir degiskenli sonlu ortogonal polinomlar icin en 6nemli 6zelliklerden biri, b&ylesi

polinomlarin
(a2® + bz + 1)yl + (dix+e)y, =r(d+ (r—1) a1) yr

formunda 2. basamaktan diferensiyel denklemi sagladigidir. Burada a; (z) = dyz+e;
ve ay (r) = a2 + biw + ¢; katsayilan igin sirasiyla der(ay (z)) < 1, der(ay (z)) < 2

saglanir. Ayrica o, =7 (dy + (r — 1) a1) 6zdegerdir.
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Bu denklemin bilinen ti¢ sonlu ortogonal polinom ¢oziimii M ’Q), NP ), ) polinom-
lar1 olup

(i) {M,Sp’q) (x)} N, (N <22, ¢ > —1) polinomlarmin
z(+1)y" (@) +(2-p)z+q+ D)y (@) —r(r+1-p)y(x) =0

diferensiyel denklemini

(i) {N,gp) (x)} N, (N < 1) polinomlarmin
2y (@) +(2-plaz+ 1)y (@) —r(r+1-p)y(z) =0

diferensiyel denklemini ve

(141) {]T(p) (x)} N, (N < p—1) polinomlarimm ise

(1+2*)y" (@) +(B=2p)ay () —r(r+2(1—p))y(z)=0
diferensiyel denklemini sagladigini biliyoruz.

Yukaridaki teoremde ass # 0 ve by # 0 icin A, (z) ve B, (y) polinomlar1 ; M%) (),
NP (x) ve ) (x) polinomlar: olabilir. Buradan kargimiza 6 durum c¢ikar.

Simdi de her bir durum icin kismi tiirevli denklemleri ele alalim.

Durum 1

A, () ve B, (y) polinomlari, M9 polinomlar: olarak segilsin. Boylelikle p,u >

2N +1veq,v>—1igin

{0} o= { 7QU2™ (2,)} [1plo= {MPD (2) MO () } 1ol

elde edilir. Bu durumda a3 (z) = z(z+1), @1 (z) = (2—p)z+q+ 1, by (y) =
y(y+1) veb (y) = (2—u)y+v+1 dir. Boylece

azy = 1, ag; =1, a =0,
aj; = 2—p,ap=q+1,
b22 - ]-7 b21 == 17 b20 - Oa

bu = 2—u, b10:U+1
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oldugundan (6.1) denklemi

(2T+2_U_p>2[y<y+1)wyy+((2_u)y+v+1)wy]
= y(y+1)aa—y2+((2—u)y~l—v+1)(%—x(m+1)%

ox
+(1-w)@2r+2-u—p)ly(y+ 1wy +(2-uw)y+v+1)w,

—((2—p)x+q+1)g+r(r+1—p)} w

—z(z+Dwe, —(2-p)r+g+ 1w, +7r(r+1—p)ul
(p,q,u,v)

haline gelir. Gerekli diizenlemeler sonucunda { 7Qr.s (m,y)} "_o|¥, polinom-

lariin sagladigi agagidaki dordiincii basamaktan kismi tiirevli denklem elde edilir:

22 (2 + 1) Waree + U7 (Y + 1)  Wyyyy — 22y (x4 1) (Y + 1) Waayy (6.5)
2z (z+1) (4 —p)x+q+2) Wepe — 22 (2 + 1) (2 —w) y + v+ 1) Wyyy
2y(y+1)(2—p)x+qg+1)we,+2y(y+1)((4—u)y+v+2)wy,,
—Az@+D)[rr+1l-p+T+l—-u)(r+2—u—p) —2(3—p)
—(2-prt+g+)(4—plz+q+2)}wy
—2(2-ple4+q+1)(2—uw)y+v+1)wy
—{yly+ ) rr+1—-uw)+(r+1=-p)(r+2—u—p) —2(3—u)
—(2—wy+v+1)(d—uw)y+v+2)}wy,
—(2=-plz+q+)[r(r+1-p)—(2-p)
+(r+1—u)(r+2—u—p)lw,
—(2-wy+v+)[2-u—p)2r+1—p)+2(r*—1) +u] w,
+r(r+1-p(r+l—-u)(r+2—u—pw

= 0.

Sonug 6.1 (6.5) denkleminde = — svey — 2 degisken degistirmesi yapilir ve

7(qps,q7uyv) (

once p — oo sonra u — oo i¢in limit alimirsa (5.79) ile tanimlanan ve 7Qy, x,y)

sonlu ortogonal polinomlarinin limiti olan Lﬁ?;”) (x,y) polinomlar: igin

TWey + YWy + (q+ 1 —2)we + (0 +1—y)w, +rw =20

seklindeki kismi tiirevli denkleme ulagilir (Suetin 1988).
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Durum 2

7gp)

A, (x) ve B, (y) polinomlari, N polinomlar olsun, 6yle ki p,q > 2N + 1 olmak

lizere

{0} o= { 5@ (2.9)} liolio= { N2, (2) N () } 1ol

dir. Bu durumda a3 () = 2%, a1 (z) = 2—p)x + 1, bNg(y) = y° ve b~1(y) =

(2 —¢q)y + 1 dir. Boylece

azy = 1, ag1 = ag =0,
ann = 2 — D, Q1o = 17
byo = 1, by = by =0,

b11 = 2—(], b10:1
oldugundan (6.1) denklemi

(2r+2—p—q)° [Pwyy + ((2— @)y + 1) wy]

0? 0 0?
= |y +((2- 1) =— — 2 —
y 8y2+(( qQ)y+ )ay o

—((2—p)x+1)(%+r(r+l—p)] w
+(1=q)2r+2-p—q) [Pwy +(2- 9y + 1w,

—PWae — (2 —p)z+ Dwy +7(r+1—p)uw]

haline gelir. Gerekli diizenlemeler sonucunda { sQ&9 (:U,y)} "_o|, polinom-

larinin sagladig1 agagidaki dordiincii basamaktan kismi tiirevli denklem elde edilir:

x4wxa:a7:c + y4wyyyy - 2x2y2wzzyy + 227 ((4 - p) T+ 1) Waay

=202 (2= Q)Y + 1) Waay — 20 (2 = p) & + 1) Wayy
+{2?2B—-p)—(r+1-p)(2r+1—q)—(1—q) (r+1-1q)
+((2=pr+1)((4—p)x+1)} Wy

+2" (4= )y + Dwyyy —2(2—p)a+ 1) (2 - )y + 1) wyy
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y?[2 —(r+1=p)(r+2-p—q) —r(r+1—gq)
2-qy+1)(4—qy+1)}wy,
2=pr+1)[2r—q)(r+1-p)+(—q (2-qlw

(

2—q)y+1)[r(r+1-q)—(2-9q)

+ o+

{
(
—
—
(

+(r+2-p—q)(r+1-p)uw,
+r(r+l-p)(r+l1-u)(r+2-p-quw

= 0.

Durum 3

A, (z) ve B, (y) polinomlar: sirasiyla MP (x) ve NP (y) polinomlari olsunlar, yle

ki p,u > 2N + 1 ve ¢ > —1 olmak {izere

{0} o= { 0@ (,9)} 1ol o= { M2 (2) N (1) } 1ol

dir. Bu durumda a3 (z) = z(z+1), @1 (z) = @—plz+q+ 1, ba(y) = 32 ve
b (y) = (2 —u)y+ 1 dir. Boylece

azy = 1, ayy =1, ag =0,
ainr = 2_p7 a‘lOIQ+17
bye = 1, byy = by =0,

bii = 2—u, bip=1
oldugundan (6.1) denklemi

(2r 4+ 2 —u—p)2 [y2wyy+ (2—uw)y+ 1)wy}

- 22 Le—wyrn 2

82 ay—x(m—l—l)

ox?
_((2—p)$+q—i‘1)%+r(r+1—p)} w

+(1 =) (2r +2 = u—p) [ywy, +(2-w)y+ 1w
(@ + 1N wee —(2—p)z+qg+ 1w, +7(r+1—p)w)

haline gelir. Gerekli diizenlemeler sonucunda { o Q&Y (x,y)} I"_o|, polinom-

larinin sagladig1 asagidaki dordiincii basamaktan kismi tiirevli denklem elde edilir:
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22 (2 4+ 1) Wagaw + Y wyyyy — 20 (T + 1) YWy, (6.6)
2z (x+1) (4 —p)x+q+ 2) Wees
=22 (2 +1) (2= ) Y + 1) Waay — 20° (2= p) T+ ¢ + 1) Wy,
+{z(z+1)2@=-p) —r(r+1—p —(r+1—-u)(r+2—u-—p)]
F(2-pr+q+1)(4—p)z+q+2)}we
+257 (4 —w)y + 1wy —2(2—p)z+q+1)((2—u)y+1)wy,
+{y’2B-uw) —rr+1l-u)—(r+1-p)(r+2—u—p)
F(2-w)y+1)((4-u)y+1)}wy,
+(2-pa+q+1)2—p—r(r+1—p)
—(r+l1—-w)(r+2—u—p)lw,
+(2—wy+1)2—u—rr+1l—u)—(r+1—p)(r+2—u—p)lw,
+r(r+l—-p)(r+1—u)(r+2—u—pw

— 0.

Sonug 6.2 (6.6) denkleminde x — + alarak p — oo i¢in limit durumu incelenirse

gps,q,U) (

(5.97) ile tanimlanan ve Q. x,y) polinomlarinin limiti olan VTE;%’“) (z,y) poli-

nomlari icin
:Umem—i—Zx(q—l—Q—x)wxm—l— (2r—1—wax+(g+1—2)(@+2— )] Wes

—ywy, + (2r —u) (g+1—2)w, + (u—2)y—Dw, +r(r+1—u)w=0

kismi tiirevli denklem elde edilir.

Durum 4

[T(P)

A, (x) ve B, (y) polinomlari, polinomlar: olsunlar, 6yle ki p,q > N + 1 olmak

lizere

[} 1= { 15Q0 (@)} iolio= {170 () 19 () } 1ol

dir. Bu durumda @3 (z) = 1+ 22, a1 (z) = (3—2p)x, ba (y) = 1+ 42 ve by (y) =

(3 —2¢q) y dir. Boylece
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azgg = 1, az =0, ax =1,
ann = 3—2p, a;0 =0,
baa = 1, ba1 =0, by =1,
bu = 3—2q, bijp =0
oldugundan (6.1) denklemi
4(r4+2—-p— Q)2 [(1 +y2) Wyy + (3 — 2Q)ywy]

0? 0 0?
— 2 — — 2y
= (1+y)ay2+(3 2q)yay (1+27) o

_(3—2p)x(% +T(r+2—2p)]2w
+4(1—q) (r+2=p—q) [(1+v*) wy + (3 —29) yw,
— (14 2%) wae — (3 — 2p) 2w, + 7 (1 + 2 — 2p) W]
haline gelir. Gerekli diizenlemeler sonucunda { 13Q% (2, y)} "_o]¥, polinom-
larinin sagladig1 asagidaki dordiincii basamaktan kismi tiirevli denklem elde edilir:
(14 2%)° Wonee + (1 +92) wypyy — 2 (14 2%) (1 +92) ey (6.7)
+(7=2p)x (1+ 2°) Wyw — 2(3 = 2¢) y (1 + 2°) Wy
+2(5-2q)y (1 +y*) wyyy — 2(3 = 2p) (3 — 2¢) zywy,
—2(3—=2p)x (1 +y*) wayy
+{2(1+2*)22-p) -201-q)(r+2-p—q)
—r(r+2—2p)] + (3—2p) (5—2p) 2*} Wy,
+H{2(1+°) 2@ -9) 20+ 1-p(r+2-p—0q)
+r(r+2—=2p)]+ (3—2q) (5—29) y°} wy,
+(B3—=2p)x[3—2p—2r(r+2—2p)
—4(1—=q)(r+2-p—q)w,
+(3—-29)y[3—2q+2r(r+2—2p)
—A(r+1=p)(r+2-p—q)uwy
+r(r+2=2p)r(r+2-2p)+4(1—q)(r+2—-p—q)|w

= 0.
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Sonug 6.3 (6.7) denkleminde z — \/iﬁ ve y — \/Lé alarak her iki taraf p~ "z ¢ 2

ile carpilip 6énce p — oo 6nce ¢ — oo icin limit durumu incelenirse 13@(%«1) (x,y)

polinomlarinin limiti olan (5.105) ile tammh H, ; (x,y) polinomlar: igin
Wag + Wyy — 20W, — 2yw, + 2rw = 0

kismi tiirevli denklem elde edilir.

Durum 5

A, (z) ve B, (y) polinomlar swrasiyla MP? (z) ve I (y) polinomlart olsunlar.

Boylelikle p > 2N +1, u > N +1 ve ¢ > —1 icin

[} 1= { 1@ (2,)} [iolo= { M2 (@) 1) (9) } 11l

dir. Bu durumda @3 (z) = z (z+ 1), a1 (2) = @ —p)z+q+1, by(y) = 1 + 1 ve
b1 (y) = (3 — 2u)y dir. Boylece

azy = 1, as1 =1, ag =0,
ayn = 2_p7 alOIQ+17
b22 = 17 b21 = 07 b20 = 17

bll == 3-2%7 bm:O
oldugundan (6.1) denklemi

2r +3—p—2u)” [(1+y%) wyy, + (3 — 2u) yw,]
2 2

0
_ 2\ ~ _ I I
= |1+ . + (3 2u)yay x(zv—l—l)ax?

—((2—p)az+q+1)%+r(r+1—p)} w

+2(1—w) (2r+3—p—2u) [(1+y°) wyy + (3 — 2u) yw,

(@ + 1D wee —(2—p)z+qg+Dw, +7(r+1—p)w)

haline gelir. Gerekli diizenlemeler sonucunda { 1 QEEY (x,y)} "_o|, polinom-

larinin sagladig1 asagidaki dordiincii basamaktan kismi tiirevli denklem elde edilir:
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22 (2 + 1) Wepe + (14 42) Wy — 22 (2 + 1) (1+ %) Weayy (6.8)
122 (2 + 1) (4= D)2 + ¢+ 2) Wagw — 2(3 = 2u) = (2 + 1) YWiay
214+ y°) (2=p)z+q+ 1) weyy +2(5—2u) y (1 + y?) wyy,
+{2z@+1D)B—p—r(r+1—p)— (1 —u)(2r+3—p—2u)
+(2=pz+qg+1)(4—p)z+q+2)} we
=23 =2u) (2 -p)z+q+ 1) ywy
+{(1+y)[A2—u)—2r+1—p)(2r+3—p—2u)
+2r (r+1—p)] + (5 — 2u) (3 — 2u) ¥} wy,
+((2-pz+q+1)2—p—2r(r+1—p)
—2(1—u)2r+3—p—2u)]w, + B3 —-2u)y 3 —2u+2r(r+1-p)
—(2r+1—p)(2r+3—p—2u)|w
+r(r+1=-p)r(r+1-p)+2(1—u)(2r+3—p—_2u)w

il

s

Sonug 6.4 (6.8) denkleminde z —  ve y — 7 alarak her iki taraf u”2 ile
carpildiktan sonra sirasiyla p — 0o ve v — 00 i¢in limit durumu incelenirse (5.144)
ile tanimlanan ve 14Q(p " (2, y) polinomlarinim limiti olan Eﬁ?s) (z,y) polinomlarimin
sagladigl

20Wyy + Wyy +2 (¢ + 1 — ) wy — 2ywy + 2rw =0

kismi tiirevli denklem elde edilir.

Durum 6

A, (z) ve B, (y) polinomlan sirastyla N¥) (z) ve I¥) (y) polinomlar olsunlar, Gyle

kip>2N +1veq> N + 1 olmak iizere

¥, } ‘7“ 0— { 15@9,78’ (z,y } o= 0’1” 0= {ngg)s () Is(q) (y)} |Z:0’iv:0

dir. Bu durumda 3 (z) = 22, a1 (z) = 2 —p)z + 1, by (y) = 1+ % ve by (y) =
(3 —2q) y dir. Boylece
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azy = 1, as = ag =0,
ailz = 2 — P, Q10 = 17
bye = 1, byy =0, by =1,

bu = 3—-2q, byp=0
oldugundan (6.1) denklemi

2r+3—p—29)° [(1+9%) wyy + (3 — 2¢) yw,]

0? 9, 0?
— |(1+¢?) = +(3—2¢) y— — 2>~
(1497) 55+ B -2y, —2"55

—((2—p)x+1)%+r(r+1—p)} w
+2(1—q) (2r+3—p—29) [(1+¢*) wyy, + (3 — 2q) yw,
— W — (2 —p)z+ D w, +7(r+1—p)w]

haline gelir. Gerekli diizenlemeler sonucunda { 15Q (m,y)} o], polinom-

larinin sagladig1 asagidaki dordiincii basamaktan kismi tiirevli denklem elde edilir:

P Weree + (14 12) wyyyy — 202 (14 42) Waayy (6.9)
+2((4 = p)z + 1) P ware — 2 (3 — 29) Yy2*Wagy

—2(2=p)z+1) (1+9°) wayy +2(5—29) y (1 +¢°) wyyy
+{22’B-p—-(1—q)(2r+3—p—2¢) —r(r+1—p)]
F((A=p)z+1)(2-p)r+1)}ww —2(3—-2¢) (2—p)z+1)ywyy
+{(1+y)[42-q)—@2r+1-p)(2r+3—p—2q)

+2r (r+1—p)] + (3—29) (5—29) y*} wy,
+(2-pr+1)2-p-2(1-¢)(2r+3—-p—2q)
—2r(r+1—p)w, +(3—2q)y[2r (r+1—p)

43 -2 (2r+1—p) (2r +3—p—2¢)] w,
+r(r+1—-prr+1-p+2(1—-q¢2r+3—p—2q)w

= 0.
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Sonug 6.5 (6.9) kismi tiirevli denkleminde y — \/ié alarak her iki taraf ¢~ 2 ile

carpilir ve ¢ — oo iken limit durumu incelenirse (5.155) ile tanimlanan ve 15Q (x,y)
p)

polinomlarinin limiti olan Kﬁ,s (x,y) polinomlarimin sagladig

Wyyyy — AYWyy,y + 2 (2y2 +2r—1+ p) wy, — 4 (2r — p)w,

—47* W +4((p—2)z — Dw, +4r(r+1—p)w =0

kismi tiirevli denkleme ulagilir.
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7. IKi DEGISKENLi SONLU ORTOGONAL POLINOMLARDAN
FOURIER DONUSUMLERI YARDIMIYLA ELDE EDIiLEN OZEL FONK-
SIYON AILELERI

Bu boliimde iki degiskenli sonlu ortogonal @), s polinomlarmin terimlerinde ¢zel
fonksiyonlar tanimlanip bu fonksiyonlarin Fourier déniigiimleri yardimiyla iki degiskenli
ortogonal fonksiyon aileleri tanimlanmigtir. Bu sonuclar, SCI-Exp. kapsaminda

taranan "Symmetry" dergisinde makale olarak yayimlanmigtir.

7.1 1@%’5‘1) (z,y) Polinomlarinin Fourier Déniigiimii

01, 09, K1, Ko, @, 3, A\ ve u birer reel parametre ve 1@%"1) (x,y) polinomlar1 (5.1)’de

tanimlanmig olmak tizere

s (2,35 01, 03, @, B) = €988 (e + 1)~ (o7 o ey ~(@rte) elavtentz)e Qad) (e, o)
(7.1)

ve

hn,k: (x,y; K1, Ko, )\7u) — phey (ex + 1)7(n1+m) (ex + ey)f(erm) 6(H1+H2+%)$ 1Q7(1):];M) (ex’ ey)
(7.2)
fonksiyonlarin ele alalm. Ilk olarak (7.1) ile verilen fonksiyonun Fourier déniistimiinii

tiiretirsek

f(hr,s (ZL’, ?J, Ql? Q2a O{, 6))

_ //e—i(glx+§2y)692y+(gl+92+;):c (er+1)_(91+92) (6x+ey)—(01+92)

—00 —O0

x 1QP) (e, e¥) dzdy

W01 02— 5 i1 00— 1—iks (u—+ 1)—(91+Q2) (u+ U)—(@1+92) 1@%5) (u,v) dudv

@1 teats—5 =ik 00— 1-is (u+ 1)—(@1+92) (u+ U)—(gﬁgz)

0\8 0\8
0\8 0\8

x MLOT27LBH2HY) )y prad) (3) dudv
u
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= //ugﬁs;i(éﬁ@)t@gli&z (u+ 1)—(91+@2) (1 +t>—(@1+@2)
0 0

x M2 LR () M) (1) dudt

B (_1)TF(5+T+S+2)F(6+S+1) §<_(T_S))l1(2_a+r+s)l1
L (6+2s+2)T(6+1) W(=1)" (B+2s+2),

11=0

« (/ uerQz*%*i(flJrEz)Jrll (U + 1)—(91""92) du>]

0
(=), (I —a+5s), i —1—ify+1 —(e1+02)
2 tgz 159102 1 —|—t 1 2 dt
" [Z B (-1R (3 + 1), (/ Y

CTB+r+s+2)T(B+s+1)
r+2s+2)I'(B+1)

— (—(r—=9),2-—a+r+s),
hzo W(=1)" (B+2s+2),

- (-1

XF(02+S+%_i(€1+£2)+ll)F(Q1_3_%+i(51+§2) _ll)
I' (01 + 05)
y 2‘9: (=5), (1 —a+5), T (0 — i€y + 1) T (0, + i€y — Ip)
oo 2! (_1)12 (B + 1)12 ' (01 + 02)

(-1)'T(B+r+s+2)I'(B+s+1)
L(B+2s+2)T(B+1)T2(0; + 02)

XCI (8; Qla Q27£17£2) @1 (Tv S, Ql? Q27a757£17£2)

elde edilir. Burada

01(379179%51752) = F(91+if2)r(92_i€2)r(91_3_1/2+i(§1+€2))

X (0g +s+1/2 =i (& +&5))

ve

-5, s+ 1—a,p, —1&,
S = oF. 1
1(T737017Q2aa767517§2) 3 2< B+1, 1—Q1—252 |
o —(r—s), r+s+2—a, Q2—|—8+1/2—i(€1+§2)‘1
302 B425+2, 5—0, +3/2—i(& +E)
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dir. Benzer sekilde, (7.2) ile verilen A, (2, y; K1, k2, A, ) fonksiyonu i¢in Fourier
doniisiimii agagidaki gibidir:

(-D)"T(p+n+k+2)T(p+k+1)

T (p+ 2k +2)T (+ 1) T2 (1 + fi2)

XCI (k> K1, K2, 517 52) @1 <n7 ka K1, k2, )\7 22 517 52) .

F (hn,k‘ (:E) Y; k1, Ra, A? lu))

Burada (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) ve (2.5) esitlikleri kullamlmigtir.
Simdi h, 5 (z,Y; 01, 09, @, B) V€ hy i (T, Y; K1, Ko, A, i) fonksiyonlarimin bulunan Fourier

doniigiimleri (2.6) Parseval Ozdesligi'nde yerine yazihirsa

/ elerteatratritl)z (oatha)y (ew + 1)—(91+@2+f€2+m) (e“” + ey)—(gﬁgﬁﬁﬂ(?l'g)

o

/ 01+0z+HhRatr1, 0321 (u + 1)*(01+92+H2+m) (u + U)f(gl+92+ﬁ2+m)
0 0

Q(“

X

e
U

x 1Q ,56 (e”,¢Y) 1an (e”,eY) dxdy

? (u, ) 1Qit” (u, v) dudv

”"/ ﬁ+r+s+2) (B+s+1)
(B+2s+2)T(B+1)

" F(,u—I—n+k+2)F(,u—|—k+1)
(0T 26+ 2T (- DT (0, + 05) T2 (i + )

><C’1 (87 015 09, 517 52) C11 (k7 R1, K2, 517 52)
><(91 (Ta S, 01, 02, @, 67 517 52) 91 (n7 ka R1, k2, /\7 2 517 §2)d€1d$2

yazilir. (7.3) bagintisinda o, +r1+1 = a = A ve g+ Ko — 1 = = p alarak, egitligin
sol tarafinda (5.2) ortogonallik bagmtisi kullanihirsa
A (r —s)Is!T (o; + k1 — 17— 8) T (0 + k1 — s+ 1)
(01 + K1 —2r —=1)(0y + k1 —25) T (0y + 03 + K1 + Ko — (1 — 5))
o DP(oa+ Ra+ 25+ 1)1 (0) + 05) I (03 + 12) I (1 + i2)
[(or+os+hr1+re—8)T(0g+re+r+s+1)I (05 + 2+ 5)

rnYsk

/ /01 (5,Q1702>§17§2)Cl (k, “17“2>€17£2)

—00 —00

><C_')1 (Ta S, 01,02, 01 + R1 + ]-7 ) + Rg — 1751752)

X@l (n7 ka R1, K2, k1 + 01 =+ 17 K2 + 02 — 1751752)d£1d£2

elde edilir. Sonug olarak,
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Teorem 7.1

(0 +1/2 = (z+y)),
(3/2 =0, — (z+y)),

><(91 (T?Sa 01, 02, 01 + K1 + 17 02 + Ko — 17 —?:LC, _Zy)

lEr,s (QJ, Y; 01, 09, K2, ﬁl) =

ozel fonksiyonu g, k1 > 1/2, 0y, ke > 0 ve o, + k1 > 2r + 1 olmak {izere

77F(@1+iy)F(92—iy)F(fszy)F(m—iy)F(Ql—%+i($+y))

1 1 . 1
xI' <g2+§—z(w+y))f‘ (/-s2—|—§+z(:v—l—y))f‘ (Hl—ﬁ—z(a:jty))
X 1By (i, 1y; 01, 09, Koy K1) 1B (=i, —iy; K1, K2, 05, 01) ddy

42 (r — s)s!T (o + k1 — 17— 8) T (0 + k1 — s+ 1)
(01 + K1 =2r = 1) (01 + k1 — 25) ' (04 + 0y + K1 + K2 — (r — 5))

I'2 (05 + Ko + 25+ 1) T% (05 + K2) I (01 + 05) I (K1 + K2)
F(91+Q2+’11+/‘€2—S)F(92+K2+T+S+1)F(Q2+/€2+S)

rnUs.k

seklindeki bir ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.1 p; = k1 Ve g, = ko i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu

pozitiftir.

7.2 QQ,(f,’s’q) (x,y) Polinomlarinin Fourier Doniigiimii

01, 09, K1, K2, @, B, A ve pu birer reel parametre ve »Q? (z,y) polinomlar: (5.13) ile

tanimlanmig olmak tizere

s (2,35 04, 03, 0, B) = el 3) 0 (1) 702 (1 4 ¢ - ev)~(0¥e) Q) (e 1)
(7.4)

ve

o (5 i, 12, A, 1) = el D)0 (14 e5) 702 (14 e )0 QU0 (e, ).

(7.5)
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formundaki belirli fonksiyonlar: ele alalim. Simdi (7.4) ile verilen A, s (2, y; 01, 05, @

fonksiyonunun Fourier déniistimiinii hesaplarsak

‘F(hr,s ($7 Y; Ql? QZ) «, B))

— / /e—i(§1x+§2y)€(@2+§)(:v+y) (1+ %)% (1+€w+€y)—(91+92)

—00 —00

x 5Q%0) (¢, ¢) ddy

Il
0\8

/ugziﬁévé’zifz; (1 + U)S_QQ (1 +ou+ U)—(Q1+Q2)
0

s M2 () prle) ( ° ) dvdu
1+u

Il
0\8

/ugz i€ —3% 1+U)S 01—02—ika+73 102~ 3 (1+t) (01+02)
0

x M2 750 (0) M) (t) dtdu

rT—S8 S

FB+r—s+1)T(B+s+1) S(—(r—s));l(wsw—ahl

=

I2(3+1) =0 LH(=1)" (8 +1),

oo

) . 1
/u92—151—é+l1 (1 + u)5_91_92_l§2+§ du
0

Z <_S)l2 (Sl +1 - O‘)l2 /tgziézéﬂz (1+ t)_(91+~92) dt
oo LI(=1)7(B+1),

Fr+r—s+1)I'(B+s+1)

— (= (r— 3))11 2-—a+r+ 3)11
>

= (=1) Ii=0 L(=1)" (B+1),

2 (F+1)

XF(Q2_151+%+11)F(Q1_5_1+i(§1+§2)_ll)
[ (o) + 0y — 5 +i& — 3)

i (—s),, (1—Oz—l—s)ZQF(gZ—i§2+%—|—l2)f‘(gl —%+i§2—l2)
o 1o (—1)l2 (B+1), ' (01 + 02)

Fr+r—s+1)I'(B+s+1)
2B +1)T (0, + o)

XC2 (87 01, 92a€17£2) @2 (T) S, 01, 09, C, 5)51752)
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bulunur. Burada

Do —s—1+i(§ +&))T (0 —i& +1/2)
[ (01 + 00 — s —1/2+1i&,)

xI' (0 + 1€, — 1/2) T (05 — i€5 + 1/2)

Cy (87 01, 02, 517 52) =

ve

—S, S—I—l—O{, QZ_Z€2+1/2
O = 3k 1
2(7”,8,@1792;@,5751752) 3 2( B+1, 3/2_01_1.52 |

—(r—s), r+s+2—a, oo —i& +1/2
><3F2 i |]_
B+l s—0+2—i(&+&)

dir. Benzer sekilde, (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) ve (2.5) bagmtilarindan yararlanilarak

(7.5) ile verilen fonksiyon i¢in Fourier déniigiimii

ZITw+n—k+1)T (p+k+1)

F(hn,k' (l',y; K1, 52?)\7,“)) = (_1) T2 (M L 1) I ("il + ,{2)

XOQ (k7 K1, K2, gla 52) @2 (n7 k7 K1, K2, >\a 1, 517 52)

formunda elde edilir. A, s (z,y; 01, 09, @, B) Ve hy i (@, y; K1, Ko, A, 1) niin Fourier doniigtim-

leri (2.6) Parseval Ozdesligi'nde yerine yazilirsa

/ / lertrate+) (1 4 o) ~(exth) (1 1 g7 4 gry~lertertrates)  (76)

—00 —00

X 2Q7(«,as’6) (", €e”) 2@8;;“) (e®,eY) dxdy

/u92+n21}92+m (1 + u)*(@frﬁz) (1 +u+ U)*(Qﬁeﬁﬁﬁﬁz)
0

I

QQ,E‘(’);’B) (u,v) QQ%’:‘) (u,v) dudv

(—1)’"*"77F(6+r—s+1)F(ﬁ+s+1)P(M+n—k+1)
(27)? 25+ (u+1)

—00 —0O0

F'(p+k+1)
[' (01 + 09) T (K1 + £2)

X@Z (T, S, 01, 09, &, 67 517 52) @2 (n7 k? R1, K2, )‘7 Ly 517 52)d€1d52
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saglanir. Boylece (7.6) bagintisinda g, + k2 = 3 = p ve 9, + k1 = a = X alarak

esitligin sol tarafinda (5.14) ortogonallik bagmtis1 kullanihirsa,

42 (r —8)!s! (o + k1 — 1 — s — 1) T (0y + K1 — 9)
(0 +k1—2r—2) (0 +k1—2s—1)T (0, + 09+ K1+ Ky —7—5—1)

% T (00 + r2 + 1) T (0 + 05) T (K1 + Ka)
I'(oy+oytri+he—s)l(og+koatr—s+1)T (0 +r2+s+1)

57‘,71 5s,k

= / / 02 (ka/€1>/€2a§1?52)@2 (nv k? "4'17%2751—’_@17’%2_'_@2751752)

—00 —0O0

XCZ (57 01, 09, 517 §2) 62 (T7 S, 01, 02, 01 + K1, 02 + R, 517 52) d€1d€2

esitligine ulagilir. Sonug olarak,

Teorem 7.2

(3/2 =01 — 0y — y),
2—-0+x+y),

2E1",8 (l’, Y; 01, 09, k2, K’l) =

><®2 (Tv S, 015 02, 01 + K1, 02 + K2, —il’, _Zy)
ozel fonksiyonu g, k1 > 7+ 1 ve gy, ko > —1/2 kogullar altinda

77r(gg—ml/z)r@lﬂ'y—1/2>r<@2—z’y+1/2>
o) F(Q1+Q2+iy_1/2>

T (o —i(x+y) — )T (ky + iz +1/2) T (kg — iy — 1/2)
I (ko + K1 —iy —1/2)

X

XF (IQZ + Z?/ + 1/2) F (/{1 + 1 ("L‘ + y) - 1) QET,S (Z"L‘az?ﬁ Q17 927/{27 ’fl)

X o By (—ix, —1y; K1, K2, 09, 01) dxdy

42 (r — )T (0 + k1 — 17— s —1)T (0 + K1 — 8)
(0 +k1—2r—2)(0y+r1—2s—1)T' (0 + 03+ K1+ Ka—1—5—1)

y T (05 + k2 + )T (01 + 05) T' (K2 + K1) Gk
T(og+0y+k1+ka—8)T(0g+ke+r—5+1)T(0g+ ko +s+1)

formunda bir ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.2 p; = k1 Ve g, = Ko i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu

pozitiftir.
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7.3 3 5’2 (z,y) Polinomlarinin Fourier Déniisiimii

01, k1, ve A birer reel parametre ve 3Q7(%) (x,y) polinomlar1 (5.27) ile tanimlanmug

olmak {izere

T 1 et +etY o) /o
hr,s (xayv 01, Oé) = €Xp |:_ - <Q1 - _) y— —:| 3@&,5) (6 7€y) (77)

2 2 2
ve
x 1 e eV .
P g (2,95 K1, A) = exp {5 - <ffl - 5) Y- T] 3Q£z),\/)f (e, €”) (7.8)

fonksiyonlarim tanimlayalim. Simdi (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve

/ ¢ gm0~ g — PHT () 4 g — ) (7.9)

0

bagimtilar: yardimiyla (7.7) ile verilen h, s (x, y; 0;, o) fonksiyonu i¢in Fourier doniistimiinii

tiiretelim:

]:<hrs(x Y; 01, & ))

= // iEate) o5~ (=5 )y 5 3Qrs (€®,e?) dxdy

—00 —0O0

_ //u5_251_2U_(g1+252+2)6_%(71‘+Z)N7§g3281) (u) Ns(a) <E) dudv
u

usfglfi(£1+€2)t_(91+i52+%)e_%(%+%>N(a_28_1) (u) Nga) (t) dudt

I
0\8 o
0\8 o

7

S [S (=(r—=s)), (r+s+2—a),

11=0

o0
1
X/ §—01— Z§1+£2 +l1€ ﬁdu

1)1,

0
S 1 o0
x B S + ) la /t(91+i52+él2)6—21tdt
I2=0
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R (= =9), (r+s+2—0a), i) =11
— -1 201 1782 1
( ) [llzo (_1)l1 l1|
x['(op —s+i(&+8&)—1—10)]

: (_8)12 (8 +1- a)lz +ify—L 1 . 1
- [Z (—1)2 1! 2072 | oy 46, — 92 I

lo=0

- (_1)7’ C3 (Sv 015 517 52) @3 <T7 S, 01, &, 517 52) .
Burada
C13 (57 015 gl? 52) = 2291_5+i(§1+2§2)_3/21—’ (Ql — 1/2 + Z€2>

xI(og —s—1+1i(§ +¢&))

ve

-5, s+1—a 1>

@3(T,S,Q1,Oé,€1,£2) = 2F1 <3/2—Q1—Z§2 | 5

. <—(r—s), T+s+2—a|1>
. s—o+2-i(§+&) 2

dir. Benzer gekilde, (7.8) ile tanimlanan fonksiyon i¢in Fourier doniigiimii

F (P (7,95 51, N)) = (—=1)" Cs (k, k1,£1,€2) O3 (0, by k1, A €5, 6)

eklinde bulunur.

S
(2.6) Parseval Ozdesligi'nden,

/ “levtmmy= ()L 0@) (7 vy QW) (¢, ) dady  (7.10)

°t~—3 8\8

/v_(91+"‘1 ) 3Q%%) (u,v) 3Q o (u,v) dudv
0

( r+n

= (o //Cs 5,01,€1,62) O3 (K, k1,61, 6)

—00 —00

X@?) (Ta S, 01, &, 517 52) @3 (n7 ka K1, >\a 617 52)d§1d€2

yazilir. Boylece (7.10) bagmtisinda o, + k3 = o = A alinirsa esitligin sol tarafinda

(5.28) ortogonallik bagmtis1 kullanilarak
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[c e o}

/ /Cg (S,Ql,gl,fg) 93 (T757Q1>91+K1a§1752)

—00 —00

><C(3 (k7 K1, 617 52)@3 (TL, ka K1, K1 + 01 Sla 62)d€1d€2

B 47T2(7”—8)!S!F(Q1—|-/$1—T—S—l)F(Q1+/€1—8)5 5
R (o + 1= 2r =2) (o + 1 — 25— 1)

elde edilir. Sonug olarak,

Teorem 7.3

1
2—0—(z+y)),
ozel fonksiyonu o, k1 > 1 ve g, + k1 > 2r + 2 igin

3ET,S (xvya Qla’il) - ( @3 <T78aglagl+’€17_ia’77 _Zy)

70/oor(gl—1+z‘(x+y))P(m—1—z(x+y))F(gl—%ﬂ‘y)

—00 —00

1 w . .
xT (m ~ il Zy> 3By s (i, 1y; 01, k1) 3En i (—ix, —iy; k1, 01) dzdy

= 92s—2(01+k1)+5 2 (7“ - 8)!S!F (Ql + K —T—8— 1) I (Ql h, 8)5 5
(01 + k1 —2r —2) (0, + K1 — 25— 1) rntsk

seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.3 p; = k1 i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu pozitiftir.

7.4 4Q$«’,’§q) (x,y) Polinomlarinin Fourier Doniigiimii

01, 09, K1, K2, @, B, A ve u teel parametreler ve Q%7 (x,y) polinomlar (5.39) ile

tanimlanmig olmak iizere

e’ Y
2

2
« (ex + 1)—(Q1+Qz) 4@7(%,5) (e:vjey)

} (7.11)

1
hes (2,95 01, 09,0, ) = eXpK@ﬁQﬁ—)fv—Qly—

ve

ety

5 ] (7.12)

1
P g (2, Y5 K1, K2, A\, 1) = exp [<51+/€2+§)S€—/€1y—

X (" + 1)_(m+m) 4@2;}“) (e®,¢eY)
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fonksiyonlarimi ele alahm. (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve (7.9) bagmtilar1 kul-

lanilarak (7.11) ile verilen fonksiyon igin Fourier doéniigiimiinii tiiretirsek

F(hrs(.’lj' Y; 01,02, ¥ 76))

— // i(€§12+E€0y) 91+92+2)ﬂf 01y~ y(em+1)—(@1+92) 4Q(a6) (e ey)dxdy

—00 —0O0

= // 3+91+92—§—Z51v—(91+l£2+1)€—5; (u+1)_(91+92)
0

rT—S8 S

x MO 2B () (@) (3> dudv
u

I
0\8

/u5+92— —i(§1+€2) (U, + 1)*(91+Q2)t (@1+Z§2+1)e 2
0

s M2 IAT2HY () N (£) dudt

CTB+r+s5+2) [ (=(r=19),r+s+2-0q),
(=1) ['(8+2s+2) z;) (ﬂ+28+2)l1(—1)11l1!

/u8+.92—é—i(§1+§2)+l1 (u + 1)*(Q1+92) du
0

Z S _Il— 1- ) la /t—(91+i§2+1—12)6—21tdt
)2 1!
— 2! /
(_1>TF(5+T+8+2) Z( (r—s), (r+s+2—-a),
['(B+2s+2) = (B+25+2), (_1)11 l!

XF(S‘FQQ"‘%_i(51+f2)+ll)r(gl_S_§+i(f1+€2)_ll)
I' (o) + 05)

X [i (=), (s +1—-a), 20T (0 + iy — l2)]

l2=0 (_1)12 l2'

(=)' T(B4+r+s+2)
N r (5 + 2s + 2) r (Ql + 92)04 (87 01, 02’51’§2) 64 (7”,8, 01 QQaaaﬂaé.l)gQ)

elde edilir. Burada

Cy(s,01,09,81,&2) = 201t (0 +1&) T (0 —s—1/2+i (& +&y))

X (0g + s+ 1/2 =i ({5 +&5))
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ve

—s, s+1—a 1
© = JF ’ -
4(r757Q1792705767£17§2) 2 1< 1_01_152 |2)
o o FF (—(r—s), rst2-a, ots+1/2-0(6+6) |1)
o B+2s+2, s—0,+3/2—i(6+&)

dir. Benzer bigimde, (7.12) ile gosterilen fonksiyon igin Fourier doniigiimii

(=D)"T'(p+n+k+2)
hn » Ys 5 7)\7 =

:F( ,k(xy/il K2 :u)) F(M+2]€—|—2)F(/€1+l€2)

XO4 (k7 K17/{27€1a§2) @4 (nv k7 I’{'17/{2a>‘7u7€1>€2)

olarak elde edilir. Boylece, (2.6) Parseval Ozdesligi'nden

/ / ele1toatritrotl)a—(or+r1)y—e® ™Y (e® + 1)_(91+92+”1+”2) (7.13)

X 4Q£,?;”B) (e, ¢Y) 4Q7(2;€“) (e, eY) dxdy

o0
/u91+gg+m+ﬁzv(gl+m+1)eL" (u + 1)—(@1+g2+n1+n2)
0

I
X Ot~ g

Q) (u,v) 4QN (u,v) dudv

_ (—1)””77 TB+r+s+2)T(u+n+k-+2)
@) J S T2+ 2T (0 2k +2)T (0 + 0) T (k1 + 52)

><C'4 (57 01, 92751752) @4 (T)Sa 01, 927a767€17§2)

XC4 (kv KR1, K2, 517 52)@4 (TL, k? R1, k2, )\7 1, 617 52)d§1d€2

yazilir. (7.13) bagmtisinin sol tarafinda oy + k1 +1l=a=Ave gy + Ko —1 == p

alimirsa, (5.40) ortogonallik bagintisina gore
123



/ /04 (57Q1792a§1752) C'4 (k7/€1’ﬁ2’§1’€2)

—00 —00

><@4 (T7 S, 015 02, 01 + R1 + 17 02 + Rg — 1751752)

><@4 (n> k? R1, R2, k1 + 01 + 17 K2 + Q2 — 1751752)d€1d€2

A (r —s)!Is!T (o; + k1 —7—8)T (0 + k1 — s+ 1)
(0 + k1 —2r —1) (0 + k1 — 28) T (01 + 09 + K1 + ko — (1 — 8))

2 (05 + h2 + 25+ )T (01 + 05) T (k1 + Ka)
I'(og+ka+71+s5+1)

57“,77,55,]6
esitligine ulagilir. Sonug olarak,

Teorem 7.4

(0 +1/2 = (z+y)),
(3/2 =01 — (z +y)),

><@4 (r7 S, 01, 02, 01 + K1+ 17 02 + Ko — 17 —i$, _Zy)

4Er,s (33', Y; 01, 09, K2, /{/1) =

ozel fonksiyonu gy, k1 > 1/2, 0y, k2 > —1/2 ve oy + k1 > 2r + 1 olmak iizere

//r<91—1/2+z'<x+y>>r<92+1/2—z'<a:+y>>r<m—1/2—z'<a:+y>>

7><1:(/<2 +1/2+i(z+y))T (0 +iy) T (k1 —iy)

X 4B, s (ix,1y; 01, 09, K2, K1) 4Bk (—ix, —iy; K1, Ka, 04, 01) dydx

222 (p — )T (0 + k1 — 17— 8) T (0 + k1 — s+ 1)
(01 + k1 —2r = 1) (0y + k1 = 28) ' (0 + 05 + K1+ K2 — (r — 5))

I2(0y+ ke +25+1)T (0 + 05) T (K1 + K2)
I'(og+ka+1+s+1)

(5r,n53,k
formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.4 p; = k1 Ve p, = Ko i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu

pozitiftir.
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75 5 5?5‘1) (z,y) Polinomlarinin Fourier Déniigiimii

01, 09, K1, K2, , B, A ve p reel parametreler ve 5Q$~’,’S’Q) (z,y) polinomlar1 (5.49) ile

tanimlanmig olmak tizere

_ 1 ey \ ¢
hrs<x Y; Q17Q27a B) = 69233 2ey (1+6x) (91+92 %) <1+egg) 5@&0;5) (6 6y)
(7.14)
ve

eV
14 e®

Pk (@, Y5 K, K2, A, 1) = €727 B (1 +e°)” (1+r2-3) < ) " 5Q£j,;“) (e, eY),
(7.15)

fonksiyonlarimi ele alahm. (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve (7.9) bagmtilar1 kul-

lamilarak (7.14) ile tamumlanan h, s (2, y; 04, 04, @, 5) fonksiyonu i¢in Fourier doniigiimiinii

tiiretirsek

F(hr,s ('CE, ya 917 QZa «, 6))

0o o0 ) o
— / / e*i(§1x+£2y)6921*12+7?4 (1 + 633)_(@1—1—@2_%) ( e? ) '
1+e”

—00 —00

X 5@%’6) (e, eY) dxdy
N //ug2 G- Ty —iba 1o =150t (1 4 gp)” (02—5—3%)
00

) M2 () N (@) ( v ) dudv
1+u

T—S8 S

oo o0
0 0

) M2 () N (4) didu

rT—S

F'B+r—s+1)
LB+1)

— (— (r— s)), (r+s+2—a),
>

(_1) 11=0 (6 + 1)l1 (_1>l1 11!

o)
/u92i£11+l1 (1 + u>—<91+92—5+i52_%) du
0

Z (s t 1—a), /t—(@1+i£2+1—l2)e—§tdt

0
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oy DB )[R —9), (rs+2-a),
- TGy S Geny oo

XF(Qz_ifl+ll)F(Q1_3+i(51+52)_%—ll)
I (oy+ 00— s+i& — 3)

5 (= 1—a+ .
" Z ( 8)12 ( : (07 8)12 291+z§2—lzr (91 + ng _ l2>
o (C)E D

(-)'I'(B+r—s+1)
L'(B+1)

C5 (87 015 09, 517 52) @5 (T’, S, 01, 09, &, 67 517 52)

elde ederiz. Burada

Cs (Sa 01 Q2>€1752) = 201t (91 + Z52) r (Q2 - Zfl)

[0 —s+i(§ +&)—1/2)

X .
['(0) 4 0y — 54146, — 1/2)

ve

—s,s+1—a 1
@5(T,S,Q1,Q2,OZ,B,€1,§2): QFI( )

.=
1 — 0y —i& 2

—(r—s), r+s+2—a, oy —i&
XSFZ( B41, 8 =0, +3/2—i(§ + &) |1)

dir. Benzer sekilde, (7.15) ile verilen h,, j (z,y; k1, K2, A, ) fonksiyonu i¢in Fourier

doniisiimii agagidaki gibi bulunur:

(-1)"T'(p+n—k+1)
I'(p+1)

><C(5 (kv K1, K2, 517 52) @5 (TL, ka K1, k2, >‘7 2 517 52) :

F(hmk (.Z', Y; R1, Ra, /\7 :u)) =

Buradan (2.6) Parseval Ozdesligi kullanilarak
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(1 +e*)” (e2+m2=1) ,—(o1+r1)y 5Q$i:6) (e*,e¥) (7.16)

/ / 92+'€2 m—

X 5Q7({\1;”) (e”, ") dydx

[cele e}
= //u 0y +r2— 1 (14u)” (e2tr2=1) | —(o1+r1+1)

Q) (u, v)
><5Q(A’“ (u,v) dvdu
B THL/ 6+r—s+1)f‘(u+n—k‘+1)
B (27 FB+1)C(p+1)

—00 —0O0

XO5 (Sa 917 92a§17€2) 95 (7’787 Qla QQvaaﬁ7§17€2)

xCs (k, K1, k2, &1, 52)@5 (n, k, k1, ko, A, 1, &, f2)df1d52

yazilir. Boylece, (7.16) bagintisinda g, + ko — 1= =pve o + k1 +1=a = A

alarak egitligin sol tarafinda (5.50) ortogonallik bagintisi kullanilirsa,

472 (r — 8)!Is!T (o, + k1 — 7 — )
(0 +h1—2r—=1)(0; + k1 —28) T (01 + 02 + K1+ Ha =7 — 5 —1)
P<Q1+/$1—5+1)F2(Q2+F&2)
X 5?“71,55]6
[ (0y+ kg +1—5) e

//c5<s,gl,@2,£1,52>05(k,mm,&,fz)

—00 —O0

X @5 (T787 01,92, 01 + R1 + ]-7 02 + Rg — 17517£2)

X Os5 (n7 k, k1, ko, k1 + 01+ 1, Ko+ 05 — 1a517§2)d51d52

esitligi elde edilir. Bunun bir sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir:

Teorem 7.5

(3/2_91_Q2_y)s
(3/2 =0, — (z+y)),

X@5(TSQI>Q27Q1+K1+1 Q2+/‘€2—1 .CL'—Zy)

5Er,s (33', Y; 01, 09, K2, Hl) =

ozel fonksiyonu g, k1 >+ 1/2 ve 0,5, k2 > 0 olmak iizere
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(e oo o}

//F ot+iy e +ilz+y) —1/2)T (0, —ix)

[ (o) + 0y +iy —1/2)T (ky + k1 — iy — 1/2)

—0o0 —00

xT' (k1 —i(x+y)—1/2)T (k1 —iy) T (kg + ix)
X 5Er,s (ZZ’, 2y7 Q17 Q27 K2, K:l) 5Enk ( Zya R1, K2, Q27 Ql) dl’dy

222 (p — YISl (9 + K1 — 7 — 8)
(e +m=2r=1) (o1 +r —28)T (01 + 02 +r+hyg—7—5-1)

F<Q1+/€1—5+1)F2(02+"f2)
X 57‘n55k
I'(0y + ko +17—5) e

formundaki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.5 p; = k1 Ve g, = ko i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu

pozitiftir.

7.6 6@,(%’(1) (x,y) Polinomlarimin Fourier Doniigiimii

01, 09, K1, K2, @, 3, A ve ju teel parametreler ve Q%27 (x,y) polinomlar: (5.62)’de tanim-

lanmis olmak tizere

e—$
hrs (,Y; 01, 00,0, ) = exp {ng — (0 +0,—1/2)x — 5 ] (7.17)
X (1 + ey—x)_(gl+92) 6Q£‘?;’B) (6.1}’ ey)
ve

—x

62 } (7.18)

Pk (T, y; K1, K2, \, 1) = exp {@y — (K1 + kKo —1/2) 2 —

x (1+ ey—f)_(*““’”?) GQ(’\,;”) (e®,e¥)

n,

seklindeki 6zel fonksiyonlar1 diigiinelim. Simdi (7.17) ile verilen h, s (z, y; 01, 09, @, 3)

fonksiyonu i¢in Fourier doniisiimiinii uygularsak
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f(hm(x Y; 01, 03, @, 3))

— / / —i(§17+£2y) e22Y~ (01+02— 1/2) (1+ey z) (01+02)

—00 —00

x 6@\ (%, ev) dudy

= // §—01— 02— 151_1/2U92 1§y— 1 <1+ ) (01+02)

x N 270 (u) MR (%) dvdu

— //us 01—1(§1+E€2)— 1/26 2 122~ 1§o— 1(1+t> (01+02)
0 0

x N2 () MEP) (4) didu

_ (_l)rr(ﬁ+8+1) S (_<T_8))l1 (T+S+2—Oé)l1
LB+ |~ (=)™ 13!
% /u(913+i(§1+52)+;ll)e—;udu
0

S o + 1 — i .
% Z ( 3)12 (3 l2a)l2 /t921521+12 (1 + t)_(91+92) dt
= (81, (-1)" 5! \J

T B+ [ (=), (r+s+2—a),
w 9o1—sti(§+&)-1/2-h (Ql —sHil6 +&) — % _ ll)}
y i <_5)12 (s+1-— a)lg [0y — i€y +12) T (0 + i€y — o)
o (B+1), (—1)"= 1! I' (01 + 02)

-1'Tr
- Ig(ﬁl)-l- 1)(;?916:912)) Cs (5,01, 09,€1,€2) O6 (1,5, 01, 02, @, 3,61, &)

bulunur. Burada

Co (8, 01,00,81,82) = ger—stileatla) s (01 +1i&) T (0 — i&y)

1
xT' (Q1_5+i(§1+€2)_§)
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ve

—(r— 2 — 1
@6 (T,S,Q17927a76a€17§2) = 2F1 <8 _(rgl 5)37/;j:(—§{_1 +€j) | _>

% oF —S,S+1—Ck, Q2_Z£2|1
T B4, 1-g -G

dir. Benzer sekilde, (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve (7.9) bagmtilar1 kullanilarak
(7.18) ile verilen h,,  (x, y; k1, k2, A, 1) fonksiyonu icin Fourier dontigiimii
(—1)"T(n+k+1)
I'(p+1)T (k1 + ko)

xCg (K, k1, K2, €1, 85) O (0, K, K, k2, A 11, €1, €5)
formunda elde edilir. (2.6) Parseval Ozdesligi’'nden,

F (P (2,95 K1, K2, A, 1)) =

/ /me&+%ﬁy—@y+@+%rww—Dw—6”] (7.19)

—00 —00

X (1+ey_x)7(g1+92+m+m) GQ(aﬁ (e”,eY) 6@ (ew,ey)dydx

s

— //Ugngng 1 u+v> (01402 +r1+K2) e 1/u Q(ab’) (u U) 6@ (u U) dvdu
0 0

B ) 6+s+ D (p+k+1)
B 2w / / LB+ (p+1)T (01 +09) T' (k1 + k2)

—00 —O0

XCG (Sa 01, 92751752> @6 (T’ $, 01, Q2va767€17€2>

xCg (k, K1, k2, &1, 52)@6 (n, k, k1, ko, A, i, €, fz)d&d@

yazilir. (7.19) esitliginde g, + ko — 1 = 8 = pu ve 9, + kK1 + 1 = a = X alarak esitligin
sol tarafinda (5.63) ortogonallik bagintis1 kullanilirsa
42 (r —s)s!l (o + k1 —7—8)T (0 + K1 —s5+1)
(01 + k1 —2r —1) (01 + K1 — 25)
I? (03 + #2) T (01 + 0y) T (1 + ia)

57"7153
F(Q1+Q2+/ﬁ+52_5)F(Q2+f<32+5) ok
//06<k,m,m2,£1,§2>@6(n,k,m,@,m+gl+1,nz+gg—1,51,£2>

XCG (87 01, 92751752) 66 (TJ S, 01,02, 01 + R1 + ]-7 ) + Rg — 1751752) d£1d§2

bagintisi elde edilir. Sonug olarak,
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Teorem 7.6

1
3/2— 01— (x+y)),

X@(i (T7Sa 01, 02, 01 + K1+ 17 02 + Ko — ]-7 —iJI, _Zy)

6Ers (T,Y; 01, 09, K2, K1) = (

ozel fonksiyonu g, k1 > 1/2, 0y, ke > 0 ve o, + k1 > 2r + 1 olmak {izere

oo oo | 1 | .
/ /F <Q1+z(:c+y)—§> r </€1—2($+y)—§)

X (o1 +iy) T (0 —iy) T (k2 +iy) T (k1 — iy)

X 6Er,s (Z.Yf, Zy7 01, 02, K2, "fl) 6En,k (-ZCE, _2y7 K1, k2, 09, Ql) dydl’

(01 + k1 —2r — 1) (01 + K1 — 25)

I'% (0, + k2) T (01 + 05) T (k1 + K2)
I'(0+ 05+ K1+ Ky —5) T (05 + K2 + 5)

5r,n55,k
seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.6 o, = k1 Ve g, = ko i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu

pozitiftir.

7.7 Q%) (z,y) Polinomlarnim Fourier Déniisiimii

7(qps,q7uyv) (

01, 02, 03, 04, K1, K2, K3, K4, C, 67 e 07 /\7 M, ve T reel parametreler ve 7@ ) T, y)

polinomlar1 (5.76) ile tanimlanmig olmak {iizere

hr,s (:L‘7 ya le Q2> 937 Q4a «, 67 ’Ya 9) = (]‘ + ew)*(@ﬂr@z) (1 + 6y>*(03+94) (720)

X exp (097 + 04Y) 7Qq(%’6’%9) (e”,e¥)
ve

hn,k (I‘, Y; K1, k2, K3, R4, )‘7 s 17, 7—) = (1 + ex)i(Mer) (1 + ey)*(f€3+l€4) (721)

X exp (K2 + Kay) 7Q£i,;“’77’7) (e*,eY).
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fonksiyonlarini tanimlayalim. (7.20) ile verilen h, s (x, y; 01, 04, 03, 04, €, 3, 77, 6) fonksi-

yonu i¢in Fourier doniistimiinii tiiretirsek

f (hr,s (ZU, y7 Q1> 927 QBa Q47 Oé, 6a ’77 0))

= / /692x+g4y—i(£11+£2y) (1+ ew)—(91+92) (1+ ey)—(93+g4)

—00 —00

X 7Q£ﬁ‘9’5’7’9) (e*,¢eY) dxdy
— //u921i£1vg41i§2 (1 +u>_(91+92) <1+U)_(93+Q4)
0 0

x MP) () MO (v) dudv
FrB+r—s+1HT'O+s+1) S(—(T—S))ll (r—s+1-a),
D' TE+DE+1) (B+1), (—1)" 1!

% /ug21i£1+l1 (1 + u)‘(@ﬁ-@z) du
0

s

S Z (_5)12 (5 +1 _l 7)12 /vg4—1—i§2+12 (1 N U)*(93+Q4) dv
15=0 (8 + 1)l2 (_1) ? 12!

(-1)'T(B+r—s+1)T(O+s+1)
rE+nre@e+1)

— (= (r— 5))11 (I-a+r-— 5)11
y [Z

11=0 (B+1), (—1)" 14!
><F (03 —i& + 1) I (0 +i&; — 1)
I' (01 + 02)
o [i (=s8), (1=7+s), T (o l— i€y 4 12) T (03 + i€y, — 12)
15=0 (0+1), (=1)2 LT (03 + 04)
_ GUT (i ZFBTJ:S;(;)I g 5D 0 (0, 00, 00, 00 0,2)

X@'? (Ta S, 01, 03, 03, 04, &, 67 e 97 517 52)

bagintisina ulagiriz. Burada

Cr7 (01; 09, 03, 04,1, 52)

[ (0; +i§) T (0p — &) T' (03 +i&5) T (04 — i€5)
I'(01 +0,) ' (05 + 04)
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ve

@7 (Ta S, 01, 02, 03, Q47&7ﬂ>7707€17€2)

=8, s+1—1, 04— i&o
= 3l | 1

B T
ﬁ_'_l? 1_Q1_Z£1

dir. Benzer bicimde, (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) ve (2.5) bagmtilar1 kullamlarak (7.21)

ile tamimlanan h,, i, (2, y; K1, K2, K3, K4, A, i1, 1, T) fonksiyonu i¢in Fourier doniigtimii

(-D)"T(p+n—k+1)T(r+k+1)
T(p+ DI (r+1)
XC? (’11; Ko, K3, ’i47§17€2> @7 (n7 ]{Z, R1, K2, K3, K4, )\7/1%7777—7517 52)

F (hn,k (l’, Y; K1, k2, K3, R4, )‘7 1, 7—)) =

olarak elde edilir. (2.6) Parseval Ozdesliginden

(e oo o}

/ / plextm)atloctraly (1 4 or)~(rtertratra) (7.22)

—0o0 —0O0

% (1 4 ey)—(g3+g4+n3+m4) 7@(&670) (6 ey) 7@5:\];#’7777) (em’ey) d]?dy

78

[ oo ¢]
= //u92+nzlvg4+n41 (1 + u)—(@1+92+f€1+fi2) (1 + U)—(93+@4+H3+H4)
0 0

X Q(aﬁ7 0) (u, v) 7Q$l)‘,’€“’”’7) (u,v) dudv

T+n/ 5—|—7’—s+ Hr@+s+1)
rpE+nr@e+1)

'p+n—k+1)I'(r+k+1)
Tt DT (r+1)
><C'7 (Ql7 92, 03, Q47§17§2) @7 (n7 kv R1, k2, k3, K4, )‘)/~(’7777T7§17 52)

><6)7 <T7 S, Qla Q27 Q37 Q47 o, 67 77 97 517 52) d£1d£2

27T

—0o0 —00

C(7 (R17 R2, R3, R4, 517 52)

yazilir. (7.22) bagintisinda o = A = g, +kr1+1, f = p = 0y+ko—1, 7 =1 = 03+k3+1
ve 0 = 7 = p, + kg4 — 1 alarak esitligin sol tarafinda (5.77) ortogonallik bagintisi

kullanilirsa, asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 7.7

7E'r,s (CC) Y; 01, 02, 03, 04, R4, K3, K2, Kl)

I'(r—s+0y+ k) (s+ 04 + Ka)
= O (1, 8,01, 09, 03,0
F(Q2+H2)F(Q4+/f4) 7( Do

,Q1+/‘€1+1,Q2+/‘€2—1,Q3+/€3+1,Q4+/€4—1,—2..%,—2.:1/)
ozel fonksiyonu oy, 0y, 05, 04, K1, K2, k3, kg > 0, 05 + K3 > 2r ve p; + K1 > 2r olmak

lizere
| [re+ioTie- T+ - )
—00 — OO
XI' (k1 —ix) T (kg +ix) T (kg — iy) [ (kg + iy)
X 7E7",s (ZSC, Zya 01, 09, 03, 04, R4, K3, K2, Kl)

X 7By (—ix, —iy; K1, Ko, K3, K4, 04, O3, 0o, 01) dxdy

42 (r —s)!s!T (0 + k1 +1—(r—8))T (03 + k3 +1—38)T (0y+ kg +7 — 5)
(01 + k1 —2(r — s)) (05 + ks — 25)

XF(94+H4+S)F(91+92)F(03+Q4)F(51+/€2)F(f€3+/€4) Orn0s k
[ (o) +0y+ k1 +ka—(r—5))T (03 + 04+ K3+ krs—5)

seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyarl 7.7 01 = K1, O = K2, 03 = R3, 04 = KRgq VEYA 01 = 09, K1 = K3, 03 = 04,

k3 = k4 i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu pozitiftir.

7.8 SQ%’;q) (x,y) Polinomlarinin Fourier Doniigiimii

01, 09, K1, Ko, @, B, A ve u rteel parametreler ve sQ%? (x,y) polinomlar1 (5.86) ile

tanimlanmig olmak tizere

e’ +e «a T
hr,s (l’,y, 01, 09, & >ﬁ) = €Xp ( 01T — 02Y — T) Q( A (6 76y) (723)
ve
P (2,95 K1, K2, A, 1) = exp <—f€133 — KoYy — - ;— c ) Q(/\ Y (e e’)  (7.24)
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fonksiyonlarini ele alalm. (7.23) ile verilen h, s (x,y; 01, 05, @, ) fonksiyonu igin

Fourier doniigiimii hesaplanirsa

F(hr,s (.T, ya Qla Q27 o, 5))

o0 o0
, e~ T~y
= [ [ et neer T Q) (o) dady

—00 —00

s

N / / (@16 y~(et1+i6) =3 (43) N, (1) N (v) dudw
0 0

o0

— (_1)7‘ Z (_ (T — S))ll (Tll— s+1-— a)ll /u(91+1+i5111)621udu
11=0 (_1) ll' 0

% Z (—8)12 (8 +1-— 5)12 v_(gﬁl“g?_lz)e_idv
(—1)21,!

M (=(r—s),r—s+1-a)

l1 +i&,—l1 .
2917 Ty + &, — 1
(_1)11 N (01 +i& — 1)

v Zs: (_3)12 (s+1-5)

l i€y— .
A R Tl

1o=0

= (_1)T C18 (917 92a§17£2) @8 (T’,S, 01, Q27a76a§17§2)

elde edilir. Burada

Cs (01, 02,61,&) = gertertiltiter (01 +1i&) I (0g +i&,)

ve

—(r—s),r—s+1—a 1
) = LHF -
8<T78791a927a7ﬁa€17§2) 2 1< 1 — o, —'lgl | 9

oo (75 s+1—ﬂ|1
o 1—0,—i& 2

dir. Benzer bigimde, (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve (7.9) bagmtilar1 kullanilarak

(7.24) ile tanimlanan fonksiyon i¢in Fourier doniigiimii

f(hn,k (l‘, Y; k1, Ra, Aa :U’)) = (_1)” 08 ("ila ’i27§17§2> @8 (n7 k? R1, k2, )\7 M7€17§2)
135



seklinde bulunur. (2.6) Parseval Ozdesligi'nden

/ / (@1 tm)a—(rtra)y—(e =" +e V) (7.25)

—00 —00

X Q(aﬁ (e, ¢eY) 8Q(’\,;“) (e”,e¥) dxdy

— //U (o1+#1+1) (02 +h2+1) = (1+2) QP (u,v) sQWN (u, v) dudv
0 0

r+n 0o 0o
= ( //08(91702a§17§2)@8<r73aglag27aaﬂa§17§2)

xCsg (/‘11, K2,&1, 52)@8 (n, k, k1, ko, A, i, &, f2)df1df2

elde edilir. (7.25) bagmtisimnda o« = A = oy + k1 +1ve = u = 0y + ko +
1 alarak esitligin sol tarafinda (5.87) ortogonallik bagintisi kullanilirsa bunun bir

sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 7.8

BET,S <x7y7 01, 02, K2, /fl) = @8 (7”, S, 01, 09, 01 + K1+ 17 (%) + Ko + 17 §17’£2)

ozel fonksiyonu o;, 05, k1,k2 > 0, 0; + K1 > 2r ve 9, + Ky > 2r icin agagidaki

ortogonallik bagintisina sahiptir:

//F(01+i$)r(g2+iy)F(fi1—ix)F(fig—iy)

—00 —00

X SET,S (ZZE, Zya 01, 09, K2, "il) 8En,k (_Z*Ta —Z,% R1, R2, 09, Ql) df)’]dy

B W2<T—S)!S!F<Q1+H1+1—(T—S))F(g2+f§2—|—1_5>§ 5
B 01 +09+kK1+K2—2 (Ql + Ky — 2 (7“ - 8)) (QQ + Ky — 28) rn0s k-

Uyar1 7.8 p; = K1 Ve g, = ko i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirhik fonksiyonu

pozitiftir.
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79 o 5’;‘1’“) (x,y) Polinomlarimin Fourier Déniistimii

01, 0, 03, K1, K2, K3, @, 3,7, A, i ve 1 reel parametreler ve 4Q%%" (z,y) polinomu

(5.94) ile tamimlanmig olmak iizere

hoos (T, 01, 03, 03, 0, B,7) = €227 0V="7 (1 4 ¢7)~(@1te2) Q%) (7, e¥)  (7.26)

ve
e (@, 45 v,y Koy Ky A, 1, 77) = €259~ 37 (1 4 ) (m04m) g (g cuy - (7.97)

fonksiyonlarini ele alahm. Simdi (7.26) ile verilen fonksiyon igin Fourier doniigiimiinii

uygularsak

f(h'r,s (‘T? Y; Ql) Q27 937 «, 67 ’7))

oo o0

— //e i(€12+E2Y) o020~ 03y~ (1+€w)—(@1+92) QQ%B,V) (e:v’ey) dzdy

—00 —0O0

w171 (1 4 o) ~(@rtes) v (estigatl) ;=55 0@ %P (4, v) dudv

2611 (14 u)~ (01402) Uf(es+i£2+1)e*iM£ff) (u) N§7) (v) dvdu

{
/

ok\\ugok\ﬁ

P Btr=s+1) [~ (=r=9), (r=s+1-aq),
= 1) IB+1) ,2 (B+1), (-1)" 1!

/u921i§1+11 (1 + u>—(91+92) du
0

2 Ve
= 0
CT(BHr—s5+1) [ (=(r—=s)), (r=s+1-a),
-1
VTR & g, 0
XF(92 — i€y + 1) T (o) +1&; — ll)]
I'(01 + 02)

— (=), 5+ 1=, o vie, .
X [Z : By 220827 (g, 1€, — 1)
im0 (—1)7 15!

1T’ — 1
(—1) F((Bﬁ—:_rl) 5T )09(91702793»§1>§2)

X@9 <T787 01, 02, Q37avﬁ777§17§2)
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bulunur. Burada

D03+i&,

mf (01 +1&) T (02 — 1&1) T (05 + i&,)

Cy (01, 02, 93751752) =

ve
-5, s+1—~v 1
C] = oK ’ il
9(r>s7glag27Q37&75777€17€2) 2 l( 1_@3_252 ‘2)

B
6+17 1_Q1_Z§1

ile verilir. Benzer sekilde, (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve (7.9) bagntilarindan
yararlanilarak (7.27) ile tanimlanan fonksiyon i¢in Fourier déniigiimii
(-)"T(p+n—k+1)

I'(p+1)
xCo (K1, k2, k3,1, &2) Og (1, K, Ky, Koy K3, A, 1,1, €1, €)

F (hn,k (.ZU, Y; R1, R2, kg, /\7 H, 77)) =

olarak hesaplanir. Elde edilen Fourier doniisiimleri (2.6) Parseval Ozdesliginde ye-

rine yazilirsa

/ / eleztro)r—(eataly—c¥ (1 4 gm)~(@rtertmtna) (7.28)

—00 —O0

X Q(O‘/M (e”,eY) Q(/\“") (e®,e¥) dxdy
= //u92+f€2 1 1+u) (01+02+K1+kK2) _(934_,.;34_1)6 i

X 9@y, (@57 (4, v) QQ;’\k " (u,v) dudv

+”// 6+7‘—8+1)F(u+n—k+1)
E F@E+DT(p+1)

2m)?
XCQ( 17’%27%3751752)@9 (n7k7K17l€27li37)‘7u77]7€17§2>
xCo (01, 09, 03,81,82) O (1,8, 01, 095 03, 4, B,7, &1, &5) d§1dE,

bulunur. Boylece, (7.28) bagmtisinda A = o = 9, + k1 + 1, p = 0 = 05 + k2 — 1
ve n = v = 03 + k3 + 1 alarak esitligin sol tarafinda (5.95) ortogonallik bagintisi

kullanilirsa, asagidaki sonug verilebilir:
Teorem 7.9

9ET’,S (:E? Y; 01, 09, 03, K3, Ra, K/l)

:69(71787917@27@37@1—’_’{1+1792+K2 1 Q3+/€3+1 x —Zy)
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ozel fonksiyonu oy, 04, 05, K1, K2, kK3 > 0, 05 + K3 > 2r ve p; + k1 > 2r olmak {izere

[ [re+irie -t e+ )T -

—00 —00

xI' (/12 + 233) r (/%'3 - zy) 9Er,s (z’x, 1Y; 01, 09, 03, K3, K2, /il)
X 9B, (—ix, —iy; K1, Ka, K3, 03, 09, 01) dzdy

w2 (r—s)s!ll (o) + k1 +1—71+38)T (03 + k3 +1—5)
20572 (0 + Ky — 2(r — 5)) (03 + K3 — 25)
% (0, + k) T (01 + 05) T (K1 + K2) s
['(op4+0y+K1+r—74+8)T (0g+K2a+7T—5)

formunda ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.9 o, = K1, 09 = K2, 03 = K3 Veya 0y = 0y, K1 = K2, 03 = K3 i¢in bu

ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu pozitiftir.

7.10  13Q%? (z,y) Polinomlarmimn Fourier Déniisiimii

01, 09, K1, Ko, v, B, A ve pu teel parametreler ve 13Q%7 (z,y) polinomlar1 (5.134)’de

tanimlanmig olmak iizere
B (.53 01, 09,0, 8) = (1+22) 747 (14277 5000 (2,y) (729
ve
B (2, 3 K, iz, A, 1) = (1 + x2)—(m—1/4) (1 + y2>—(ﬂz—1/4) 13@51),\;;u) (z,y)

fonksiyonlarim diigiinelim. (7.29) ile verilen fonksiyon igin Fourier doniigiimii uygu-

lanirsa
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F (hr,s (I, ?J: 917 92) «, /6))

/ / —i(&12+Ey) 1+ ) (e1—1/4) (1+y2) (02—1/4) Q (x,y) dydz

—00 —00

/ 677,511’ (1 + :UZ) (01—1/4) Ir(C_Y)s (.CU) dx

" / i€y (1 Y ) (02—1/4) [S( ) (y) dy
[7;5] . a—1 Zl
— 5)lglor —-1)" 270
(r—s)ls IZ:%( ) (T—S_ll)( I )
« / —ié1 (1 +x ) (e1=1/4) Jr—s thl'
[5] 1\ 6—1 s —lo 9—2l> i —i62y (1 2)_(92_1/4) s=22
x lz::o (_ ) v Z2 l2 e ( + ) ) Y
2T ()T (8) [fj] (1) 2% (= (= ),
TC'(a—(r—s)T(6—2s) = (o — (T—S))ll [!

oo

5] I 5—21
(—=1)227%2 (=s)y » (02-1/4) oot
e )
lo=0 I2 "2

—00

elde edilir. Burada (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) esitlikleri ve

(7.30)

N _22lH( k+3_1) L 0<I<
l

o |

acilimi kullanilarak
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F (hrs (2,95 015 09, @, B)) (7.31)

_ 2T () T (B) 2
- Tla—(r—s)T(8-s) l; (= (r =), !

oo

X / —i; T (1 + ) (01—1/4) £L'T_S_2l1dl‘
E]: (_1>l2 (_5)12 (_%)12 7 €0y ( 2)*(92*1/4) 202 g
X e "2Y (1 + Y ys— 2 Yy
s (5 — S)l2 lg'
2= —0o0
elde edilir. Burada
[o¢]
Sr—s,h (Qla 51) i / - (1 + )7(9171/4) xT_S_QZId"L‘
/ (f: 25133 ) (14 22) @19 grosman g
oo \J=0
oo VN B
_ (_Zfl) / (1 i IQ)—(91_1/4) 2rsti—2h g
=
ve
Ss,lz (927 52) = / €—i£2y (1 + y2)7(9271/4) yS_ledy
°0 0o . j
_ / (Z( Zg‘gy) ) (1 +y2)*(92*1/4) ys—2l2dy
o im0 T
o] —q 7 0 o )
_ Z ( 5'2) / (1 4 y2) (02—1/4) ys+]—2l2dy
=

olarak alalim. Simdi bu integralleri hesaplayalim. ilk olarak birinci integralde r —s =

2m durumunu inceleyelim.

(2m)! = 2*™m! (-) ) (7.32)

bagintis1 yardimiyla j = 0,2,4, ... i¢in



o0 o2k
—1 (01—
Somu, (01,61) = Z (—i&y) / (1 + $2) (01—-1/4) p2m2k=20 g, (7.33)

— 2—4/(1+u)_(91_1/4) L1210 gy,
!
0

= kG,
& (_1)k(%)kl“(m—i—k—i—lﬂ—ll)l“(gl—m—k—3/4+l1)
"L TH, Flo— 17

o (m+1/2—1), (z)
XZ;(7/4+m—Q1—ll) E

dir ve j = 1,3,5,... icin Sopmy, (01,€&;) = 0 oldugunu gormek zor degildir. Diger
taraftan, r — s = 2m + 1 durumunda j = 1,3,5, ... i¢cin (7.30) ve (7.32) bagintilar:

yardimiyla
Som+1 (015€1) (7.34)
= (_i§1)2k+1 7( 2\ —(e1=1/4) _om+2k+2—21
_ Z %) 1+2 ) 1 x m+2k+ Ldx
— (2k +1)! -
. s (5 )k r —(01—1/4) m+k+1/2 1
— (2)9s
0
0o k: 2 k
(it Z )7 (&) T(m+Ek+3/2—1)T (0, —m—k—T/4+1)
a ! =0 24s—1 [0y —1/4)
B 5H1 ( )k

= (—=i&)Bm+3/2—1;, o, —m—T7/4+1)

N
i (m+3/2—1y), (%)
X
—~ (11/4+m— o, — ), (%)kk|

dir ve j = 0,2,4,... igin Sami14, (01,§1) = 0 olacag: agiktir. (7.33) ve (7.34) bagn-

tilarindan, S, s, (01,&;) integrali agagidaki gibi elde edilir:
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ST*S,ll (lefl)
RERSIY(C SR ENLIASC BT

°° (== +1/2-0),
5 ;

= (/A [ — o —h), (1) K

"'kl»-‘w
N————
ol

Simdi de Ssy, (05, &,) ile verilen ikinci integrali hesaplayalim. s = 2m durumunda

j=0,2,4,..icin

00 o2k P
—1 —(02-1/4)  9m-+2k—21,
Samiy (02,62) = Z%/(Uﬂ/?) (27 t) ot 2k=20z g (7.35)
k=0 AR
— 2—4 (1_‘_U)f(grl/‘l)Um+k—1/2—lzdv
(3), ¥
k=0 2/k 0
k
k(€
_ Z(_l) <Z> C(m+k+1/2—1)T (09 —m —k—3/4+1)
k=0 (%)kk' [ (0 —1/4)

o (m+1/2- 1), (i)k
L AT e, (), F

ve j =1,3,5,... icin Sopmy, (09,&5) = 0 oldugu goriiliir. Diger taraftan, s = 2m + 1

durumunda j = 1,3, 5, ... icin
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2k+1
i)

1 2\ —(02—1/4) 2m+-2k+2-212 ] .
i [ e ey y (1.36)

—00

© (1 kr.onk X
= @@)ZM/ 14 0) —(e2=1/4) | ymtk+1/2-12 g,
0
k

Somi1, (02,82) = Z (
-0

22 T(2) 2y,

- (i)Y @)
k=0 22F I (2+§_1)k

s=1

Fm+k+3/2—10)T(0g—m—k—=T7/4+1)
X
ey —1/4)
= (=) B(m+3/2—13, 0 —m —T7/4+15)
(m+3/2— 1), (%)k

X
5%nm+m—@ BRENE

olup j = 0,2,4, ... igin Sop 414, (09, &2) = 0 oldugu asikardir. Boylece (7.35) ve (7.36)

kullanilarak

e T (B +1/2=1)T (00 — [22] = 3/4+ 1)
[0 —1/4)

= () re-w(9)
5 - ()

= (T4 [ - ), (1-5E) K

Ss,lz (Q27§2) = (_7’52>

yazilabilir. Simdi, hesaplanan S,_;;, (01,&;) ve Ssu, (05, &,) integralleri (7.31) bagin-

tisinda yerine yazilirsa

D ([=2]+1/2)T ([5] +1/2)
[0y —1/4)T (0 — 1/4)

O RN ETY

C’13 (TJ S, 01, 02) -

ve
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1-(=1)""% 1-(=1)°

O13 (7,5, 01, 09, v, 3,61, &) = (—i&;) (—i&y)

S ), - 12 ),
= (= (r—s)), (1/2 _ [r s+1])l1 N

5 12+ [ -4y :
a 7/4+ [t S*l}—gl—11,1—% 4
3 —; < 1), (0 — [22] - 3/4)
N T G0 e

1/2+ [ -1 2
X 11 s+1 _[ 2_] ; (= ’ 22
T4+ ] — 0=, 1 -5+

f (hT,S (I’, ?J; Q17 927 CY, 6))

2T (o) T
F (CY _ (T (_02)) ;ﬁ()ﬁ _ 8) 013 (T, S, Ql? 92) @13 (7“, S, Ql? 927 a, 5a€17£2)

olmak tiizere

elde edilir. Benzer olarak

F (hnyk (2, y; K1, 2, A, 1))
2" (A) T ()
TA=(n—=k)T (n—k)

olarak bulunur. F (h, s (z,y; 01, 09, @, B)) ve F (hn i (2, y; K1, K2, A, 1)) sonuglari (2.6)

Ciz (n, k, k1, k2) ©13 (0, k, K1, Ko, A, 11, €41, &)

Parseval Ozdesligi'nde yerine yazilarak

/ / (1+x2)—(91+m—1/2) (1+y2)—(92+m—1/2)

X 13Q(a,ﬂ) (z,y) 13@52};#) (z,y) dydz
= 2 () T (B) T (AT (1)
JoJ (a—(r—=s)T(B—-—s)TA=(n—Fk)T(u—k)

><C113 (na ka R1, H2)®13 <n7 ka R1, R2, )‘7 H, 517 52)
XCI?) (Tv S, 01, 92) @13 <T7 S, 01, 09, &, /87 517 52) d£1d€2

bagintisina ulagilir. Yukaridaki esitlikte o = A = p; + k1 ve 8 =yt = 05 + Ko alarak
esitligin sol tarafinda (5.135) ortogonallik bagintis1 kullanilirsa

I(z)T (z + %) (7.37)
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esitligi yardimiyla
22erteptmtre—r—1)r2 (p _ )l
(ot — (=)~ Do+ ra—s— 1)
y 2 (0, + k1 — (r—5))T? (0y + k2 — 5) 5. 5.
P21 +r)=(r—5) DT (2(e+r2) —s—=1) "7

/ / Cl?) (n7 k? K1, 52)@13 (n7 ka R1,R2, k1 + Ql? Rg + Q27€17€2)

—00 —00

XCI3 (Tv S, Qlu QQ) @13 (7', S, Qla (Q27 Ql + K1, QQ + Ra, 517 £2) d£1d€2
yazilabilir. Sonug olarak,

Teorem 7.10
13E7‘,8 (,T, Y; 01, 09, K2, /il) = @13 <T7 S, 01, 09, 01 + K1, 09 + K2, _ix7 _Zy)

ozel fonksiyonu o;, k1 > [ZH2] 4 3/4 ve gy, ko > [Z2] 4+ 3/4 olmak {izere

QAertertrtre—r—1) 2 (p _ g)lg
(o tmi—r+s=1)(0+re—s=1)T(2(0; + k1) =7 +s5—1)
2 (0, +k1— (r—38))T%(0y + Ky — 8)
L(2(0+r2) —s = DI (01 = [F55] =3/49) T (02 — [*57] = 3/4)
I'(oy —1/4) T (0, — 1/4)
D (k2 = [55] =3/4) T (51 — [*55] = 3/4)
y [(ky —1/4)T (ke — 1/4) 5
(=1 +12) e (] +1/2)

13Ers LT Zy7 Q17Q27"i27/€1) 13Enk( Zy; /117527@27@1) dl'dy

8\8

X

X

formunda ortogonallik bagintisina sahiptir.

711 Q% (2,y) Polinomlarinin Fourier Déniisiimii

01, 09, 03, K1, K2, K3, @, 3,7, A, i ve 7 Teel parametreler ve 14Qy's (Pg) (x,y) polinomlar

(5.142) ile tamimlanmig olmak {iizere

x T\~ —(e3—1/4 « x
hss (2,95 01, 09, 03, 0, B,7) = €227 (1 4 ) =070 (1 4 2) " B7VY | Qlaba) (oo )
(7.38)
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ve
hn,k (l’, Y; K1, ko, k3, >\7 W, 7]) — 2 (1 + em)—(m-‘rnz) (1 + y2)—(ﬁ3—1/4 Q()\#n ( )

fonksiyonlarini tanimlayalim. (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve (7.30) esitlikleri kul-
lamlarak (7.38) ile verilen h, s (x, y; 04, 09, 03, @, 3, y) fonksiyonu igin Fourier doniigiimii

hesaplanirsa

( 7«5(1’ yv Q17Q2>Q37 75 P)/))

— / / —i(&12+E2y) 227 (1 +e ) (01+02) (1 + y )7(9371/4)

—00 —00

x 14Q%P (e, y) dyda

102116, ,—isy (1+ t)_(91+92) (1 + y2)_(93_1/4) MP (t) Isﬁ) (y) dydt

r—S

—3

|

= (=1)"*2%(r — s)ls! [i (O‘ y TZ 4 1) (fj;__;) (—1)"

11=0

8

« /tQQ—l—i§1+l1 (1 + t)‘(@ﬁ‘@z) dt

el

—1 s—1 i —(e3—=1/4)  s—
(=" (Z_JQ)( ly 2) /e (14 y?) Ty ay
0

—00

X
1 °
o —
I vl

B '"T(a—r+s)I'(B+r—s+1)
= (=) 'S'[lelr (a—r+s—=0)T(r—s+1-10)

11=0
(g —1& +04)T (91‘1“151_[1)}
P(B+1+0)T (0 + 09)

[%] l o]
3 (—1)2T (7) / - or1/8) o2

- TRl (1 4 s=2l3 g
T (v —s+1)b! (s —2D)! (1+y?) o2y

(= D)T2T(B+r—s+ 1) (y) ' ‘
R ED I
SR s o) o),

(B + 1)11 (1—0— Zfl)zl ly!

— 00

110

y Z )212 / —ifyy (1 Ty )—(@3—1/4) y872l2dy
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(=D T(B+r—s+ 1T (7)T (0 +3€,) T (0, —i&)
LB+ (y—s)T (0, + 09)

— (= (r=23)), (r=s+1—-a), (0, —i&),
XZ (B+1), (T =0, — &), !

11=0

2
(D IT (=5, % a
y Z k=1 / o2y (1 + y2)*(@3* / )ys—Qley

12=0 s

bulunur, yani

F (hos (2,5 01, 02, 03, v, 3,7)) (7.39)

(=D 2T(B+r—s+ 1T (7)T (01 +3&,) T (0, —i&y)
LB+ (y—5)T (0 + 0)

><3F2 _<T_S)7T_S+1_O{a QZ_Z€1|1
6"’17 1_91_251

[%] l2 S s—1 o0
—1)2 (=2 _s=1 . -
« Z( ) ( 2)12( ' 2 )12 /e—z£2y (1+y2) (03—1/4) ys_%dy
15—0 (v = s)y, ba! E
dir. Burada, yukaridaki integral
— —(03—1/4) o_
53712 (93,52) - /e £ay (1+y2) (o3 /)y Zley
T j
_ / (Z( ngy) ) (1 +y2)*(93*1/4) =22y
Jo\i= P

_ f: <_i§2)j / (1+y2)*(93*1/4) ys+j—2l2dy

ile gosterilsin. s = 2m durumunda j = 0,2, 4, ... igin (7.32) bagintis1 yardimiyla
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S2m,12 <Q37 52) (7-40)

(e’ . 2k o0
—1 _ o
_ Z( 52) /(1+y2) (e5—1/4) y2m+2k—212dy

k=0 (Qk)' E
00 (_1)k % koo
- kz—% T(k") / (1 4 ) (7 1A gth=1/27L2 gy,
2\ k
= i(—l)k(%) T(m+k+1/2—1)T (03— m —k—3/4+1y)
i (@R T (05— 1/4)

= (m+1/2-10), (%
;_; (7/44m — 05— lo), (

olarak bulunur ve j = 1,3,5, ... icin Sa,4, (03,&,) = 0 olacagr agiktir. Diger taraftan
s =2m + 1 durumunda j = 1,3, 5, ... i¢in (7.30) bagintis1 kullamlarak

SZm-‘rl,lQ (Q3u 52) (7-41)

00 e \2k+1
—1 _ _
_ Z( 52) /(1+y2) (03—1/4) y2m+2k+272l2dy

L2k +1)!

/ (1+ v)7(9371/4) MR 2=l gy,
0
k

F(m+/{:+3/2 l)T (03 —m —k—="T/4+1s)
X
I (03— 1/4)
= (—1§) B(m+3/2 =13, 03— m—T/4+ 1)
= . (8)
XZ (m+3/2 l2)k(4)3
— (11/4+m — o3 — l2), (E)kk!

ve 7 =0,2,4, ... i¢gin Syi14, (05,€,) = 0 olacaktir. Boylece (7.40) ve (7.41) bagn-

tilarindan
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SSJz (93752)
= (—i¢ )% r ([%] +1/2 - l2) r (93 - [%1} —-3/4+ lz)
- T (05 — 1/4)
(8 41721, (9)
(5] — 05 - l2)k (1 - %)kkl
T )1‘(‘”5 U ([5] +1/2 = 1) T (05 — [*F'] = 3/4+ 1)
’ T (05 — 1/4)
[T +1/2 -1 £
o (7/4+ 2] — 0 — b, 1 - ’z>

olur. Yukaridaki ifade (7.39)’da yerine yazilirsa

F([5]+1/2) T (es — [51] —3/4)

014 (8, 015 92, 03, 61) =

I' (03 —1/4)
4 ' (0, +i&,) T (0 — i&y)
I' (01 + 0,)

ve

614 (T, S, Qla Q27 937 a, B: e 517 52)

o 1=(=D® —(r—s), r—s+1—a, g5 —i& )
= (=1 2 F. 1
(=) “( B+1 1-0 —i |

(30 C0 ), (o () =37,

olmak tizere

()" 2°T(B+r—s+1)T'(y)
FE+DT (-9
XCM (37 Ql, Q27 Q3; 51) @14 (T, S, Qla QQ; Q37 «, ﬁ; 77 517 62)

f (h/r,s (l’, Y; 015 03, 037 a, 57 7)) -

bulunur. Benzer sekilde

(=1)" " 2" (u+n—k+1)T(n)
C(p+1)T(n—Fk)
><6114 (k; K1, R2, k3, fl) @14 (nv ku R1, R2, k3, )‘) 17, 517 52)
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olacagmdan elde edilen fonksiyonlar (2.6) Parseval Ozdesligi'nde yerine yazihirsa

/ / e(Qer/iz)x (1 + €x>—(91+92+m1+n2) (1 + y2)—(93+53—1/2) (742)

—00 —O0

X 140, (P (e, y) 14@,(:/}“’77) (", y) dydz

— / / t@g"ﬁ‘@_l (1 + t)_(91+92+51+ﬁ2) (1 + yQ)_(Qg,"FHB_l/?)

X 1462(“’5’”)( y) QU (t,y) dydt

B // 25““{‘ 64—7’—3—1—1)F(7)F(u+n—k’+1)l“(17)
(2r)? P+ (y=s)T(p+1)I'(n—k)

xChyq (k, K1, K2, K3, 51) O14 (n, k, k1, Ko, K3, A, L, 1, fp 52)

XOI4 (87 Ql; QQ; 937 51) C_')14 (T) S, Qlu 927 93) «, /67 v, 517 52) d§1d§2

bagmtisina ulagihr. (7.42) bagmtisinda 9, + k1 + 1 =a =\, oo+ ke —1 =5 =p
ve 03 + k3 = v = n alarak esitligin sol tarafinda (5.143) ortogonallik bagintisi
uygulanirsa (7.37) esitligi kullamlarak

[c o luNNe o}

/ / Clq (k, K1, K2, K3, 51)014 (57 01, 02, 03, 51)

—00 —0O0

X Oy (N, k, K1, K2, kg, k1 + 0y + 1, k2 4 0y — 1, kg + 03,61, §5)

><@14 (Ta S, 015 02, 03, 01 + K1 + 1; 02 + Rg — 17 03 + ‘%3751752)

22(estma=s) 2 (p — S\IsIT (0 + k1 + 1 — (r — 5))
(07 +r1—2(r—35))(05+Kk3—85—1)T(0; + 09 + k1 + k2 — (r — 5))
[ (0y + Kk2) T2 (05 + K3 — ) 5
I'(oy+hr2+71—35)T(2(05+k3) —s—1) rrek

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 7.11

14Er,s (33‘, Y; 01, 09, 03, K3, K2, ’%1)

- @14 (Ta $, 01, 09, 03, 01 + R1 + 1a 02 + Rg — 17 03 + K3, —iJI, _Zy)

ozel fonksiyonu gy, 04, k1, k2 > 0, 0, + k1 > 2r ve g5, kg > [%] + 3/4 igin
151



77F(Q1+ix)F(92—ix)F(/<;1—z'x)F(nz—l—ix)

—00 —00

X 14E7',s (ZI’, 1Y, Ql? Q27 Q37 R3, K2, "11)

X 14En  (—ix, —1y; K1, Ko, K3, 03, 09, 01) dzdy
22estrs=8)n2 (r — S)ISIT (o) + k1 + 1 — (r — 8))
(o + k1 —2(r—s)) (03 + ks —s—1)I (01 + 0y + K1+ K2 =7+ )
I? (09 + K2) r? (03 + k3 —s)
T (0 +rz+1 =)D (2(05 + h3) — s — 1)T2 ([*F] +1/2)
I' (0 + 00) T (k1 + k2) I (03 — 1/4) T (k3 — 1/4)
[ (o= [*5] =3/4) T (ks — [55] —3/4)

seklindeki ortogonallik bagintisina sahiptir.

X

6r,n55,k

Uyar:1 7.10 o, = 0,, k1 = Ky Veya 9; = K1, 05 = ko i¢in bu ortogonallik bagintisinin

agirlik fonksiyonu pozitiftir.

712 5 5{;@) (x,y) Polinomlarimin Fourier D6niigiimii

01, 09, K1, K2, @, B, X ve p reel parametreler ve 15Q7(«f7§q> (x,y) polinomlar1 (5.152) ile

tanimlanmig olmak tizere

T -1/4 «
hr,s (xayv Q1>Q27 7ﬂ)_€ o e (1+y) (92 /M 15Q( A (6 y) (743)

ve

hn,k (ZC, Y; K1, k2, )\7 :u’> = eilﬂmei% (1 + yZ)_(HQ_l/Al Q()\ Y ( )

fonksiyonlarini alalim. (7.43) ile verilen h, s (z,y; 01, 09, @, ) fonksiyonu igin (2.1),
(2.2), (2.3), (2.4), (2.5) ve (7.30) bagmtilar: kullanlarak elde edilen Fourier doniigtimii
asagidaki gibidir:

f(hrs(m Y; 01, 09, aﬁ))

— //e i(€12+63y) p— 017, <1+y) (02—1/4) 15Q(a6) (e”,y) dydx

—00 —00

_ //e a6t o (1 4 2) @ N (1) 1) () dydt
0 —o0
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= (=12l [i ! (O‘ - (rl: - 1) (T o h) (-1)"

11=0
" / (o ig F1-1) — & 1y
0
% —1)2 22l2/€i§2y 14+ AR 372l2d
l;( ) <s—z2)(12 > (1+y%) Y dy

_ s os = (D" T (a = (r—s)) 2276 0T (o, +i&y — 1y)
= (T2l [Z Tlo—(r—s) = )T —s+1—D)0

11=0

[s/2] I oo o
Y (—1)"2 2221 (3) / L )
X P 1+ 2 523 g
ZQZOF(/B_S+Z2) l2‘(3_2l2)' ( Y ) Yy Y

— 00

= (AP (g i) r s

(=9, (r—s+1—-0a), 2"
) llz_% (1—0 — i51)11 ! }

(/2 (_q) g2 () T
21, —i€yy 2\ —(e2a—1/4) s_21,
X e l+y Yy Py |
lgg[) (ﬂ o 8)12 12' / ( )

—00

yani
r—S s 1 . F 6
F (0,07 102300 ) = (1) 20T (g i6) s (T
—(r—s), r—s+1-a 1
X oF < ( ) . | —>
1 =0, —1i& 2
[s/2] (_q)l2 (_s sl oo
Z (1) (é _2)81)2 (l ' 2 )12 /ei§2y (1 +y2)—(@2—1/4) ys*%dy
1o=0 l2 2 —c0
dir.
i —(05—1/4) 4_
Se, (09, 6) = /e £2y (1+y2) (02 /)y 2l2dy
> (—ikyy) —(0g—1/4) 4
_ /(Z( .‘2))(1_‘_?;2) (02 /)y 2l2dy
Jo\io I
oo i % o '
_ Z( Z§2) /(1+y2) (02—1/4) ySﬂ*Zley
= )L



dersek, onceki integrallere benzer olarak (7.32) bagintis1 kullamilarak s = 2m duru-
munda j = 0, 2,4, ... i¢in

o0

00 2l~c
Zf —(02—-1/4) omaok_
Somis (02:62) = Z 2 = [y e ey (1

—00

=0

Ny
i (m+1/2—15), (%)

X
pre (7/44+m — 0y —12), (%)kk‘!

J=1,3,5,...icin Sop, 1, (09, €5) = 0 olur. Diger taraftan (7.30) bagintisi yardimiyla
s =2m + 1 durumunda j =1, 3,5, ... i¢in

Som1,4> (02,€2) (7.46)

. (_ifz)%H 2\ —(e2—1/4) omiokt2-21
~ ZW (1+v7) y *dy
k=0 ;

—00

= (=€) B(m+3/2 =13, 09 —m—T7/4+15)

2\ k
©  (m+3/2—1), (%)
L T a b, (), F

=0

ve j =0,2,4, ... i¢in Sopi1, (09,&5) = 0 dir. (7.45) ve (7.46) bagmtilarindan

Set, (09,&) = (= 252) ey ([*f] +1/2 —I{z()gjggi/;)[%} —3/4+1,)

St +1/2-1 2
X 1FY s[+12 ] 2 (—1)° | 54—2
T/A+ [5] =0y — 1o, 1 - 5%

yazilir. Bu egitlik (7.44)’de yerine yazilirsa

F(hr,s(xvy;tgvaZ»avﬁ)) = _F_—S(B)C&S(S?Qlﬂgbglaéé)

X015 (7”737 01, Qzﬂﬁfufz)

bulunur. Burada

Ci5 (8, 01, 02,61,62) = 2stertiar (07 + &)
B ({%] 1 1/2, 0y — {5‘2”} _ 3/4>
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—(r—s), r—s+1l—-a 1
C] = L F il
15 (r757Q17Q2aa767§17£2) 2 1( 1—Q1 —Zfl 2

Loen [ (=5), (554, (e — [F] -3/9),,
X(—Z§2) ; (ﬁ— )l2 (1/2 [ D l2.

[s+1] 1/2—[2 f_g
X1F2<7/4+[T]_Q2_l2a 1_%’ 4

dir. Benzer olarak

l\3|+

[v2)
|+
+

1\ k
f(hn,k(%y;/ﬁ,/fz,)\aﬂ)) = %Cﬁ(kﬂfl,@,ﬁufz)

X@15 (n7 k) R1, R2, >\a 1, 517 52)

yazilir. Elde edilen 6zel fonksiyonlar (2.6) Parseval Ozdesligi'nde yerine yazihirsa

/ / —(e1+r1)z (1 +y )_(92+”2_1/2) (7.47)

—00 —O0

X 15@%’6) (e y) 15Q,(~j}cu) (e”,y) dydx

_ / / et} (1 4y 2) @D @) ¢y QO (2,4 dydt

—00 —00

)" T (B)T ()
S F(u k)

XOIS (k7 K1, K2, 517 52)615 (n7 ka R1, K2, )‘7 M, 517 f?)

><C115 (87 01, 09, £17 52) @15 (Ta S, 01, 09, @, Ba 617 52) d€1d€2

elde edilir. Son olarak, (7.47) bagintisinda o« = A = g, + k1 +1ve f = p =
0, + Ko alarak esitligin sol tarafinda (5.153) ortogonallik bagintis: kullanilirsa (7.37)

bagintisindan

et (r — $)ISIC (0 + k1 + 1= (r =) T (0 + Fa —8) o
(01 + 51 —2(r—5)) (03 + f2 —5—1)T (2 (05 + Hg) —s — 1) "">F

/ / CV15 (ka K1, "’{'2751752)@15 (n7 k? R1, K2, R1 + 01 + 17 Ko + Q27€17€2)

XCIE) (37 01, 09, 51, 52) C'-)15 (Ta S, 01, 02, 01 + R1 + 17 02 + R, é-l? 52) d£1d€2

bagintisina ulagilir. Buradan agsagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 7.12

15Er,s ('Ta Y; 01, 09, K2, Hl) = @15 (Ta S, 015 02, 01 + K1+ 1? 02 + Ka, —’iLC, _Zy)

ozel fonksiyonu o, k1 > 0, 0; + k1 > 2r ve 0y, kg > [’";r—l} + 3/4 olmak iizere

/ / I (0 +ix) T (k1 — i) 15E, 5 (iz,1y; 01, 0, K2, K1)
X 15En,k (—ZLL’, —Z?L 517/{2’ 02, Ql) dﬂjdy

22extma=s)=(ar+m)z2 (p — S)ISIT (o) + K1+ 1 — (1 —5)) T2 (0y + Ky — )
(01 + k1 =2(r=5)) (02 +h2 =5 = 1T(2(02 + K2) =5 - 1)

Y D (g, — 4T (k2 — 1/4)
P2 +1/2)T (e = [557] = 3/4) T (m2 = [57] = 3/4)

formunda ortogonallik bagintisina sahiptir.

Uyar1 7.11 p; = K, i¢in bu ortogonallik bagintisinin agirlik fonksiyonu pozitiftir.
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8. TARTISMA VE SONUC

Niimerik analiz, yaklagim teorisi ve istatistik alanlarinda uygulamalari olan ve M (),
NP (x), J (x) ile gosterilen sonlu ortogonal polinom aileleri ve cesitli tzellikleri
Masjed-Jamei tarafindan ¢aligilmig olup, sonrasinda Koepf, Soleyman, Area ve Ni-
eto ile birlikte geligtirilerek 6rneklendirilmis ve bu sayede bir¢ok matematikci ve
istatistikciye calisma alanlarimi genigletme imkani sunmustur.

Tek degiskenli ortogonal polinomlar yardimiyla iki degigkenli ortogonal polinomlar
iiretmeyi saglayan Koornwinder metodu daha 6nce iyi bilinen klasik ortogonal poli-
nomlara uygulanarak birim diskteki, parabolik bolgedeki, simpleksteki Koornwinder
polinomlar1 gibi bircok polinom elde edilmigtir.

Bu calisgmada da Koornwinder metodunun sonlu ortogonal polinomlar icin ilk kez
uygulanmasiyla literatiir i¢in yeni olan iki degiskenli sonlu ortogonal polinom aileleri
ile onlarin baz1 6zellikleri bulunmus ve 6rneklendirilmistir. Ayrica elde edilen iki
degiskenli sonlu ortogonal polinomlarin ve bu polinomlar i¢in elde edilen 6zelliklerin
limit davranislar: incelenmis, bu sonuglar kullanilarak sonlu ve sonsuz ortogonal poli-
nomlar arasinda bagintilar tiiretilmis ve bu esnada bazi yeni iki degiskenli ortogonal
polinom aileleri ortaya c¢ikarilmigtir. Bunlarin diginda ortaya konan sonlu ortogonal
polinom aileleri cinsinden belli amaglara yonelik olugturulmusg fonksiyonlarin Fourier
doniigiimleri kullanilarak yeni ortogonal fonksiyon aileleri elde edilmistir.

Elde edilen sonuclar ¢ok degiskenli sonlu ortogonal polinomlar: tanimlama ve 6zel-
liklerinin incelenmesi iizerine yapilabilecek ¢alismalar icin kaynak olusturmaktadir.
Tezde tek degiskenli sonlu ortogonal polinomlar ile Koornwinder metodu kullanilarak
sonuclar elde edilmis olup, bu konuda calisanlar icin iki degiskenli sonlu tiirde orto-
gonal polinomlar yeni bir tiir polinom ailesi olarak sunulmusgtur. Matematik, fizik ve
miihendisligin bircok alaninda ortogonal polinomlarin uygulamalarina yonelik cok
sayida calisma olmasina ragmen, ortogonal polinomlarin sonlu analoglarini igeren
calismalar cok fazla degildir. Dolayisiyla bu tez, bu konularda calisan bilim in-
sanlarii destekleyerek bu yonde caligmalarini tegvik edebilecek ve branglar arasi

calismalar genigletilerek onemli uygulamali sonuclarin elde edilmesinde rol oynaya-
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bilecektir. Bunlara ek olarak Fourier doniigiimii altinda elde edilen sonuclar kul-
lanilarak {iretilen ortogonal fonksiyon ailelerinin ¢zellikleri yeni arastirmalarda in-
celenebilir. Yine tezin iceriginde olusturulan sonlu ve sonsuz ortogonal polinomlar
arasindaki bagintilar yardimiyla diger fonksiyon veya polinomlar arasindaki gecisler
diistiniilebilir. Boylece yapilan caligmalar daha da zenginlegtirilebilir.

Tez kapsaminda ii¢ adet yayin olusturulmustur. Bu yaymlardan iki tanesi SCI-Exp.
kapsaminda taranan "Bulletin of the Iranian Mathematical Society" ve "Symme-
try" dergilerinde makale olarak basilmigtir. Her iki yayindaki sonuclar elde edilirken
Iran’da K.N. Toosi University of Technology iiniversitesinde calisan Prof. Dr. Mo-
hammad Masjed-Jamei ile elde edilen sonuglar iizerinde tartigilmigtir. Tez kap-
saminda elde edilen 3. yayin ise SCI-Exp. kapsaminda taranan bagka bir dergiye

basim i¢in sunulmustur.
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