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Bu tez beg boliimden olugsmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, tezde gerekli olan baz1 kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, oncelikle slant egriler ile ilgili tamim ve karakterizasyonlara yer
verilmigtir. Slant egrilerle ilgili yeni karakterizasyonlar olan bazi diferensiyel denk-
lemler elde edilmigtir. Daha sonra Sasaki uzayinda N-slant helisler tanimlanmis ve
bu egriler karakterize edilmistir. Sasaki uzayinda slant egriler i¢in C-paralel ve C-
proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olma kosullari incelenmistir. N-slant
helisler i¢in bu sonuglar genellestirilmistir. Ayrica Sasakian uzayda slant ve N-slant

egrilerin AW (k)-tipinden egri olma sartlari belirlenmigtir.

Doérdiincii boliimde, normal vektorii kontak distribiisyonda yatan yiizeyler ile ilgili

tanim, teorem ve orneklere yer verilmistir.
Beginci boliimde, onceki boliimlerde elde edilen sonuclarin tartigmas: yapilmigtir.
Temmuz 2014, 89 sayfa

Anahtar Kelimeler: Slant egri, N-slant helis, C-paralel ve C-proper ortalama

egrilik vektor alani, AW (k)-tipinden egri.
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions and theorems which are needed

in the thesis.

In the third chapter, firstly, we give definition and characterization for slant curves
and we obtain some new diferential equations which characterize slant curves. Then,
we define N-slant helix and characterize these curves in Sasakian manifolds. We
research necessary and sufficient conditions for a slant curve to have C-parallel and
C-proper mean curvature vector fields. We generalize these results for a N-slant

helix. Moreover, we investigate slant curves and N-slant helix of AW (k)-type.

In the fourth chapter, we give definition, theorem and examples for a surface whose

unit normal vector field belongs to contact distribution
In the fifth chapter, the results obtain in the previous chapters are examined.
July 2014, 89 pages

Key Words: Slant curves, N-slant helix, C-parallel and C-proper mean curvature

vector fiels, curves of AW (k)-type.

1ii



TESEKKUR

Bana bu konuda calisma imkan saglayan ve caligmalarim siiresince yakin ilgi ve
destegini hic esirgemeyen damgman hocam Saymn Dog¢. Dr. Ismail GOK (Ankara
Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali)’e, fikirleriyle beni
yonlendiren degerli hocalarim Prof. Dr. Yusuf YAYLI (Ankara Universitesi Fen
Bilimleri Enstitiisiit Matematik Anabilim Dali)’ya ve Prof. Dr. F.Nejat EKMEKCI
(Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali)’ye ve haya-
tim boyunca yanimda oldugu gibi ¢alismalarim siiresince de fedakarliklar gostere-
rek beni destekleyen aileme en derin saygilarimi ve tegekkiirlerimi sunmay1 bir borg

bilirim.

Osman ATES
Ankara, Temmuz 2014

iv



ICINDEKILER

TEZ ONAY SAYFASI

ETIK ooeeiiiiiieeeeeteetee ettt ettt see s ae e
OZET ..ottt ettt sttt st ssa e e st sae s bt e s ne e e ne s neesane
ABSTRACT . ..ottt ittt ittt tacesatesacensacensasessasensaes
TESEKKUR.....ccoitiiitrtitiieieeeeeeeeeeeeeeessssasssstesseeeeeeeeesssssssssssssssssssssssessssnns
SIMGELER DIZINT.....coociiiiiiiiiiiiiiiniiiiecientceececteeec e
SEKILLER DIZINT..ccoiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeecernrveeeeeeeeeeeeeeeeeeeneennnns
) € 121 1 T
2. KURAMSAL TEMELLER.....ccccittttiiiitiiiiiiiiiiiiiiiirniatesacesaesaesanees
2.1 Riemann Manifoldlari, Egriler ve Yiizeyler.......ccccoceevininininiininininnnne.
2.2 AW (k)-tipinden EGriler.......cccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiceinceeanns
2.3 Has ve Harmonik Ortalama Egrilik Vektor Alani......ccccceveviininenenenn.
2.4 Kontak Metrik Manifold......ccccveviiiiiiiiiiiiiiuiiiiiiiniiiiiiiiiiciriiinieinenen
2.5 Kontak Geometride Vektorel Carpim.......cccceeveininininiiiiiiniiinieienennnen.
3. KONTAK GEOMETRIDE SLANT ve N-SLANT HELISLER...........
3.1 Slant Helisler..c.civiiiiiiiiiiiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiietetasasasteteesesesesenas
3.2 IN-slant HeliSler....ocveveiuiuiuiiiiiiiiiiiiieieieiriiiieitisiiiiesesasasassrssessesssssasasass
3.3 C-paralel Ortalama Egrilik Vektor Alani......ccccoveiiinininiiiininininnnnne.
3.4 C-proper Ortalama Egrilik VektOr Alani.......cccocvvuieieiiiiiininieiiiininnee.
3.5 Normal Demette C-paralel Ortalama Egrilik Vektor Alani..............
3.6 Normal Demette C-proper Ortalama Egrilik Vektor Alani...............
3.7 Kontak Geometride AW (k)-tipinden Egriler......ccccccovviiuiiinniinniennnenn.
4. R*(—3) HEMEN HEMEN KONTAK METRIiK

MANIFOLDUNDA YUZEYLER....cccccocctrniiriinienienienienrenneseesneenne
4.1 R*(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldunda Herhangi

Bir Yiizeyin Birim Normal Vektor Alaninin Bulunusu.....................
4.2 R3(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldunda Normal

Vektorii Kontak Distribiisyonda Yatan Yiizeyler......ccccveveiniinennnnnn.
5. TARTISMA VE SONUCG....ccciiuiiiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiiraceseesecasenes
KAYNAKLAR. .ottt eratesattsestsastasessasessasessasensasensases
(0)/4€3 2103.Y, 1 1S TSR

11
33
40
40
50
61
64
66
68
71

78

78



SRR A I
3

=

©, &)

M, p,&,n)
©,.&,1,9)

(M, 0,&,m,9,¢)
D,V

A

o~ o~ o~ o~

EES S G

- >

|3

SIMGELER DiZiNi

n-boyutlu Riemann manifoldu
(1,1)-tensor alam

Karakteristik (Reeb) vektor alam
Kontak 1-form

Metrik tensorii

Kontak manifold

Hemen hemen kontak yap1

Hemen hemen kontak manifold
Hemen hemen kontak metrik yapi
Hemen hemen kontak metrik manifold
Riemann koneksiyonlar:

Laplas doniigiimii

Ortalama egrilik vektor alani
Harmonik egrilik fonksiyonu

Riemann egrilik tensorii

Bir yiizeyin Gauss egriligi

Kontak manifoldlarda vektorel ¢carpim
Lie (Bracket) operatorii

Chrisstoffel sembolleri

vi



Sekil 4.1
Sekil 4.2
Sekil 4.3
Sekil 4.4

S yiizeyi
Sy yiizeyi
Sy ylizeyi
Sy yiizeyi

SEKILLER DiZiNi

vii

83
84
84
85



1. GIRIS

Kontak geometri; ilk olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton tarafindan
yapilan calismalar ile ortaya ¢ikmistir. Kontak doniigiimler teorisi daha sonralar: S.
Lie tarafindan baz diferensiyel denklemlerin ¢oziimiinii bulmak icin geligtirilmistir.
Kontak geometri, giiniimiizde de pek ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢cekmektedir. Bu
alanda ozelikle D.E. Blair’in kitap ve makaleleri, Japon matematik¢i K. Yano'nun

kitaplar1 ¢cok yararh kaynaklardir.

Kontak manifoldlarda 6énemli bir yeri olan Sasaki manifoldlarinin tanimi 1960’1
yillarda Japon matematik¢i S. Sasaki tarafindan verilmigtir. Yine aym yillarda
yagsayan M. Gray, K. Ogiue ve W. M. Bootby gibi matematikgilerin ¢aligmalari
dikkat cekmektedir. Oklid uzaymda 6zel egriler ve yiizeyler ile ilgili pek ¢cok calisma
yapilmigtir. Bu caligmalarin cogu geodezikler, cemberler, helisler, slant helisler,
Bertrand egrileri, Mannheim egrileri vb. .. konulardadir. Bu egrilerden 6zelikle he-
lisler ve slant helisler sanatta, mimaride, tipta ve mekanikte oldukc¢a kullanim alani
bulmusgtur. Camci’nin 2007 yilinda yazdigi ‘Kontak Geometride Egriler Teorisi’ bu
tez caligmas i¢in 6énemli bir yol gosterici olmustur. Sasaki uzayinda bazi 6zel egri-
lerle ilgili snemli calismalar yapilmistir. Ornegin; biharmonik egriler, slant helisler,
parabolik geodezikler, Legendre egrileri, kiiresel egriler gibi tzel egrilerin Sasaki
manifoldlarinda tanimlamalar1 yapilmig ve 6nemli karakterizasyonlar verilmistir.
Ayrica, Camci (Camcei 2011) 3-boyutlu kontak manifoldlarda vektorel garpimi tanim-

lamig ve bu ¢arpimi kullanarak egrileri yeniden karakterize etmistir.

Baikoussis ve Blair gostermislerdir ki; R3(—3) Sasaki uzaymdaki Legendre egrileri,
tic boyutlu Oklid uzayma gore daha dogal egrilerdir. Benzer sekilde gorebiliriz ki;
R?(—3) Sasaki uzaymdaki integral yiizeyleri 3-boyutlu Oklid uzayina gére daha dogal
yiizeylerdir. Kontak geometrinin fizik, optik, mekanik, kontrol teori gibi pek cok
alanda uygulamasi vardir (Gieges 2001, Camci 2007). Bu agidan da bakildiginda
kontak geometride egriler ve yiizeyler teorisi onem kazanmaktadir. Bu alanda egri-

lerle ilgili bir ¢cok caligma olmasina ragmen yiizeylerle ilgili ¢cok fazla ¢calisma bulun-



mamaktadir. Gok (Gok 2010) doktora tezinde kontak geometride yiizeyler teorisinin
temellerini olugturmusg ve bir yiizeyin sekil operatorii, Gauss egriligi gibi degis-
mezlerini elde etmistir. Bu ¢alismada Gok’ iin doktora tezine (Gok 2010) genis bir
sekilde yer verilmigtir. Daha sonra Gok ve Camci 2014 yilinda yayina hazirladiklar

makalelerinde 6zel bir yiizey ailesi tanimlamig, iistelik bazi1 6rnekler vermislerdir.

Sasaki uzayinda Cho vd. (2006), slant helisler ile ilgili ¢aligmalar yapmigtir. Bu
caligmada slant egrilerle ilgili yeni karakterizasyonlar elde edilmistir. Ayrica Sasaki
uzayinda slant egrilerin bir genellemesi olan N-slant egriler tanimlanmig, bu egriler
karakterize edilmigtir. Daha sonra Lee vd. (2012) tarafindan, Sasaki uzaymnda slant
helisler boyunca C-paralel ve C-proper olma sartlar1 aragtirilmigtir. Bu egriler i¢in
(C-paralel ve C-proper kogullar1 yeniden ele alinmigtir. Son olarak Sasaki uzayinda
slant ve N-slant egrilerin AW (k)-tipi egri olma sartlar1 i¢in baz1 karakterizasyonlar

verilmigtir.

Bu tezde genel olarak ozel egriler ile ilgili orjinal sonuclar ve karakterizasyonlar
verilmistir. Ozel yiizeyler ile ilgili Gok ve Cameci (2014)’nin calismasindan érnekleri

ile birlikte bahsedilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER
2.1 Riemann Manifoldlari, Egriler ve Yiizeyler

Tanim 2.1.1 (Riemann Metrigi) M, bir C*° manifold olsun. M iizerinde (0,2)
tipinde bir
g X(M) x x(M) — C*(M,R)

metrik tensorii, simetrik, bi-lineer ve pozitif tanimlilik 6zeliklerine sahipse g metrik

tensoriine M manifoldu tizerinde Riemann metrigi adi verilir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.1.2 (Riemann Manifoldu) A, bir C*° manifold olsun. M {izerinde
bir ¢ Riemann metrigi tanimlanabiliyorsa (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu
denir. Eger g Riemann metriginde pozitif tanimlilik aksiyomu yerine non-dejenere
aksiyomu saglaniyorsa (M, g) ikilisine bir yar: Riemann mani foldu denir

(Hacisalihoglu 1980).
Teorem 2.1.1 V vektor uzayinimn bir baz1 {ey, es, ..., €, } olsun.

€ = g(ei,ei)

olmak iizere VX € V vektorii
X = Z&'Q(X, €i)e;
i=1

olacak gekilde tek tiirlii yazilabilir (O’ Neill 1983).



Tanmim 2.1.3 (Kovaryant Tiirev) Bir Riemann manifoldu M ve M iizerinde bir

Riemann koneksiyonu V olsun. V nin M manifolduna ait bir bolge iizerinde tanimh

Vi x(M)xx(M) — X(M)
(X,Y) — V(X,Y)=VyY

bi-lineer déniistimii VX, Y, Z € x(M) ve Vf,h € C*°(M,R) i¢in

i) Vx(Y+Z2)=VyY +VyZ
i) VxiyZ=VxZ+VyZ

i) VixY = fVxY

) Vx(fY)=fVxY + X(f)Y

ozeliklerini sagliyorsa V doniisiimiine M {izerinde tanimli bir a fin koneksiyon veya

kovaryant tirev adi verilir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.1.4 (Levi-Civita Koneksiyonu) (), g) bir Riemann manifoldu ve M
tizerinde tamiml bir afin koneksiyon V olsun. O zaman VX,Y,Z € x(M) olmak
tizere V doniisiimii,

i) Sifir torsiyon ozeligi: VxY — Vy X = [X,Y]

i1) Koneksiyonun metrikle bagdasabilme ozeligi: X¢(Y, Z) = ¢(VxY, Z)+9(Y,VxZ)
sartlarin1 saghyorsa V doniigiimiine M iizerinde Riemann Koneksiyonu veya M

manifoldunun Levi — Civita Koneksiyonu denir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.1.5 (C* smfi) E", n-boyutlu Oklid uzaymda bir acik alt ciimle U ol-
mak iizere bir f : U — R fonksiyonunun k. mertebeden biitiin kismi tiirevleri var
ve siirekli iseler f fonksiyonuna C* sinafindan (k. sinaftan) diferensiyellenebilir
fonksiyon denir. Ozel olarak f fonksiyonu sadece siirekli ise C° sine findandir denir.
CKU,R)={f|f:U—R, f fonksiyonu C* simfindan ve k sonlu}

seklinde gosterilir. Eger k sonlu degil ise C*° (U, R) ile gosterilir (Hacisalihoglu 2003).



Tanim 2.1.6 (Egri) E", n-boyutlu Oklid uzay1 ve I, R nin bir acik araligi olmak
tizere, v : I C R — E™ doniigiimii diferensiyellenebilir ise a (1) ciimlesine E™ uzay1

icinde bir egri denir (Sabuncuoglu 2001).

Tanim 2.1.7 (Diferensiyellenebilir Egri) M bir C* manifold ve I C R bir agik
aralik olsun.

vy:ICR—-M

doniigiimii diferensiyellenebilir ise 7 egrisine M iizerinde diferensiyellenebilir egri

denir (Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.1.8 E”, n-boyutlu Oklid uzayinda bir ~y egrisi (I, v) koordinat komsulugu
ile verilsin. v : I ¢ R — E" fonksiyonunun Oklidiyen koordinat fonksiyonlar:

Y1s Y2 V3---» ¥ Olmak tizere

Y = (’717727“'7/771)7 fY(t) € M
P ¢ TR e P g8

dir. 7/ (t) tanjant vektoriine, y egrisinin ¢ € I parametre degerine karsilik gelen ~(t)
noktasinda, (I, ) koordinat komguluguna gore hiz vektori denir.

Eger Hv'(s)” = 1 ise 7 egrisine (I,~) koordinat komguluguna gore birim hizlr egri
denir. Bu durumda, egrinin s € [ parametresine yay parametresi ad1 verilir

(Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.1.9 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M iizerinde tanimh
bir Levi-Civita koneksiyonu V olsun. v : I € R — M?3 bu manifold iizerinde

s yay parametreli bir egri ve egri iizerindeki herhangi bir noktadaki teget vektor

I

alan1 T'(s) = 7/(s), normal vektor alan1 N(s) = 7 () ve binormal vektor alani

)l
B(s) = T(s) A N(s) olmak tizere vy egrisinin Frenet 3-ayakhis1 {7, N, B} olsun.

s = ||V.v|| ve 7, sirasiyla, v egrisinin egrilik ve torsiyonu olmak {izere

ViT = xN, VoN=—»T+71B, VoB=—-1N (2.1)



dir (Cho vd. 2006).

Tamim 2.1.10 v : [ C R — E™" birim hizh bir egri olsun. Eger v egrisinin yiiksek
mertebeden tiirevleri 7 (s),7"(s),7”(s), ...,7" " (s) linecer bagimsiz ise v egrisine

cenerik egri ya da (n — 1)-osktlator metrebeli egri denir (Hacisalihoglu 2003).

Onerme 2.1.1 v : I C R — E™', M de oskiilator mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi
olsun. Bu durumda ~y egrisinin Frenet elemanlar1 {T'(s), N(s), B(s),k(s),7(s)} ile

gosterilmek {izere

7' (s) = T(s)

7' (s) = VrT(s) = k(s)N(s)

7"(s) = VoV T (s) = —r*(s)T(s) + &'(s)N(s) + r(s)7(s) B(s)

v (8) = VoeVrVrT(s) = =3k(s)r'(s)T(s) + {x"(s) — £°(s) — r(s)7%(s)} N(s)

+{2(/(s)7(s) + k(s)7'(s)} B(s)
(2.2)

dir (Arslan ve Ozgiir 1999).
Tamm 2.1.11 U, E? de bir acik alt ciimle olmak iizere X : U — E3
X(u,v) = (1(u,v), zo(u,v), 3(u, v))

biciminde tanimlanan diferensiyellenebilir doniisiimiine £ de bir yama, lokal yiizey

veya iki parametreli yiizey denir (Gray 1993).



Tanim 2.1.12 Bir X : U — E3? yiizeyi icin X, x X, sifirdan farkl olacak bicimde

(u,v) € U noktalarinda birim normal vektor alani veya yiizeyin normali;

X, x X,

N s e

esitligi ile tanimlanir (Gray 1993). Burada x vektorel ¢arpimi belirtmektedir.

Tamm 2.1.13 Bir X : U — E? yiizeyi icin X, x X, = 0 olacak bi¢imde (u,v) € U

noktalarina yiizeyin singiiler noktalar1 denir (Gray 1993).
2.2 AW (k)-tipinden Egriler

Notasyon 2.2.1

= k(s)N(s)

$))" = K(s)N(s) + r(s)7(s) B(s)

$))" = {K"(s) — K3(s) — K(s)72(s)} N (s)
+{2K/(s)7(s) + k(s)7'(s)} B(s)

(2.3)

P

ile ifade edilir (Arslan ve Ozgiir 1999).

Dikkat edilirse bir X vektor alanmin {7'(s), N(s), B(s)} Frenet ¢atisina gore ifadesi
X = )\1T<8) + )\QN(S) + )\33(8)

olmak {izere

X+ = MN(s) + \3B(s)

olur. Yani teget bileseni icermeyen terimler alinir.



Tamm 2.2.1 v: I C R — E"™ M de oskiilatér mertebesi 3 olan bir Frenet egrisi

olsun.
(1) Eger
ise v egrisine AW (1)-tip egri denir.
(17) Eger
IN2 ()" Ns(s) = (Ns(s), Na(s)) Na(s) (2.5)
ise v egrisine AW (2)-tip egri denir.
(7i1) Eger
INL () Ns(s) = (Ns(s), Mi(s)) Ni(s) (2.6)

ise v egrisine AW (3)-tip egri denir (Arslan ve Ozgiir 1999).

Onerme 2.2.1 v egrisi oskiilatér mertebesi 3 olan bir egri ve bu egrinin egrilikleri

K, T olsun. Bu durumda ~ egrisinin AW (1)-tip olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
K"(s) — k*(s) — K(s)T%(s) = 0 (2.7)

ve

T(S) = /{2—<S)’ ceR (28)

olmasidir (Arslan ve Ozgiir 1999).

Onerme 2.2.2 v egrisi oskiilator mertebesi 3 olan bir egri ve bu egrinin egrilikleri

K, T olsun. Bu durumda ~ egrisinin AW (2)-tip olmasi igin gerek ve yeter kogul
2(K'(5))*7(s) + k(s)K'(5)7'(5) = K(s)K"(s)T(s) — K*(s)T(s) — K*(s)T3(s)  (2.9)

olmasidir (Arslan ve Ozgiir 1999).



Onerme 2.2.3 v egrisi oskiilator mertebesi 3 olan bir egri ve bu egrinin egrilikleri

K, T olsun. Bu durumda v egrisinin AW (3) — tip olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
2k/(8)7(s) + K(s)7'(s) =0

olmasidir. Bu diferensiyel denklem ¢oziilerek « egrisinin AW (3) — tip olmas: igin
gerek ve yeter kosgul

7(s) = 2(5)’ ceR (2.10)

olarak bulunur (Arslan ve Ozgiir 1999).
2.3 Has ve Harmonik Ortalama Egrilik Vektor Alam

Tanmim 2.3.1 M3 = (M,g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M manifoldu
tizerinde tamimli bir Levi-Civita koneksiyonu V olsun. v : I C R — M? bu ma-

nifold iizerinde s yay parametreli bir egri ve ~ egrisi {izerindeki Frenet elemanlar:

{T, N, B, k, 7} olmak iizere
H =VyT = &N (2.11)

esitligiyle tanimlanan H vektor alanina ~y egrisinin ortalama egrilik vektor alan

denir (Arrayo vd. 1997).

Tanim 2.3.2 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M iizerinde tanimh
bir Levi-Civita koneksiyonu V olsun. v : I € R — M?3 bu manifold iizerinde s
yay parametreli bir egri olmak tizere H ortalama egrilik vektor alaninin tanjant

demette Laplas't

seklinde tanimlanir (Arrayo vd. 1997).

Tanim 2.3.3 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M iizerinde tanimh

bir Levi-Civita koneksiyonu V olsun. v : I C R — M?3 bu manifold iizerinde s



yay parametreli bir egri olmak iizere H ortalama egrilik vektor alaninin normal
demette Laplas

AH=-V,V,;V,;T (2.13)

seklinde tanimlanir (Arrayo vd. 1997).

Tamm 2.3.4 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve v : I C R — M3

bu manifold iizerinde birim hizh bir egri olsun.
AH = \H

olacak sekilde sifirdan farkli bir A : I — R fonksiyonu varsa ~ egrisine has ortalama

egrilik vektor alanina sahip egri denir.

Ozel olarak AH = 0 ise y egrisine harmonik ortalama egrilik vektér alanina sahip

bir egri denir (Arrayo vd. 1997).

Tanim 2.3.5 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve v : I C R — M3

bu manifold {izerinde birim hizh bir egri olsun.
AYH = \H

olacak sekilde sifirdan farklhh bir A : [ — R fonksiyonu varsa v egrisine normal

demette has ortalama egrilik vektor alanina sahip egri denir.

Ozel olarak ALH = 0 ise v egrisine normal demette harmonik ortalama egrilik

vektor alamina sahip bir egri denir (Arrayo vd. 1997).
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2.4 Kontak Metrik Manifold

Tanmim 2.4.1 (Kontak Manifold) (2n+ 1)-boyutlu bir C*° diferensiyellenebilir M

manifoldu verilsin. Bu manifold iizerinde alinan her noktada

nA(dn)" #0

kogulunu saglayan bir n diferensiyel 1—formu varsa n ya kontak form, (M,n) ikilisi-
ne de kontak manifold denir. Burada (dn)" ifadesi dn mn kendisi ile n defa dig

carpimini gosterir, yani;

(dn)" =dnpANdnA..Ndy

n—tane
dir. 7, 1-form oldugundan dn, 2-form ve n A (dn)" ifadesi (2n + 1)-form olur.
Bu yiizden Kontak manifoldlar (2n + 1) boyutlu manifoldlardir (Blair 1976).

Ornek 2.4.1 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde
1 = cos zdx + sin zdy

diferensiyel 1-formunu gozoniine alahm. M manifoldu iizerinde her (z,y,z2) € E3

noktasinda

dn = —sinzdz A dz + cos zd(dz) + cos zdz A dy + sin zd(dy)

= —sinzdz A dx + coszdz A dy

ve n A (dn)™ # 0 oldugundan 1 kontak form ve (M,n) ikilisi de 3-boyutlu kontak
mani fold olur (Blair 1976).

Tanim 2.4.2 (Kontak Distribiisyon) (2n + 1)-boyutlu (M, 7) kontak manifoldu
olmak tizere

D={X € x(M):n(X)=0} (2.14)
bigiminde tamimli D ciimlesine M manifoldunun kontak dagilema (distribiisyon)
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denir. x (M) vektor uzay1 (2n + 1) boyutlu oldugundan y (M)* vektor uzay (2n + 1)
boyutludur. Bu iki dual vektor uzaymin, sirasiyla, {&, Xy, ..., Xo,} ve {1, 11, ..., Mo }
dual tabanlar1 vardir. Boylece i = 1,2, ...,2n i¢in n(X;) = 0 ve {X3,..., Xo,} C D
dir. Burada D = sp{Xj, ..., X2, } oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla boyD = 2n
olur (Blair 1976).

Tamim 2.4.3 (M,n) ikilisi (2n + 1)-boyutlu kontak manifold ve Kern, n kontak
formunun ¢ekirdegi olmak {iizere

cekn = D

dir (Blair 1976).

Tanim 2.4.4 (Hemen Hemen Kontak Manifold) (2n + 1)-boyutlu bir C'*°

lineer

diferensiyellenebilir M manifoldu verilsin. ¢ : x(M) — x(M) dontisiimii (1,1)

tipinden bir tensor alani, £ bir vektor alani ve  : x (M) SR C>°(M,R) doniigtimii

M iizerinde bir diferensiyel form olmak iizere, VX € x(M) igin

(&) = Lwe p*(X) = =X +n(X)¢

kogullar1 saglaniyor ise (p,&,n) iicliisine hemen hemen kontak yapr, (M, ¢,&,n)

dortliisiine de hemen hemen kontak manifold adi verilir (Blair 1976).
Ornek 2.4.2 R? de (z,, 2) standart koordinatlar olmak tizere 7 kontak formu
1
n = 5(dz — ydz)

0
seklinde verilsin. Burada & = 2— € x(R3) icin

9.
WO = ldz—ydn)(zg)
0 0
= dz(a—z)—ydl"(a—z)y

=1

12



oldugu goriiliir. Ayrica ¢ endomorfizimine karsilik gelen matris

0 10
p=1-1 00
0 ¢ O

T

dir. Boylece X = | 2, | € x(R?) olmak tizere

T3
[ 0 10 0 10 X
X)) = | =100]||-100]|]|a]:
I 0 v O 0 ¢ O T3
-—1 0 0 Ty
= 0 -1 0 T |,
-y 0 0 T3
_—1 0 0 X 0 00
= 0 -1 0 2 |+ 0 00
I 0O 0 -1 T3 -y 0 1
Ty 0
= — | z9 | + 0
T3 T3 — YT
ve
T 0
P == | o |50 —um) | 0
T3 2

esitligini elde ederiz. Burada X = (1, z, 73) € x(R?) olmak iizere

X = ﬁ_|_ 24_ 2
N xlax $28y x?’@z
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dir. Ayrica n(X) degerini hesaplarsak

0 0

1 0
n(X) = §(d2—yd$)($18—+9028 +Isaz)
1 0 0 0 0 0 0
= 5 (dz(m%—i-xza—y—i—xga ) —ydlL’(Ila——i‘l’ga——i‘xgaz))

1
= 5 (553 - Z/xl)

olur. Dolayisiyla p?(X) = —X +n(X)¢ saglanir. Boylece (R?, ¢, £, 1) hemen hemen
kontak manifolddur (Blair 1976).

Tanim 2.4.5 (Karakteristik Vektor Alani1) M hemen hemen kontak manifoldu
tizerinde X # ¢ igin,
n(§) = Lvedn(§, X) =0 (2.15)

olacak bigimde bir tek ¢ € x(M) vektor alami var ise £ ye n-kontak yapisinin

karakteristik vektor alany veya Reeb vektor alani denir. Burada

§:M— | JTu(P

peEM

seklinde tanimlh 1:1 ve 6rten (1,0) tipinde tensor alamidir (Blair 1976).

Ornek 2.4.3 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde
1 = cos zdx + sin zdy

diferensiyel 1-formu icin

0
§ =cosz—— +sinz—

ox Jy

14



vektor alanmi karakteristik vektor alanidir. Gergekten,

: 0 .0
n(&) = (coszdx + sin zdy)(cos o + sin Za_y)’

0
oy

9]
= cos z cos zdx (=) + cos z sin zdx(

ox

0
+ sin z cos zdy (=) + sin z sin zdy(

ox

= cos® z +sin? z,

o)
=1

ve

dn(§, X) =0

saglanir. (Blair 1976).

Sonug 2.4.1 (2n + 1) boyutlu (M, ¢, &, n) hemen hemen kontak manifoldunda

p(€) =0,
now =0, (2.16)
ranky = 2n

esitlikleri saglanir (Yano ve Kon 1976).

Tanim 2.4.6 (Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold) (2n + 1)-boyutlu M
hemen hemen kontak manifoldu iizerinde, VX,Y € x(M) ve £ € x(M) igin

n(X) =g(X,¢) (2.17)
g(eX,9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y) (2.18)

kosullarim saglayan bir g metrigi yapis1 var ise (¢,&,n,g) dortliisiine bir hemen
hemen kontak metrik yapr (M, ¢,&,n, g) beglisine de hemen hemen kontak metrik
mani fold denir (Yano ve Kon 1976).
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Ornek 2.4.4 Ornek 2.4.2 deki (R?, ¢, €, 7) hemen hemen kontak manifoldunda g
metrigi

1
g= Z((l +y?) dz? + dy® + dz* — 2ydudz)

olarak tanimlanirsa g metriginin matris yaziliminin

1+y?2 0 —y

1
9=73 0 1 0
-y 0 1

oldugu goriiliir. Boylece X = (z1, T, r3) € x(R?) olmak {izere

1+9y* 0 —y 0

1
g(Xaf) = Z|:.I'1 To ZL’3:| 0 1 0 0
-y 0 1 2

1
:Zl|:l'1 ) l'3i| 0

1

= 5 (553 - y931)

olup n(X) = ¢g(X, &) oldugu goriiliir.

Burada VX = (71,79, 73) ve Y = (y1,%2,y3) € X(R?) olmak tizere

[ 0 1 O- -xl [ To
e(X) = -1 0 0 To | = | =11 |
0 v O T3 YTy
0 10 (1 Y2
p(V) = | =1 00| |w|=|-n
| 0y 0] [ v | Yy

elde edilir.
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esitligi yardimiyla

1+y* 0 —y Ya
1
96X 0(V) = [rs — ym| 7| 0 1 0 || -y |
-y 0 1 Yy
Yo
= 4 [372 —I 0} =Yy | >
Yyo
1
= Z(%yz + z11)
) 1 1
dir. Aynica 1(X) = 3 (w3 —ya1) ve n(Y) = 5 (ys — yy) olup
1 2
n(Xny) = Z(Jigys — yT3y1 — YT1Y3 + Y T1y1),
1
9(X)Y) = Z<(1 + y2)$1y1 — YT1Y3 + ToY2 — YT3y1 + T3Y3),
1 1 ,
= Z(iﬂwz + z191) + ;L(x:sys — yx3ys — yr1ys + Yy riyr)

olur. Dolayisiyla VX, Y € x(R3) igin

g(p(X),0(Y)) = g(X,Y) = n(X)n(Y)

oldugundan (R3, p, £, 7, g) beslisi hemen hemen kontak metrik manifold olur (Yano
ve Kon 1976).

Teorem 2.4.1 (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak manifoldu tizerinde

9(eX, 9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y) (2.19)

olacak gekilde bir g Riemann metrigi daima tanimlanabilir (Yano ve Kon 1976).
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Sonug 2.4.2 (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.
VX,Y € x(M) igin
9(pX,Y) = —g(X, ¢Y) (2.20)

dir. Bu da, ¢ doniisiimiiniin g metrigine gore anti-simetrik bir tensor alani oldugunu
gosterir.

Ozel olarak (2.20) denkleminde ¥ = X almirsa g(X,9X) = 0 sonucuna ulagilir
(Yano ve Kon 1976).

Tanim 2.4.7 (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.
VX,Y € x(M) igin
9(X,9Y) = dn(X,Y)

olacak sekilde bir (¢, £, 7, g) hemen hemen kontak metrik yapisi vardir (Yano ve Kon

1976).

Tanim 2.4.8 (M, p,&,1,9) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu
durumda VX, Y € x(M) igin

(I)(Xv Y) = g(‘X?QO(Y)) - dn(Xa Y)

seklinde tammh ® 2-formuna (@, £, 7, g) hemen hemen kontak metrik yapisinin T'emel
2-formu ad verilir. Burada n A (dn)™ # 0 kosulu n A (®)"™ # 0 bi¢imini alir (Yano
ve Kon 1976).

Ornek 2.4.5 Ornek 2.4.4 deki (R*(—3), o, £, 7, g) hemen hemen kontak metrik mani-

foldunun Temel 2-formunu bulalim.
1
n= §(dz — ydx)

kontak formu igin

[d(dz) — dy A dx — yd(dz)]

1
dn = -
=3

18



olup d(dz) = 0 ve d(dx) = 0 oldugundan
1
P = Eda: A dy

ifadesi (R*(—3), ¢, &, n, g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun Temel 2-formu

olur (Yano ve Kon 1976).

Tamim 2.4.9 (Kontak Metrik Yapi) M, (2n + 1) boyutlu manifold (¢, &, 7, g)
hemen hemen kontak metrik yapisi ile verilsin. Sayet dn(X,Y) = g(X, ¢(Y)) olu-
yorsa (M, p,&,1n,q) ye kontak metrik manifold, (¢,&,n,¢9) yapisina da M mani-
foldunda kontak metrik yapr denir (Yano ve Kon 1976).

Sonug 2.4.3 Her kontak metrik manifold, kontak manifolddur (Yano ve Kon 1976).

Teorem 2.4.2 (2n + 1)-boyutlu (M, ,&, 1, g) hemen hemen kontak metrik mani-
foldu verilsin. Bu durumda VX,Y € x(M) i¢in

1
2

dir (Yano ve Kon 1976).

Teorem 2.4.3 (2n + 1)-boyutlu (M, ,&, 1, g) hemen hemen kontak metrik mani-
foldu verilsin. Bu durumda VX, Y € x(M) icin

dir (Yano ve Kon 1976).

Teorem 2.4.4 (2n + 1)-boyutlu (M, p,&, 1, g) hemen hemen kontak metrik mani-
foldu verilsin. Bu durumda VX, Y € x(M) icin

(X, Y) = 5 1X0(Y) = Yn(X) = (X, V1)
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dir (Yano ve Kon 1976).

Sonug 2.4.4 (2n+1)-boyutlu (M, ¢, &, 1, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu
verilsin. Bu durumda VX,Y € x(M) igin

(Vx@)Y = g(¢VxEY)E—n(Y)eVxE (2.21)

dir. Burada V, M manifoldu iizerindeki Levi-Civita koneksiyonudur (Blair 2003).

Sonug 2.4.5 (2n + 1)-boyutlu bir (M, ¢, &, 7, g) kontak metrik manifoldu verilsin.

Bu durumda agagidaki énermeler denktir

VX.,Y € x(M) icin

(2.22)

seklindedir(Yano ve Kon 1976).

Tanim 2.4.10 (Riemann Egrilik Tensorii) Siirekli bir A/ manifoldu tizerinde

afin koneksiyon V olsun.

R: x(M)xx(M)xx(M) —  x(M)
(X, Y, Z) — R(X, Y)Z = VvaZ - VYVXZ - V[X,y}Z

eklinde tanimlanan (1,3) tipindeki tensére Riemann egrilik tensori denir

S
(Hacisalihoglu 2003).

Tanim 2.4.11 (Kesitsel Egrilik) Siirekli bir M manifoldu iizerinde afin konek-

siyon V olsun.

K x(M)xx(M) — x(M)
(X,Y) — K(X,Y)=




degerine M manifoldunun kesitsel egriligi denir (Hacisalihoglu 2003).

Teorem 2.4.5 M3 = (M, p,&,n,9), 3-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik

manifoldunda

fe.(e), €} bam igin

Vep(e) = §=—=V,ee
Vee = —p(e) = Ve

Vep(e) = e=Vyef
Vee = Vyeple) =V =0

saglanir.

Teorem 2.4.6 M3 = (M, p,&,n,9), 3-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik
manifoldunda VX, Y € x(M) igin X = x1e+xap(e) + 23 ve Y = yre + yap(e) + ys&

olmak {iizere kovaryant tiirev operatorii

Vo x(M) x x(M)) — x(M)
VxY = X[Wle+ X [Ya]p(e) + X [Y3]€

—n(Y)p(X) = n(X)p(Y) — g(X, 0(Y))E

seklindedir.

Ispat. R?(—3) hemen hemen kontak metrik manifoldunda

1+y*> 0 —y
g=- 0 1 0
0 y 0
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ise

oldugu goriiliir. Burada

10 Y
__1
g —401 0
0 y 1+1?

1
pfj = —g"(gin, i 9nj, i + 9ij, n)

2

Christoffel sembolleri yardimiyla

Vep(e) = £=—Vyee

Vee = —p(e) =V
Veple) = e= Vel

Vee = Vyeple) =V =0

oldugundan X = xie + xap(e) + x3€ ve Y = yre + yap(e) + y3€ vektor alanlar igin

VxY

Vx yie + yap(e) + ys

Vx (y1€) + Vx(y2i0(€)) + Vi (y3€)

X [yle+yVxe+ X[y p(e) +y2Vxp(e)
+X [ys] € + ysVx¢€

Xyl e+ X [y2] p(e) + X [ys] €

FY1 Varetasple)ra3e€ T Y2 Vaietasp(e)raseP(€)
+YsVaietaspe) +asel

X]e+ X [ya] ple) + X [ys] €

+y1(21Vee + 22V e + 23Vee)

(21 Vep(e) + 22V () p(€) + 33Vep(€))

+y3($1vef + xZV@(e)g + $3V§£)
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ve

VxY = DxY + 21926 — z1ys0(e) + xa11 & + xayse — x3y1p(e) + xayee
= DxY —ys(219p(e) — x2e) — 23(y10(e) — yae) + E(T1y2 — T2y1)
= DxY —n(Y)p(X) = n(X)p(Y) — {(z2m1 — 2192)

= DxY = n(Y)e(X) —n(X)e(Y) — (X, o(Y))§

Y)p(X) —

= DxY —n(Y)p(X) = n(X)e(Y) —dn(X,Y)E

olarak bulunur. Burada DxY = X [y1] e + X [y2] ¢(e) + X [ys] £ dur.
Onerme 2.4.1 (R?,¢,£,7,g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun kesitsel
egriligi —3 olur. Bu yiizden R3 reel uzaymimn hemen hemen kontak manifold yapisimi

R3(—3) ile gosterilecektir (Cama 2007).

Ispat. R? reel uzaymda koordinat sistemi {z,v, 2},

0O 1 0
§ 20 1(d dz) Imak i
= == - = |- m T
82’77 5 Z —yaxr) ve @ 1 0 0| olmak iizere
0 ¢ O

(R3, p, &, m) dortliisii hemen hemen kontak manifoldur.

1+y*> 0 —y
g=- 0 1 0
0 y 0

metrigi ile birlikte (R3¢, &, n,g) beslisine hemen hemen kontak metrik manifold

denir. Ayrica

10 Y
‘1—101 0
g =3

0 y 14772
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o 0 0
olarak hesaplanir. {e, pe, £} ve {(‘3_:1:’ a’ &} bazlar1 arasindaki

% = —(@€—y§)7
9 _ 1
dy ©
0 1
5: ~ 2t

iligkisi goz oniine alinirsa

Vepe = ==V qe,

Vee = —p(e) = V&,
Vepe = €=V,

Vee = Viepe =V =0,

saglanir. Burada V, R? uzaymm Riemann koneksiyonu olup

VxY = Y )p(X) —n(X)p(Y)
+H(Xn(Y) + g(Y, p(X))E

seklindedir. n(X) = 0 oldugundan X € D olur. (2.21) egitliginden

VexpX = g(pX, 9’ X)¢,

elde edilir. X, birim vektor alan1 olmasi durumunda ise
VgaX (;OX = 5
oldugu goriiliir. Boylece

VxVeoxpX =Vx{=—pX
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olur. Diger taraftan

VxpX = —n(X)g*(X) + g(eX, ¢X),

ve

vavaXSOX = V‘PX£

elde edilir. Ayrica

[Xang] = VXSDX_VQDXX

ve

V[X»SDX]SOX = v2£¢X7
— 2VepX,

= —20°X

olur. Boylece

R(X, (pX)gOX = vawx(pX — VvaXQOX - V[X,¢X](pX,
= —pX — X +2¢°X,

= —— X — X +2(—X +n(X)¢)
olarak hesaplanir. 7(X) = 0 oldugundan son esitlikten

R(X,pX)pX = =3X — pX
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dir. Son olarak

K(X,9X) = g(R(X, pX)pX, X)
= g(—3X — pX,X)

= —39(X, X) + g(X, pX)
bulunur. g(X, X) =1 ve g(X, X) = 0 oldugundan
K(X,0X) = -3

degerine ulagilir.

Bundan sonra tez boyunca R? yerine R?(—3) notasyonu kullamlacaktur.

Tanim 2.4.12 (Hemen Hemen Kompleks Yapi) M, (2n + 1)-boyutlu manifoldu
(p,&,m) hemen hemen kontak yapisi ile birlikte verilsin. Biliyoruz ki, R reel ekseni
de bir manifolddur. Dolayisiyla M x R kartezyen ¢arpim uzay:1 da (2n + 2)-boyutlu

bir ¢carpim manifoldu olacaktir. Burada vektor alanlar:
d oo
X®)={ /2 f € CUMR)

X x®) = { (x4 X € 100}

seklindedir. Simdi J kompleks doniigtimii

J  x(M xR) — x(M x R)

d d
(X,f%)—>J(X,f£)

olmak {izere

TX,£9) = (o(X) ~ f& (X))

seklinde tanimlanir. Burada J ye M x R {izerinde hemen hemen kompleks yapr

denir (Yano ve Kon 1976).
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Teorem 2.4.7 J kompleks doniisiimii asagida verilen ozelikleri saglar:
i) J doniigiimii lineer bir doniigiimdiir.

i) J? = —1

ozelikleri vardir (Yano ve Kon 1976).

Ornek 2.4.6 S3, 3-boyutlu bir reel hiperkiire olsun. S* hiperkiiresinin birim normali

C olmak iizere R* iin hemen hemen komplek tensor alani J ve

J: R*=RY [ JC=-¢

biciminde tanmimlansim. O zaman &, S* hiperkiiresi {izerinde bir birim vektor alam
olur. Yani £ € x(S?) olur. S? hiperkiiresine teget bir X vektor alani igin

n(X) = g(X,€) olmak {izere n 1-formu iyi tammhdir. Ustelik 1(¢) = 1 saglanir.
Diger taraftan;

JX =X +n(X)C

esitligi ile ¢ lineer doniigiimiinii tanimlayalim. Buna goére

VP = (p1,paps, pa) € S? igin

00 -1 O
0 —I 00 0 -1
J pu— =
I, 0 10 0 0
01 0 O

yapist yardimiyla

J(C(P)) = J(P1>P2,P3>P4) = (—p:a, _p4aplap2,) = -

elde edilir. Burada




dir.

oldugundan

elde edilir.

T
X2

xs3

T4

A = (x1ps + Tops — x3P2 — T4p2) alinirsa

olur.

J(JX —n

—T4 + Apy <
1 — Ap1

9(X,§)§

J(pX) —n(pX)C,

—3 D1
—Tq D2

L1 p3

T2 P4

28

D3
P4 >
—P1

—D2

9(X, )& = (v1p3 + T2ps — T3p2 — Tap2)

=\

(X)C = n(IX

—Z4 — Ap2 P4

T1 — Ap3

EZke Ap4

D3
D4
—Db1

—T3 — Ap1 P3

—P2

z)C)C,




ve

T b3

X2 P4
p(pX) = + A

€3 —DP1

_354_ _—P2_

oldugundan

elde edilir. Bununla birlikte

oldugundan

oo -1 o] lw] [n
00 0 -1 D4 D2

ef = - 7
10 0 O —p1 D3
_0 1 0 O | [—P2] | P4 |
P1 D1

_ | P2l |P2

b3 D3 ’
| P4 | | P4 |

olarak hesaplanir. O halde

neX) = g(pX,§)

= g(JX —n(X)C,¢)

elde edilir. Sonug olarak (¢,&,7,9) yapist S® iizerinde bir hemen hemen kontak
metrik yap1 olugturur (Yildiz 1995).
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Tanim 2.4.13 (Nijenhuis Tensér Alam) F, M manifoldu iizerine (1,1) tipinde

tensor alan olmak iizere, VX,Y € x(M) igin

Ne: x(M) x X(M) —  x(M)
(X,Y) —  Np(X,Y)

doniistimii

Np(X,Y) = FX[X,Y])+[F(X), F(Y)]
—F([F(X),Y]) = F(IX, F(Y)))

olacak gekilde (1,2) tensor alamdir. Np tensor alanina Nijenhuis tensor alan
denir.
Burada

F = ¢ alimarak ¢ nin

Ny (X,Y) = —=[X, Y]+n[X, Y]E+[p (X)), 0 (V)] = 0lp (X)), Y]=p[X, o (V)] (2.23)

Nijenhuis torsiyon tensorii,

F' = J alinarak J hemen hemen kompleks yapisinin
Ny (X,Y) = =[X, Y]+ [J(X),J (V)] + J[J(X),Y] = J[X, J (V)] (2.24)
Nijenhuis torsiyon tensorii tamimlanir (Yano ve Kon 1976).

Tamim 2.4.14 (Integrallenebilir Manifold) Nijenhuis torsiyon tensorii N; = 0
ise J hemen hemen kompleks yapisina integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon

1976).

Tanim 2.4.15 (Sasaki Yapi) J hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir
ise (M, ¢,&,n) hemen hemen kontak yapisina normal yap veya Sasaki yapr denir

(Yano ve Kon 1976).
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Tamim 2.4.16 (Sasaki Manifoldu) (2n + 1)-boyutlu bir (M, ¢, £, n,g) kontak
metrik manifoldu verilsin. Eger M nin kontak metrik yapis1 normal ise (¢,£,n,9)

yapisina Sasaki yapr ve (M, p, &, n, g) beslisine de Sasaki manifoldu denir (Yano
ve Kon 1976).

Teorem 2.4.8 (2n + 1)-boyutlu M manifoldu (¢, &, 1, g) hemen hemen kontak metrik
yapistyla verilsin. Bu durumda M manifoldu Sasaki manifoldu olur ancak ve ancak
VX,Y € x(M) igin

(Vx@)Y = g(X,Y)E = n(Y)X (2.25)

seklindedir (Yano ve Kon 1976).

Tanim 2.4.17 (x(M x R) de Braket Operatorii) (2n + 1)-boyutlu bir M mani-
foldu, (¢, &, n) hemen hemen kontak yapisi ile verilsin. M x E nin de bir manifold

oldugunu belirtmigtik. M x R de [,]| operatorii

LI o X(M X R) x x (M x R) — x(M xR)

(X1 ) — | o)

olmak {izere

d d d
X, f=),Y,9=)| =X, Y],(X(g9) - Y —
(15 )] = (9] () - Y g )
seklinde taniml ise [, | operatoriine x (M xR) de Braket Operatorii adi verilir (Blair

2002).

Teorem 2.4.9 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu, (¢,£,n) hemen hemen kontak
yapist ile verilsin. x(M x R) de tamimh [,] Braket operatorii

i) Antisimetrik,

i1) Jacobi 6zdesligi

ozeliklerini saglar. Boylece tanimladigimiz bu operator bir Lie braket operatoriidiir

(Blair 2002).
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Tanim 2.4.18 (Lie Tiirevi) M iizerinde tamimh bir vektor alam X ve X ile ge-
rilmis lokal dontigiimli 1-parametreli grup ¢, olsun. X vektor alanina gore F' tensor

alaniin Ly F' ile gosterilen Lie tiirevi;
LxF =[X, F]
esitligi ile tanimlanir (Yano ve Kon 1984).

Tanim 2.4.19 (Killing Vektor Alanmi) M bir Riemann manifoldu, g Riemann
metrigi ile verilsin. Ayrica M iizerinde bir X vektor alanini ele alalim. M mani-
foldunun her bir noktasinin bir komgulugunda X ile meydana gelen lokal doniistim-
lerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden olusuyor ise X vektor alanina
Killing vektor alant denir.
Boylece;

X Killing vektor alant < Lxg =0

dir. Yani; g metrik tensoriiniin X vektor alam yoniindeki Lie tiirevi sifirdir (Yano

ve Kon 1984).

Teorem 2.4.10 (2n + 1)-boyutlu M manifoldu (¢, &, n, g) kontak metrik yapisiyla

verilsin. Bu durumda N? = N* = 0 dir. Ayrica,
N3 = 0 < ¢ killing vektorii

olur. Burada

N* = [§,0X] - ¢[X,¢]

seklinde tanimhdir (Yano ve Kon 1984).
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2.5 Kontak Geometride Vektorel Carpim

Tanim 2.5.1 (Vektérel Garpim) (M, ¢, £, 1, g) kontak metrik manifoldu tizerinde
VX,Y € x(M) igin M iizerinde

A X (M) X x (M) — x(M)

doniisiimii

XNY =—g(X,0(Y))§ = n(Y)pX + n(X)pY (2.26)

esitligi ile tamimlansin. Burada X A'Y vektoriine, X ile Y nin vektorel carpima adi

verilir (Camci 2011).

Ornek 2.5.1 R? reel vektor uzaymin bir alt vektor uzay1 V = {(z,y,0) : 2,y € R}
olsun. V' alt vektdr uzay tizerinde 7(z, vy, z) = (z,y,0) bir izdiigiim ve

J(x,y,0) = (—y,2,0) bir hemen hemen kompleks harita vardir. Eger ¢ = J o
olacak gekilde bir harita tammlanirsa (R3¢, &, 7, g) hemen hemen kontak metrik
manifold olur. Burada n = dz, £ = % ve g standart Riemann metrigidir.

Sonug olarak;

XNY = —g(X,0(Y))§ = n(Y)pX +n(X)pY
dir. Bu durumda X AY = X xY olur. Burada x, R3 reel vektor uzayindaki vektorel

carpimdir (Camc: 2011).

Teorem 2.5.1 (M, ¢,&,1,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y € x(M) igin X ile Y vektorlerinin her ikisi de X A'Y vektoriine ortogonaldir
(Cama 2011).

Teorem 2.5.2 (M, ,&,n,9) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde vektorel

carpim anti-simetrik bir doniigiimdiir (Camci 2011).
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Teorem 2.5.3 (M, p,&,m,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde vektorel

carpim alterne bir doniisiimdiir (Camci 2011).

Teorem 2.5.4 (M, ¢,&,1,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y € x(M) igin
Y Ap(X) =g(X,Y)E—n(Y)X (2.27)

ve

p(X)=EnX (2.28)

olur (Camac1 2011).

Tanim 2.5.2 (M, p, &, n, g) hemen hemen kontak manifoldu tizerinde
VXY, Z € x(M) i¢in ¢g(X AY,Z) sayisima XY, Z vektorlerinin karma carpimi
denir ve bazen (XY, Z) ifadesi ile de gosterilir. {X,Y, X A Y} iigliisii pozitif yonlii

bir ¢at1 olugturur (Camec 2011).

Teorem 2.5.5 (M, ¢,&,1,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y,Z € x(M) igin

(X,Y,Z) = g(X AY, Z) = det(X,Y, Z) (2.29)

veya

(X,Y,Z) = = [g(X,0(Y))n(Z) + g(Y,0(2))n(X) + g(Z, o(X))n(Y)]

dir (Camac1 2011).

Teorem 2.5.6 (M, ,&,1n,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VXY, Z € x(M)
(X,Y,2)=(Y,Z,X)=(Z,X,Y) (2.30)

dir (Camc 2011).
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Teorem 2.5.7 (M, ¢,&,1,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y,Z € x(M) igin

9(X,0(Y))Z +9(Y, 0(2))X + 9(Z,0(X))Y = —det(X,Y, Z)¢

(2.31)

dir. Burada &, n kontak yapisinin karakteristik vektor alamdir (Camaer 2011).

Teorem 2.5.8 (M, ¢,&,1,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y,Z € x(M) igin

(XAY)NZ =g(X,2)Y —g(Y,Z)X
dir (Camac1 2011).

Teorem 2.5.9 (M, p,&,1n,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VXY, Z € x(M) icin

(XAYINZH+YANIDANX+(ZANX)ANY =0
dir. Bu esitlige “ Jacobi dzdesligi 7 adi verilir (Camer 2011).

Teorem 2.5.10 (M, ¢, &, 7, g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y,Z, W € x(M) i¢in

dir. Bu egitlige ¢ Lagrange 6zdesligi ” adi verilir (Came1 2011).

Teorem 2.5.11 (M, ¢, &, 7, g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VXY € x(M) igin

g(XAKXAY) = g(X,X)g(Y,Y) _QQ(va)
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dir (Camac1 2011).

Ispat. Lagrange 6zdesliginden yararlanarak (2.34) denkleminde Z yerine X, W

yerine Y yazilirsa

JXAY,XAY) = g(XAY)AX,Y),
= 9(g(X, X)Y —g(Y, X)X, Y),
= g9(X, X)g(YY) —g(Y, X)g(X,Y),
= g(X, X)g(Y\Y) - ¢*(X,Y)

olur. Bu ispat igin ikinci bir yol daha verelim. VXY, 7 € x(M) i¢in

= z1e+ 1290(€) + T3¢,
= yie+ yap(e) + ysé,

= zie+ zp(e) + 23

esitlikleri yardimiyla

p(X) = —me+x0(e),
e(Y) = —ye+yple),
©(Z) = —ze+zp(e)
ve
XNY = (13293 - xng)e + ($3y1 - $1ys>90(6) + ($2?J1 — m1y2)§
oldugundan

JXANY,XANY) = (22ys — 13y2)(T2Y3 — T3Y2)

+(x3y1 — 21y3) (w391 — 21Y3) + (2291 — T1Y2) (T2y1 — T1Y2),

9(X, X)g(Y,Y) = (z]+23+23) (yi +v5+v3),
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F(X)Y) = (z1y1 + T2y + 73y3)°

= 2Ty + 25y + 13y + 27101%2Y2 + 2210173Y3 + 2T9YaT3Y3
esitlikleri yardimiyla
9(X, X)g(Y,Y) = *(X)Y) = aiy;+alys +a3y; + 2505 + 257 + 2305

—2T1Y1%2Y2 — 2T1Y173Y3 — 2T2Y2T3Y3

g XAY,XAY) = 23y; — 2Toy373Ys + T35 + 23y7 — 2230171Y3 + T7Y3

+a3y} — 201 29y1Ys + 2TV
denklemleri elde edilir. O halde son iki egitligi kullanarak
X AY,XAY) =X AY|*=g(X,X)g(Y,Y) — g*(X,Y)

olur.

Teorem 2.5.12 (M, ¢, &, 1, g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
VX,Y,Z € x(M) igin

VAXAY) = (VzX)AY + X A(VzY) (2.36)

dir. V ile burada M nin Levi-Civita koneksiyonu gosterilmektedir (Camci 2011).
Ispat. VX,Y,Z € x(M) icin (2.26) denkleminden

Vz(XAY) = —g(VzX,0(Y))§ = n(Y)e(VzX) +n(VzX)p(Y)

( )§ = n(VzY)p(X) + n(X)p(VzY)
—n(Y)(Vze(X) = o(VzX)) = 9(X, Vze(Y)) — o(V2Y))§
+n(X)(Vzo(Y) = o(V2Y)) + n(X)Vze(Y)

+(9(V2X, &) + 9(X, Vz8))p(Y)

)
—9(X, p(VzY)
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Vz(X AN Y) = (VZX) ANY + XA (VZY) — g(X, VZQO(Y))f
—n(Y) (Vz9) X +n(X) (V29) Y — g(X,0(Y))V ¢
—g(Y, VzE)p(X) + (X, VzE)p(Y)

VX,Y € x(M) igin (M, p,&,1n,g) hemen hemen kontak manifoldu iizerinde
Z. Olszak (Olzaks 1986) tarafindan ispatlanan

(Vxp) (V) = g(0(Vx€), Y)E = n(Y)e(Vx¢)
esitligi yardimiyla
—9(X, Vzp(Y))§ = n(Y)V2o(X) +n(X) (Vz¢) Y =0
dir. {pZ,¢*Z, &} Hicliisii M nin ortogonal bazi olmak tizere V £€ ile € dik oldugundan
V€ =apZ +bp*Z
esitligi Teorem 2.5.7 ile birlikte kullanilirsa
—9(X, e(Y)V2E = g(Y, V28 p(X) + g(X, VzE)p(Y) = 0
ve (2.29) denklemi ile
VZ(XAY)=(Vz2X)ANY + X A (VzY)

olur.

Onerme 2.5.1 M3 = (M, ¢,£,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu,
v: I C R — M?3 geodezik olmayan ve {T, N, B, k,7} Frenet elemanlariyla verilmis

birim hizli bir egri olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler
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saglanir (Camce1 2011).

Ispat. Ispat: Camc (2011)’min ¢aligmasindaki yontemden farkl bir yolla yapalim.
v:I CR — M geodezik olmayan birim hizli bir egri olsun. v egrisinin Frenet
elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olmak iizere g(¢T,T) = 0 oldugundan ¢T = AN + uB
yazilabilir.

g(QOTa g) = )\U(N) + /”7(3) =0

esitliginden A = fn(B) ve u = —fn(N) veya ¢ (T) = f(n(B)N —n(N) B) elde

edilir. Son egitlik kullanilirsa

gle(T),o(T) = —g(L*(T),T)
P2 (N)+7°(B)) = g(T —n(T)ET)
PP (N)+7*(B) = 1—-9*(T)

elde edilir. ¢ birim Reeb vektor alani oldugundan f = 41 dir. ~ egrisi boyunca
benzer yonlendirme kullanilmasi gerektiginden dolayr f = 1 olmalidir. Sonug olarak
©(T) =n(B)N —n(N) B esitligi saglanir. Benzer metodlar kullanilarak digerleri

de kolay bicimde gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir.
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3. KONTAK GEOMETRIDE SLANT ve N-SLANT HELIiSLER
3.1 Slant Helisler

Tanim 3.1.1 M3 = (M, p,£,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu olsun.
v : I C R — M?3 bu manifold iizerinde s yay parametreli bir egri ve T'(s) = +/(s), v

egrisinin teget vektor alani olsun.
cosf(s) = g(T'(s), )

seklinde verilen 6(s) fonksiyonuna + egrisinin kontak a¢ise denir. Kontak agisi sabit
olan egriye bir slant egri denir. Ozel olarak bu sabit kontak ac1 § = g ise, bu

durumda egriye bir Legendre helis denir (Cho vd. 2006).

Onerme 3.1.1 M3 = (M, ¢, £,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I C R — M3 Levi-Civita koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim hizl bir
egri olsun. ~y egrisinin bir slant egri olabilmesi igin gerek ve yeter sart n(N) = 0

olmasidir. Burada N, 7 egrisinin asli normal vektor alanidir (Cho vd. 2006).

Ispat. Kabul edelim ki 7 bir slant egri olsun. Bu durumda ~y egrisi boyunca Frenet
catr alam {T'(s), N(s), B(s)} ve ~y egrisinin teget vektor alam 7" ile Reeb vektor alan

¢ arasindaki kontak ag1 6(s) olmak tizere Tanim 3.1.1 geregince

cosf(s) = g(T(s),¢&) (3.1)

dir. (3.1) denkleminde her iki tarafin Levi-Civita koneksiyonuna goére tiirevi alinir

ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa

—0 sin0(s) = kg(N, &) + g(T, V&) (3.2)
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olur. (3.2) denkleminde g(N, &) = n(N) ve V& = —¢T egitlikleri gz oniine alinirsa
—0'sin6(s) = kg(N, &) — g(T,¢T)
denklemine ulagilir. Ayrica Sonug 2.4.2 yardimuyla g(7', ¢T') = 0 oldugundan
—6 sin(s) = kn(N) (3.3)

elde edilir. ~ egrisi bir slant egri oldugundan Tanim 3.1.1 geregince 6 kontak acisi
sabittir. O halde = 0 dir. Bu durumda x # 0 oldugundan (3.3) esitliginde
n(N) = 0 olmak zorundadur.

Tersine kabul edelim ki; 7(N) = 0 olsun. (3.3) esitliginden —6 sinf(s) = 0 elde
edilir. # € (0,7) oldugundan sinf(s) # 0 dir. Boylece § = 0 bulunur. Yani 6(s)
kontak agis1 sabittir. Tanim 3.1.1 geregince ~ egrisi bir slant egridir. Boylece ispat

tamamlanir.

Onerme 3.1.2 M3 = (M, ¢, £,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. v egrisinin 7', N

ve & vektor alanlari, baz1 ((s) fonksiyonlar igin

T = sinf{cosf(s)X +sin[(s)pX} + cos b
= —sinfB(s)X + cos B(s)pX

§ = cosOT £sinfB (3.4)

seklinde tanimlanir (Cho vd. 2006).

Ispat. M3 = (M, p,&,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu olsun. v : I € R — M?3
geodezik olmayan ve {T, N, B,k,7} Frenet elemanlariyla verilmig birim hizli bir

slant egri olsun. Karakteristik vektor alani
E=MT+ N+ X\3B
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seklindedir. Burada A; = n(T'), A\ = n(IN) ve A3 = n(B) dir. n(T') = g(T,¢&) esitligi

ve Tanim 3.1.1 birlikte g6z 6niine alinirsa
A =g(T, &) = cosB, 0 = sabit
olur. Ayrica + slant egri oldugundan Onerme 3.1.1 geregince
Ao =g(N,§) =0
olur. A2 + )3 = 1 oldugundan
A3 =g(B,&) = £sinf
elde edilir. Boylece & Reeb vektor alani;
¢ =cosfT +sindB

seklindedir. « egrisinin NV asli normal vektor alanminin (X, ¢ X, €) ortonormal ¢atisina
gore yaziligi

N =y X + pipp X + 1138

dir. gy = g(N, &) = 0 oldugundan ashinda
N = 1, X + pyp X
bi¢iminde yazilir. puy, = g(N, pX) = cos 5(s) olacak gekildeki 5(s) fonksiyonlar igin
py = g(N, X) = £sin 5(s)

elde edilir. Benzer gekilde v egrisinin 7" teget vektor alanimin (X, X, £) ortonormal

catisina gore yazilist

T = 91X + 9o X + 03¢
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dir. Tanim 3.1.1 kullamilarak
95 = g(T,€) = cos 0
olur. (2.17) ve (2.19) esitliklerinden

9T, pX) = g(T,X)—n(T)n(X)

- g(T7X) - g<T’£)g(X7§)

olup X ve & vektor alanlar1 ortonormal oldugundan

n(X) =g(X,§) =0
dir. Dolayisiyla
U = g(T, X) = g(¢T, pX)

olur. Burada n(B) = £sinf, n(N) = 0, g(N,¢X) = cos 3(s) esitlikleri ve Onerme

2.5.1 birlikte gz oniine alinirsa

U1 = gn(B)N —n(N)B, pX)

= n(B)g(N,pX) —n(N)g(B,pX)

= =sinfcosf(s)

elde edilir. Benzer sekilde g(N, X) = +sin3(s) oldugundan yine Onerme 2.5.1
yardimiyla

U = g(¢T, X)
= g(n(B)N —n(N)B, X)
= n(B)g(N,X) —n(N)g(B,X)
= sinfsin B(s)

seklindedir. ¢(7, N) = 0 oldugundan 7" teget vektor alani ve N asli normal vektor
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alani;

T = sinf{cosf(s)X + sin[(s)pX} + cos ¢

= —sinB(s)X + cos B(s)p X

olarak hesaplanir.

Onerme 3.1.3 M3 = (M, ¢, £,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I € R — M3 Levi-Civita koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim hizh
bir Legendre egri olsun bu durumda ~ egrisinin torsiyonu 7 olmak tizere 7 = 1 dir

(Baikoussis ve Blair 1994).

Teorem 3.1.1 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : 1 C R — M3 Levi-Civita koneksiyonuna gore geodezik olmayan bir egri olsun.
Eger ~ egrisinin torsiyonu 7 = 1 ve y egrisi iizerinde bir noktada n(T) = 1 (T) = 0
ise v egrisi bir Legendre egridir (Baikoussis ve Blair 1994).

Teorem 3.1.2 M3 = (M, p,£,n,g), 3-boyutlu bir kontak metrik manifoldu iize-
rinde bir Legendre egrisinin torsiyonu 7 = 1 ise M? manifoldu 3-boyutlu bir Sasaki

manifoldu olur (Baikoussis ve Blair 1994).

Teorem 3.1.3 M3 = (M, ¢, &,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : 1 C R — M3 Levi-Civita koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim hizlh bir
+1

-
egri olsun. v egrisinin bir slant egri olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

sabit olmasidir (Cho vd. 2006).

oraninin

Camci (2011) gahismasinda Teorem 3.1.3 iin gerek sartinin dogru olmadigini goster-

mistir ve Teorem 3.1.3 iin gerek sart1 icin karsit 6rnek vermigstir.
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Ornek 3.1.1 R3(—3) Sasaki uzaymda v(s) = (2(s),y(s), z(s)) egrisi

z(s) = —2v1—o2sinb,
y(s) = 2vV1—02cosb,
Z(s) = 204y(s)z(s) (3.5)

0(s) = —20+

1+0’

1
o(s) = 5(1 — cos(2v/2s))
Ayrica «y egrisinin teget vektor alam

T =(V1—02cosf)e+ (—vV1—o2sinfp(e) + o€

ve

T = (- 99 cost — (0" +20)V1 — o%sinf)e

V1—o02
+(— 100 = sinf — (0" +20)V1 — 02 cosB)p(e) + o €
-0

K2 o= (w222 (6 + 200V — 02)? + (o)

1
boylece k =2 ve N = §VTT elde edilir.

XAY = —g(X,0(Y))§ —n(Y)eX +n(X)pY
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vektorel carpim tanimindan dolayi

B = TAN

— 9T, p(N))E = n(N)eT + ()N

oldugundan

olarak hesaplanir. 7(T) = kn(N) ve n(N) = —sn(T) + (7 — 1)n(B) esitlikleri

birlikte goz oniine alinirsa

(%)/ +20=—(1— 1)\/1 — o2 — (%)2
esitligi elde edilir. Yukaridaki esitlikte

(%)’ +20=1-sina

olarak alimirsa o = 2v/2s — g olmak tizere

102 (0_)2 (I —sina)?
2 4
seklindedir. Son olarak
—1
1 —sina = T 5 (1 —sina)
: T—1 . y e "

yani 7 = —1 hesaplanir. = —1 sabit olmasina ragmen v egrisi bir slant egri

K

degildir (Camci 2011).

Teorem 3.1.4 M3 = (M, ¢, &,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : 1 C R — M?3 Levi-Civita koneksiyonuna gore geodezik olmayan bir egri olmak

—1 ’
u = ¢ ve 7y egrisi iizerinde bir noktada n(7") = n (T') = 0 olsun.

lizere
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Bu durumda v egrisinin torsiyonu 7 = —1 dir ancak ve ancak £co + 1 > 0 olmak

lizere

o(s) ==+

1+c2 1+¢2 c

< c c cos(2v1+625)>

saglanmalidir (Camci 2011).

Sonug 3.1.1 M3 = (M, ¢, £, 7, 9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M? Levi-Civita koneksiyonuna gore geodezik olmayan birim hizl bir
slant egri olsun. Bu durumda 7 = 1 dir ancak ve ancak v egrisi bir Legendre helistir

(Cho vd. 2006).
Ispat. 7 bir Legendre egrisi oldugu icin 6 = g den dolay1 ispat aciktir.

Teorem 3.1.5 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v:I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. 7 egrisinin Frenet

elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olmak iizere v egrisi agagidaki diferensiyel denklemi saglar.

AH +MVHA+ M NHA+XT =0 (3.6)
Burada
2K ck
N = —
! K + 14 cK'
I+ck K K o 9 2
= —2(—)—=r"—(1
Az K (1—1—05) (fﬁ) " ( +CH)
KK
A3 = —
3 14ck’

-1
€ R— {0} seklinde tanimhdir (Gok vd. 2014).

Ispat. V;T = kN esitliginde her iki tarafimn Levi-Civita koneksiyonuna gore

tiirevini alinir ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa
AH = —2kk'T — k?H + k' N + ' VN + (k1) B+ k7V 1B
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elde edilir. (2.1) den

1
B=—_H+—VH+T
TK KT T
ve son esitligin tiirevinden;
K K 1\ 1 K\
Vi B=—-|—|H—-—VH+|—|VH+ —AH+ |- |T+-H
TK? K2 KT KT T T
dir. Serret-Frenet formiillerinden elde edilen VB = —ZVTT esitligini kullanarak
K

" o N 2 !
_{_{_K__‘_H_T_{_Q(K_) +/{2+T2}H+/{T(E)T (3.7)
K RT K T

elde edilir. v geodezik olmayan bir slant egri oldugundan Teorem 3.1.1 den

/

’ ’ K K
T=1+ck, T =cK Ve<—):—2
T (1+ cr)

esitligini elde ederiz. Sonug olarak son egitlikleri (3.7) de kullanarak (3.6) denklemini

elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.6 M3 = (M, ¢, £, n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M?3 geodezik olmayan birim hizl bir slant egri olsun. v egrisinin Frenet

elemanlar1 {T', N, B, k, 7} olmak iizere v egrisi agagidaki diferensiyel denklemi saglar.

Burada
B 27 7
Hi = T—1 T
T / T r—1\°
o = -0 (2) —2 - () -
T T—1 c
B (1t —1)
:u3 - 027'

48



T—1

€ R— {0} seklinde tanimhdir (Gok vd. 2014).

CcC =

Ispat. ~ egrisi geodezik olmayan bir slant egri oldugundan Teorem 3.1.1 den elde

—1
edilen k = esitligini (3.7) denkleminde yerine koyulursa (3.8) denklemine

ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.7 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v:1CR — M? geodezik olmayan birim hizh bir slant egri olsun. 7 egrisinin Frenet
elemanlar1 {T', N, B, k, 7} olmak iizere v egrisi normal demette agagidaki diferensiyel

denklemi saglar.

AYH + AVFH + pH =0 (3.9)
Burada
\ 2_/-4;' n K
K I+ck
1+ck K / K\
= -2(—) —(1 2
s K (1—1—0&) (m) (1+cr)
—1
c="1 € R— {0} seklinde tanimhdir (Gok vd. 2014).

Ispat. Serret-Frenet formiillerini kullanarak

VzT = &N (3.10)
VzN = 7B
VzB = —7N
yazilabilir. V7T = kN esitligi
1
N=—-H* (3.11)
K

oldugunu gosterir. Son esitligi V&N = 7B esitliginde yazarak

1 K 1
1 1) 1 Ly
CT(EH >___/{2H +ECTH_TB
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7 # 0 oldugundan

K 1
B=—-—H"+—V;H 3.12
TK2 * kr T ( )
elde edilir. Sonug olarak (3.11) ve (3.12) denklemleri V3B = —7N esitliginde yerine

yazilirsa (3.9) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.8 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v:I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. -~ egrisinin Frenet
elemanlar1 {T', N, B, k, 7} olmak iizere v egrisi normal demette agagidaki diferensiyel

denklemi saglar.

AYH +9VTH +vH- =0 (3.13)
Burada
27 T
0 = —
T—1
v = (Pon)() - A
T—1

seklinde tammhdir (Gok vd. 2014).

Ispat. 7 egrisi geodezik olmayan bir slant egri oldugundan Teorem 3.1.1 den elde

-1
edilen xk = esitligini (3.12) denkleminde yerine koyulursa (3.13) denklemine

ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.
3.2 N-slant Helisler
Tanim 3.2.1 M3 = (M, ¢,£,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu olmak iizere

v : I C R — M?3 Levi-Civita koneksiyonuna gore geodezik olmayan bir egri ve N (s),

~ egrisinin normal vektor alani olsun.

cosf(s) = g(N(s),§) (3.14)

seklinde verilen 6(s) fonksiyonuna ~ egrisinin normal vektoér alani N(s) ile Reeb
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vektor alani ¢ arasindaki kontak acisi denir. Eger bu kontak ag: sabit ise v egrisine

bir N-slant helis denir.

Sonug 3.2.1 M3 = (M, ¢,£,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v: 1 CR — M? geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. ~y egrisinin
Frenet elemanlar {T, N, B, k, 7} olmak {izere 6zel olarak egrinin kontak agis g ye
esit ise g(N(s),€) = n(N) = 0 oldugundan 7' (N) = 0 dir. Ayrica 7 — 1 ve s oram
sabit oldugundan Teorem 3.1.1 den dolay1 v egrisi bir slant egridir. Sonug olarak

N-slant helisler, slant egrilerin genellegtirilmis halidir.

Tanim 3.2.2 M3 = (M, p,£,1,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : 1 CR — M? geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. ~ egrisinin
Frenet elemanlar1 {T', N, B, k, 7} olmak iizere 7 egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu
asagidaki sekilde tanimlanir

_T—l

H =

K

Burada k ve 7, sirasiyla, 7 egrisinin asli egriligi ve torsiyonudur.

Teorem 3.2.1 M3 = (M, ¢,&,n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v:I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. + egrisinin &

Reeb vektor alam

¢ = {MTJFNJFK(%HZ))B}COSQ (3.15)

T —

seklinde tanimhdir. Burada ‘H = , v egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu ve

0 # g kontak agidir.

Ispat. M3 = (M, p,£,n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu, v : I € R — M?3
geodezik olmayan, {1, N, B, k, 7} Frenet elemanlariyla verilmig birim hizl bir

N-slant helis olsun. Karakteristik vektor alani £

f = /\1T+ )\QN -+ )\33
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seklindedir. Burada Ay = n(T), A\ = n(N) ve A3 = n(B) dir. (2.17) ve Tanim 3.2.1
den Ay = n(N) = g(NV,§) = cosd

dir. Esitligin her iki tarafinin Levi-Civita koneksiyonuna gore tiirevini alinirsa
9(VrN, &) +g(N,Vr) =0
elde edilir. Ayrica (2.22) ve Frenet formiillerini kullanarak

—/-cg(T,f)%—TQ(B,f)—g(N,(,D(T)) :Oa

dir. Onerme 2.5.1 yardimiyla

—/ﬁg(T,S)—I—(T—l)g(B,E) =0

yazilabilir. Tanim 3.2.2 den

9(T,§) = Hg(B,§), (3.16)

elde edilir. (3.16) esitligini her iki tarafinin Levi-Civita koneksiyonuna gore tiirevini

alinirsa

g(ViT, &) +g(T, V&) =Hg(B,&) +H{g(VrB,§) +g(B,Vr)}

yazilabilir. Serret Frenet formiilleri ve Onerme 2.5.1 den

kg (N,&) =Hyg(B,§) —H(T—1)g(N,¢)

veya
k(1 +H?)

9 (N.€) (3.17)

9(B,§) =

elde edilir. Eger (3.17) esitligini (3.16) da yerine yazilirsa



bulunur. Son olarak (3.14), (3,16) ve (3.17) den N-slant helisin ekseni

_ [KH(14+H?) k(1 +H?)
f—{ 7 T+ N+ 7 B} cos®,

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2 M3 = (M, p,£,1m, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir egri olsun. v egrisinin N-slant

helis olabilmesi icin gerek ve yeter sart

k(14 H2)3

" = tan 6 (3.18)

-
nin sabit olmasidir. Burada H = —— ~ egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu ve
K

0 +# g kontak acgidir.

Ispat. &, egrisinin birim Reeb vektor alam ve

2 2
&= {WT%—N—F %B}COSQ.

icin g (£,€) = 1 oldugundan

2)3
%:tang

sabit bir fonksiyon oldugu kolayca goriilebilir.
k(1 + H2)3
H|

goriilebilir ki v bir N-slant helistir. Boylece ispat tamamlanir.

Diger taraftan, = tan # sabit bir fonksiyon olmasi durumunda kolayca

Sonug. 3.2.2 M3 = (M, p,£,1,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizlhi bir N-slant helis olsun. v egrisinin &

Reeb vektor alam

£ = cose(s)sinfT + cos N + sine(s)sin 0B (3.19)
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seklinde tanimhdir. Burada H = r-1

~ egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu,

1
ine(s) = ———= ve 0 # g kontak acidir.

VIt H

cose(s) =

H

Teorem 3.2.3 M3 = (M, p,£,1m, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. v egrisinin

T, N ve B vektor alanlar1 agagidaki formdadir

T = (sine(s)siny (s) — cose(s)cosfcost (s)) X
—(cos e(s) cos B sin ¢ (s) + sin e(s) cos ) (s))pX + cos e(s) cos 6,
= sinfcost (s) X +sinfsin e (s) X + cos 0,
B = (—cose(s)sing (s) — sine(s) cosd cosp (s)) X

—(sine(s) cosfsine) (s) — cose(s) cost (s))pX + sine(s) sin ¢, (3.20)

Ispat. M? = (M, p,&,n,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu, v : I € R — M?3
geodezik olmayan, {T, N, B, k, 7} Frenet elemanlariyla verilmig birim hizh bir

N-slant helis olsun. N, v egrisinin normal vektor alani olmak iizere
N =M X + X + A€
seklinde olsun. (2.17) denklemi ve Tamim 3.2.1 den A3 = n(N) = g(N, ) = cosf ve
N = X + MpX + cos b€

birim vektor alani oldugundan A} 4+ A3 = sin® 6 dur.
Ayrica \; = g(N, X) = sinf cos v (s) olacak sekildeki 1 (s) fonksiyonlar igin
Ay = g(N, X) =sinfcos (s) elde edilir.

Dolayisilya N asli vektor alani
N =sinfcost) (s) X + sinf cos (s) p X + cos ¢ (3.21)

seklindedir.
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T, v egrisinin teget vektor alani olmak tizere
T = 191X —f- ﬁggDX + 1935

olsun. (3.19) dan

U3 = cos€(s)sind

dir. Ayrica X ve £ vektor alanlar: ortonormal oldugundan (2.19) esitligi
U1 = g(T, X) = g(¢T', 0 X)

seklinde yazlabilir. n(B) = sine(s),n(N) = cos, g(N, X ) = sin v (s) esitlikleri ve

Onerme 2.5.1 birlikte goz 6niine almirsa

9T, X) = gn(B)N —n(N)B, ¢X),
= 9(B,§g(N, X)) — g(N,§)g(B, X),
= sine(s)sin?0sine (s) — cosOg(B, pX),
)
)

= sine(s)sin®@sine (s) + cosd (g(N, &)g(T, X) — g(T,&)g(N, X)),
= sine(s)sin?#sin (s) 4 cos? Og(T, X) — cose(s) sin? # cos O cos 1) (s)

elde edilir. Son esitlik diizenlenirse

(1 —cos?0)g(T,X) = sine(s)sin®fsine) (s) — cose(s)sin® @ cosd cos ) (s)
Y1 = g(T,X) =sine(s)siney (s) — cose(s) cos b cosp (s)

elde edilir. Benzer gekilde

Vo = g(T, pX) = —g(T, X)
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oldugu dikkate alinirsa Onerme 2.5.1 ve (2.17) den

9(T,0X) = —g(B,§)g(N,X))+g(N,{)g(B, X)
= —sine(s)sin®@cost) (s) — cosbg(pB, X),
= —sine(s)sin’ 0 cos ¢ (s) + cos 0 (g(N, §)g(T, pX) — g(T, §)g(N, 9 X)),

= —sine(s)sin? 6 cost (s) 4 cos? 0g(T, pX) — cose(s) sin? @ cos O sin 1) (s)
bulunur. Son esitlik diizenlenirse

(1 —cos?0)g(T,pX) = —sine(s)sin’fcos?y(s) — cose(s)sin® @ cossinp (s),

g(T,pX) = —sine(s)cost(s) — cose(s)cossiny (s)
elde ederiz. Dolayisiyla T, teget vektor alani

T = (sine(s)sine (s) — cose(s)cosfcost) (s))X

—(sine(s) cosfsinp (s) + sine(s) cos ) (s))pX + cose(s) cos ¢,
seklindedir.

B, v egrisinin binormal vektor alan1 olmak tizere

B =, X + pop X + s

olsun. (3.19) dan dolay1

3 = sin€(s)sin 6

dir. Ayrica Sonug 2.4.2 den

o = 9(B, 0X) = —g(¢B, X)
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seklindedir. Onerme 2.5.1 ve (2.17) den

9(B,¢X) = —g(N,&)g(T, X) + g(T,&)g(N, X),
= —sine(s)cosfsin (s) + cos e(s) cos® § cos (s) + (cos e(s) sin® § cos 9 (s)),

= —sine(s)cosfsiny (s) + cose(s)cost (s)

elde edilir. Benzer sekilde

= g9(B,X) = g(eB, pX)

seklindedir. Onerme 2.5.1ve (2.17) den

9(B,X) = g(N,g(T,pX) = g(T,)g(N, pX),
= —cose(scos?fsine (s)sine(s)cosdcost) (s) — cose(s)sin® fsin v (s)),

= —cose(s)siny (s) — sine(s) cosf cos ) (s)
elde edilir. Dolayisiyla B, Binormal vektor alani

B = (—cose(s)siny (s) —sine(s)cosfcosp(s))X

—(sine(s) cosfsin 1) (s) — cose(s) cosh (s))pX + sin e(s) sin O
seklindedir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.2.3 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. v egrisinin
Frenet elemanlar {7, N, B, k,7} olmak iizere v egrisinin ~ geodezik egriligi ve 7

torsiyonu agagidaki esitlikleri saglar.

Kk = 'sinfsine(s) — 2H sin® O sin® e(s), (3.22)

7 = 1'sinfcose(s) — 2sin*fcos®e(s) + 1
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Ispat. M3 = (M, ¢,€,7,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu, v: I C R — M? geo-
dezik olmayan, {T', N, B, k, 7} Frenet elemanlariyla verilmig birim hizli bir N —slant

helis olsun. v egrisinin N asli vektor alani
N =sinfcostp (s) X 4 sinf cosp (s) pX + cos ¢

olmak tizere

N = [—¢'(s)sinfsint) — ﬁ(
—H sin? §sin ) (5)) X] + [—/(s) sin @ cos ¢
1

_W(H sin? @ cos ¢ (s) + cos @ sin (s) — H cos® § cos v (s))pX]

1
_l’_ J—
bz

H cos® 0sin (s) + cos f cos 1 (s)

sin 9] &

esitligi elde edilir.
<N " T> = —k oldugu dikkate alinirsa

1 1N e 2
—Kk = ————1)'(s)sinfsin” Y —
i@ v

—H sin?0sin® ) (s)) +

. +17'(2 (H cos® 0 sin® 1 (s) + cosf cos 1) (s) sina (s)
mw’(s) cos 0 cos 1 (s) sin 0 sin 1)
(H cos® fsin (s) cos ) (s) + cos? O cos? 1) (s)

1
V1+H?
(H cos 0sin® § cos 1) (s) sin 1 (s) + cos® @ sin® 1 (s)

1
NiEass
(H sin® 0 cos® 1) (s) + cos @ cos v (s) sin v (s)

1+ H?

—H cos fsin” 0 cos 1 (s) sinp (s)) — Y’ (s) cos  cos v (s) sin @ sin ¢

T
—H cos® §sin (s) cos 1 (s)) — '(s)sinf cos? ¢
1
14 H?

—H cos®§ cos® 1 (s)) + 7 sin® @

V1+H?

_|_
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sonug olarak = sin€(s) oldugu goz oniine alimirsa

1
VIt HE

Kk = 1 sin @ sin e(s) — 2H sin” § sin® €(s)
esitligi elde edilir.

Benzer sekilde <N '"'B > = 7 oldugu goz 6niinde bulundurulursa

= \/%W(s) sin 6 sin® 9 (s) —
1

—H sin® # sin? P (s)) + \/ﬁ
(H cos® cos v (s) sin 1 (s) + cos? 0 cos® 1 (s) — H sin® f cos § cos 1) (s) sin 1) (s))

7 (H cos® fsin® 1) (s) + cos f cos ) (s) sin 1 (s)

Y’ (s) sin @ sin () cos 6 cos ()

+1+H2

() sinBsin v(s) cosBeos U (5) + 17

+ cos® fsin® v (s) — H cos® § cos 1) (s) sinap (s)) +

(H sin® 0 cos 6 cos v (s) sin 1) ()

H
ﬁw’(s) sin 6 cos® 1(s)

H
—_— W(H sin? @ cos® ¢ (s) + cos @ cos ) (s) sine (s) — H cos?  cos® 1 (s))
1 2
+ sin” 6
1+ H?
H H? H? 1
= \/ﬁd/(s)sinﬁ—l—mcof@— 7 sin® 0 + 70 cos 0 + 1+stin2«9
H 1— H?
= ——/(s)sinf + ——— sin* 0 + cos® 0
V1+ H? 14+ H?
H 1— H?
———/(s)sinf + ———sin*0 + 1 — sin* 0
V1+H? 1+ M
20 7220 20 72 a2
_ H wl(s)sinﬁ—l—sme H*sin“ 0 — sin“ 0 — H*sin 9+1

V1+H? 14+ H?
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ve sonug olarak cose(s) = oldugu goz oniine alinirsa

H
VIt H

H W( )si 0+—2H28i1’129+
T = ——(s)sinf+ ———— +1,
iiTe T
7 = 'sinfcose(s) — 2sin?Hcos?e(s) + 1

elde edilir.

Teorem 3.2.4 M3 = (M, p,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. v egrisinin

Frenet elemanlar: {T', N, B, k, 7} olmak iizere -y egrisinin torsiyonu

S—TC R (3.23)

1— i2(s)

bigimindedir. Burada p(s) = cot 6 / Kds.

Ispat. M3 = (M, p,€,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve v : I ¢ R — M?3

geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. Teorem 3.2.2 den

1+ H2)2
51—9;51—13__tan9 (3.24)
dir. (3.24) esitligi diizenlenirse
Kcotf = LS (3.25)
(1 +H2)8

elde edilir. (3.25) esitliginde her iki tarafin integrali alinirsa

cotf | kds = (3.26)

H
Vit
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olur. (3.26) esitligini diizenlenirse

2
. joQ = cot? 9(//{ds)2
cot H/mds
H p—
\/1 — cot? 9(//%13)2
cot H/FLCZS
,‘{'/ =

\/1 _ Cot29(/f<;ds)2

p(s) = cot H/mds

elde edilir. Son esitlikte

alimirsa (3.23) esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.3 C-paralel Ortalama Egrilik Vektor Alani

Tanim 3.3.1 M3 = (M, p,£,1,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v: I CR— M? geodezik olmayan birim hizh egri olsun.
VH =X

olacak gekilde sifirdan farkli bir A : I — R fonksiyonu varsa 7 egrisine C-paralel

ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egri denir (Lee vd. 2012).

Lemma 3.3.1 M? = (M, ¢,£,7,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli egri olsun. ~ egrisi icin
VoVl = —k2T + k' N + k7B (3.27)
VoVeVeT = —3kk T + (HN — k> — k)N + (25/7 + HT/)B (3.28)

diferensiyel denklemleri saglanir.
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Sonug 3.3.1 M3 = (M, p,&,n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizh bir slant egri olsun. (3.4) ve (3.27)

denklemlerinden dolay1 V- H = A olmasi icin gerek ve yeter sart

k2 = —M\cosf
K = 0
KT = Asind

esitliklerinin saglanmasidir (Lee vd. 2012).

Teorem 3.3.1 M3 = (M, ¢,&,n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v: 1 CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. -~ egrisinin
C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart ~
egrisinin bir geodezik egri (A = 0) olmas1 veya A sifirdan farkh bir sabit say1 olmak

lizere

k=+v—MAcosl, 7= ésinG

K

esitligine sahip bir slant helis olmasidir (Lee vd. 2012).

Ispat. ~, C-paralel ortalama egrilik vektor alania sahip bir slant helis olsun. Sonug
3.3.1 deki ilk ve tigiincii egitlikler geregince v egrisinin egrilikleri Kk = v/ —Acosf ve

A
T = — sin § geklindedir.
K

Sonug 3.3.2 M3 = (M, ¢, £, 1, 9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. (3.27) ve
(3.19) dan dolayr Vo H = A\ olmast igin gerek ve yeter sart

\H
—Kk? = ———sinb, 3.29
NiEnsE 5:29)
Kk = Acos#, (3.30)
KT = #sin& (3.31)

VIt H?

esitliklerinin saglanmasidir (Gok vd. 2014).
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Teorem 3.3.2 M3 = (M, ¢,&,7,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v:I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. v egrisinin
C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ~

egrisinin x geodezik egriligi ve 7 torsiyonu

k = (Acosf)s+a

_ 1 1 2
T = 2:&\/4—(()\0089)3—!—@)

seklindedir. Burada a ve A sifirdan farkli sabitlerdir (Gok vd. 2014).
Ispat. ~, C-paralel ortalama egrilik vektor alanma sahip bir N-slant helis olsun

(3.30) esitliginde her iki tarafin integrali alimirsa k = (Acosf)s + a elde edilir.
(3.39) ve (3.31) taraf tarafa oranlanirsa

bu esitlikten de

P —r4+k2=0
diferensiyel denklemi bulunur. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiinden

1
4o /Z g2
1"

T =

N | —

elde edilir. K = (Acos®) s + a degeri yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa

_1 1 2
T—Qi\/4 ((Acosf)s+a)

seklinde hesaplanir.

Diger taraftan v egrisinin asli egriligi k = (Acosf) s + a ve torsiyonu

1 1
T=3 + \/ 1 ((Acos®) s +a)® olmasi durumunda kolayca goriilebilir ki ~ egrisi

C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahiptir. Boylece ispat tamamlanir.
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Sonug 3.3.3 M3 = (M, p,&,n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M?3 bir Legendre egri olsun. Bu durumda VyH = \¢ olmasi igin gerek
ve yeter sart v egrisinin Vo H = 0 esitligini saglamasidir (Ozgiir ve Tripathi 2008).

3.4. C-proper Ortalama Egrilik Vektor Alam

Tanim 3.4.1 M3 = (M, p,£,1,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v:I CR — M geodezik olmayan birim hizh egri olsun.
AH = X¢

olacak gekilde sifirdan farkli bir A : I — R fonksiyonu varsa v egrisine C-proper

ortalama egrilik vektor alanwna sahip bir egri denir (Lee vd. 2012).

Sonug 3.4.1 M3 = (M, ¢, £, 1, 9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M? geodezik olmayan birim hizh bir slant egri olsun. (3.4) ve (3.28)
denklemlerinden dolayr ArH = A¢ olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

/

3kk = Acosf (3.32)
—K + K +rTE = 0

—(2k'T4+KT) = \sind
esitliklerinin saglanmasidir (Lee vd. 2012).

Teorem 3.4.1 M3 = (M, ,&,n,9), 3-boyutlu Sasaki manifoldunda Levi-Civita
koneksiyonuna gore geodezik olmayan ve C-proper ortalama egrilik vektor alanina

sahip bir slant helis yoktur (Lee vd. 2012).
Ispat. Kabul edelim ki A = Ay # 0 ve ), sabit olsun. (3.32) deki ilk esitlikten

K2 = 2(Aocosf)s + a, a = sbt elde edilir. Bu sonug (3.32) deki ikinci esitlikte

yerine yazilirsa egitligin saglanmadigini goriiliir. Bu bir geligkidir. O halde C-proper
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ortalama egrilik vektor alanina sahip bir slant helis yoktur.

Sonug 3.4.2. M3 = (M, p,£,1m,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v:I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. 7 egrisinin

C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart

H 3
————ds = 2 3.33
/\/14_7—(2 s 2)\sin9/€ ( )
—k"+ K + K2 = Acosf (3.34)
/ ’ A
—2KT — KT = ————=sinf (3.35)
1+ H?

esitliklerinin saglanmasidir (Gok vd. 2014).

Ispat. (3.28) ve (3.19) esitlikleri kullanilirsa v egrisinin (3.34), (3.35) ve (3.36)

esitliklerini sagladig1 kolayca goriilebilir.

Teorem 3.4.2 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : 1 CR — M? geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. ~ egrisinin
C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olabilmesi igin gerek ve yeter sart ~y
2

egrisinin A = 3 + k72 esitligni saglayan bir dairesel helis olmasidir. Burada s ve

T # 1 sabit sayilardir (Gok vd. 2014).

Ispat. -, C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip bir N-slant helis olsun.
(3.33), ve (3.35) esitliklerinden x ve 7 nun sabit sayilar ve &, Reeb vektor alani ile
N, asli normal vektor arasindaki kontak aci 6 = 0 oldugu elde edilir. Bu sonuglar

(3.35) de kullanmilirsa A = 3 + k72 olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 3.4.3 M3 = (M, ¢,£,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 bir slant egri olsun. Bu durumda ArH = 0 olmas i¢in gerek ve

yeter sart v egrisinin geodezik olmasidir (Ozgiir ve Tripathi 2008).
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Ozgiir ve Tripathi gosterdi ki 3-boyutlu Sasaki uzaymnda V;H = 0 veya A7 H = 0

esitligini saglayan Legendre egrileri geodeziklerdir.

3.5 Normal Demette C-paralel Ortalama Egrilik Vektor Alam

Tamm 3.5.1 M3 = (M, ¢,£,7,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v: I CR— M3 geodezik olmayan birim hizl egri olsun.

Vil = X

olacak gekilde sifirdan farkli bir A : I — R fonksiyonu varsa ~ egrisine normal

demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egri denir (Lee vd.

2012).

Lemma 3.5.1 M3 = (M, p,£,1,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v:ICR— M? geodezik olmayan birim hizli egri olsun. v egrisi icin
ViVAT = k' N + k7B

VEVEVAT = (k" — k72 N + (26’7 + k7 )B

diferensiyel denklemleri saglanir.

Sonug 3.5.1 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v: I CR — M? geodezik olmayan birim hizh bir slant egri olsun. (3.4) v

denklemlerinden dolay1 V%H = X¢ olmasi igin gerek ve yeter sart

Acosf = 0
K = 0
KT = Asinf

esitliklerinin saglanmasidir (Lee vd. 2012).
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Teorem 3.5.1 M3 = (M, ¢, &,n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v: I CR — M? geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. + egrisinin
Normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin gerek ve
yeter sart v egrisinin bir ¢cember olmasi veya k = A egitligini saglayan bir Legendre

helis olmasidir (Lee vd. 2012).

Ispat. (3.38) deki ikinci esitlikten s nin sabit ve (3.38) deki ilk esitlikten A = 0
veya v nin Legendre helis oldugu elde edilir. Eger A = 0 ise s sabit oldugundan bir
¢emberdir. Diger taraftan A # 0 ise v egrisi Legendre helistir ve xk = A dur.

Sonug 3.5.2 M3 = (M, ¢, £, 1, 9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M3 geodezik olmayan birim hizhi bir N-slant helis olsun. (3.36) ve
(3.19) denklemlerinden dolayr V#H = ¢ olabilmesi icin gerek ve yeter sart

Acos = K (3.40)
A sinff = k7 (3.41)

esitliklerinin saglanmasidir (Gok vd. 2014).

Teorem 3.5.2 M3 = (M, p,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. v egrisinin
Normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin gerek ve
yeter sart 7y egrisinin bir gember olmasidir(A = 0) veya k = As+¢, ¢ € R (A # 0) ve
7 = 0 egriliklerine sahip bir egri olmasidir (Gok vd. 2014).

Ispat. 7, Normal demette C-paralel ortalama egrilik vektor alanma sahip bir

N-slant helis olsun.

(i) A = 0 olmasi durumunda; (3.40) dan s nin sabit bir say1 oldugu goriiliir. (3.41)

den dolay1 k7 = 0 olacagindan 7 = 0 hesaplanir.

67



(77) A # 0 olmas1 durumunda; (3.39) ve (3.40) esitlikleri oranlanirsa 7(7 — 1) = 0
hesaplanir. 7 = 0 almirsa (3.41) esitliginden § = 0 veya § = 7 elde edilir. k' = 0
olacagindan Kk = As + ¢, ¢ € R (A # 0) seklindedir. 7 = 1 alimirsa yani v bir
Legendre egrisi ise (3.40) ve (3.41) esitliklerinden Acos = 0 elde edilir. A sifirdan
farkli ve 6 kontakt agisida g den farkli oldugundan bu durum celigkidir. Boylece

ispat tamamlanir.
3.6 Normal Demette C-proper Ortalama Egrilik Vektor Alani

Tamm 3.6.1 M3 = (M, ,£,1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v:I CR — M3 geodezik olmayan birim hizhi egri olsun.
ATH = \¢

olacak gekilde sifirdan farkli bir A : I — R fonksiyonu varsa = egrisine normal

demette C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip bir egri denir (Lee vd.

2012).

Sonug 3.6.1 M3 = (M, ¢, £, 1,9), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M? geodezik olmayan birim hizh bir slant egri olsun. (3.4) ve (3.28)

denklemlerinden dolay1 A7 H = ¢ olabilmesi icin gerek ve yeter sart

Acos = 0
—K +rTE = 0
—(25'T+KT) = Asinf (3.42)

esitliklerinin saglanmasidir (Lee vd. 2012).

Teorem 3.6.1 M3 = (M, ¢, &, n,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. -~ egrisinin

Normal demette C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olabilmesi i¢in gerek
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ve yeter gart v egrisinin bir gember olmasi veya k = ae®+be * ve A = —2(ae® —be *)
esitligini saglayan bir Legendre helis olmasidir. Burada a ve b birer sabittir (Lee vd.
2012).

Ispat. (i) A = 0 olmasi durumunda

K —kT? = 0 (3.43)

QKT +KT = 0

~ geodezik olmayan bir slant helis oldugundan Teorem 3.1.1 den dolay1 7 = ax + 1

olacak sekilde bir a sabiti mevcuttur.

T=ar+1ver =ak esitlikleri, (3.43) deki ikinci esitlikte yerine yazilirsa
K (3ak +2) =0
elde edilir. Bu durumda &' = 0 veya 3ax + 2 = 0 olmalidr.

x = 0 olmasi durumunda x = sbt # 0 ve 7 = 0 olur.

Diger taraftan 3ax+2 = 0 olmasi durumunda ise (3.43) deki ilk egitlikten 7 = 0 elde
edilir. Bu ise 7 = ax + 1 yani v egrisinin slant egri olma sartiyla celisir. 3-boyutlu
bir Sasaki manifoldunda geodezik olmayan birim hizli bir slant egrinin VzH = A\¢
esitligini saglamasi i¢in gerek ve yeter sart k = sbt # 0 ve 7 = 0 egitligini saglayan

bir cember olmasidir.

(ii) A # 0 olmas1 durumunda 7 egrisi

Kk —k = 0,

I

25 = —A

esitligini saglayan bir Legendre egrisidir. 3-boyutlu bir Sasaki manifoldunda geo-
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dezik olmayan birim hizl bir slant egrinin V3 H = A\¢ esitligini saglamasi icin gerek

s

ve yeter sart v nin kK = ae® + be® ve A = —2(ae® — be~*) esitligini saglayan bir

Legendre helis olmasidir. Burada a ve b birer sabittir.

Sonug 3.6.2 M3 = (M, ¢, £, 1, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v: I CR — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. (3.37) ve
(3.19) denklemlerinden dolayr V7H = ¢ olmast icin gerek ve yeter sart

AH
\/ﬁ sinf = 0, (344)
Acos® = —k + kT2 (3.45)
A ! i
————sinf = — (2/@ T+ KT ) . (3.46)
V1+H?

esitliklerinin saglanmasidir (Gok vd. 2014).

Teorem 3.6.2 M3 = (M, p,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. v egrisinin
Normal demette C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip olmasi igin gerek ve
yeter sart

1
(i) A = 0 durumunda ~y egrisinin xk = <dil (dys +dy)* + ,u2> T ver= % egriliklerine
sahip olmasidir. Burada d; € R— {0}, dy € R ve pp € R.

(17) A # 0 durumunda v egrisi £ = A cos # asli egriligine sahip bir Legendre egrisidir
veya 7 egrisi x geodezik egriligi £ = £ (2\k + c1572 + 02)% c1,co € R diferensiyel

.. o H . . I .
denklemini saglayan ve 7 = =L i € R torsiyonuna sahip bir egridir (Gok vd. 2014).

Ispat. 7, Normal demette C-proper ortalama egrilik vektor alanina sahip bir

N-slant helis olsun.

(1) A = 0 olmasi durumunda; (3.46) esitliginden 2x'7 + k7 = 0 bulunur. Bu

diferensiyel denklem diizenlenirse
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KT K
In(k7) = —In(k)+ In(p)
KT = u

elde edilir. Son esitlikten de 7 = % seklinde hesaplanir.
K

(3.45) esitliginden —x" + kT2 =0ve 7 = % oldugundan dolay1

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiinden de

1 3
K= (d_ (dys+ ds)® + ;ﬁ) seklinde hesaplanir.
1

(i7) A # 0 olmasi durumunda; (3.44) ve (3.46) esitlikleri yardimiyla

(26’7 + k') (r — 1) = 0 bulunur. 7 = 1 almirsa (3.45) ve (3.46) den k = Acos?
hesaplanir. Benzer sekilde 2k'7+/7 = 0 almirsa k' = & (2\x + c1h72 + 02)% c1,Co €

Rver= %, 1 € R elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
K
3.7 Kontak Geometride AW (k)-tipinden Egriler

Onerme 3.7.1 M3 = (M, ¢,£,1,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : 1 C R — M? geodezik olmayan birim hizli bir egri olsun. v egrisinin Frenet

elemanlar1 {T, N, B, k, 7} ve «y egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu

_7—1

H =

K

olmak {izere
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V(s) =T(s),
7' (s) = VrT(s) = K(s)N(s),
7"(8) = VoV T (s) = —k%(s)T(s) + &' (s)N(s) + (k2(s)H(s) + x(s))B(s),
7 (s) = VrVrVrT(s)
= =3k(s)K'(5)T(s) + {K"(s) — £(s) — w*(s)H?(s) — 26%(s)H(s) — K(s)} N(s)

+{3k(s)r(s)H(s) + K*(s)H'(s) + 2(s)K'(s)} B(s)
(3.47)

dir.

Ispat. + egrisinin harmonik egrilik fonksiyonu H = olmak iizere (2.2) esitliginde
T yerine

T=rH+1

yazilirsa (3.47) esitligi elde edilir.

Notasyon 3.7.1

N (s)=k(s)N(s) = ( <>)L=n<s>N<s>,
No(s)= (7"(5))" = W(s)N(s) + (+2(s)H(s) + r(s)) B(s),
Ni(s)= (v"(s))" = w — 13(s) — k3 (s)H2(s) — 262(s)H(s) — r(s)} N(s)

+ {3r(s)r'(s)H(s) + K*(s)H'(s) + 2(s)K'(s) } B(s)
(3.48)

ile gosterelim.

Teorem 3.7.1 M3 = (M, ¢, &, 7, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M? geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. v egrisinin

AW (1)-tipinden olabilmesi igin gerek ve yeter sart v egrisinin
9k" — 13K° + 125% — 95 = 0

2
diferensiyel denklemini saglayan ve 'H = —3 sabit harmonik egriligine veya sabit

egriliklere sahip bir slant egri olmasidir.
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Ispat. Kabul edelim ki v : I ¢ R — M? geodezik olmayan birim hizli bir slant
egri olsun. Bu durumda ~ egrisinin harmonik egriligi H sabit oldugundan H' = 0
dir. Ayrica v egrisi AW (1)-tipinden oldugundan Nj3(s) = 0 olur. Buradan (3.48)

geregince

' — 12— BPH? = 2*H — Kk = 0, (3.49)
(BH+2)kk" = 0

esitlikleri saglanir. v slant egrisi geodezik olmadigindan (3.49) un ikinci egitliginden

2
H=—=veyar' =0
3
2 et : 2
olur. H = —3 olmasi durumunda (3.49) un ilk esitliginde H yerine —3 yazilirsa
9k” — 135> + 125% — 95 = 0
diferensiyel denklemini elde edilir.

Diger taraftan x’ = 0 olmasi durumunda 7 = KH+1 esitliginin her iki tarafinin
tiirevi alimirsa 7/ = 0 elde edilir. Dolayisiyla  slant egrisi sabit egriliklere sahiptir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.2 M3 = (M, p,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M?3 geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. ~ egrisinin
AW (2)-tipinden olabilmesi i¢in gerek ve yeter gsart v egrisinin x geodezik egriligi ve
‘H harmonik egriligi

—K"K*H—K"k — 3(K' ) kH+2(K' )k + K°H?

+ 3k H? + KPH + 3kPH+K*+Kk2 =0

diferensiyel denklemini saglamalidir.
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Ispat. Kabul edelim ki v : I € R — M? geodezik olmayan birim hizh bir slant egri
olsun. 7 egrisi AW (2)-tipinden oldugundan (2.5) geregince Nj(s) ile N(s) lineer
bagimh olmadir. Yani katsayilar determinantinin degeri 0 olmahdir. -~ egrisi bir

slant egri oldugundan H' = 0 esitligi de goz 6niinde bulundurulursa;

K K2H + K
k' — k3 — P3H? — 26°H — Kk 3kk"H + 2Kk

olur. Buradan

—/€”/<J2H—I<J”KJ . 3(/4)2/{7_(_‘_2(/{/)2% + /€5H3

+ 3MH? 4+ KH + 3P HAK K2 = 0
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.3 M3 = (M, p,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir slant egri olsun. ~ egrisinin
2

AW (3)-tipinden olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart v egrisinin H = 3 sabit harmonik

egriligine veya sabit egriliklere sahip olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki v : I € R — M? geodezik olmayan birim hizl bir slant egri
olsun. v egrisi AW (3)-tipinden oldugundan (2.4) geregince N,(s) ile N;(s) lineer
bagimli olmadir. Yani katsayilar determinantinin degeri 0 olmahdir. ~ egrisi bir

slant egri oldugundan H' = 0 esitligi de goz éniinde bulundurulursa;

K/ 0 0
K — k3 — KPH? — 2°H — k 3kK'H + 2kK'
olur. Buradan
3(K')*H =2(K')k (3.50)

elde edilir. x' # 0 oldugu durumda (3.50) esitliginin her iki tarafim (x')? ile

2
sadelestirilirse H = 3 olur.
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Diger taraftan ' = 0 olmasi durumunda 7 = kH+1 esitliginin her iki tarafinin
tiirevi alimirsa 7/ = 0 elde edilir. Dolayisiyla v slant egrisi sabit egriliklere sahiptir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.4 M3 = (M, ¢,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : 1 CR — M? geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. ~ egrisinin

AW (1)-tipinden olabilmesi i¢in gerek ve yeter gart

cg — K2 ¢ — K2

) = A(

¢ — K2

¥ ) =l + ()

K2 K2 K2

olmasidir. Burada ¢ ve ¢; birer sabittir.
Ispat. Kabul edelim ki v: I € R — M3 geodezik olmayan birim izl bir N-slant
helis olsun. (3.18) geregince

k(1 + H2)?

” =tanf = ¢ (3.51)

dir. Ayni zamanda v egrisi AW (1)-tipinden oldugundan (2.8) esitliginden

C1
olur. (3.52) esitliginin tiirevi alimirsa
—2¢1K
/ J—
= (3.53)
elde edilir. (3.51) esitliginin diizenlenmesiyle
Kr—1)—r(r—1) =cr>+ (r—1)°)2 (3.54)

elde edilir. Son olarak (3.52) ve (3.53) esitliklerini (3.54) esitliginde kullanilirsa

¢ — K2 ¢ — K2 ¢ — K2

) = &(

H( ) =l 4 (F5)):

K2 K2 K2
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olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.5 M3 = (M, ¢, &, 7,g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v : I C R — M3 geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. v egrisinin

AW (2)-tipinden olabilmesi igin gerek ve yeter sart

2

3(K)* 1 — (K)? — ek (K2 + (1 — 1))

o

= kKT — K — K23

olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki v : I € R — M? geodezik olmayan birim hizli bir N-slant
helis olsun. Bu durumda (3.54) denkleminden
K -D) —e(r 4 (1 1)) (3.55)

K

7 egrisi AW (2)-tipinden oldugundan (2.9) ve (3.55) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse

2(k" )1 + (K2 (1 — 1) — cr' (K* + (T — 1)2)% = k' — K7 — K273

olur. Son esitlik diizenlenirse

2,3
2

3(k)* 1 — (K)? — ek (K2 + (1 — 1)) 23

= kKT — K — K1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.7.6 M3 = (M, p,&,n, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve
v :1 C R — M? geodezik olmayan birim hizli bir N-slant helis olsun. ~ egrisinin

AW (3)-tipinden olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

. 3K ¢ — K2

K —

(NI

1 e+ ()

olmasidir.
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Ispat. Kabul edelim ki v: I € R — M3 geodezik olmayan birim hizh bir N-slant
egri olsun. v egrisi AW (3)-tipinden oldugundan Onerme 2.1.2 geregince

262 + kT =0 (3.56)
dir. Ayrica (2.10) esitliginden
&1

dir. Son olarak (3.56) ve (3.57) esitliklerini (3.54) esitliginde kullamlirsa

/
, 3Gk
K —

olur. Boylece ispat tamamlanir.
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4. R3}(—3) HEMEN HEMEN KONTAK METRIK MANIFOLDUNDA
YUZEYLER

4.1 R3(—-3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldunda Herhangi Bir

Yiizeyin Birim Normal Vektér Alaninin Bulunusu

M, R3(—3) de bir yiizey olsun. M yiizeyinin parametrik ifadesi

X : R? — R*-3)

(u,v) L gp(u,v) = (fl(uav)va(uvv)v f3(u7v))

olsun. x(M) nin bir baz1 {X,, X, } olmak {izere

0 0 0
X, = _ - il
u fl,u8x+f2,uay+f3,uaz
dir. Burada
0 1 0 1 0 1
3_96 = 5(%0(3) —y§), 8_y = 567 8_Z = 55
oldugundan
1 1 1
Xy = §f2,u€ + §f1,u80(€) + §<f3u — fafiu)é (4.1)
ve benzer mantikla
1 1 1
Xv = §f27v6 + 5f1,v§0<6) + §(f3,v - f2fl,fu>£ (42)

olarak bulunur.

VX,Y € x(M) igin X = z1e + xop(e) + 238 ve Y = y1e + yop(e) + y3& olmak iizere

p(X) = —me+x10(e),
oY) = —pe+yple),

9 X, 0(Y)) = moy1 — 1190,
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(&) = 0,

noyp = 0,

nE§ = 1,
9(X,p(Y)) = —g(p(X),Y),

degerleri yardimiyla

P(X) =~ e+ 5Fauple) + D Xo) = —3fret shaple)  (43)

ve
n(Xu) :%(fsu fafiu), (4.4)
n(Xv):%(f?)v f2f1v)
oldugundan dolay1
XN Xy = —g(Xu, ( )€ = n(Xy)@(Xu) + n(Xa)p(X,)
= - %f f2v - %fQ,u%fl,v:| 5 - %(f&v - f2f1,v)(_%f1,ue + %flu(p(e))
U= o) (= froe + 5 Foule)
Xy A X, carpimu {e, ¢(e), £} ortonormal baz vektorlerine gore diizenlenirse
Xy NX, = i (fru(faw — fofio) = fro(fau — fofiu)le (4.5)
2 oalfin = fofi) = Bulfon — ffi)] 9(6)
b (rfon = Frufon)e
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olur ve

E= g(Xua Xu) = if227u + ifl%u + zll(f?),u - f2f1,U)2a
F = g(Xu>Xv) = ifZ,ufZ,v + lefl,ufl,v + %(f?),u - f2f1,u)(f3,v - f2f1,v)7
G = g(XWXU) = 711f22,'u + zllf12,v + i(f?)ﬂ) - f2f1,v)2

oldugundan M yiizeyinin birim normal vektor alan1 N olmak {izere

X, AKX,
12 A Xl

ifadesi Teorem 2.5.11 de ispatlanan
||Xu A Xv||2 = Q(Xu, Xu)g(Xva Xv) - 92(XU7 Xv)

denklemi yardimiyla
Xy N X,

VEG — F?

veya

) [f1,u(f3,v - f2f1,v) - f1,v(f3,u - f2f1u)] €
N = WEC—F? + [foo(fau — fofiw) = fou(fs0 — fofi0)] o(e)
+(f1,vf2,u - fl,qu,v)g

seklinde elde edilir.
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4.2 R3(—3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldunda Normal Vektérii

Kontak Distribiisyonda Yatan Yiizeyler

Tanim 4.2.1 M, R3(-3) = (R3(-3),¢,£,7n,9) kontak metrik manifoldunda bir

yiizey olsun. M yiizeyinin p € M noktasindaki parametrik ifadesi

X : R?—R3-3)

(u,v) U QO(U,U) = (fl(uvv)>f2(uvv)a f3(u7v))

olsun. Eger M yiizeyinin birim normal vektor alan1 N olmak iizere

Xu N X,
[ Xu A X0

olup X, A X, # 0 yiizey olma sartidir.

X, A X, = 0 olacak bigimde (u,v) € M noktalarina yiizeyin singiiler noktalar1 denir.

Tanim 4.2.2 M, R3(-3) = (R3(-3),¢,£,7n,9) kontak metrik manifoldunda bir

yiizey olsun. M yiizeyinin p € M noktasindaki parametrik ifadesi

X : R —R¥*-3)
(uav) L (p(u,v) = (fl(uvv)afZ(uﬂv)a fS(uvv))

olsun. Eger M yiizeyinin birim normal vektor alam1 N, kontak distribiisyonda yatiy-
orsa M yiizeyine kontak distribiisyonda yatan yiizey ad1 verilir (Gok ve Camci 2014).
Kontak distribiisyonda yatan yiizey D-yiizey seklinde gosterilir.

Tanim 4.2.3 M, R3(-3) = (R*(—3),4,£,7n,9) kontak metrik manifoldunda bir

yiizey ve N(s), M yiizeyinin normal vektor alani olsun.

cosf(s) = g(N(s),¢) (4.9)

seklinde verilen 6(s) fonksiyonuna M yiizeyinin normal vektor alanm N(s) ile Reeb
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vektor alam € arasindaki kontak agist denir. Eger bu kontak aci sabit ise M yiizeyine

bir sabit agili yiizey denir (Gok ve Camc1 2014).

Kontak distribiisyonda yatan yiizey, sabit acili yiizeyin ¢zel bir durumudur. Tanim
4.3.3 de M yiizeyinin normal vektor alani N(s) ile Reeb vektor alani £ arasindaki 6
sabit kontak acis1 6zel olarak g alimirsa M yiizeyinin kontak distribiisyonda yatan

bir yiizey oldugu kolayca elde edilir.

Teorem 4.2.1 U, R? diizleminde agik bir kiime ve M, R3(—3) = (R*(-3),¢,&,n, g)
kontak metrik manifoldunda bir yiizey olsun. M yiizeyinin p € M noktasindaki

parametrik ifadesi

X : U—R(-3)
(u,v) — SO(U’U) = (fl(uvv)an(uvU)’ f3(u7v))

olsun. M yiizeyinin kontak distribiisyonda yatan bir yiizey olabilmesi icin gerek ve

yeter kosul
fl,va,u - fl,uf2,'u =0 (410)

olmasidir. Burada f;, ve f;, (1 < i < 2), fi(u,v) nin, sirasiyla, u ve v parame-

trelerine gore birinci mertebeden tiirevleridir (Gok ve Camci 2014).

Ispat. Kabul edelim ki; M, R3(=3) = (R*(=3),p,&,7,9) kontak metrik mani-
foldunda kontak distribiisyonda yatan bir yiizey olsun. M yiizeyinin normal vektor

alam N (s)
n(N) =g(N,&) =0

veya (4.5) geregince
fl,vf2,u - fl,uf2,v =0

seklindedir.

Tersine, kabul edelim ki fi,f24 — fiufo, = 0 olsun. (4.5) esitliginden n(N) = 0
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saglanir. Dolayisiyla M yiizeyinin kontak distribiisyonda yatan bir yiizey oldugu

kolayca goriilebilir.

Bu boliimde (4.10) esitliginde tanimlanan

fl,va,u - fl,uf27v =0

denkleminin baz 6zel ¢oziimleri ve bu ¢oziimler yardimiyla R*(—3) = (R3*(—=3), ¢, &, 1, 9)

kontak metrik manifoldunda kontak distribiisyonda yatan yiizey sekilleri verilmigtir.

Coziim 1 Kabul edelim ki f;(u, v) = u?+v? olsun. Bu durumda fy(u,v) = g(u?+v?)
seklinde elde edilir.

Ornek 4.2.1 S; yiizeyi, R*(—3) = (R*(=3), ¢, £, 1, g) kontak metrik manifoldunda
S1i= X (u,v) = (u® +v*, 1 —cos (2u® + 20%) (v® +0%), 2 —2v+ u?)

seklinde tanimlanan sabit acili bir yiizey olsun. Burada u € [—%, %] ve v € [—’—zr, %}

Sekil 4.1: S yiizeyi

Coziim 2 Kabul edelim ki f;(u, v) = u3—v? olsun. Bu durumda f5(u,v) = g(u®—v?)

seklinde elde edilir.
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Ornek 4.2.2 S, yiizeyi, R}(—3) = (R*(—3), ¢, £, 7, g) kontak metrik manifoldunda
Sy = X (u,v) = (u® —v*, 1 —sin (3u® — 30%) (v —0?), 2 — 20— u?)

seklinde tanimlanan sabit acili bir yiizey olsun. Burada u € [—%, ﬂ ve v € [—g, g]

Sekil 4.2: S, yiizeyi

Coziim 3 Kabul edelim ki fo(u,v) = €*~" olsun. Bu durumda f;(u,v) = g(u — v)
seklinde elde edilir.

Ornek 4.2.3 S yiizeyi, R*(—3) = (R3(=3), ¢, £, 1, g) kontak metrik manifoldunda
Sy = X (u,v) = (4dcos?(4u — 4v), "%, (u+0v)?)

seklinde tanimlanan sabit acili bir yiizey olsun. Burada u € [—%, g} vev € [— i ”]

Sekil 4.3: S3 yiizeyi
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Coziim 4 Kabul edelim ki fo(u,v) = €*’+** olsun. Bu durumda f; (u,v) = g(u2+0?)

seklinde elde edilir.

Ornek 4.2.4 S, yiizeyi, R*(—3) = (R3(—3), ¢, £, 7, g) kontak metrik manifoldunda

2(u?+0%) g2 w

4 (’LL,’U) (tan2 (’LL2+’U2), € 9 /—’UJ2—U2,

uv — 2v)

seklinde tanimlanan sabit agili bir yiizey olsun. Burada u € [—g, %] ve v E [—%, %]

Sekil 4.4: S, yiizeyi
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5. TARTISMA VE SONUC

Tezin 3. boliimiinde M? = (M, ¢, £, 1,g), 3-boyutlu bir kontak metrik manifoldu
tizerinde geodezik olmayan bir 6zel egri (IN-slant helis) tammmlanmigtir. Bu egri
Sasaki uzaymnda tamml slant egrilerin bir genellemesidir. Ozelikle slant egrilerin
saglamasi gereken diferensiyel denklemler ((3.6),(3.8),(3.9) ve (3.13)) elde edildigi

gibi N-slant helisler i¢in de karakterizasyonlar verilmistir.

N-slant helislerin egri boyunca C-paralel ve C-proper egrilik vektor alanina sahip

olma sartlari, AW (k)-tip sartlar tezin orjinal kisimlarini olugturmustur.
Ayrica tezde Gok ve Camcr (2014) tarafindan tanimlanan 6zel tip baz yiizeyler ele

alinmig ve orneklendirilmisgtir. Bu kisimda acik¢a goriilmektedir ki yiizeyler teorisi

adina doldurabilecek daha ¢ok bosluk mevcuttur.
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