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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ÜÇ BOYUTLU KONTAK MANİFOLDLARDA ÖZEL EĞRİLER

VE YÜZEYLER ÜZERİNE

Osman ATEŞ

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Doç. Dr. İsmail GÖK

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tezde gerekli olan bazıkavramlar, tanımlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, öncelikle slant eğriler ile ilgili tanım ve karakterizasyonlara yer

verilmi̧stir. Slant eğrilerle ilgili yeni karakterizasyonlar olan bazıdiferensiyel denk-

lemler elde edilmi̧stir. Daha sonra Sasaki uzayında N -slant helisler tanımlanmı̧s ve

bu eğriler karakterize edilmi̧stir. Sasaki uzayında slant eğriler için C-paralel ve C-

proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olma koşulları incelenmi̧stir. N -slant

helisler için bu sonuçlar genelleştirilmi̧stir. Ayrıca Sasakian uzayda slant ve N -slant

eğrilerin AW (k)-tipinden eğri olma şartlarıbelirlenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, normal vektörü kontak distribüsyonda yatan yüzeyler ile ilgili

tanım, teorem ve örneklere yer verilmi̧stir.

Beşinci bölümde, önceki bölümlerde elde edilen sonuçların tartı̧smasıyapılmı̧stır.

Temmuz 2014, 89 sayfa

Anahtar Kelimeler: Slant eğri, N -slant helis, C-paralel ve C-proper ortalama

eğrilik vektör alanı, AW (k)-tipinden eğri.
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ABSTRACT

Master Thesis

ON SPECIAL CURVES AND SURFACES IN THREE DIMENSIONAL

CONTACT MANIFOLDS

Osman ATEŞ

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. İsmail GÖK

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions and theorems which are needed

in the thesis.

In the third chapter, firstly, we give definition and characterization for slant curves

and we obtain some new diferential equations which characterize slant curves. Then,

we define N -slant helix and characterize these curves in Sasakian manifolds. We

research necessary and suffi cient conditions for a slant curve to have C-parallel and

C-proper mean curvature vector fields. We generalize these results for a N -slant

helix. Moreover, we investigate slant curves and N -slant helix of AW (k)-type.

In the fourth chapter, we give definition, theorem and examples for a surface whose

unit normal vector field belongs to contact distribution

In the fifth chapter, the results obtain in the previous chapters are examined.

July 2014, 89 pages

Key Words: Slant curves, N -slant helix, C-parallel and C-proper mean curvature

vector fiels, curves of AW (k)-type.
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Ankara, Temmuz 2014

iv



İÇİNDEKİLER
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1. GİRİŞ

Kontak geometri; ilk olarak Christian Huygens, Barrow ve Isaac Newton tarafından

yapılan çalı̧smalar ile ortaya çıkmı̧stır. Kontak dönüşümler teorisi daha sonralarıS.

Lie tarafından bazıdiferensiyel denklemlerin çözümünü bulmak için geli̧stirilmi̧stir.

Kontak geometri, günümüzde de pek çok matematikçinin ilgisini çekmektedir. Bu

alanda özelikle D.E. Blair’in kitap ve makaleleri, Japon matematikçi K. Yano’nun

kitaplarıçok yararlıkaynaklardır.

Kontak manifoldlarda önemli bir yeri olan Sasaki manifoldlarının tanımı 1960’lı

yıllarda Japon matematikçi S. Sasaki tarafından verilmi̧stir. Yine aynı yıllarda

yaşayan M. Gray, K. Ogiue ve W. M. Bootby gibi matematikçilerin çalı̧smaları

dikkat çekmektedir. Öklid uzayında özel eğriler ve yüzeyler ile ilgili pek çok çalı̧sma

yapılmı̧stır. Bu çalı̧smaların çoğu geodezikler, çemberler, helisler, slant helisler,

Bertrand eğrileri, Mannheim eğrileri vb. . . konulardadır. Bu eğrilerden özelikle he-

lisler ve slant helisler sanatta, mimaride, tıpta ve mekanikte oldukça kullanım alanı

bulmuştur. Camcı’nın 2007 yılında yazdı̆gı‘Kontak Geometride Eğriler Teorisi’bu

tez çalı̧smasıiçin önemli bir yol gösterici olmuştur. Sasaki uzayında bazıözel eğri-

lerle ilgili önemli çalı̧smalar yapılmı̧stır. Örneğin; biharmonik eğriler, slant helisler,

parabolik geodezikler, Legendre eğrileri, küresel eğriler gibi özel eğrilerin Sasaki

manifoldlarında tanımlamaları yapılmı̧s ve önemli karakterizasyonlar verilmi̧stir.

Ayrıca, Camcı(Camcı2011) 3-boyutlu kontak manifoldlarda vektörel çarpımıtanım-

lamı̧s ve bu çarpımıkullanarak eğrileri yeniden karakterize etmi̧stir.

Baikoussis ve Blair göstermi̧slerdir ki; R3(−3) Sasaki uzayındaki Legendre eğrileri,

üç boyutlu Öklid uzayına göre daha doğal eğrilerdir. Benzer şekilde görebiliriz ki;

R3(−3) Sasaki uzayındaki integral yüzeyleri 3-boyutlu Öklid uzayına göre daha doğal

yüzeylerdir. Kontak geometrinin fizik, optik, mekanik, kontrol teori gibi pek çok

alanda uygulamasıvardır (Gieges 2001, Camcı2007). Bu açıdan da bakıldı̆gında

kontak geometride eğriler ve yüzeyler teorisi önem kazanmaktadır. Bu alanda eğri-

lerle ilgili bir çok çalı̧sma olmasına rağmen yüzeylerle ilgili çok fazla çalı̧sma bulun-
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mamaktadır. Gök (Gök 2010) doktora tezinde kontak geometride yüzeyler teorisinin

temellerini oluşturmuş ve bir yüzeyin şekil operatörü, Gauss eğriliği gibi deği̧s-

mezlerini elde etmi̧stir. Bu çalı̧smada Gök’ün doktora tezine (Gök 2010) geni̧s bir

şekilde yer verilmi̧stir. Daha sonra Gök ve Camcı2014 yılında yayına hazırladıkları

makalelerinde özel bir yüzey ailesi tanımlamı̧s, üstelik bazıörnekler vermi̧slerdir.

Sasaki uzayında Cho vd. (2006), slant helisler ile ilgili çalı̧smalar yapmı̧stır. Bu

çalı̧smada slant eğrilerle ilgili yeni karakterizasyonlar elde edilmi̧stir. Ayrıca Sasaki

uzayında slant eğrilerin bir genellemesi olan N -slant eğriler tanımlanmı̧s, bu eğriler

karakterize edilmi̧stir. Daha sonra Lee vd. (2012) tarafından, Sasaki uzayında slant

helisler boyunca C-paralel ve C-proper olma şartlarıaraştırılmı̧stır. Bu eğriler için

C-paralel ve C-proper koşullarıyeniden ele alınmı̧stır. Son olarak Sasaki uzayında

slant ve N -slant eğrilerin AW (k)-tipi eğri olma şartlarıiçin bazıkarakterizasyonlar

verilmi̧stir.

Bu tezde genel olarak özel eğriler ile ilgili orjinal sonuçlar ve karakterizasyonlar

verilmi̧stir. Özel yüzeyler ile ilgili Gök ve Camcı(2014)’nın çalı̧smasından örnekleri

ile birlikte bahsedilmi̧stir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1 Riemann Manifoldları, Eğriler ve Yüzeyler

Tanım 2.1.1 (Riemann Metriği) M , bir C∞ manifold olsun. M üzerinde (0,2)

tipinde bir

g : χ(M)× χ(M)→ C∞(M,R)

metrik tensörü, simetrik, bi-lineer ve pozitif tanımlılık özeliklerine sahipse g metrik

tensörüneM manifoldu üzerinde Riemann metriği adıverilir (Hacısalihoğlu 1980).

Tanım 2.1.2 (Riemann Manifoldu) M , bir C∞ manifold olsun. M üzerinde

bir g Riemann metriği tanımlanabiliyorsa (M, g) ikilisine bir Riemann manifoldu

denir. Eğer g Riemann metriğinde pozitif tanımlılık aksiyomu yerine non-dejenere

aksiyomu sağlanıyorsa (M, g) ikilisine bir yarı Riemann manifoldu denir

(Hacısalihoğlu 1980).

Teorem 2.1.1 V vektör uzayının bir bazı{e1, e2, ..., en} olsun.

εi = g(ei, ei)

olmak üzere ∀X ∈ V vektörü

X =
n∑
i=1

εig(X, ei)ei

olacak şekilde tek türlü yazılabilir (O’Neill 1983).
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Tanım 2.1.3 (Kovaryant Türev) Bir Riemann manifoldu M ve M üzerinde bir

Riemann koneksiyonu ∇ olsun. ∇ ninM manifolduna ait bir bölge üzerinde tanımlı

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y ) → ∇(X, Y ) = ∇XY

bi-lineer dönüşümü ∀X, Y, Z ∈ χ(M) ve ∀f, h ∈ C∞(M,R) için

i) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

ii) ∇X+YZ = ∇XZ +∇YZ

iii) ∇fXY = f∇XY

iv) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

özeliklerini sağlıyorsa ∇ dönüşümüneM üzerinde tanımlıbir afin koneksiyon veya

kovaryant türev adıverilir (Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.1.4 (Levi-Civita Koneksiyonu) (M, g) bir Riemann manifoldu ve M

üzerinde tanımlıbir afin koneksiyon ∇ olsun. O zaman ∀X, Y, Z ∈ χ(M) olmak

üzere ∇ dönüşümü,

i) Sıfır torsiyon özeliği: ∇XY −∇YX = [X, Y ]

ii)Koneksiyonunmetrikle bağdaşabilme özeliği: Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z)+g(Y,∇XZ)

şartlarını sağlıyorsa ∇ dönüşümüne M üzerinde Riemann Koneksiyonu veya M

manifoldunun Levi− Civita Koneksiyonu denir (Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.1.5 (Ck sınıfı) En, n-boyutlu Öklid uzayında bir açık alt cümle U ol-

mak üzere bir f : U → R fonksiyonunun k. mertebeden bütün kısmi türevleri var

ve sürekli iseler f fonksiyonuna Ck sınıfından (k. sınıftan) diferensiyellenebilir

fonksiyon denir. Özel olarak f fonksiyonu sadece sürekli ise C0 sınıfındandır denir.

Ck(U,R) =
{
f | f : U → R, f fonksiyonu Ck sınıfından ve k sonlu

}
şeklinde gösterilir. Eğer k sonlu değil ise C∞(U,R) ile gösterilir (Hacısalihoğlu 2003).
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Tanım 2.1.6 (Eğri) En, n-boyutlu Öklid uzayıve I, R nin bir açık aralı̆gıolmak

üzere, α : I ⊆ R → En dönüşümü diferensiyellenebilir ise α (I) cümlesine En uzayı

içinde bir eğri denir (Sabuncuoğlu 2001).

Tanım 2.1.7 (Diferensiyellenebilir Eğri) M bir C∞ manifold ve I ⊂ R bir açık

aralık olsun.

γ : I ⊂ R→M

dönüşümü diferensiyellenebilir ise γ eğrisine M üzerinde diferensiyellenebilir eğri

denir (Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.1.8 En, n-boyutlu Öklid uzayında bir γ eğrisi (I, γ) koordinat komşuluğu

ile verilsin. γ : I ⊂ R → En fonksiyonunun Öklidiyen koordinat fonksiyonları

γ1, γ2, γ3..., γn olmak üzere

γ = (γ1, γ2, ..., γn), γ(t) ∈M

γ
′
(t) = (

∂γ1
∂t

,
∂γ2
∂t

, ...,
∂γn
∂t

)

dır. γ
′
(t) tanjant vektörüne, γ eğrisinin t ∈ I parametre değerine kaŗsılık gelen γ(t)

noktasında, (I, γ) koordinat komşuluğuna göre hız vektörü denir.

Eğer
∥∥γ′(s)∥∥ = 1 ise γ eğrisine (I, γ) koordinat komşuluğuna göre birim hızlı eğri

denir. Bu durumda, eğrinin s ∈ I parametresine yay parametresi adıverilir

(Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.1.9M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu veM üzerinde tanımlı

bir Levi-Civita koneksiyonu ∇ olsun. γ : I ⊂ R → M3 bu manifold üzerinde

s yay parametreli bir eğri ve eğri üzerindeki herhangi bir noktadaki teğet vektör

alanıT (s) = γ′(s), normal vektör alanıN(s) =
γ
′′
(s)

‖γ′′(s)‖ ve binormal vektör alanı

B(s) = T (s) ∧ N(s) olmak üzere γ eğrisinin Frenet 3-ayaklısı {T, N, B} olsun.

κ = ‖∇γ′γ
′‖ ve τ , sırasıyla, γ eğrisinin eğrilik ve torsiyonu olmak üzere

∇TT = κN, ∇TN = −κT + τB, ∇TB = −τN (2.1)

5



dir (Cho vd. 2006).

Tanım 2.1.10 γ : I ⊂ R→ En+1 birim hızlıbir eğri olsun. Eğer γ eğrisinin yüksek

mertebeden türevleri γ
′
(s), γ

′′
(s), γ

′′′
(s), ..., γ

(n−1)
(s) lineer bağımsız ise γ eğrisine

cenerik eğri ya da (n− 1)-oskülatör metrebeli eğri denir (Hacısalihoğlu 2003).

Önerme 2.1.1 γ : I ⊂ R→ En+1, M de oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi

olsun. Bu durumda γ eğrisinin Frenet elemanları{T (s), N(s), B(s), κ(s), τ(s)} ile

gösterilmek üzere

γ′(s) = T (s)

γ
′′
(s) = ∇TT (s) = κ(s)N(s)

γ
′′′

(s) = ∇T∇TT (s) = −κ2(s)T (s) + κ′(s)N(s) + κ(s)τ(s)B(s)

γ
ıv

(s) = ∇T∇T∇TT (s) = −3κ(s)κ′(s)T (s) + {κ′′(s)− κ3(s)− κ(s)τ 2(s)}N(s)

+ {2κ′(s)τ(s) + κ(s)τ ′(s)}B(s)

(2.2)

dir (Arslan ve Özgür 1999).

Tanım 2.1.11 U , E2 de bir açık alt cümle olmak üzere X : U → E3

X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

biçiminde tanımlanan diferensiyellenebilir dönüşümüne E3 de bir yama, lokal yüzey

veya iki parametreli yüzey denir (Gray 1993).
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Tanım 2.1.12 Bir X : U → E3 yüzeyi için Xu ×Xv sıfırdan farklıolacak biçimde

(u, v) ∈ U noktalarında birim normal vektör alanıveya yüzeyin normali;

N(u, v) =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
(u, v)

eşitliği ile tanımlanır (Gray 1993). Burada × vektörel çarpımıbelirtmektedir.

Tanım 2.1.13 Bir X : U → E3 yüzeyi için Xu ×Xv = 0 olacak biçimde (u, v) ∈ U

noktalarına yüzeyin singüler noktalarıdenir (Gray 1993).

2.2 AW (k)-tipinden Eğriler

Notasyon 2.2.1

N1(s) =
(
γ
′′
(s)
)⊥

= κ(s)N(s)

N2(s) =
(
γ
′′′

(s)
)⊥

= κ′(s)N(s) + κ(s)τ(s)B(s)

N3(s) =
(
γ
ıv

(s)
)⊥

= {κ′′(s)− κ3(s)− κ(s)τ 2(s)}N(s)

+ {2κ′(s)τ(s) + κ(s)τ ′(s)}B(s)

(2.3)

ile ifade edilir (Arslan ve Özgür 1999).

Dikkat edilirse bir X vektör alanının {T (s), N(s), B(s)} Frenet çatısına göre ifadesi

X = λ1T (s) + λ2N(s) + λ3B(s)

olmak üzere

X⊥ = λ2N(s) + λ3B(s)

olur. Yani teğet bileşeni içermeyen terimler alınır.
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Tanım 2.2.1 γ : I ⊂ R→ En+1, M de oskülatör mertebesi 3 olan bir Frenet eğrisi

olsun.

(i) Eğer

N3(s) = 0 (2.4)

ise γ eğrisine AW (1)-tip eğri denir.

(ii) Eğer

‖N2(s)‖2N3(s) = 〈N3(s),N2(s)〉N2(s) (2.5)

ise γ eğrisine AW (2)-tip eğri denir.

(iii) Eğer

‖N1(s)‖2N3(s) = 〈N3(s),N1(s)〉N1(s) (2.6)

ise γ eğrisine AW (3)-tip eğri denir (Arslan ve Özgür 1999).

Önerme 2.2.1 γ eğrisi oskülatör mertebesi 3 olan bir eğri ve bu eğrinin eğrilikleri

κ, τ olsun. Bu durumda γ eğrisinin AW (1)-tip olmasıiçin gerek ve yeter koşul

κ′′(s)− κ3(s)− κ(s)τ 2(s) = 0 (2.7)

ve

τ(s) =
c

κ2(s)
, c ∈ R (2.8)

olmasıdır (Arslan ve Özgür 1999).

Önerme 2.2.2 γ eğrisi oskülatör mertebesi 3 olan bir eğri ve bu eğrinin eğrilikleri

κ, τ olsun. Bu durumda γ eğrisinin AW (2)-tip olmasıiçin gerek ve yeter koşul

2(κ′(s))2τ(s) + κ(s)κ′(s)τ ′(s) = κ(s)κ′′(s)τ(s)− κ4(s)τ(s)− κ2(s)τ 3(s) (2.9)

olmasıdır (Arslan ve Özgür 1999).
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Önerme 2.2.3 γ eğrisi oskülatör mertebesi 3 olan bir eğri ve bu eğrinin eğrilikleri

κ, τ olsun. Bu durumda γ eğrisinin AW (3)− tip olmasıiçin gerek ve yeter koşul

2κ′(s)τ(s) + κ(s)τ ′(s) = 0

olmasıdır. Bu diferensiyel denklem çözülerek γ eğrisinin AW (3) − tip olması için

gerek ve yeter koşul

τ(s) =
c

κ2(s)
, c ∈ R (2.10)

olarak bulunur (Arslan ve Özgür 1999).

2.3 Has ve Harmonik Ortalama Eğrilik Vektör Alanı

Tanım 2.3.1 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve M manifoldu

üzerinde tanımlıbir Levi-Civita koneksiyonu ∇ olsun. γ : I ⊂ R → M3 bu ma-

nifold üzerinde s yay parametreli bir eğri ve γ eğrisi üzerindeki Frenet elemanları

{T, N, B, κ, τ} olmak üzere

H = ∇TT = κN (2.11)

eşitliğiyle tanımlanan H vektör alanına γ eğrisinin ortalama eğrilik vektör alanı

denir (Arrayo vd. 1997).

Tanım 2.3.2M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu veM üzerinde tanımlı

bir Levi-Civita koneksiyonu ∇ olsun. γ : I ⊂ R → M3 bu manifold üzerinde s

yay parametreli bir eğri olmak üzere H ortalama eğrilik vektör alanının tanjant

demette Laplas
′
ı

∆H = −∇T∇T∇TT (2.12)

şeklinde tanımlanır (Arrayo vd. 1997).

Tanım 2.3.3M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu veM üzerinde tanımlı

bir Levi-Civita koneksiyonu ∇ olsun. γ : I ⊂ R → M3 bu manifold üzerinde s

9



yay parametreli bir eğri olmak üzere H ortalama eğrilik vektör alanının normal

demette Laplas
′
ı

∆
⊥
H = −∇⊥T∇

⊥

T∇
⊥

TT (2.13)

şeklinde tanımlanır (Arrayo vd. 1997).

Tanım 2.3.4 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve γ : I ⊂ R → M3

bu manifold üzerinde birim hızlıbir eğri olsun.

∆H = λH

olacak şekilde sıfırdan farklıbir λ : I → R fonksiyonu varsa γ eğrisine has ortalama

eğrilik vektör alanına sahip eğri denir.

Özel olarak ∆H = 0 ise γ eğrisine harmonik ortalama eğrilik vektör alanına sahip

bir eğri denir (Arrayo vd. 1997).

Tanım 2.3.5 M3 = (M, g), 3-boyutlu bir Riemann manifoldu ve γ : I ⊂ R → M3

bu manifold üzerinde birim hızlıbir eğri olsun.

∆⊥H = λH

olacak şekilde sıfırdan farklıbir λ : I → R fonksiyonu varsa γ eğrisine normal

demette has ortalama eğrilik vektör alanına sahip eğri denir.

Özel olarak ∆⊥H = 0 ise γ eğrisine normal demette harmonik ortalama eğrilik

vektör alanına sahip bir eğri denir (Arrayo vd. 1997).
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2.4 Kontak Metrik Manifold

Tanım 2.4.1 (Kontak Manifold) (2n+1)-boyutlu bir C∞ diferensiyellenebilirM

manifoldu verilsin. Bu manifold üzerinde alınan her noktada

η ∧ (dη)n 6= 0

koşulunu sağlayan bir η diferensiyel 1−formu varsa η ya kontak form, (M, η) ikilisi-

ne de kontak manifold denir. Burada (dη)n ifadesi dη nın kendisi ile n defa dı̧s

çarpımınıgösterir, yani;

(dη)n = dη ∧ dη ∧ ... ∧ dη︸ ︷︷ ︸
n−tane

dir. η, 1-form olduğundan dη, 2-form ve η ∧ (dη)n ifadesi (2n+ 1)-form olur.

Bu yüzden Kontak manifoldlar (2n+ 1) boyutlu manifoldlardır (Blair 1976).

Örnek 2.4.1 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde

η = cos zdx+ sin zdy

diferensiyel 1-formunu gözönüne alalım. M manifoldu üzerinde her (x, y, z) ∈ E3

noktasında

dη = − sin zdz ∧ dx+ cos zd(dx) + cos zdz ∧ dy + sin zd(dy)

= − sin zdz ∧ dx+ cos zdz ∧ dy

ve η ∧ (dη)n 6= 0 olduğundan η kontak form ve (M, η) ikilisi de 3-boyutlu kontak

manifold olur (Blair 1976).

Tanım 2.4.2 (Kontak Distribüsyon) (2n+ 1)-boyutlu (M, η) kontak manifoldu

olmak üzere

D = {X ∈ χ (M) : η (X) = 0} (2.14)

biçiminde tanımlıD cümlesine M manifoldunun kontak dağılımı (distribüsyon)
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denir. χ (M) vektör uzayı(2n+ 1) boyutlu olduğundan χ (M)∗ vektör uzayı(2n+ 1)

boyutludur. Bu iki dual vektör uzayının, sırasıyla, {ξ,X1, ..., X2n} ve {η, η1, ..., η2n}

dual tabanlarıvardır. Böylece i = 1, 2, ..., 2n için η(Xi) = 0 ve {X1, ..., X2n} ⊂ D

dir. BuradaD = sp {X1, ..., X2n} olduğunu görmek kolaydır. Dolayısıyla boyD = 2n

olur (Blair 1976).

Tanım 2.4.3 (M, η) ikilisi (2n+ 1)-boyutlu kontak manifold ve Kerη, η kontak

formunun çekirdeği olmak üzere

çekη = D

dir (Blair 1976).

Tanım 2.4.4 (Hemen Hemen Kontak Manifold) (2n+ 1)-boyutlu bir C∞

diferensiyellenebilir M manifoldu verilsin. ϕ : χ(M)
lineer→ χ(M) dönüşümü (1, 1)

tipinden bir tensör alanı, ξ bir vektör alanıve η : χ(M)
dif.bilir→ C∞(M,R) dönüşümü

M üzerinde bir diferensiyel form olmak üzere, ∀X ∈ χ(M) için

η(ξ) = 1 ve ϕ2(X) = −X + η(X)ξ

koşulları sağlanıyor ise (ϕ, ξ, η) üçlüsüne hemen hemen kontak yapı, (M,ϕ, ξ, η)

dörtlüsüne de hemen hemen kontak manifold adıverilir (Blair 1976).

Örnek 2.4.2 R3 de (x, y, z) standart koordinatlar olmak üzere η kontak formu

η =
1

2
(dz − ydx)

şeklinde verilsin. Burada ξ = 2
∂

∂z
∈ χ(R3) için

η(ξ) =
1

2
(dz − ydx)(2

∂

∂z
),

= dz(
∂

∂z
)− ydx(

∂

∂z
),

= 1
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olduğu görülür. Ayrıca ϕ endomorfizimine kaŗsılık gelen matris

ϕ =


0 1 0

−1 0 0

0 y 0



dir. Böylece X =


x1

x2

x3

 ∈ χ(R3) olmak üzere

ϕ2(X) =


0 1 0

−1 0 0

0 y 0




0 1 0

−1 0 0

0 y 0



x1

x2

x3

 ,

=


−1 0 0

0 −1 0

−y 0 0



x1

x2

x3

 ,

=


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1



x1

x2

x3

+


0 0 0

0 0 0

−y 0 1



x1

x2

x3

 ,

= −


x1

x2

x3

+


0

0

x3 − yx1


ve

ϕ2(X) = −


x1

x2

x3

+
1

2
(x3 − yx1)


0

0

2


eşitliğini elde ederiz. Burada X = (x1, x2, x3) ∈ χ(R3) olmak üzere

X = x1
∂

∂x
+ x2

∂

∂y
+ x3

∂

∂z
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dir. Ayrıca η(X) değerini hesaplarsak

η(X) =
1

2
(dz − ydx)(x1

∂

∂x
+ x2

∂

∂y
+ x3

∂

∂z
),

=
1

2

(
dz(x1

∂

∂x
+ x2

∂

∂y
+ x3

∂

∂z
)− ydx(x1

∂

∂x
+ x2

∂

∂y
+ x3

∂

∂z
)

)
,

=
1

2
(x3 − yx1)

olur. Dolayısıyla ϕ2(X) = −X+η(X)ξ sağlanır. Böylece (R3, ϕ, ξ, η) hemen hemen

kontak manifolddur (Blair 1976).

Tanım 2.4.5 (Karakteristik Vektör Alanı) M hemen hemen kontak manifoldu

üzerinde X 6= ξ için,

η(ξ) = 1 ve dη(ξ,X) = 0 (2.15)

olacak biçimde bir tek ξ ∈ χ(M) vektör alanı var ise ξ ye η-kontak yapısının

karakteristik vektör alanı veya Reeb vektör alanı denir. Burada

ξ : M →
⋃
p∈M

TM(P )

şeklinde tanımlı1:1 ve örten (1,0) tipinde tensör alanıdır (Blair 1976).

Örnek 2.4.3 3-boyutlu diferensiyellenebilir bir M manifoldu üzerinde

η = cos zdx+ sin zdy

diferensiyel 1-formu için

ξ = cos z
∂

∂x
+ sin z

∂

∂y
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vektör alanıkarakteristik vektör alanıdır. Gerçekten,

η(ξ) = (cos zdx+ sin zdy)(cos z
∂

∂x
+ sin z

∂

∂y
),

= cos z cos zdx(
∂

∂x
) + cos z sin zdx(

∂

∂y
)

+ sin z cos zdy(
∂

∂x
) + sin z sin zdy(

∂

∂y
),

= cos2 z + sin2 z,

= 1

ve

dη(ξ,X) = 0

sağlanır. (Blair 1976).

Sonuç 2.4.1 (2n+ 1) boyutlu (M,ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak manifoldunda

ϕ(ξ) = 0,

η ◦ ϕ = 0,

rankϕ = 2n

(2.16)

eşitlikleri sağlanır (Yano ve Kon 1976).

Tanım 2.4.6 (Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold) (2n+ 1)-boyutlu M

hemen hemen kontak manifoldu üzerinde, ∀X, Y ∈ χ(M) ve ξ ∈ χ(M) için

η(X) = g(X, ξ) (2.17)

ve

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.18)

koşullarını sağlayan bir g metriği yapısı var ise (ϕ, ξ, η, g) dörtlüsüne bir hemen

hemen kontak metrik yapı (M,ϕ, ξ, η, g) beşlisine de hemen hemen kontak metrik

manifold denir (Yano ve Kon 1976).
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Örnek 2.4.4 Örnek 2.4.2 deki (R3, ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak manifoldunda g

metriği

g =
1

4
(
(
1 + y2

)
dx2 + dy2 + dz2 − 2ydxdz)

olarak tanımlanırsa g metriğinin matris yazılımının

g =
1

4


1 + y2 0 −y

0 1 0

−y 0 1


olduğu görülür. Böylece X = (x1, x2, x3) ∈ χ(R3) olmak üzere

g(X, ξ) =
1

4

[
x1 x2 x3

]
1 + y2 0 −y

0 1 0

−y 0 1




0

0

2



=
1

4

[
x1 x2 x3

]
−2y

0

2


=

1

2
(x3 − yx1)

olup η(X) = g(X, ξ) olduğu görülür.

Burada ∀X = (x1, x2, x3) ve Y = (y1, y2, y3) ∈ χ(R3) olmak üzere

ϕ(X) =


0 1 0

−1 0 0

0 y 0



x1

x2

x3

 =


x2

−x1
yx2

 ,

ϕ(Y ) =


0 1 0

−1 0 0

0 y 0



y1

y2

y3

 =


y2

−y1
yy2


elde edilir.
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g(ϕ(X), ϕ(Y )) = (ϕ(X))T g ϕ(Y )

eşitliği yardımıyla

g(ϕ(X), ϕ(Y )) =
[
x2 −x1 yx2

] 1

4


1 + y2 0 −y

0 1 0

−y 0 1




y2

−y1
yy2

 ,

=
1

4

[
x2 −x1 0

]
y2

−y1
yy2

 ,
=

1

4
(x2y2 + x1y1)

dir. Ayrıca η(X) =
1

2
(x3 − yx1) ve η(Y ) =

1

2
(y3 − yy1) olup

η(X)η(Y ) =
1

4
(x3y3 − yx3y1 − yx1y3 + y2x1y1),

g(X, Y ) =
1

4
((1 + y2)x1y1 − yx1y3 + x2y2 − yx3y1 + x3y3),

=
1

4
(x2y2 + x1y1) +

1

4
(x3y3 − yx3y1 − yx1y3 + y2x1y1)

olur. Dolayısıyla ∀X, Y ∈ χ(R3) için

g(ϕ(X), ϕ(Y )) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

olduğundan (R3, ϕ, ξ, η, g) beşlisi hemen hemen kontak metrik manifold olur (Yano

ve Kon 1976).

Teorem 2.4.1 (2n+ 1)-boyutlu M hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.19)

olacak şekilde bir g Riemann metriği daima tanımlanabilir (Yano ve Kon 1976).
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Sonuç 2.4.2 (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

∀X, Y ∈ χ(M) için

g(ϕX, Y ) = −g(X,ϕY ) (2.20)

dir. Bu da, ϕ dönüşümünün g metriğine göre anti-simetrik bir tensör alanıolduğunu

gösterir.

Özel olarak (2.20) denkleminde Y = X alınırsa g(X,ϕX) = 0 sonucuna ulaşılır

(Yano ve Kon 1976).

Tanım 2.4.7 (2n + 1)-boyutlu M hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin.

∀X, Y ∈ χ(M) için

g(X,ϕY ) = dη(X, Y )

olacak şekilde bir (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik yapısıvardır (Yano ve Kon

1976).

Tanım 2.4.8 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu verilsin. Bu

durumda ∀X, Y ∈ χ(M) için

Φ(X, Y ) = g(X,ϕ(Y )) = dη(X, Y )

şeklinde tanımlıΦ 2-formuna (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik yapısının Temel

2-formu adıverilir. Burada η ∧ (dη)n 6= 0 koşulu η ∧ (Φ)n 6= 0 biçimini alır (Yano

ve Kon 1976).

Örnek 2.4.5 Örnek 2.4.4 deki (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik mani-

foldunun Temel 2-formunu bulalım.

η =
1

2
(dz − ydx)

kontak formu için

dη =
1

2
[d(dz)− dy ∧ dx− yd(dx)]
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olup d(dz) = 0 ve d(dx) = 0 olduğundan

Φ =
1

2
dx ∧ dy

ifadesi (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun Temel 2-formu

olur (Yano ve Kon 1976).

Tanım 2.4.9 (Kontak Metrik Yapı) M , (2n+ 1) boyutlu manifold (ϕ, ξ, η, g)

hemen hemen kontak metrik yapısıile verilsin. Şayet dη(X, Y ) = g(X,ϕ(Y )) olu-

yorsa (M,ϕ, ξ, η, g) ye kontak metrik manifold, (ϕ, ξ, η, g) yapısına da M mani-

foldunda kontak metrik yapı denir (Yano ve Kon 1976).

Sonuç 2.4.3 Her kontak metrik manifold, kontak manifolddur (Yano ve Kon 1976).

Teorem 2.4.2 (2n + 1)-boyutlu (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik mani-

foldu verilsin. Bu durumda ∀X, Y ∈ χ(M) için

Φ(X, Y ) =
1

2
[g(DXξ, Y )− g(DY ξ,X)]

dir (Yano ve Kon 1976).

Teorem 2.4.3 (2n + 1)-boyutlu (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik mani-

foldu verilsin. Bu durumda ∀X, Y ∈ χ(M) için

dη(X, ξ) = 0,

dη(ϕ(X), Y ) = −dη(X,ϕ(Y ))

dir (Yano ve Kon 1976).

Teorem 2.4.4 (2n + 1)-boyutlu (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik mani-

foldu verilsin. Bu durumda ∀X, Y ∈ χ(M) için

dη(X, Y ) =
1

2
{Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ]}
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dir (Yano ve Kon 1976).

Sonuç 2.4.4 (2n+1)-boyutlu (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik manifoldu

verilsin. Bu durumda ∀X, Y ∈ χ(M) için

(∇Xϕ)Y = g(ϕ∇Xξ, Y )ξ − η(Y )ϕ∇Xξ (2.21)

dir. Burada ∇, M manifoldu üzerindeki Levi-Civita koneksiyonudur (Blair 2003).

Sonuç 2.4.5 (2n + 1)-boyutlu bir (M,ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldu verilsin.

Bu durumda aşağıdaki önermeler denktir

∀X, Y ∈ χ(M) için

i) g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X) = 0

ii) ∇Xξ = −ϕX
(2.22)

şeklindedir(Yano ve Kon 1976).

Tanım 2.4.10 (Riemann Eğrilik Tensörü) Sürekli bir M manifoldu üzerinde

afin koneksiyon ∇ olsun.

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y, Z) → R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

şeklinde tanımlanan (1,3) tipindeki tensöre Riemann eğrilik tensörü denir

(Hacısalihoğlu 2003).

Tanım 2.4.11 (Kesitsel Eğrilik) Sürekli bir M manifoldu üzerinde afin konek-

siyon ∇ olsun.

K : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X, Y ) → K(X, Y ) =
g(R(X, Y )Z,W )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

20



değerine M manifoldunun kesitsel eğriliği denir (Hacısalihoğlu 2003).

Teorem 2.4.5 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik

manifoldunda

{e, ϕ(e), ξ} bazıiçin

∇eϕ(e) = ξ = −∇ϕ(e)e

∇ξe = −ϕ(e) = ∇eξ

∇ξϕ(e) = e = ∇ϕ(e)ξ

∇ee = ∇ϕ(e)ϕ(e) = ∇ξξ = 0

sağlanır.

Teorem 2.4.6 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir hemen hemen kontak metrik

manifoldunda ∀X, Y ∈ χ(M) için X = x1e+x2ϕ(e) +x3ξ ve Y = y1e+ y2ϕ(e) + y3ξ

olmak üzere kovaryant türev operatörü

∇ : χ(M)× χ(M)) −→ χ(M)

∇XY = X [Y1] e+X [Y2]ϕ(e) +X [Y3] ξ

−η(Y )ϕ(X)− η(X)ϕ(Y )− g(X,ϕ(Y ))ξ

şeklindedir.

İspat. R3(−3) hemen hemen kontak metrik manifoldunda

g =
1

4


1 + y2 0 −y

0 1 0

0 y 0


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ise

g−1 =
1

4


1 0 y

0 1 0

0 y 1 + y2


olduğu görülür. Burada

Γkij =
1

2
gkh(gih, j + ghj, i + gij, h)

Christoffel sembolleri yardımıyla

∇eϕ(e) = ξ = −∇ϕ(e)e

∇ξe = −ϕ(e) = ∇eξ

∇ξϕ(e) = e = ∇ϕ(e)ξ

∇ee = ∇ϕ(e)ϕ(e) = ∇ξξ = 0

olduğundan X = x1e+ x2ϕ(e) + x3ξ ve Y = y1e+ y2ϕ(e) + y3ξ vektör alanlarıiçin

∇XY = ∇X y1e+ y2ϕ(e) + y3ξ

= ∇X (y1e) +∇X(y2ϕ(e)) +∇X(y3ξ)

= X [y1] e+ y1∇Xe+X [y2]ϕ(e) + y2∇Xϕ(e)

+X [y3] ξ + y3∇Xξ

= X [y1] e+X [y2]ϕ(e) +X [y3] ξ

+y1∇x1e+x2ϕ(e)+x3ξe+ y2∇x1e+x2ϕ(e)+x3ξϕ(e)

+y3∇x1e+x2ϕ(e)+x3ξξ

= X [y1] e+X [y2]ϕ(e) +X [y3] ξ

+y1(x1∇ee+ x2∇ϕ(e)e+ x3∇ξe)

+y2(x1∇eϕ(e) + x2∇ϕ(e)ϕ(e) + x3∇ξϕ(e))

+y3(x1∇eξ + x2∇ϕ(e)ξ + x3∇ξξ)
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ve

∇XY = DXY + x1y2ξ − x1y3ϕ(e) + x2y1ξ + x2y3e− x3y1ϕ(e) + x3y2e

= DXY − y3(x1ϕ(e)− x2e)− x3(y1ϕ(e)− y2e) + ξ(x1y2 − x2y1)

= DXY − η(Y )ϕ(X)− η(X)ϕ(Y )− ξ(x2y1 − x1y2)

= DXY − η(Y )ϕ(X)− η(X)ϕ(Y )− g(X,ϕ(Y ))ξ

= DXY − η(Y )ϕ(X)− η(X)ϕ(Y )− dη(X, Y )ξ

olarak bulunur. Burada DXY = X [y1] e+X [y2]ϕ(e) +X [y3] ξ dır.

Önerme 2.4.1 (R3, ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik manifoldunun kesitsel

eğriliği −3 olur. Bu yüzden R3 reel uzayının hemen hemen kontak manifold yapısını

R3(−3) ile gösterilecektir (Camcı2007).

İspat. R3 reel uzayında koordinat sistemi {x, y, z},

ξ =
2∂

∂z
, η =

1

2
(dz − ydx) ve ϕ =


0 1 0

−1 0 0

0 y 0

 olmak üzere

(R3, ϕ, ξ, η) dörtlüsü hemen hemen kontak manifoldur.

g =
1

4


1 + y2 0 −y

0 1 0

0 y 0


metriği ile birlikte (R3, ϕ, ξ, η, g) beşlisine hemen hemen kontak metrik manifold

denir. Ayrıca

g−1 =
1

4


1 0 y

0 1 0

0 y 1 + y2


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olarak hesaplanır. {e, ϕe, ξ} ve
{
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

}
bazlarıarasındaki

∂

∂x
=

1

2
(ϕe− yξ),

∂

∂y
=

1

2
e,

∂

∂z
=

1

2
ξ

ili̧skisi göz önüne alınırsa

∇eϕe = ξ = −∇ϕ(e)e,

∇ξe = −ϕ(e) = ∇eξ,

∇ξϕe = e = ∇ϕeξ,

∇ee = ∇ϕeϕe = ∇ξξ = 0,

sağlanır. Burada ∇, R3 uzayının Riemann koneksiyonu olup

∇XY = −η(Y )ϕ(X)− η(X)ϕ(Y )

+(Xη(Y ) + g(Y, ϕ(X))ξ

şeklindedir. η(X) = 0 olduğundan X ∈ D olur. (2.21) eşitliğinden

∇ϕXϕX = g(ϕX,ϕ2X)ξ,

= g(ϕX,−X + η(X)ξ)ξ,

= g(X,ϕX)ξ

elde edilir. X, birim vektör alanıolmasıdurumunda ise

∇ϕXϕX = ξ

olduğu görülür. Böylece

∇X∇ϕXϕX = ∇Xξ = −ϕX
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olur. Diğer taraftan

∇XϕX = −η(X)ϕ2(X) + g(ϕX,ϕX),

= g(ϕX,ϕX)ξ,

= ξ

ve

∇ϕX∇XϕX = ∇ϕXξ

= X

elde edilir. Ayrıca

[X,ϕX] = ∇XϕX −∇ϕXX

= 2ξ

ve

∇[X,ϕX]ϕX = ∇2ξϕX,

= 2∇ξϕX,

= −2ϕ2X

olur. Böylece

R(X,ϕX)ϕX = ∇X∇ϕXϕX −∇ϕX∇XϕX −∇[X,ϕX]ϕX,

= −ϕX −X + 2ϕ2X,

= −− ϕX −X + 2(−X + η(X)ξ)

olarak hesaplanır. η(X) = 0 olduğundan son eşitlikten

R(X,ϕX)ϕX = −3X − ϕX
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dir. Son olarak

K(X,ϕX) = g(R(X,ϕX)ϕX,X)

= g(−3X − ϕX,X)

= −3g(X,X) + g(X,ϕX)

bulunur. g(X,X) = 1 ve g(X,ϕX) = 0 olduğundan

K(X,ϕX) = −3

değerine ulaşılır.

Bundan sonra tez boyunca R3 yerine R3(−3) notasyonu kullanılacaktır.

Tanım 2.4.12 (Hemen Hemen Kompleks Yapı)M, (2n+ 1)-boyutlu manifoldu

(ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak yapısıile birlikte verilsin. Biliyoruz ki, R reel ekseni

de bir manifolddur. Dolayısıyla M ×R kartezyen çarpım uzayıda (2n+ 2)-boyutlu

bir çarpım manifoldu olacaktır. Burada vektör alanları

χ(R) =

{
f
d

dt
: f ∈ C∞(M,R)

}

χ(M × R) =

{
(X, f

d

dt
) : X ∈ χ(M)

}
şeklindedir. Şimdi J kompleks dönüşümü

J : χ(M × R)→ χ(M × R)

: (X, f
d

dt
) −→ J(X, f

d

dt
)

olmak üzere

J(X, f
d

dt
) = (ϕ(X)− fξ, η(X)

d

dt
)

şeklinde tanımlanır. Burada J ye M × R üzerinde hemen hemen kompleks yapı

denir (Yano ve Kon 1976).
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Teorem 2.4.7 J kompleks dönüşümü aşağıda verilen özelikleri sağlar:

i) J dönüşümü lineer bir dönüşümdür.

ii) J2 = −I

özelikleri vardır (Yano ve Kon 1976).

Örnek 2.4.6 S3, 3-boyutlu bir reel hiperküre olsun. S3 hiperküresinin birim normali

C olmak üzere R4 ün hemen hemen komplek tensör alanıJ ve

J : R4 → R4 , JC = −ξ

biçiminde tanımlansın. O zaman ξ, S3 hiperküresi üzerinde bir birim vektör alanı

olur. Yani ξ ∈ χ(S3) olur. S3 hiperküresine teğet bir X vektör alanıiçin

η(X) = g(X, ξ) olmak üzere η 1-formu iyi tanımlıdır. Üstelik η(ξ) = 1 sağlanır.

Diğer taraftan;

JX = ϕX + η(X)C

eşitliği ile ϕ lineer dönüşümünü tanımlayalım. Buna göre

∀P = (p1, p2,p3, p4) ∈ S3 için

J =

 0 −I2
I2 0

 =


0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0


yapısıyardımıyla

J(C(P )) = J(p1, p2,p3, p4) = (−p3,−p4, p1, p2,) = −ξ

elde edilir. Burada

ξ =


p3

p4

−p1
−p2


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dir.

g(X, ξ)ξ =

〈

x1

x2

x3

x4

 ,

p3

p4

−p1
−p2


〉

p3

p4

−p1
−p2


olduğundan

g(X, ξ)ξ = (x1p3 + x2p4 − x3p2 − x4p2)


p3

p4

−p1
−p2


elde edilir.

λ = (x1p3 + x2p4 − x3p2 − x4p2) alınırsa

g(X, ξ)ξ = λξ

olur.

ϕ(ϕX) = J(ϕX)− η(ϕX)C,

= J(JX − η(X)C − η(JX − η(x)C)C,

J




−x3
−x4
x1

x2

− λ

p1

p2

p3

p4

− g(JX − η(X)C, ξ)C

 ,

=


−x3 + λp3

−x4 + λp4

x1 − λp1
x2 − λp2

−
〈

−x3 − λp1
−x4 − λp2
x1 − λp3
x2 − λp4

 ,

p3

p4

−p1
−p2


〉

p1

p2

p3

p4


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ve

ϕ(ϕX) =


x1

x2

x3

x4

+ λ


p3

p4

−p1
−p2


olduğundan

ϕ2(X) = −X + η(X)ξ

elde edilir. Bununla birlikte

ϕξ = Jξ − η(X)C

olduğundan

ϕξ =


0 0 −1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 1 0 0




p3

p4

−p1
−p2

−

p1

p2

p3

p4

 ,

=


p1

p2

p3

p4

−

p1

p2

p3

p4

 ,
= 0

olarak hesaplanır. O halde

η(ϕX) = g(ϕX, ξ)

= g(JX − η(X)C, ξ)

= 0

elde edilir. Sonuç olarak (ϕ, ξ, η, g) yapısıS3 üzerinde bir hemen hemen kontak

metrik yapıoluşturur (Yıldız 1995).

29



Tanım 2.4.13 (Nijenhuis Tensör Alanı) F, M manifoldu üzerine (1,1) tipinde

tensör alanıolmak üzere, ∀X, Y ∈ χ(M) için

NF : χ(M)×X(M) → χ(M)

(X, Y ) → NF (X, Y )

dönüşümü

NF (X, Y ) = F 2([X, Y ]) + [F (X), F (Y )]

−F ([F (X), Y ])− F ([X,F (Y )])

olacak şekilde (1, 2) tensör alanıdır. NF tensör alanına Nijenhuis tensör alanı

denir.

Burada

F = ϕ alınarak ϕ nin

Nϕ(X, Y ) = −[X, Y ]+η[X, Y ]ξ+[ϕ (X) , ϕ (Y )]−ϕ[ϕ (X) , Y ]−ϕ[X,ϕ (Y )] (2.23)

Nijenhuis torsiyon tensörü,

F = J alınarak J hemen hemen kompleks yapısının

NJ(X, Y ) = −[X, Y ] + [J (X) , J (Y )] + J [J (X) , Y ]− J [X, J (Y )] (2.24)

Nijenhuis torsiyon tensörü tanımlanır (Yano ve Kon 1976).

Tanım 2.4.14 (İntegrallenebilir Manifold) Nijenhuis torsiyon tensörü NJ = 0

ise J hemen hemen kompleks yapısına integrallenebilirdir denir (Yano ve Kon

1976).

Tanım 2.4.15 (Sasaki Yapı) J hemen hemen kompleks yapısı integrallenebilir

ise (M,ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak yapısına normal yapı veya Sasaki yapı denir

(Yano ve Kon 1976).
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Tanım 2.4.16 (Sasaki Manifoldu) (2n + 1)-boyutlu bir (M,ϕ, ξ, η, g) kontak

metrik manifoldu verilsin. Eğer M nin kontak metrik yapısınormal ise (ϕ, ξ, η, g)

yapısına Sasaki yapı ve (M,ϕ, ξ, η, g) beşlisine de Sasaki manifoldu denir (Yano

ve Kon 1976).

Teorem 2.4.8 (2n+ 1)-boyutluM manifoldu (ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik

yapısıyla verilsin. Bu durumda M manifoldu Sasaki manifoldu olur ancak ve ancak

∀X, Y ∈ χ(M) için

(5Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X (2.25)

şeklindedir (Yano ve Kon 1976).

Tanım 2.4.17 (χ(M ×R) de Braket Operatörü) (2n+ 1)-boyutlu bir M mani-

foldu, (ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak yapısıile verilsin. M × E nin de bir manifold

olduğunu belirtmi̧stik. M × R de [, ] operatörü

[, ] : χ(M × R)× χ(M × R) −→ χ(M × R)

: ((X, f
d

dt
), (Y, g

d

dt
)) −→

[
(X, f

d

dt
), (Y, g

d

dt
)

]

olmak üzere

[
(X, f

d

dt
), (Y, g

d

dt
)

]
=

(
[X, Y ], (X(g)− Y (f))

d

dt

)

şeklinde tanımlıise [, ] operatörüne χ(M×R) de Braket Operatörü adıverilir (Blair

2002).

Teorem 2.4.9 (2n + 1)-boyutlu bir M manifoldu, (ϕ, ξ, η) hemen hemen kontak

yapısıile verilsin. χ(M × R) de tanımlı[, ] Braket operatörü

i) Antisimetrik,

ii) Jacobi özdeşliği

özeliklerini sağlar. Böylece tanımladı̆gımız bu operatör bir Lie braket operatörüdür

(Blair 2002).
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Tanım 2.4.18 (Lie Türevi) M üzerinde tanımlıbir vektör alanıX ve X ile ge-

rilmi̧s lokal dönüşümlü 1-parametreli grup ϕt olsun. X vektör alanına göre F tensör

alanının LXF ile gösterilen Lie türevi;

LXF = [X,F ]

eşitliği ile tanımlanır (Yano ve Kon 1984).

Tanım 2.4.19 (Killing Vektör Alanı) M bir Riemann manifoldu, g Riemann

metriği ile verilsin. Ayrıca M üzerinde bir X vektör alanınıele alalım. M mani-

foldunun her bir noktasının bir komşuluğunda X ile meydana gelen lokal dönüşüm-

lerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden oluşuyor ise X vektör alanına

Killing vektör alanı denir.

Böylece;

X Killing vektör alanı⇔ LXg = 0

dir. Yani; g metrik tensörünün X vektör alanıyönündeki Lie türevi sıfırdır (Yano

ve Kon 1984).

Teorem 2.4.10 (2n+ 1)-boyutlu M manifoldu (ϕ, ξ, η, g) kontak metrik yapısıyla

verilsin. Bu durumda N2 = N4 = 0 dır. Ayrıca,

N3 = 0⇔ ξ killing vektörü

olur. Burada

N3 = [ξ, ϕX]− ϕ [X, ξ]

şeklinde tanımlıdır (Yano ve Kon 1984).
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2.5 Kontak Geometride Vektörel Çarpım

Tanım 2.5.1 (Vektörel Çarpım) (M,ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldu üzerinde

∀X, Y ∈ χ(M) için M üzerinde

∧ : χ(M)× χ(M)→ χ(M)

dönüşümü

X ∧ Y = −g(X,ϕ(Y ))ξ − η(Y )ϕX + η(X)ϕY (2.26)

eşitliği ile tanımlansın. Burada X ∧ Y vektörüne, X ile Y nin vektörel çarpımı adı

verilir (Camcı2011).

Örnek 2.5.1 R3 reel vektör uzayının bir alt vektör uzayıV = {(x, y, 0) : x, y ∈ R}

olsun. V alt vektör uzayıüzerinde π(x, y, z) = (x, y, 0) bir izdüşüm ve

J(x, y, 0) = (−y, x, 0) bir hemen hemen kompleks harita vardır. Eğer ϕ = J ◦ π

olacak şekilde bir harita tanımlanırsa (R3, ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak metrik

manifold olur. Burada η = dz, ξ =
∂

∂z
ve g standart Riemann metriğidir.

Sonuç olarak;

X ∧ Y = −g(X,ϕ(Y ))ξ − η(Y )ϕX + η(X)ϕY

dir. Bu durumdaX∧Y = X×Y olur. Burada ×, R3 reel vektör uzayındaki vektörel

çarpımdır (Camcı2011).

Teorem 2.5.1 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y ∈ χ(M) için X ile Y vektörlerinin her ikisi de X ∧ Y vektörüne ortogonaldir

(Camcı2011).

Teorem 2.5.2 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde vektörel

çarpım anti-simetrik bir dönüşümdür (Camcı2011).
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Teorem 2.5.3 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde vektörel

çarpım alterne bir dönüşümdür (Camcı2011).

Teorem 2.5.4 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y ∈ χ(M) için

Y ∧ ϕ(X) = g(X, Y )ξ − η(Y )X (2.27)

ve

ϕ(X) = ξ ∧X (2.28)

olur (Camcı2011).

Tanım 2.5.2 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z ∈ χ(M) için g(X ∧ Y, Z) sayısına X, Y, Z vektörlerinin karma çarpımı

denir ve bazen (X, Y, Z) ifadesi ile de gösterilir. {X, Y,X ∧ Y } üçlüsü pozitif yönlü

bir çatıoluşturur (Camcı2011).

Teorem 2.5.5 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z ∈ χ(M) için

(X, Y, Z) = g(X ∧ Y, Z) = det(X, Y, Z) (2.29)

veya

(X, Y, Z) = − [g(X,ϕ(Y ))η(Z) + g(Y, ϕ(Z))η(X) + g(Z, ϕ(X))η(Y )]

dir (Camcı2011).

Teorem 2.5.6 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z ∈ χ(M)

(X, Y, Z) = (Y, Z,X) = (Z,X, Y ) (2.30)

dir (Camcı2011).

34



Teorem 2.5.7 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z ∈ χ(M) için

g(X,ϕ(Y ))Z + g(Y, ϕ(Z))X + g(Z, ϕ(X))Y = −det(X, Y, Z)ξ (2.31)

dir. Burada ξ, η kontak yapısının karakteristik vektör alanıdır (Camcı2011).

Teorem 2.5.8 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z ∈ χ(M) için

(X ∧ Y ) ∧ Z = g(X,Z)Y − g(Y, Z)X (2.32)

dir (Camcı2011).

Teorem 2.5.9 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z ∈ χ(M) için

(X ∧ Y ) ∧ Z + (Y ∧ Z) ∧X + (Z ∧X) ∧ Y = 0 (2.33)

dır. Bu eşitliğe “ Jacobi özdeşliği ”adıverilir (Camcı2011).

Teorem 2.5.10 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z,W ∈ χ(M) için

g(X ∧ Y, Z ∧W ) = g(X,Z)g(Y,W )− g(Y, Z)g(X,W ) (2.34)

dir. Bu eşitliğe “ Lagrange özdeşliği ”adıverilir (Camcı2011).

Teorem 2.5.11 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y ∈ χ(M) için

g(X ∧ Y,X ∧ Y ) = g(X,X)g(Y, Y )− g2(X, Y ) (2.35)
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dir (Camcı2011).

İspat. Lagrange özdeşliğinden yararlanarak (2.34) denkleminde Z yerine X,W

yerine Y yazılırsa

g(X ∧ Y,X ∧ Y ) = g((X ∧ Y ) ∧X, Y ),

= g(g(X,X)Y − g(Y,X)X, Y ),

= g(X,X)g(Y, Y )− g(Y,X)g(X, Y ),

= g(X,X)g(Y, Y )− g2(X, Y )

olur. Bu ispat için ikinci bir yol daha verelim. ∀X, Y, Z ∈ χ(M) için

X = x1e+ x2ϕ(e) + x3ξ,

Y = y1e+ y2ϕ(e) + y3ξ,

Z = z1e+ z2ϕ(e) + z3ξ

eşitlikleri yardımıyla

ϕ(X) = −x2e+ x1ϕ(e),

ϕ(Y ) = −y2e+ y1ϕ(e),

ϕ(Z) = −z2e+ z1ϕ(e)

ve

X ∧ Y = (x2y3 − x3y2)e+ (x3y1 − x1y3)ϕ(e) + (x2y1 − x1y2)ξ

olduğundan

g(X ∧ Y,X ∧ Y ) = (x2y3 − x3y2)(x2y3 − x3y2)

+(x3y1 − x1y3)(x3y1 − x1y3) + (x2y1 − x1y2)(x2y1 − x1y2),

g(X,X)g(Y, Y ) = (x21+x
2
2+x

2
3)(y

2
1+y22+y23),
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g2(X, Y ) = (x1y1 + x2y2 + x3y3)
2

= x21y
2
1 + x22y

2
2 + x23y

3
3 + 2x1y1x2y2 + 2x1y1x3y3 + 2x2y2x3y3

eşitlikleri yardımıyla

g(X,X)g(Y, Y )− g2(X, Y ) = x21y
2
2 + x21y

2
3 + x22y

2
1 + x22y

2
3 + x23y

2
1 + x23y

2
2

−2x1y1x2y2 − 2x1y1x3y3 − 2x2y2x3y3

g(X ∧ Y,X ∧ Y ) = x22y
2
3 − 2x2y3x3y2 + x23y

2
2 + x23y

2
1 − 2x3y1x1y3 + x21y

2
3

+x22y
2
1 − 2x1x2y1y2 + x21y

2
2

denklemleri elde edilir. O halde son iki eşitliği kullanarak

g(X ∧ Y,X ∧ Y ) = ‖X ∧ Y ‖2 = g(X,X)g(Y, Y )− g2(X, Y )

olur.

Teorem 2.5.12 (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

∀X, Y, Z ∈ χ(M) için

∇Z(X ∧ Y ) = (∇ZX) ∧ Y +X ∧ (∇ZY ) (2.36)

dir. ∇ ile burada M nin Levi-Civita koneksiyonu gösterilmektedir (Camcı2011).

İspat. ∀X, Y, Z ∈ χ(M) için (2.26) denkleminden

∇Z(X ∧ Y ) = −g(∇ZX,ϕ(Y ))ξ − η(Y )ϕ(∇ZX) + η(∇ZX)ϕ(Y )

−g(X,ϕ(∇ZY ))ξ − η(∇ZY )ϕ(X) + η(X)ϕ(∇ZY )

−η(Y )(∇Zϕ(X)− ϕ(∇ZX))− g(X,∇Zϕ(Y ))− ϕ(∇ZY ))ξ

+η(X)(∇Zϕ(Y )− ϕ(∇ZY )) + η(X)∇Zϕ(Y )

+(g(∇ZX, ξ) + g(X,∇Zξ))ϕ(Y )
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∇Z(X ∧ Y ) = (∇ZX) ∧ Y +X ∧ (∇ZY )− g(X,∇Zϕ(Y ))ξ

−η(Y ) (∇Zϕ)X + η(X) (∇Zϕ)Y − g(X,ϕ(Y ))∇Zξ

−g(Y,∇Zξ)ϕ(X) + g(X,∇Zξ)ϕ(Y )

∀X, Y ∈ χ(M) için (M,ϕ, ξ, η, g) hemen hemen kontak manifoldu üzerinde

Z. Olszak (Olzaks 1986) tarafından ispatlanan

(∇Xϕ) (Y ) = g(ϕ(∇Xξ), Y )ξ − η(Y )ϕ(∇Xξ)

eşitliği yardımıyla

−g(X,∇Zϕ(Y ))ξ − η(Y )∇Zϕ(X) + η(X) (∇Zϕ)Y = 0

dır. {ϕZ, ϕ2Z, ξ} üçlüsüM nin ortogonal bazıolmak üzere∇Zξ ile ξ dik olduğundan

∇Zξ = aϕZ + bϕ2Z

eşitliği Teorem 2.5.7 ile birlikte kullanılırsa

−g(X,ϕ(Y ))∇Zξ − g(Y,∇Zξ)ϕ(X) + g(X,∇Zξ)ϕ(Y ) = 0

ve (2.29) denklemi ile

∇Z(X ∧ Y ) = (∇ZX) ∧ Y +X ∧ (∇ZY )

olur.

Önerme 2.5.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu,

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan ve {T,N,B, κ, τ} Frenet elemanlarıyla verilmi̧s

birim hızlıbir eğri olsun. Bu durumda aşağıdaki eşitlikler
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ϕ(T ) = η(B)N − η(N)B

ϕ(N) = η(T )B − η(B)T

ϕ(B) = η(N)T − η(T )N

sağlanır (Camcı2011).

İspat. İspatıCamcı(2011)’nın çalı̧smasındaki yöntemden farklıbir yolla yapalım.

γ : I ⊂ R → M geodezik olmayan birim hızlıbir eğri olsun. γ eğrisinin Frenet

elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere g(ϕT, T ) = 0 olduğundan ϕT = λN + µB

yazılabilir.

g(ϕT, ξ) = λη(N) + µη(B) = 0

eşitliğinden λ = fη (B) ve µ = −fη (N) veya ϕ (T ) = f (η (B)N − η (N)B) elde

edilir. Son eşitlik kullanılırsa

g (ϕ (T ) , ϕ (T )) = −g
(
ϕ2 (T ) , T

)
f 2
(
η2 (N) + η2 (B)

)
= g(T − η(T )ξ, T )

f 2
(
η2 (N) + η2 (B)

)
= 1− η2 (T )

elde edilir. ξ birim Reeb vektör alanıolduğundan f = ±1 dir. γ eğrisi boyunca

benzer yönlendirme kullanılmasıgerektiğinden dolayıf = 1 olmalıdır. Sonuç olarak

ϕ (T ) = η (B)N − η (N)B eşitliği sağlanır. Benzer metodlar kullanılarak diğerleri

de kolay biçimde gösterilebilir. Böylece ispat tamamlanır.
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3. KONTAK GEOMETRİDE SLANT ve N-SLANT HELİSLER

3.1 Slant Helisler

Tanım 3.1.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu olsun.

γ : I ⊂ R→ M3 bu manifold üzerinde s yay parametreli bir eğri ve T (s) = γ′(s), γ

eğrisinin teğet vektör alanıolsun.

cos θ(s) = g(T (s), ξ)

şeklinde verilen θ(s) fonksiyonuna γ eğrisinin kontak açısıdenir. Kontak açısısabit

olan eğriye bir slant ĕgri denir. Özel olarak bu sabit kontak açı θ =
π

2
ise, bu

durumda eğriye bir Legendre helis denir (Cho vd. 2006).

Önerme 3.1.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 Levi-Civita koneksiyonuna göre geodezik olmayan birim hızlıbir

eğri olsun. γ eğrisinin bir slant eğri olabilmesi için gerek ve yeter şart η(N) = 0

olmasıdır. Burada N , γ eğrisinin asli normal vektör alanıdır (Cho vd. 2006).

İspat. Kabul edelim ki γ bir slant eğri olsun. Bu durumda γ eğrisi boyunca Frenet

çatıalanı{T (s), N(s), B(s)} ve γ eğrisinin teğet vektör alanıT ile Reeb vektör alanı

ξ arasındaki kontak açıθ(s) olmak üzere Tanım 3.1.1 gereğince

cos θ(s) = g(T (s), ξ) (3.1)

dir. (3.1) denkleminde her iki tarafın Levi-Civita koneksiyonuna göre türevi alınır

ve Serret-Frenet formülleri kullanılırsa

−θ′ sin θ(s) = κg(N, ξ) + g(T,∇T ξ) (3.2)
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olur. (3.2) denkleminde g(N, ξ) = η(N) ve ∇T ξ = −ϕT eşitlikleri göz önüne alınırsa

−θ′ sin θ(s) = κg(N, ξ)− g(T, ϕT )

denklemine ulaşılır. Ayrıca Sonuç 2.4.2 yardımıyla g(T, ϕT ) = 0 olduğundan

−θ′ sin θ(s) = κη(N) (3.3)

elde edilir. γ eğrisi bir slant eğri olduğundan Tanım 3.1.1 gereğince θ kontak açısı

sabittir. O halde θ
′

= 0 dır. Bu durumda κ 6= 0 olduğundan (3.3) eşitliğinde

η(N) = 0 olmak zorundadır.

Tersine kabul edelim ki; η(N) = 0 olsun. (3.3) eşitliğinden −θ′ sin θ(s) = 0 elde

edilir. θ ∈ (0, π) olduğundan sin θ(s) 6= 0 dır. Böylece θ
′

= 0 bulunur. Yani θ(s)

kontak açısısabittir. Tanım 3.1.1 gereğince γ eğrisi bir slant eğridir. Böylece ispat

tamamlanır.

Önerme 3.1.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→ M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin T,N

ve ξ vektör alanları, bazıβ(s) fonksiyonlarıiçin

T = sin θ {cos β(s)X + sin β(s)ϕX}+ cos θξ

N = − sin β(s)X + cos β(s)ϕX

ξ = cos θT ± sin θB (3.4)

şeklinde tanımlanır (Cho vd. 2006).

İspat. M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu olsun. γ : I ⊂ R→M3

geodezik olmayan ve {T,N,B, κ, τ} Frenet elemanlarıyla verilmi̧s birim hızlı bir

slant eğri olsun. Karakteristik vektör alanı

ξ = λ1T + λ2N + λ3B
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şeklindedir. Burada λ1 = η(T ), λ2 = η(N) ve λ3 = η(B) dir. η(T ) = g(T, ξ) eşitliği

ve Tanım 3.1.1 birlikte göz önüne alınırsa

λ1 = g(T, ξ) = cos θ, θ = sabit

olur. Ayrıca γ slant eğri olduğundan Önerme 3.1.1 gereğince

λ2 = g(N, ξ) = 0

olur. λ21 + λ23 = 1 olduğundan

λ3 = g(B, ξ) = ± sin θ

elde edilir. Böylece ξ Reeb vektör alanı;

ξ = cos θT ± sin θB

şeklindedir. γ eğrisinin N asli normal vektör alanının (X,ϕX, ξ) ortonormal çatısına

göre yazılı̧sı

N = µ1X + µ2ϕX + µ3ξ

dir. µ3 = g(N, ξ) = 0 olduğundan aslında

N = µ1X + µ2ϕX

biçiminde yazılır. µ2 = g(N,ϕX) = cos β(s) olacak şekildeki β(s) fonksiyonlarıiçin

µ1 = g(N,X) = ± sin β(s)

elde edilir. Benzer şekilde γ eğrisinin T teğet vektör alanının (X,ϕX, ξ) ortonormal

çatısına göre yazılı̧sı

T = ϑ1X + ϑ2ϕX + ϑ3ξ
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dir. Tanım 3.1.1 kullanılarak

ϑ3 = g(T, ξ) = cos θ

olur. (2.17) ve (2.19) eşitliklerinden

g(ϕT, ϕX) = g(T,X)− η(T )η(X)

= g(T,X)− g(T, ξ)g(X, ξ)

olup X ve ξ vektör alanlarıortonormal olduğundan

η(X) = g(X, ξ) = 0

dır. Dolayısıyla

ϑ1 = g(T,X) = g(ϕT, ϕX)

olur. Burada η(B) = ± sin θ, η(N) = 0, g(N,ϕX) = cos β(s) eşitlikleri ve Önerme

2.5.1 birlikte göz önüne alınırsa

ϑ1 = g(η(B)N − η(N)B,ϕX)

= η(B)g(N,ϕX)− η(N)g(B,ϕX)

= ± sin θ cos β(s)

elde edilir. Benzer şekilde g(N,X) = ± sin β(s) olduğundan yine Önerme 2.5.1

yardımıyla

ϑ2 = g(ϕT,X)

= g(η(B)N − η(N)B,X)

= η(B)g(N,X)− η(N)g(B,X)

= sin θ sin β(s)

şeklindedir. g(T,N) = 0 olduğundan T teğet vektör alanıve N asli normal vektör
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alanı;

T = sin θ {cos β(s)X + sin β(s)ϕX}+ cos θξ

N = − sin β(s)X + cos β(s)ϕX

olarak hesaplanır.

Önerme 3.1.3 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 Levi-Civita koneksiyonuna göre geodezik olmayan birim hızlı

bir Legendre eğri olsun bu durumda γ eğrisinin torsiyonu τ olmak üzere τ = 1 dir

(Baikoussis ve Blair 1994).

Teorem 3.1.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 Levi-Civita koneksiyonuna göre geodezik olmayan bir eğri olsun.

Eğer γ eğrisinin torsiyonu τ = 1 ve γ eğrisi üzerinde bir noktada η(T ) = η
′
(T ) = 0

ise γ eğrisi bir Legendre eğridir (Baikoussis ve Blair 1994).

Teorem 3.1.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir kontak metrik manifoldu üze-

rinde bir Legendre eğrisinin torsiyonu τ = 1 ise M3 manifoldu 3-boyutlu bir Sasaki

manifoldu olur (Baikoussis ve Blair 1994).

Teorem 3.1.3 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 Levi-Civita koneksiyonuna göre geodezik olmayan birim hızlıbir

eğri olsun. γ eğrisinin bir slant eğri olabilmesi için gerek ve yeter şart
τ ± 1

κ
oranının

sabit olmasıdır (Cho vd. 2006).

Camcı(2011) çalı̧smasında Teorem 3.1.3 ün gerek şartının doğru olmadı̆gınıgöster-

mi̧stir ve Teorem 3.1.3 ün gerek şartıiçin kaŗsıt örnek vermi̧stir.
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Örnek 3.1.1 R3(−3) Sasaki uzayında γ(s) = (x(s), y(s), z(s)) eğrisi

x
′
(s) = −2

√
1− σ2 sin θ,

y
′
(s) = 2

√
1− σ2 cos θ,

z
′
(s) = 2σ + y(s)x

′
(s) (3.5)

şeklinde tanımlanmak üzere

θ
′
(s) = −2σ +

2

1 + σ
,

σ(s) =
1

2
(1− cos(2

√
2s))

Ayrıca γ eğrisinin teğet vektör alanı

T = (
√

1− σ2 cos θ)e+ (−
√

1− σ2 sin θϕ(e) + σξ

ve

T
′

= (− σσ
′

√
1− σ2

cos θ − (θ
′
+ 2σ)

√
1− σ2 sin θ)e

+(− σσ
′

√
1− σ2

sin θ − (θ
′
+ 2σ)

√
1− σ2 cos θ)ϕ(e) + σ

′
ξ

κ2 = ‖∇TT‖ olduğundan

κ2 = (− σσ
′

√
1− σ2

)2 − ((θ
′
+ 2σ)

√
1− σ2)2 + (σ

′
)2

= 4

böylece κ = 2 ve N =
1

2
∇TT elde edilir.

X ∧ Y = −g(X,ϕ(Y ))ξ − η(Y )ϕX + η(X)ϕY
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vektörel çarpım tanımından dolayı

B = T ∧N

= −g(T, ϕ(N))ξ − η(N)ϕT + η(T )ϕN

olduğundan

η(B) = −
√

1− σ2 − (
σ′

2
)2

olarak hesaplanır. η(T )
′

= κη(N) ve η(N)
′

= −κη(T ) + (τ − 1)η(B) eşitlikleri

birlikte göz önüne alınırsa

(
σ
′

2
)
′
+ 2σ = −(τ − 1)

√
1− σ2 − (

σ′

2
)2

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitlikte

(
σ
′

2
)
′
+ 2σ = 1− sinα

olarak alınırsa α = 2
√

2s− π

2
olmak üzere

1− σ2 − (
σ
′

2
)2 =

(1− sinα)2

4

şeklindedir. Son olarak

1− sinα = −(τ − 1)

2
(1− sinα)

yani τ = −1 hesaplanır.
τ − 1

κ
= −1 sabit olmasına rağmen γ eğrisi bir slant eğri

değildir (Camcı2011).

Teorem 3.1.4 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 Levi-Civita koneksiyonuna göre geodezik olmayan bir eğri olmak

üzere
τ − 1

κ
= c ve γ eğrisi üzerinde bir noktada η(T ) = η

′
(T ) = 0 olsun.
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Bu durumda γ eğrisinin torsiyonu τ = −1 dir ancak ve ancak ±cσ + 1 ≥ 0 olmak

üzere

σ(s) = ±
(

c

1 + c2
− c

1 + c2
cos(

2
√

1 + c2

c
s)

)
sağlanmalıdır (Camcı2011).

Sonuç 3.1.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 Levi-Civita koneksiyonuna göre geodezik olmayan birim hızlıbir

slant eğri olsun. Bu durumda τ = 1 dir ancak ve ancak γ eğrisi bir Legendre helistir

(Cho vd. 2006).

İspat. γ bir Legendre eğrisi olduğu için θ =
π

2
den dolayıispat açıktır.

Teorem 3.1.5 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin Frenet

elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere γ eğrisi aşağıdaki diferensiyel denklemi sağlar.

∆H + λ1∇H + λ2H + λ3T = 0 (3.6)

Burada

λ1 =
2κ
′

κ
+

cκ
′

1 + cκ′

λ2 =
1 + cκ

κ

(
κ
′

1 + cκ

)′
− 2(

κ
′

κ
)2 − κ2 − (1 + cκ)2

λ3 = − κκ
′

1 + cκ
,

c =
τ − 1

κ
∈ R−{0} şeklinde tanımlıdır (Gök vd. 2014).

İspat. ∇TT = κN eşitliğinde her iki tarafının Levi-Civita koneksiyonuna göre

türevini alınır ve Serret-Frenet formülleri kullanılırsa

∆H = −2κκ
′
T − κ2H + κ

′′
N + κ

′∇TN + (κτ)
′
B + κτ∇TB
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elde edilir. (2.1) den

B = − κ
′

τκ2
H +

1

κτ
∇H +

κ

τ
T

ve son eşitliğin türevinden;

∇TB = −
(
κ
′

τκ2

)′
H − κ

′

τκ2
∇H +

(
1

κτ

)′
∇H +

1

κτ
∆H +

(
κ

τ

)′
T +

κ

τ
H

dir. Serret-Frenet formüllerinden elde edilen ∇TB = −τ
κ
∇TT eşitliğini kullanarak

0 = ∆H −
(

2κ
′

κ
+
τ
′

τ

)
∇H

+

{
−κ

′′

κ
+
κ
′
τ
′

κτ
+ 2

(
κ
′

κ

)2
+ κ2 + τ 2

}
H + κτ

(
κ

τ

)′
T (3.7)

elde edilir. γ geodezik olmayan bir slant eğri olduğundan Teorem 3.1.1 den

τ = 1 + cκ, τ
′
= cκ

′
ve
(
κ

τ

)′
=

κ

(1 + cκ)2

eşitliğini elde ederiz. Sonuç olarak son eşitlikleri (3.7) de kullanarak (3.6) denklemini

elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.6 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin Frenet

elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere γ eğrisi aşağıdaki diferensiyel denklemi sağlar.

∆H + µ1∇H + µ2H + µ3T = 0 (3.8)

Burada

µ1 =
2τ
′

τ − 1
+
τ
′

τ

µ2 = (τ 2 − τ)

(
τ
′

τ

)′
− 2(

τ
′

τ − 1
)2 −

(
τ − 1

c

)2
− τ 2

µ3 = −τ
′
(τ − 1)

c2τ
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c =
τ − 1

κ
∈ R−{0} şeklinde tanımlıdır (Gök vd. 2014).

İspat. γ eğrisi geodezik olmayan bir slant eğri olduğundan Teorem 3.1.1 den elde

edilen κ =
τ − 1

c
eşitliğini (3.7) denkleminde yerine koyulursa (3.8) denklemine

ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.7 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin Frenet

elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere γ eğrisi normal demette aşağıdaki diferensiyel

denklemi sağlar.

∆⊥H + λ∇⊥TH + µH⊥ = 0 (3.9)

Burada

λ =
2κ
′

κ
+

cκ
′

1 + cκ

µ =
1 + cκ

κ

(
κ
′

1 + cκ

)′
− 2

(
κ
′

κ

)2
− (1 + cκ)2

c =
τ − 1

κ
∈ R−{0} şeklinde tanımlıdır (Gök vd. 2014).

İspat. Serret-Frenet formüllerini kullanarak

∇⊥T T = κN (3.10)

∇⊥TN = τB

∇⊥TB = −τN

yazılabilir. ∇⊥T T = κN eşitliği

N =
1

κ
H⊥ (3.11)

olduğunu gösterir. Son eşitliği ∇⊥TN = τB eşitliğinde yazarak

∇⊥T
(

1

κ
H⊥
)

= −κ
′

κ2
H⊥ +

1

κ
∇⊥TH = τB
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τ 6= 0 olduğundan

B = − κ
′

τκ2
H⊥ +

1

κτ
∇⊥TH (3.12)

elde edilir. Sonuç olarak (3.11) ve (3.12) denklemleri ∇⊥TB = −τN eşitliğinde yerine

yazılırsa (3.9) elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.8 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin Frenet

elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere γ eğrisi normal demette aşağıdaki diferensiyel

denklemi sağlar.

∆⊥H + ϑ∇⊥TH + νH⊥ = 0 (3.13)

Burada

ϑ =
2τ
′

τ − 1
+
τ
′

τ

ν = (τ 2 − τ)(
τ
′

τ
)
′ − 2(

τ
′

τ − 1
)2 − τ 2

şeklinde tanımlıdır (Gök vd. 2014).

İspat. γ eğrisi geodezik olmayan bir slant eğri olduğundan Teorem 3.1.1 den elde

edilen κ =
τ − 1

c
eşitliğini (3.12) denkleminde yerine koyulursa (3.13) denklemine

ulaşılır. Böylece ispat tamamlanır.

3.2 N-slant Helisler

Tanım 3.2.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu olmak üzere

γ : I ⊂ R→M3 Levi-Civita koneksiyonuna göre geodezik olmayan bir eğri ve N(s),

γ eğrisinin normal vektör alanıolsun.

cos θ(s) = g(N(s), ξ) (3.14)

şeklinde verilen θ(s) fonksiyonuna γ eğrisinin normal vektör alanıN(s) ile Reeb
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vektör alanıξ arasındaki kontak açısıdenir. Eğer bu kontak açı sabit ise γ eğrisine

bir N -slant helis denir.

Sonuç 3.2.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

Frenet elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere özel olarak eğrinin kontak açısıπ
2
ye

eşit ise g(N(s), ξ) = η(N) = 0 olduğundan η
′
(N) = 0 dır. Ayrıca τ − 1 ve κ oranı

sabit olduğundan Teorem 3.1.1 den dolayıγ eğrisi bir slant eğridir. Sonuç olarak

N -slant helisler, slant eğrilerin genelleştirilmi̧s halidir.

Tanım 3.2.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

Frenet elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere γ eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonu

aşağıdaki şekilde tanımlanır

H =
τ − 1

κ

Burada κ ve τ , sırasıyla, γ eğrisinin asli eğriliği ve torsiyonudur.

Teorem 3.2.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin ξ

Reeb vektör alanı

ξ =

{
κH (1 +H2)

Hp T +N +
κ (1 +H2)
Hp B

}
cos θ (3.15)

şeklinde tanımlıdır. Burada H =
τ − 1

κ
, γ eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonu ve

θ 6= π

2
kontak açıdır.

İspat. M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu, γ : I ⊂ R → M3

geodezik olmayan, {T,N,B, κ, τ} Frenet elemanlarıyla verilmi̧s birim hızlıbir

N -slant helis olsun. Karakteristik vektör alanıξ

ξ = λ1T + λ2N + λ3B
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şeklindedir. Burada λ1 = η(T ), λ2 = η(N) ve λ3 = η(B) dir. (2.17) ve Tanım 3.2.1

den λ2 = η(N) = g(N, ξ) = cos θ

dır. Eşitliğin her iki tarafının Levi-Civita koneksiyonuna göre türevini alınırsa

g (∇TN, ξ) + g (N,∇T ξ) = 0

elde edilir. Ayrıca (2.22) ve Frenet formüllerini kullanarak

−κg (T, ξ) + τg (B, ξ)− g (N,ϕ (T )) = 0,

dir. Önerme 2.5.1 yardımıyla

−κg (T, ξ) + (τ − 1) g (B, ξ) = 0

yazılabilir. Tanım 3.2.2 den

g (T, ξ) = Hg (B, ξ) , (3.16)

elde edilir. (3.16) eşitliğini her iki tarafının Levi-Civita koneksiyonuna göre türevini

alınırsa

g (∇TT, ξ) + g (T,∇T ξ) = Hpg (B, ξ) +H{g (∇TB, ξ) + g (B,∇T ξ)}

yazılabilir. Serret Frenet formülleri ve Önerme 2.5.1 den

κg (N, ξ) = Hpg (B, ξ)−H (τ − 1) g (N, ξ)

veya

g (B, ξ) =
κ (1 +H2)
Hp g (N, ξ) (3.17)

elde edilir. Eğer (3.17) eşitliğini (3.16) da yerine yazılırsa

g (T, ξ) =
κH
Hp
(
1 +H2

)
g (N, ξ)
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bulunur. Son olarak (3.14), (3,16) ve (3.17) den N -slant helisin ekseni

ξ =

{
κH (1 +H2)

Hp T +N +
κ (1 +H2)
Hp B

}
cos θ,

şeklinde elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir eğri olsun. γ eğrisinin N -slant

helis olabilmesi için gerek ve yeter şart

κ(1 +H2) 32
Hp = tan θ (3.18)

nın sabit olmasıdır. Burada H =
τ − 1

κ
γ eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonu ve

θ 6= π

2
kontak açıdır.

İspat. ξ, γ eğrisinin birim Reeb vektör alanıve

ξ =

{
κH (1 +H2)

Hp T +N +
κ (1 +H2)
Hp B

}
cos θ.

için g (ξ, ξ) = 1 olduğundan

κ(1 +H2) 32
Hp = tan θ

sabit bir fonksiyon olduğu kolayca görülebilir.

Diğer taraftan,
κ(1 +H2) 32
Hp = tan θ sabit bir fonksiyon olmasıdurumunda kolayca

görülebilir ki γ bir N -slant helistir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç. 3.2.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→ M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin ξ

Reeb vektör alanı

ξ = cos ε(s) sin θT + cos θN + sin ε(s) sin θB (3.19)

53



şeklinde tanımlıdır. Burada H =
τ − 1

κ
γ eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonu,

cos ε(s) =
H√

1 +H2
, sin ε(s) =

1√
1 +H2

ve θ 6= π

2
kontak açıdır.

Teorem 3.2.3 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

T,N ve B vektör alanlarıaşağıdaki formdadır

T = (sin ε(s) sinψ (s)− cos ε(s) cos θ cosψ (s))X

−(cos ε(s) cos θ sinψ (s) + sin ε(s) cosψ (s))ϕX + cos ε(s) cos θξ,

N = sin θ cosψ (s)X + sin θ sinψ (s)ϕX + cos θξ,

B = (− cos ε(s) sinψ (s)− sin ε(s) cos θ cosψ (s))X

−(sin ε(s) cos θ sinψ (s)− cos ε(s) cosψ (s))ϕX + sin ε(s) sin θξ. (3.20)

İspat. M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu, γ : I ⊂ R → M3

geodezik olmayan, {T,N,B, κ, τ} Frenet elemanlarıyla verilmi̧s birim hızlıbir

N -slant helis olsun. N , γ eğrisinin normal vektör alanıolmak üzere

N = λ1X + λ2ϕX + λ3ξ

şeklinde olsun. (2.17) denklemi ve Tanım 3.2.1 den λ3 = η(N) = g(N, ξ) = cos θ ve

N = λ1X + λ2ϕX + cos θξ

birim vektör alanıolduğundan λ21 + λ22 = sin2 θ dır.

Ayrıca λ1 = g(N,X) = sin θ cosψ (s) olacak şekildeki ψ (s) fonksiyonlarıiçin

λ2 = g(N,X) = sin θ cosψ (s) elde edilir.

Dolayısılya N asli vektör alanı

N = sin θ cosψ (s)X + sin θ cosψ (s)ϕX + cos θξ (3.21)

şeklindedir.
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T , γ eğrisinin teğet vektör alanıolmak üzere

T = ϑ1X + ϑ2ϕX + ϑ3ξ

olsun. (3.19) dan

ϑ3 = cos ε(s) sin θ

dır. Ayrıca X ve ξ vektör alanlarıortonormal olduğundan (2.19) eşitliği

ϑ1 = g(T,X) = g(ϕT, ϕX)

şeklinde yazılabilir. η(B) = sin ε(s), η(N) = cos θ, g(N,ϕX) = sinψ (s) eşitlikleri ve

Önerme 2.5.1 birlikte göz önüne alınırsa

g(T,X) = g(η(B)N − η(N)B,ϕX),

= g(B, ξ)g(N,ϕX))− g(N, ξ)g(B,ϕX),

= sin ε(s) sin2 θ sinψ (s)− cos θg(B,ϕX),

= sin ε(s) sin2 θ sinψ (s) + cos θ (g(N, ξ)g(T,X)− g(T, ξ)g(N,X)) ,

= sin ε(s) sin2 θ sinψ (s) + cos2 θg(T,X)− cos ε(s) sin2 θ cos θ cosψ (s)

elde edilir. Son eşitlik düzenlenirse

(1− cos2 θ)g(T,X) = sin ε(s) sin2 θ sinψ (s)− cos ε(s) sin2 θ cos θ cosψ (s)

ϑ1 = g(T,X) = sin ε(s) sinψ (s)− cos ε(s) cos θ cosψ (s)

elde edilir. Benzer şekilde

ϑ2 = g(T, ϕX) = −g(ϕT,X)

55



olduğu dikkate alınırsa Önerme 2.5.1 ve (2.17) den

g(T, ϕX) = −g(B, ξ)g(N,X)) + g(N, ξ)g(B,X)

= − sin ε(s) sin2 θ cosψ (s)− cos θg(ϕB,ϕX),

= − sin ε(s) sin2 θ cosψ (s) + cos θ (g(N, ξ)g(T, ϕX)− g(T, ξ)g(N,ϕX)) ,

= − sin ε(s) sin2 θ cosψ (s) + cos2 θg(T, ϕX)− cos ε(s) sin2 θ cos θ sinψ (s)

bulunur. Son eşitlik düzenlenirse

(1− cos2 θ)g(T, ϕX) = − sin ε(s) sin2 θ cosψ (s)− cos ε(s) sin2 θ cos θ sinψ (s) ,

g(T, ϕX) = − sin ε(s) cosψ (s)− cos ε(s) cos θ sinψ (s)

elde ederiz. Dolayısıyla T , teğet vektör alanı

T = (sin ε(s) sinψ (s)− cos ε(s) cos θ cosψ (s))X

−(sin ε(s) cos θ sinψ (s) + sin ε(s) cosψ (s))ϕX + cos ε(s) cos θξ,

şeklindedir.

B, γ eğrisinin binormal vektör alanıolmak üzere

B = µ1X + µ2ϕX + µ3ξ

olsun. (3.19) dan dolayı

µ3 = sin ε(s) sin θ

dır. Ayrıca Sonuç 2.4.2 den

µ2 = g(B,ϕX) = −g(ϕB,X)
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şeklindedir. Önerme 2.5.1 ve (2.17) den

g(B,ϕX) = −g(N, ξ)g(T,X) + g(T, ξ)g(N,X),

= − sin ε(s) cos θ sinψ (s) + cos ε(s) cos2 θ cosψ (s) + (cos ε(s) sin2 θ cosψ (s)),

= − sin ε(s) cos θ sinψ (s) + cos ε(s) cosψ (s)

elde edilir. Benzer şekilde

µ1 = g(B,X) = g(ϕB,ϕX)

şeklindedir. Önerme 2.5.1ve (2.17) den

g(B,X) = g(N, ξ)g(T, ϕX)− g(T, ξ)g(N,ϕX),

= − cos ε(s cos2 θ sinψ (s) sin ε(s) cos θ cosψ (s)− cos ε(s) sin2 θ sinψ (s)),

= − cos ε(s) sinψ (s)− sin ε(s) cos θ cosψ (s)

elde edilir. Dolayısıyla B, Binormal vektör alanı

B = (− cos ε(s) sinψ (s)− sin ε(s) cos θ cosψ (s))X

−(sin ε(s) cos θ sinψ (s)− cos ε(s) cosψ (s))ϕX + sin ε(s) sin θξ

şeklindedir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.2.3 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N-slant helis olsun. γ eğrisinin

Frenet elemanları {T,N,B, κ, τ} olmak üzere γ eğrisinin κ geodezik eğriliği ve τ

torsiyonu aşağıdaki eşitlikleri sağlar.

κ = ψ′ sin θ sin ε(s)− 2H sin2 θ sin2 ε(s), (3.22)

τ = ψ′ sin θ cos ε(s)− 2 sin2 θ cos2 ε(s) + 1
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İspat. M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu, γ : I ⊂ R→ M3 geo-

dezik olmayan, {T,N,B, κ, τ} Frenet elemanlarıyla verilmi̧s birim hızlıbir N−slant

helis olsun. γ eğrisinin N asli vektör alanı

N = sin θ cosψ (s)X + sin θ cosψ (s)ϕX + cos θξ

olmak üzere

N
′

= [−ψ′(s) sin θ sinψ − 1√
1 +H2

(H cos2 θ sinψ (s) + cos θ cosψ (s)

−H sin2 θ sinψ (s))X] + [−ψ′(s) sin θ cosψ

− 1√
1 +H2

(H sin2 θ cosψ (s) + cos θ sinψ (s)−H cos2 θ cosψ (s))ϕX]

+

[
1√

1 +H2
sin θ

]
ξ

eşitliği elde edilir.〈
N
′
, T
〉

= −κ olduğu dikkate alınırsa

−κ = − 1√
1 +H2

ψ′(s) sin θ sin2 ψ − 1

1 +H2 (H cos2 θ sin2 ψ (s) + cos θ cosψ (s) sinψ (s)

−H sin2 θ sin2 ψ (s)) +
H√

1 +H2
ψ′(s) cos θ cosψ (s) sin θ sinψ

− H

1 +H2 (H cos3 θ sinψ (s) cosψ (s) + cos2 θ cos2 ψ (s)

−H cos θ sin2 θ cosψ (s) sinψ (s))− 1√
1 +H2

ψ′(s) cos θ cosψ (s) sin θ sinψ

+
H

1 +H2 (H cos θ sin2 θ cosψ (s) sinψ (s) + cos2 θ sin2 ψ (s)

−H cos3 θ sinψ (s) cosψ (s))− 1√
1 +H2

ψ′(s) sin θ cos2 ψ

+
1

1 +H2 (H sin2 θ cos2 ψ (s) + cos θ cosψ (s) sinψ (s)

−H cos2 θ cos2 ψ (s)) +
H√

1 +H2
sin2 θ

58



−κ = − 1√
1 +H2

ψ′(s) sin θ +
H

1 +H2 sin2 θ − H

1 +H2 cos2 θ

+
H

1 +H2 cos2 θ +
H

1 +H2 sin2 θ

−κ = − 1√
1 +H2

ψ′(s) sin θ +
2H

1 +H2 sin2 θ

sonuç olarak
1√

1 +H2
= sin ε(s) olduğu göz önüne alınırsa

κ = ψ′ sin θ sin ε(s)− 2H sin2 θ sin2 ε(s)

eşitliği elde edilir.

Benzer şekilde
〈
N
′
, B
〉

= τ olduğu göz önünde bulundurulursa

τ =
H√

1 +H2
ψ′(s) sin θ sin2 ψ(s)− H

1 +H2 (H cos2 θ sin2 ψ (s) + cos θ cosψ (s) sinψ (s)

−H sin2 θ sin2 ψ (s)) +
1√

1 +H2
ψ′(s) sin θ sinψ(s) cos θ cosψ(s)

+
1

1 +H2 (H cos3 θ cosψ (s) sinψ (s) + cos2 θ cos2 ψ (s)−H sin2 θ cos θ cosψ (s) sinψ (s))

− 1√
1 +H2

ψ′(s) sin θ sinψ(s) cos θ cosψ(s) +
1

1 +H2 (H sin2 θ cos θ cosψ (s) sinψ (s)

+ cos2 θ sin2 ψ (s)−H cos3 θ cosψ (s) sinψ (s)) +
H√

1 +H2
ψ′(s) sin θ cos2 ψ(s)

− H√
1 +H2

(H sin2 θ cos2 ψ (s) + cos θ cosψ (s) sinψ (s)−H cos2 θ cos2 ψ (s))

+
1

1 +H2 sin2 θ

=
H√

1 +H2
ψ′(s) sin θ +

H2

1 +H2 cos2 θ − H2

1 +H2 sin2 θ +
1

1 +H2 cos2 θ +
1

1 +H2 sin2 θ

=
H√

1 +H2
ψ′(s) sin θ +

1−H2

1 +H2 sin2 θ + cos2 θ

H√
1 +H2

ψ′(s) sin θ +
1−H2

1 +H2 sin2 θ + 1− sin2 θ

=
H√

1 +H2
ψ′(s) sin θ +

sin2 θ −H2 sin2 θ − sin2 θ −H2 sin2 θ

1 +H2 + 1
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ve sonuç olarak cos ε(s) =
H√

1 +H2
olduğu göz önüne alınırsa

τ =
H√

1 +H2
ψ′(s) sin θ +

−2H2 sin2 θ

1 +H2 + 1,

τ = ψ′ sin θ cos ε(s)− 2 sin2 θ cos2 ε(s) + 1

elde edilir.

Teorem 3.2.4 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

Frenet elemanları{T,N,B, κ, τ} olmak üzere γ eğrisinin torsiyonu

τ =
κµ(s)√

1− µ2(s)
+ 1 (3.23)

biçimindedir. Burada µ(s) = cot θ

∫
κds.

İspat. M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve γ : I ⊂ R → M3

geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. Teorem 3.2.2 den

κ(1 +H2) 32
Hp = tan θ (3.24)

dır. (3.24) eşitliği düzenlenirse

κ cot θ =
Hp

(1 +H2) 32
(3.25)

elde edilir. (3.25) eşitliğinde her iki tarafın integrali alınırsa

cot θ

∫
κds =

H√
1 +H2

(3.26)
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olur. (3.26) eşitliğini düzenlenirse

H2
1 +H2 = cot2 θ(

∫
κds)2

H =

cot θ

∫
κds√

1− cot2 θ(

∫
κds)2

κ =

cot θ

∫
κds√

1− cot2 θ(

∫
κds)2

elde edilir. Son eşitlikte

µ(s) = cot θ

∫
κds

alınırsa (3.23) eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

3.3 C-paralel Ortalama Eğrilik Vektör Alanı

Tanım 3.3.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıeğri olsun.

∇H = λξ

olacak şekilde sıfırdan farklıbir λ : I → R fonksiyonu varsa γ eğrisine C-paralel

ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir eğri denir (Lee vd. 2012).

Lemma 3.3.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıeğri olsun. γ eğrisi için

∇T∇TT = −κ2T + κ
′
N + κτB (3.27)

∇T∇T∇TT = −3κκ
′
T + (κ

′′ − κ3 − κτ 2)N + (2κ
′
τ + κτ

′
)B (3.28)

diferensiyel denklemleri sağlanır.
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Sonuç 3.3.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. (3.4) ve (3.27)

denklemlerinden dolayı∇TH = λξ olmasıiçin gerek ve yeter şart

κ2 = −λ cos θ

κ
′

= 0

κτ = λ sin θ

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Lee vd. 2012).

Teorem 3.3.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin

C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olabilmesi için gerek ve yeter şart γ

eğrisinin bir geodezik eğri (λ = 0) olmasıveya λ sıfırdan farklıbir sabit sayıolmak

üzere

κ =
√
−λ cos θ, τ =

λ

κ
sin θ

eşitliğine sahip bir slant helis olmasıdır (Lee vd. 2012).

İspat. γ, C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir slant helis olsun. Sonuç

3.3.1 deki ilk ve üçüncü eşitlikler gereğince γ eğrisinin eğrilikleri κ =
√
−λ cos θ ve

τ =
λ

κ
sin θ şeklindedir.

Sonuç 3.3.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. (3.27) ve

(3.19) dan dolayı∇TH = λξ olmasıiçin gerek ve yeter şart

−κ2 =
λH√

1 +H2
sin θ, (3.29)

κ
′

= λ cos θ, (3.30)

κτ =
λ√

1 +H2
sin θ. (3.31)

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Gök vd. 2014).
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Teorem 3.3.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olabilmesi için gerek ve yeter şart γ

eğrisinin κ geodezik eğriliği ve τ torsiyonu

κ = (λ cos θ) s+ a

τ =
1

2
±
√

1

4
− ((λ cos θ) s+ a)2

şeklindedir. Burada a ve λ sıfırdan farklısabitlerdir (Gök vd. 2014).

İspat. γ, C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir N -slant helis olsun

(3.30) eşitliğinde her iki tarafın integrali alınırsa κ = (λ cos θ) s + a elde edilir.

(3.39) ve (3.31) taraf tarafa oranlanırsa

−κ
τ

=
τ − 1

κ

bu eşitlikten de

τ 2 − τ + κ2 = 0

diferensiyel denklemi bulunur. Bu diferensiyel denklemin çözümünden

τ =
1

2
±
√

1

4
− κ2

elde edilir. κ = (λ cos θ) s+ a değeri yukarıdaki eşitlikte yerine yazılırsa

τ =
1

2
±
√

1

4
− ((λ cos θ) s+ a)2

şeklinde hesaplanır.

Diğer taraftan γ eğrisinin asli eğriliği κ = (λ cos θ) s+ a ve torsiyonu

τ =
1

2
±
√

1

4
− ((λ cos θ) s+ a)2 olmasıdurumunda kolayca görülebilir ki γ eğrisi

C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahiptir. Böylece ispat tamamlanır.
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Sonuç 3.3.3 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 bir Legendre eğri olsun. Bu durumda ∇TH = λξ olmasıiçin gerek

ve yeter şart γ eğrisinin ∇TH = 0 eşitliğini sağlamasıdır (Özgür ve Tripathi 2008).

3.4. C-proper Ortalama Eğrilik Vektör Alanı

Tanım 3.4.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M geodezik olmayan birim hızlıeğri olsun.

∆H = λξ

olacak şekilde sıfırdan farklıbir λ : I → R fonksiyonu varsa γ eğrisine C-proper

ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir eğri denir (Lee vd. 2012).

Sonuç 3.4.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. (3.4) ve (3.28)

denklemlerinden dolayı∆TH = λξ olabilmesi için gerek ve yeter şart

3κκ
′

= λ cos θ (3.32)

−κ′′ + κ3 + κτ 2 = 0

−(2κ
′
τ + κτ

′
) = λ sin θ

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Lee vd. 2012).

Teorem 3.4.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu Sasaki manifoldunda Levi-Civita

koneksiyonuna göre geodezik olmayan ve C-proper ortalama eğrilik vektör alanına

sahip bir slant helis yoktur (Lee vd. 2012).

İspat. Kabul edelim ki λ = λ0 6= 0 ve λo sabit olsun. (3.32) deki ilk eşitlikten

κ2 = 2
3
(λo cos θ)s + a, a = sbt elde edilir. Bu sonuç (3.32) deki ikinci eşitlikte

yerine yazılırsa eşitliğin sağlanmadı̆gınıgörülür. Bu bir çeli̧skidir. O halde C-proper
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ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir slant helis yoktur.

Sonuç 3.4.2. M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olmasıiçin gerek ve yeter şart

∫ H√
1 +H2

ds =
3

2λ sin θ
κ2 (3.33)

−κ′′ + κ
3

+ κτ 2 = λ cos θ (3.34)

−2κ
′
τ − κτ ′ =

λ√
1 +H2

sin θ (3.35)

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Gök vd. 2014).

İspat. (3.28) ve (3.19) eşitlikleri kullanılırsa γ eğrisinin (3.34), (3.35) ve (3.36)

eşitliklerini sağladı̆gıkolayca görülebilir.

Teorem 3.4.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olabilmesi için gerek ve yeter şart γ

eğrisinin λ = κ3 + κτ 2 eşitliğni sağlayan bir dairesel helis olmasıdır. Burada κ ve

τ 6= 1 sabit sayılardır (Gök vd. 2014).

İspat. γ, C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir N -slant helis olsun.

(3.33), ve (3.35) eşitliklerinden κ ve τ nun sabit sayılar ve ξ, Reeb vektör alanıile

N , asli normal vektör arasındaki kontak açıθ = 0 olduğu elde edilir. Bu sonuçlar

(3.35) de kullanılırsa λ = κ3 + κτ 2 olur. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 3.4.3 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 bir slant eğri olsun. Bu durumda ∆TH = 0 olmasıiçin gerek ve

yeter şart γ eğrisinin geodezik olmasıdır (Özgür ve Tripathi 2008).
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Özgür ve Tripathi gösterdi ki 3-boyutlu Sasaki uzayında ∇TH = 0 veya ∆TH = 0

eşitliğini sağlayan Legendre eğrileri geodeziklerdir.

3.5 Normal Demette C-paralel Ortalama Eğrilik Vektör Alanı

Tanım 3.5.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıeğri olsun.

∇⊥TH = λξ

olacak şekilde sıfırdan farklı bir λ : I → R fonksiyonu varsa γ eğrisine normal

demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir eğri denir (Lee vd.

2012).

Lemma 3.5.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıeğri olsun. γ eğrisi için

∇⊥T∇⊥T T = κ
′
N + κτB (3.36)

∇⊥T∇⊥T∇⊥T T = (κ
′′ − κτ 2)N + (2κ

′
τ + κτ

′
)B (3.37)

diferensiyel denklemleri sağlanır.

Sonuç 3.5.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. (3.4) ve (3.36)

denklemlerinden dolayı∇⊥TH = λξ olmasıiçin gerek ve yeter şart

λ cos θ = 0 (3.38)

κ
′

= 0

κτ = λ sin θ

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Lee vd. 2012).
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Teorem 3.5.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin

Normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olmasıiçin gerek ve

yeter şart γ eğrisinin bir çember olmasıveya κ = λ eşitliğini sağlayan bir Legendre

helis olmasıdır (Lee vd. 2012).

İspat. (3.38) deki ikinci eşitlikten κ nın sabit ve (3.38) deki ilk eşitlikten λ = 0

veya γ nın Legendre helis olduğu elde edilir. Eğer λ = 0 ise κ sabit olduğundan bir

çemberdir. Diğer taraftan λ 6= 0 ise γ eğrisi Legendre helistir ve κ = λ dır.

Sonuç 3.5.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. (3.36) ve

(3.19) denklemlerinden dolayı∇⊥TH = λξ olabilmesi için gerek ve yeter şart

λH√
1 +H2

sin θ = 0 (3.39)

λ cos θ = κ
′

(3.40)
λ√

1 +H2
sin θ = κτ (3.41)

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Gök vd. 2014).

Teorem 3.5.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

Normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip olmasıiçin gerek ve

yeter şart γ eğrisinin bir çember olmasıdır(λ = 0) veya κ = λs+ c, c ∈ R (λ 6= 0) ve

τ = 0 eğriliklerine sahip bir eğri olmasıdır (Gök vd. 2014).

İspat. γ, Normal demette C-paralel ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir

N -slant helis olsun.

(i) λ = 0 olmasıdurumunda; (3.40) dan κ nın sabit bir sayıolduğu görülür. (3.41)

den dolayıκτ = 0 olacağından τ = 0 hesaplanır.
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(ii) λ 6= 0 olmasıdurumunda; (3.39) ve (3.40) eşitlikleri oranlanırsa τ(τ − 1) = 0

hesaplanır. τ = 0 alınırsa (3.41) eşitliğinden θ = 0 veya θ = π elde edilir. κ
′

= 0

olacağından κ = λs + c, c ∈ R (λ 6= 0) şeklindedir. τ = 1 alınırsa yani γ bir

Legendre eğrisi ise (3.40) ve (3.41) eşitliklerinden λ cos θ = 0 elde edilir. λ sıfırdan

farklıve θ kontakt açısıda
π

2
den farklıolduğundan bu durum çeli̧skidir. Böylece

ispat tamamlanır.

3.6 Normal Demette C-proper Ortalama Eğrilik Vektör Alanı

Tanım 3.6.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıeğri olsun.

∆⊥TH = λξ

olacak şekilde sıfırdan farklı bir λ : I → R fonksiyonu varsa γ eğrisine normal

demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir eğri denir (Lee vd.

2012).

Sonuç 3.6.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. (3.4) ve (3.28)

denklemlerinden dolayı∆⊥TH = λξ olabilmesi için gerek ve yeter şart

λ cos θ = 0

−κ′′ + κτ 2 = 0

−(2κ
′
τ + κτ

′
) = λ sin θ (3.42)

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Lee vd. 2012).

Teorem 3.6.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin

Normal demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olabilmesi için gerek
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ve yeter şart γ eğrisinin bir çember olmasıveya κ = aes+be−s ve λ = −2(aes−be−s)

eşitliğini sağlayan bir Legendre helis olmasıdır. Burada a ve b birer sabittir (Lee vd.

2012).

İspat. (i) λ = 0 olmasıdurumunda

κ
′′ − κτ 2 = 0 (3.43)

2κ
′
τ + κτ

′
= 0

γ geodezik olmayan bir slant helis olduğundan Teorem 3.1.1 den dolayıτ = aκ + 1

olacak şekilde bir a sabiti mevcuttur.

τ = aκ+ 1 ve τ
′
= aκ

′
eşitlikleri, (3.43) deki ikinci eşitlikte yerine yazılırsa

κ
′
(3aκ+ 2) = 0

elde edilir. Bu durumda κ
′
= 0 veya 3aκ+ 2 = 0 olmalıdır.

κ
′
= 0 olmasıdurumunda κ = sbt 6= 0 ve τ = 0 olur.

Diğer taraftan 3aκ+2 = 0 olmasıdurumunda ise (3.43) deki ilk eşitlikten τ = 0 elde

edilir. Bu ise τ = aκ + 1 yani γ eğrisinin slant eğri olma şartıyla çeli̧sir. 3-boyutlu

bir Sasaki manifoldunda geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğrinin ∇⊥TH = λξ

eşitliğini sağlamasıiçin gerek ve yeter şart κ = sbt 6= 0 ve τ = 0 eşitliğini sağlayan

bir çember olmasıdır.

(ii) λ 6= 0 olmasıdurumunda γ eğrisi

κ
′′ − κ = 0,

2κ
′

= −λ

eşitliğini sağlayan bir Legendre eğrisidir. 3-boyutlu bir Sasaki manifoldunda geo-
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dezik olmayan birim hızlıbir slant eğrinin ∇⊥TH = λξ eşitliğini sağlamasıiçin gerek

ve yeter şart γ nın κ = aes + be−s ve λ = −2(aes − be−s) eşitliğini sağlayan bir

Legendre helis olmasıdır. Burada a ve b birer sabittir.

Sonuç 3.6.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. (3.37) ve

(3.19) denklemlerinden dolayı∇⊥TH = λξ olmasıiçin gerek ve yeter şart

λH√
1 +H2

sin θ = 0, (3.44)

λ cos θ = −κ′′ + κτ 2, (3.45)
λ√

1 +H2
sin θ = −

(
2κ
′
τ + κτ

′
)
. (3.46)

eşitliklerinin sağlanmasıdır (Gök vd. 2014).

Teorem 3.6.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

Normal demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip olmasıiçin gerek ve

yeter şart

(i) λ = 0 durumunda γ eğrisinin κ =

(
1

d1
(d1s+ d2)

2 + µ2
) 1

2

ve τ =
µ

κ2
eğriliklerine

sahip olmasıdır. Burada d1 ∈ R−{0}, d2 ∈ R ve µ ∈ R.

(ii) λ 6= 0 durumunda γ eğrisi κ = λ cos θ asli eğriliğine sahip bir Legendre eğrisidir

veya γ eğrisi κ geodezik eğriliği κ
′

= ± (2λκ+ c1κ
−2 + c2)

1
2 c1, c2 ∈ R diferensiyel

denklemini sağlayan ve τ =
µ

κ2
, µ ∈ R torsiyonuna sahip bir eğridir (Gök vd. 2014).

İspat. γ, Normal demette C-proper ortalama eğrilik vektör alanına sahip bir

N -slant helis olsun.

(i) λ = 0 olması durumunda; (3.46) eşitliğinden 2κ
′
τ + κτ

′
= 0 bulunur. Bu

diferensiyel denklem düzenlenirse
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(κτ)
′

κτ
=
−κ′

κ

ln(κτ) = − ln(κ) + ln(µ)

κ2τ = µ

elde edilir. Son eşitlikten de τ =
µ

κ2
şeklinde hesaplanır.

(3.45) eşitliğinden −κ′′ + κτ 2 = 0 ve τ =
µ

κ2
olduğundan dolayı

κ
′′ − µ

κ3
= 0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümünden de

κ =

(
1

d1
(d1s+ d2)

2 + µ2
) 1

2

şeklinde hesaplanır.

(ii) λ 6= 0 olmasıdurumunda; (3.44) ve (3.46) eşitlikleri yardımıyla(
2κ
′
τ + κτ

′)
(τ − 1) = 0 bulunur. τ = 1 alınırsa (3.45) ve (3.46) den κ = λ cos θ

hesaplanır. Benzer şekilde 2κ
′
τ+κτ

′
= 0 alınırsa κ

′
= ± (2λκ+ c1κ

−2 + c2)
1
2 c1, c2 ∈

R ve τ =
µ

κ2
, µ ∈ R elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

3.7 Kontak Geometride AW (k)-tipinden Eğriler

Önerme 3.7.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir eğri olsun. γ eğrisinin Frenet

elemanları{T,N,B, κ, τ} ve γ eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonu

H =
τ − 1

κ

olmak üzere
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γ′(s) = T (s),

γ
′′
(s) = ∇TT (s) = κ(s)N(s),

γ
′′′

(s) = ∇T∇TT (s) = −κ2(s)T (s) + κ′(s)N(s) + (κ2(s)H(s) + κ(s))B(s),

γ
ıv

(s) = ∇T∇T∇TT (s)

= −3κ(s)κ′(s)T (s) + {κ′′(s)− κ3(s)− κ3(s)H2(s)− 2κ2(s)H(s)− κ(s)}N(s)

+ {3κ(s)κ′(s)H(s) + κ2(s)H′(s) + 2κ(s)κ′(s)}B(s)

(3.47)

dir.

İspat. γ eğrisinin harmonik eğrilik fonksiyonuH =
τ − 1

κ
olmak üzere (2.2) eşitliğinde

τ yerine

τ = κH+1

yazılırsa (3.47) eşitliği elde edilir.

Notasyon 3.7.1

N 1(s)= κ(s)N(s) =
(
γ
′′
(s)
)⊥

= κ(s)N(s),

N 2(s) =
(
γ
′′′

(s)
)⊥

= κ′(s)N(s) + (κ2(s)H(s) + κ(s))B(s),

N 3(s) =
(
γ
ıv

(s)
)⊥

= {κ′′(s)− κ3(s)− κ3(s)H2(s)− 2κ2(s)H(s)− κ(s)}N(s)

+ {3κ(s)κ′(s)H(s) + κ2(s)H′(s) + 2κ(s)κ′(s)}B(s)

(3.48)

ile gösterelim.

Teorem 3.7.1 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin

AW (1)-tipinden olabilmesi için gerek ve yeter şart γ eğrisinin

9κ′′ − 13κ3 + 12κ2 − 9κ = 0

diferensiyel denklemini sağlayan ve H = −2

3
sabit harmonik eğriliğine veya sabit

eğriliklere sahip bir slant eğri olmasıdır.
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İspat. Kabul edelim ki γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant

eğri olsun. Bu durumda γ eğrisinin harmonik eğriliği H sabit olduğundan H′ = 0

dır. Ayrıca γ eğrisi AW (1)-tipinden olduğundan N 3(s) = 0 olur. Buradan (3.48)

gereğince

κ′′ − κ3 − κ3H2 − 2κ2H− κ = 0, (3.49)

(3H + 2)κκ′ = 0

eşitlikleri sağlanır. γ slant eğrisi geodezik olmadı̆gından (3.49) un ikinci eşitliğinden

H = −2

3
veya κ′ = 0

olur. H = −2

3
olmasıdurumunda (3.49) un ilk eşitliğinde H yerine −2

3
yazılırsa

9κ′′ − 13κ3 + 12κ2 − 9κ = 0

diferensiyel denklemini elde edilir.

Diğer taraftan κ′ = 0 olmasıdurumunda τ = κH+1 eşitliğinin her iki tarafının

türevi alınırsa τ ′ = 0 elde edilir. Dolayısıyla γ slant eğrisi sabit eğriliklere sahiptir.

Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.2 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin

AW (2)-tipinden olabilmesi için gerek ve yeter şart γ eğrisinin κ geodezik eğriliği ve

H harmonik eğriliği

−κ′′κ2H−κ′′κ− 3(κ′)2κH+2(κ′)2κ+ κ5H3

+ 3κ4H2 + κ5H + 3κ3H+κ4+κ2 = 0

diferensiyel denklemini sağlamalıdır.
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İspat. Kabul edelim ki γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri

olsun. γ eğrisi AW (2)-tipinden olduğundan (2.5) gereğince N 2(s) ile N 3(s) lineer

bağımlıolmadır. Yani katsayılar determinantının değeri 0 olmalıdır. γ eğrisi bir

slant eğri olduğundan H′ = 0 eşitliği de göz önünde bulundurulursa;∣∣∣∣∣∣ κ′ κ2H + κ

κ′′ − κ3 − κ3H2 − 2κ2H− κ 3κκ′H + 2κκ′

∣∣∣∣∣∣ = 0

olur. Buradan

−κ′′κ2H−κ′′κ− 3(κ′)2κH+2(κ′)2κ+ κ5H3

+ 3κ4H2 + κ5H + 3κ3H+κ4+κ2 = 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.3 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri olsun. γ eğrisinin

AW (3)-tipinden olabilmesi için gerek ve yeter şart γ eğrisininH =
2

3
sabit harmonik

eğriliğine veya sabit eğriliklere sahip olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki γ : I ⊂ R→M3 geodezik olmayan birim hızlıbir slant eğri

olsun. γ eğrisi AW (3)-tipinden olduğundan (2.4) gereğince N 1(s) ile N 3(s) lineer

bağımlıolmadır. Yani katsayılar determinantının değeri 0 olmalıdır. γ eğrisi bir

slant eğri olduğundan H′ = 0 eşitliği de göz önünde bulundurulursa;∣∣∣∣∣∣ κ′ 0

κ′′ − κ3 − κ3H2 − 2κ2H− κ 3κκ′H + 2κκ′

∣∣∣∣∣∣ = 0

olur. Buradan

3(κ′)2κH =2(κ′)2κ (3.50)

elde edilir. κ′ 6= 0 olduğu durumda (3.50) eşitliğinin her iki tarafını (κ′)2 ile

sadeleştirilirse H =
2

3
olur.
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Diğer taraftan κ′ = 0 olmasıdurumunda τ = κH+1 eşitliğinin her iki tarafının

türevi alınırsa τ ′ = 0 elde edilir. Dolayısıyla γ slant eğrisi sabit eğriliklere sahiptir.

Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.4 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

AW (1)-tipinden olabilmesi için gerek ve yeter şart

κ′(
c1 − κ2
κ2

)− κ(
c1 − κ2
κ2

)′ = c(κ2 + (
c1 − κ2
κ2

)2)

olmasıdır. Burada c ve c1 birer sabittir.

İspat. Kabul edelim ki γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant

helis olsun. (3.18) gereğince

κ(1 +H2) 32
Hp = tan θ = c (3.51)

dir. Aynızamanda γ eğrisi AW (1)-tipinden olduğundan (2.8) eşitliğinden

τ =
c1
κ2

(3.52)

olur. (3.52) eşitliğinin türevi alınırsa

τ ′ =
−2c1κ

′

κ3
(3.53)

elde edilir. (3.51) eşitliğinin düzenlenmesiyle

κ′(τ − 1)− κ(τ − 1)
′
= c(κ2 + (τ − 1)

2

)
3
2 (3.54)

elde edilir. Son olarak (3.52) ve (3.53) eşitliklerini (3.54) eşitliğinde kullanılırsa

κ′(
c1 − κ2
κ2

)− κ(
c1 − κ2
κ2

)′ = c(κ2 + (
c1 − κ2
κ2

)2)
3
2
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olur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.5 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

AW (2)-tipinden olabilmesi için gerek ve yeter şart

3(κ′)2τ − (κ′)2 − cκ′(κ2 + (τ − 1)
2

)
3
2 = κκ′′τ − κ4τ − κ2τ 3

olmasıdır.

İspat. Kabul edelim ki γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant

helis olsun. Bu durumda (3.54) denkleminden

τ
′
=
κ′(τ − 1)− c(κ2 + (τ − 1)

2
)
3
2

κ
(3.55)

γ eğrisi AW (2)-tipinden olduğundan (2.9) ve (3.55) eşitlikleri birlikte düşünülürse

2(κ′)2τ + (κ′)2(τ − 1)− cκ′(κ2 + (τ − 1)
2

)
3
2 = κκ′′τ − κ4τ − κ2τ 3

olur. Son eşitlik düzenlenirse

3(κ′)2τ − (κ′)2 − cκ′(κ2 + (τ − 1)
2

)
3
2 = κκ′′τ − κ4τ − κ2τ 3

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.7.6 M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir Sasaki manifoldu ve

γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant helis olsun. γ eğrisinin

AW (3)-tipinden olabilmesi için gerek ve yeter şart

κ′ − 3c1κ
′

κ
= c(κ2 + (

c1 − κ2
κ2

)2)
3
2

olmasıdır.
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İspat. Kabul edelim ki γ : I ⊂ R → M3 geodezik olmayan birim hızlıbir N -slant

eğri olsun. γ eğrisi AW (3)-tipinden olduğundan Önerme 2.1.2 gereğince

2κ′2τ + κτ
′
= 0 (3.56)

dır. Ayrıca (2.10) eşitliğinden

τ =
c1
κ2

(3.57)

dir. Son olarak (3.56) ve (3.57) eşitliklerini (3.54) eşitliğinde kullanılırsa

κ′ − 3c1κ
′

κ
= c(κ2 + (

c1 − κ2
κ2

)2)

3

2

olur. Böylece ispat tamamlanır.
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4. R3(−3) HEMEN HEMEN KONTAK METRİK MANİFOLDUNDA

YÜZEYLER

4.1 R3(−3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldunda Herhangi Bir

Yüzeyin Birim Normal Vektör Alanının Bulunuşu

M , R3(−3) de bir yüzey olsun. M yüzeyinin parametrik ifadesi

X : R2 −→ R3(−3)

: (u, v) 7−→ ϕ(u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v))

olsun. χ(M) nin bir bazı{Xu, Xv} olmak üzere

Xu = f1,u
∂

∂x
+ f2,u

∂

∂y
+ f3,u

∂

∂z

dır. Burada
∂

∂x
=

1

2
(ϕ(e)− yξ), ∂

∂y
=

1

2
e,

∂

∂z
=

1

2
ξ

olduğundan

Xu =
1

2
f2,ue+

1

2
f1,uϕ(e) +

1

2
(f3,u − f2f1,u)ξ (4.1)

ve benzer mantıkla

Xv =
1

2
f2,ve+

1

2
f1,vϕ(e) +

1

2
(f3,v − f2f1,v)ξ (4.2)

olarak bulunur.

∀X, Y ∈ χ(M) için X = x1e+ x2ϕ(e) + x3ξ ve Y = y1e+ y2ϕ(e) + y3ξ olmak üzere

ϕ(X) = −x2e+ x1ϕ(e),

ϕ(Y ) = −y2e+ y1ϕ(e),

g(X,ϕ(Y )) = x2y1 − x1y2,
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η(X) = x3,

ϕ(ξ) = 0,

η ◦ ϕ = 0,

η(ξ) = 1,

g(X,ϕ(Y )) = −g(ϕ(X), Y ),

g(X,ϕ(X)) = 0

değerleri yardımıyla

ϕ(Xu) = −1

2
f1,ue+

1

2
f2,uϕ(e) , ϕ( Xv) = −1

2
f1,ve+

1

2
f2,vϕ(e) (4.3)

ve
η(Xu) = 1

2
(f3,u − f2f1,u),

η(Xv) = 1
2
(f3,v − f2f1,v)

 (4.4)

olduğundan dolayı

Xu ∧Xv = −g(Xu, ϕ(Xv))ξ − η(Xv)ϕ(Xu) + η(Xu)ϕ(Xv)

= −
[

1

2
f1,u

1

2
f2,v −

1

2
f2,u

1

2
f1,v

]
ξ − 1

2
(f3,v − f2f1,v)(−

1

2
f1,ue+

1

2
f2,uϕ(e))

+
1

2
(f3,u − f2f1,u)(−

1

2
f1,ve+

1

2
f2,vϕ(e))

Xu ∧Xv çarpımı{e, ϕ(e), ξ} ortonormal baz vektörlerine göre düzenlenirse

Xu ∧Xv =
1

4
[f1,u(f3,v − f2f1,v)− f1,v(f3,u − f2f1,u)] e (4.5)

+
1

4
[f2,v(f3,u − f2f1,u)− f2,u(f3,v − f2f1,v)]ϕ(e)

+
1

4
(f1,vf2,u − f1,uf2,v)ξ
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olur ve

E = g(Xu, Xu) = 1
4
f 22,u + 1

4
f 21,u + 1

4
(f3,u − f2f1,u)2,

F = g(Xu, Xv) = 1
4
f2,uf2,v + 1

4
f1,uf1,v + 1

4
(f3,u − f2f1,u)(f3,v − f2f1,v),

G = g(Xv, Xv) = 1
4
f 22,v + 1

4
f 21,v + 1

4
(f3,v − f2f1,v)2

(4.6)

olduğundan M yüzeyinin birim normal vektör alanıN olmak üzere

N =
Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖

ifadesi Teorem 2.5.11 de ispatlanan

‖Xu ∧Xv‖2 = g(Xu, Xu)g(Xv, Xv)− g2(Xu, Xv)

denklemi yardımıyla

N =
Xu ∧Xv√
EG− F 2

(4.7)

veya

N =
1

4
√
EG− F 2


[f1,u(f3,v − f2f1,v)− f1,v(f3,u − f2f1,u)] e

+ [f2,v(f3,u − f2f1,u)− f2,u(f3,v − f2f1,v)]ϕ(e)

+(f1,vf2,u − f1,uf2,v)ξ

 . (4.8)

şeklinde elde edilir.
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4.2 R3(−3) Hemen Hemen Kontak Metrik Manifoldunda Normal Vektörü

Kontak Distribüsyonda Yatan Yüzeyler

Tanım 4.2.1 M , R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldunda bir

yüzey olsun. M yüzeyinin p ∈M noktasındaki parametrik ifadesi

X : R2 −→ R3(−3)

: (u, v) 7−→ ϕ(u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v))

olsun. Eğer M yüzeyinin birim normal vektör alanıN olmak üzere

N =
Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖

olup Xu ∧Xv 6= 0 yüzey olma şartıdır.

Xu∧Xv = 0 olacak biçimde (u, v) ∈M noktalarına yüzeyin singüler noktalarıdenir.

Tanım 4.2.2 M , R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldunda bir

yüzey olsun. M yüzeyinin p ∈M noktasındaki parametrik ifadesi

X : R2 −→ R3(−3)

: (u, v) 7−→ ϕ(u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v))

olsun. EğerM yüzeyinin birim normal vektör alanıN , kontak distribüsyonda yatıy-

orsaM yüzeyine kontak distribüsyonda yatan yüzey adıverilir (Gök ve Camcı2014).

Kontak distribüsyonda yatan yüzey D-yüzey şeklinde gösterilir.

Tanım 4.2.3 M , R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldunda bir

yüzey ve N(s), M yüzeyinin normal vektör alanıolsun.

cos θ(s) = g(N(s), ξ) (4.9)

şeklinde verilen θ(s) fonksiyonuna M yüzeyinin normal vektör alanıN(s) ile Reeb
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vektör alanıξ arasındaki kontak açısıdenir. Eğer bu kontak açısabit iseM yüzeyine

bir sabit açılıyüzey denir (Gök ve Camcı2014).

Kontak distribüsyonda yatan yüzey, sabit açılıyüzeyin özel bir durumudur. Tanım

4.3.3 de M yüzeyinin normal vektör alanıN(s) ile Reeb vektör alanıξ arasındaki θ

sabit kontak açısıözel olarak
π

2
alınırsa M yüzeyinin kontak distribüsyonda yatan

bir yüzey olduğu kolayca elde edilir.

Teorem 4.2.1 U , R2 düzleminde açık bir küme veM , R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g)

kontak metrik manifoldunda bir yüzey olsun. M yüzeyinin p ∈ M noktasındaki

parametrik ifadesi

X : U −→ R3(−3)

: (u, v) 7−→ ϕ(u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v))

olsun. M yüzeyinin kontak distribüsyonda yatan bir yüzey olabilmesi için gerek ve

yeter koşul

f1,vf2,u − f1,uf2,v = 0 (4.10)

olmasıdır. Burada fi,u ve fi,v (1 ≤ i ≤ 2), fi(u, v) nin, sırasıyla, u ve v parame-

trelerine göre birinci mertebeden türevleridir (Gök ve Camcı2014).

İspat. Kabul edelim ki; M , R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik mani-

foldunda kontak distribüsyonda yatan bir yüzey olsun. M yüzeyinin normal vektör

alanıN(s)

η(N) = g(N, ξ) = 0

veya (4.5) gereğince

f1,vf2,u − f1,uf2,v = 0

şeklindedir.

Tersine, kabul edelim ki f1,vf2,u − f1,uf2,v = 0 olsun. (4.5) eşitliğinden η(N) = 0
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sağlanır. Dolayısıyla M yüzeyinin kontak distribüsyonda yatan bir yüzey olduğu

kolayca görülebilir.

Bu bölümde (4.10) eşitliğinde tanımlanan

f1,vf2,u − f1,uf2,v = 0

denkleminin bazıözel çözümleri ve bu çözümler yardımıylaR3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g)

kontak metrik manifoldunda kontak distribüsyonda yatan yüzey şekilleri verilmi̧stir.

Çözüm 1 Kabul edelim ki f1(u, v) = u2+v2 olsun. Bu durumda f2(u, v) = g(u2+v2)

şeklinde elde edilir.

Örnek 4.2.1 S1 yüzeyi, R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldunda

S1 := X(u, v) = (u2 + v2, 1− cos
(
2u2 + 2v2

) (
u2 + v2

)
, 2− 2v + u3)

şeklinde tanımlanan sabit açılıbir yüzey olsun. Burada u ∈
[
−π
2
, π
2

]
ve v ∈

[
−π
2
, π
2

]

Şekil 4.1: S1 yüzeyi

Çözüm 2 Kabul edelim ki f1(u, v) = u3−v3 olsun. Bu durumda f2(u, v) = g(u3−v3)

şeklinde elde edilir.
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Örnek 4.2.2 S2 yüzeyi, R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldunda

S2 := X(u, v) = (u3 − v3, 1− sin
(
3u3 − 3v3

) (
u3 − v3

)
, 2− 2v − u3)

şeklinde tanımlanan sabit açılıbir yüzey olsun. Burada u ∈
[
−π
4
, π
4

]
ve v ∈

[
−π
2
, π
2

]

Şekil 4.2: S2 yüzeyi

Çözüm 3 Kabul edelim ki f2(u, v) = eu−v olsun. Bu durumda f1(u, v) = g(u − v)

şeklinde elde edilir.

Örnek 4.2.3 S3 yüzeyi, R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldunda

S3 := X(u, v) = (4 cos2(4u− 4v), eu−v, (u+ v)2)

şeklinde tanımlanan sabit açılıbir yüzey olsun. Burada u ∈
[
−π
2
, π
2

]
ve v ∈

[
−3π

4
, π
2

]

Şekil 4.3: S3 yüzeyi
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Çözüm 4 Kabul edelim ki f2(u, v) = eu
2+v2 olsun. Bu durumda f1(u, v) = g(u2+v2)

şeklinde elde edilir.

Örnek 4.2.4 S4 yüzeyi, R3(−3) = (R3(−3), ϕ, ξ, η, g) kontak metrik manifoldunda

S4 := X(u, v) = (
2 (u2 + v2)

tan2 (u2 + v2)
, eu

2+v2 uv

2
√
u2 − v2

, uv − 2v)

şeklinde tanımlanan sabit açılıbir yüzey olsun. Burada u ∈
[
−π
2
, π
2

]
ve v ∈

[
−π
4
, π
4

]

Şekil 4.4: S4 yüzeyi
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Tezin 3. bölümünde M3 = (M,ϕ, ξ, η, g), 3-boyutlu bir kontak metrik manifoldu

üzerinde geodezik olmayan bir özel eğri (N -slant helis) tanımlanmı̧stır. Bu eğri

Sasaki uzayında tanımlı slant eğrilerin bir genellemesidir. Özelikle slant eğrilerin

sağlamasıgereken diferensiyel denklemler ((3.6), (3.8), (3.9) ve (3.13)) elde edildiği

gibi N -slant helisler için de karakterizasyonlar verilmi̧stir.

N -slant helislerin eğri boyunca C-paralel ve C-proper eğrilik vektör alanına sahip

olma şartları, AW (k)-tip şartlarıtezin orjinal kısımlarınıoluşturmuştur.

Ayrıca tezde Gök ve Camcı(2014) tarafından tanımlanan özel tip bazıyüzeyler ele

alınmı̧s ve örneklendirilmi̧stir. Bu kısımda açıkça görülmektedir ki yüzeyler teorisi

adına doldurabilecek daha çok boşluk mevcuttur.
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Camcı, Ç. 2007. Kontak Geometride Eğriler Teorisi. Doktora Tezi, Ankara Üniver-

sitesi Fen Bilimleri Enstitüsü, Ankara.

Camcı, Ç. 2011. Extend cross product in a 3-dimensional almost contact metric

manifold with Applications to curve theory Turk. J. Math., 35, 1-14.

Cho, J.T. and Lee, J.E. 2008. “Slant curves in contact pseudo-Hermitian

3-manifolds”, Bull. Aust. Math. Soc. 78, no. 3, 383-396.
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Doğum Yeri : Ordu
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