
ANKARA ÜN·IVERS·ITES·I

FEN B·IL·IMLER·I ENST·ITÜSÜ

DOKTORA TEZ·I

REKT·IF·IYAN E¼GR·ILER VE GEOMETR·IK UYGULAMALARI

Beyhan YILMAZ

MATEMAT·IK ANAB·IL·IM DALI

ANKARA
2016

Her hakk¬ sakl¬d¬r



TEZ ONAYI

Beyhan YILMAZ taraf¬ndan haz¬rlanan " Rekti�yan E¼griler ve Geometrik
Uygulamalar¬" adl¬tez çal¬̧smas¬ 13/05/2016 tarihinde aşa¼g¬daki jüri taraf¬ndan
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üretilmesi aşamas¬nda bilimsel eti¼ge uygun davrand¬¼g¬m¬, yararland¬¼g¬m bütün kay-
naklar¬at¬f yaparak belirtti¼gimi beyan ederim.

13/05/2016

Beyhan YILMAZ

i



ÖZET

Doktora Tezi

REKT·IF·IYAN E¼GR·ILER VE GEOMETR·IK UYGULAMALARI

Beyhan YILMAZ

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez beş bölümden oluşmuştur.

·Ilk bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, ön bilgiler ile di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬tan¬m ve teoremler
verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, öncelikle, 3�boyutlu Öklid ve Lorentz-Minkowski uzaylar¬nda bir e¼grinin
genel ortonormal çat¬s¬kullan¬larak bu e¼grinin rekti�yan e¼gri olma koşullar¬karakterize
edilmi̧stir. Daha sonra taban e¼grisi rekti�yan olan regle yüzeyler ele al¬nm¬̧st¬r. Son
olarak, 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda Serret-Frenet çat¬s¬kullan¬larak üçüncü
dereceden polinom katsay¬l¬diferensiyel denklemlerin seri çözümleri yard¬m¬yla, rekti�yan
Salkowski e¼grilerinin denklemi elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, n�boyutlu Öklid uzay¬nda harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬kullan¬larak
rekti�yan e¼griler için yeni bir karakterizasyon elde edilmi̧stir. Bu bölümün son k¬sm¬nda
ise rekti�yan e¼griler ve fokal e¼griler aras¬ndaki ili̧ski ele al¬nm¬̧st¬r.

Son bölümde ise tezden elde edilen sonuçlara ve çeşitli önerilere yer verilmi̧stir.

May¬s 2016, 73 sayfa

Anahtar Kelimeler: Rekti�yan e¼gri, modi�ye darboux vektör, regle yüzey, Salkowski
e¼gri, harmonik e¼grilik, fokal e¼gri.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

RECTIFYING CURVES AND ITS GEOMETRIC APPLICATIONS

Beyhan YILMAZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, concepts and de�nitions which are needed in the further chapters are
given.

In the third chapter, �rstly, rectifying curves were characterized using any orthonormal
space in 3�dimensional Euclidean space and Lorentz-Minkowski space. Later, ruled sur-
faces which is the base curve is rectifying curve were examine. Finally, the equation of
the rectifying Salkowski curve were obtained via serial solutions of third-order polyno-
mial coe¢ cients di¤erential equations using Serret-Frenet frame 3�dimensional Lorentz-
Minkowski space.

In the fourth chapter, a new characterization were given for rectifying curve using har-
monic curvature functions in the n�dimensional Euclidean space. In the last part of this
chapter, some relations were investigated between rectifying curves and focal curves.

In the last chapter, the results which are obtained from thesis and some proposals are
discussed.

May 2016, 73 pages

Key Words: Rectifying curve, modi�ed darboux vector, ruled surface, Salkowski curve,
harmonic curvature, focal curve.
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1. G·IR·IŞ

Temel diferensiyel geometri teorisinden bilindi¼gi gibi e¼grinin te¼get T; asli normal N

ve binormal B vektörleri göz önüne al¬nd¬¼g¬nda, bir düzlem e¼grinin fT;Ng vektörleri

taraf¬ndan geriliyorsa oskülatör düzlem, fT;Bg vektörleri taraf¬ndan geriliyorsa rek-

ti�yan düzlem ve fN;Bg vektörleri taraf¬ndan geriliyorsa da normal düzlem ad¬n¬

al¬r. Rekti�yan e¼griler, pozisyon vektörleri kendisinin rekti�yan düzleminde yatan

e¼grilerdir. 3�boyutlu Öklid uzay¬nda bir rekti�yan � e¼grisinin pozisyon vektörü

herhangi diferensiyellenebilir � (s) ve � (s) fonksiyonlar¬için,

� (s) = � (s)T (s) + � (s)B (s) (1.1)

şeklindedir.

Rekti�yan e¼griler ilk olarak B. Y. Chen taraf¬ndan 2003 y¬l¬nda tan¬mlanm¬̧st¬r.

Chen, bir e¼grinin rekti�yan olmas¬için gerek ve yeter şart¬n, e¼grinin e¼grilikleri oran¬

olan
��
�

�
n¬n kendi yay parametresine göre sabit olmayan lineer fonksiyon olmas¬

gerekti¼gini ispatlam¬̧st¬r (Chen 2003). Ayr¬ca, rekti�yan e¼grilerin, küresel e¼griler

yard¬m¬yla elde edilebilece¼gini göstermi̧stir. Daha sonra ise B. Y. Chen ve F. Dillen

3�boyutlu Öklid uzay¬nda, s¬f¬rdan farkl¬sabit e¼grilikli (veya sabit olmayan e¼gri-

likli) ve sabit olmayan torsiyonlu (veya s¬f¬rdan farkl¬sabit torsiyonlu) birim h¬zl¬bir

e¼grinin Darboux e¼grisinin rekti�yan oldu¼gunu göstermi̧slerdir (Chen ve Dillen 2005).

3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda da rekti�yan e¼griler ile ilgili pek çok çal¬̧sma

yap¬lm¬̧st¬r. Bu uzayda yatan rekti�yan e¼griler de 3�boyutlu Öklid uzay¬ndakine

benzer bir karakterizasyona sahiptir (·Ilarslan vd. 2003, 2007). E31 de bir regüler

e¼grinin rekti�yan olmas¬ için gerek ve yeter şart torsiyon ve e¼grilikleri oran¬n¬n

pseudo yay parametresine göre sabit olmayan lineer bir fonksiyon oldu¼gu gösteril-

mi̧stir. Yani; bu özelli¼gin e¼grinin causal karakterine göre invaryant oldu¼gu ifade

edilmi̧stir. (Özbey ve Oral 2009) çal¬̧smas¬nda ise dual Lorentzian uzayda rekti�yan

e¼griler tan¬t¬lm¬̧s ve bu e¼grilerin birim dual küresel e¼griler yard¬m¬yla ifade edilebile-

ce¼gi gösterilmi̧stir. (Lucas ve Ortega 2015) çal¬̧smas¬nda yazarlar rekti�yan e¼grileri,
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3�boyutlu kürede inceleyerek bu e¼grilerle ilgili küresel yap¬ya has baz¬karakteri-

zasyonlar ortaya koymuşlard¬r. Bunlara ek olarak (Oh ve Seo 2015) çal¬̧smas¬nda

� > 0 e¼grilikli, e¼grilikleri oran¬sabit olan rekti�yan e¼griler için 3�boyutlu Öklid

uzay¬nda bir yaklaş¬m yap¬lm¬̧st¬r. Son y¬llarda rekti�yan e¼griler n�boyutlu Öklid

uzay¬nda genelleştirilmi̧s ve bu e¼grilerle ilgili yeni karakterizasyonlar elde edilmeye

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Cambie vd. 2016).

Bu tez çal¬̧smas¬nda, 3�boyutlu Öklid uzay¬nda ve Lorentz-Minkowski uzay¬nda e¼gri

boyunca genel ortonormal çat¬kullan¬larak rekti�yan e¼griler ve onlar¬n Darboux e¼gri-

leri aras¬ndaki ili̧ski ele al¬nm¬̧st¬r. Bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisi tan¬mlanarak

bu e¼grinin hangi şartlar alt¬nda rekti�yan oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca, küresel

e¼griler yard¬m¬yla da rekti�yan e¼griler elde edilmi̧stir. Daha sonra 3�boyutlu Öklid

uzay¬nda rekti�yan e¼griler ve bu e¼griler yard¬m¬yla oluşturulan regle yüzeyler aras¬n-

daki ili̧ski incelenmi̧stir. Daha önce Chen ve Dillen taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧s olan

co-centrode e¼grilerinin asl¬nda tan¬mlam¬̧s oldu¼gumuz taban e¼grisi rekti�yan olan

regle yüzeyin özel bir hali oldu¼gu ispatlanm¬̧s ve tan¬mlanan yüzeyin taban e¼grisinin

rekti�yan olma şart¬ elde edilmi̧stir. Bu bölümün son k¬sm¬nda ise, 3�boyutlu

Lorentz-Minkowski uzay¬nda Serret-Frenet çat¬s¬kullan¬larak birinci e¼grili¼gi sabit

olan Salkowski e¼grileri için üçüncü dereceden polinom katsay¬l¬diferensiyel denk-

lemlerin seri çözümleri yard¬m¬yla rekti�yan e¼grilerin denklemi elde edilmi̧stir.

Çal¬̧sman¬n son bölümünde ise rekti�yan e¼griler, harmonik e¼grilik fonksiyonu ad¬

verilen fonksiyonlar yard¬m¬yla n�boyutlu Öklid uzay¬nda genelleştirilmeye çal¬̧s¬lm¬̧s

ve baz¬karakterizasyonlar elde edilmi̧stir. ·Ikinci k¬sm¬nda ise rekti�yan e¼griler ile

fokal e¼griler aras¬nda ne tür ili̧skiler oldu¼gu araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Sonuç olarak herhangi bir

e¼grinin fokalinin rekti�yan olmas¬için gerek ve yeter koşulun �n�1 = �cn�2 oldu¼gu

ifade edilmi̧stir. Ayr¬ca bütün bu durumlar n = 3 özel durumunda Serret-Frenet

çat¬s¬için de incelenmi̧stir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez boyunca kullan¬lacak olan baz¬temel tan¬m ve kavramlardan söz

edilecektir.

2.1 Öklid Uzay¬nda Temel Tan¬m ve Kavramlar

Tan¬m 2.1 R reel say¬lar cismi ve V de bir vektör uzay¬olmak üzere, V de bir,

h; i : V � V ! R

8v; w 2 V için, aşa¼g¬daki iç çarp¬m fonksiyonu tan¬mlanabilirse,

(v; w)! h; i (v; w) = hv; wi 2 R

V vektör uzay¬na iç çarp¬m uzay¬denir (Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.2 n boyutlu bir reel iç çarp¬m uzay¬V olmak üzere, V ile birleştirilmi̧s

bir A a�n uzay¬na, Öklid uzay¬denir ve En ile gösterilir (Hac¬saliho¼glu 1980).

Tan¬m 2.3 n boyutlu Öklid uzay¬En de 8 x = (x1; x2; :::; xn), y = (y1; y2; :::; yn) 2

En için,

hx; yi =
nX
i=1

xiyi

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona standart iç çarp¬m veya Öklid iç çarp¬m¬ denir

(Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.4 n boyutlu Öklid uzay¬En de 8 x = (x1; x2; :::; xn) 2 En için,

kxk =
p
hx; xi

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona x vektörünün normu denir (Hac¬saliho¼glu 2000).
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Tan¬m 2.5 3 boyutlu Öklid uzay¬E3 de 8 x = (x1; x2; x3) ve y = (y1; y2; y3) 2 E3

için Öklid vektörel çarp¬m¬,

x� y = (x2y3 � y2x3; x3y1 � y3x1; x1y2 � y1x2)

şeklinde tan¬mlan¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.6 I; R nin bir aç¬k aral¬¼g¬ olmak üzere, � : I ! En+1 biçiminde C1

s¬n¬f¬ndan bir dönüşüme, En+1 uzay¬içinde bir e¼gri denir (Sabuncuo¼glu 2001).

Tan¬m 2.7 En+1 de bir M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin.

� : I ! En+1� n¬n Öklidiyen koordinat fonksiyonlar¬ �1; �2; :::; �n olmak üzere

� = (�1; �2; :::; �n+1) ; � (t) 2M e¼grisinin diferensiyeli aşa¼g¬daki gibidir,

�
0
(t) =

�
@�1
@t
;
@�2
@t
; :::;

@�n+1
@t

�

�
0
(t) tanjant vektörüne, M e¼grisinin t 2 I parametre de¼gerine kaŗs¬l¬k gelen � (t)

noktas¬nda, (I; �) koordinat komşulu¼guna göre h¬z vektörü denir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.8 En+1 de birM e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilmi̧s olsun. E¼ger

8s 2 I için, 


�0 (s)


 = 1
ise M e¼grisi (I; �) ya göre birim h¬zl¬ e¼gridir denir. Bu durumda, e¼grinin s 2 I

parametresine yay-parametresi ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.9 Her noktas¬ndaki h¬z vektörü s¬f¬rdan farkl¬ olan e¼griye regüler e¼gri

denir (Hac¬saliho¼glu 2000).
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Tan¬m 2.10 M � En+1 e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. Bu durumda,

	 =
�
�
0
; �

00
; :::; �(r)

	
sistemi lineer ba¼g¬ms¬z ve 8�(k); k > r için,

�(k) 2 Sp f	g

olmak üzere, 	 den elde edilen fT;N1; :::; Nr�1g ortonormal sistemine, M e¼grisinin

Serret-Frenet r�ayakl¬ alan¬ ve m 2 M için fT (m); N1(m); :::; Nr�1(m)g ye ise

m 2M noktas¬ndaki Serret-Frenet r�ayakl¬s¬denir. Herbir T ve Ni, 1 � i � r� 1;

vektörlerine de Serret-Frenet vektör alan¬ad¬verilir.

Özel Hal: n = 3 özel halinde, E3, 3�boyutlu Öklid uzay¬nda Serret-Frenet 3�ayakl¬-

s¬elde edilebilir. Bu özel halde; M e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilmi̧s ise

s 2 I yay-parametresi olmak üzere,

�!
T (s) = �

0
(s)

�!
N (s) =

�
00
(s)

k�00(s)k
�!
B (s) =

�!
T (s)��!N (s)

şeklindedir. Böylece,
n�!
T (s);

�!
N (s);

�!
B (s)

o
sistemi, �(s) noktas¬nda, M e¼grisinin

Serret-Frenet 3�ayakl¬s¬d¬r (Hac¬saliho¼glu 2000).

Tan¬m 2.11 (Hac¬saliho¼glu 2000) M � En+1 e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile

verilsin. s 2 I ya kaŗs¬l¬k gelen � (s) noktas¬ndaki Serret-Frenet r�ayakl¬s¬,

fT = N0; N1; :::; Nr�1g

olsun. Buna göre,

ki : I ! R; 1 � i � r (2.1)

s ! ki (s) =
D
N

0

i�1 (s) ; Ni (s)
E

şeklinde tan¬ml¬ki fonksiyonunaM e¼grisinin i�yinci e¼grilik fonksiyonu ve s 2 I için

ki (s) reel say¬s¬na da � (s) noktas¬nda M nin i�yinci e¼grili¼gi denir.
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2.2 Lorentz-Minkowski Uzay¬nda Temel Tan¬m ve Kavramlar

Tan¬m 2.12 R3 standart reel vektör uzay¬üzerinde herhangi vektörler,

�!x = (x1; x2; x3) ve �!y = (y1; y2; y3)

olmak üzere,

h; iL : R3 � R3 ! R (2.2)

(�!x ;�!y ) ! h�!x ;�!y iL = x1y1 + x2y2 � x3y3

Lorentz iç çarp¬m¬al¬n¬rsa, R3 a�n uzay¬, 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬ola-

rak adland¬r¬l¬r ve E31 ile gösterilir (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.13 �!x = (x1; x2; x3); 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda herhangi

bir vektör olmak üzere,

i. h�!x ;�!x iL > 0 veya
�!x = 0 ise �!x spacelike vektör,

ii. h�!x ;�!x iL < 0 ise
�!x timelike vektör,

iii. h�!x ;�!x iL = 0 veya
�!x 6= 0 ise �!x lightlike (veya null) vektör olarak adland¬r¬l¬r

(Craig 1883).

Tan¬m 2.14 �!x = (x1; x2; x3); 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda herhangi

bir vektör olmak üzere,

i. h�!x ;�!x iL = 1 ise
�!x birim h¬zl¬spacelike vektör,

ii. h�!x ;�!x iL = �1 ise
�!x birim h¬zl¬timelike vektör olarak adland¬r¬l¬r (O�Neill 1983).

Tan¬m 2.15 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda iki vektör �!x = (x1; x2; x3)

ve �!y = (y1; y2; y3) olmak üzere,

�!x ^ �!y = (x3y2 � x2y3; x1y3 � x3y1; x1y2 � x2y1)
6



vektörüne �!x ve �!y nin vektörel çarp¬m¬denir (O�Neill 1983).

�ij =

8<: 1; i = j ise

0; i 6= j ise
ve ei = (�i1; �i2; �i3)

olmak üzere,

�!x ^ �!y = � det

26664
e1 e2 �e3
x1 x2 x3

y1 y2 y3

37775
şeklinde verilir. Burada aşa¼g¬daki eşitlikler mevcuttur.

e1 ^ e2 = e3; e2 ^ e3 = �e1; e3 ^ e1 = �e2

Tan¬m 2.16 I; R nin bir aç¬k aral¬¼g¬ olmak üzere � : I ! E31 şeklinde tan¬ml¬

diferensiyellenebilir bir dönüşüm ise � ya 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda

bir e¼gri denir (Lopez 2008).

Tan¬m 2.17 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! E31 e¼grisi

için 8s 2 I için �0 (s) = T (s) eşitli¼giyle belirlenmi̧s T (s) vektörüne � e¼grisinin � (s)

noktas¬ndaki birim te¼get vektörü denir (Wang ve Liu 2007).

Tan¬m 2.18 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! E31 e¼grisi

verilsin. � e¼grisinin birim te¼get vektörü T olmak üzere,

i. T vektörü spacelike ise � e¼grisine spacelike e¼gri,

ii. T vektörü timelike ise � e¼grisine timelike e¼gri,

iii. T vektörü lightlike ise � e¼grisine lightlike veya null e¼gri,

denir (Lopez 2008).

Tan¬m 2.19 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda birim h¬zl¬� : I ! E31 e¼grisi

verilsin.
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i. � e¼grisi timelike ise, � (s) =


T 0

(s)


 ve � (s) = 
N 0

(s) ; B (s)
�
şeklinde tan¬mlan-

mak üzere fT (s); N (s) ; B (s)g Serret-Frenet çat¬s¬için de¼gi̧sim formülleri aşa¼g¬daki

gibidir. 0BBB@
�!
T
0
(s)

�!
N

0
(s)

�!
B

0
(s)

1CCCA =

0BBB@
0 � (s) 0

� (s) 0 � (s)

0 �� (s) 0

1CCCA
0BBB@
�!
T (s)
�!
N (s)
�!
B (s)

1CCCA
ii. � e¼grisi spacelike ise, T

0
(s) vektörünün causal karakterine ba¼gl¬olarak üç durum

vard¬r.

� T 0
(s) vektörü spacelike olsun. � (s) =



T 0
(s)


 ; � (s) = � 
N 0

(s) ; B (s)
�
şek-

linde tan¬mlanmak üzere fT (s); N (s) ; B (s)g Serret-Frenet çat¬s¬için de¼gi̧sim

formülleri aşa¼g¬daki gibidir.

0BBB@
�!
T
0
(s)

�!
N

0
(s)

�!
B

0
(s)

1CCCA =

0BBB@
0 � (s) 0

� (s) 0 � (s)

0 � (s) 0

1CCCA
0BBB@
�!
T (s)
�!
N (s)
�!
B (s)

1CCCA

� T 0
(s) vektörü timelike olsun. � (s) =

p
�hT 0 (s) ; T 0 (s)i, � (s) =



N

0
(s) ; B (s)

�
şeklinde tan¬mlanmak üzere fT (s); N (s) ; B (s)g Serret-Frenet çat¬s¬için de¼gi̧sim

formülleri aşa¼g¬daki gibidir.

0BBB@
�!
T
0
(s)

�!
N

0
(s)

�!
B

0
(s)

1CCCA =

0BBB@
0 � (s) 0

� (s) 0 � (s)

0 � (s) 0

1CCCA
0BBB@
�!
T (s)
�!
N (s)
�!
B (s)

1CCCA
� T 0

(s) vektörü lightlike olsun. � (s) = �


N

0
(s) ; B (s)

�
olmak üzere,

0BBB@
�!
T
0
(s)

�!
N

0
(s)

�!
B

0
(s)

1CCCA =

0BBB@
0 1 0

0 � (s) 0

1 0 �� (s)

1CCCA
0BBB@
�!
T (s)
�!
N (s)
�!
B (s)

1CCCA
fT (s); N (s) ; B (s)g Serret-Frenet çat¬s¬için de¼gi̧sim formülleri de yukar¬daki

gibi tan¬ml¬d¬r (Lopez 2008).
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3. 3�BOYUTLU UZAYDA REKT·IF·IYAN E¼GR·ILER·IN GENELLEŞ

T·IR·ILMES·I

Bu bölüm başl¬¼g¬alt¬nda öncelikle 3�boyutlu Öklid uzay¬nda, sonras¬nda ise 3�boyut-

lu Lorentz-Minkowski uzay¬nda rekti�yan e¼griler genel
n
~N1; ~N2; ~N3

o
ortonormal

çat¬s¬ile incelenmi̧stir. Bu genel çat¬ya göre, modi�ye Darboux e¼grisi tan¬mlanarak

bu e¼grinin rekti�yan olmas¬ için gerek ve yeter şart ifade edilmi̧stir. Daha sonra

küresel e¼griler yard¬m¬yla rekti�yan e¼gri elde etme durumu incelenmi̧stir. Özel du-

rumda Serret-Frenet çat¬s¬için de baz¬sonuçlar bulunmuştur.

Sonraki k¬s¬mda ise, rekti�yan e¼griler için bir geometrik uygulama olarak 3�boyutlu

Öklid uzay¬nda herhangi ortonormal çat¬kullan¬larak taban e¼grisi rekti�yan olan

bir regle yüzey tan¬mlanarak özel durumlarda ikisi aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Bu bölümün son k¬sm¬nda ise, 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda
n
~T ; ~N; ~B

o
Serret-Frenet çat¬s¬üzerinde � e¼grilik fonksiyonu sabit olan rekti�yan e¼griler için,

seri çözümleri yard¬m¬yla bir yaklaş¬m yap¬larak rekti�yan e¼grilerin denklemi elde

edilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

3.1 Öklid Uzay¬nda Rekti�yan E¼griler

Bu k¬s¬mda, öncelikle rekti�yan e¼grilerle ilgili temel tan¬m ve teoremler ifade edilecek

ve (Yayl¬vd. 2014) çal¬̧smas¬nda ifade edilen 3�boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yan

e¼grilerin yeni yaklaş¬m¬ele al¬nacakt¬r. Herhangi bir dik çat¬üzerinde daha önce

tan¬mlanan genel Darboux vektör alanlar¬n¬n özel durumlar¬için baz¬modi�ye Dar-

boux e¼grileri tan¬mlanarak bu e¼grilerin hangi şartlarda rekti�yan olmas¬gerekti¼gi

ifade edilmi̧stir.

Tan¬m 3.1 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � (s) 6= 0 olan bir e¼gri

olsun. E¼ger � e¼grisinin herhangi bir noktas¬ndaki te¼get do¼grusu sabit bir do¼grul-
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tuyla sabit bir aç¬yap¬yorsa e¼gri genel helis olarak adland¬r¬l¬r. Başka bir ifadeyle

� e¼grisi genel helistir ancak ve ancak
��
�

�
(s) oran¬sabittir (Lancret 1806).

Tan¬m 3.2 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � (s) 6= 0 olan bir e¼gri

olsun.
��
�

�0
(s) ifadesi sabit bir fonksiyon ise � e¼grisi konikal geodezik e¼gri olarak

adland¬r¬l¬r (·Izumiya ve Takeuchi 2004).

Tan¬m 3.3 3�boyutlu Öklid uzay¬nda e¼grilik fonksiyonu � 6= 0 olan regüler bir �

e¼grisi için d = �T + �B Darboux vektörü ile verilen e¼gri � e¼grisinin centrodesi ve

C� = �� d e¼grileri de � e¼grisinin co-centrodesi ad¬n¬al¬r (Chen 2003).

Teorem 3.1 � : I ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;Bg Serret-Frenet

çat¬s¬na göre s yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s � (s) > 0 olan bir rekti�yan

e¼gri olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler mevcuttur.

i. � = j�j uzakl¬k fonksiyonu c1 ve c2 sabitleri için �2 = s2 + c1s+ c2 şeklindedir.

ii. E¼grinin yer vektörünün te¼get bileşeni, b sabit olmak üzere h�; T i = s + b şek-

lindedir.

iii. E¼grinin yer vektörünün �N normal bileşeni sabit uzunlukludur ve � fonksiyonu

sabit de¼gildir.

iv. �(s) torsiyonu s¬f¬rdan farkl¬d¬r ve yer vektörünün binormal bileşeni sabittir.

Yani h�;Bi sabittir.

Tersine e¼ger � : I ! E3 e¼grisi � (s) > 0 olan bir e¼gri ve e¼ger (i), (ii), (iii) veya (iv)

yarg¬lar¬sa¼glan¬yorsa, bu durumda � e¼grisi rekti�yand¬r (Chen 2003).

·Ispat. Kabul edelim ki � : I ! E3 e¼grisi s yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s

� (s) > 0 olan rekti�yan e¼gri olsun. Tan¬mdan biliniyor ki,

�(s) = �(s)T (s) + �(s)B(s) (3.1)
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şeklinde bir e¼gridir. (3:1) denkleminin s yay parametresine göre türevi al¬n¬r ve

Serret-Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa,

�0(s) = 1; �(s)� (s) = �(s)�(s); �0(s) = 0 (3.2)

eşitlikleri bulunur. (3:2) denklemindeki birinci ve üçüncü eşitliklerden biliniyor ki

� = s + b ve � sabittir. � 6= 0 oldu¼gundan � sabiti de s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Böylece

(3:1) denkleminden h�; T i = s + b olur ki (ii) sa¼glan¬r. (�2)0 = h�; �i0 = 2 h�; �0i

oldu¼gundan (i) ve (ii) ifadeleri denktir ve böylece (i) eşitli¼gi de sa¼glanm¬̧s olur. (3:1)

denklemi, e¼grinin yer vektörünün �N normal bileşeninin �B ile verildi¼gini gösterir.

� = h�;Bi, (3:2) denklemindeki üçüncü eşitlikten dolay¬sabit oldu¼gundan, �N sabit

uzunlukludur. Bu ise (iii) ifadesini sa¼glar. (iv) denklemi ise � nün sabitli¼gi, � > 0,

� = s+ b ve (3:2) nin ikinci denkleminden sa¼glan¬r.

Tersine, kabul edelim ki (i) veya (ii) ifadelerinden birisi sa¼glans¬n. b sabiti için

h�; T i = s + b oldu¼gu biliniyor. Buradan bu eşitli¼gin s yay parametresine göre

türevi al¬n¬rsa � h�;Ni = 0 olur. � > 0 oldu¼gundan h�;Ni = 0 olur. Bu ise e¼grinin

rekti�yan olmas¬demektir. E¼ger (iii) ifadesi sa¼glan¬yorsa,

h�; �i = h�; T i2 + c

oldu¼gu aç¬kt¬r. Bu eşitli¼gin s yay parametresine göre türevi al¬n¬rsa,

h�; T i = h�; T i (1 + � h�;Ni) (3.3)

olur. � uzakl¬k fonksiyonu sabit olmad¬¼g¬ndan h�; T i 6= 0 d¬r. Böylece (3:3) denklemi

ve � > 0 oldu¼gundan h�;Ni = 0 d¬r. O halde � rekti�yand¬r. Son olarak (iv)

ifadesinden e¼grinin rekti�yan oldu¼gu Serret-Frenet denklemleri kullan¬larak basitçe

gösterilebilir.

Teorem 3.2 � : I ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � (s) > 0 olan bir e¼gri

olsun. � e¼grisi rekti�yand¬r ancak ve ancak e¼grinin torsiyon ve e¼grilik oran¬s yay

parametresine göre sabit olmayan lineer fonksiyondur. Yani, c1 6= 0 olan c1 ve c2

sabitleri için,
�

�
= c1s+ c2 şeklindedir (Chen 2003).

11



·Ispat. � : I ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � (s) > 0 olan bir e¼gri olsun. �

e¼grisi rekti�yan ise, (3:2) denklemleri sa¼glan¬r. Bu ise a ve b sabitleri için,

�

�
=
�

�
=
(s+ b)

a

şeklindedir. Böylece e¼grinin torsiyon ve e¼grilik oran¬s yay parametresine göre sabit

olmayan lineer fonksiyondur.

Tersine kabul edelim ki � : I ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � (s) > 0 olan

bir e¼gri olsun öyle ki c1 6= 0 olan c1 ve c2 sabitleri için
�

�
= c1s+ c2 şeklindedir. E¼ger

a =
1

c1
ve b = ac2 olarak kullan¬l¬rsa

�

�
=
(s+ b)

a
olur. Serret-Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa,
d

ds
[�(s)� (s+ b)T (s)� aB(s)] = 0

olur ki bu ise � e¼grisinin rekti�yan olmas¬demektir.

Teorem 3.3 � : I ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � > 0 olan bir e¼gri olsun.

� rekti�yand¬r ancak ve ancak � e¼grisi,

�(t) = (a sec t)y(t)

şeklinde ifade edilebilir. Burada a pozitif say¬ve y = y(t) e¼grisi S2 küresinde birim

h¬zl¬bir e¼gridir (Chen 2003).

·Ispat. � : I ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � > 0 olan rekti�yan e¼gri olsun.

Genelli¼gi kaybetmeksizin kabul edelim ki 0; I aral¬¼g¬nda ve � = �(s) birim h¬zl¬bir

e¼gri olsun. Yukar¬daki teoremden uzakl¬k fonksiyonu � = j�j ; �2 = s2 + c1s + c2

şeklindedir. s için uygun öteleme yapt¬ktan sonra c sabiti için �2 = s2+c şeklindedir.

0; I aral¬¼g¬nda oldu¼gundan c > 0 olmak zorundad¬r. Böylece a pozitif say¬s¬ için

c = a2 kullanabiliriz. S2 de y = �=� e¼grisini tan¬mlayal¬m. Böylece,

�(s) =
p
s2 + a2y(s) (3.4)

şeklindedir. (3:4) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬rsa,

�0(s) =
sp

s2 + a2
y(s) +

p
s2 + a2y0(s) (3.5)

12



şeklinde bulunur. hy; yi = 1 ve y0(s); I aral¬¼g¬ndaki herbir s parametresi için y(s)

e¼grisine diktir: Böylece, (3:5) denklemi gösterir ki

v =
a

s2 + a2
;

şeklindedir. Burada v = jy0(s)j ; y = y(s) küresel e¼grisinin h¬z¬d¬r.

t =

sZ
0

adu

u2 + a2
= arctan(

s

a
)

olmak üzere s = a tan t olur. Bu eşitlik (3:4) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa ifade

ispatlan¬r.

Tersine e¼ger � : I ! E3 e¼grisi a pozitif say¬s¬ve S2 küresindeki y = y(t) birim h¬zl¬

e¼grisi için,

�(t) = (a sec t)y(t) (3.6)

şeklinde tan¬mlan¬rsa,

�0(t) = (a sec t) f(tan t)y(t) + y0(t)g (3.7)

şeklindedir. y(t) ve y0(t) vektör alanlar¬dik oldu¼gundan (3:7) denklemi aşa¼g¬daki

eşitli¼gi sa¼glar

j�0(t)j = a sec2 t: (3.8)

(3:6) ; (3:7) ve (3:8) denklemlerinden,



�N ; �N

�
= �2(t)� h�(t); �

0(t)i2

j�0(t)j2
= a2 (3.9)

elde edilir. (3:9) denklemi gösterir ki yer vektörünün �N normal bileşeni sabit uzun-

lukludur. � = a sec t ile verilen � e¼grisinin uzakl¬k fonksiyonu sabit olmad¬¼g¬ndan

önceki teorem gere¼gince � e¼grisi rekti�yand¬r.

Teorem 3.4 3�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬sabit � e¼grilikli (veya sabit

olmayan e¼grilikli) ve sabit olmayan � torsiyonlu (veya s¬f¬rdan farkl¬sabit torsiyonlu)

birim h¬zl¬bir e¼grinin centrodesi rekti�yand¬r. Tersine 3�boyutlu Öklid uzay¬nda
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her rekti�yan e¼gri, s¬f¬rdan farkl¬sabit � e¼grilikli ve sabit olmayan � torsiyonlu (veya

sabit olmayan e¼grilikli ve s¬f¬rdan farkl¬sabit torsiyonlu) birim h¬zl¬bir e¼grinin cent-

rodesidir (Chen ve Dillen 2005).

·Ispat. Kabul edelim ki � = �(s) e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬sabit e¼grilikli ve sabit olmayan

torsiyonlu birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. � e¼grisinin centrodesi,

d(s) = �(s)T (s) + �(s)B(s) (3.10)

olmak üzere (3:10) denkleminin s parametresine göre türevi al¬n¬r ve Serret-Frenet

formülleri kullan¬l¬rsa, d0 = � 0T elde edilir. Bu ise d ve � e¼grisinin birim te¼get vek-

törlerinin kaŗs¬l¬k gelen noktalarda paralel olmas¬demektir. Ayr¬ca Serret-Frenet

formüllerinden d ve � e¼grisinin asli normal vektörünün kaŗs¬l¬k gelen noktalarda

paralel oldu¼gu da kolayl¬kla görülebilir. Böylece benzer düşünceyle d nin binormal

vektör alan¬ve � e¼grisi de paraleldir. (3:10) denkleminden � e¼grisinin centrodesinin

yer vektörünün kendi rekti�yan düzleminde yatt¬¼g¬biliniyor. O halde tan¬mdan d

centrodesi rekti�yand¬r.

Tersine kabul edelim ki � = �(s) e¼grisi I aç¬k aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬E3 de birim

h¬zl¬rekti�yan bir e¼gri olsun. (Chen 2003) çal¬̧smas¬ndaki Teorem 3.2 den biliyoruz

ki � e¼grisinin torsiyon ve e¼grilikleri oran¬
��
��
kendi yay parametresine göre sabit ol-

mayan lineer fonksiyondur. Böylece genelli¼gi kaybetmeksizin kabul edelim ki pozitif

c say¬s¬için,

�� =
c��
s

(3.11)

ve f(s) =
1

c

sR
s0

��(u)du olsun. Aç¬k bir şekilde g = f�1 fonksiyonu mevcuttur. Uzay

e¼grileri için temel teorem uygulanarak, e¼grilik ve torsiyon fonksiyonlar¬��(t) = c ve

��(t) = g(t) olan � = �(t) birim h¬zl¬e¼grisi mevcuttur.

d�(t) = g(t)T�(t) + cB�(t)

ile verilen � e¼grisinin centrodesini ve yeni parametrelemesiyle 
(s) = d�(f(s))

e¼grisini gözönüne alal¬m. Bu durumda,


(s) = sT�(f(s)) + cB�(f(s))
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şeklindedir. 
0(s) = T�(f(s)) olur ki böylece 
 e¼grisi birim h¬zl¬d¬r ve T
(s) =

T�(f(s)) şeklindedir. 
 e¼grisinin e¼grilik ve torsiyon fonksiyonlar¬n¬n iki kez türevi

al¬n¬rsa, �
(s) = cf 0(s) = ��(s) ve � 
(s) = sf
0
(s) olarak elde edilir. (3:11) denk-

leminden � 
 = �� olur. Böylece � ve 
 birim h¬zl¬ e¼grileri ayn¬ e¼grilik ve tor-

siyona sahiptirler. Böylece uzay e¼grileri için temel teoremden � e¼grisi, 
 e¼grisine

eştir. Sonuç olarak � rekti�yan e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬sabit e¼grilikli ve sabit olmayan

torsiyonlu uzay e¼grisinin centrodesidir.

Teoremin ispat¬ s¬f¬rdan farkl¬ torsiyon ve sabit olmayan e¼grilikli � e¼grisi için de

benzer şekilde yap¬labilir.

Daha önce rekti�yan e¼griler ile ilgili yap¬lm¬̧s en temel tan¬m ve teoremler ispatlar¬yla

birlikte verildikten sonra genel ortonormal çat¬üzerinde rekti�yan e¼griler için yeni

yaklaş¬m¬ifade edelim.

3�boyutlu Öklid uzay¬nda s�yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s bir � : I �

R! E3 e¼grisini ve bu e¼gri üzerinde tan¬ml¬genel
n�!
N1(s);

�!
N2(s);

�!
N3(s)

o
ortonormal

çat¬s¬n¬gözönüne alal¬m. Burada
�!
N2(s) birim normal vektör ve

�!
N3 (s),

�!
N1(s) ve

�!
N2(s) vektörlerine dik bir vektördür. k1 (s) ; k2 (s) ve k3 (s) fonksiyonlar¬, e¼grinin

e¼grilikleri olmak üzere bu ortonormal çat¬ ile türevleri aras¬ndaki ili̧ski aşa¼g¬daki

gibidir.

0BBB@
�!
N

0
1 (s)�!

N
0
2 (s)�!

N
0
3 (s)

1CCCA =

0BBB@
0 k1 (s) k2 (s)

�k1 (s) 0 k3 (s)

�k2 (s) �k3 (s) 0

1CCCA
0BBB@
�!
N1 (s)
�!
N2 (s)
�!
N3 (s)

1CCCA (3.12)

Bu genel ortonormal çat¬, içerisinde pek çok çat¬y¬bar¬nd¬rmaktad¬r. Örne¼gin,

N1 = T; N2 = B1; N3 = B2 ve k3 = 0

olmas¬durumunda Bishop çat¬s¬na (Bishop 1975),

N1 = T; N2 = Y; N3 = Z; k1 = kg; k2 = kn ve k3 = tr
15



olmas¬durumunda Darboux çat¬s¬na eşit olacakt¬r. Bu k¬s¬mda dikkat edilecek olan

en önemli noktalardan birisi k2 (s) = 0 koşullu ortonormal çat¬, Serret-Frenet çat¬s¬n-

dan farkl¬d¬r. Ancak,

N1 = T; N2 = N; N3 = B; k1 = � ve k3 = �

olmas¬durumunda ortonormal çat¬Serret-Frenet çat¬s¬ile çak¬̧s¬r. Çal¬̧sma boyunca

k2 (s) = 0 koşulu alt¬nda çat¬ gözönüne al¬nacakt¬r. Ancak karakterizasyonlar

k1(s) = 0 veya k3(s) = 0 durumunda da benzer olarak ifade edilebilir.

Tan¬m 3.4 � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri

olsun. E¼gri üzerinde fN1 (s) ; N2 (s) ; N3 (s) ; k1 (s) ; k3 (s)g herhangi ortonormal çat¬

elemanlar¬n¬gözönüne alal¬m ve � (s) e¼grisi boyunca,

D(s)��!N1(s) =
�!
N

0

1 (s)

D(s)��!N2(s) =
�!
N

0

2 (s) (3.13)

D(s)��!N3(s) =
�!
N

0

3 (s)

şartlar¬n¬sa¼glayan,

D(s) = k3 (s)N1(s)� k2 (s)N2 (s) + k1 (s)N3(s)

Darboux e¼grisini tan¬mlayal¬m. k2 (s) = 0 koşulu alt¬nda,

D(s) = k3 (s)N1(s) + k1 (s)N3(s) (3.14)

elde edilir. Burada, k1 (s) 6= 0 olmak koşuluyla,

eD(s) = �k3
k1

�
(s)N1(s) +N3(s) (3.15)

ve k3 (s) 6= 0 olmak şart¬yla,

D(s) = N1(s) +

�
k1
k3

�
(s)N3(s) (3.16)

modi�ye Darboux e¼grilerini tan¬mlayabiliriz.
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Teorem 3.5 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g

herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu du-

rumda aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

i. �(s�) = N1 (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi, (kg)� =
�
k3
k1

�
(s) ; k1 (s) 6= 0 şek-

lindedir. Burada s�; � e¼grisinin yay parametresidir.

ii. 
 (s
) = N3 (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi, (kg)
 =
�
k1
k3

�
(s) ; k3 (s) 6= 0 şek-

lindedir. Burada s
 ; 
 e¼grisinin yay parametresidir.

·Ispat. i. � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri

olsun. � e¼grisi s� yay parametresi ve
�
T�; N�; B�

; �
�
; �

�

	
çat¬s¬ile birlikte,

� (s�) = N1 (s) (3.17)

şeklindedir. Bu e¼grinin geodezik e¼grili¼ginin hesab¬için, öncelikle (3:17) denkleminin

her iki taraf¬n¬n s yay parametresine göre türevi al¬n¬rsa,

T� (s�)
ds�
ds

= k1 (s)N2 (s) (3.18)

elde edilir. Bu eşitlikte her taraf¬n normu al¬n¬rsa,
ds�
ds

= k1 (s) elde edilir ki eşitli¼gin

(3:18) denkleminde kullan¬lmas¬yla,

T� (s�) = N2 (s) (3.19)

olur. (3:19) eşitli¼ginin bir kez daha türevi al¬narak,

�
�
(s�)N� (s�) = (�k1 (s)N1 (s) + k3 (s)N3 (s))

ds

ds�

= �N1 (s) +
�
k3
k1

�
(s)N3 (s)

elde edilir. Her taraf¬n normu al¬n¬rsa,

�� =

s
1 +

�
k3
k1

�2
(s) (3.20)

olur. Di¼ger taraftan, kn = 1 oldu¼gundan ve (��)
2 = (kn)

2+(kg)
2 eşitli¼gini sa¼glamas¬

gerekti¼ginden (kg)� =
�
k3
k1

�
(s) ; k1 (s) 6= 0 oldu¼gu kolayl¬kla görülür.
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ii. � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. 


e¼grisi s
 yay parametresi ve
�
T
; N
; B
 ; �
 ; � 


	
çat¬s¬ile birlikte,


 (s
) = N3 (s) (3.21)

şeklindedir. Bu e¼grinin geodezik e¼grili¼gi için, öncelikle (3:21) denkleminin her iki

taraf¬n¬n s yay parametresine göre türevinin al¬nmas¬yla,

T
 (s
)
ds

ds

= �k3 (s)N2 (s) (3.22)

elde edilir. Bu eşitlikte her taraf¬n normu al¬n¬rsa,
ds

ds

= �k3 (s) elde edilir ki bu

eşitli¼gin (3:22) denkleminde kullan¬lmas¬yla,

T
 (s
) = N2 (s) (3.23)

olur. (3:23) eşitli¼ginin bir kez daha türevi al¬narak,

�
 (s
)N
 (s
) = (�k1 (s)N1 (s) + k3 (s)N3 (s))
ds

ds


=

�
k1
k3

�
(s)N1 (s)�N3 (s)

elde edilir. Her taraf¬n normu al¬n¬rsa,

�
 =

s�
k1
k3

�2
(s) + 1 (3.24)

olur. Di¼ger taraftan, kn = 1 oldu¼gundan ve (��)
2 = (kn)

2+(kg)
2 eşitli¼gini sa¼glamas¬

gerekti¼ginden (kg)
 =
�
k1
k3

�
(s) ; k3 (s) 6= 0 oldu¼gu kolayl¬kla görülür.

Sonuç 3.1 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;B;�; �g Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki

ifadeler sa¼glan¬r.

i. T (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi, (kg) =
��
�

�
(s) ; � (s) 6= 0 şeklindedir.

ii. B (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi (kg) =
��
�

�
(s) ; � (s) 6= 0 şeklindedir.
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Tan¬m 3.5 � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g

herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. k1 (s) 6= 0

olmak üzere e¼ger
�
k3
k1

�0

(s) s¬f¬rdan farkl¬sabit bir fonksiyon ise ��(s) =
R
N1 (s) ds

e¼grisi konikal geodezik e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

Benzer şekilde, k3 (s) 6= 0 olmak üzere
�
k1
k3

�0

(s) s¬f¬rdan farkl¬sabit bir fonksiyon

ise �
(s) =
R
N3 (s) ds e¼grisi di¼ger bir konikal geodezik e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 3.6 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g

herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. � e¼grisinin

sabit olmayan (kg)� geodezik e¼grilikli
eD modi�ye Darboux e¼grisi rekti�yand¬r ancak

ve ancak her rekti�yan e¼gri, sabit olmayan geodezik e¼grilikli herhangi birim h¬zl¬bir

e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisidir.

Benzer şekilde, 
 e¼grisinin sabit olmayan (kg)
 geodezik e¼grilikli D modi�ye Dar-

boux e¼grisi rekti�yand¬r ancak ve ancak her rekti�yan e¼gri, sabit olmayan geodezik

e¼grilikli herhangi birim h¬zl¬bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisidir.

·Ispat. � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Sabit olmayan

(kg)� e¼grili¼gi koşulu alt¬nda modi�ye Darboux e¼grisi
�
TeD;NeD;BeD;�eD; � eD	 Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬yla birlikte,

eD(s) = �k3
k1

�
(s)N1(s) +N3(s)

şeklindedir. eD nin her iki taraf¬n¬n s ye göre türevi al¬n¬rsa,

deD
des desds =

�
k3
k1

�0
(s)N1 (s)

TeD =

�
k3
k1

�0
(s)N1 (s)

ds

des
elde edilir ve son eşitlikte her taraf¬n normu al¬n¬rsa,

TeD (es) = N1 (s) (3.25)
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olur. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

es = �k3
k1

�
(s) + �; � 2 R (3.26)

eşitli¼gi kolayl¬kla bulunabilir. (3:25) numaral¬eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n diferensiyeli

al¬n¬rsa,

� eDN eD (es)�k3k1
�0
(s) = k1 (s)N2 (s)

şeklindedir ve bu eşitlik normland¬r¬l¬rsa,

N eD (es) = N2 (s) (3.27)

elde edilir. Benzer i̧slemler yap¬l¬rsa aşa¼g¬daki eşitlik bulunur.

B eD (es) = N3 (s) (3.28)

Buradan eD modi�ye Darboux e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonu,

� eD =
k1�
k3
k1

�0 ve � eD =
k3�
k3
k1

�0 (3.29)

olarak hesaplan¬r. E¼grilik ve torsiyon fonksiyonlar¬birarada düşünülürse,

� eD
� eD

=

�
k3
k1

�
(s) = es� �; � 2 R

elde edilir. Böylece � (s�) = N1 (s) e¼grisinin sabit olmayan (kg)� geodezik e¼griliklieD modi�ye Darboux e¼grisi rekti�yand¬r.

Tersine, kabul edelim ki � e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g her-

hangi ortonormal çat¬ elemanlar¬ ile tan¬ml¬ birim h¬zl¬ bir e¼gri olsun. Yukar¬da

da ispat¬verilen Teorem 3.4 in ispat methoduna benzer bir method yard¬m¬yla her

rekti�yan e¼grinin, sabit olmayan geodezik e¼grilikli herhangi birim h¬zl¬bir e¼grinin

modi�ye Darboux e¼grisi oldu¼gu gösterilebilir (Chen ve Dillen 2005).
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Benzer ispat k3 (s) 6= 0 olmas¬koşuluyla D(s) = N1(s) +
�
k1
k3

�
(s)N3(s) modi�ye

Darboux e¼grisi için de yap¬labilir. Sabit olmayan (kg)
 e¼grili¼gi koşulu alt¬nda modi-

�ye Darboux e¼grisi fTD;ND;BD;�D; �Dg Serret-Frenet çat¬elemanlar¬yla birlikte,

D(s) = N1(s) +

�
k1
k3

�
(s)N3(s)

şeklindedir. D nin her iki taraf¬n¬n s ye göre türevi al¬n¬rsa,

dD

d�s

d�s

ds
=

�
k1
k3

�0
(s)N3 (s)

TD =

�
k1
k3

�0
(s)N3 (s)

ds

d�s

elde edilir ve son eşitlikte her taraf¬n normu al¬n¬rsa,

TD (�s) = N3 (s) (3.30)

olur. Buradan gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

�s =

�
k1
k3

�
(s) + �; � 2 R

eşitli¼gi kolayl¬kla görülebilir. (3:30) numaral¬eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n diferensiyeli

al¬n¬rsa,

�
D
N

D
(�s)

�
k1
k3

�0
(s) = �k3 (s)N2 (s)

şeklindedir ve normland¬r¬l¬rsa,

N
D
(�s) = N2 (s)

elde edilir. Benzer i̧slemler yap¬l¬rsa aşa¼g¬daki eşitlik bulunur.

B
D
(�s) = N1 (s)

Buradan D modi�ye Darboux e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonu,

�
D
= � k3�

k1
k3

�0 ve �D = �
k1�
k1
k3

�0
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olarak hesaplan¬r. E¼grilik ve torsiyon fonksiyonlar¬bir arada düşünülürse,

�
D

�
D

=

�
k1
k3

�
(s) = �s� �; � 2 R

elde edilir. Böylece 
 (s
) = N3 (s) e¼grisinin sabit olmayan (kg)
 geodezik e¼grilikli

D modi�ye Darboux e¼grisi rekti�yand¬r.

Tersine, kabul edelim ki � e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Yukar¬da Teo-

rem 3.4 de ispat¬verilen teoremin ispat methoduna benzer bir method yard¬m¬yla

her rekti�yan e¼grinin sabit olmayan geodezik e¼grilikli herhangi birim h¬zl¬bir e¼grinin

modi�ye Darboux e¼grisi oldu¼gu gösterilebilir (Chen ve Dillen 2005).

Sonuç 3.2 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;B;�; �g Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬helis olmayan bir e¼gri olsun. Bu du-

rumda modi�ye Darboux e¼grisi eD rekti�yand¬r ancak ve ancak her rekti�yan e¼gri,

herhangi birim h¬zl¬helis olmayan bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisidir.

Benzer şekilde, D modi�ye Darboux e¼grisi rekti�yand¬r ancak ve ancak her rekti-

�yan e¼gri, herhangi helis olmayan birim h¬zl¬bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisidir.

Teorem 3.7 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g

herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu du-

rumda �� (s) =
R
N1 (s) ds ve �
 (s) =

R
N3 (s) ds e¼grileri rekti�yand¬r ancak ve ancak

�� ve �
 e¼grileri konikal geodezik e¼grilerdir.

·Ispat. � : I � R ! E3 e¼grisi birim h¬zl¬bir e¼gri ve kabul edelim ki �� (s) e¼grisi

rekti�yan olsun. Bu durumda
�
� ��
���

�
oran¬ lineer bir fonksiyondur. Yani � ve �

sabitler olmak üzere,
�
� ��
���

�
= �s + � şeklindedir. E¼ger �� (s) e¼grisinin e¼grilikleri
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hesaplan¬r ve bu e¼griliklerin oran¬na bak¬l¬rsa,�
� ��
���

�
=

�
k3
k1

�
= �s+ �; � 2 R� f0g ve � 2 R

elde edilir ki
�
k3
k1

�0

(s) s¬f¬rdan farkl¬sabit bir fonksiyondur ve böylece �� e¼grisi koni-

kal geodezik e¼gridir.

Tersine kabul edelim ki �� e¼grisi konikal geodezik e¼gri olsun. Böylece
�
k3
k1

�0

(s)

s¬f¬rdan farkl¬sabit bir fonksiyondur. �� ve � e¼grisinin e¼grilikleri aras¬ndaki ili̧skiden,�
k3
k1

�
=

�
� ��
���

�
= �s+ �; � 2 R� f0g ve � 2 R

şeklindedir. Sonuç olarak, �� e¼grisi rekti�yand¬r.

�
 (s) =
R
N3 (s) ds e¼grisi için de ispat benzer şekilde yap¬labilir.

Sonuç 3.3 � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;B;�; �g

Serret-Frenet çat¬ elemanlar¬ ile tan¬ml¬ birim h¬zl¬ bir e¼gri olsun. Bu durumda

�̂(s) =
R
T (s) ds ve 
̂(s) =

R
B (s) ds e¼grileri rekti�yand¬r ancak ve ancak �̂ ve 
̂

e¼grileri konikal geodezik e¼gridir.

Sonuç 3.4 � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g

herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu du-

rumda �� (s) =
R
N1 (s) ds e¼grisi

�
k3
k1

�
(s) oran¬sabit olmayan ve k1 (s) 6= 0 olan

rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak eC� = �� (s)� eD (s) e¼grilerinden biri rekti�yand¬r.
Benzer düşünceyle, �
 (s) =

R
N3 (s) ds e¼grisi

�
k1
k3

�
(s) oran¬ sabit olmayan ve

k3 (s) 6= 0 olan rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak C� = �
 (s)�D (s) e¼grilerinden biri

rekti�yand¬r.
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Sonuç 3.5 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;B;�; �g Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬helis olmayan birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu du-

rumda �̂(s) =
R
T (s) ds e¼grisi

��
�

�
(s) oran¬sabit olmayan ve � (s) 6= 0 olan rekti-

�yan e¼gridir ancak ve ancak eC� = �̂(s)� eD (s) e¼grilerinden biri rekti�yand¬r.
Benzer düşünceyle, 
̂(s) =

R
B (s) ds e¼grisi

��
�

�
(s) oran¬sabit olmayan ve � (s) 6= 0

olan rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak C� = 
̂(s) � D (s) e¼grilerinden biri rekti-

�yand¬r.

Teorem 3.8 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g

herhangi ortonormal çat¬ elemanlar¬ ile tan¬ml¬ birim h¬zl¬ bir e¼gri olsun. E¼ger�
k3
k1

�
(s) = tan s, k1 (s) 6= 0 ve Y(s) = sin sN1 (s) + cos sN3 (s) e¼grisi S2 de küre-

sel bir e¼gri ise, bu durumda eD rekti�yan e¼grisi eD (s) = sec sY(s) şeklinde ifade

edilebilir.

Benzer şekilde, e¼ger
�
k1
k3

�
(s) = tan s, k3 (s) 6= 0 ve Y(s) = cos sN1 (s)+ sin sN3 (s)

e¼grisi S2 de küresel bir e¼gri ise, bu durumda D rekti�yan e¼grisi D (s) = sec sY(s)

şeklinde ifade edilebilir.

·Ispat. � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun.

eD(s) = �k3
k1

�
(s)N1(s) +N3(s)

modi�ye Darboux e¼grisini gözönüne alal¬m. Hipotez alt¬nda,

eD(s) = tan sN1(s) +N3(s)eD(s) = sec s(sin sN1 (s) + cos sN3 (s))eD (s) = sec sY(s)

şeklinde bulunur.
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Benzer şekilde di¼ger durumun ispat¬da kolayl¬kla yapabilir.

D(s) = N1(s) +

�
k1
k3

�
(s)N3(s)

modi�ye Darboux e¼grisini gözönüne alal¬m. Hipotez alt¬nda,

D(s) = N1(s) + tan sN3(s)

D(s) = sec s(cos sN1 (s) + sin sN3 (s))

D (s) = sec sY(s)

şeklinde bulunur.

Sonuç 3.6 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;B;�; �g Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. E¼ger
��
�

�
(s) = tan s,

� (s) 6= 0 ve Y (s) = sin sT (s) + cos sB (s) e¼grisi S2 de küresel bir e¼gri ise, bu du-

rumda eD rekti�yan e¼grisi eD (s) = sec sY (s) şeklinde ifade edilebilir.
Benzer şekilde, e¼ger

��
�

�
(s) = tan s, � (s) 6= 0 ve Y (s) = cos sT (s) + sin sB (s)

e¼grisi S2 de küresel bir e¼gri ise, bu durumda D rekti�yan e¼grisi D (s) = sec sY (s)

şeklinde ifade edilebilir.

Sonuç 3.7 � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda herhangi ortonormal

çat¬elemanlar¬fN1; N2; N3; k1; k3g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null olmayan bir e¼gri olmak

üzere, (Uzuno¼glu vd. 2016) çal¬̧smas¬nda tan¬mlanm¬̧s olan,

�
N(s); C(s) =

N 0(s)

kN 0(s)k ; W (s) = N(s)� C(s); f(s); g(s)
�

çat¬elemanlar¬kullan¬larak,

N1(s) = N(s); N2(s) = C(s); N3(s) =W (s)

ve

k1(s) = f(s); k3(s) = g(s)
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seçimleriyle birlikte bütün bu teorem ve sonuçlar kolayl¬kla elde edilebilir.

Örnek 3.1 � : I � R ! E3, 3�boyutlu Öklid uzay¬nda aşa¼g¬daki gibi bir e¼gri

olmak üzere,

� (s) = (
3� 2

p
2

2
p
2

sin(
p
2 + 1)s� 3 + 2

p
2

2
p
2

sin(
p
2� 1)s;

�3� 2
p
2

2
p
2

cos(
p
2 + 1)s+

3 + 2
p
2

2
p
2

sin(
p
2� 1)s;

1p
2
sin s)

fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬yerine özel olarak,

N1 (s) = T (s) ; N2 (s) = N (s) ; N3 (s) = B (s) ; k1 = � ve k3 = �

al¬n¬p Serret-Frenet çat¬elemanlar¬hesaplanarakMathematica yard¬m¬yla çizdirilirse,

� e¼grisinin görünümü Şekil 3.1�deki gibi elde edilir.

Şekil 3.1 �(s) e¼grisi

Ayr¬ca D (s) modi�ye Darboux e¼grisi ve Y (s) küresel e¼grileri Şekil 3.2�deki gibidir.

Şekil 3.2 D (s) modi�ye Darboux e¼grisi ve Y (s) küresel e¼grisi
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Örnek 3.2 � : I � R ! E3, 3�boyutlu Öklid uzay¬nda aşa¼g¬daki gibi bir e¼gri

olmak üzere,

� (s) = (3s� s3; 3s2; 3s+ 3s3)

benzer düşünceyle � e¼grisinin, D (s) modi�ye Darboux e¼grisinin ve Y (s) küresel

e¼grisinin çizimleri Şekil 3.3 ve Şekil 3.4�deki gibidir.

Şekil 3.3 �(s) e¼grisi

Şekil 3.4 D (s) modi�ye Darboux e¼grisi ve Y (s) küresel e¼grisi

3.2 Lorentz-Minkowski Uzay¬nda Rekti�yan E¼griler

Bu k¬s¬mda 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda yatan rekti�yan e¼grilerin baz¬

karakterizasyonlar¬verilecektir. E31 de herhangi bir regüler rekti�yan e¼grinin torsiyon

ve e¼grilik oran¬n¬n sabit olmayan lineer bir fonksiyon oldu¼gu belirtilmi̧stir. Yani bu

27



özelli¼gin, e¼grinin causal karakterine ve rekti�yan düzlemine göre invaryant oldu¼gu

ifade edilmi̧stir.

3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda s�yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s

ve timelike veya spacelike (null olmayan) herhangi bir � : I � R! E31 e¼grisini ve bu

e¼gri üzerinde tan¬ml¬herhangi
n�!
N1(s);

�!
N2(s);

�!
N3(s)

o
ortonormal çat¬s¬n¬gözönüne

alal¬m. R3 standart reel vektör uzay¬üzerinde �!x = (x1; x2; x3) ve �!y = (y1; y2; y3)

olmak üzere,

h; iL : R3 � R3 ! R

(�!x ;�!y ) ! h�!x ;�!y iL = x1y1 + x2y2 � x3y3

Lorentz iç çarp¬m¬kullan¬lmak üzere bu ortonormal çat¬n¬n türev de¼gi̧simi aşa¼g¬daki

gibidir.

0BBB@
�!
N

0
1 (s)�!

N
0
2 (s)�!

N
0
3 (s)

1CCCA =

0BBB@
0 k1 (s) "3k2 (s)

�"1"3k1 (s) 0 �"2"3k3 (s)

k2 (s) k3 (s) 0

1CCCA
0BBB@
�!
N1 (s)
�!
N2 (s)
�!
N3 (s)

1CCCA (3.31)

Burada k1 (s) ; k2 (s) ; k3 (s) fonksiyonlar¬� e¼grisinin e¼grilikleridir. E31 de vektörel

çarp¬m ^ i̧slemiyle tan¬mlanmak üzere çat¬elemanlar¬aras¬ndaki ili̧ski ise şu şekilde

verilmektedir.

�!
N1(s) ^

�!
N2(s) =

�!
N3(s)

�!
N1(s) ^

�!
N3(s) = "1

�!
N2(s) (3.32)

�!
N3(s) ^

�!
N2(s) = "3

�!
N1(s)

Ayr¬ca Lorentz-Minkowski metri¼gine göre,D�!
N1;

�!
N1

E
L
= "1;

D�!
N2;

�!
N2

E
L
= "2;

D�!
N3;

�!
N3

E
L
= "3; (3.33)D�!

N1;
�!
N2

E
L
= 0;

D�!
N1;

�!
N3

E
L
= 0;

D�!
N2;

�!
N3

E
L
= 0

şeklinde eşitlikler mevcuttur. 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda aç¬sal h¬z

vektörü olan Darboux vektörü D olmak üzere,

D(s) = "1k3 (s)
�!
N1(s) + "1"2k2 (s)

�!
N2(s) + "2"3k1 (s)

�!
N3(s) (3.34)
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şeklindedir ve bu vektör,

D(s) ^ �!N1(s) =
�!
N

0

1 (s)

D(s) ^ �!N2(s) =
�!
N

0

2 (s) (3.35)

D(s) ^ �!N3(s) =
�!
N

0

3 (s)

şartlar¬n¬sa¼glar. Bir önceki k¬s¬mdakine benzer olarak bu bölümün de tamam¬nda

k2 (s) = 0 alarak teoriyi kuraca¼g¬z.

Teorem 3.9 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda

spacelike veya timelike rekti�yan düzlemde yatan ve � (s) > 0 olan birim h¬zl¬

null olmayan bir e¼gri olsun. � e¼grisi rekti�yand¬r ancak ve ancak e¼grilikleri oran¬��
�

�
(s) = c1s+ c2; c1 2 R0; c2 2 R şeklinde lineer fonksiyondur (·Ilarslan vd. 2003)

Tan¬m 3.6 E31 Lorentz-Minkowski uzay¬nda k1 (s) 6= 0 olan regüler bir � e¼grisi için

D(s) = "1k3 (s)
�!
N1(s) + "2"3k1 (s)

�!
N3(s) Darboux vektörüyle verilen e¼gri � e¼grisinin

centrodesi olarak, C� = � (s) � D(s) e¼grileri ise � e¼grisinin co-centrodesi olarak

adland¬r¬l¬r.

Teorem 3.10 E31 Lorentz-Minkowski uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬sabit k1 e¼grilikli (veya

sabit olmayan k1 e¼grilikli) ve sabit olmayan k3 torsiyonlu (veya s¬f¬rdan farkl¬sabit

k3 torsiyonlu) birim h¬zl¬bir e¼grinin centrodesi rekti�yan e¼gridir.

Tersine E31 uzay¬nda her rekti�yan e¼gri, s¬f¬rdan farkl¬ sabit k1 e¼grilikli ve sabit

olmayan k3 torsiyonlu (veya sabit olmayan k1 e¼grilikli ve s¬f¬rdan farkl¬sabit k3 tor-

siyonlu) herhangi bir birim h¬zl¬e¼grinin centrodesidir (·Ilarslan ve Nesovic 2007).

Tan¬m 3.7 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda birim

h¬zl¬null olmayan bir e¼gri olsun. E¼gri üzerinde fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi orto-
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normal çat¬elemanlar¬gözönüne al¬n¬rsa, � (s) e¼grisi boyunca

D(s) = "1k3 (s)
�!
N1(s) + "2"3k1 (s)

�!
N3(s) (3.36)

Darboux e¼grisi yukar¬daki gibi tan¬mlan¬r. Ayn¬zamanda k1 (s) 6= 0 olmak koşu-

luyla, eD(s) = "1�k3
k1

�
(s)N1(s) + "2"3N3(s) (3.37)

ve k3 (s) 6= 0 olmak koşuluyla,

D(s) = "1N1(s) + "2"3

�
k1
k3

�
(s)N3(s) (3.38)

modi�ye Darboux e¼grileri de tan¬mlanabilir.

Teorem 3.11 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda

fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null

olmayan bir e¼gri olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

i. �(s�) = N1 (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi, (kg)� = "1

�
k3
k1

�
(s) ; k1 (s) 6= 0 şek-

lindedir. Burada s�; � e¼grisinin yay parametresidir.

ii. 
(s
) = N3 (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi, (kg)
 = "2"3

�
k1
k3

�
(s) ; k3 (s) 6= 0

şeklindedir. Burada s
; 
 e¼grisinin yay parametresidir.

·Ispat. i. � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda birim

h¬zl¬null olmayan bir e¼gri olsun. � e¼grisi s� yay parametresi ve
�
T�; N�; B�

;�
�
; �

�

	
çat¬s¬ile birlikte,

� (s�) = N1 (s) (3.39)

şeklindedir. Bu e¼grinin geodezik e¼grili¼ginin hesab¬aşa¼g¬daki gibidir. (3:39) denk-

leminin her iki taraf¬n¬n s yay parametresine göre türevi al¬n¬rsa,

T� (s�)
ds�
ds

= k1 (s)N2 (s)

şeklinde bulunur. Buradan iki taraf¬n normu al¬n¬rsa
ds�
ds

= k1 (s) elde edilir ki bu

ifade yukar¬daki denklemde kullan¬l¬rsa,

T� (s�) = N2 (s) (3.40)
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olur. (3:40) eşitli¼ginin bir kez daha türevi al¬n¬rsa,

�
�
(s�)N� (s�) = (�"1"3k1 (s)N1 (s)� "2"3k3 (s)N3 (s))

ds

ds�

= �"1"3N1 (s)� "2"3
�
k3
k1

�
(s)N3 (s)

şeklinde elde edilir. Buradan

(kn)� = �"1"3 ve (kg)� = "1
�
k3
k1

�
(s) ; k1 (s) 6= 0

oldu¼gu kolayl¬kla görülür.

ii. 
 (s
) = N3 (s) e¼grisi fT
; N
; B
;�
; � 
g kendi Serret-Frenet çat¬elemanlar¬ile

birlikte benzer düşünceyle incelenirse, (kg)
 = "2"3

�
k1
k3

�
(s) ; k3 (s) 6= 0 olarak elde

edilir.

Sonuç 3.8 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬fT;N;B;�; �g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu du-

rumda aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

i. T (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi (kg) = "1
��
�

�
(s) ; � (s) 6= 0 şeklindedir.

ii. B (s) e¼grisinin geodezik e¼grili¼gi (kg) = "2"3
��
�

�
(s) ; � (s) 6= 0 şeklindedir.

Tan¬m 3.8 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬fN1; N2; N3; k1; k3g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null ol-

mayan bir e¼gri olsun. k1 (s) 6= 0 olmak üzere, e¼ger "1
�
k3
k1

�0

(s) s¬f¬rdan farkl¬sabit

bir fonksiyon ise ��(s) =
R
N1 (s) ds e¼grisi konikal geodezik e¼gri olarak adland¬r¬l¬r.

Benzer şekilde, k3 (s) 6= 0 olmak üzere e¼ger, "2"3
�
k1
k3

�0

(s) s¬f¬rdan farkl¬sabit bir

fonksiyon ise �
(s) =
R
N3 (s) ds e¼grisi di¼ger bir konikal geodezik e¼gri olarak ad-

land¬r¬l¬r.
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Teorem 3.12 � e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g

herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null olmayan bir e¼gri ol-

sun. � e¼grisinin sabit olmayan (kg)� geodezik e¼grilikli
eD modi�ye Darboux e¼grisi

rekti�yand¬r ancak ve ancak her rekti�yan e¼gri, sabit olmayan geodezik e¼grilikli her-

hangi birim h¬zl¬bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisidir.

Benzer şekilde, 
 e¼grisinin sabit olmayan (kg)
 geodezik e¼grilikli D modi�ye Dar-

boux e¼grisi rekti�yand¬r ancak ve ancak her rekti�yan e¼gri, sabit olmayan geodezik

e¼grilikli herhangi birim h¬zl¬bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisidir.

·Ispat. � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda herhangi

ortonormal çat¬elemanlar¬fN1; N2; N3; k1; k3g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null olmayan

bir e¼gri olsun. Sabit olmayan (kg)� e¼grili¼gi koşulu alt¬nda modi�ye Darboux e¼grisi,�
TeD;NeD;BeD;�eD; � eD	 Serret-Frenet çat¬elemanlar¬yla birlikte

eD(s) = "1�k3
k1

�
(s)N1(s) + "2"3N3(s); k1 (s) 6= 0

şeklindedir. eD nin her iki taraf¬n¬n s parametresine göre türevi al¬n¬rsa,

deD
des desds = "1

�
k3
k1

�0
(s)N1 (s) + "1

�
k3
k1

�
(s) k1 (s)N2 (s) + "2"3k3 (s)N2 (s)

TeD (es) =

�
"1

�
k3
k1

�0
(s)N1 (s)

�
ds

des
elde edilir ve son eşitlikte her iki taraf¬n normu al¬n¬rsa,

TeD (es) = N1 (s) (3.41)

olur. Buradan kolayl¬kla,

es = "1�k3
k1

�
(s) + �; � 2 R

oldu¼gu görülür. (3:41) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n diferensiyeli al¬n¬rsa,

� eDN eD (es) "1�k3k1
�0
(s) = k1 (s)N2 (s)
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olur ve ayn¬düşünceyle normland¬r¬l¬rsa,

N eD (es) = N2 (s) (3.42)

şeklinde elde edilir. Benzer i̧slemler yap¬l¬rsa aşa¼g¬daki eşitlik bulunur.

B eD (es) = N3 (s) (3.43)

Buradan eD modi�ye Darboux e¼grisinin e¼grilik ve torsiyonu,

� eD =
k1

"1

�
k3
k1

�0 ve � eD =
k3

"1

�
k3
k1

�0 (3.44)

şeklinde bulunur. E¼grilik ve torsiyon fonksiyonlar¬bir arada düşünülecek olursa,

� eD
� eD

=

�
k3
k1

�
(s) = es� �; � 2 R

elde edilir. Böylece eD modi�ye Darboux e¼grisi rekti�yand¬r.

Tersine, kabul edelim ki � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski

uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim

h¬zl¬bir e¼gri olsun. � e¼grisinin sabit olmayan (kg)� geodezik e¼grilikli
eD modi�ye

Darboux e¼grisi rekti�yan olmak üzere 3.4 in ispat methoduna benzer bir method

yard¬m¬yla her rekti�yan e¼grinin, sabit olmayan geodezik e¼grilikli herhangi birim

h¬zl¬bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisi oldu¼gunu kolayl¬kla gösterebiliriz.

Benzer ispat k3 (s) 6= 0 olmas¬ koşuluyla D(s) = "1N1(s) + "2"3

�
k1
k3

�
(s)N3(s)

modi�ye Darboux e¼grisi için de yap¬labilir.

Sonuç 3.9 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬fT;N;B;�; �g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬helis olmayan bir e¼gri

olsun. Bu durumda modi�ye Darboux e¼grisi eD rekti�yand¬r ancak ve ancak her
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rekti�yan e¼gri, herhangi birim h¬zl¬helis olmayan bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼gri-

sidir.

Benzer şekilde, D modi�ye Darboux e¼grisi rekti�yand¬r ancak ve ancak her rekti-

�yan e¼gri, herhangi helis olmayan birim h¬zl¬bir e¼grinin modi�ye Darboux e¼grisidir.

Teorem 3.13 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda

fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null

olmayan bir e¼gri olsun. Bu durumda ��(s) =
R
N1 (s) ds ve �
(s) =

R
N3 (s) ds e¼grileri

rekti�yand¬r ancak ve ancak �� ve �
 e¼grileri konikal geodezik e¼gridir.

·Ispat. � : I � R ! E31 e¼grisi birim h¬zl¬null olmayan bir e¼gri olsun. Kabul ede-

lim ki ��(s) e¼grisi rekti�yan olsun. Bu durumda bu e¼grinin torsiyon ve e¼grilik oran¬�
� ��
���

�
lineer bir fonksiyondur. Yani � ve � sabitler olmak üzere

�
� ��
���

�
= �s+� şek-

lindedir. E¼ger ��(s) e¼grisinin e¼grilikleri hesaplan¬r ve bu e¼griliklerin oran¬na bak¬l¬rsa,

�
��
��

�
= �"2

�
k3
k1

�
(s) = �s+ �; � 2 R� f0g ve � 2 R

elde edilir ki
�
k3
k1

�0

(s) s¬f¬rdan farkl¬sabit bir fonksiyondur ve böylece �� e¼grisi koni-

kal geodezik e¼gridir.

Tersine kabul edelim ki �� e¼grisi konikal geodezik e¼gri olsun. Böylece
�
k3
k1

�0

(s) s¬f¬r-

dan farkl¬sabit bir fonksiyondur. �� ve � e¼grisinin e¼grilikleri aras¬ndaki ili̧skiden,

�"2
�
k3
k1

�
(s) =

��
�

�
= �s+ �; � 2 R� f0g ve � 2 R

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece �� e¼grisi rekti�yand¬r.

�
(s) =
R
N3 (s) ds e¼grisi için de ispat benzer şekilde yap¬labilir.
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Sonuç 3.10 � : I � R! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda Serret-

Frenet çat¬ elemanlar¬fT;N;B;�; �g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null olmayan bir e¼gri

olsun. Bu durumda �̂(s) =
R
T (s) ds ve 
̂(s) =

R
B (s) ds e¼grileri rekti�yand¬r an-

cak ve ancak �̂ ve 
̂ e¼grileri konikal geodezik e¼gridir.

Sonuç 3.11 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬fN1; N2; N3; k1; k3g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null ol-

mayan bir e¼gri olsun. Bu durumda ��(s) =
R
N1 (s) ds e¼grisi

�
k3
k1

�
(s) oran¬sabit

olmayan ve k1 (s) 6= 0 olan rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak eC� = ��(s) � eD (s)
e¼grilerinden biri rekti�yand¬r.

�
(s) =
R
N3 (s) ds e¼grisi de benzer düşünceyle

�
k1
k3

�
(s) oran¬ sabit olmayan ve

k3 (s) 6= 0 olan rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak C� = �
(s)�D (s) e¼grilerinden biri

rekti�yand¬r.

Sonuç 3.12 � : I � R! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda Serret-

Frenet çat¬elemanlar¬fT;N;B;�; �g ile tan¬ml¬helis olmayan birim h¬zl¬bir e¼gri

olsun. Bu durumda �̂(s) =
R
T (s) ds e¼grisi

��
�

�
(s) oran¬sabit olmayan ve � (s) 6= 0

olan rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak eC� = �̂(s) � eD (s) e¼grilerinden biri rekti-
�yand¬r.

Benzer düşünceyle, 
̂(s) =
R
B (s) ds e¼grisi

��
�

�
(s) oran¬sabit olmayan ve � (s) 6= 0

olan rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak C� = 
̂(s) � D (s) e¼grilerinden biri rekti-

�yand¬r.

Teorem 3.14 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda

fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null

olmayan bir e¼gri olsun. E¼ger
�
k3
k1

�
(s) = tan s, k1 (s) 6= 0 ve Y(s) = "1 sin sN1 (s)+

"2"3 cos sN3 (s) e¼grisi S21 de küresel bir e¼gri ise, bu durumda eD rekti�yan e¼grisieD (s) = sec sY(s) şeklinde ifade edilebilir.
Benzer şekilde, e¼ger

�
k1
k3

�
(s) = tan s, k3 (s) 6= 0 ve Y(s) = "1 cos sN1 (s) +
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"2"3 sin sN3 (s) e¼grisi S21 de küresel bir e¼gri ise, bu durumda D rekti�yan e¼grisi

D (s) = sec sY(s) şeklinde ifade edilebilir.

·Ispat. � e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null olmayan bir e¼gri olsun.

eD(s) = "1�k3
k1

�
(s)N1(s) + "2"3N3(s)

modi�ye Darboux e¼grisini gözönüne alal¬m. Hipotez alt¬nda,

eD(s) = "1 tan sN1(s) + "2"3N3(s)eD(s) = sec s("1 sin sN1 (s) + "2"3 cos sN3 (s))eD (s) = sec sY(s)

şeklinde bulunur.

Benzer şekilde di¼ger durumun ispat¬da kolayl¬kla yap¬labilir.

D(s) = "1N1(s) + "2"3

�
k1
k3

�
(s)N3(s)

modi�ye Darboux e¼grisini gözönüne alal¬m. Hipotez alt¬nda,

D(s) = "1N1(s) + "2"3 tan sN3(s)

D(s) = sec s("1 cos sN1 (s) + "2"3 sin sN3 (s))

D (s) = sec sY(s)

şeklinde bulunur.

Teorem 3.15 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda

fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null ol-

mayan bir e¼gri olsun. E¼ger
�
k3
k1

�
(s) = tanh s, k1 (s) 6= 0 veY(s) = "1 sinh sN1 (s)+

"2"3 cosh sN3 (s) e¼grisi H20 de bir e¼gri ise, eD rekti�yan e¼grisi eD (s) = 1

sinh s
Y(s) şek-

linde ifade edilebilir.
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Benzer şekilde, e¼ger
�
k1
k3

�
(s) = tanh s, k3 (s) 6= 0 ve Y(s) = "1 cosh sN1 (s) +

"2"3 sinh sN3 (s) e¼grisi H20 de bir e¼gri ise, D rekti�yan e¼grisi D (s) =
1

cosh s
Y(s)

şeklinde ifade edilebilir.

Sonuç 3.13 � : I � R! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda Serret-

Frenet çat¬ elemanlar¬fT;N;B;�; �g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null olmayan bir e¼gri

olsun. E¼ger
��
�

�
(s) = tan s, � (s) 6= 0 ve Y (s) = "1 sin sT (s)+ "2"3 cos sB (s) e¼grisi

S21 de küresel bir e¼gri ise, eD rekti�yan e¼grisi eD = sec sY (s) şeklinde ifade edilebilir.
Benzer şekilde, e¼ger

��
�

�
(s) = tan s, � (s) 6= 0 ve Y (s) = "1 cos sT (s)+"2"3 sin sB (s)

e¼grisi S21 de küresel bir e¼gri ise, D rekti�yan e¼grisi D = sec sY (s) şeklinde ifade

edilebilir.

Sonuç 3.14 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬fN1; N2; N3; k1; k3g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null ol-

mayan bir e¼gri olmak üzere, (Uzuno¼glu vd. 2016) çal¬̧smas¬nda tan¬mlanm¬̧s olan,�
N(s); C(s) =

N 0(s)

kN 0(s)k ; W (s) = N(s)� C(s); f(s); g(s)
�

çat¬elemanlar¬kullan¬larak,

N1(s) = N(s); N2(s) = C(s); N3(s) =W (s)

ve

k1(s) = f(s); k3(s) = g(s)

seçimleriyle birlikte bütün bu teorem ve sonuçlar kolayl¬kla elde edilebilir.

Örnek 3.3 � : I � R ! E31 olmak üzere spacelike � (s) e¼grisi aşa¼g¬daki gibi

gözönüne al¬n¬rsa,

� (s) =

�
9

10
sin s� 1

90
sin 9s;� 9

10
cos s+

1

90
cos 9s;

3

20
sin 4s

�
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fN1; N2; N3; k1; k3g herhangi ortonormal çat¬elemanlar¬yerine özel olarak,

N1 (s) = T (s) ; N2 (s) = N (s) ; N3 (s) = B (s) ; k1 = � ve k3 = �

al¬p Serret-Frenet çat¬elemanlar¬hesaplanarak Mathematica yard¬m¬yla çizdirilirse,

� e¼grisi Şekil 3.5�deki gibi elde edilir.

Şekil 3.5 �(s) e¼grisi

Ayr¬ca � (s) e¼grisinin modi�ye Darboux e¼grisi ve Y (s) küresel e¼grisi Şekil 3.6 ve

Şekil 3.7�deki gibidir.

Şekil 3.6 D(s) modi�ye Darboux e¼grisi

Şekil 3.7 Y (s) küresel e¼grisi
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Örnek 3.4 � : I � R! E31 olmak üzere timelike � (s) e¼grisi

� (s) =

�
15

136
sinh 17s;

9

400
cosh 25s� 25

144
cosh 9s;

9

400
sinh 25s+

25

144
sinh 9s

�
olarak gözönüne al¬n¬rsa, � e¼grisinin, modi�ye Darboux e¼grisinin ve küresel e¼grisinin

çizimleri Şekil 3.8, Şekil 3.9 ve Şekil 3.10�daki gibi elde edilir.

Şekil 3.8 �(s) e¼grisi

Şekil 3.9 eD(s) modi�ye Darboux e¼grisi

Şekil 3.10 Y (s) küresel e¼grisi
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3.3 Öklid Uzay¬nda Taban E¼grisi Rekti�yan Olan Regle Yüzeyler

Çal¬̧sman¬n bu k¬sm¬nda, rekti�yan e¼griler için geometrik bir uygulama niteli¼ginde,

3�boyutlu Öklid uzay¬ndaki modi�ye Darboux e¼grisi kullan¬larak, taban e¼grisi rek-

ti�yan olan regle yüzey tan¬mlanacak ve bu sayede rekti�yan e¼griler ve regle yüzeyler

aras¬ndaki ili̧ski ele al¬nacakt¬r.

Tan¬m 3.9 E3 de bir regle yüzey � (s; u) = � (s)+u ~X(s) dönüşümü ile tan¬mlan¬r.

� (s) e¼grisine regle yüzeyin dayanak e¼grisi ve X : I ! E3, X = x1T + x2N + x3B

şeklinde ve x21 + x
2
2 + x

3
3 = 1 olacak şekilde bir fonksiyon olmak üzere ~X(s) regle

yüzeyin do¼grultman¬ad¬verilir (Hac¬saliho¼glu 2000).

Teorem 3.16 � (s) =
R
N1 (s) ds e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda herhangi orto-

normal çat¬elemanlar¬fN1; N2; N3; k1; k3g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu

durumda, � (s) rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak � (s; u) = � (s)+ueD(s) yüzeyinin u
sabit parametre e¼grileri rekti�yand¬r. Ayr¬ca burada eD(s) = �k3

k1

�
(s)N1(s)+N3(s)

modi�ye Darboux e¼grisi ve u 6= �1
a
d¬r.

·Ispat. � (s) =
R
N1 (s) ds e¼grisi fN1; N2; N3; k1; k3g çat¬elemanlar¬na göre birim

h¬zl¬ve rekti�yan bir e¼gri olsun. E¼ger � (s; u) yüzeyindeki u parametresi sabit ise,

� (s) =

Z
N1 (s) ds+ u

��
k3
k1

�
(s)N1(s) +N3(s)

�
(3.45)

şeklinde bir e¼gri elde edilir. � e¼grisinin her iki taraf¬n¬n s yay parametresine göre

türevi al¬n¬rsa,

d�

ds

ds

ds
=

d

ds

�Z
N1 (s) ds+ u

��
k3
k1

�
(s)N1(s) +N3(s)

��
N1
ds

ds
= N1 + u

 �
k3
k1

�0

(s)N1 (s) +

�
k3
k1

�
(s) k1 (s)N2 (s)� k3 (s)N2 (s)

!

N1 =

 
1 + u

�
k3
k1

�0!
N1
ds

ds
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olarak elde edilir. Burada
�
N1; N2; N3; �k1; �k3

	
, � e¼grisinin çat¬elemanlar¬d¬r. Her

iki taraf¬n normu al¬n¬rsa,

ds =

 
1 + u

�
k3
k1

�0!
ds

olur ki bu son denklem integre edilince,

s = s+ u

�
k3
k1

�
+ c, c sabit (3.46)

bulunur. Bunlar göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

N1 = N1 (3.47)

oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Benzer şekilde (3:47) denkleminin her iki taraf¬n¬n s yay

parametresine göre türevi al¬n¬rsa,

dN1

ds

ds

ds
= k1 (s)N2 (s)

�k1 (s)N2 (s) = k1 (s)N2 (s)
1

1 + u

�
k3
k1

�0

(s)

olur. Burada
�
k3
k1

�0

(s) 6= �1
u
d¬r. Son eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n normu al¬n¬rsa,

�k1 =
k1

1 + u

�
k3
k1

�0 (3.48)

olarak elde edilir ve buradan kolayl¬kla,

N2 = N2

oldu¼gu görülebilir. Ortonormal çat¬ oldu¼gundan N3 = N3 olur. Bu eşitli¼gin de

türevi al¬n¬r ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

�k3 =
k3

1 + u

�
k3
k1

�0 (3.49)

elde edilir. (3:48) ve (3:49) e¼griliklerinin oranlanmas¬yla,

k3
k1
=
�k3
�k1

(3.50)
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şeklinde bir eşitlik elde edilir.

� (s) e¼grisi rekti�yan oldu¼gundan, a ve b herhangi sabitler olmak üzere,�
k3
k1

�
= as+ b (3.51)

şeklinde s yay parametresine göre sabit olmayan lineer fonksiyon oldu¼gu biliniyor.

Dikkat edilecek olunursa burada a 6= 0 ve a 6= �1
u
d¬r. Bu eşitlik (3:46) ba¼g¬nt¬s¬nda

kullan¬l¬rsa, d 6= 0 olmak üzere d ve e herhangi sabitleri için,

s = s+ u (as+ b) + c

s = (1 + au) s+ buc

s = ds+ e (3.52)

şeklinde elde edilir. Böylece � (s) e¼grisinin yay parametresi aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

s =
s+ e

d
(3.53)

Bu eşitlik (3:50) ve (3:51) denklemleri kullan¬larak yerine yaz¬l¬rsa,

k3
k1
=
�k3
�k1
= a

�
s+ e

d

�
+ b

olur ki gerekli düzenlemeler yap¬l¬nca, � 6= 0 olmak üzere � ve � herhangi sabit

say¬lar¬için,
�k3
�k1
= �s+ � (3.54)

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Sonuç olarak, � (s) e¼grisi rekti�yan ise, u sabit para-

metre e¼grileri rekti�yand¬r.

Tersine kabul edelim ki, � (s; u) yüzeyinin u sabit parametre e¼grileri

� (s) =

Z
N1 (s) ds+ u

��
k3
k1

�
(s)N1(s) +N3(s)

�
rekti�yan olsun. � e¼grisinin e¼grilikleri oran¬ s yay parametresine göre lineer bir

fonksiyondur. Yani � 6= 0 olmak üzere � ve � herhangi sabit say¬lar¬için,

�k3
�k1
= �s+ �
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şeklindedir. Daha önce elde edilen (3:46) ve (3:50) eşitlikleri kullan¬l¬rsa,

�k3
�k1
=
k3
k1
= �

�
s+ u

�
k3
k1

�
+ c

�
+ �

olur ki gerekli düzenlemeler yap¬l¬nca, a 6= 0 olmak üzere a ve b herhangi sabit

say¬lar¬için,
k3
k1
= as+ b

elde edilir. Bu ise � (s) e¼grisinin rekti�yan olmas¬demektir.

Teorem 3.17 
 (s) =
R
N3 (s) ds e¼grisi Öklid uzay¬nda fN1; N2; N3; k1; k3g her-

hangi ortonormal çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu durumda,


 (s) e¼grisi rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak � (s; u) = 
 (s) + vD(s) yüzeyinin v

sabit parametre e¼grileri rekti�yand¬r. Burada D(s) = N1(s)+
�
k1
k3

�
(s)N3(s) modi-

�ye Darboux e¼grisi ve v 6= �1
a
d¬r.

Sonuç 3.15 � (s) =
R
T (s) ds e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;B;�; �g

Serret-Frenet çat¬ elemanlar¬ ile tan¬ml¬birim h¬zl¬ bir e¼gri olsun. Bu durumda,

� (s) e¼grisi rekti�yan e¼gridir ancak ve ancak � (s; u) = � (s) + ueD(s) yüzeyinin u
sabit parametre e¼grileri rekti�yand¬r. Burada eD(s) = ��

�

�
(s)T (s) +B(s) modi�ye

Darboux vektör ve u 6= �1
a
d¬r.

Uyar¬3.1 3�boyutlu Öklid uzay¬nda � 6= 0 olan regüler bir � e¼grisi için, � n¬n

centrodesinin D = �T + �B şeklinde oldu¼gu ve C� = � + D e¼grilerinin � n¬n co-

centrodesi oldu¼gu daha önceki k¬s¬mda söylenmi̧sti. Chen ve Dillen s¬f¬rdan farkl¬

sabit e¼grilikli ve sabit olmayan torsiyonlu bir � e¼grisinin rekti�yan olmas¬için gerek

ve yeter şart¬n e¼grinin co-centrodelerinden bir tanesinin rekti�yan e¼gri olmas¬gerek-

ti¼gini göstermi̧slerdir. Yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z u sabit parametre e¼grileri için e¼ger

u = 1 seçilirse, tan¬mlam¬̧s oldu¼gumuz u sabit parametre e¼grileri Chen ve Dillen

taraf¬ndan tan¬mlanan co-centrode e¼grilerine kaŗs¬l¬k gelir.
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Teorem 3.18 � (s) =
R
N1 (s) ds e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda herhangi orto-

normal çat¬elemanlar¬fN1; N2; N3; k1; k3g ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. E¼ger

� (s) e¼grisi rekti�yan e¼gri ise, � (s; u) = � (s) + ueD(s) yüzeyinin parametre e¼grileri
geodeziktir. Burada eD(s) = �

k3
k1

�
(s)N1(s) + N3(s) modi�ye Darboux e¼grisi ve

u 6= �1
a
d¬r.

·Ispat. � (s) e¼grisi � (s; u) = � (s)+ueD(s) yüzeyinin her zaman geodezi¼gidir. Ancak
yüzeyin parametre e¼grileri � (s) e¼grisinin rekti�yan e¼gri olmas¬durumunda geodezik-

tir. Yüzeyin normal vektörü aşa¼g¬daki gibidir.

�s =

 
1 + u

�
k3
k1

�0!
N1 ve �u =

�
k3
k1

�
N1 +N3

N� = �
 
1 + u

�
k3
k1

�0!
N2

Kabul edelim ki � (s) =
R
N1 (s) ds e¼grisi birim h¬zl¬ rekti�yan bir e¼gri olsun.

� (s; u) =
R
N1 (s) ds + u

��
k3
k1

�
(s)N1 (s) +N3 (s)

�
yüzeyinin u sabit parametre

e¼grilerini gözönüne alal¬m.

� (s) =

Z
N1 (s) ds+ u

��
k3
k1

�
(s)N1 (s) +N3 (s)

�
(3.55)

e¼grisi için a ve b herhangi sabitler olmak üzere her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa,

d�

ds
=

d�

ds

ds

ds
= aN1

ds

ds
d2�

ds2
=

d2�

ds2
ds2

ds2
= bk1N2

olur. Dolay¬s¬yla yüzeyin u sabit parametre e¼grileri geodeziktir.

Benzer şekilde, � (s; u) =
R
N1 (s) ds + u

��
k3
k1

�
(s)N1 (s) +N3 (s)

�
yüzeyinin s

sabit parametre e¼grileri incelenecek olursa,

� (s) =

Z
N1 (s) ds+ u

��
k3
k1

�
N1 +N3

�
d2�

du2
= 0
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elde edilir. Böylece yüzeyin s sabit parametre e¼grileri de geodeziktir. O halde, e¼ger

� e¼grisi rekti�yan ise � (s; u) yüzeyinin parametre e¼grileri geodeziktir.

Sonuç 3.16 � (s) =
R
T (s) ds e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fT;N;B;�; �g

Serret-Frenet çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. E¼ger � (s) e¼grisi

rekti�yan ise, � (s; u) = � (s)+ueD(s) yüzeyinin parametre e¼grileri geodeziktir. Bu-
rada eD(s) = ��

�

�
(s)T (s) +B(s) modi�ye Darboux vektör ve u 6= �1

a
d¬r.

3.4 Lorentz-Minkowski Uzay¬nda Rekti�yan Salkowski E¼grileri

Bu k¬s¬mda 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda fT;N;B;�; �g Serret-Frenet

çat¬ elemanlar¬na göre e¼grili¼gi sabit olan ve torsiyonu lineer fonksiyon olan uzay

e¼grilerini inceleyece¼giz. Burada amaç e¼grilik fonksiyonu sabit olarak verildi¼ginde,

torsiyon ve e¼grilik oran¬lineer olan bu uzay e¼grisinin aç¬k bir formülünü bulmakt¬r.

Başka bir deyi̧sle 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda e¼grili¼gi sabit olan rekti-

�yan e¼grilerin denklemini elde etmektir. Bunu elde edebilmek için üçüncü dereceden

polinom katsay¬l¬diferensiyel denklemin seri çözümleri kullan¬lm¬̧st¬r.

Teorem 3.19 � : I � R ! E31 e¼grisi 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda

fT;N;B;�; �g Serret-Frenet çat¬elemanlar¬ile tan¬ml¬birim h¬zl¬null olmayan bir

e¼gri olsun. Sabit � > 0 e¼grilikli ve � = �s torsiyona sahip birim h¬zl¬� (s) e¼grisinin

ifadesi aşa¼g¬daki gibidir.

� (t) = (f1(t)�
"1"3
2
f3(t);�"1"3f2(t) + 1;�

"2"3
2�
f3(t))

Burada,

f1(t) =
t2

2
� "2"3
240�2

t6 +
"1"2

13440�2
t8 +

�
1

34560�4
� "2"3
1209600�2

�
t10 + :::

f2(t) =
t3

3
� "1"3
120

t5 +

�
1

5040
� "2"3
630�2

�
t7 +

�
� "1"3
362880

+
"1"2

11340�2

�
t9 + :::

f3(t) =
t4

12
� "1"3
360

t6 +

�
� "2"3
1344�2

+
1

20160

�
t8 +

� "1"2
36288�2

� "1"3
1814400

�
t10 + :::
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şeklindedir.

·Ispat. Kabul edelim ki � (s) =
��T 0
(s)
�� > 0 sabit ve harmonik e¼grilik fonksiyonu

H =
�

�
= s s¬f¬rdan farkl¬ lineer olsun. � e¼grisini t parametresine göre yeniden

parametrelendirmek için aşa¼g¬da tan¬mlanan dönüşümü uygulayal¬m.

t(s) =

Z s

0

�ds = �s (3.56)

Serret-Frenet formülleri bu yeni parametreye göre yeniden elde edilirse,

dT

dt
=

dT

ds

ds

dt
= �N

1

�
= N

dN

dt
=

dN

ds

ds

dt
= �"1"3T � "2"3

t

�
B (3.57)

dB

dt
=

dB

ds

ds

dt
=
t

�
N

olur. N nin ikinci ve üçüncü türevleri al¬n¬rsa,

d2N

dt2
= �"1"3

dT

dt
� "2"3

1

�
B � "2"3

t

�

dB

dt

= �"1"3N � "2"3
1

�
B � "2"3

t2

�2
N

ve

d3N

dt3
= �"1"3

dN

dt
� "2"3

1

�

dB

dt
� "2"3

2t

�2
N � "2"3

t2

�2
dN

dt

= �"1"3
dN

dt
� "2"3

t

�2
N � "2"3

2t

�2
N � "2"3

t2

�2
dN

dt

= �
�
"1"3 + "2"3

t2

�2

�
dN

dt
� "2"3

3t

�2
N

olur ki son eşitlikte gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa, N = N(t) ye ba¼gl¬3. dereceden

diferensiyel denklem aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

d3N

dt3
+

�
"1"3 + "2"3

t2

�2

�
dN

dt
+ "2"3

3t

�2
N = 0 (3.58)

t = 0 noktas¬bu lineer diferensiyel denklem için adi nokta oldu¼gundan bu komşu-

lukta diferensiyel denklemin seri çözümümevcuttur. Böylece diferensiyel denklemde,

N =
1X
n=0

ant
n (3.59)
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yazarak an katsay¬lar¬n¬elde edelim.

1X
n=3

n(n�1)(n�2)antn�3+("1"3+"2"3
t2

�2
)

1X
n=1

nant
n�1+"2"3

3t

�2

1X
n=0

ant
n = 0 (3.60)

Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

1P
n=0

(n+ 3) (n+ 2)(n+ 1)an+3t
n +

1P
n=0

"1"3(n+ 1)an+1t
n

+
1P
n=2

"2"3
1

�2
(n� 1) an�1tn +

1P
n=1

"2"3
3

�2
an�1t

n = 0

elde edilir. n = 0 ve n = 1 de¼gerlerini kullan¬p denklemi yeniden düzenleyelim.

("1"3a1 + 6a3) +

�
3"2"3
�2

a0 + 2"1"3a2 + 24a4

�
t

+
1P
n=2

0@ (n+ 3) (n+ 2) (n+ 1) an+3 + "1"3 (n+ 1) an+1

+
"2"3
�2

(n� 1) an�1 +
3"2"3
�2

an�1

1A tn = 0
Buradan kolayca,

a3 = �
"1"3
6
a1 ve a4 = �

"1"3
12
a2 �

"2"3
8�2

a0

oldu¼gu görülebilir. n = 2 için,

60a5 + 3"1"3a3 +
4"2"3
�2

a1 = 0

olup bu denklemde gerekli düzenlemeler yap¬l¬nca a5 katsay¬s¬,

a5 =

�
1

120
� "2"3
15�2

�
a1

olarak elde edilir. n = 3 için,

120a6 + 4"1"3a4 +
5"2"3
�2

a2 = 0

denkleminde gerekli düzenlemeler yap¬l¬nca a6 katsay¬s¬,

a6 =

�
� "2"3
24�2

+
1

360

�
a2 +

"1"2
240�2

a0
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şeklindedir. Bu şekilde i̧slemlere devam edilirse,

N(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + a3t

3 + a4t
4 + :::

seri çözümü için katsay¬lar belirlenebilir.

N(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + (�"1"3

6
a1)t

3 +
�
�"1"3
12
a2 �

"2"3
8�2

a0

�
t4

+

�
1

120
� "2"3
15�2

�
a1t

5 +

��
1

360
� "2"3
24�2

�
a2 +

"1"2
240�2

a0

�
t6 + :::

Katsay¬lara göre düzenlenecek olursa,

N(t) = a0

�
1� "2"3

8�2
t4 +

"1"2
240�2

t6 +

�
1

384�4
� "2"3
13440�2

�
t8 + :::

�
+a1

�
t� "1"3

6
t3 +

�
1

120
� "2"3
15�2

�
t5 +

�
� "1"3
5040

+
2"1"2
315�2

�
t7 + :::

�
+a2

�
t2 � "1"3

12
t4 +

�
� "2"3
24�2

+
1

360

�
t6 +

�
5"1"2
2016�2

� "1"3
20160

�
t8 + :::

�
şeklinde elde edilir.

Buradan T yi bulmak için
R
N de¼geri hesaplanmal¬d¬r. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa T

te¼get vektörü aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

T (t) = a0

�
t� "2"3

40�2
t5 +

"1"2
1680�2

t7 +

�
1

3456�4
� "2"3
120960�2

�
t9 + :::

�
+a1

�
t2

2
� "1"3
24
t4 +

�
1

720
� "2"3
90�2

�
t6 +

�
� "1"3
40320

+
"1"2
1260�2

�
t8 + :::

�
+a2

�
t3

3
� "1"3
60
t5 +

�
� "2"3
168�2

+
1

2520

�
t7 +

�
5"1"2
18144�2

� "1"3
181440

�
t9 + :::

�
+b

Burada a0; a1; a2 ve b sabit vektörlerdir.

�
0
(t) = T oldu¼gundan � e¼grisinin denklemini bulmak için T vektörü bir kez daha

integre edilirse �(t) e¼grisi,

�(t) = a0

�
t2

2
� "2"3
240�2

t6 +
"1"2

13440�2
t8 +

�
1

34560�4
� "2"3
1209600�2

�
t10 + :::

�
+a1

�
t3

3
� "1"3
120

t5 +

�
1

5040
� "2"3
630�2

�
t7 +

�
� "1"3
362880

+
"1"2

11340�2

�
t9 + :::

�
+a2

�
t4

12
� "1"3
360

t6 +

�
� "2"3
1344�2

+
1

20160

�
t8 +

� "1"2
36288�2

� "1"3
1814400

�
t10 + :::

�
+bt+ c
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şeklindedir. Burada a0; a1; a2; b ve c sabit vektörlerdir.

Dolay¬s¬yla, 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda, e¼grilik fonksiyonu sabit olan

ve torsiyon-e¼grilik oran¬lineer fonksiyon olan bir uzay e¼grisinin denklemi elde edilmi̧s

olur.

Başlang¬ç De¼gerleriyle E¼grinin ·Incelenmesi

Bu k¬s¬mda a0; a1; a2; b ve c bilinmeyen sabit vektörleri belirlenerek � (t) e¼grisi tam

olarak elde edilebilir. Kabul edelim ki � (0) = c = (0; 0; 0) ve T (0) = b = (0; 1; 0)

olsun. Yani c = 0 ve b = j olsun. Ayr¬ca dikkat edilecek olunursa N(0) = a0 d¬r.

8t eleman¬için T ve N vektörleri birbirine dik oldu¼gundan N(0) = a0, b = (0; 1; 0)

vektörüne dik birim vektör olaca¼g¬ndan a0 = i = (1; 0; 0) olsun.

N
0
(0) = a1 oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Buna ek olarak (3:57) denklemindeki türev

formüllerinden,

N 0(t) = �"1"3T (t)� "2"3
t

�
B(t)

türevi t = 0 için,

N 0(0) = �"1"3T (0)

olaca¼g¬ndan,

a1 = �"1"3j

şeklinde elde edilir.

N(t) nin ikinci türevinde t = 0 de¼geri kullan¬l¬rsa,

N
00
(0) = 2a2 (3.61)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca yine (3:57) türev formülünden,

N
00
(t) = �"1"3N(t)� "2"3

1

�
B(t)� "2"3

t2

�2
N(t)
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olup t = 0 için,

N
00
(0) = �"1"3N(0)� "2"3

1

�
B(0) (3.62)

şeklindedir. Burada B(0) = T (0)�N(0) = j � i = k eşitli¼gi de (3:62) denkleminde

kullan¬l¬rsa,

N
00
(0) = �"1"3i� "2"3

1

�
k (3.63)

elde edilir. (3:61) ve (3:63) denklemleri birlikte düşünülürse,

2a2 =

�
�"1"3; 0;�"2"3

1

�

�
olur. Böylece katsay¬vektörleri,

a0 = (1; 0; 0); a1 = (0;�"1"3; 0); a2 = (�
"1"3
2
; 0;�"2"3

2�
); b = (0; 1; 0); c = (0; 0; 0)

(3.64)

şeklinde elde edilir.

Örnek 3.5 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda � (t) e¼grisi timelike bir e¼gri

olsun. Ayr¬ca başlang¬ç şartlar¬T (0) = b = (0; 0; 1) = k ve c = (0; 0; 0) olsun.

Böylece "1 = �1; "2 = 1 ve "3 = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. N(0) = a0 de¼geri T (0) a dik

olaca¼g¬ndan N(0) = a0 = (1; 0; 0) = i olsun. Önceki k¬s¬mda yapt¬¼g¬m¬z i̧slemlere

benzer i̧slemler yap¬l¬rsa, N
0
(0) = a1 = �"1"3T (0) oldu¼gundan a1 = (0; 0; 1) = k

olur. Son olarak N
00
(0) = 2a2 = �"1"3N(0)� "2"3

1

�
B(0) ve B(0) = T (0)�N(0) =

(0; 1; 0) = j oldu¼gu kullan¬l¬rsa a2 =
�
1

2
;� 1

2�
; 0

�
olarak bulunur. Böylece bütün

katsay¬vektörleri aşa¼g¬daki gibi elde edilmi̧s olur.

a0 = (1; 0; 0); a1 = (0; 0; 1); a2 = (
1

2
;� 1

2�
; 0); b = (0; 0; 1); c = (0; 0; 0)

Bu katsay¬vektörleriyle � (t) e¼grisi,

� (t) = (
t2

2
� t6

240�2
� t8

13440�2
+

�
1

34560�4
� 1

1209600�2

�
t10 + ::

t4

24
+
t6

720
+

�
� 1

2688�2
+

1

40320

�
t8 +

�
� 1

72576�2
+

1

3628800

�
t10 + ::;

� t4

24�
+

t6

720�
+

�
1

2688�3
� 1

40320�

�
t8 +

�
1

72576�3
� 1

3628800�

�
t10 + ::;

t3

3
+
t5

120
+

�
1

5040
� 1

630�2

�
t7 +

�
1

362880
� 1

11340�2

�
t9 + t+ ::)
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şeklinde bulunur. � (t) e¼grisi sabit � > 0 e¼grilikli oldu¼gundan � = 1 olarak seçip

e¼griyi Mathematica yard¬m¬yla Şekil 3.11�deki gibi çizdirelim.

Şekil 3.11 �(t) timelike rekti�yan Salkowski e¼grisi

Örnek 3.6 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda 
 (t) e¼grisi spacelike bir e¼gri

olsun. Ayr¬ca başlang¬ç şartlar¬T (0) = b = (1; 0; 0) = i ve c = (0; 0; 0) olsun.

Böylece "1 = 1; "2 = �1 ve "3 = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. N(0) = a0 de¼geri T (0) a dik

olaca¼g¬ndan N(0) = a0 = (0; 0; 1) = k olsun. Benzer i̧slemler yap¬l¬rsa, N
0
(0) =

a1 = (�"1"3; 0; 0) olur. Son olarak N
00
(0) = 2a2 = �"1"3N(0) � "2"3

1

�
B(0) ve

B(0) = �j oldu¼gu kullan¬l¬rsa a2 =
�
0; "2"3

1

2�
;�"1"3

1

2

�
olarak bulunur. Böylece

bütün katsay¬vektörleri aşa¼g¬daki gibi elde edilmi̧s olur.

a0 = (0; 0; 1); a1 = (�1; 0; 0); a2 = (0;�
1

2�
;�1
2
); b = (1; 0; 0); c = (0; 0; 0):

Bu katsay¬vektörleriyle 
 (t) e¼grisi,


 (t) = (�t
3

3
+
t5

120
�
�

1

5040
+

1

630�2

�
t7 +

�
1

362880
+

1

11340�2

�
t9 + t+ ::;

� t
4

24
+
t6

720
�
�

1

2688�2
+

1

40320

�
t8 +

�
� 1

72576�2
+

1

3628800

�
t10 + ::;

t2

2
+

t6

240�2
� t8

13440�2
+

�
1

34560�4
+

1

1209600�2

�
t10 + ::

� t4

24�
+

t6

720�
�
�

1

2688�3
+

1

40320�

�
t8 +

�
1

72576�3
� 1

3628800�

�
t10 + ::)

şeklinde bulunur. 
 (t) e¼grisi sabit � > 0 e¼grilikli oldu¼gundan � = 1 olarak seçip

e¼griyi Mathematica yard¬m¬yla Şekil 3.12�deki gibi çizdirelim.
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Şekil 3.12 
(t) spacelike rekti�yan Salkowski e¼grisi
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4. YÜKSEK BOYUTLU ÖKL·ID UZAYINDA REKT·IF·IYAN E¼GR·I-

LER VE FOKAL E¼GR·ILER

Bu bölümde öncelikle, harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬kullan¬larak n�boyutlu Öklid

uzay¬nda rekti�yan e¼grilerin yeni bir karakterizasyonu verilecektir. Daha sonra ise

rekti�yan e¼griler ile fokal e¼griler aras¬ndaki ili̧ski ele al¬nacakt¬r. Herhangi bir uzay

e¼grisinin fokal e¼grisinin, rekti�yan olmas¬için gerek ve yeter koşul ifade edilmi̧stir.

Son olarak da bu koşulu sa¼glayan e¼gri örne¼gi araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

� : I � R ! En e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬bir e¼gri olmak üzere

Serret-Frenet çat¬s¬fT;N;B1; B2; :::; Bn�2g şeklinde olsun. Serret-Frenet çat¬s¬n¬n

türev de¼gi̧simi aşa¼g¬daki gibidir.

26666666666666664

T
0

N 0

B01
...

B0n�4

B0n�3

B0n�2

37777777777777775
=

26666666666666664

0 k1 0 � � � 0 0 0

�k1 0 k2 � � � 0 0 0

0 �k2 0 � � � 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 � � � 0 kn�2 0

0 0 0 � � � �kn�2 0 kn�1

0 0 0 � � � 0 �kn�1 0

37777777777777775

26666666666666664

T

N

B1
...

Bn�4

Bn�3

Bn�2

37777777777777775
(4.1)

burada ki (i = 1; 2; :::; n � 1), e¼grinin i�yinci e¼grilik fonksiyonu olup bütün ki
fonksiyonlar¬pozitiftir.

Tan¬m 4.1 Bir � : I � R ! En e¼grisi için, bütün s 2 I noktalar¬nda N(s)

vektörünün ortogonal bileşenleri sabit nokta içeriyorsa � e¼grisi rekti�yand¬r denir

(Cambie vd. 2016).

Tan¬m 4.2 � : I � R ! En e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼gri-

likli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. � e¼grisinin harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬,
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Hi(s) =

8>>>>><>>>>>:
0 ; i = 0

k1(s)

k2(s)
; i = 1

1

ki+1(s)

�
H 0
i�1(s) +Hi�2(s)ki(s)

	
; i = 2; 3; :::; n� 2

şeklinde tan¬ml¬d¬r (Özdamar ve Hac¬saliho¼glu 1975).

Tan¬m 4.3 Bir � : I � R ! En e¼grisinin oskülatör hiperkürelerinin merkezleri �

e¼grisinin C�(s) fokal e¼grisini oluşturur. n�boyutlu Öklid uzay¬nda � e¼grisinin fokal

e¼grisi,

C� = �(s) + c1(s)N(s) + c2(s)B1(s) + c3(s)B2(s) + :::+ cn�1(s)Bn�2(s) (4.2)

şeklinde ifade edilir. Burada c1; c2; :::; cn�1 fonksiyonlar¬� n¬n parametresinde sürekli

fonksiyonlard¬r ve ci (i = 1; 2; :::; n�1); i�yinci fokal e¼grilik fonksiyonu şeklinde ad-

land¬r¬l¬r. Bunlardan birinci fokal e¼grilik olan c1(s) =
1

k1(s)
s¬f¬r olamaz ve genel

olarak şu şekilde tan¬ml¬d¬r (Uribe-Vargas 2005).

ci(s) =

8>>>><>>>>:
0 ; i = 0
1

k1(s)
; i = 1

1

ki(s)

�
c0i�1(s) + ci�2(s)ki�1(s)

	
; i = 2; 3; :::; n� 1

(4.3)

Teorem 4.1 � : I � R ! En e¼grisi fT;N;B1; :::; Bn�2g çat¬s¬nda birim h¬zl¬

bir e¼gri, C� ise
�
�T ; �N; �B1; :::; �Bn�2

	
çat¬s¬yla � e¼grisinin fokal e¼grisi olsun. ki;

i 2 f1; 2; :::; n� 1g � e¼grisinin i�yinci e¼grilik fonksiyonu ve ci; i 2 f1; 2; :::; n� 1g

de i�yinci fokal e¼grilik fonksiyonu olsun. Bu durumda � e¼grisinin ve onun fokal

e¼grisinin Serret-Frenet çat¬s¬aras¬nda aşa¼g¬daki ili̧ski mevcuttur (Uribe-Vargas 2005).

�T = Bn�2; �N = Bn�3; �B1 = Bn�4; :::; �Bn�3 = N; �Bn�2 = T (4.4)
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4.1 Harmonik E¼grilik Fonksiyonlar¬ile Rekti�yan E¼griler

Bu kesimde n�boyutlu Öklid uzay¬nda harmonik e¼grilik fonksiyolar¬ kullan¬larak

rekti�yan e¼gri karakterizasyonuna yeni bir yaklaş¬m yap¬lm¬̧st¬r.

n�boyutlu Öklid uzay¬nda yay parametresiyle parametrelendirilmi̧s rekti�yan e¼gri,

� (s) = �(s)T (s) + �1(s)B1(s) + :::+ �n�2(s)Bn�2(s) (4.5)

şeklindedir. Burada �; �1; :::; �n�2 reel fonksiyonlard¬r. � e¼grisinin türevi al¬n¬rsa,

�0 (s) = �
0
(s)T (s) + �(s)k1(s)N(s) + �

0

1(s)B1(s)

+�1(s)(�k2(s)N(s) + k3(s)B2(s)) + ::: (4.6)

+�0n�2(s)Bn�2(s) + �n�2(s)(�kn�1(s)Bn�3(s))

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬nca,

T (s) = �
0
(s)T (s) + (�(s)k1(s)� �1(s)k2(s))N(s)

+(�01(s)� �2(s)k3(s))B1(s)

+(�1(s)k3(s) + �
0

2(s)� �3(s)k4(s))B2(s)

+(�2(s)k4(s) + �
0

3(s)� �4(s)k5(s))B3(s) + :::

+(�0n�2(s) + �n�3(s)kn�1(s))Bn�2(s)

olur. Kaŗs¬l¬kl¬eşitliklerden aşa¼g¬daki denklemler elde edilir (Cambie vd. 2016).

i) �
0
(s) = 1

ii) �(s)k1(s)� �1(s)k2(s) = 0

iii) �01(s)� �2(s)k3(s) = 0

iv) �i�1(s)ki+1(s) + �
0
i(s)� �i+1(s)ki+2(s) = 0; i 2 f2; 3; :::; n� 3g

v) �0n�2(s) + �n�3(s)kn�1(s) = 0

Bundan sonra harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬kullan¬larak, yukar¬daki beş denklem

yard¬m¬yla � ve �i fonksiyonlar¬belirlenmeye çal¬̧s¬lacakt¬r.
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Tan¬m 4.4 � : I � R ! En e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼gri-

likli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. � e¼grisinin harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬,

Hi(s) =

8>>>>><>>>>>:
0 ; i = 0

�(s)
k1(s)

k2(s)
; i = 1

1

ki+1(s)

�
H 0
i�1(s) +Hi�2(s)ki(s)

	
; i = 2; 3; :::; n� 2

(4.7)

şeklinde tan¬mlanabilir.

Bu durumunda (4:7) numaral¬denklemde tan¬mlanan harmonik e¼grilik fonksiyon-

lar¬na göre, � ve �i fonksiyonlar¬aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

i) �(s) = s+ c

ii) �1(s) = �(s)
k1(s)

k2(s)
= H1(s)

iii) �2(s) =
�01(s)

k3(s)
=

1

k3(s)
H 0
1(s) = H2(s)

iv) �i(s) =
1

ki+1(s)

�
�0i�1(s) + �i�2(s)ki(s)

	
�i(s) =

1

ki+1(s)

�
H 0
i�1(s) +Hi�2(s)ki(s)

	
= Hi(s)

Teorem 4.2 � : I � R ! En e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬

e¼grilikli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. � rekti�yand¬r ancak ve ancak,

H 0
n�2(s) +Hn�3(s)kn�1(s) = 0 (4.8)

eşitli¼gi mevcuttur. Burada Hi; i 2 f1; 2; :::; n� 2g harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki � e¼grisi rekti�yan olsun. Bu durumda (i-iv) denklemleri

sa¼glan¬r. Bu eşitlikler (v) denkleminde kullan¬l¬rsa (4:8) denklemi sa¼glan¬r.

Tersine kabul edelim ki,

H 0
n�2(s) +Hn�3(s)kn�1(s) = 0
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eşitli¼gi mevcut olsun. �; �1; :::; �n�2 reel fonksiyonlar olmak üzere,

�(s) = � (s)� �(s)T (s)� �1(s)B1(s)� :::� �n�2(s)Bn�2(s)

e¼grisini tan¬mlayal¬m. (i-v) denklemleri kullan¬l¬rsa �0(s) = 0 oldu¼gu kolayca görülebi-

lir. Bu ise � e¼grisinin rekti�yan olmas¬demektir.

Sonuç 4.1 � : I � R! En e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼grilikli

birim h¬zl¬ rekti�yan bir e¼gri olsun. Hi; i 2 f1; 2; :::; n� 2g diferensiyellenebilir

harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬olmak üzere � e¼grisinin yer vektörü,

� (s) = (s+ c)T (s) +H1(s)B1(s) + :::+Hn�2(s)Bn�2(s) (4.9)

şeklinde ifade edilebilir.

Şimdi (Cambie vd. 2016) çal¬̧smas¬nda yer alan Teorem 4.1 ve yukar¬da ispatlam¬̧s

oldu¼gumuz Teorem 4.2 aras¬ndaki ili̧skiyi ele alal¬m.

Teorem 4.3 � : I � R ! En e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬

e¼grilikli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

1. � e¼grisi rekti�yand¬r.

2. H 0
n�2(s) +Hn�3(s)kn�1(s) = 0:

3. kn�1(s)
n�4X
m=0

�n�3;m(s)
@m

@sm
(
k1(s)

k2(s)
) +

n�3X
m=0

(�n�2;m(s)
@m

@sm
(
k1(s)

k2(s)
))0 = 0:

(Şenol vd. 2013) çal¬̧smas¬ndaki yazarlar harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬yard¬m¬yla

n�boyutlu Öklid uzay¬nda helisler için yeni bir yaklaş¬m öne sürmüşlerdir. Şimdiki

teoremde ise buna benzer bir düşünceyle rekti�yan e¼griler için bir karakterizasyon

verilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.
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Teorem 4.4 � : I � R! En e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼gri-

likli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Hn�2(s) 6= 0 olmak üzere,
n�2X
i=1

H2
i (s) toplam¬s¬f¬rdan

farkl¬sabittir ancak ve ancak � rekti�yan e¼gridir.

·Ispat. H2
1 (s) + H

2
2 (s) + ::: + H

2
n�2(s) toplam¬ s¬f¬rdan farkl¬ sabit olsun. (4:7)

denkleminden biliniyor ki,

ki+1(s)Hi(s) = H
0
i�1(s) + ki(s)Hi�2(s); 3 � i � n� 2 (4.10)

şeklinde bir eşitlik mevcuttur. (4:10) denkleminde i gördü¼gümüz yere i+1 yazarsak,

H 0
i(s) = ki+2(s)Hi+1(s)� ki+1(s)Hi�1(s); 2 � i � n� 3 (4.11)

elde edilir. i = 1 için,

H 0
1(s) = k3(s)H2(s) (4.12)

olur. Ayr¬ca hipotezden H2
1 + H

2
2 + ::: + H

2
n�2 toplam¬n¬n sabit oldu¼gu biliniyor.

·Ifadenin her iki taraf¬n¬n türevi al¬n¬rsa,

H1(s)H
0
1(s) +H2(s)H

0
2(s) + :::+Hn�2(s)H

0
n�2(s) = 0

oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir ve aşa¼g¬daki ifade yaz¬labilir.

Hn�2(s)H
0
n�2(s) = �H1(s)H 0

1(s)�H2(s)H 0
2(s)� :::�Hn�3(s)H 0

n�3(s) (4.13)

(4:11) ve (4:12) denklemlerinin her iki taraf¬s¬ras¬yla Hi(s) ve H1(s) ile çarp¬l¬rsa,

Hi(s)H
0
i(s) = ki+2(s)Hi(s)Hi+1(s)� ki+1(s)Hi�1(s)Hi(s) (4.14)

ve

H1(s)H
0
1(s) = k3(s)H1(s)H2(s) (4.15)

elde edilir. Böylece (4:13) ; (4:14) ve (4:15) eşitliklerinden kolayl¬kla aşa¼g¬daki denk-

lem elde edilir.

Hn�2(s)H
0
n�2(s) = �kn�1(s)Hn�3(s)Hn�2(s):

Hn�2(s) 6= 0 oldu¼gundan eşitli¼gin her iki taraf¬Hn�2(s) ifadesine bölünürse,

H 0
n�2(s) + kn�1(s)Hn�3(s) = 0
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elde edilir. Böylece Teorem 4.2 den kolayl¬kla � e¼grisinin rekti�yan oldu¼gu söylenebilir.

Tersine kabul edelim ki � e¼grisi rekti�yan olsun. Teorem 4.2 den,

H 0
n�2(s) +Hn�3(s)kn�1(s) = 0

eşitli¼gi mevcuttur. Ayr¬ca Hn�2 6= 0 oldu¼gundan,

Hn�2(s)H
0
n�2(s) = �kn�1(s)Hn�2(s)Hn�3(s)

yaz¬labilir. Bunun yan¬s¬ra (4:14) ve (4:15) denklemlerinden,

H1(s)H
0
1(s) = k3(s)H1(s)H2(s)

ve

i = n� 3 için; Hn�3H 0
n�3 = kn�1Hn�3Hn�2 � kn�2Hn�4Hn�3;

i = n� 4 için; Hn�4H 0
n�4 = kn�2Hn�4Hn�3 � kn�3Hn�5Hn�4;

i = n� 5 için; Hn�5H 0
n�5 = kn�3Hn�5Hn�4 � kn�4Hn�6Hn�5;

...

i = 2 için; H2H 0
2 = k4H2H3 � k3H1H2:

olur. Bu ifadeler taraf tarafa toplan¬rsa,

H1(s)H
0
1(s) +H2(s)H

0
2(s) + :::Hn�3(s)H

0
n�3(s) +Hn�2(s)H

0
n�2(s) = 0 (4.16)

elde edilir. (4:16) denklemi integre edilir ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

H2
1 (s) +H

2
2 (s) + :::+H

2
n�2(s)

denkleminin s¬f¬rdan farkl¬sabit oldu¼gu kolayca görülür. Bu da ispat¬tamamlar.

n = 3 için Özel Durum

Bu alt kesimde 3�boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yan e¼griler karakterize edilecektir.

� : I � R ! E3 e¼grisi fT;N;B;�; �g çat¬s¬na göre birim h¬zl¬rekti�yan bir e¼gri

olsun. � ve � diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere � e¼grisinin yer vektörü,

� (s) = �(s)T (s) + �(s)B(s) (4.17)
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şeklindedir. Yer vektörünün türevi al¬n¬rsa,

�0 (s) = �
0
(s)T (s) + �(s)k1(s)N(s) + �

0
(s)B(s) + �(s)(�k2(s)N(s))

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

T (s) = �
0
(s)T (s) + (�(s)k1(s)� �(s)k2(s))N(s) + �0(s)B(s) (4.18)

elde edilir. (4:18) denklemindeki eşitliklerden,

i) �
0
(s) = 1

ii) �(s)k1(s)� �(s)k2(s) = 0

iii) �0(s) = 0

ifadeleri mevcuttur. Burada � ve � fonksiyonlar¬, harmonik e¼grilik fonksiyonlar¬n¬

kullanarak yeniden aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

i) �(s) = s+ c

ii) �(s) = �(s)
k1(s)

k2(s)
= H1(s)

Teorem 4.5 � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬

e¼grilikli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. � rekti�yand¬r ancak ve ancak,

H 0
1(s) = 0 (4.19)

eşitli¼gi mevcuttur. Burada H1; 1�inci harmonik e¼grilik fonksiyonudur.

·Ispat. � e¼grisi rekti�yan ise bu durumda (i-ii) denklemleri sa¼glan¬r. Bu eşitlikler

(iii) denkleminde kullan¬l¬rsa (4:19) denklemi sa¼glan¬r.

Tersine kabul edelim ki H 0
1(s) = 0 eşitli¼gi mevcut olsun. �; � reel fonksiyonlar olmak

üzere,

�(s) = � (s)� �(s)T (s)� �(s)B(s)
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e¼grisini tan¬mlayal¬m. (i-iii) denklemleri kullan¬l¬rsa, �0(s) = 0 oldu¼gu kolayca

görülür. Bu ise � e¼grisinin rekti�yan olmas¬demektir.

Sonuç 4.2 � : I � R! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼grilikli

birim h¬zl¬rekti�yan bir e¼gri olsun. � e¼grisinin yer vektörü,

� (s) = (s+ c)T (s) +H1(s)B(s) (4.20)

şeklinde ifade edilebilir. Burada H1; 1�inci harmonik e¼grilik fonksiyonudur.

Teorem 4.6 � : I � R ! E3 e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼gri-

likli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

1. � e¼grisi rekti�yand¬r.

2. H 0
1(s) = 0:

3.
�
k2
k1

�
(s) = as+ b; a; b 2 R.

4.
�
�1;0(s)

�
k1
k2

�
(s)

�0
= 0.

n = 4 için Özel Durum

Bu alt kesimde 4�boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yan e¼griler karakterize edilecektir.

� : I � R ! E4 e¼grisi fT;N;B1; B2; k1; k2; k3g çat¬s¬na göre birim h¬zl¬rekti�yan

bir e¼gri olsun. �, �1 ve �2 diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak üzere � e¼grisinin

yer vektörü,

� (s) = �(s)T (s) + �1(s)B1(s) + �2(s)B2(s)

şeklindedir. Yer vektörünün türevi al¬n¬rsa,

�0 (s) = �
0
(s)T (s) + �(s)k1(s)N(s) + �

0

1(s)B1(s)

+�1(s)(�k2(s)N(s) + k3(s)B2(s))

+�
0

2(s)B2(s) + �2(s)(�k3(s)B1(s))
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elde edilir ve gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

T (s) = �
0
(s)T (s) + (�(s)k1(s)� �1(s)k2(s))N(s) (4.21)

+(�01(s)� �2(s)k3(s))B1(s) + (�1(s)k3(s) + �02(s))B2(s)

elde edilir. (4:21) denklemindeki eşitliklerden,

i) �
0
(s) = 1

ii) �(s)k1(s)� �1(s)k2(s) = 0

iii) �01(s)� �2(s)k3(s)

iv) �1(s)k3(s) + �
0
2(s) = 0

ifadeleri mevcuttur. Burada �, �1 ve �2 fonksiyonlar¬, harmonik e¼grilik fonksiyon-

lar¬n¬kullanarak yeniden aşa¼g¬daki gibi elde edilir.

i) �(s) = s+ c

ii) �1(s) = �(s)
k1(s)

k2(s)
= H1(s)

iii) �2(s) =
�01(s)

k3(s)
=

1

k3(s)
H 0
1(s) = H2(s)

Teorem 4.7 � : I � R ! E4 e¼grisi 4�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬

e¼grilikli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. � rekti�yand¬r ancak ve ancak,

H 0
2(s) +H1(s)k3(s) = 0 (4.22)

eşitli¼gi mevcuttur.

·Ispat. � e¼grisi rekti�yan ise bu durumda (i-iii) denklemleri sa¼glan¬r. Bu eşitlikler

(iv) denkleminde kullan¬l¬rsa (4:22) denklemi sa¼glan¬r.

Tersine kabul edelim ki H 0
2(s) + H1(s)k3(s) = 0 eşitli¼gi mevcut olsun. �; �1 ve �2

reel fonksiyonlar olmak üzere,

�(s) = � (s)� �(s)T (s)� �1(s)B1(s)� �2(s)B2(s)
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e¼grisini tan¬mlayal¬m. (i-iv) denklemleri kullan¬l¬rsa, �0(s) = 0 oldu¼gu kolayca

görülür. Bu ise � e¼grisinin rekti�yan olmas¬demektir.

Sonuç 4.3 � : I � R! E4 e¼grisi 4�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼grilikli

birim h¬zl¬rekti�yan bir e¼gri olsun. � e¼grisinin yer vektörü,

� (s) = (s+ c)T (s) +H1(s)B1(s) +H2(s)B2(s) (4.23)

şeklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.8 � : I � R ! E4 e¼grisi 4�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼gri-

likli birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

1. � e¼grisi rekti�yand¬r.

2. H 0
2(s) +H1(s)k3(s) = 0:

3. �1;0(s)
�
k1k3
k2

�
(s) +

�
�2;0(s)

�
k1
k2

�
(s) + �2;1(s)

�
k1
k2

�0
(s)

�0
= 0:

Sonuç 4.4 � : I � R! E4 e¼grisi 4�boyutlu Öklid uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬e¼grilikli

birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. H2(s) 6= 0 olmak üzere H2
1 (s) + H

2
2 (s) toplam¬s¬f¬rdan

farkl¬sabittir ancak ve ancak � e¼grisi rekti�yand¬r.

4.2 Fokal E¼griler ve Rekti�yan E¼griler

Bu kesimde n�boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yan e¼griler ve fokal e¼griler aras¬ndaki

ili̧ski kurulmaya çal¬̧s¬lacakt¬r. Herhangi bir e¼grinin fokal e¼grisinin nezaman rekti-

�yan oldu¼gu araşt¬r¬lacakt¬r.
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Teorem 4.9 � : I � R ! En e¼grisi fT;N;B1; :::; Bn�2g Serret-Frenet çat¬s¬yla

birim h¬zl¬bir e¼gri ve C� e¼grisi
�
�T ; �N; �B1; :::; �Bn�2

	
çat¬s¬yla � e¼grisinin fokali olsun.

Ayr¬ca �i; i 2 f1; 2; :::; n� 1g ; � e¼grisinin yer vektörünün i�yinci fonksiyonu ve ci;

i 2 f1; 2; :::; n� 1g ; (4:3) denkleminde tan¬mland¬¼g¬ şekliyle i�yinci fokal e¼grilik

olsun. C� e¼grisi n�boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yand¬r ancak ve ancak

�n�1 = �cn�2 (4.24)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. � : I � R ! En herhangi bir e¼gri ve C�, � e¼grisinin fokali olsun. Bu

durumda C�;

C� = �1T + �2N + �3B1 + :::+ �nBn�2 + c1N + c2B1 + c3B2 + :::+ cn�1Bn�2

şeklinde yaz¬labilir. C� fokal e¼grisi, (4:4) denklemindeki eşitlikteki gibi kendi Serret-

Frenet çat¬s¬na göre yeniden düzenlenirse,

C� = �1 �Bn�2 + �2 �Bn�3 + :::+ �n �T + c1 �Bn�3 + c2 �Bn�4 + :::+ cn�1 �T ;

C� = (�n + cn�1) �T + (�n�1 + cn�2) �N + :::+ (�2 + c1) �Bn�3 + �1 �Bn�2

elde edilir. C� e¼grisi rekti�yan ise,

�n�1 + cn�2 = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Tersine kabul edelim ki (4:24) denklemi sa¼glans¬n. Bu durumda kolayl¬kla görebiliriz

ki C� e¼grisi rekti�yand¬r.

n = 3 için Özel Durum

Teorem 4.10 � : I � R ! E3 e¼grisi fT;N;B;�; �g Serret-Frenet çat¬ eleman-

lar¬yla birim h¬zl¬bir e¼gri ve C� e¼grisi
�
�T ; �N; �B; ��; ��

	
çat¬elemanlar¬yla � e¼grisinin

fokali olsun. Ayr¬ca �1; �2; �3; � e¼grisinin yer vektörünün fonksiyonlar¬ve c1; c2 de
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fokal e¼grilikler olsun. C� e¼grisi 3�boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yand¬r ancak ve

ancak

�2 = �c1 (4.25)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. � : I � R ! E3 herhangi bir e¼gri ve C�, � e¼grisinin fokali olsun. Bu

durumda C�;

C� = �1T + �2N + �3B + c1N + c2B

şeklinde yaz¬labilir. C� fokal e¼grisini kendi Serret-Frenet çat¬s¬na
�
�T ; �N; �B

	
göre

yeniden düzenlenirse,

C� = �1 �B + �2 �N + �3 �T + c1 �N + c2 �T

C� = (�3 + c2) �T + (�2 + c1) �N + �1 �B

elde edilir. C� e¼grisi rekti�yan ise,

�2 + c1 = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Tersine kabul edelim ki (4:25) denklemi sa¼glans¬n. Bu durumda kolayl¬kla görebiliriz

ki C� e¼grisi rekti�yand¬r.

Sonuç 4.5 � : I � R! E3 e¼grisi fT;N;Bg Serret-Frenet çat¬s¬na göre birim h¬zl¬

bir e¼gri ve C� e¼grisi
�
�T ; �N; �B

	
çat¬elemanlar¬yla � e¼grisinin fokali olsun. E¼ger �

e¼grisi rekti�yan ise, C� fokal e¼grisi rekti�yan olamaz.

·Ispat. � e¼grisi fT;N;Bg Serret-Frenet çat¬s¬na göre birim h¬zl¬bir e¼gri olsun. Bu

durumda � e¼grisi,

� = �1T + �2N + �3B
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şeklinde yaz¬labilir. � e¼grisi rekti�yan ise �2 = 0 d¬r. Fakat yukar¬daki teoremden

biliyoruz ki C� fokal e¼grisinin rekti�yan olmas¬için gerek ve yeter şart,

�2 = �c1 = �
1

k1

olmas¬d¬r. Dolay¬s¬yla C� e¼grisi rekti�yan olamaz.

n = 4 için Özel Durum

Teorem 4.11 � : I � R ! E4 e¼grisi fT;N;B1; B2; k1; k2; k3g Serret-Frenet çat¬

elemanlar¬yla birim h¬zl¬bir e¼gri ve C� e¼grisi
�
�T ; �N; �B1; �B2; �k1; �k2; �k3

	
çat¬eleman-

lar¬yla � e¼grisinin fokali olsun. Ayr¬ca �1; �2; �3; �4; � e¼grisinin yer vektörünün

fonksiyonlar¬ve c1; c2; c3 de fokal e¼grilikler olsun. C� e¼grisi 4�boyutlu Öklid uza-

y¬nda rekti�yand¬r ancak ve ancak

�3 = �c2 (4.26)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. � : I � R ! E4 herhangi bir e¼gri ve C�, � e¼grisinin fokali olsun. Bu

durumda C�;

C� = �1T + �2N + �3B1 + �4B2 + c1N + c2B1 + c3B2

şeklinde yaz¬labilir. C� fokal e¼grisini kendi Serret-Frenet çat¬s¬na
�
�T ; �N; �B1; �B2

	
göre yeniden düzenlenirse,

C� = �1 �B2 + �2 �B1 + �3 �N + �4 �T + c1 �B1 + c2 �N + c3 �T

C� = (�4 + c3) �T + (�3 + c2) �N + (�2 + c1) �B1 + �1 �B2

elde edilir. C� e¼grisi rekti�yan ise,

�3 + c2 = 0

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
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Tersine kabul edelim ki (4:26) denklemi sa¼glans¬n. Bu durumda kolayl¬kla görebiliriz

ki C� e¼grisi rekti�yand¬r.

Son olarak 3�boyutlu Öklid uzay¬nda fokali rekti�yan olan uzay e¼grisi bulunmaya

çal¬̧s¬lacakt¬r. Bunun için k1 = 1 sabit olan Salkowski e¼grilerini göz önüne alarak,

bu e¼grinin ikinci e¼grili¼gi elde edilmeye çal¬̧s¬lacakt¬r.

Örnek 4.1 � : I � R! E3 e¼grisi fT;N;Bg Serret-Frenet çat¬s¬na göre birim h¬zl¬

bir e¼gri olsun. Teorem 4.10 den biliyoruz ki 3�boyutlu Öklid uzay¬nda C� e¼grisinin

rekti�yan olmas¬için gerek ve yeter şart, �2 = �c1 = �
1

k1
olmas¬d¬r. � e¼grisinin yer

vektörü,

� = �1T + �2N + �3B (4.27)

olmak üzere (4:27) denkleminin s yay parametresine göre türevi al¬n¬r ve

�2 = �c1 = �
1

k1

eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

T = (�
0

1 + 1)T + (�1k1 � �3k2 � (
1

k1
)
0
)N + (�03 �

k2
k1
)B

elde edilir. Buradan kolayl¬kla,

a) �1 = a =sabit,

b) �1k1 � �3k2 � (
1

k1
)
0
= 0;

c) �03 �
k2
k1
= 0;

oldu¼gu görülebilir. �1 = 1 ve k1 = 1 sabitleri yukar¬daki denklemlerde kullan¬l¬rsa,

a) �1 = 1;

b) �3 =
1

k2
;

c) �03 = k2;
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olur ki böylece � e¼grisinin ikinci e¼grili¼gi (b) ve (c) denklemlerinden,

(
1

k2
)0 = k2;

k02 + k
3
2 = 0;

diferensiyel denklemlerinin çözülmesiyle,

k2 = �
1p

2s+ c1
(4.28)

şeklinde elde edilir.

Böylece k1 = 1 =sabit ve k2 = � 1p
2s+ c1

olan Salkowski e¼grilerinin fokal e¼grisi

3�boyutlu Öklid uzay¬nda rekti�yand¬r.

Sonuç 4.6 Örnekteki veriler kullan¬lmak üzere,

�1 = 1; �2 = �1; �3 = �
p
2s+ c1; c1 = 1; c2 = 0 (4.29)

3�boyutlu Öklid uzay¬nda birim h¬zl¬bir � e¼grisinin C� fokal e¼grisi aşa¼g¬daki form-

dad¬r.

C� = T �
p
2s+ c1B (4.30)
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Diferensiyel geometride regüler bir e¼grinin karakterizasyonu oldukça önemli bir prob-

lemdir. E¼grileri karakterize etmede e¼grilikler oldukça önemli rol oynar. E¼ger � (s)

ve � (s) e¼griliklerinin her ikisi de s¬f¬rdan farkl¬sabit ise e¼gri dairesel helis olarak,��
�

�
(s) oran¬sabit ise e¼gri genel helis olarak adland¬r¬l¬r. E¼ger

��
�

�0
(s) s¬f¬rdan

farkl¬sabit ise e¼gri konikal geodezik olarak adland¬r¬l¬r. Bunun gibi daha pek çok

karakterizasyon mevcuttur. Bunlardan bir tanesi de bu tez çal¬̧smas¬nda incelemi̧s

oldu¼gumuz rekti�yan e¼griler içindir.
��
�

�
(s) e¼grilikleri oran¬kendi yay paramet-

resine göre lineer olan e¼griler rekti�yan e¼gri olarak isimlendirilmi̧stir. Rekti�yan

e¼griler için başka bir karakterizasyon ise centrode ad¬verilen modi�ye Darboux e¼gri-

leri ile verilmi̧stir. S¬f¬rdan farkl¬sabit � e¼grilikli ve sabit olmayan � torsiyonlu (veya

sabit olmayan � e¼grilikli ve s¬f¬rdan farkl¬sabit � torsiyonlu) birim h¬zl¬bir e¼grinin

modi�ye Darboux e¼grisi rekti�yand¬r.

Bu tez çal¬̧smas¬nda rekti�yan e¼griler için, herhangi ortonormal çat¬ kullan¬larak

3�boyutlu Öklid ve Lorentz-Minkowski uzaylar¬nda ve herhangi boyutlu Öklid uza-

y¬nda yeni karakterizasyonlar elde edilmeye çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Öncelikli olarak, her-

hangi dik fN1; N2; N3g çat¬s¬yard¬m¬yla yeni bir karakterizasyon verilmi̧stir. Sabit

olmayan geodezik e¼grili¼ge sahip e¼grilerin modi�ye Darboux e¼grilerinin rekti�yan

oldu¼gu gösterilmi̧stir. Rekti�yan e¼grileri e¼griliklere göre s¬n¬�and¬rmaya ek olarak,

harmonik e¼grilik ad¬verilen fonksiyonlar kullan¬larak çok daha basit ve kullan¬̧sl¬bir

şekilde n�boyutlu Öklid uzay¬nda yeni karakterizasyonlar ispatlanm¬̧st¬r.

Rekti�yan e¼griyi karakterize etmenin yan¬s¬ra e¼grinin aç¬k bir denklemini elde et-

menin yöntemi de ifade edilmi̧stir. 3�boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda üçüncü

dereceden diferensiyel denklem için seri çözümleri yap¬larak e¼grinin aç¬k bir denklemi

elde edilmi̧s ve başlang¬ç şartlar¬yla birlikte e¼gri analiz edilerek e¼grinin denklemi ve

şekli kolayca görülmüştür.

69



Bütün bunlara ek olarak yaln¬zca rekti�yan düzlemde yatan rekti�yan e¼griler için

de¼gil farkl¬düzlemlerde yatan başka e¼griler için de çok farkl¬karakterizasyonlar elde

edilebilir.

70



KAYNAKLAR

Bishop, L. R. 1975. There is more than one way to frame a curve. Amer. Math.
Monthly, Volume 82, Issue 3, 246-251.

Cambie, S., Goemans, W. and Van Den Bussche, I. 2016. Rectifying curves in the
n�dimensional Euclidean space. Turk J Math 40: 210-223.

Camc¬, Ç., ·Ilarslan, K., Kula, L. and Hacisaliho¼glu, H. H. 2007. Harmonic curvatures
and generalized helices in En. Chaos, Solitons and Fractals 40, 1�7.

Chen, B. Y. 2003. When does the position vector of a space curve always lie in its
rectifying plane?. Amer. Math. Monthly 110, no. 2, 147�152.

Chen, B. Y. and Dillen, F. 2005. Rectifying curves as centrodes and extremal curves.
Bull. Inst. Math. Acad. Sinica 33, no. 2, 77�90.

Craig, T. 1883. Note on Parallel Surfaces. Journal Für Die Reine und Angewandte
Mathematik, 94, 162-170.

Do Carmo, M. 1976. Di¤erential Geometry of Curves and Surfaces. Prentice-Hall,
Upper Saddle Riv. N.J.

Gök, ·I., Camc¬, Ç., and Hac¬saliho¼glu, H. H. 2009. Vn�slant helices in Euclidean
n�space En. Math. Commun., 14, 2, 317-329.

Hac¬saliho¼glu, H. H. 1980. Yüksek Diferensiyel Geometriye Giriş. F¬rat Üniversitesi
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