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Bu tez beg boliimden olugsmustur.
Ik boliim giris kismia ayrilmistar.

Ikinci boliimde, on bilgiler ile diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanim ve teoremler
verilmistir.

Ucgiincii boliimde, 6ncelikle, 3—boyutlu Oklid ve Lorentz-Minkowski uzaylarinda bir egrinin
genel ortonormal c¢atisi kullanilarak bu egrinin rektifiyan egri olma kosullar1 karakterize
edilmigtir. Daha sonra taban egrisi rektifiyan olan regle yiizeyler ele alinmigtir. Son
olarak, 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda Serret-Frenet catisi kullanilarak tigiincii
dereceden polinom katsayih diferensiyel denklemlerin seri ¢oziimleri yardimiyla, rektifiyan
Salkowski egrilerinin denklemi elde edilmigtir.

Dordiincii boliimde, n—boyutlu Oklid uzayinda harmonik egrilik fonksiyonlar1 kullanilarak
rektifiyan egriler icin yeni bir karakterizasyon elde edilmistir. Bu boliimiin son kisminda

ise rektifiyan egriler ve fokal egriler arasindaki iligki ele alinmigtir.

Son boliimde ise tezden elde edilen sonuglara ve gegitli dnerilere yer verilmigtir.
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the rectifying Salkowski curve were obtained via serial solutions of third-order polyno-
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1. GIRIiS

Temel diferensiyel geometri teorisinden bilindigi gibi egrinin teget 7', asli normal N
ve binormal B vektorleri gz 6niine alindiginda, bir diizlem egrinin {7, N} vektorleri
tarafindan geriliyorsa oskiilator diizlem, {7, B} vektorleri tarafindan geriliyorsa rek-
tifiyan diizlem ve {N, B} vektorleri tarafindan geriliyorsa da normal diizlem adin
alir. Rektifiyan egriler, pozisyon vektorleri kendisinin rektifiyan diizleminde yatan
egrilerdir. 3—boyutlu Oklid uzaymnda bir rektifiyan o egrisinin pozisyon vektorii

herhangi diferensiyellenebilir A (s) ve p (s) fonksiyonlar i¢in,
& (5) = A(s) T (5) + 1 (5) B (5) (L1)

seklindedir.

Rektifiyan egriler ilk olarak B. Y. Chen tarafindan 2003 yilinda tanimlanmisgtir.

Chen, bir egrinin rektifiyan olmasi icin gerek ve yeter sartin, egrinin egrilikleri orani
T . : . . .

olan (—) nin kendi yay parametresine gore sabit olmayan lineer fonksiyon olmasi
K

gerektigini ispatlamigtir (Chen 2003). Ayrica, rektifiyan egrilerin, kiiresel egriler

yardimiyla elde edilebilecegini gostermistir. Daha sonra ise B. Y. Chen ve F. Dillen

3—boyutlu Oklid uzaymda, sifirdan farkli sabit egrilikli (veya sabit olmayan egri-

likli) ve sabit olmayan torsiyonlu (veya sifirdan farkh sabit torsiyonlu) birim hizli bir

egrinin Darboux egrisinin rektifiyan oldugunu gostermiglerdir (Chen ve Dillen 2005).

3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda da rektifiyan egriler ile ilgili pek ¢ok galigma
yapimustir. Bu uzayda yatan rektifiyan egriler de 3—boyutlu Oklid uzaymdakine
benzer bir karakterizasyona sahiptir (Ilarslan vd. 2003, 2007). E2 de bir regiiler
egrinin rektifiyan olmasi igin gerek ve yeter sart torsiyon ve egrilikleri oraninin
pseudo yay parametresine gore sabit olmayan lineer bir fonksiyon oldugu gosteril-
mistir. Yani; bu ozelligin egrinin causal karakterine gore invaryant oldugu ifade
edilmistir. (Ozbey ve Oral 2009) calismasinda ise dual Lorentzian uzayda rektifiyan
egriler tanitilmig ve bu egrilerin birim dual kiiresel egriler yardimiyla ifade edilebile-

cegi gosterilmigtir. (Lucas ve Ortega 2015) ¢alismasinda yazarlar rektifiyan egrileri,
1



3—boyutlu kiirede inceleyerek bu egrilerle ilgili kiiresel yapiya has baz karakteri-
zasyonlar ortaya koymusglardir. Bunlara ek olarak (Oh ve Seo 2015) galigmasinda
k > 0 egrilikli, egrilikleri oram sabit olan rektifiyan egriler icin 3—boyutlu Oklid
uzayinda bir yaklagim yapilmistir. Son yillarda rektifiyan egriler n—boyutlu Oklid
uzayinda genellestirilmis ve bu egrilerle ilgili yeni karakterizasyonlar elde edilmeye

cahigilmigtir (Cambie vd. 2016).

Bu tez calismasinda, 3—boyutlu Oklid uzaymda ve Lorentz-Minkowski uzayinda egri
boyunca genel ortonormal ¢at1 kullanilarak rektifiyan egriler ve onlarin Darboux egri-
leri arasindaki iligki ele alinmistir. Bir egrinin modifiye Darboux egrisi tanimlanarak
bu egrinin hangi sartlar altinda rektifiyan oldugu ispatlanmigtir. Ayrica, kiiresel
egriler yardimiyla da rektifiyan egriler elde edilmistir. Daha sonra 3—boyutlu Oklid
uzayinda rektifiyan egriler ve bu egriler yardimiyla olusturulan regle yiizeyler arasin-
daki iligki incelenmistir. Daha 6nce Chen ve Dillen tarafindan tanimlanmis olan
co-centrode egrilerinin aslinda tanimlamig oldugumuz taban egrisi rektifiyan olan
regle yiizeyin 6zel bir hali oldugu ispatlanmis ve tanimlanan yiizeyin taban egrisinin
rektifiyan olma sart1 elde edilmigtir. Bu boliimiin son kisminda ise, 3—boyutlu
Lorentz-Minkowski uzayinda Serret-Frenet catisi kullanilarak birinci egriligi sabit
olan Salkowski egrileri i¢in iiciincii dereceden polinom katsayili diferensiyel denk-

lemlerin seri ¢oziimleri yardimiyla rektifiyan egrilerin denklemi elde edilmistir.

Caligmanin son béliimiinde ise rektifiyan egriler, harmonik egrilik fonksiyonu adi
verilen fonksiyonlar yardimiyla n—boyutlu Oklid uzayinda genellestirilmeye caligilmis
ve baz1 karakterizasyonlar elde edilmistir. Ikinci kisminda ise rektifiyan egriler ile
fokal egriler arasinda ne tiir iligkiler oldugu arastirilmigtir. Sonug olarak herhangi bir
egrinin fokalinin rektifiyan olmas icin gerek ve yeter kosulun A, ; = —¢,_5 oldugu
ifade edilmistir. Ayrica biitiin bu durumlar n = 3 6zel durumunda Serret-Frenet

gatisi i¢in de incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak olan bazi temel tanim ve kavramlardan soz

edilecektir.

2.1 Oklid Uzayinda Temel Tamim ve Kavramlar

Tanim 2.1 R reel sayilar cismi ve V' de bir vektor uzayr olmak {izere, V' de bir,
():VxV->R
Yuv,w € V igin, agagidaki i¢ ¢carpim fonksiyonu tanimlanabilirse,
(v,w) = () (v,w) = (v,w) € R

V' vektor uzayma i¢ ¢arpim uzayr denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.2 n boyutlu bir reel i¢ ¢carpim uzay1 V' olmak {izere, V' ile birlegtirilmis

bir A afin uzayma, Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir (Hacisalihoglu 1980).

Tanmim 2.3 n boyutlu Oklid uzay1 E* de V @ = (z1, %2, ..., T0), ¥ = (Y1, Y2, s Yn) €
E" icin,

i=1
seklinde tammlanan fonksiyona standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢ carpima denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.4 n boyutlu Oklid uzay1 E* de V = = (21, 3, ..., 7,,) € E" igin,
]| = +/(z, z)

seklinde tanimlanan fonksiyona z vektérinin normu denir (Hacisalihoglu 2000).



Tanmim 2.5 3 boyutlu Oklid uzay1 E? de V z = (21, 72, 23) ve y = (y1,y2,y3) € E?
icin Oklid vektorel carpimu,

T X Y = (Toys — Y23, T3Y1 — Y31, T1Y2 — Y172)

seklinde tanimlamir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.6 I, R nin bir acik aralign olmak iizere, o : I — E"™! biciminde C*

simifindan bir doéniigiime, E"™! uzay1 iginde bir egri denir (Sabuncuoglu 2001).

Tamm 2.7 E" de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin.
a : I — E"V nin Oklidiyen koordinat fonksiyonlari aq,as, ..., «, olmak iizere

a = (ag,a9,...,apy1), a(t) € M egrisinin diferensiyeli asagidaki gibidir,

vy [ Oan Oag Oty +1
o (t)= < ot ot ot >

o (t) tanjant vektoriine, M egrisinin ¢ € I parametre degerine karsiik gelen « (t)

noktasinda, (1, «) koordinat komsuluguna gore hiz vektori denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.8 E"*! de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilmis olsun. Eger

Vs € I icin,

ise M egrisi (I,«) ya gore birim hizly egridir denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay-parametresi adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.9 Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri

denir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.10 M C E""! egrisi (I, ) koordinat komgulugu ile verilsin. Bu durumda,

v = {o/, a’, .., a(’”)} sistemi lineer bagimsiz ve Ya'®) k > r icin,
o) € Sp{T}

olmak iizere, ¥ den elde edilen {7, Ny, ..., N,_1} ortonormal sistemine, M egrisinin
Serret-Frenet r—ayakl alani ve m € M icin {T'(m), Ny(m),..., N,._1(m)} ye ise
m € M noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklisi denir. Herbir T"ve N;, 1 < i <r —1,

vektorlerine de Serret-Frenet vektor alan: adi verilir.

Ozel Hal: n = 3 6zel halinde, E?, 3—boyutlu Oklid uzayinda Serret-Frenet 3—ayakli-
s1 elde edilebilir. Bu 6zel halde; M egrisi (I, ) koordinat komgulugu ile verilmis ise

s € I yay-parametresi olmak {izere,

(s)
o’ (s)
la” ()

(s) = T(s)x N(s)

—~
Va)
~—
I
Q

— — —
seklindedir. Boylece, {T(s), N{(s), B(s)} sistemi, «(s) noktasinda, M egrisinin
Serret-Frenet 3—ayaklisidir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.11 (Hacisalihoglu 2000) M C E"! egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile

verilsin. s € I ya karsilik gelen « (s) noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklisi,
{T = N07 Nl; X Nr‘fl}
olsun. Buna gore,

ki @« I—-R 1<i<r (2.1)
s = ki(s) = (N (), Ni(s))

seklinde tanimhi k; fonksiyonuna M egrisinin i—yinci egrilik fonksiyonu ve s € I igin

k; (s) reel sayisina da « (s) noktasinda M nin i—yinci egriligi denir.



2.2 Lorentz-Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.12 R3 standart reel vektor uzay: tizerinde herhangi vektorler,

? - (xl,ﬂfg,.flfg) ve 7 = (ylayQayS)
olmak iizere,

() @ RPxR* =R (2.2)
(?7 7) - <?7 7>L = 11 + Tl — X3Y3

Lorentz i¢ carpimi alimirsa, R? afin uzay1, 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzay1 ola-

rak adlandirilir ve E? ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tamim 2.13 7 = (11,29, 23), 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda herhangi

bir vektor olmak iizere,

i. (7', 7), >0veya 7 =0 ise 7 spacelike vektor,
ii. (7, 7)), <0ise 7 timelike vektor,
ili. (77,7"), =0 veya 7’ # 0ise @ lightlike (veya null) vektor olarak adlandirilir

(Craig 1883).

Tamim 2.14 7 = (21,29, 23), 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda herhangi

bir vektor olmak iizere,

i. (7', 7'), = 1ise @ birim hizh spacelike vektor,

ii. (7', 7), = —1lise 7 birim hizh timelike vektor olarak adlandirihr (O’Neill 1983).

Tanmim 2.15 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda iki vektor = = (21, 29, 73)

ve § = (y1,%2,ys) olmak iizere,

— =
T NAY = (T3y2 — TaYs, T1Y3 — T3Y1, T1Y2 — TaY1)

6



vektoriine 2 ve 3 nin vektorel carpimi denir (O’Neill 1983).

1, 1=7ise
5z‘j = ‘ o Ve €; = (5117512,513)
0, i#jise
olmak iizere,
€1 €2 —€3

Y1 Y2 Ys
seklinde verilir. Burada asagidaki esitlikler mevcuttur.
€1 /\62 = €3, €2 /\63 == —61763/\61 = —€9

Tamim 2.16 I, R nin bir agk araligi olmak tizere o : I — E? geklinde tamml
diferensiyellenebilir bir doniigiim ise o ya 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda

bir egri denir (Lopez 2008).

Tanim 2.17 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda birim hzh « : I — B3 egrisi
icin Vs € I igin o (s) = T'(s) esitligiyle belirlenmis 7'(s) vektoriine o egrisinin «a (s)

noktasindaki birim teget vektorii denir (Wang ve Liu 2007).

Tamm 2.18 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayimda birim hizh a : I — E? egrisi

verilsin. « egrisinin birim teget vektorii 7' olmak {izere,

i. T vektorii spacelike ise a egrisine spacelike egri,
ii. T vektorii timelike ise a egrisine timelike egri,
iii. 7T vektorii lightlike ise « egrisine lightlike veya null egri,

denir (Lopez 2008).

Tanim 2.19 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda birim hizh « : I — B3 egrisi

verilsin.



i. o egrisi timelike ise, r (s) = ||T7

(s)|| ve 7 (s) = (N (s), B (s)) seklinde tammlan-
mak tizere {T'(s), N (s), B (s)} Serret-Frenet gatisi i¢in degisim formiilleri agagidaki

gibidir. B
2’ (s) 0 k(s) O T (s)
JX: ) | =1 k(s) 0 7(s) N (s)
B (s) 0 —7(s) 0 B (s)

ii. « egrisi spacelike ise, T" (s) vektoriiniin causal karakterine bagh olarak ti¢c durum

vardir.
e T’ (s) vektorii spacelike olsun.  (s) = ||T" (s)||, 7 (s) = — (N (s), B (s)) sek-

linde tanimlanmak tizere {7'(s), N (s), B (s)} Serret-Frenet catisi i¢in degigim
formiilleri agagidaki gibidir.

1(3) 0 w(s) 0 T (s)
_)’ ) | =1 sks) 0 7(s) N (s)
"(s) 0 7(s) 0 B (s)

e T (s) vektorii timelike olsun. £ (s) = /= (I" (s),T" (s)), 7 (s) = (N (s), B (s))
seklinde tanimlanmak tizere {7'(s), N (s), B (s)} Serret-Frenet gatisi i¢in degisim

formiilleri agagidaki gibidir.

—

/ (s) 0 k(s) O ? (s)
N) | =] s 0 7 || N
B () 0 7(s) O B (s)
o T (s) vektori lightlike olsun. 7 (s) = — (N’ (s), ) olmak tizere
T (s) 0 1 0 T (s)
N [=]0 7)) o0 N (s)
B (s) 10 —r(s) ) \ B(s

{T'(s), N (s),B(s)} Serret-Frenet gatisi i¢in degigim formiilleri de yukaridaki
gibi tammhidir (Lopez 2008).



3. 3-BOYUTLU UZAYDA REKTIiFiYAN EGRILERIN GENELLES
TIRILMESI

Bu boliim baghgi altinda éncelikle 3—boyutlu Oklid uzayinda, sonrasinda ise 3—boyut-
lu Lorentz-Minkowski uzayinda rektifiyan egriler genel {]\71,]\72,]%,} ortonormal
catisi ile incelenmigtir. Bu genel catiya gore, modifiye Darboux egrisi tanimlanarak
bu egrinin rektifiyan olmasi icin gerek ve yeter sart ifade edilmistir. Daha sonra
kiiresel egriler yardimiyla rektifiyan egri elde etme durumu incelenmistir. Ozel du-

rumda Serret-Frenet c¢atisi i¢in de bazi sonuclar bulunmustur.

Sonraki kisimda ise, rektifiyan egriler i¢in bir geometrik uygulama olarak 3—boyutlu
Oklid uzaymda herhangi ortonormal cat1 kullanilarak taban egrisi rektifiyan olan
bir regle yiizey tanimlanarak ¢zel durumlarda ikisi arasindaki iligkiler incelenmistir.
Bu boliimiin son kisminda ise, 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda {f, N , B }
Serret-Frenet catisi tizerinde x egrilik fonksiyonu sabit olan rektifiyan egriler icin,
seri ¢oziimleri yardimiyla bir yaklagim yapilarak rektifiyan egrilerin denklemi elde

edilmeye caligilmigtir.

3.1 Oklid Uzayinda Rektifiyan Egriler

Bu kisimda, ¢ncelikle rektifiyan egrilerle ilgili temel tanim ve teoremler ifade edilecek
ve (Yayli vd. 2014) calismasinda ifade edilen 3—boyutlu Oklid uzaymnda rektifiyan
egrilerin yeni yaklagimi ele alinacaktir. Herhangi bir dik g¢at1 {izerinde daha tnce
tanimlanan genel Darboux vektor alanlarinin 6zel durumlar i¢in bazi modifiye Dar-
boux egrileri tanimlanarak bu egrilerin hangi sartlarda rektifiyan olmasi gerektigi

ifade edilmigtir.

Tanim 3.1 «: 1 C R — E3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda & (s) # 0 olan bir egri

olsun. Eger a egrisinin herhangi bir noktasindaki teget dogrusu sabit bir dogrul-
9



tuyla sabit bir ag1 yapiyorsa egri genel helis olarak adlandirilir. Bagka bir ifadeyle

« egrisi genel helistir ancak ve ancak (Z> (s) orani sabittir (Lancret 1806).
K

Tanim 3.2 o : I C R — E3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda & (s) # 0 olan bir egri

olsun. (Z) (s) ifadesi sabit bir fonksiyon ise a egrisi konikal geodezik egri olarak
K

adlandirilir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

Tanim 3.3 3—boyutlu Oklid uzayinda egrilik fonksiyonu x # 0 olan regiiler bir a

Cy = a £ d egrileri de « egrisinin co-centrodesi adi alir (Chen 2003).

Teorem 3.1 o : [ — E3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda {T, N, B} Serret-Frenet
catisina gore s yay parametresiyle parametrelendirilmis « (s) > 0 olan bir rektifiyan

egri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler mevcuttur.

i. p = |a| uzaklik fonksiyonu c; ve ¢y sabitleri i¢in p? = 52 + ¢15 + ¢y seklindedir.
ii. Egrinin yer vektoriiniin teget bilegeni, b sabit olmak iizere (a,T) = s + b gek-
lindedir.

N normal bileseni sabit uzunlukludur ve p fonksiyonu

iii. Egrinin yer vektoriinin a
sabit degildir.
iv. 7(s) torsiyonu sifirdan farkhidir ve yer vektoriiniin binormal bilegeni sabittir.

Yani («, B) sabittir.

Tersine eger o : I — B3 egrisi  (s) > 0 olan bir egri ve eger (i), (ii), (iii) veya (iv)

yargilari saglaniyorsa, bu durumda « egrisi rektifiyandir (Chen 2003).

Ispat. Kabul edelim ki o : I — E3 egrisi s yay parametresiyle parametrelendirilmis

K (s) > 0 olan rektifiyan egri olsun. Tanimdan biliniyor ki,

afs) = A(s)T'(s) + pu(s)B(s) (3.1)
10



seklinde bir egridir. (3.1) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi aliir ve

Serret-Frenet denklemleri kullanilirsa,

X(s) = 1, A(s)r (s) = p(s)7(s), p'(s) =0 (3.2)

esitlikleri bulunur. (3.2) denklemindeki birinci ve tigiincii esitliklerden biliniyor ki
A = s+ b ve u sabittir. kK # 0 oldugundan p sabiti de sifirdan farkhidir. Boylece
(3.1) denkleminden (a,T) = s + b olur ki (ii) saglanir. (p?) = (a,a) = 2{a, ')
oldugundan (i) ve (ii) ifadeleri denktir ve boylece (i) esitligi de saglanmig olur. (3.1)

N normal bilegeninin ;B ile verildigini gosterir.

denklemi, egrinin yer vektoriiniin o«
p = {a, B), (3.2) denklemindeki {igiincii esitlikten dolay1 sabit oldugundan, o sabit
uzunlukludur. Bu ise (iii) ifadesini saglar. (iv) denklemi ise p niin sabitligi, x > 0,

A = s+ b ve (3.2) nin ikinci denkleminden saglanir.

Tersine, kabul edelim ki (i) veya (ii) ifadelerinden birisi saglansin. b sabiti igin
(o, T) = s + b oldugu biliniyor. Buradan bu esitligin s yay parametresine gore
tiirevi alimirsa (o, N) = 0 olur. £ > 0 oldugundan (o, N) = 0 olur. Bu ise egrinin

rektifiyan olmasi demektir. Eger (iii) ifadesi saglaniyorsa,
(o, ) = (a,T) + ¢
oldugu aciktir. Bu egitligin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
(o, T) = (a, T) (14 K {a, N)) (3.3)

olur. p uzaklik fonksiyonu sabit olmadigindan («, T') # 0 dir. Béylece (3.3) denklemi
ve £ > 0 oldugundan (o, N) = 0 dir. O halde « rektifiyandir. Son olarak (iv)
ifadesinden egrinin rektifiyan oldugu Serret-Frenet denklemleri kullanilarak basitge
gosterilebilir.

Teorem 3.2 « : [ — [E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda x (s) > 0 olan bir egri
olsun. « egrisi rektifiyandir ancak ve ancak egrinin torsiyon ve egrilik orani s yay
parametresine gore sabit olmayan lineer fonksiyondur. Yani, ¢; # 0 olan ¢; ve ¢

sabitleri icin, L —s+o seklindedir (Chen 2003).
K
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Ispat. a : I — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda  (s) > 0 olan bir egri olsun. a

egrisi rektifiyan ise, (3.2) denklemleri saglanir. Bu ise a ve b sabitleri igin,

Z:/\:(S+b)

K a
seklindedir. Boylece egrinin torsiyon ve egrilik orani s yay parametresine gore sabit

olmayan lineer fonksiyondur.

Tersine kabul edelim ki o : I — 3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda  (s) > 0 olan

bir egri olsun 6yle ki ¢; # 0 olan ¢; ve ¢y sabitleri igin - c15+ c2 seklindedir. Eger
K

1 b
a = — ve b = acy olarak kullanmilirsa T_ M olur. Serret-Frenet denklemleri
c1 K a
kullanilirsa,
d

75 a(s) = (s +)T(s) —aB(s)] = 0

olur ki bu ise « egrisinin rektifiyan olmasi demektir.

Teorem 3.3 o : I — [ egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda s > 0 olan bir egri olsun.

a rektifiyandir ancak ve ancak o egrisi,
a(t) = (asect)y(t)

seklinde ifade edilebilir. Burada a pozitif say1 ve y = y(t) egrisi S? kiiresinde birim

hizli bir egridir (Chen 2003).

Ispat. o : I — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda x > 0 olan rektifiyan egri olsun.
Genelligi kaybetmeksizin kabul edelim ki 0, I araliginda ve o = «(s) birim hizhi bir
egri olsun. Yukaridaki teoremden uzaklik fonksiyonu p = |a|, p* = s* + 15 + ¢
seklindedir. s icin uygun 6teleme yaptiktan sonra c sabiti icin p? = s2+c seklindedir.
0, I araliginda oldugundan ¢ > 0 olmak zorundadir. Boylece a pozitif sayist icin

¢ = a? kullanabiliriz. S? de y = a/p egrisini tammlayalim. Boylece,
a(s) = Vs?+ a?y(s) (3.4)
seklindedir. (3.4) denkleminin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

o/(s) = ﬁy(s) + Vs + a2y (s) (3.5)
12



seklinde bulunur. (y,y) = 1 ve ¢/(s), I araligindaki herbir s parametresi icin y(s)
egrisine diktir. Boylece, (3.5) denklemi gosterir ki

a
YT s e
seklindedir. Burada v = |¢/(s)|, v = y(s) kiiresel egrisinin hizidir.

S

adu s
t= /— = arctan(—)

u? + a? a
0

olmak tizere s = atant olur. Bu esitlik (3.4) denkleminde yerine yazilirsa ifade

ispatlanir.

Tersine eger o : I — E3 egrisi a pozitif sayis1 ve S? kiiresindeki y = y(¢) birim hizh
egrisi icin,

a(t) = (asect)y(t) (3.6)

seklinde tanimlanirsa,

o/(t) = (asect) {(tant)y(t) +4/'(t)} (3.7)

seklindedir. y(t) ve y'(t) vektor alanlar1 dik oldugundan (3.7) denklemi agagidaki
esitligi saglar

|/ ()| = asec?t. (3.8)
(3.6), (3.7) ve (3.8) denklemlerinden,

NNy 2 (el a/ )
(o™, o) = p*(t) WO (3.9)

elde edilir. (3.9) denklemi gosterir ki yer vektoriiniin oY

normal bilegeni sabit uzun-
lukludur. p = asect ile verilen « egrisinin uzaklik fonksiyonu sabit olmadigindan
onceki teorem geregince « egrisi rektifiyandir.

Teorem 3.4 3—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkh sabit x egrilikli (veya sabit
olmayan egrilikli) ve sabit olmayan 7 torsiyonlu (veya sifirdan farkli sabit torsiyonlu)

birim hizli bir egrinin centrodesi rektifiyandir. Tersine 3—boyutlu Oklid uzaymda
13



her rektifiyan egri, sifirdan farkh sabit « egrilikli ve sabit olmayan 7 torsiyonlu (veya
sabit olmayan egrilikli ve sifirdan farkl sabit torsiyonlu) birim hizh bir egrinin cent-

rodesidir (Chen ve Dillen 2005).

Ispat. Kabul edelim ki o = a(s) egrisi sifirdan farkh sabit egrilikli ve sabit olmayan

torsiyonlu birim hizli bir egri olsun. « egrisinin centrodesi,
d(s) =71(s)T(s) + k(s)B(s) (3.10)

olmak {tizere (3.10) denkleminin s parametresine gore tiirevi alnir ve Serret-Frenet
formiilleri kullanihirsa, d’ = 7'T" elde edilir. Bu ise d ve « egrisinin birim teget vek-
torlerinin karsilik gelen noktalarda paralel olmasi demektir. Ayrica Serret-Frenet
formiillerinden d ve « egrisinin asli normal vektoriiniin kargilik gelen noktalarda
paralel oldugu da kolaylikla goriilebilir. Boylece benzer diisiinceyle d nin binormal
vektor alani ve «v egrisi de paraleldir. (3.10) denkleminden « egrisinin centrodesinin
yer vektoriiniin kendi rektifiyan diizleminde yattigi biliniyor. O halde tanimdan d

centrodesi rektifiyandir.

Tersine kabul edelim ki o = «(s) egrisi I agik aralig1 iizerinde tamimh E? de birim
hizli rektifiyan bir egri olsun. (Chen 2003) calismasindaki Teorem 3.2 den biliyoruz
ki « egrisinin torsiyon ve egrilikleri oran ;—a kendi yay parametresine gore sabit ol-
mayan lineer fonksiyondur. Boylece genelligi kaybetmeksizin kabul edelim ki pozitif
c sayisl i¢in,

CTq

Frq = —2 (3.11)

s
1 S

ve f(s) = = [Kq(u)du olsun. Agik bir sekilde g = f~! fonksiyonu mevcuttur. Uzay
Cio

egrileri i¢in temel teorem uygulanarak, egrilik ve torsiyon fonksiyonlari rs(t) = ¢ ve

75(t) = g(t) olan B = [(t) birim hizli egrisi mevcuttur.
d(t) = g(t)Ts(t) + cBp(t)

ile verilen [ egrisinin centrodesini ve yeni parametrelemesiyle v(s) = dg(f(s))

egrisini gozoniine alalim. Bu durumda,

(s) = sTs(f(5)) + cBs(f(s))
14



seklindedir. +/(s) = Ts(f(s)) olur ki boylece 7 egrisi birim hizhdir ve T, (s) =
T5(f(s)) seklindedir. v egrisinin egrilik ve torsiyon fonksiyonlarmm iki kez tiirevi
alimirsa, k,(s) = cf'(s) = ka(s) ve 7,(s) = sf (s) olarak elde edilir. (3.11) denk-
leminden 7, = 7, olur. Bodylece o ve « birim hizhi egrileri aym egrilik ve tor-
siyona sahiptirler. Boylece uzay egrileri i¢in temel teoremden « egrisi, v egrisine
estir. Sonug olarak « rektifiyan egrisi sifirdan farkl sabit egrilikli ve sabit olmayan

torsiyonlu uzay egrisinin centrodesidir.

benzer sekilde yapilabilir.

|

Daha once rektifiyan egriler ile ilgili yapilmis en temel tanim ve teoremler ispatlariyla
birlikte verildikten sonra genel ortonormal ¢at1 iizerinde rektifiyan egriler i¢in yeni

yaklagimi ifade edelim.

3—boyutlu Oklid uzaymda s—yay parametresiyle parametrelendirilmis bir o : I C
R — B3 egrisini ve bu egri iizerinde tammh genel {]Vl)(s), ]V;(s), ]v; (s)} ortonormal
catisini gozoniine alalim. Burada ]vg)(s) birim normal vektor ve ]73 (s), ]V{ (s) ve
N (s) vektorlerine dik bir vektordiir. &y (s), k2 (s) ve ks (s) fonksiyonlari, egrinin

egrilikleri olmak tizere bu ortonormal cat1 ile tiirevleri arasindaki iligki asagidaki

gibidir.
38) 0 ki(s) hkals) \ [ Ni(s)
28) [ =] —ki(s) 0 Ks(s) Na (5) (3.12)
5 (s) —ka(s) —ks(s) O Ns (s)

Bu genel ortonormal cati, icerisinde pek cok catiy1 barmdirmaktadir. Ornegin,
leT, NQZBl, NgZBQVGI{Zgz()
olmasi durumunda Bishop ¢atisina (Bishop 1975),

NIZT, NQZY, NgZZ, /{51:]{39, kgzknvekgth
15



olmasi durumunda Darboux catisina esit olacaktir. Bu kisimda dikkat edilecek olan
en 6nemli noktalardan birisi ks (s) = 0 kogullu ortonormal ¢ati, Serret-Frenet ¢atisin-

dan farkhidir. Ancak,
N1:T, NQZN, NgZB, klzﬁvekng

olmasi durumunda ortonormal cat1 Serret-Frenet catisi ile cakigir. Caligma boyunca
ks (s) = 0 kosulu altinda gat1 gozoniine almacaktir. Ancak karakterizasyonlar

k1(s) = 0 veya k3(s) = 0 durumunda da benzer olarak ifade edilebilir.

Tanim 3.4 o : I C R — 3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymnda birim hizhi bir egri
olsun. Egri tizerinde {N; (s), Na (s), N5 (s); ki (s), ks (s)} herhangi ortonormal gat:

elemanlarinm gozoniine alahm ve « (s) egrisi boyunca,

D(s) x Mi(s) = N, (s)
D(s) x No(s) = Ny(s) (3.13)
D(s) x Na(s) = Nj(s)

sartlarin1 saglayan,
D(s) = k3 (s) N1(s) — k2 (s) No (s) + k1 (s) N3(s)
Darboux egrisini tammlayalim. ko (s) = 0 kogulu altinda,
D(s) = k3 (s) N1(s) + k1 (s) N3(s) (3.14)
elde edilir. Burada, k1 (s) # 0 olmak kosuluyla,

D) = (1) ()Ml + Nalo (3.15)

ve k3 (s) # 0 olmak sartiyla,

Dis) = Ny(s) + (k—) (5) Na(s) (3.16)

modifiye Darboux egrilerini tanimlayabiliriz.
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Teorem 3.5 o : I C R — [E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda { Ny, No, N3; ky, k3 }
herhangi ortonormal c¢at1 elemanlar: ile tanimh birim hizli bir egri olsun. Bu du-

rumda asagidaki ifadeler saglanir.

k
i. B(sg) = Ni(s) egrisinin geodezik egriligi, (ky), = (k;_3) (s), ki1(s) # 0 sek-
1
lindedir. Burada sg, [ egrisinin yay parametresidir.
k
ii. v(sy) = N3(s) egrisinin geodezik egriligi, (kg)v = (k_l) (s), ks(s) # 0 sek-
3

lindedir. Burada s_, v egrisinin yay parametresidir.

Ispat. i. o : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir egri

olsun. [ egrisi sz yay parametresi ve {Tﬁ, Ng, B, kg, 7'6} catisi ile birlikte,

B(ss) = Vi (s) (3.17)

seklindedir. Bu egrinin geodezik egriliginin hesab1 igin, éncelikle (3.17) denkleminin
her iki tarafinin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

dsg _

s ki1 (s) Na (s) (3.18)

T (sp)

d
elde edilir. Bu egitlikte her tarafin normu alinirsa, % = k1 (s) elde edilir ki esitligin
s

(3.18) denkleminde kullanilmasiyla,
T (sg) = N2 (s) (3.19)

olur. (3.19) esitliginin bir kez daha tiirevi alinarak,

ds

Ky (58) No(sp) = (=hki(s) Ny (8)+k3(S)Ns(S))@

elde edilir. Her tarafin normu alinirsa,

1y \/ 1+ (%)2 () (3.20)

olur. Diger taraftan, k, = 1 oldugundan ve (k3)° = (kn)” + (k,)* esitligini saglamas

k
gerektiginden (k,), = <k_3) (s), k1 (s) # 0 oldugu kolaylikla goriiliir.
1
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ii. a:I CR — E3? egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda birim hizhi bir egri olsun.

egrisi s, yay parametresi ve {TW, Ny, B k., TW} catisi ile birlikte,

7 (s,) = Ny (s) (3.21)

seklindedir. Bu egrinin geodezik egriligi igin, oncelikle (3.21) denkleminin her iki

tarafinin s yay parametresine gore tiirevinin alinmasiyla,

ds
T, (s4) d_; = —ks (s) N2 (s) (3.22)
elde edilir. Bu esitlikte her tarafin normu alinirsa, —;7 = —ks3(s) elde edilir ki bu
s

esitligin (3.22) denkleminde kullanilmasiyla,
T, (s4) = N2 (s) (3.23)

olur. (3.23) esitliginin bir kez daha tiirevi alinarak,

K, (87) Ny (sy) = (—Fki(s) Ni(s)+ k3 (s) N3 (s)) j_;

- (F) @M - N

elde edilir. Her tarafin normu alinirsa,

e — \/ (%)2 (s)+ 1 (3.24)

olur. Diger taraftan, k, = 1 oldugundan ve (rg)? = (k,)* + (ky)* esitligini saglamasi

k
gerektiginden (k,)., = (k_l) (s), ks (s) # 0 oldugu kolaylikla goriiliir.
3

Sonug 3.1 «: I C R — E3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda {T', N, B; k, 7} Serret-
Frenet ¢at1 elemanlar: ile taniml birim hizli bir egri olsun. Bu durumda agagidaki

ifadeler saglanir.

i. T (s) egrisinin geodezik egriligi, (k,) = (2) (s), k(s) # 0 seklindedir.

ii. B (s) egrisinin geodezik egriligi (k,) = (E> (s), 7(s) # 0 seklindedir.
T
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Tanim 3.5 o : [ C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda { Ny, Ny, N3; ky, ks }

herhangi ortonormal gat1 elemanlari ile tamiml birim hizli bir egri olsun. k5 (s) # 0

!

olmak iizere eger <%) (s) sifirdan farkl sabit bir fonksiyon ise 3(s) = [ Nj (s) ds
1

egrisi konikal geodezik egri olarak adlandirilir.

k
Benzer gekilde, k3 (s) # 0 olmak iizere (k:_1> (s) sifirdan farkl sabit bir fonksiyon
3

ise 7(s) = [ N3 (s)ds egrisi diger bir konikal geodezik egri olarak adlandirilir.

Teorem 3.6 o : I C R — [E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymnda {Ny, No, Na; ki, k3 }
herhangi ortonormal cat1 elemanlari ile tanimli birim hizli bir egri olsun. [ egrisinin
sabit olmayan (k,) 5 geodezik egrilikli D modifiye Darboux egrisi rektifiyandir ancak
ve ancak her rektifiyan egri, sabit olmayan geodezik egrilikli herhangi birim hizhi bir
egrinin modifiye Darboux egrisidir.

Benzer sekilde, v egrisinin sabit olmayan (k:g)7 geodezik egrilikli D modifiye Dar-
boux egrisi rektifiyandir ancak ve ancak her rektifiyan egri, sabit olmayan geodezik

egrilikli herhangi birim hizli bir egrinin modifiye Darboux egrisidir.

Ispat. o : I ¢ R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymnda {Ni, Ny, Ns; k1, ks} her-
hangi ortonormal ¢at1 elemanlari ile taniml birim hizh bir egri olsun. Sabit olmayan
(ky) 5 egriligi kosulu altinda modifiye Darboux egrisi {Tf), Np. By, kp, 7']5} Serret-

Frenet cati elemanlariyla birlikte,
- ks
D(s) = { - ) (s) Ni(s) + Na(s)
1
seklindedir. D nin her iki tarafinm s ye gore tiirevi alinirsa,
dD d3 ks
ds ds
]{73 ! ds
Tf) = <k_1) (S) N1 (S) E/
elde edilir ve son egitlikte her tarafin normu alinirsa,

Ts (3) = N (5) (3.25)
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olur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa,
~ ks
s=(—](s)+ A AeR (3.26)

esitligi kolaylikla bulunabilir. (3.25) numarali esitligin her iki tarafinin diferensiyeli

alinirsa,
oy 0 () 6= 1 () 8 )

seklindedir ve bu egitlik normlandirilirsa,

Ny (5) = Ny (s) (3.27)
elde edilir. Benzer iglemler yapilirsa agagidaki esitlik bulunur.

(=8 (5) = N3 (s) (3.28)
Buradan D modifiye Darboux egrisinin egrilik ve torsiyonu,

_ ve T = s (3.29)

Kﬁ / D L
ks ks
k1 k1

olarak hesaplanir. Egrilik ve torsiyon fonksiyonlar1 birarada diisiiniiliirse,

-2 == =5— A\ AeR
Py <k1) (s)=s—\, A€

elde edilir. Boylece 8 (sg) = N1 (s) egrisinin sabit olmayan (k,); geodezik egrilikli
D modifiye Darboux egrisi rektifiyandir.

Tersine, kabul edelim ki « egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda { Ny, Ny, N3; ki1, k3} her-
hangi ortonormal cat1 elemanlar1 ile tanimli birim hizli bir egri olsun. Yukarida
da ispat1 verilen Teorem 3.4 in ispat methoduna benzer bir method yardimiyla her
rektifiyan egrinin, sabit olmayan geodezik egrilikli herhangi birim hizli bir egrinin

modifiye Darboux egrisi oldugu gosterilebilir (Chen ve Dillen 2005).
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k
Benzer ispat ks (s) # 0 olmasi koguluyla D(s) = Ni(s) + (/4:_1) (s) N3(s) modifiye
3
Darboux egrisi i¢in de yapilabilir. Sabit olmayan (l{:g)7 egriligi kogulu altinda modi-

fiye Darboux egrisi { T, N, By, kg, T} Serret-Frenet gati elemanlariyla birlikte,

s
ds ds

o= (B) oo g

elde edilir ve son esitlikte her tarafin normu alinirsa,

Ti (5) = N (s) (3.30)

olur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa,

esitligi kolaylhikla goriilebilir. (3.30) numarali esitligin her iki tarafinin diferensiyeli
aliirsa,

oy ) () ()= —ha(6) N 9

seklindedir ve normlandirilirsa,

ND (8) = Ny (s)

elde edilir. Benzer iglemler yapilirsa asagidaki esitlik bulunur.

B_(5) = N (s)

Buradan D modifiye Darboux egrisinin egrilik ve torsiyonu,




olarak hesaplanir. Egrilik ve torsiyon fonksiyonlar1 bir arada diisiiniiliirse,
T k
B - (—1)(3) §—X\ AeR
/'iﬁ kg

elde edilir. Béylece v (s,) = N3 (s) egrisinin sabit olmayan (k). geodezik egrilikli
D modifiye Darboux egrisi rektifiyandir.

Tersine, kabul edelim ki a egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda {Ny, No, Na; k1, k3} her-
hangi ortonormal ¢at1 elemanlari ile taniml birim hizli bir egri olsun. Yukarida Teo-
rem 3.4 de ispat1 verilen teoremin ispat methoduna benzer bir method yardimiyla
her rektifiyan egrinin sabit olmayan geodezik egrilikli herhangi birim hizli bir egrinin
modifiye Darboux egrisi oldugu gosterilebilir (Chen ve Dillen 2005).

Sonug 3.2 «: I C R — E3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymnda {T', N, B; k, 7} Serret-
Frenet cat1 elemanlar: ile tanimli birim hizli helis olmayan bir egri olsun. Bu du-
rumda modifiye Darboux egrisi D rektifiyandir ancak ve ancak her rektifiyan egri,
herhangi birim hizli helis olmayan bir egrinin modifiye Darboux egrisidir.

Benzer sekilde, D modifiye Darboux egrisi rektifiyandir ancak ve ancak her rekti-

fiyan egri, herhangi helis olmayan birim hizl bir egrinin modifiye Darboux egrisidir.

Teorem 3.7 o : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda {Ny, No, Na; ki, k3 }
herhangi ortonormal c¢at1 elemanlar: ile tanimh birim hizli bir egri olsun. Bu du-
rumda (3 (s) = [ Ny (s)ds ve ¥ (s) = [ N3 (s) ds egrileri rektifiyandir ancak ve ancak
B ve 7 egrllerl konikal geodezik egrllerdlr.

Ispat. a : I € R — [ egrisi birim hizli bir egri ve kabul edelim ki 3 (s) egrisi
rektifiyan olsun. Bu durumda (E) orani lineer bir fonksiyondur. Yani A ve u
o
g
sabitler olmak iizere, (T—’B) = As + u seklindedir. Eger (3 (s) egrisinin egrilikleri
rom
B
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hesaplanir ve bu egriliklerin oranina bakilirsa,

<E> (:>—)\s—|—u,)\€R {0} ve p e R
1

’

k _
elde edilir ki (kr_3) (s) sifirdan farkli sabit bir fonksiyondur ve béylece (3 egrisi koni-
1

kal geodezik egridir.

!

Tersine kabul edelim ki 5 egrisi konikal geodezik egri olsun. Boylece (%) (s)
1

sifirdan farkl sabit bir fonksiyondur. 3 ve « egrisinin egrilikleri arasindaki iliskiden,

k —
<k—3):<T—'B>:>\s+u, AeR—-{0} vepeR
1

g

seklindedir. Sonug olarak, /3 egrisi rektifiyandir.

Y (s) = | N3 (s)ds egrisi i¢in de ispat benzer sekilde yapilabilir.

Sonug 3.3 o : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda {T, N, B;x, T}
Serret-Frenet cat1 elemanlar: ile tanimli birim hizli bir egri olsun. Bu durumda

= [T (s)ds ve Y(s) = [ B (s)ds egrileri rektifiyandir ancak ve ancak B ve A
egrileri konikal geodez1k egrldlr.

Sonug 3.4 « : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda { Ny, Ny, N3; ky, ks }
herhangi ortonormal g¢at1 elemanlar: ile tanimli birim hizli bir egri olsun. Bu du-

k
rumda 3 (s) = [ Ny (s)ds egrisi (k_g) (s) oram sabit olmayan ve k; (s) # 0 olan
1

rektifiyan egridir ancak ve ancak Cy = 3 (s) = D (s) egrilerinden biri rektifiyandur.

k
Benzer diigtinceyle, 7(s) = [ Ns(s)ds egrisi <k;_1) (s) orami sabit olmayan ve
3
k3 (s) # 0 olan rektifiyan egridir ancak ve ancak C. = 7 (s) & D (s) egrilerinden biri
rektifiyandir.
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Sonug 3.5 «: I C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda {T, N, B; k, 7} Serret-
Frenet cat1 elemanlar: ile tanimli helis olmayan birim hizli bir egri olsun. Bu du-
rumda ((s) = J T (s)ds egrisi (E) (s) oram sabit olmayan ve k (s) # 0 olan rekti-
fiyan egridir ancak ve ancak Cy = [3(s) £ D (s) egrilerinden biri rektifiyandir.

Benzer diisiinceyle, 4(s) = [ B (s) ds egrisi (E> (s) oran sabit olmayan ve 7 (s) # 0
T
olan rektifiyan egridir ancak ve ancak C+ = 4(s) & D (s) egrilerinden biri rekti-

fiyandir.

Teorem 3.8 o : [ C R — [E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda {Ny, No, Na; k1, k3 }
herhangi ortonormal gat1 elemanlar: ile tanimli birim hizli bir egri olsun. Eger

k

(k:_3> (s) = tans, ky (s) # 0 ve Y(s) = sinsN; (s) + cos sNs (s) egrisi S? de kiire-
1

sel bir egri ise, bu durumda D rektifiyan egrisi D (s) = secsY(s) seklinde ifade

edilebilir.

k
Benzer gekilde, eger <k_1) (s) =tans, k3 (s) # 0 ve Y(s) = cos sNy (s) +sin sN3 (s)

3
egrisi S? de kiiresel bir egri ise, bu durumda D rektifiyan egrisi D (s) = secsY (s)

seklinde ifade edilebilir.

Ispat. o : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymnda { Ny, Ny, Ns; k1, ks} her-

hangi ortonormal ¢at1 elemanlari ile tanimli birim hizli bir egri olsun.

D) = () (5 Mi(e) + Vel

modifiye Darboux egrisini gozoniine alalim. Hipotez altinda,

wh

(s) = tansNi(s)+ Ns(s)
D(s) = secs(sinsNy (s)+ cossNs (s))
D(s) = secsY(s)

seklinde bulunur.
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Benzer sekilde diger durumun ispat1 da kolaylikla yapabilir.

D(s) = Ni(s)+ tansNs(s)
D(s) = secs(cossN; (s)+sinsNs(s))

D(s) = secsY(s)

seklinde bulunur.

Sonug 3.6 «: I C R — 3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda {T, N, B; k, 7} Serret-
Frenet cat1 elemanlar: ile tanimlh birim hizli bir egri olsun. Eger <Z> (s) = tans,
Kk (s) # 0 ve Y(s) = sinsT (s) + cos sB (s) egrisi S? de kiiresel bir :gri ise, bu du-
rumda D rektifiyan egrisi D (s) = sec sY (s) seklinde ifade edilebilir.

Benzer sekilde, eger <E> (s) = tans, 7(s) # 0 ve Y(s) = cossT (s) + sinsB (s)
T
egrisi S? de kiiresel bir egri ise, bu durumda D rektifiyan egrisi D (s) = sec sY (s)

seklinde ifade edilebilir.

Sonug 3.7 o : I C R — [ egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda herhangi ortonormal
cat1 elemanlar1 { Ny, Ny, N3; k1, k3 } ile tanimlh birim hizhi null olmayan bir egri olmak

tizere, (Uzunoglu vd. 2016) caligmasinda tanimlanmig olan,

N'(s)

{N<s>, C1s) = s W) = M) x CL6). 1), g<s>}

cat1 elemanlar1 kullanilarak,

ve



secimleriyle birlikte biitiin bu teorem ve sonuclar kolaylikla elde edilebilir.

Ornek 3.1 o : I ¢ R — E3, 3—boyutlu Oklid uzaymnda asagidaki gibi bir egri

olmak {izere,

_3-2v2 3+2v2
a(s) = (W sin(v2 + 1)s — v sin(v2 — 1)s,

3-2v2 3+2V2

_W COS(\/§+ 1)s+ W SlIl(\/§ —1)s,
1

— sin s)

V2

{N1, Ny, N3; k1, k3} herhangi ortonormal gati elemanlar yerine 6zel olarak,
Ni(s)=T(s), Na(s)=N(s), N3(s)=B(s), ki =kveks=r

alinip Serret-Frenet cati elemanlar: hesaplanarak Mathematica yardimiyla gizdirilirse,

« egrisinin goriiniimii Sekil 3.17 deki gibi elde edilir.

Sekil 3.1 a(s) egrisi

Ayrica D (s) modifiye Darboux egrisi ve Y (s) kiiresel egrileri Sekil 3.2’ deki gibidir.

Sekil 3.2 D (s) modifiye Darboux egrisi ve Y (s) kiiresel egrisi
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Ornek 3.2 3 : I ¢ R — E3, 3—boyutlu Oklid uzayinda asagidaki gibi bir egri
olmak tizere,

B(s) = (3s — 5% 35%, 35 + 3s%)
benzer diisiinceyle 3 egrisinin, D (s) modifiye Darboux egrisinin ve Y(s) kiiresel

egrisinin c¢izimleri Sekil 3.3 ve Sekil 3.4” deki gibidir.

Sekil 3.4 D (s) modifiye Darboux egrisi ve Y (s) kiiresel egrisi

3.2 Lorentz-Minkowski Uzayinda Rektifiyan Egriler

Bu kisimda 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda yatan rektifiyan egrilerin baz
karakterizasyonlar: verilecektir. B2 de herhangi bir regiiler rektifiyan egrinin torsiyon

ve egrilik oraninin sabit olmayan lineer bir fonksiyon oldugu belirtilmistir. Yani bu
27



ozelligin, egrinin causal karakterine ve rektifiyan diizlemine gore invaryant oldugu

ifade edilmistir.

3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda s—yay parametresiyle parametrelendirilmis
ve timelike veya spacelike (null olmayan) herhangi bir o : I C R — [E? egrisini ve bu
egri tizerinde tanmimh herhangi {]Vl) (s), ]72(3), ]V; (s)} ortonormal ¢atisini gozoniine
alalm. R? standart reel vektor uzay: iizerinde = = (21,29, 23) ve ¥ = (y1,%2, y3)

olmak {izere,
(), + R*xR*->R
(?7 7) - <?7 7>L = T11 + T2l — X3Y3

Lorentz i¢ carpimi kullanilmak iizere bu ortonormal ¢atinin tiirev degisimi asagidaki

gibidir.
Ji{i (s) 0 ki (s)  esks () N, (s)

é (s) | = | —eieski(s) 0 —e9e3ks () ]72) (s) (3.31)
3 (5) ka(s)  ks(s) 0 N (s)

Burada ki (s), k2 (s), ks (s) fonksiyonlar1 a egrisinin egrilikleridir. E? de vektorel

carpim A iglemiyle tanimlanmak {izere cat1 elemanlar1 arasindaki iligki ise su sekilde

verilmektedir.
Ni(s) ANy(s) = Ns(s)
Ni(s) A Na(s) = e1Na(s) (3.32)
Ns(s) ANy(s) = e5Ni(s)

Ayrica Lorentz-Minkowski metrigine gore,
— — — — — —
<N1, N1> = &1, <N2, N2> = &2, <N3, N3> = &3, (3.33)
L L L
— — — — — —
<N17N2> = 07 <N17N3> :07 <N27N3> =0
L L L
seklinde egitlikler mevcuttur. 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda acisal hiz

vektorii olan Darboux vektorii D olmak iizere,

D(s) = e1ky (s) N1(s) + e160ks (5) No(s) + e223k1 (5) Na(s) (3.34)
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seklindedir ve bu vektor,

D(s) ANi(s) = N, (s)
D(s) A Na(s) = N, (s) (3.35)
N, N,

D(s) A No(s) =

—
»
~

sartlarin saglar. Bir oénceki kisimdakine benzer olarak bu béliimiin de tamaminda

ks (s) = 0 alarak teoriyi kuracagz.

Teorem 3.9 o : I C R — [E} egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayimda
spacelike veya timelike rektifiyan diizlemde yatan ve (s) > 0 olan birim hizh
null olmayan bir egri olsun. « egrisi rektifiyandir ancak ve ancak egrilikleri oran

(I) (5) = c15 + ¢2, ¢1 € Ry, ¢z € R seklinde lineer fonksiyondur (Ilarslan vd. 2003)
K

Tanim 3.6 E? Lorentz-Minkowski uzayimda k; (s) # 0 olan regiiler bir « egrisi igin
D(s) = e1k3 () ]V;(s) + &3k (8) 173)(5) Darboux vektoriiyle verilen egri a egrisinin
centrodesi olarak, C. = a/(s) £ D(s) egrileri ise « egrisinin co-centrodesi olarak

adlandirilir.

Teorem 3.10 [E? Lorentz-Minkowski uzaymda sifirdan farkh sabit k; egrilikli (veya
sabit olmayan k; egrilikli) ve sabit olmayan k3 torsiyonlu (veya sifirdan farkh sabit

ks torsiyonlu) birim hizli bir egrinin centrodesi rektifiyan egridir.

Tersine E} uzayinda her rektifiyan egri, sifirdan farkh sabit k; egrilikli ve sabit
olmayan k3 torsiyonlu (veya sabit olmayan k; egrilikli ve sifirdan farkli sabit k3 tor-

siyonlu) herhangi bir birim hizli egrinin centrodesidir (flarslan ve Nesovic 2007).

Tanim 3.7 « : I C R — E3 egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayimda birim

hizli null olmayan bir egri olsun. Egri iizerinde { Ny, Ny, N3; k1, k3} herhangi orto-
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normal ¢at1 elemanlar: gézoniine alinirsa, « (s) egrisi boyunca
— —
D(S) = 81]{33 (S) Nl(S) + 6263/€1 (8) Ng(S) (336)

Darboux egrisi yukaridaki gibi tammlanir. Aym zamanda k; (s) # 0 olmak kosu-

luyla,

D(s) = ¢ (:—j) (s) N1(s) + e2e3N5(s) (3.37)
ve ks (s) # 0 olmak kosuluyla,

ﬁ(s) = €1N1(S) + €9€3 (Z—;) (S) Ng(S) (338)

modifiye Darboux egrileri de tanimlanabilir.

Teorem 3.11 « : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda
{N1, Ny, N3; k1, k3} herhangi ortonormal gat1 elemanlar: ile tanimh birim hizhi null
olmayan bir egri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

. A 4 ks

i. B(sg) = Ni(s) egrisinin geodezik egriligi, (ky), = &1 T (s), k1(s) # 0 gek-
1

lindedir. Burada sg, 3 egrisinin yay parametresidir.

ii. 7(sy) = N3 (s) egrisinin geodezik egriligi, (ky), = €ae3 (:—;) (s), ks(s) # 0

seklindedir. Burada s,, v egrisinin yay parametresidir.

Ispat. i. o : 1 C R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda birim
hizli null olmayan bir egri olsun. [ egrisi sz yay parametresi ve { Ts,Ng, By kg, T B}
catisi ile birlikte,

B (sg) = Ni(s) (3.39)
seklindedir. Bu egrinin geodezik egriliginin hesabi agagidaki gibidir. (3.39) denk-

leminin her iki tarafinin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa,

ds
T (ss) d—ﬁ = k1 (s) N2 (s)
s
d
seklinde bulunur. Buradan iki tarafin normu alimirsa % = ky (s) elde edilir ki bu
s

ifade yukaridaki denklemde kullanilirsa,

T (sp) = N2 (s) (3.40)
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olur. (3.40) esitliginin bir kez daha tiirevi alinirsa,

ds

K, (s8) Ng(sg) = (—5153k1(3)N1(8)—5253k3(8)N3(3))d—%

Ny (s) — ean (’;—) (5) Ns (5)

seklinde elde edilir. Buradan

(kn)g = —c123 ve (kg)y = &1 (—) (s), k1(s) #0

oldugu kolaylikla goriiliir.

ii. v(s,) = N3 (s) egrisi {1, Ny, B,; -, 7} kendi Serret-Frenet cat1 elemanlar ile
k

birlikte benzer diistinceyle incelenirse, (ky), = e2¢3 <k_1) (s), ks (s) # 0 olarak elde
3

edilir.

Sonug 3.8 « : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda Serret-
Frenet cati elemanlar1 {7, N, B; k, 7} ile tanimh birim hizli bir egri olsun. Bu du-

rumda agagidaki ifadeler saglanir.

i. T (s) egrisinin geodezik egriligi (k,) = &1 (I) (s), k(s) # 0 seklindedir.
K

ii. B (s) egrisinin geodezik egriligi (k,) = s (f) (s), 7 (s) # 0 seklindedir.
T

Tamm 3.8 o : [ C R — E3 egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymnda her-

hangi ortonormal gat1 elemanlar1 { Ny, Ny, N3; ky, k3} ile tanimh birim hizli null ol-

!

k
mayan bir egri olsun. k; (s) # 0 olmak iizere, eger £, (k_3> (s) sifirdan farkli sabit
1

bir fonksiyon ise 3(s) = [ N; (s) ds egrisi konikal geodezik egri olarak adlandirilir.

Benzer sekilde, k3 (s) # 0 olmak iizere eger, ese3 <ﬁ) (s) sifirdan farkli sabit bir

ks
fonksiyon ise J(s) = [ Nj(s)ds egrisi diger bir konikal geodezik egri olarak ad-

landirilir.
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Teorem 3.12 « egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda { N1, No, N3; ky, k3 }
herhangi ortonormal cati elemanlar: ile tanimli birim hizli null olmayan bir egri ol-
sun. [ egrisinin sabit olmayan (k,) 8 geodezik egrilikli D modifiye Darboux egrisi
rektifiyandir ancak ve ancak her rektifiyan egri, sabit olmayan geodezik egrilikli her-
hangi birim hizh bir egrinin modifiye Darboux egrisidir.

Benzer sekilde, v egrisinin sabit olmayan <k9)v geodezik egrilikli D modifiye Dar-
boux egrisi rektifiyandir ancak ve ancak her rektifiyan egri, sabit olmayan geodezik

egrilikli herhangi birim hizli bir egrinin modifiye Darboux egrisidir.

Ispat. o : I ¢ R — [E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda herhangi
ortonormal ¢at1 elemanlar1 { Ny, No, N3; kq, k3} ile tanumli birim hizli null olmayan
bir egri olsun. Sabit olmayan (k,) 5 egriligi kogulu altinda modifiye Darboux egrisi,

{Tﬁ, Np,Bp: kg, 7']5} Serret-Frenet cat1 elemanlariyla birlikte
Wy ks
D(S) =& (k‘_) (8) Nl(S) + 8263N3(8), k’l (S) 7& 0
1

seklindedir. D nin her iki tarafinin s parametresine gore tiirevi alinirsa,

%ggf: &<%)}$Aq@y+q(%§<wku@Nx$+fﬁ¢AQA@@>

75 ) ) () (s)) &
=(s) = e |—) (s s) | —=
D "k ) dz
elde edilir ve son egitlikte her iki tarafin normu alinirsa,
Ts (3) = i (s) (3.41)

olur. Buradan kolaylikla,

oldugu goriiliir. (3.41) esitliginin her iki tarafinin diferensiyeli alimrsa,

oy @51 () () =k (9 2 9
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olur ve ayni diisiinceyle normlandirilirsa,

N_ (8) = Na(s) (3.42)
seklinde elde edilir. Benzer iglemler yapilirsa agagidaki esitlik bulunur.

B, (3) = Ny (s) (3.43)

Buradan D modifiye Darboux egrisinin egrilik ve torsiyonu,

= L, ve T_ = ks (3.44)

Fdﬁ B 7
o (1t o) (f
v g

seklinde bulunur. Egrilik ve torsiyon fonksiyonlar: bir arada diigiiniilecek olursa,

D _ k3 o~
%_(lﬁ)@)_s A, AER

elde edilir. Boylece D modifiye Darboux egrisi rektifiyandir.

Tersine, kabul edelim ki o : I € R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski
uzaymda { Ny, No, N3; k1, k3} herhangi ortonormal ¢ati elemanlari ile tanimli birim
izl bir egri olsun. 3 egrisinin sabit olmayan (k,); geodezik egrilikli D modifiye
Darboux egrisi rektifiyan olmak iizere 3.4 in ispat methoduna benzer bir method
yardimiyla her rektifiyan egrinin, sabit olmayan geodezik egrilikli herhangi birim

hizli bir egrinin modifiye Darboux egrisi oldugunu kolaylikla gosterebiliriz.

— k
Benzer ispat k3 (s) # 0 olmasi koguluyla D(s) = 1NV;(s) + ea¢3 (k_1> (s) N3(s)
3
modifiye Darboux egrisi i¢in de yapilabilir.

Sonug 3.9 o : I C R — E3? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda Serret-
Frenet gat1 elemanlar {7, N, B; k, 7} ile tanimh birim hizli helis olmayan bir egri

olsun. Bu durumda modifiye Darboux egrisi D rektifiyandir ancak ve ancak her
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rektifiyan egri, herhangi birim hizh helis olmayan bir egrinin modifiye Darboux egri-
sidir.
Benzer sekilde, D modifiye Darboux egrisi rektifiyandir ancak ve ancak her rekti-

fiyan egri, herhangi helis olmayan birim hizli bir egrinin modifiye Darboux egrisidir.

Teorem 3.13 o« : [ C R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda
{N1, Ny, N3; k1, k3} herhangi ortonormal ¢at1 elemanlar: ile tanimh birim hizh null
olmayan bir egri olsun. Bu durumda 3(s) = [ N; (s)ds ve §(s) = [ Nj (s) ds egrileri

rektifiyandir ancak ve ancak /3 ve 7 egrileri konikal geodezik egridir.

Ispat. o : I C R — E? egrisi birim hizhi null olmayan bir egri olsun. Kabul ede-

lim ki 3(s) egrisi rektifiyan olsun. Bu durumda bu egrinin torsiyon ve egrilik orani
7B
K }

lindedir. Eger ((s) egrisinin egrilikleri hesaplanir ve bu egriliklerin oranina bakihirsa,

lineer bir fonksiyondur. Yani A ve y sabitler olmak {izere <T—B) = s+ sek-
e
B

k
(E) = —¢9 (—3) (s)=As+pu, Ne R—{0} vepeR
Iiﬁ k)l

I

k _
elde edilir ki (k—g) (s) sifirdan farkl sabit bir fonksiyondur ve boylece 3 egrisi koni-
1

kal geodezik egridir.

- k
Tersine kabul edelim ki /3 egrisi konikal geodezik egri olsun. Boylece (k—g) (s) sifir-
1

dan farkli sabit bir fonksiyondur. /3 ve a egrisinin egrilikleri arasindaki iliskiden,

—& (Z—i’) (s)z(%)z)\s—i-u, AeR—-{0} vepeR

oldugu aciktir. Boylece 3 egrisi rektifiyandir.

(s) = [ N3 (s)ds egrisi i¢in de ispat benzer sekilde yapilabilir.

" 2
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Sonug 3.10 «: I C R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayimnda Serret-
Frenet cati elemanlar: {T N, B;k,7} ile tamml birim hizhi null olmayan bir egri
olsun. Bu durumda 6 = [T (s)ds ve 4(s) = [ B(s)ds egrileri rektifiyandir an-

cak ve ancak 3 ve 4 egrllerl konikal geodemk egridir.

Sonug 3.11 «a : I C R — E3 egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda her-
hangi ortonormal c¢at1 elemanlar {Nl, Ny, N3; ky, k3} ile tanmimli birim hizhi null ol-

k
mayan bir egri olsun. Bu durumda (3(s) = [ N; (s)ds egrisi <k_3) (s) orani sabit
1

olmayan ve ki (s) # 0 olan rektifiyan egridir ancak ve ancak C. = JB(s) + D (s)
egrilerinden biri rektifiyandir.

Y(s) = [ N3 (s)ds egrisi de benzer diisiinceyle (%) (s) oram sabit olmayan ve
ks (s) # 0 olan rektifiyan egridir ancak ve ancak C.. 3: 7(s) £ D (s) egrilerinden biri

rektifiyandir.

Sonug 3.12 «: I C R — 3 egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda Serret-
Frenet cati elemanlar {T N, B; k, 7} ile tanmimli helis olmayan birim hizhi bir egri
olsun. Bu durumda (s = [T (s)ds egrisi (%) (s) orani sabit olmayan ve k (s) # 0
olan rektifiyan egridlr ancak ve ancak Ci = [(s) & D (s) egrilerinden biri rekti-
fiyandr.

Benzer diisiinceyle, 4(s) = [ B (s) ds egrisi (;) (s) oram sabit olmayan ve 7 (s) # 0
olan rektifiyan egridir ancak ve ancak C'y = 4(s) £ D (s) egrilerinden biri rekti-
fiyandir.

Teorem 3.14 « : I C R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda

{N1, Ny, N3; k1, k3} herhangi ortonormal ¢at1 elemanlar: ile taniml birim hizhi null
k1

g963cos sN3 (s) egrisi S? de kiiresel bir egri ise, bu durumda D rektifiyan egrisi

D (s) = sec sY (s) seklinde ifade edilebilir.

k
Benzer sekilde, eger (k—l) (s) = tans, k3(s) # 0 ve Y(s) = e1cossNy (s) +
3

k
olmayan bir egri olsun. Eger (—3> (s) =tans, k1 (s) Z0ve Y(s) = e sinsN (s)+
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£2638in 5N3 (s) egrisi S? de kiiresel bir egri ise, bu durumda D rektifiyan egrisi

D (s) = sec sY(s) seklinde ifade edilebilir.

Ispat. o egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda {Ny, Ny, Na; ki, ks} her-

hangi ortonormal cat1 elemanlar: ile tanimli birim hizli null olmayan bir egri olsun.

D(s) = ¢, (Z—j) () Ni(s) + 265 N5(s)

modifiye Darboux egrisini gozoniine alalim. Hipotez altinda,

D(s) = e tansNy(s)+ eae3N3(s)
D(s) = secs(eqsinsN (s) + eae3 cos sNs (s))

D(s) = secsY(s)

seklinde bulunur.

Benzer gekilde diger durumun ispat1 da kolaylikla yapilabilir.

k

D(s) = eui(e) + exea (1) (5 Ml

modifiye Darboux egrisini gozoniine alalim. Hipotez altinda,

D(s) = &1 Ny(s) + ege3 tan sN3(s)
D(s) = secs(e;cossN; (s) + exe3sin sNs (s))

D(s) = secsY(s)

seklinde bulunur.

Teorem 3.15 o : [ C R — E3 egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda
{N1, Ny, N3; k1, k3} herhangi ortonormal ¢ati elemanlari ile taniml birim hizh null ol-

k
mayan bir egri olsun. Eger <k_3) (s) = tanhs, k; (s) # 0 ve Y(s) = g1 sinh sV; (s)+
1

£2e3 cosh sN; (s) egrisi H2 de bir egri ise, D rektifiyan egrisi D (s) =
linde ifade edilebilir.

Y k-
sinh s () se
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k
Benzer sekilde, eger <k_1) (s) = tanhs, k3(s) # 0 ve Y(s) = e coshsNy (s) +
3
— — 1
963 sinh sN3 (s) egrisi H2 de bir egri ise, D rektifiyan egrisi D (s) = A
cosh s

seklinde ifade edilebilir.

Y(s)

Sonug 3.13 o : I C R — 3 egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayimda Serret-
Frenet ¢at1 elemanlar1 {T, N, B; k,7} ile tanmimli birim hizli null olmayan bir egri
olsun. Eger (%) (s) =tans, k(s) # 0 ve Y(s) = e1sinsT (s) 4263 cos s B (s) egrisi
S? de kiiresel bir egri ise, D rektifiyan egrisi D = sec sY (s) seklinde ifade edilebilir.
Benzer sekilde, eger (g) (s) =tans, 7 (s) #0veY(s) = ey cossT (s)+eae3sinsB (s)
egrisi S? de kiiresel bir egri ise, D rektifiyan egrisi D = secsY (s) seklinde ifade
edilebilir.

Sonug 3.14 a : I C R — E3 egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda her-
hangi ortonormal gat1 elemanlar1 { Ny, Ny, N3; ky, ks} ile tanimh birim hizli null ol-

mayan bir egri olmak iizere, (Uzunoglu vd. 2016) ¢aligmasinda tanmimlanmig olan,

{6, €)= Rt W =N < o), 169, alo)}

cat1 elemanlar1 kullanilarak,

ki(s) = f(s), ka(s) = g(s)

se¢imleriyle birlikte biitiin bu teorem ve sonuclar kolaylikla elde edilebilir.

Ornek 3.3 o : I ¢ R — E? olmak iizere spacelike a (s) egrisi asagidaki gibi
gozoniine alinirsa,

9 1 9 1 3
al(s) = (1—0 sins — 90 sin 9s, T + 90 cos 9s, %sinéls)
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{N1, Ny, N3; k1, k3} herhangi ortonormal gati elemanlar yerine 6zel olarak,
Ny (s)=T(s), No(s)=N(s), N3(s)=B(s), ki=rveks=T

alip Serret-Frenet cati elemanlar1 hesaplanarak Mathematica yardimiyla gizdirilirse,

« egrisi Sekil 3.5 deki gibi elde edilir.

o0

02

o0

-01
-03 00 03

Sekil 3.5 a(s) egrisi

-0

Ayrica «a (s) egrisinin modifiye Darboux egrisi ve Y(s) kiiresel egrisi Sekil 3.6 ve

Sekil 3.7’ deki gibidir.

Sekil 3.7 Y(s) kiiresel egrisi
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Ornek 3.4 3:1 C R — [E? olmak iizere timelike /3 (s) egrisi

15 9 25 9 25
B(s)= (ﬁ sinh 17s, 100 cosh 255 — Tad cosh 9s, 200 sinh 25s + Tad sinh 93)

olarak gozoniine alinirsa, 5 egrisinin, modifiye Darboux egrisinin ve kiiresel egrisinin

cizimleri Jekil 3.8, Sekil 3.9 ve Sekil 3.10” daki gibi elde edilir.

Sekil 3.8 3(s) egrisi

-04 =02 o0 02 04

£ g

Sekil 3.9 13(5) modifiye Darboux egrisi

Sekil 3.10 Y'(s) kiiresel egrisi
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3.3 Oklid Uzayinda Taban Egrisi Rektifiyan Olan Regle Yiizeyler

Calismanin bu kisminda, rektifiyan egriler icin geometrik bir uygulama niteliginde,
3—boyutlu Oklid uzayimdaki modifiye Darboux egrisi kullanilarak, taban egrisi rek-
tifiyan olan regle yiizey tanimlanacak ve bu sayede rektifiyan egriler ve regle yiizeyler

arasindaki iligki ele alinacaktir.

Tamm 3.9 E3 de bir regle yiizey ® (s,u) = o (s)+uX (s) doniistimii ile tammlamnr.
a (s) egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi ve X : [ — B3, X = 21T + 25N + 238
seklinde ve 22 4+ 22 + 23 = 1 olacak sekilde bir fonksiyon olmak iizere X (s) regle

yiizeyin dogrultmam adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 3.16 «(s) = [ N; (s)ds egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda herhangi orto-
normal ¢at1 elemanlar1 { Ny, No, N3; k1, k3} ile tanimh birim hizh bir egri olsun. Bu
durumda, o (s) rektifiyan egridir ancak ve ancak ® (s,u) = a (s)+uD(s) yiizeyinin u

~ k
sabit parametre egrileri rektifiyandir. Ayrica burada D(s) = (k:_3> (s) N1(s)+N5(s)
1

modifiye Darboux egrisi ve u # —— dir.
a

Ispat. a(s) = [N (s)ds egrisi {N1, Na, N3; k1, ks} cati elemanlarina gore birim

hizh ve rektifiyan bir egri olsun. Eger ® (s, u) yiizeyindeki u parametresi sabit ise,

B(s) = / Ny () ds +u ((%) (5) Nu(s) + Ng(S)) (3.45)

seklinde bir egri elde edilir. [ egrisinin her iki tarafinin s yay parametresine gore

tiirevi alinirsa,

%g _ %(/Nl(s)ds+u(<:—j) (s)N1<s)+Ns(8)>)

M N+u<(‘;—) N+ (1) )k <s>N2<s>—k3<s>N2<s>)

_ s\ . ds
N, = (1 UC T N
! < +“(k1)) T
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olarak elde edilir. Burada {Nl,wg,ﬁg; k1, l_fg}, [ egrisinin cat1 elemanlaridir. Her

ds = <1+u(z—i’>>d5

olur ki bu son denklem integre edilince,

iki tarafin normu alinirsa,

k
S=s+u (k_3> + ¢, ¢ sabit (3.46)
1

bulunur. Bunlar goz 6niine alindiginda,
Ni=N (3.47)

oldugu kolaylikla goriiliir. Benzer sekilde (3.47) denkleminin her iki tarafinin s yay
parametresine gore tiirevi alinirsa,

ds ds

ki (3)Na(3) = ki(s)Ny(s) ;

= ]{?1 (8) N2 (S)

!’

k
olur. Burada (k—‘g) (s) # —— dir. Son esitligin her iki tarafinin normu alinirsa,
u

1

b= ———— (3.48)

olarak elde edilir ve buradan kolaylikla,
Ny=N,

oldugu goriilebilir. Ortonormal cati oldugundan N3 = Nj olur. Bu esitligin de

turevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

ks = ks (3.49)

k)
1 i)
+u (lﬁ)
elde edilir. (3.48) ve (3.49) egriliklerinin oranlanmasiyla,

Ry _ K (3.50)



seklinde bir egitlik elde edilir.

a (s) egrisi rektifiyan oldugundan, a ve b herhangi sabitler olmak iizere,

(%) =as+b (3.51)

1

seklinde s yay parametresine gore sabit olmayan lineer fonksiyon oldugu biliniyor.
1

Dikkat edilecek olunursa burada a # 0 ve a # —— dir. Bu esitlik (3.46) bagintisinda
u

kullanilirsa, d # 0 olmak tizere d ve e herhangi sabitleri igin,

5 = st+u(as+b)+c
5 = (14 au)s+ buc
S = ds+e (3.52)

seklinde elde edilir. Boylece « (s) egrisinin yay parametresi agagidaki gibi elde edilir.

S+e
d

S =

(3.53)

Bu esitlik (3.50) ve (3.51) denklemleri kullamlarak yerine yazilirsa,

k’g ];‘3 S+e
. b
R “( d >+

olur ki gerekli diizenlemeler yapilinca, A # 0 olmak iizere A\ ve pu herhangi sabit

sayilari igin,

k
k—?’ — A5+ 1 (3.54)

1

oldugu kolaylikla goriilebilir. Sonug olarak, a (s) egrisi rektifiyan ise, u sabit para-

metre egrileri rektifiyandir.

Tersine kabul edelim ki, ® (s,u) yiizeyinin u sabit parametre egrileri

B(s) = / Ny (s) ds + u ((’;—j) (s) Nu(s) + Ng(S))

rektifiyan olsun. [ egrisinin egrilikleri oran1 s yay parametresine goére lineer bir

fonksiyondur. Yani A # 0 olmak iizere A ve p herhangi sabit sayilar: icin,

ks

B _ 3

i S+ u
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seklindedir. Daha 6nce elde edilen (3.46) ve (3.50) egitlikleri kullanilirsa,

]_€3 kg kS
_—:—:)\ _
s iy (s—l—u(k1)+c)+,u

olur ki gerekli diizenlemeler yapilinca, a # 0 olmak iizere a ve b herhangi sabit
sayilari igin,
ks

k_1:a8+b

elde edilir. Bu ise « (s) egrisinin rektifiyan olmasi demektir.

Teorem 3.17 7 (s) = [ N3(s)ds egrisi Oklid uzaymda {Ni, No, N3; k1, k3} her-
hangi ortonormal ¢ati elemanlar ile tanimlh birim hizli bir egri olsun. Bu durumda,
v (s) egrisi rektifiyan egridir ancak ve ancak ® (s,u) = 7 (s) + vD(s) yiizeyinin v

. k
sabit parametre egrileri rektifiyandir. Burada D(s) = Ny(s)+ <k:_1) (s) N3(s) modi-
3

fiye Darboux egrisi ve v # —— dir.
a

Sonug 3.15 o (s) = [T (s)ds egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda {T, N, B;x, 7}
Serret-Frenet cati elemanlar: ile tanimli birim hizli bir egri olsun. Bu durumda,
o (s) egrisi rektifiyan egridir ancak ve ancak ® (s,u) = o (s) + uD(s) ylizeyinin u
sabit parametre egrileri rektifiyandir. Burada D(s) = <£) (s) T'(s) + B(s) modifiye

Darboux vektor ve u # —— dur.
a

Uyar1 3.1 3—boyutlu Oklid uzayinda x # 0 olan regiiler bir o egrisi icin, o nin
centrodesinin D = 77T + kB seklinde oldugu ve C. = a + D egrilerinin o nin co-
centrodesi oldugu daha onceki kisimda soylenmigti. Chen ve Dillen sifirdan farkh
sabit egrilikli ve sabit olmayan torsiyonlu bir « egrisinin rektifiyan olmasi igin gerek
ve yeter sartin egrinin co-centrodelerinden bir tanesinin rektifiyan egri olmasi gerek-
tigini gostermislerdir. Yukarida tamimladigimiz u sabit parametre egrileri icin eger
u = 1 secilirse, tanimlamis oldugumuz u sabit parametre egrileri Chen ve Dillen

tarafindan tanimlanan co-centrode egrilerine kargilik gelir.
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Teorem 3.18 «(s) = [ Ny (s)ds egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda herhangi orto-
normal ¢at1 elemanlar1 { Ny, No, N3; k1, k3} ile tanimli birim hizh bir egri olsun. Eger
o (s) egrisi rektifiyan egri ise, @ (s,u) = o (s) + uD(s) yiizeyinin parametre egrileri

~ k
geodeziktir. Burada D(s) = (k_3> (s) Ni(s) + N3(s) modifiye Darboux egrisi ve
1

1
u # —— dir.
a

ispat. a (s) egrisi @ (s,u) = a (s)+uD(s) yiizeyinin her zaman geodezigidir. Ancak
yiizeyin parametre egrileri « (s) egrisinin rektifiyan egri olmasi durumunda geodezik-

tir. Yiizeyin normal vektorii agagidaki gibidir.

d, = [1+u ks N, ve @, ks N, + Ns
kl kl

Kabul edelim ki a(s) = [ Nj(s)ds egrisi birim hizh rektifiyan bir egri olsun.
ks

P (s,u) = [ Ni(s)ds +u (<k ) (s) N1 (s) + N (s)) yiizeyinin u sabit parametre
1

egrllerlm gozoniine alalim.

= [ s ( () ©me ve) (3.55)

egrisi icin a ve b herhangi sabitler olmak iizere her iki tarafin tiirevi alinirsa,

s _ dpds _ . ds
ds dsds  'ds
d23 d23 ds?
& " dsae i

olur. Dolayisiyla yiizeyin u sabit parametre egrileri geodeziktir.

ks
Benzer sekilde, @ (s,u) = [Ny (s)ds + u <(l€ ) (s) N1(s)+ Ns (s)) yiizeyinin s
1

sabit parametre egrileri incelenecek olursa,

s = [ sa((E)mem)
0

da?
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elde edilir. Boylece yiizeyin s sabit parametre egrileri de geodeziktir. O halde, eger
« egrisi rektifiyan ise ® (s, u) yiizeyinin parametre egrileri geodeziktir.

Sonug 3.16 o (s) = [T (s)ds egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda {7, N, B;k, 7}
Serret-Frenet gat1 elemanlari ile tanimli birim hizli bir egri olsun. Eger o (s) egrisi
rektifiyan ise, ® (s,u) = o (s) +uD(s) yiizeyinin parametre egrileri geodeziktir. Bu-

~ 1
rada D(s) = <I> (s) T(s) + B(s) modifiye Darboux vektor ve u # —— dir.
K a
3.4 Lorentz-Minkowski Uzayinda Rektifiyan Salkowski Egrileri

Bu kisimda 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda {7, N, B; k, 7} Serret-Frenet
cat1 elemanlarina gore egriligi sabit olan ve torsiyonu lineer fonksiyon olan uzay
egrilerini inceleyecegiz. Burada amag egrilik fonksiyonu sabit olarak verildiginde,
torsiyon ve egrilik orani lineer olan bu uzay egrisinin agik bir formiiliinii bulmaktir.
Bagka bir deyisle 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda egriligi sabit olan rekti-
fiyan egrilerin denklemini elde etmektir. Bunu elde edebilmek igin iiciincii dereceden

polinom katsayili diferensiyel denklemin seri ¢oziimleri kullanilmigtir.

Teorem 3.19 o : [ C R — E? egrisi 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda
{T, N, B; k, T} Serret-Frenet ¢at1 elemanlari ile tanimli birim hizli null olmayan bir
egri olsun. Sabit x > 0 egrilikli ve 7 = ks torsiyona sahip birim hizli « (s) egrisinin
ifadesi agagidaki gibidir.

€1€3 €2€3

a(t) = (fit) — Tfs(t>> —e1e3fa(t) + 1, —%f:%(t))

Burada,

€283 6 €1€2 8 L 10
240k2 +1344()/<;2 +(34560/<c4 1209600/4;2) e

t2

2

t3 €1€3 5 1 E92€3 v E1€3 E1€2 9
hit) = S-S0+ t+< + )t+...

t4

120 5040  630k2 362880 | 11340k2
€1E€3 ¢ E9€3 1 8 ( £1€2 £€1€3 )10
t) = _ o153y - t - $10
f5(1) 12 36 +( 13442 +20160) * 36288k2 ~ 1814400 +
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seklindedir.

Ispat. Kabul edelim ki K (

‘T | > 0 sabit ve harmonik egrilik fonksiyonu

T O e e . . . :
H = — = s sifirdan farkli lineer olsun. « egrisini ¢ parametresine gore yeniden

K

parametrelendirmek icin agsagida tanimlanan doniigimii uygulayalim.

t(s) = / kds = ks (3.56)
0
Serret-Frenet formiilleri bu yeni parametreye gore yeniden elde edilirse,
dT dT ds 1
— = =kN—=N
dt  dsdt | m
dN dN ds t
E = dS dt €1€3T—€2€3 B (357)
dB  dBds t
dt  dsdt &

olur. N nin ikinci ve {iciincii tiirevleri alinirsa,

d*N dT 1 t dB
— = —E&1&3—— — &9¢& — EoEq——
dtQ 1<3 dt 2 3 2€3 dt
1 t2
= _8153N — €2€3—B — 6283—2N
K K
ve
d°N AN 1dB 2t 2 AN
dt3 = —8163% — &9E 3‘@ — 6283? 5253_2 i
dN t 2% £2 AN
- _5153E - 5253?]\[ - 5253?]\7 - 6283?%
n 2\ dN 315N
= —|e€€ E9fa— | — — £o8q—
1€3 2 3/€2 I 9 3,%2

olur ki son egitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa, N = N(t) ye bagh 3. dereceden
diferensiyel denklem agagidaki gibi elde edilir.

d*N 2\ dN 3t
+ | €163 + 5263—2 — + 5283—2N =0
K Y

3.58
e dt (3:58)

t = 0 noktas1 bu lineer diferensiyel denklem i¢in adi nokta oldugundan bu komsgu-

lukta diferensiyel denklemin seri ¢oziimii mevcuttur. Boylece diferensiyel denklemde,

N = i ant"
=0
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yazarak a, katsayilarini elde edelim.

[e%s) ~ t2 0o ~ 3¢ [e’e)
Z n(n—1)(n—2)a,t" 3+ (c1e3 ~|—52€3?) Z nat" +€253? Z a,t" =0 (3.60)
n=3 n=1 n=0

Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

SSn+3)(n+2)(n+ Da,st" + > er1ez(n + 1)a,1t"

n=0 n=0

+Z€2€3? (n — 1) &nflt + 28253?an,1tn =0

n=2 n=1
elde edilir. n = 0 ve n = 1 degerlerini kullanip denklemi yeniden diizenleyelim.

3eqe
(e1£3a1 + 6a3) + ( ;2 3a0 + 2e1e3a9 + 24a4> t

o [ (m+3)(n+2)(n+1)aps+e1e3(n+1)a,

+,§2 —l—% (n=1)an1+ 322253 b, =0
Buradan kolayca,
€13 €1€3 €9€3
@3 = ==L Ve ag = ——5-Gz — = ao
oldugu goriilebilir. n = 2 igin,
60as + 3e1e3a3 + deats ap =0

K2

olup bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilinca a5 katsayisi,

>~ \120 15k2) *

olarak elde edilir. n = 3 igin,

56253

120(16 + 45153&4 + a9 = 0

K2

denkleminde gerekli diizenlemeler yapilinca ag katsayisi,

67\ 24k2 " 360/ * " 240K2"°
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seklindedir. Bu sekilde islemlere devam edilirse,
N(t) = Qo + alt + a2t2 + a3t3 + a4t4 +
seri ¢ozlimii icin katsayilar belirlenebilir.

€18 1€ E9€
N(t) = ag+ alt + a2t2 + (—%al)t?’ + (—2&2 — %a()) t4

1 E92€3 5 1 E92E€3 £1€2 6
— - t — 12 e
- <120 15&2) M\ 360 T 2402 ) 2 T 20002 " T

Katsayilara gore diizenlenecek olursa,

1
N(t) = ao [1—62€3t4+ c12 t6+( 5= )t8+...]

8Kk? 240k2 384Kk4  13440k2
€1€3 5 1 €963\ 5 €13 2e182 \ 7
t— 12 — - 22 — £+
S { 6 T (120 15/{2) * < 5040 T 315/62) * }
€1€3 4 E9E3 1 6 55152 £1€3 S
! - — )t — AR
%2 { TR ( 242 360) * (2016%2 20160) * ]

seklinde elde edilir.

Buradan 7' yi bulmak i¢in [ N degeri hesaplanmahdir. Gerekli iglemler yapilirsa T
teget vektorii agsagidaki gibi elde edilir.

€923 5 €1€2

1 E92E€3
() = t— t t7 — 2+ ...
(t) o [ 402 + 1680x2 * (3456/{4 120960/4:2) + ]

t2 €1€3 4 1 £9E3 6 £1&3 £1&9 S
— — —t — — t <— ) t
o { T\720 "o0s2) " T\ Ta0320 T 12602/ " T

t3 €1€3 5 E92€3 1 7 58162 E1€3 9
. S - 4
a2 {3 60 - T\ "Tese T 2520 )" T\ i8Taa2 " tm1aa0 )t T

Burada ag, a1, as ve b sabit vektorlerdir.

o (t) = T oldugundan «a egrisinin denklemini bulmak icin T' vektorii bir kez daha

integre edilirse «/(t) egrisi,

12 €9€ €1€ 1 £9€
alt) = ao[— 228 464 12 t8+< 25 )t10+...]

2 240k2 13440k2 3456054 120960052

t3 €1€3 5 1 £9E3 7 £1&3 €1&9 9
— — —t — = t <— > t
o { T\ 5020 “630:2) " T\ "36280 T T13a0mz/) " T

t4 €1€3 5 £9E3 1 8 €1&9 £1€3 10
— — —t — t < — ) t
a2 { T\ 713402 T 20160 ) " T 3628k T 1814400/ T
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seklindedir. Burada ag, a1, as, b ve ¢ sabit vektorlerdir.

]

Dolayisiyla, 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda, egrilik fonksiyonu sabit olan
ve torsiyon-egrilik orani lineer fonksiyon olan bir uzay egrisinin denklemi elde edilmig

olur.

Baslangi¢ Degerleriyle Egrinin Incelenmesi

Bu kisimda ag, ag, ag, b ve ¢ bilinmeyen sabit vektorleri belirlenerek o (t) egrisi tam
olarak elde edilebilir. Kabul edelim ki «(0) = ¢ = (0,0,0) ve T(0) = b = (0,1,0)
olsun. Yani ¢ = 0 ve b = j olsun. Ayrica dikkat edilecek olunursa N(0) = ao dir.
Vt elemani i¢in 7" ve N vektorleri birbirine dik oldugundan N(0) = ag, b = (0,1,0)

vektoriine dik birim vektor olacagindan ay =i = (1,0, 0) olsun.

N'(0) = a; oldugu kolaylikla goriilebilir. Buna ek olarak (3.57) denklemindeki tiirev
formiillerinden,

t

N/(t) = —€1€3T(t) — €2€3—B(t)

K

tiirevi ¢ = 0 igin,
N’(O) = —6163T(O)

olacagindan,

a; = —€1€3)

seklinde elde edilir.

N(t) nin ikinci tiirevinde ¢t = 0 degeri kullanilirsa,

"

N (0) = 2a, (3.61)

oldugu agiktir. Ayrica yine (3.57) tiirev formiiliinden,

" ]_ t2
N (t) = —€183N(t) — 82€3EB(t> — 8283,?]\[(15)
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olup t = 0 i¢in,

1
N (0) = —€1€3N<0> — €2€3EB<0) (362)
seklindedir. Burada B(0) = T7'(0) x N(0) = j x i = k esitligi de (3.62) denkleminde

kullanilirsa,

"

1
N (0) = —61€3i — 5263—/{3 (363)
K

elde edilir. (3.61) ve (3.63) denklemleri birlikte diisiiniiliirse,

1
2a9 = (—6153, 0, —5253—)
K

olur. Boylece katsay1 vektorleri,

€1€3
2

€2€3

0
Y ) 2/{_/

ap = (1,0,0),a; = (0, —e1€3,0), a9 = (— ),b=1(0,1,0),c = (0,0,0)
(3.64)

seklinde elde edilir.

Ornek 3.5 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda o (t) egrisi timelike bir egri
olsun. Ayrica baglangig sartlarn 7'(0) = b = (0,0,1) = k ve ¢ = (0,0,0) olsun.
Boylece 61 = —1,e9 = 1 ve €3 = 1 oldugu agiktir. N(0) = ag degeri T(0) a dik
olacagidan N(0) = ag = (1,0,0) = i olsun. Onceki kisimda yaptigimiz iglemlere
benzer iglemler yapilirsa, N'(0) = a; = —e1637(0) oldugundan a; = (0,0,1) = k
olur. Son olarak N"(0) = 2ay = —£,e3N(0) — €283%B(0) ve B(0) =T(0) x N(0) =

1
(0,1,0) = j oldugu kullanilirsa as = (5,
katsay1 vektorleri agsagidaki gibi elde edilmis olur.

1
—2—,0) olarak bulunur. Boylece biitiin
K

1 1
g = (1,0,0),(11 = (0707 1),@2 = <_

——,0),6=(0,0,1),¢=(0,0,0
27 2H’>7 (77>7C (77)

Bu katsay1 vektorleriyle « (t) egrisi,

0) <t2 t6 t8 N 1 1 0 4
o — (= _ — .
2 240Kk%2  13440k2 34560k* 120960042

t4+t6+ SN Lo 0+
24 ' 720 2688k2 ' 40320 72576K% 3628800

- 4+ e +( L >t8+( S )t10+
24k | 720k \2688x3 40320k 72576K3 3628800k
—+—+(L— ! >t7+( L >t9+t+..)
3 120 \5040  630k2 362880  11340k2
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seklinde bulunur. «(t) egrisi sabit £ > 0 egrilikli oldugundan x = 1 olarak segip

egriyi Mathematica yardimiyla Sekil 3.11° deki gibi ¢izdirelim.

Sekil 3.11 «a(t) timelike rektifiyan Salkowski egrisi

Ornek 3.6 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzaymda v (t) egrisi spacelike bir egri
olsun. Ayrica baglangic sartlar1 7(0) = b = (1,0,0) = ¢ ve ¢ = (0,0,0) olsun.
Boylece 1 = 1,69 = —1 ve g3 = 1 oldugu agiktir. N(0) = ag degeri T(0) a dik
olacagimdan N(0) = ag = (0,0,1) = k olsun. Benzer islemler yapilirsa, N'(0) =
a; = (—€1€5,0,0) olur. Son olarak N"(0) = 2ay = —e163N(0) — 5253%3(0) ve

1
B(0) = —j oldugu kullanilirsa ay = (0,52532—, —51535) olarak bulunur. Boylece
K

biitiin katsay1 vektorleri agagidaki gibi elde edilmis olur.

1

1
ﬁ’ —5), b= (170,0), C = (0,0,0)

Qg = (0707 1)7(11 = (_17070)70'2 - (07 -

Bu katsay1 vektorleriyle v (¢) egrisi,

VAR 1 1 . 1 1 0
10 = gt - (M * 630/—@2)t N <362880 N 11340&2)Zf et
—ﬁ+£—< S )t8+(— + >t1°+..
24 720\ 2688k2 ' 40320 7257652 | 3628800 ’

£ + & & + L, ! 0+
2 240k2 134402 \ 34560k% = 1209600%2 )

¢4 N 6 1 N 1 . 1 1 T
24k 720k 2688k3 40320k 72576K3 3628800k h
seklinde bulunur. -y (t) egrisi sabit £ > 0 egrilikli oldugundan x = 1 olarak segip

egriyi Mathematica yardimiyla Sekil 3.12° deki gibi ¢izdirelim.
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Sekil 3.12 () spacelike rektifiyan Salkowski egrisi
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4. YUKSEK BOYUTLU OKLID UZAYINDA REKTIiFiYAN EGRIi-

LER VE FOKAL EGRILER

Bu béliimde éncelikle, harmonik egrilik fonksiyonlar: kullanilarak n—boyutlu Oklid

uzayinda rektifiyan egrilerin yeni bir karakterizasyonu verilecektir. Daha sonra ise

rektifiyan egriler ile fokal egriler arasindaki iligki ele alinacaktir. Herhangi bir uzay

egrisinin fokal egrisinin, rektifiyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ifade edilmistir.

Son olarak da bu kosulu saglayan egri 6rnegi aragtirilmigtir.

a: I CR — E" egrisi n—boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir egri olmak iizere

Serret-Frenet catis1 {T', N, By, By, ..., B,_o} seklinde olsun. Serret-Frenet ¢atisinin

tiirev degisimi agagidaki gibidir.

T 0 Kk 0 -+ 0 0 0 T
N’ -k 0 ky - 0 0 0 N
B! 0 —ks O .- 0 0 0 B
= (4.1)
B _, 0 0 0 -+ 0 ks O By
Bl 0 0O 0 -+ =k, 0 ky_1 B,_3
(B, [0 0 0 - 0 ke 0 ||Bia
burada k; (i = 1,2,....,n — 1), egrinin i—yinci egrilik fonksiyonu olup biitiin £;

fonksiyonlar1 pozitiftir.

Tanim 4.1 Bir « : [ € R — E" egrisi igin, biitiin s € [ noktalarinda N(s)

vektoriiniin ortogonal bilegenleri sabit nokta igeriyorsa « egrisi rektifiyandir denir

(Cambie vd. 2016).

Tanim 4.2 o : ] C R — E" egrisi n—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkl egri-

likli birim hizli bir egri olsun. « egrisinin harmonik egrilik fonksiyonlari,
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0 , 1=20

H;(s) = k’;Ez 7
Ll () Hoa(s)h(s)Y i = .
L kira(s) UHL1(8) + Hia(8)ki(9) } 2,3, ..., 2

o
~—
~.
I
—_

~—

seklinde tanimhidir (Ozdamar ve Hacisalihoglu 1975).

Tanim 4.3 Bir a : I C R — E" egrisinin oskiilator hiperkiirelerinin merkezleri a
egrisinin C, (s) fokal egrisini olusturur. n—boyutlu Oklid uzayinda « egrisinin fokal
egrisi,

Co = () + c1(8)N(s) + ca(8)B1(8) + ¢3(8)Ba(s) + ... + ch1(8) Bn-a(s)  (4.2)

seklinde ifade edilir. Burada ¢y, cs, ..., ¢,_1 fonksiyonlari o nin parametresinde siirekli

fonksiyonlardir ve ¢; (i = 1,2, ...,n— 1), i—yinci fokal egrilik fonksiyonu seklinde ad-

1
landirihr. Bunlardan birinci fokal egrilik olan ¢;(s) = k—() sifir olamaz ve genel
1{S
olarak gu sekilde tammlhdir (Uribe-Vargas 2005).
0 , 1=0
1 1
(g) = , 1=
ci(s) = k1 (5) (4.3)

1 i $ Ci SR S 1= n —
m{ciﬂ( ) +cica(s)kia(s)} 2,3,...n—1

Teorem 4.1 o« : I C R — E" egrisi {T,N, By, ..., B,_2} catisinda birim hizh
bir egri, C, ise {T N, Bl,...,Bn_g} catisiyla o egrisinin fokal egrisi olsun. &;,
i €{1,2,...,n — 1} « egrisinin i—yinci egrilik fonksiyonu ve ¢;, i € {1,2,....,.n — 1}
de i—yinci fokal egrilik fonksiyonu olsun. Bu durumda « egrisinin ve onun fokal

egrisinin Serret-Frenet gatisi arasinda agagidaki iliski mevcuttur (Uribe-Vargas 2005).

T = B, », N = an?n Bl = Bn747 sy B, 3= N7 B, o=T (44)
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4.1 Harmonik Egrilik Fonksiyonlar: ile Rektifiyan Egriler

Bu kesimde n—boyutlu Oklid uzaymda harmonik egrilik fonksiyolar: kullanilarak

rektifiyan egri karakterizasyonuna yeni bir yaklagim yapilmistir.

n—boyutlu Oklid uzayinda yay parametresiyle parametrelendirilmis rektifiyan egri,

a(s) = As)T(s) + pa(s)Br(s) + . + p1,_5(5) Bna(5) (4.5)

seklindedir. Burada A, p4q, ..., it,,_o reel fonksiyonlardir. « egrisinin tiirevi alinirsa,

!

o/ (s) = XN(s)T(s) + As)ki(s)N(s) + py () Bu(s)
+1(8)(=ka(s)N (s) + ks(s) Ba(s)) + ... (4.6)
Fhn—5(8) Bna(5) + t_5(5)(—kn-1(5) Bn-3(s))

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilinca,

T(s) = X(s)T(s) + (A(s)k1(s) — pua(s)ka(s))N (s)

olur. Kargilikl esitliklerden agagidaki denklemler elde edilir (Cambie vd. 2016).

i) N(s)=1
i) A(s)ky(s) =y (8)ko(s) = 0
iii) i (s) — pa(s)ks(s) =0
V) f1;1(8)Kia(5) + (5) = pri1 (8)kiga(s) = 0,4 € {2,3,...,n — 3}
V) tno(8) + iy 3(8)kn-1(s) =0

Bundan sonra harmonik egrilik fonksiyonlar1 kullanilarak, yukaridaki beg denklem

yardimiyla A ve p, fonksiyonlar1 belirlenmeye caligilacaktir.
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Tanim 4.4 o : I C R — E" egrisi n—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkl egri-

likli birim hizli bir egri olsun. « egrisinin harmonik egrilik fonksiyonlari,

( 0 : i=0
Hils) = A i wn
! (s s)k;(s i= .
| gy ) F Hiao)k(s)}  i=23,n -2

seklinde tanimlanabilir.

Bu durumunda (4.7) numarali denklemde tanimlanan harmonik egrilik fonksiyon-

larina gore, A ve u,; fonksiyonlar: asagidaki gibi elde edilir.

i) A(s)=s+c¢

i) 1y (s) = Ao) ) ()

ili) M2(S) = ]{Z3<8) = ]{33(8)

1) 1) = 15 {1 a(5) + o)
(8) = g THEA(S) + Hoa@)h(9)} = Hi(o)

Teorem 4.2 o : I C R — E" egrisi n—boyutlu Oklid uzaymmda sifirdan farkh

egrilikli birim hizh bir egri olsun. « rektifiyandir ancak ve ancak,
H;L*2(S) + Hn—?)(S)kn—l(s) =0 (48)

esitligi mevcuttur. Burada H;, i € {1,2,...,n — 2} harmonik egrilik fonksiyonlaridir.

Ispat. Kabul edelim ki o egrisi rektifiyan olsun. Bu durumda (i-iv) denklemleri

saglanir. Bu egitlikler (v) denkleminde kullanilirsa (4.8) denklemi saglanir.

Tersine kabul edelim ki,

Hy_5(s) + Hys(s)kn-1(s) = 0
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esitligi mevcut olsun. A, piq, ..., it,,_o reel fonksiyonlar olmak tizere,

Bls) = a(s) = A(s)T(s) = 1 (8)Bi(s) = - = pn_a(s) Bna(s)

egrisini tammlayalim. (i-v) denklemleri kullamlirsa 3’(s) = 0 oldugu kolayca goriilebi-
lir. Bu ise « egrisinin rektifiyan olmasi demektir.

Sonug 4.1 «: I C R — E" egrisi n—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkh egrilikli
birim hizh rektifiyan bir egri olsun. H;, i € {1,2,...,n — 2} diferensiyellenebilir

harmonik egrilik fonksiyonlar: olmak iizere a egrisinin yer vektorii,
a(s)=(s+c)T(s) + Hi(8)B1(s) + ... + H,,_2(8)Bn_2(s) (4.9)

seklinde ifade edilebilir.

Simdi (Cambie vd. 2016) gahismasinda yer alan Teorem 4.1 ve yukarida ispatlamisg

oldugumuz Teorem 4.2 arasindaki iligkiyi ele alalim.

Teorem 4.3 o : I C R — E" egrisi n—boyutlu Oklid uzaymda sifirdan farkh
egrilikli birim hizli bir egri olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. « egrisi rektifiyandir.

2. H 5(s)+ Hp_3(s)kn_1(s) = 0.

3 kn1<s>iun_3,m<s>§s—";<28>+ g () o (1)

(Senol vd. 2013) ¢aligmasindaki yazarlar harmonik egrilik fonksiyonlar1 yardimiyla
n—boyutlu Oklid uzayimnda helisler icin yeni bir yaklasim éne siirmiiglerdir. Simdiki
teoremde ise buna benzer bir diigiinceyle rektifiyan egriler i¢in bir karakterizasyon

verilmeye caligilmigtir.
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Teorem 4.4 o : I C R — E" egrisi n—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkl egri-

n—2

likli birim hizli bir egri olsun. H,,_s(s) # 0 olmak iizere, Z H?(s) toplam sifirdan
i=1

farkl sabittir ancak ve ancak « rektifiyan egridir.

Ispat. H?(s) + H2(s) + ... + H?_,(s) toplami sifirdan farkh sabit olsun. (4.7)

denkleminden biliniyor ki,
kiv1(s)H;(s) = H_1(s) + ki(s)H;—2(s), 3<i<n-—2 (4.10)
seklinde bir esitlik mevcuttur. (4.10) denkleminde i gordiigiimiiz yere i+ 1 yazarsak,
H(s) = kiya(s)Hiy1(s) — kiz1(s)Hi_1(s), 2<i<n-—3 (4.11)

elde edilir. 7 =1 igin,

Hi(s) = ks(s)Ha(s) (4.12)

olur. Ayrica hipotezden H? + H2 + ... + H? , toplamimin sabit oldugu biliniyor.

Ifadenin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,
H,(s)H(s) + Ha(s)Hy(s) + ... + Hyo(s)H,,_5(5) =0
oldugu kolaylikla goriilebilir ve asagidaki ifade yazlabilir.
Hyo(s)H, 5(s) = —Hi(s)Hi(s) — Ha(s)Hy(s) — ... — Ho_s(s)H, 3(s)  (4.13)
(4.11) ve (4.12) denklemlerinin her iki tarafi sirasiyla H;(s) ve Hi(s) ile ¢arpilirsa,
Hi(s)H(s) = kisa(s)Hi(s) Hiyr(s) = kiya(s)Hioa(s) Hi(s) (4.14)

ve

Hy(s)Hi(s) = k3(s)H1(s)Ha(s) (4.15)

elde edilir. Boylece (4.13), (4.14) ve (4.15) esitliklerinden kolaylikla asagidaki denk-

lem elde edilir.
Hyy2(8)H},_5(8) = —kn-1(8) H—3(5) Hy-2(s).
H, _5(s) # 0 oldugundan esitligin her iki tarafi H, »(s) ifadesine boliiniirse,

Hy_5(s) + kn—1(s)Hy—3(s) = 0
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elde edilir. Boylece Teorem 4.2 den kolaylikla « egrisinin rektifiyan oldugu soylenebilir.

Tersine kabul edelim ki « egrisi rektifiyan olsun. Teorem 4.2 den,
H, _5(s) + H,_3(8)kn_1(s) =0
egitligi mevcuttur. Ayrica H, o # 0 oldugundan,
Hyo(s)H;,_5(8) = —kn—1(5) Hp—2(s) Hy—5(s)
yazilabilir. Bunun yam sira (4.14) ve (4.15) denklemlerinden,
Hi(s)Hi(s) = ks(s)H1(s)Ha(s)
ve

i = n—3i¢n, Hn—3H;L_3 = kp_1H,_3Hy, o —k, o2H, 4H,_ 3,
t = n—4 i(;in, Hn—4H7/174 == kn—2Hn—4Hn—3 - kn—3Hn—5Hn—47

i = n—>5 i(}in, Hn75H11175 = kn3Hp 5sHy 4 — kn74Hn76Hn757

i = 2igin, HyHy = kyHoH3 — ksHyHo.
olur. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa,
Hy(s)H{(s) + Hy(s)Hy(s) + ...H,_3(s)H!, _5(s) + H,_o(s)H! _5(s) =0  (4.16)
elde edilir. (4.16) denklemi integre edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
H}(s)+ H3(s) + ... + H2_,(s)

denkleminin sifirdan farkli sabit oldugu kolayca goriiliir. Bu da ispat1 tamamlar.

n = 3 icin Ozel Durum

Bu alt kesimde 3—boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan egriler karakterize edilecektir.
a: I CR — E? egrisi {T, N, B;k, 7} catisina gore birim hizh rektifiyan bir egri
olsun. A ve u diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere a egrisinin yer vektorii,

a(s) = A(s)T(s) + pu(s)B(s) (4.17)
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seklindedir. Yer vektoriiniin tiirevi alinirsa,
o’ (5) = N (s)T(s) + A(s)k1 ()N (s) + ' () B(s) + p(s)(=ka(s) N (s))

elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

!

T(s) = X ()T (s) + (M(s)ki1(s) — pu(s)ka(s))N(s) + 1'(s) B(s) (4.18)
elde edilir. (4.18) denklemindeki esitliklerden,

i) N (s)=1
i) A(s)k1(s) — p(s)ka(s) =0

iii) p/(s) =0

ifadeleri mevcuttur. Burada A ve p fonksiyonlari, harmonik egrilik fonksiyonlarim

kullanarak yeniden asagidaki gibi elde edilir.

i) AM(s)=s+c¢

i) j(5) = A(s) )

]{2(8)

= Hl(S)

Teorem 4.5 o : I C R — E3? egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkh

egrilikli birim hizli bir egri olsun. « rektifiyandir ancak ve ancak,
Hi(s)=0 (4.19)

egitligi mevcuttur. Burada H;, 1—inci harmonik egrilik fonksiyonudur.

Ispat. a egrisi rektifiyan ise bu durumda (i-ii) denklemleri saglanir. Bu esitlikler

(iii) denkleminde kullanilirsa (4.19) denklemi saglanir.

Tersine kabul edelim ki H](s) = 0 esitligi mevcut olsun. A,y reel fonksiyonlar olmak
luzere,

B(s) = a(s) = A(s)T(s) — p(s)B(s)
60



egrisini tammlayalim. (i-iii) denklemleri kullanilirsa, 8'(s) = 0 oldugu kolayca
goriiliir. Bu ise « egrisinin rektifiyan olmasi demektir.

Sonug 4.2 «: I C R — E? egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda sifirdan farkli egrilikli

birim hizh rektifiyan bir egri olsun. « egrisinin yer vektorii,
a(s)=(s+c)T(s)+ Hi(s)B(s) (4.20)

seklinde ifade edilebilir. Burada H;, 1—inci harmonik egrilik fonksiyonudur.

Teorem 4.6 o : I C R — E3 egrisi 3—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkl egri-
likli birim hizh bir egri olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. « egrisi rektifiyandir.

2. Hi(s) =0.
3. (:-j) (s) =as+b, a,b € R.
& (s () ) =o.

n = 4 i¢in Ozel Durum

Bu alt kesimde 4—boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan egriler karakterize edilecektir.
a: 1 CR — B egrisi {T, N, By, Bo; ki, kg, k3} catisina gore birim hizh rektifiyan
bir egri olsun. A, p; ve p, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere a egrisinin
yer vektorii,

a(s) = A(s)T(s) + pa(s)Bi(s) + pa(s) Ba(s)

seklindedir. Yer vektoriiniin tiirevi alinirsa,

!

o' (s) = N(s)T(s) + A(8)ki(s)N(s) + 1y (s) Ba(s)
1 (8)(—ha(s)N(s) + ks(s) Ba(s))

+115(8) Ba(s) + pa(s)(—ks(5) Ba(s))
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elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

/

T(s) = X(s)T(s) + (Ms)kr(s) — pa(s)k2(s)) N (s) (4.21)
+ (1 (s) = pa(s)ks(5)) Bi(s) + (1 (s)ks(s) + p5(s)) Ba(s)

elde edilir. (4.21) denklemindeki egitliklerden,

HA(s)=1
i) A(s)ki(s) = pa(s)ka(s) = 0
iii) 113 (s) — pa(s)ks(s)

V)

ka(s) + ph(s) = 0

ifadeleri mevcuttur. Burada A, p; ve p, fonksiyonlari, harmonik egrilik fonksiyon-

larin1 kullanarak yeniden agagidaki gibi elde edilir.

i) AM(s)=s+¢
i) 1y (s) = Ms) ) = gy ()

B

@
_ als) (g) — s
iii) py(s) = Fals) kg(S)Hl( ) = Hs(s)

Teorem 4.7 o : I C R — E* egrisi 4—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkh

egrilikli birim hizli bir egri olsun. « rektifiyandir ancak ve ancak,

esitligi mevcuttur.

Ispat. o egrisi rektifiyan ise bu durumda (i-iii) denklemleri saglanir. Bu esitlikler

(iv) denkleminde kullanilirsa (4.22) denklemi saglanir.

Tersine kabul edelim ki Hj(s) + Hi(s)ks(s) = 0 esitligi mevcut olsun. A, p; ve g,

reel fonksiyonlar olmak {izere,

B(s) = a(s) = A(s)T(s) = p(s)Bi(s) = pa(s) Ba(s)
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egrisini tammlayalim. (i-iv) denklemleri kullanmilirsa, (3'(s) = 0 oldugu kolayca
goriiliir. Bu ise « egrisinin rektifiyan olmas1 demektir.

Sonug 4.3 «: I C R — E* egrisi 4—boyutlu Oklid uzaymda sifirdan farkli egrilikli

birim hizh rektifiyan bir egri olsun. « egrisinin yer vektorii,
a(s)=(s+c)T(s) + Hi(s)Bi(s) + Ha(s)Ba(s) (4.23)

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.8 o : I C R — E* egrisi 4—boyutlu Oklid uzayinda sifirdan farkl egri-
likli birim hizli bir egri olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. « egrisi rektifiyandir.

2. Hi(s)+ Hi(s)ks(s) =0.

5. o) (22) 0+ (sots) () ) st (2) 1)) =

Sonug 4.4 «: I C R — E* egrisi 4—boyutlu Oklid uzaymda sifirdan farkli egrilikli
birim hizli bir egri olsun. Hy(s) # 0 olmak iizere H7(s) + HZ(s) toplam sifirdan

farkl sabittir ancak ve ancak « egrisi rektifiyandir.

4.2 Fokal Egriler ve Rektifiyan Egriler

Bu kesimde n—boyutlu Oklid uzaymda rektifiyan egriler ve fokal egriler arasindaki
iliski kurulmaya caligilacaktir. Herhangi bir egrinin fokal egrisinin nezaman rekti-

fiyan oldugu aragtirilacaktir.
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Teorem 4.9 o : I C R — E" egrisi {T, N, By, ..., B,_2} Serret-Frenet catisiyla
birim hizli bir egri ve C,, egrisi {T, N, By, ..., Bn_g} catisiyla « egrisinin fokali olsun.
Ayrica \;, i € {1,2,...,n — 1}, v egrisinin yer vektoriiniin i—yinci fonksiyonu ve ¢;,
i€ {1,2,..,n—1}, (4.3) denkleminde tammlandig sekliyle i—yinci fokal egrilik

olsun. C,, egrisi n—boyutlu Oklid uzaymda rektifiyandir ancak ve ancak
)\n,1 = —Cp—2 (424)
esitligi saglanir.

Ispat. a : I € R — E” herhangi bir egri ve C,, a egrisinin fokali olsun. Bu

durumda C,,,
Oa == /\1T = )\QN + )\331 + ...+ /\an_Q + ClN + CQBl Sl 03B2 + ...+ Cn_an_Q

seklinde yazilabilir. C,, fokal egrisi, (4.4) denklemindeki esitlikteki gibi kendi Serret-

Frenet catisina gore yeniden diizenlenirse,

C, = )\]_anz + )\ggn,g + ...+ )\nT + Clén,;g + Can,éL + ...+ Cn,lf,

Ca = ()\n —I— Cn—l)T —I— ()\n—l —I— Cn_Q)N + ... + (/\2 —|— Cl)Bn_g —f- )\1371_2
elde edilir. C,, egrisi rektifiyan ise,
)\n—l +Cpa =0
esitligi saglanir.
Tersine kabul edelim ki (4.24) denklemi saglansin. Bu durumda kolaylikla gorebiliriz

ki C, egrisi rektifiyandir.

n = 3 icin Ozel Durum

Teorem 4.10 « : I C R — E? egrisi {T, N, B;x,7} Serret-Frenet gat1 eleman-
lariyla birim hizh bir egri ve C,, egrisi {T, N, B, R, %} cat1 elemanlariyla o egrisinin

fokali olsun. Ayrica A, Ag, A3, @ egrisinin yer vektoriiniin fonksiyonlar: ve cq, co de
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fokal egrilikler olsun. C, egrisi 3—boyutlu Oklid uzaymda rektifiyandir ancak ve

ancak

)\2 = —C (425)

esitligi saglanir.

Ispat. a : I ¢ R — E? herhangi bir egri ve C,,, a egrisinin fokali olsun. Bu

durumda C,

Ca = )\1T + )\QN + )\33 + ClN + CQB

seklinde yazilabilir. C, fokal egrisini kendi Serret-Frenet catisina {T,N . B } gore

yeniden diizenlenirse,

Ca == /\13 —+ )\2]\7 -+ )\3T + ClN + CQT

Co = M+e)T+ MNo+ce)N+MB
elde edilir. C,, egrisi rektifiyan ise,
)\2 + C1 = 0

esitligi saglanir.

Tersine kabul edelim ki (4.25) denklemi saglansin. Bu durumda kolaylikla gorebiliriz
ki C, egrisi rektifiyandir.

Sonug 4.5 «: [ C R — E? egrisi {T, N, B} Serret-Frenet ¢atisina gore birim hizli
bir egri ve C, egrisi {T, N,B } cat1 elemanlariyla a egrisinin fokali olsun. Eger o

egrisi rektifiyan ise, C,, fokal egrisi rektifiyan olamaz.

Ispat. o egrisi {T, N, B} Serret-Frenet catisina gore birim hizh bir egri olsun. Bu

durumda « egrisi,

o = )\1T + )\QN + )\3B
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seklinde yazilabilir. « egrisi rektifiyan ise Ay = 0 dir. Fakat yukaridaki teoremden

biliyoruz ki C, fokal egrisinin rektifiyan olmasi igin gerek ve yeter sart,

olmasidir. Dolayisiyla C,, egrisi rektifiyan olamaz.

n = 4 i¢in Ozel Durum

Teorem 4.11 « : [ C R — E* egrisi {T, N, By, By; k1, ko, k3} Serret-Frenet cat:
elemanlariyla birim hizh bir egri ve C,, egrisi {T, N, By, By ky, ko, ];'3} cat1 eleman-
lariyla « egrisinin fokali olsun. Ayrica A, s, A3, Ay, « egrisinin yer vektoriiniin
fonksiyonlar1 ve ¢y, s, cs de fokal egrilikler olsun. C, egrisi 4—boyutlu Oklid uza-

yinda rektifiyandir ancak ve ancak
)\3 = —Cy (426)

esitligi saglanir.

Ispat. o : I ¢ R — E* herhangi bir egri ve C,, a egrisinin fokali olsun. Bu

durumda C,,
Ca — )\1T -+ )\gN + )\3B1 + )\4B2 + ClN + CgBl + CgBQ

seklinde yazilabilir. C, fokal egrisini kendi Serret-Frenet catisina {T, N, Bl,Bg}

gore yeniden diizenlenirse,

Oa = /\132 + /\Q.Bl + /\3N + )\4T + Clgl + CQN + CgT

Co = M+c3)T+ A+ )N+ A+ c1)Br+ M B
elde edilir. C, egrisi rektifiyan ise,
)\3 + Co = 0

esitligi saglanir.
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Tersine kabul edelim ki (4.26) denklemi saglansin. Bu durumda kolaylikla gorebiliriz
ki C, egrisi rektifiyandir.

|

Son olarak 3—boyutlu Oklid uzaymda fokali rektifiyan olan uzay egrisi bulunmaya
calisilacaktir. Bunun icin k; = 1 sabit olan Salkowski egrilerini gz 6niine alarak,

bu egrinin ikinci egriligi elde edilmeye ¢alisilacaktir.

Ornek 4.1 o :1 C R — 3 egrisi {T, N, B} Serret-Frenet catisina gore birim hizh
bir egri olsun. Teorem 4.10 den biliyoruz ki 3—boyutlu Oklid uzaymda C,, egrisinin
. - 1 o
rektifiyan olmasi igin gerek ve yeter sart, Ay = —c¢; = I olmasidir. « egrisinin yer

1

vektorii,

olmak iizere (4.27) denkleminin s yay parametresine gore tiirevi aliir ve

1
v — A
2 1 3
esitligi kullanilirsa,
’ 1 ’ ’ k?
T = (A + DT + (Akr — Ask2 — (k_) JN + (A3 — k_)B
1 1

elde edilir. Buradan kolaylikla,

a) A\; = a =sabit,

a) /\1 = ]_,

b) Ag = —
3 ]{727

C) )\é = kz,
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olur ki boylece « egrisinin ikinci egriligi (b) ve (c¢) denklemlerinden,

]' /
P — = l{;
( kQ ) 2
K, +ky = 0,
diferensiyel denklemlerinin ¢oziilmesiyle,

(4.28)

seklinde elde edilir.

Boylece ky = 1 =sabit ve ky = £ olan Salkowski egrilerinin fokal egrisi

1
V2s+

3—boyutlu Oklid uzaymda rektifiyandir.

Sonug 4.6 Ornekteki veriler kullanilmak iizere,
)\1:1, /\2:—1, /\3::|:\/28+Cl, 61:1, 62:0 (429)

3—boyutlu Oklid uzayinda birim hizhi bir o egrisinin C, fokal egrisi asagidaki form-
dadir.

Co=T+V2s+c1B (4.30)
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5. TARTISMA VE SONU(C

Diferensiyel geometride regiiler bir egrinin karakterizasyonu oldukca énemli bir prob-
lemdir. Egrileri karakterize etmede egrilikler olduk¢a 6nemli rol oynar. Eger & (s)
ve 7 (s) egriliklerinin her ikisi de sifirdan farkl sabit ise egri dairesel helis olarak,
(%) (s) oram sabit ise egri genel helis olarak adlandirilir. Eger (%), (s) sifirdan
farkl sabit ise egri konikal geodezik olarak adlandirilir. Bunun gibi daha pek ¢ok
karakterizasyon mevcuttur. Bunlardan bir tanesi de bu tez calismasinda incelemis
oldugumuz rektifiyan egriler icindir. (%) (s) egrilikleri orami kendi yay paramet-
resine gore lineer olan egriler rektifiyan egri olarak isimlendirilmistir. Rektifiyan
egriler icin bagka bir karakterizasyon ise centrode adi verilen modifiye Darboux egri-
leri ile verilmigtir. Sifirdan farkh sabit x egrilikli ve sabit olmayan 7 torsiyonlu (veya
sabit olmayan r egrilikli ve sifirdan farkli sabit 7 torsiyonlu) birim hizli bir egrinin

modifiye Darboux egrisi rektifiyandir.

Bu tez calismasinda rektifiyan egriler icin, herhangi ortonormal cat1 kullanilarak
3—boyutlu Oklid ve Lorentz-Minkowski uzaylarinda ve herhangi boyutlu Oklid uza-
yinda yeni karakterizasyonlar elde edilmeye calsimustir. Oncelikli olarak, her-
hangi dik { Ny, No, N3} gatist yardimiyla yeni bir karakterizasyon verilmigtir. Sabit
olmayan geodezik egrilige sahip egrilerin modifiye Darboux egrilerinin rektifiyan
oldugu gosterilmigtir. Rektifiyan egrileri egriliklere gore siniflandirmaya ek olarak,
harmonik egrilik ad1 verilen fonksiyonlar kullanilarak ¢ok daha basit ve kullanigh bir

sekilde n—boyutlu Oklid uzaymda yeni karakterizasyonlar ispatlanmistar.

Rektifiyan egriyi karakterize etmenin yani sira egrinin acgik bir denklemini elde et-
menin yontemi de ifade edilmistir. 3—boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda tigiincii
dereceden diferensiyel denklem igin seri ¢oziimleri yapilarak egrinin acik bir denklemi
elde edilmis ve baglangi¢ sartlariyla birlikte egri analiz edilerek egrinin denklemi ve

sekli kolayca goriilmiigtiir.
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Biitiin bunlara ek olarak yalnizca rektifiyan diizlemde yatan rektifiyan egriler icin
degil farkli diizlemlerde yatan bagka egriler icin de ¢ok farkl karakterizasyonlar elde

edilebilir.
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