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Bu tezde ayrik sistemlerde catallanma ve kaos incelenmistir. Ilk olarak ayrik sistemlerde
kullanilan skaler fark denklemleri hakkinda temel bilgiler verilerek bu bilgilerle beraber
fark denklemlerinden elde edilen sabit noktalar ve periyodik sabit noktalar gosterilmistir.
Bu sabit noktalarin ve periyodik sabit noktalarin kararliliklar1 hakkinda tanimlar veril-
mistir. Daha sonra skaler fark denklemleri ile fark denklem sistemleri arasinda baglantiy:
kurmak icin temel lineer cebir bilgileri kullanilmigtir. Fark denklem sistemlerindeki bazi
sabit noktalar i¢in Lyapunov iisteli tanimi verilmis ve ardindan lineer olmayan sistemler
ele alinarak bu sistemler igin lineerlestirme yontemi anlatilmigtir.

Tezin ana kisminda oncelikle skaler fark denklemler ele alinarak catallanma tiirleri verilmis
ve bunlar agiklanmigtir. Ardindan fark denklem sistemlerine gegmeden 6nce merkez ma-
nifold teoremi agiklanmig ve gatallanma tiirleri fark denklem sistemleri i¢in gosterilmigtir.
Ek olarak bu kesimde yeni bir catallanma tiiriinden bahsedilmis ve bu bir 6rnekle daha net
aciklanmigtir. Ardindan kaos temasina gecilmistir. Devaney’in kaos tanimi kullanilmig ve
kaos icin gerekli kogullardan bahsedildikten sonra sistemin yorumlanabilmesi i¢in kaosun
kontrolii kavrami agiklanmigtir. Kaos kontrolii igin Ott, Grebogi ve Yorke (OGY) yontemi
tanimlanmig ve bu yontem igin geri besleme kontrol tekniginden ve kutup yerlestirmeden
bahsedilmigtir. Tiim bu tanim ve teoremler neticesinde ayrik sistemlerde olusan gatallan-
malar ve kaos hakkinda bir genelleme elde edilmigtir.
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In this thesis, a generalization of bifurcation and chaos in discrete-time systems is exa-
mined. First, fundamental concepts for scalar difference equations are presented, then the
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these are given. After that, in order to establish the connection between scaler difference
equations and systems of difference equations, concept of fundamental linear algebra are
introduced. Using these concepts, the determination of fixed points and their stability are
formulated. For some fixed points the definition of Lyapunov exponent is provided. After-
wards, non-linear systems are introduced and the procedure for linearization is explained.
Then stability via linearization is given.

In the main part of the thesis, types of bifurcation are explained for scaler difference equ-
ations. Afterward, the center manifold theorem explained before proceeding to systems of
difference equations and the types of bifurcations is given for systems. This section, intro-
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1. GIRIS

Kaos teorisi, uzun vadede ongiiriilemez davraniglari bir biitlin olarak aciklamaya
caligan bir yontemdir. Bagta fizik olmak iizere bir¢ok bilim dalinda kargilagilan bu
yontem, gezegenlerin hareketinden meteorolojiye, borsadan ekonomiye, iklim tah-
minlerinden ekosistemdeki bireylerin davranisini agiklamaya kadar oldukg¢a genis
alanda uygulanir. Evrenin nasil igledigini anlayabilmek i¢in kaos teorisini anlaya-
bilmek biiyiik éneme sahiptir. Ozellikle son yillarda genetik, psikoloji, miithendislik,
fizik, kimya ve sosyal bilimler gibi bircok farkli alanda kaos davranisini modelle-
yen matematiksel modeller kurulmustur. Bu modellemeler sonucu oldukca karmasik
olabilir. Bu tiir kaotik davraniglar ilk incelendiginde oldukga diizensiz ve rastgele
goriilebilir fakat dikkatlice incelendiginde aslinda bu diizensizlik i¢inde biiyiik bir

diizen oldugu goriiliir.

Kaotik sistemlerin davranigi ongoriilemezdir. Sistemlerin davranigi parametreler de-
gistikge degigebilir, sabit noktalar yaratilabilir veya yok edilebilir. Sistem {izerinde
meydana gelen bu degisiklikler catallanma olarak adlandirilir. Catallanma olgusu ve
kaos oldukca yakindan iligkili kavramlardir. Catallanma, parametre degistik¢e or-
taya cikan gecisleri ve kararsizliklarin modellenmesini saglar, bu yiizden sistemlerin
olugturdugu gatallanmalar biiyiik 6nem tagir (Strogatz 2014). Sistemler iizerinde
yapilan en ufak etki, sistemin sonucunda oldukca biiyiik degisimler yaratacagindan,

sistemler sabit veya kendini tekrar eden davramglar gostermezler (Gékmen 2009).

Fizikte akigkan hareketleri, kimyada tepkime dinamikleri, biyolojide popiilasyon di-
namikleri olmak tizere bir¢ok olgu catallanma analiziyle incelenir (Farris ve Hamdi
2023). Bu kavram, literatiire Henri Poincaré tarafindan diferensiyel denklemler-
deki sabit noktalarin ayrigmasimi anlatmak i¢in tanmitilmigtir (Homburg ve Knobloch
2025). Terminolojiye ait ilk bakis acis1 parametrelerle birlikte denge ¢oziimlerinin
yapisindaki degisimlerdi. Modern kullanimda ise dinamik bir sistemin ¢atallanmasi

demek parametrelerin degistirilmesiyle ortaya ¢ikan degigim olarak adlandirilir.
1



Bununla birlikte gatallanma kavramina ait kararlilik durumu Aleksandr Andronov
ve Lev Pontryagin ile baglar (Homburg ve Knobloch 2025). 1920’lerde Gaston Julia,
dinamikler iizerinde calisirken, parametreler iizerindeki degisikliginin olusturdugu
farkli ¢oztimleri grafikler iizerinde gostererek catallanma diyagrami kavramini or-
taya koymugtur (Farris ve Hamdi 2023). Biyolog olan Robert May (1976), kaosun
biyolojideki yerini incelemis, bir sistemdeki bir popiilasyonun davraniglarinda belirli
kogullar altinda kaosun ortaya ¢iktigini gézlemlemistir ve bu gozlemleri dinamik sis-
temler ile agiklanmistir. Bu tiir dinamik sistemler diferensiyel denklemler ve fark
denklemleri geklinde iki farkli denklem tiirii ile kurulur. Bu iki sistem lineer olma
durumlar1 gibi bir¢ok ortak paydada bulusurlar fakat en biiyiik farklar1 bir taraf

siirekli sistemleri incelerden diger taraf sadece ayrik sistemleri inceler.

Diferensiyel denklemler, bir veya birden daha fazla degigken ile olusturulan fonk-
siyonun bu degigkenlere gore tiirevlerini gosteren denklemlerdir, 6te yandan fark
denklemleri ise bir veya birden fazla degigken ile olusturulan fonksiyonun bu degis-
kenlerle arasindaki sonlu farklar1 gosterir. 20. yiizyilin baglarinda doga olaylariin
stireklilik terimleri ile ifade edilemeyecegi gosterilmistir (Tollu 2009). Bu sekilde
diferensiyel denklemlerde goriilen stireksizlik halleri kaldirilarak giiniimiizde bir¢ok
alanda matematiksel modelleme yapilirken fark denklemleri kullanilmaya baglanmis-
tir (Tollu 2009). Son yillarda kaos konusu iglenirken fark denklemlerinin biiytik ilgi
gormesindeki bir diger sebep matematiksel olarak basitlik sergilemesi ve hesapla-
nirken kullanigh olmasidir (Halanay ve Rasvan 2018). Ayrik zamanl sistemler, ufak
hesaplamalar ve grafiksel yontemlerle aciklanabilir. Bu sistemler icerisinde var olan
tekrarh iligkiler, fark denklemlerin yapisindan dolay: agiklanmasi daha kolaydir (Ha-
lanay ve Rasvan 2018).

Bir fark denkleminde, bir sonraki durumu hesaplamak icin sadece

2(t +1) = pla(t))

tarzinda bir fonksiyonu analiz etmek yeterliyken diferensiyel denklemlerde, siirekli

zamanda ¢oziim elde etmek igin bir¢ok niimerik yontemlere ihtiyag duyulur (May
2



1976). Sistemleri analiz ederken olusan gatallanmalar fark denklemleri sayesinde

herbir parametre igin sistemin uzun vadeli davranigi analiz edilebilir (May ve Oster

1976).



2. SKALER FARK DENKLEMLERI

Fark denklemleri genellikle belli araliklarla gerceklesen olaylarin degerlendirilme-
sinde kullanilir. Yani bir sonraki anda olugsacak durum, bir 6nceki andaki durumun

belli bir kurala gore ifadesidir. Bu olay,

z(t +1) = ¢(z(t)) (2.1)

seklinde bir baginti ile ifade edilir. Fark denklemleri hakkinda yorum yapabilmek i¢in
baglica gereksinimlerden biri de baglangi¢ koguludur. Bu baslangi¢ kogulu veya bag-
langic noktas1 kendisinden sonraki gelen terimleri belirmek i¢in belirlenen degerdir

ve bu degerler x(y baglangic noktas: olmak {izere,

o, (o), (p(T0)), ¢(P(p(0))), .-

kiimesi geklinde yazilir (Bubolo 2018). Burada ¢(x¢) = z;, xy baglangig noktasinin
¢ altindaki ilk iterasyonu olarak tammlanir, ¢*(x¢) = ¢(¢(z0)) = 2, o baslangig
noktasinin ¢ altindaki ikinci iterasyonu olarak tanmimlanir. Bu sekilde devam edi-
lirse bir diziyi tammmlayan xi, x5, x3... seklinde (2.1) denkleminin ¢oztimleri olur ve

zo baglangig noktasinin ¢ altindaki n. iterasyonu z,, = ¢"(x) seklindedir (Bubolo

2018).

R reel sayilar kiimesi olmak {izere ¢ : R — R geklinde tanimli bir déniigiim olsun.

Bu durumda xy € R noktasinin O(zg) yoriingesi

O(xo) = {0, (o), %02(»’170)7 -}

noktalar kiimesi olarak adlandirilir, burada ©? = ¢ 0 ¢, ©® = ¢ 0 ¥ 0 ¢, ... seklinde-

dir. z(t) := ¢™(xo) olarak almirsa ve x(0) = zo olmak {izere birinci basamaktan,
z(t+1) =az(t) (2.2)

fark denklemi elde edilir. Bu basit denklem c¢esitli modelleme problemlerinde kul-
lanilir. Ornegin bir popiilasyon problemi icin z(t), ¢. jenerasyondaki popiilasyon

biiyiikliigli olmak tizere (2.2) denklemi nesilleri birbirleriyle értiigmeyen, mevsimsel
4



iiremeye sahip basit bir model olarak meyve sinekleri veya iliman iklimlerde yagayan

herhangi bir boécek tiirtinii ifade eder.

Ornek 2.1 (Lojistik Déniisiim)

x(t), t aninda belli bir tiire ait popiilasyon biiyiikligii ve p, bir nesilden bir sonrakine
gecen bliyiime orani olsun. Bu durumda popiilasyon biiyiikligiini gdsteren matematiksel
model

z(t+1) = px(t), p>0 (2.3)

dir. Baslangi¢ popiilasyonu 2(0) = x( olmak iizere basit bir iterasyon ile (2.3) denkleminin
¢cozumu

x(t) = p"zg (2.4)

olur.

Burada, i > 1 ise, x(t) artarak sonsuza gider. i = 1 ise, x(t) = x¢ olur yani popiilasyon
sonsuza kadar sabit kalir. ;1 < 1 ise, tlggo x(t) = 0 olup tiir zamanla tiikenir.

(2.3) denkleminde ele alinan model bu durumda hi¢ gergekgi degildir ciinkii bu modelde
tlirtin karsisinda hicbir zorluk ¢ikmamaktadir. Daha gercekgi bir model icin sinirli kaynak-
lar olmahdir. Bireyler sinirli kaynaklar icin birbirleri ile savasmaya ve yarismaya zorlanirlar.

Bu rekabet z?(t) ile orantili olarak alinirsa daha makul bir model olan
ot +1) = px(t) — ba*(t) (2.5)

denklemi elde edilir, burada b > 0 tiirlin Uyeleri arasindaki etkilesimi gosteren oranti

sabitidir. Bu denklemden y(t) = Ex(t) esitligi yardimiyla
i

y(t+1) = py(t)(1 —y(1)) (2.6)

lojistik denklemi elde edilir, burada ¢ (y) = py(1—1y) fonksiyonuna lojistik déniisiim denir
(Hale ve Kogak 1996). Bu doniisim p degerinin degisimine gore karmasik davranislar

sergiler.

Dinamik sistemler teorisinin baglica hedeflerinden biri de verilen doniisiimdeki yo-
riingelerin davranig bigimini incelemektir (Kuznetsov 2004). Fark denklemlerinde bu

yoriingeler, denklemin ¢oziimlerine kargilik gelir. (2.2) denkleminin ¢oéziimii

5



z(t+ 1) = p(z(t)) ve £(0) = x¢ olmak tizere n = 1,2, ... i¢in bir {z(¢)} dizisi olarak

bulunur.

2.1 Kararhlik Analizi

(2.2) denklemi birinci basamaktan lineer bir fark denklemi ise bu denklemin ¢6ziim-
lerini bulmak oldukca kolaydir fakat bu denklemdeki ¢ lineer olmadigi zaman isler
tamamen degisir. Denklemin genel ¢6ziimii bulunamadiginda, denklemin yoriingele-
rinin davraniglarini belirlemek igin kalitatif veya grafiksel yontemlerin geligtirilmesi
onemlidir. Ozellikle bu yontemlerde belli bir noktaya karsilik gelen yoriingeler ele

alinir. Bu tiir noktalara sabit veya denge noktalar1 adi verilir.

Tanim 2.1 (Bereketoglu ve Kutay 2012) ¢(x*) = z* esitligini saglayan x* noktasina

(2.2) denkleminin sabit noktasi veya denge noktasi adi verilir.

x* sabit noktasi i¢in, yoriinge tek elemanli bir kiime olup sadece x* noktasini ice-
rir. (2.2) fonksiyonunun tiim denge noktalarimi bulmak i¢in ¢(z) = = fonksiyonunu

¢ozmek gerekir. Grafiksel olarak, ¢ fonksiyonunun sabit noktasi, y = ¢(x) egrisinin

y = x dogrusu ile kesistigi noktadir. Ornegin, kiibik bir fonksiyon olan p(z) = 2°

3

iin sabit noktalar1, * = x veya 2> — 2 = 0 denkleminin ¢oziilmesiyle bulunur. Do-

layisiyla, bu fonksiyon igin, —1, 0 ve 1 olmak iizere {i¢ tane sabit nokta bulunur.

Sekil 2.1 p(x) = 2® fonksiyonunun sabit noktalarinin bulunmasi

6



Sabit noktalar ile yakindan iligkili olan bir diger kavram nihai (eventually) sabit
noktalardir. Bunlar sonlu sayida iterasyondan sonra sabit bir noktaya ulagan nok-

talardir.

Tamim 2.2 (Elaydi 2005) ¢"(x) = x* esitligine sahip fakat ¢"~!(x) # x* esitsizligini
saglayan sabit bir * noktasi ve pozitif bir  tamsayisi varsa, x noktasina ¢ doniisimiiniin

nihai sabit noktasi denir.

Ornek 2.2 (Cadir Déniisiimii)

C' cadir doniisimii
2x

2(1 —x)

o
IN

T

INA
— N

C(z) =
<z

DO [
IN

seklinde tanimlanir. Bu déniisiim farkli davranislar sergilediginden fark denklemleri teori-
sinde ilgi goren bir doniisiimdir. Bu doniisimiin 27 = 0 ve x5 = — seklinde iki sabit

D_ L (1) o D)=t (L) 00) = 0 odogundan |
noktasi vardir. 0(4)— 5 C (4)- 0(2)— 1, C (4)— C(1) = 0 oldugundan 1

noktasi C' déniisiimii icin nihai bir denge noktasidir.

Uyar1 2.1 Her doniisiim sabit bir noktaya sahip olmak zorunda degildir. Ornegin
o(r) = x + 1 donisimiiniin sabit noktasi yoktur ¢iinkii x + 1 = x denkleminin bir

¢oziimii yoktur.

Teorem 2.1 (Elaydi 2007) ¢ : I — I siirekli bir doniisiim olsun, burada I = [a,b] € R

kapali bir araliktir. Bu durumda, ¢ sabit bir noktaya sahiptir.

Ispat. 1(z) = ¢(z) — 2 olsun. Bu durumda v (z) siirekli bir déniigiimdiir. Eger
¢(a) = a veya ¢(b) = b olursa, ispat tamamlamr. p(a) # a ve p(b) # b oldugu kabul
edilsin. O halde, ¢(a) > a ve ¢(b) < b olur. Buradan ¥ (a) > 0 ve ¢(b) < 0 elde
edilir. Ortalama deger teoreminden v (c) = 0 olacak gekilde bir ¢ € (a,b) noktas
vardir. Bu da ¢(¢) = ¢ sonucunu verir yani ¢, ¢ nin bir sabit noktasidir. m

Yukaridaki teorem @(I) C [ igin siirekli bir doniigiim olan ¢ nin sabit bir noktaya

sahip oldugunu soyler.



Tamm 2.3 (Danan vd 2002) Z* negatif olmayan tam sayilar kiimesi ve I C R olmak

tizere  : I — I bir doniisiim ve x*, ¢ nin sabit noktasi olsun. Bu durumda,

(i) Herhangi bir ¢ > 0, her xy € I ve her n € ZT igin |¢"(zg) — x*| < ¢ iken
|zg — x*| < § olacak sekilde § > 0 varsa z* kararlidir denir (Sekil 2.2a). Aksi

durumda x* sabit noktasi kararsiz olur (Sekil 2.2b).

(ii) Eger |zo—x*| < niken lim ¢"(x¢) = 2™ olacak sekilde bir n > 0 varsa, z* ¢ekicidir
n—o0

denir.

(iii) «* hem kararli hem de ¢ekici ise bu durumda asimptotik kararli olur. (ii) de bah-

sedilen 7 = oo oluyorsa bu durumda z*, global asimptotik kararlidir denir (Sekil

2.2d).

x(n) X(n)

S AwaAw)
MBVARY AAN

X'- 8 4 \r
Y VoV
X"- g
n n
(a) Kararh «* sabit noktasi (b) Kararsiz z* sabit noktasi
x(n) x(n)

" x,/\/\/\
; VS

n n

(c) Kararsiz x* sabit noktasi (d) Asimptotik kararli z* sabit noktasi

Sekil 2.2 z* sabit noktasimin kararlilik durumlar:
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Sabit noktalarinin kararlilik analizi i¢in bazen 6riimcek ag1 diyagrami kullanilir. Bu

diyagram agagidaki algoritma ile elde edilir.
1. zy diizleminde y = p(z) egrisi ve y = x dogrusu ayni anda ¢izilir.

2. z(0) = x¢ baglangig noktasindan baglayarak dikey bir ¢izgi ¢izilir ve bu ¢izgi
(20, 2(1)) noktasinda ¢ ile kesigtirilir.

3. (wo,2(1)) noktasindan baslayip y = = dogrusu iizerinde (z(1),z(1)) noktasi ile
kesisecek yatay bir ¢izgi cekilir.

4. (z(1),z(1)) noktasindan gizilen dikey ¢izgi ¢ grafigiyle (z(1),x(2)) noktasinda

kesigir.

Bu algoritma bu gekilde devam ederek n > 0 i¢in tiim x(¢) degerleri bulunabilir

(Bereketoglu 2021) (Sekil 2.3).

e

y=f(x)

X
T N

Sekil 2.3 Asimptotik kararli bir x* sabit noktasimin oriimcek ag1 diyagrami

Ornek 2.3
2, 0<z< %
C(x) = )
21l—-2) , 3<x<1
2

adir doniisiimii tekrar ele alindiginda z7 = 0 ve 2 = — sabit noktalarin kararli olmadigi
g 1 27 3 g

oriimcek agi diyagrami yardimiyla Sekil 2.4 de gériiliir.

Uyar: 2.2 Fark denklemlerinde driimcek agi diyagrami kullanilirken z ekseni z(t), y

ekseni ise z(t + 1) olarak adlandirilir.



C(x)

A¥a
r<N

X
xy o Xz

Sekil 2.4 C(x) in x7 =0 ve x5 = % sabit noktalar: i¢in ortimcek ag1 diyagrami

Sabit noktalarin kararlilik incelemeleri yapilirken kararlilik tanimlarini veya ériimeek
ag1 diyagramini kullanmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu durumda kararlilik

kriterleri daha kullanighdir. Agagida bu kriterler ele alinmaktadir.

Tanim 2.4 (Danan vd 2002) |¢'(z*)| # 1 ise ¢ nin z* sabit noktasi hiperbolik aksi

halde yani |¢'(z*)| = 1 ise non-hiperboliktir denir.

Oncelikle hiperbolik denge noktalar1 ele alisim.

Teorem 2.2 (Elaydi 2005) ¢, z* da siirekli tiirevlenebilen bir doniisim olmak iizere,

x*, v nin bir hiperbolik sabit noktasi olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
1. |¢'(z*)| < 1 ise, x* asimptotik kararlidir.

2. | (z*)] > 1 ise, x* kararsizdir.

Ornek 2.4 [-2,2] araliginda tanimli ¢, (z) = 2 — va? déniisiimiiniin sabit noktalari

A € (0,2) olmak lizere

—1+v14+8 , —-1£+14+8v
= 7.’1/“ =

*k
T
! 2v 2 2v

Buradan ¢/, (z) = —2vx olup |¢,(27)| = 1 + 1+ 8v > 1 dir. Teorem 2.2 den z}
3
kararsizdir. Benzer sekilde | (x3)] = v/1 + 8v — 1 olup Teorem 2.2 den 0 <v < 3 ise

. . : 3.
% sabit noktasi asimptotik kararli, v > g ise % kararsizdir.

Non-hiperbolik sabit noktalar incelenirken ¢'(z*) = 1 ve ¢'(z*) = —1 durumlar ayr1

ayr1 incelenmelidir. Fakat 6ncesinde yar1 kararlilik tanimi verilsin.
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Tanim 2.5 (Bubolo 2018) Her e > 0 i¢in 0 < zp — 2* < § iken |¢"(xg) — z*| < ¢,

Vn € Z7, olacak sekilde bir 6 > 0 sayisi varsa, bu durumda ¢ nin z* sabit noktasina
(sagdan) yari kararlidir denir. Ayrica, bazi 7 > 0igin 0 < xg—2z* < 7 iken nh—>nolo 0" (o) =
x* oluyorsa, bu durumda z* (sagdan) yari asimptotik kararlidir denir. Benzer sekilde

soldan kararlilik ve asimptotik kararlilik da tanimlari da verilir.

Teorem 2.3 (Allen 2007) x*, ¢ doéniisiimiiniin ¢'(z*) = 1 olacak sekilde bir sabit
noktasi olsun. ¢'(z), ¢"(z) ve ¢"(x), «* da siirekli ise, bu durumda asagidaki ifadeler

saglanir:
1. ¢"(2*) # 0 ise o* kararsizdir (yar kararlidir) (Sekil 2.5a ve Sekil 2.5b).
2. ¢"(x*) =0 ve ¢"(2*) > 0 ise x* kararsizdir (Sekil 2.5¢).

3. ¢"(z*) =0 ve ¢"(z*) < 0 ise x* asimptotik kararldir (Sekil 2.5d).

(a) ¢'(z) =1, ¢"(x) > 0, i¢in kararsiz (b) ¢'(x) =1, ¢"(z) < 0 igin kararsiz

sabit nokta (sol taraftan yari kararl) sabit nokta (sag taraftan yar1 kararl)

w(z)

o(z)

Xo X
Xo
%X Xo :
(c) ¢'(z) =1, ¢"(x) = 0 i¢in kararsiz (d) ¢'(x) =1, ¢"(x) =0, ¢"(z) <0
sabit nokta icin asimptotik kararli sabit nokta

Sekil 2.5 ¢/(z) ve ¢”(x) durumlarimin kararhlik grafikleri
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Ornek 2.5 ¢(r) = —2® + z olsun. Bu durumda 2* = 0 noktasi ¢ nin tek sabit
noktasidir. ¢'(0) = 1 ve ¢”"(0) = 0, ¢"(0) < 0 olup Teorem 2.2 den z* = 0 noktasi

asimptotik kararlidir.

Siradaki teorem ¢'(z*) = —1 oldugunda kararlihg belirlemek i¢in kullanilir.

Teorem 2.4 (Bereketoglu ve Kutay 2012) z* sabit noktasi igin ¢(2*) = —1 olsun.

Ayrica ¢ nin Schwarzian tiirevi

Sp(z) =

p"(x) 3 [@”(l’)] ’

Px)  2|¢()

ile gosterilsin. Eger ¢/(x), ¢"(z) ve ¢"(x), x* sabit noktasinda siirekliyse asagidakiler

dogrudur:
1. Sp(z*) <0 ise, x* asimptotik kararlidir,

2. Sp(z*) > 0 ise, z* kararsizdir.

Ornek 2.6 ¢(x) = 2% + 2z déniisiimiinii [—2, 2] araliginda ele alinsin. Bu déniisiimiin

sabit noktalar 2 4+ 2x = z den,
r1=0 ve x5 =—-1

seklinde bulunur. ¢'(x) = 2z + 1 olup ¢'(z}) = ¢'(0) = 2 # 0 oldugundan Teorem 2.3
den kararsizdir. Ote yandan, ¢'(23) = ¢/(—1) = —1 oldugundan Teorem 2.4 den

Sp(z) = —0 3|2 o3[ 2 )
AT e+ ) 2|20 +1] T 2|20 +1

olup Sp(—1) = —6 < 0 dir. Boylece 25 = —1 asimptotik kararli olur.
2.2 Periyodiklik Analizi

Periyodiklik kavrami, dinamik sistemlerin en 6nemli konularindan biridir. Bircok fi-
ziksel olgu kendini tekrarlayan bir oriintiiye sahiptir. Bu oriintiiler, déngiiler veya
periyodik gemberler (periodic cycles) iiretir, burada ¢emberden kasit periyodik bir
noktanin yoriingesidir. Bu boliimde periyodik noktalarin varhigi ve ozellikleri ele

alinmaktadir.
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Tanim 2.6 (Elaydi 2005) Z, ¢ déniisiimiiniin tanim kiimesinde olsun. Bu durumda,

(i) Pozitif bir s tamsayisi icin ¢*(Z) = T ise, bu durumda T noktasina periyodik bir

nokta denir. T a ayni zamanda s-periyodik ismi verilir.

(ii) Pozitif s ve m tamsayilari icin *t™(Z) = ¢©™(T) ise, bu durumda Z noktasina s

periyotlu nihai periyodik bir nokta denir.
O(z) 1n yoriingesine benzer sekilde s-periyodik bir T noktasmnin yoriingesi
O@) = {7, p(2), P*(T), ... "' (T)}
ile verilir ve genellikle s-periyodik dongii ismini alir.

Tanim 2.7 (Hale ve Kogak 1996) Z, ¢ nin s periyotlu periyodik bir noktasi olsun. O

zaman,

(i) Z, ¢® nin kararl sabit noktasi ise, bu durumda 7 kararlidir.

(ii) 7, ¢® nin asimptotik kararli sabit noktasi ise, bu durumda 7 asimptotik kararlidir.
(iii) =, ¢° nin kararsiz bir sabit noktasi ise, bu durumda T kararsizdir.

Siradaki teorem, bir 6nceki boliimde yer alan Teorem 2.2 den yararlanarak, periyodik

noktalarin kararliligi i¢in bir kriter sunar.

Teorem 2.5 (Elaydi 2005) ¢, siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon olmak iizere,
O(T) = {Z,p(T), ..., ()} s-periyotlu T noktasinin yoriingesi olsun. Bu durumda

asagidaki ifadeler saglanir.
(1) ¢ (@) (0(T.))...' (0¥ H(T4))| < 1 ise, T asimptotik kararlidir.
(ii) |¢' (T (o(TN)).. ' (¢* 1 (T))| > 1 ise, T kararsizdir.

Ornek 2.7 ¢(x) = 1—22 olmak iizere [—1, 1] araliginda z(t+ 1) = ¢(x(t)) fark denk-
lemini ele alalim. Bu denklemin biitiin 2-periyotlu ve 3-periyotlu dongiilerini ve bunlarin

kararliliklarini inceleyelim. Bunun igin ncelikle ¢ nin sabit noktalarini bulunmalidir.
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@(x*) = z* den sabit noktalar

-1 V5 -1 V5

* —
Il—___ —

2 2 27 9 2

seklindedir. Bu iki sabit noktadan sadece z3 € [—1, 1] dir ve Teorem 2.2 den |¢'(z*)| > 1
olup % kararsizdir. Simdi, 2-periyotlu dongiiyii bulabilmek icin ¢*(z) = z esitligini

kuralim:
P = o) = gl %) =1 = (1 =27 =207 —
olmak iizere p?(x) = x den
vt =2t r=a(x—-1)(2*+x—-1)=0

elde edilir. Burada ¢ nin 2-periyotlu dongiisii {0, 1} olarak bulunur, diger iki kdk ¢ nin

sabit noktalardir.

(@) (b)

(a) x1 ve zo noktalarinin 2-periyot (b) ¢ nin periyodik noktalari: ¢? nin 1 ve a9

dongiisii sabit noktalari

()

(c) ¢? nin asimptotik kararli 1 ve x2

sabit noktalar: (d) ¢ iin 3-periyot dongiisii

Sekil 2.6 p(x) = 1 — z? fonksiyonunun sabit noktalarimin ve dongiilerinin grafikleri
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Ote yandan, |¢'(0)¢’(1)] = |0(=2)] = 0 < 1 olup Teorem 2.5 den bu dongii asimptotik
kararli olur (Sekil 2.6¢). Simdi, 3-periyotlu déngiiyii bulabilmek icin ©3(z) = x esitligini

kuralim:

olmak iizere ©3(x) = x den
2 — 42 442t +2-1=0

olup bu denklemin ¢éziimii o kadar da kolay degildir. Bundan dolayi grafiksel olarak

yorumlanmasi gerekir (Sekil 2.6d). ¢ nin nihai periyodik noktasini bulmak icin

esitligini ele alalim. x7 ¢ [—1, 1] oldugundan sadece x} nin incelenmesi yeterlidir.

@) = 2 e L

olup, nihai sabit noktadir. Ote yandan 1 = ? olmak iizere ¢y ' (z) = \/1 + /1 — x den
¥ 1(0) = V2 olup v/2 ¢ [—1, 1] oldugundan ¢ nin nihai periyodik bir noktasi yoktur.
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3. FARK DENKLEM SISTEMLERI

3.1 Lineer Sistemler
Bu boliime baglanmadan once bazi lineer cebir bilgilerini verelim.

Tanim 3.1 (Anton ve Rorres 2019) L : R? — R? olsun. L bir lineer déniisiim olmak

uzere

(i) Wi, Wy € R? icin L(W, + W) = L(Wy) + L(Ws)
ve

(ii) W e R? ve a € Rigin L(aW) = aL(W)
ifadeleri saglanir.

a1 o
Bu sartlar herhangi bir A matrisine uygulanabilir. W = ve A = e

Y Qo1 (22
olmak tizere L doniigtimi L(W) = AW geklinde yazlir.

L déniisiimii altinda iterasyonlar L, L?(W), ... olarak yazilarak daha genel bir ifa-

deyle L™(W') = A"W olarak 6zetlenebilir ve
(W, AW, AW, ..., A"W, ..} (3.1)

seklinde gosterilir. W yoriingelerini bulmak igin n € Z* olacak sekilde A™W hesap-

lamak yeterlidir. Iki boyutlu sistem

X(t + ].) = OzHX(t) + OénY(t)

(3.2)
Y(t+1) = anX(t) + anY(t)
ele alinsin.
Wi(t+1) =AW (t) (3.3)
olarak yazildiginda bu sistem belli bir iterasyondan sonra
W(t) = A"W(0) (3.4)

olur ve Wy = W (0) ise L™(Wy) = W (t) dur.
Iki boyutlu bir sistemde A™ hesaplamak icin karakteristik denklemden yararlanilir.
16



Tanim 3.2 (Allen 2007) A\* + a) + b karakteristik polinom olarak adlandirilir ve
A 4+ a)\ + b = 0 denkleminin coziimiinden gelen A\; ve A\, kokleri 6zdegerler olarak

adlandirilir.

2 x 2 tiirlinde bir A = (a;;) matrisi ele alindiginda p(\) = |A — M| = 0 denklemi A
matrisinin karakteristik denklemidir ve bu denklemi sifir yapan degerler A matrisinin
ozdegerleridir. Elde edilen herbir 6zdeger ile iligkili AV = AV denkligini saglayan
sifirdan farkli V' € R? olacak sekilde ézvektorii bulunur (Ortega 1987).

Ornek 3.1
4 2

1 3

matrisinin 6zdegerlerini bulmak icin dncelikle |[A — AI| = 0 denklemi hesaplandiginda
A2 —TA+ 10

karakteristik denklemi elde edilir ve 6zdegerler A\; = 2 ve Ay = 5 olarak bulunur. A\;

6zdegerine denk gelen 6zvektorii hesaplamak icin AV; = AV denklemi yani,

hesaplandiginda —wvy1+2v9; = 0 bulunur. Yani, v9; = 1 ve vy = 2 dir. A\; = 1 6zdegerine
karsilik gelen 6zvektér V3 = (2 1)T olur. Ayni islemler Ay = 5 i¢in uygulandiginda bu

6zdegere denk gelen dzvektdr Vo = (—1 1) olur.

2 x 2 tiirtinde bir matris i¢in bile bazen A™ hesaplamak oldukc¢a zorlu bir siiregtir
fakat A matrisini daha kolay bir I' matrisine dontstiirerek I hesaplamak daha

kullanighdir.

Tanim 3.3 (Ortega 1987) Singiiler olmayan bir () matrisi icin
Q'AQ =T

esitligi yazilabiliyorsa A ve I' matrislerine benzer matrislerdir denir.

17



Burada bahsedilen benzerlik bagintisi matrisler arasi denklik bagintisidir.

Tanim 3.4 (Anton ve Rorres 2019) A, B ve C' matrisleri 2 x 2 tiiriinde matrisler olmak

tizere asagidakiler dogrudur.
(i) A matrisi ile A matrisi benzerdir,
(ii) A matrisi B matrisine benzerse, B matrisi A matrisine benzerdir,

(iii) A matrisi B matrisine benzer olup B matrisi C' matrisine benzerse, A matrisi C

matrisine benzerdir.

Teorem 3.1 (Ortega 1987) A ve B benzer iki matris olsunlar. O halde A ve B mat-

risleri ayni karakteristik denkleme ve ayni 6zdegerlere sahiplerdir.

Matrisler aras1 benzerlikten bahsedilirken topolojik esleniklik konusunun da acikliga

kavugmasi gerekir. Oncesinde homeomorfizma verilsin.

Tanim 3.5 (Ercan 2020) Birebir, drten, kendisi ve tersi siirekli olan X ve Y uzaylari
arasinda ¢ : X — Y donisiimi homeomorfizma olarak adlandirilir ve homeomorfizma

olan iki topolojik uzaya homeomorfik uzaylar denir.

Eger v : X — Y ve ¢ : Y — Z iki homeomorfizma ise o halde ¢ o ¢ bir homeomor-

fizmadir. Homeomorfizma taniminmi kullanarak asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 3.6 (Kuznetsov 2004) ¢ ve v doniisiimleri o = 9~" 0 9 0 9 kosulunu saglyor-

larsa, ©¥ homomorfizmasi icin ¢ ve 1) esleniktir denir.

Iki lineer doniisiim matrisleri benzer oldugunda bu lineer doniigiimler esleniktir.

Yani, L; ve Lo, R? iizerinde lineer déniisiimler olmak iizere 1 homomorfizma ise
L1 o=19o0 LQ

Ly ve Ly egleniktir. 2 x 2 tiirtinde matrisler i¢in li¢ tane kanonik bi¢gim mevcuttur

ve bu big¢imlerin kendine has ¢oziimleri vardir.
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2 x 2 tiiriinde bir A matrisi i¢in
X(t+1)=AX(t) (3.5)

lineer sistemi tanimlansin. X;(¢) ve X5(t) bu sistemin ¢oziimleri olmak {izere

©1X1(t) + p2X5(t) lineer kombinasyonuna sahiptir (Strogatz 2014).

X1 (t) ve X5(t) ¢oziimleri 6zdegerler yardimn ile oldukga kolay bir gekilde bulunabilir.
A1 ve Xy , A matrisinin 6zdegerleri olsunlar. Vi ve V5 de bu 6zdegerlerden tiiretilen

ozvektorler olsunlar. Uc kanonik bicim icin ii¢ farkli durum olusur.

A
1. Durum Birinci kanonik bicim B = ! olmak ftizere genel ¢6ziim
0 X
X(t) = ;A\ Vi + 023 Vo (3.6)

dir, burada X;(t) = ATV; ve Xa(n) = A3V, dir. B matrisi ayrica diyagonel

bigimi olarak bilinir.

: 1
2. Durum Ikinci kanonik bi¢gim B = olmak iizere genel ¢6ziim,
0 A
X(t) = NV + pa(nA" Vi 4+ A"13) (3.7)

dir, burada X (t) = \"Vi1 ve X5(n) = nA" 'V dir. B matrisi ayrica Jordan

bicimi olarak bilinir.

3. Durum Uciincii kanonik bicim B = olmak tizere genel ¢6ziim,

8 «a
X(t) = |M|"[(p1 cos nw + pa sinnw) Vi + (—pr sinnw + pow)Va]  (3.8)
dir, burada w = arctan(/a) olup
X1(t) = [M]"[(p1 cosnw)Vy — (1 sinnw) Vs

ve

Xo(t) = |M|"[(p2 sin nw) Vi + (2 cosnw) Vs

dir.
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3.2 Faz Diyagram

Faz diyagramlari, sabit noktalari, periyodik yoriingeleri ve catalllanma yapilarini
acik bir sekilde gosterdiklerinden dolayr ayrik sistemler i¢in oldukga 6nemli yapi-
lardir. Sistemin uzun vadeli davranigini analiz etmek ve kararlilik hakkinda yorum

yapmak i¢in faz diyagramlarindan yararlamlir (Strogatz 2018).

¢ : R? — R? olacak sekilde bir déniigiim ve Xy = (z1(0) 22(0))T baslangi¢ nok-
tast olsun. Xy, p(Xp), ©?(Xp), ... iterasyonlardan olusan noktalarin birlestirilmesiyle
gizilen grafige faz portresi adi verilir (Bereketoglu ve Kutay 2012). Benzer sekilde
X* = (0,0) noktast (3.5) sistemin tek sabit noktasidir ve burada A, 2 x 2 tiiriinde
singiiler olmayan sabit bir matristir.
Q'AQ = B ii¢ kanonik bigimden birine sahip olsun. X (¢) = QY (¢) olarak alimirsa
(3.5) sistemi

Y(t+1) = BY () (3.9)

sistemine indirgenir. A ve B matrisleri benzer oldugundan sabit noktalar: da ayni
A

ozellikleri tagir. B = . kanonik bigimi i¢in (3.9) sistemininden gelen
ozdegerlerin faz diyagramlari 2

(a) —1 <Ay <A <1ise (0,0) asimptotik kararli diigtim noktasi,

(b) 1< Xy < Apise (0,0) kararsiz digiim noktasi,

(c) 0< A <1veAs >1ise(0,0) semer noktasidir,

(d) 0< XA =X <1lise (0,0) asimptotik kararh diigiim noktasi,

(e) My =1ve—1< Xy <1ise(0,0) kararh dejenere diigiim noktasi

olarak olugur (Bereketoglu ve Kutay 2012). (3.9) sisteminin genel ¢oziimii

Y(t) =y (1 0) + Ay (0 1)" (3.10)

seklinde yazilir, burada V; ve V5, sirasiyla A\ ve Ay 0zdegerlerinden iiretilen 6zvek-
t t

torlerdir. [A;| > Ao ise lim ye(t) = 0 iken |A| < |A2] ise lim 210) = 0o olmak
n—00 q (t) n—00 g (t)

uzere
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(1) [M] < 1vel|X| <1isen — oo iken tiim ¢oziimler orijine yonelir. Kritik nokta

tiri asimptotik kararli olur (Sekil 3.1).

Y2

\
AN \
\ A
~ ~/ A4
A\ Y
N\ % ;“ l/
N N / #
“ .
~ hY ’{ I’
Sl N / ,
~ N s -
~o N P’ -
~ ~ -
AN N - Y Y4
rd P ~o~ A}
T ~a
Pl AR
/ '\ '~
\ e
~

Sekil 3.1 Kararli diigiim noktasi, —1 < A\; < Ay < 1

A1l > 1 ve |Ay] > 1 ise n — oo iken tiim ¢oziimler orijinden uzaklagir ve

(ii
kararsiz diigiim notasi olur (Sekil 3.2).
- y2 -
A
-“‘—-._(_“_\ \\\ /’ “_-_,,—"“__
N/ /__,:7
\\\‘\\\.J"‘I,”’

ya 1 N Yy

< 7

I

J_/" WV ™ 1

Sekil 3.2 Kararsiz diigiim noktasi, 1 < Ay < Ay
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(iii)

A1l < 1 ve |Ay] > 1 ise bir ¢dziim orijine yaklagirken diger ¢oziim orijinden

uzaklagir ve semer noktasi olugur (Sekil 3.3).

Yo
AIA
******* LA ~ < 7z
_________ >l . e
v v
Y

Sekil 3.3 Kararsiz semer noktasi, 0 < A\ < 1, Ay > 1

(iv) A1 = Ay ise genel ¢oziim

V() =y A" (1 0) 442" (0 D = A" (yy y2)"

olup tiim ¢ozlimler orijinden geger ve 2l egrileri olugurken asimptotik kararh
Y

diigiim noktasi olugur (Sekil 3.4).

1

Y2
hY I-
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\ P
AY f’
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\
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/
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Sekil 3.4 Asimptotik kararh diigiim noktasi, 0 < A\; = Ay < 1
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(v) Son olarak || =1 ve |A\o] <1 ise kararli dejenere noktasi olusur (Sekil 3.5).

Y2

Y4

Z

N
___________>____________<______________

Z

N

Z

A

£

Y

Sekil 3.5 Kararli dejenere diigiim noktasi, |A| =1 ve [Ao| < 1

A
B = ' kanonik bigimi i¢in (3.9) sisteminin 6zdegerlerinin faz diyagramlar
0 A

(a) —1 <Xy < A < 1lise (0,0) asimptotik kararli diigiim noktast,
(b) A1 =Xy =1ise (0,0) kararsiz dejenere nokta,

(c) A1 =Xy > 1lise (0,0) kararsiz diigiim noktast,

t
olarak olugturulur (Bereketoglu ve Kutay 2012). lim yQEt; = 0 olup (3.9) un genel
n—o0 yl
¢Ozumu
Y(t) = (A +gem)A" (1 0)" + A" (0 1)7
seklindedir.

(i) —1 <A =Xy < 1ise (0,0) noktas: asimptotik kararh digiim noktasidir (Sekil
3.6).
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Sekil 3.6 Asimptotik kararli diigliim noktasi, —1 < A\; = Ay < 1

(ii) A\ = Ay > 1 ise yukaridaki durumun tam tersi olacag igin (0, 0) noktas: karar-

siz diigiim noktasidir (Sekil 3.7).

Y2

Y:

Sekil 3.7 Kararsiz dejenere nokta, Ay = Ay =1

(iii) Ay = Ay =1 ise (0,0) noktas: dejenere noktadir (Sekil 3.8).
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Y2

a-._,__(_‘_\:: _ ¥y

Sekil 3.8 Kararsiz diigiim noktasi, A\; = Ay > 1

«
B = kanonik bigimi igin (3.9) sisteminin 6zdegerlerinin faz diyagram-

-8 a

lar

(a) |A1] < 1ise (0,0) asimptotik kararlh odak noktasi,
(b) |A1] > 1ise (0,0) kararsiz odak noktasi,

(c) |A] =11ise (0,0) merkez

olarak elde edilir (Bereketoglu ve Kutay 2012). (3.9) sisteminin genel ¢oziimii igin
oldugundan iki tane genel ¢oziim elde edilir ve bunlar eglenik komplekstir. Coziimler
igerisinde sinnf ve cosnf bulundugundan dolayi polar koordinatlar ile faz portresi
cizilir. \; = a+1i 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor Vi = (1 )7 ise (3.9) sisteminin

bir ¢6ztimi

V()= )" (M) = (1 )" |A]"(cosnw + i sin nw)

= M| (cosnw  —sinnw)” 4 i\ (sinnw  cosnw)”

seklinde olup w = arctan (§> dir. Buradan genel ¢6ziim
o

y1(t) = | A1|"ro cos(tw — )

y2(t) = —|M\1|"rg sin(tw — 7)
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dir. Bu ¢o6ziim polar koordinatlarda

T(t) = 7”0‘)\1‘” (311)
0(t) = —(tw — ) (3.12)
bi¢imindedir, burada cosy = y1(0)7 siny = v2(0) ve ro = (y2(0) + y2(0))Y/2.

To To
(i) |M\1] < lise (0,0) noktas: asimptotik kararli odak noktasidir ve spiral bir goriintii
olugturur (Sekil 3.9).

Y2

Y1

Sekil 3.9 Asimptotik kararli odak noktasi, |A;| < 1

(i) |A\i| > lise (0,0) noktas: kararsiz odak noktasidir ve spiral bir goriintii olugturur

(Sekil 3.10).

Y2

Y1

Sekil 3.10 Kararsiz odak noktasi, [\ > 1
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(iii) || =1 ise (0,0) noktas: kararhh merkezdir (Sekil 3.11).

Y2

A AL AT N X
! \: ‘, y1
RN P
\\‘_\\ N /',//
N
Sekil 3.11 Merkez noktasi, [A| =1
Ornek 3.2 A= olmak iizere (3.5) sisteminin faz portresinin cizelim.

025 1

1
A matrisinin dzdegerleri A\ = 5 Ve Ay = 5 olmak tizere bu 6zdegerlere karsilik gelen

ozvektorler sirasiyla ise V4 = (2 1)T ve V5 = (2 — 1)T seklindedir. Buradan, verilen

sistemin genel ¢oziimii

X(t) = (1.5)" i +(0.5)" y

dir ve kritik nokta semer olur. X (¢) ¢dziimii Sekil 3.12 de goriildiigi gibi V; = (2 1)7

dogrusu boyunca asimptotiktir.

|
Sekil 3.12 Semer: \; > 1, 0 < Ay < 1
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3.3 Kararlhilik Analizi

¢ : R? — R? bir déniigiim olsun ve X* = (%, z3) bu déniigiimiin sabit bir noktas
olsun. Bu kesimin amaci énceki boliimde skaler denklemler i¢in verilen tanimlar:

sistemler icin genisletmektir. Oncelikle baz1 6n bilgiler verelim.

Tanim 3.7 (Ortega 1987) R lizerinde tanimli, gercek degerli bir fonksiyon icin asag-

daki ifadeler dogruysa bu fonksiyon norm olarak adlandirilir ve || || ile gosterilir.
(i) || = [|> 0 ve | z ||= 0 olmasi icin z = 0 olmalidir.

(ii) Biitiin = € R ve « skaleri icin || az ||=|a| || = ||

(iii) Biitin 2,y € Ricin ||z +y [[<[lz |+ y |

Buradaki her bir vektér normuna karsilik olarak R¥ iizerinde bir tane operatér normu

tanimlanabilir. A, n x n tiirtinde bir matris olup
| A [|[= max || Az ||

normu kullanilir (Ortega 1987). Bu tez kapsaminda matris 2 x 2 tiiriinde bir matris

olarak alinacaktir.

Tanmim 3.8 (Ortega 1987) n x n tiiriinde bir A matrisinin 6zdegerleri Ay, ...., A, olmak
tizere spektral yaricapi

p(A) = max |\

1<i<n
dir.
O halde 2 x 2 tiiriinde bir matris i¢in spektral yaricap
p(A) = max{| A, [Aa|}

olarak yazilir. Simdi iki boyutlu sistemler i¢in kararlilik tanimi verelim:

Tanim 3.9 (Allen 2007) Tiim baslangi¢ kosullari z* sabit noktasi icin tlim z(t) = x*
—00
saglaniyorsa z* global ¢ekicidir denir. 2* hem global ¢ekici hem de lokal (yerel) kararliysa

ayni zamanda global asimptotik kararlidir denir.
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Yani, baslangi¢ kosullar1 sabit noktaya yakin oldugunda bu noktanin lokal asimptotik
kararli olmasi i¢in ¢oziimler bu sabit noktaya yaklagmalidir. Eger ¢oziimler tiim
baslangi¢ kosullari i¢in sabit noktaya yaklasiyorsa bu sabit nokta global asimptotik

kararlhidir denir.

Tanim 3.10 (Elaydi 2005) ¢ : R?* — R? déniisiimiinii ve X* sabit noktasi icin asag-
daki ifadeler dogrudur.

(i) Eger herhangi bire >0ven € Z*' icin || ¢"(X) — X* ||[<eiken || X — X* ||< C

olacak sekilde C' > 0 varsa X* kararlidir.

(ii) || X —X* ||< v iken lim ¢"(X) = X" olacak sekilde bir v > 0 varsa, X* ¢gekicidir
Tr—00
(diiglimdiir).

(iii) X* hem kararli hem de ¢ekici ise 0 zaman asimptotik kararlidir. Hem kararli hem

de global cekici ise 0 zaman global asimptotik kararlidir.
(iv) X* kararl degilse, X* kararsizdir.

Simdi (3.5) denklemini tekrar géz 6ntine alahm. (0,0) kritik noktasi i¢in agagidaki

teoremler verilebilir.

Teorem 3.2 (Elaydi 2007) (3.5) sisteminin X* = (0, 0) kritik noktasi icin asagidakiler
dogrudur.

(i) p(A) < 1ise, X* asimptotik kararlidir.
(i) p(A) > 1 ise, X* kararsizdir.

(iii) p(A) = 1 ise 6zdegerlerin Jordan formuna sahip olup olmadigina bakilir. Eger

Jordan formuna sahipse kararsiz, aksi halde kararlidir.

Teorem 3.3 (Elaydi 2005) A = («;;), 2 X 2 tiirinde bir matris olsun. p(A4) < 1 olmasi
icin gerek ve yeter kosul

IT(A)| -1 < D(A) < 1 (3.13)

dir, burada T'(A) = a1 +aq2, A matrisinin izi ve D(A) = a0+ aaciey, A matrisinin

determinantidir.
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ispat.

(i) Oncelikle p(A) < 1 olsun. Bu durumda A; ve Ay, A matrisinin 6zdegerleri olmak

tizere |A| <1 ve |[Ag| <1 dir. A matrisinin karakteristik polinomu

A2 — (g + o)\ — (Qq1amg — gaan;) =0

N — (T(A))A+ D(A) =0

oldugundan 6zdegerler

Mo = 5 [T(4) + VT(A) — 4D(A)

seklinde elde edilir. Burada iki duruma bakilmasi gerekir.

(1) A1 0zdegerleri reeldir. Yani (T'(A))?—4D(A) > 0 dir. olmahdir. |y o] < 1

oldugundan —1 < A;, Ay < 1 yazilir. Buradan

—2 < T(A) £ /(T(A)2 —4D(A) <2

olup

—2 - T(A) < /(T(A))?2 —4D(A < 2 - T(A) (3.14)

ve

—2 —T(A) < —\/(T(A))2 —4D(A) < 2 — T(A) (3.15)

olarak yazilabilir. (3.14) ve (3.15) in her iki tarafinin karesi alinirsa sira-
siyla,

1 — T(A) + D(A) > 0 (3.16)

ve

1+T(A)+D(A) >0 (3.17)
elde edilir. (3.14) in sag tarafindan ve (3.15) iin sol tarafindan |T(A)| < 2
elde edilir. T(A)? —4D(A) > 0 oldugundan

(T'(A))*

D(4) <

<1 (3.18)

yazilir. Boylece (3.16), (3.17) ve (3.18) esitsizlikleri birlikte gbz 6niine

alininca (3.13) bulunur.
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(2) A\ ve Ay kompleks ézdegerler, yani,

(T(A))* —4D(A) <0 (3.19)
olsun. Bu durumda Ay » = % [T(A) +i\/4D(A) — (T(A))?| olup
> _ 2 (T(A)?  4D(A)  (T(A)* _
= 2 = T 2P ARy

dir. [A; 2] < 1 oldugundan 0 < D(A) < 1 oldugu agiktir. Simdi de T'(A) >
0 olsun. D(A) > 1 kabuliinden = € (0,1) dir ve (3.16) ifadesi dogrudur.
(3.19) den T(A) < 2/D(A) oldugundan D(A) = = kabul edilirse

o(z) =14 x — 2y/x fonksiyonu yazilir ve

14z —2vz <1+ D(A) — T(A)

burada = € (0, 1). Fonksiyonun grafiksel yorumunu yapabilmek i¢in fonk-
siyonun sifirini ve azalan olup olmadigina bakilmasi gerekir. Fonksiyonun
sifirt p(0) = 1 dir ve ¢'(0) = 1 — % oldugundan dolay1 bu fonksi-
yon (0, 1) araliginda azalandir. Fonksiyonun (0, 1) araliginda azalan ol-
masindan dolay1 1 + D(A) — T(A) > ¢(z) > 0 yazilip buradan da
1> D(A) —T(A) + 1> 0 oldugu gosterilir ve ispat tamamlanir.

(ii) Tersine olarak (3.13) nin dogru oldugu kabul edilsin. Bu durumda yine iki

durum vardir:

1. (T(A))*> —4D(A) > 0 olsun. Buradan

-~

2

b
|

T(A) + \/(T(A)) — 4D(4)

< lry £ VD@ 12 - 4D(A)‘

(D(A) +1)* + \/(D(A) — 17?)

—

(D(A) +1)* = (D(A) - 1))

N
NN~~~
N

olup, |A1| < 1 ve |Ay] <1 elde edilir.

2. (T(A))? —4D(A) < 0 olsun. Buradan

Aval = |T(4) £ iv/3D(A) = (T(4))?

= V/(T(A))? + 4D(A) — (T(A))?

=+vD(A) <1
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olup [A\i| < 1, |Ag| < 1 elde edilir.

Sonug 3.1 (3.5) sisteminin kararlhgi (3.13) esitsizliginin dogru olmasi ile esdegerdir.

Teorem 3.4 (Elaydi 2007) Asagida verilenler herhangi bir 2 x 2 tiirlinde A matrisi igin

dogru olur.
(i) |T(A)|—1= D(A) olsun. Bu durumda,

1. T(A) > 0 ise, bu durumda A matrisinin 6zdegerleri \; = 1 ve Ay = D(A) dir.

2. T(A) <0 ise, bu durumda A matrisinin 6zdegerleri Ay = —1 ve \; = —D(A)
dir.

(ii) |T(A)| —1 < D(A) ve D(A) = 1 ise A matrisinin 6zdegerleri e olur, burada
T(A)Y
= arccos V. 4 dir.

Ornek 3.3 (3.5) sistemini ele alalim, buradaki a € R olmak iizere

-1 a
A=

-2 1
Bu matris i¢in T'(A) = 0 ve D(A) = 2a— 1 dir. Dolayisiyla a nin degerine gére inceleme
yapilmalidir. a parametresi negatif veya pozitif herhangi bir deger olabilecegi icin (7', D)
noktasi T" = 0 diizlemi boyunca yatay bir sekilde hareket eder. Eger D < —1 ise
2a —1 < —1 yani a < 0 olur. A\;y = 1 ve Ay = —1 6zdegerlerinden dolayi dejenere
durum ortaya cikar. Bu 6zdegerlere karsilik gelen dzvektérler sirasiyla (0 1)" ve (1 1)7

seklindedir. Yani, y-eksenindeki biitiin noktalar bu durumda sabit noktadir ve her nokta

. 1
2-periyodik durumdadir. Ozdegerlerin kritik nokta tanimindan 0 < a < 5 ise 0zdegerler

1
|A| > 1 olur ve bu durum kararsiz odak noktasi olusturur. 5 <ac< Lise |A] <1
olusur ve bu durum asimptotik kararli odak noktasidir. a = 1 oldugu durumda &zdegerler
eslenik kompleks olur ve |A| = 1 oldugundan bir merkez ortaya ¢ikar. Son olarak a > 1

ise [A\| > 1 oldugundan dejenere kaynak olusur.
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3.3.1 Lyapunov yontemi

1892 yilinda Rus matematik¢i A.M Lyapunov’un lineer olmayan diferensiyel denk-
lemlerin kararliligini incelemek i¢in geligtirdigi bu yontem Lyapunov’un ikinci yon-
temi olarak bilinir ve bir diferensiyel denklemin ¢6ziimlerinin kararliligini, denklemi
dogrudan ¢ézmeden belirlemek i¢in kullamlir (Bereketoglu ve Kutay 2012). Bu ke-

simde Lyapunov ikinci yontemi iki boyutlu fark denklemleri i¢in incelenmistir.
X(t+1)=p(X(t)) (3.20)

fark denklemi ele alinsin, burada ¢ : ¥ — R?, ¥ C R? fonksiyonu siireklidir ve X*
noktasi ¢ nin sabit bir noktasi olsun. V' : R? — R olmak iizere V fonksiyonunun

degisimi yani,

seklinde tannimlanir (Bereketoglu ve Kutay 2012). Bu denklem,
AV(X(t)=V(X(t+1))—V(X(?))
seklinde yazilabilir.

Tanim 3.11 (Kutay 2010) Asagidaki kosullari saglayan bir V : ¥ C R?* — R fonksi-

yonuna W bélgesinde bir Lyapunov Fonksiyonu denir.
(i) V, ¥ lzerinde siireklidir.
(ii)) AV(X) <0, X ve p(z) e ¥

Tamm 3.12 (Kutay 2010) B(z,v) = {Y € R? : |Y — X| < 4} bir agik yuvar olmak
iizere reel degerli bir V' fonksiyonuna, asagidaki kosullari saglamasi halinde X* noktasinda

pozitif tanimlidir denir:
(i) V(X*) =0,
(ii)) V(X)>0,VX € B(X*,v), = # X*

Teorem 3.5 (Kutay 2010) X* sabit noktasinin bir ¥ komsulugunda (3.20) denklemi

icin bir V' Lyapunov fonksiyonu olsun.
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Xq

Sekil 3.13 Seviye egrileri

(i) V fonksiyonu X* noktasinda pozitif tanimli ise, X* sabit noktasi kararlidir.
(ii) (i) ye ek olarak X, p(z) € W igin AV (X) < 0ise, X* noktasi asimptotik kararlidir.

(iii) U =R? ve IIJgIm V(X) = oo ise X* sabit noktasi global asimptotik kararlidir.
—00

Lyapunov fonksiyonlarinda AV (X) = 0 oldugu durumda sistemin kararlihg igin bir
yorum yapilamaz. Bu durumlarda ek olarak LaSalle’nin Invaryans Ilkesi kullanilir
(Elaydi 2007). Bu ilke, Lyapunov teoreminin daha genellegtirilmig bir versiyonudur.

V fonksiyonu ¥ C R? {izerinde tamimlanmis Lyapunov fonksiyonu olsun ve
E={XecV:AV(X)=0}

tammlansin. E igindeki maksimal invaryant alt kiime M ve ¢ € R igin V71(c) =

{X:V(X)=r¢ X €R?olsun.

Teorem 3.6 (LaSalle invaryans ilkesi)(Elaydi 2007) V, (3.20) sistemi icin ¥ C R? da
tamimli pozitif bir Lyapunov fonksiyonu olsun. O zaman sistemin tiim ¢ € Z* icin sinirh
herbir X (t) ¢6ziimii i¢in W icinde dyle bir ¢ sayisi vardir ki ¢ — oo iken

X(t)— MnV=c) olur,

Sinuirh olmayan bir X (¢) ¢oziimi i¢in ¢, — oo halinde {X(¢;)} — oo olacak sekilde bir
{X(t;)} alt dizinin varhigindan s6z edilebilir. Bu bilgi 1g18inda kararsizlik hakkinda

asagidaki teorem verilir.

Teorem 3.7 (Kutay 2010) AV orijinin bir komsulugunda pozitif definit ve a; = X (¢;)

iken V' (a;) > 0 olacak sekilde bir {a;} — 0 dizisi varsa sistemin sifir ¢éziimii kararsizdir.
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Ornek 3.4

_ay(t)
w1 = 1;56;(15) (3.21)
R ee0

sistemini ele alalim. Burada

O(z,y) = ( ay(t) 5$(t>t> >T

1+ 22(t) 1+ y¥(

dir. V(z,y) = 2 + y* fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon V(X*) =0 ve V(X) > 0
oldugundan dolayi Lyapunov fonksiyonudur ve ek olarak tanimdan dolayi pozitif tanim-

ldir.

AV (z,y) =V (® (z,y)) = V (z,y)
_ oy B2x? y 4
SUx2 Threp T Y (3.22)

< (8% - 1)2* + (o = Ly’

[\
N

elde edilir. Burada

1. o> <1ve p?<1lise AV <0 dir. O halde Teorem 3.2 den orijin asimptotik kararli
olur. Hatta, || X |[|— oo iken V(X) — oo oldugundan orijin global asimptotik

kararlidir.

2. a2 <1lve > <1lise AV <0 olup AV = 0 olmasi séz konusudur. Bu durum da

LaSalle invaryans ilkesi kullanilir.

2.a. a? <1, 2 <1vea?+3* < 2olup genelligi kaybetmemek adina o < 1 ve
3% =1olsun. AV < (a®—1)y? olur ve y = 0 iken AV =0 olur. (2,0) € E
icin p(z,0) = (0, Bz) olur ve M = {(0,0)} dir. Yani orijin kararlidir.

2.b. a? =1 ve % =1 olup (3.22) denkleminden z = 0 veya y = 0 ise AV =0
dir. E = M olup iki eksenin birlesimine esittir. invaryans ilkesi ¢ > 0 ola-
cak sekilde bir ¢ sayisinin varligini séyler ve O (u) yoriingelerinin herbiri
{(#£¢,0),(0,%c)} kiimesine yaklasir. ¢ # 0 icin ¥*(c,0) = (c,0) olup bu
nokta {(c,0), (0, Bc), (afc,0),(0,ac)} 4-periyot cemberini olusturur. Ben-
zer sekilde F4(c,0) = {(c,0), (0, Bc), (aBc,0), (0, ac)} 4-periyot cemberi de

olusur. Herbir yoriinge bu 4-periyotlulardan sadece birine yakinlasir.
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3. o> > 1ve 32> 1olup % > (14 6%)% ve a® > (1 + 6*)? olacak sekilde yeterince
kiiciik 0 olsun. V' (z) fonksiyonu, B(0,d) orijin merkezli, 0 yarigcapina sahip olan
bir acik yuvardir. Yani, V' fonksiyonu pozitif tamimhdir. Hatta (z,y) € B(0,0) icin
(x,y) # (0,0) ise

AV(z,y) = (ﬁ—l) 2 4 (ﬁ_l) 2
Z((lf—52)2_1)x2+<(1f—62)2_1)y2

>0

saglanir ve orijin kararsizdir.

Onceki kesimde

X(t+1) = AX(t) (3.23)

sisteminin kararliligi hakkinda bir takim bilgiler verilmigti. Bir sonraki kesimdde
tizerinde tartigilacak,

Y(t+1) = AY (1) + (Y (t)) (3.24)

lineer olmayan doniisiimiinii inceleyebilmek i¢in Lyapunov Fonksiyonunu olusturmak

oldukca 6nemli. Oncelikle Lyapunov fonksiyonu olusturulmasi iizerinde durulacaktur.

Oncelikle matrisler hakkinda baz bilgiler verilsin.

2 2
V(X)=X"BX =) b XX, (3.25)

i=1 j=1
olsun, burada B = (b;;), X € R? ve X7 X matrisinin transpozudur. (3.25) denkle-
minde tanimlanan V' (z), pozitif ise B matrisinin de pozitif oldugu sdylenebilir. Ayn
sekilde negatiflik durumu da belirtilebilir. Burada 0 # X € R? seklinde olmalidir.
Eger V(X) > 0 ise pozitif yar1 tamimhdir. Benzer sekilde V(X) < 0 ise B matrisi
negatif tanimhdir (Kutay 2010).

Teorem 3.8 (Sylvester Kriteri) (Bereketoglu ve Kutay 2012) Reel simetrik bir B mat-
risinin pozitif tanimli olmasindaki gerek ve yeter kosul B matrisinin biitiin esas asli mi-

norlerinin determinantlarinin pozitif olmasidir.
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611 612

Yani, 3,; > 0 ve > 0 olmasini demek B matrisinin pozitif tanimh oldu-
Bo1 Bay

gunu soyler.

Ek olarak V(X) < 0 ifadesinden dolay1 eger 8,; < 0 ve Pu Pre > 0 ise V

521 622

negatif tanimhdir.

Teorem 3.9 (Bereketoglu ve Kutay 2012) Reel simetrik bir B matrisi pozitif tanimli
ise bu durumda B matrisinden gelen biitiin 6zdegerler pozitiftir. B matrisinin 6zdegerleri

A1 ve )\, olmak lizere
Amin H X HQS V<X> < Amax || X ||2

dir, burada A, en kiiciik 6zdegeri temsil ederken ... en biiyiik 6zdegeri temsil eder.

o 3 2
Ornek 3.5 B = olsun. Bu matrisin ana minorleri 3 ve olmak
2 5 2 5

tizere iki tanedir ve ikisi de pozitiftir yani B matrisi pozitif tanimhdir. B matrisinin
6zdegerleri de \jo = 4 F V/5 olup ikisi de pozitiftir. Ayrica, eger V(X) = XTBX

oldugundan

V<X):<$1 1’2) . .

5 i)
= 32° + 4x129 + 575

olur.
B pozitif taniml simetrik bir matris ise Lyapunov fonksiyonu olmasi i¢in
V(X)=X"BX
secilebilir. (3.23) sistemin igin (X) hesaplandiginda
AV(X(t) = XT(t+1)BX(t+1) - XT(t)BX(t)
= XT(t)(ATBA - B)X(t)
olup, AV (X(t)) < 0 olmas: igin gerek ve yeter kogul

ATBA—-B=-C (3.26)
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olmasidir, burada C' pozitif tanimhdir. (3.23) sistemi i¢in (3.26) denklemi Lyapunov

denklemi olarak adlandirilir.

Teorem 3.10 (Kutay 2010) p(A) < 1 olmasi igin gerek ve yeter kosulu pozitif tanimli
ve simetrik C' matrisine karsilik (3.26) denkleminin bir tek pozitif tanimli ve simetrik B

matrisine sahip olmasidir. Burada p(A), A nin spektral yaricapidir.

Sonug 3.2 Eger p(A) > 1 ise pozitif tanimli olmayan reel simetrik bir B matrisi bulunur

oyle ki (3.23) sisteminden simetrik pozitif tanimli C' matrisi elde edilebilir.
3.3.2 Lineerlestirme yontemi

Lineerlestirme, kararlilik teorisi acisindan oldukca eskiye dayanan bir yontemdir. Bu
yontem ilk kez Lyapunov ve Perron tarafindan diferensiyel denklemlerin kararlili-
karin ¢oziimlemek igin yapilan baz1 galigmalarda kullanilmigtir (Kutay 2010). Bu
kisimda ise lineer olmayan fark denklem sistemlerine uygulanigi gésterilecektir. lineer

olmayan

X(t+1) = AX(t) + v(t, X (1) (3.27)

fark denklemi ele alinsin, burada A matrisi k£ x k tiiriinde olup ¢ : ¥ C R? — R?

stirekli bir fonksiyondur. (3.27) denklemine iligkin lineer sistem
Y(t+1) =AY (¢) (3.28)
dir. (3.27) sistemi, X* sabit noktas1 etrafinda
X(t+1)=o(t, X(1)) (3.29)

seklinde bir denklemin lineerlegtirilmesi ile elde edilir, burada ¢ fonksiyonu X* sabit

noktasinda siirekli tiirevlenebilen ¢ : C' C R? — R? geklinde bi fonksiyondur (Kutay
0 0

2010). Yani, ¢ fonksiyonu i¢in 8—90 ve a_ga mevcut ve X* sabit noktasinin acik bir
1 i)

komsgulugunda siireklidir. ¢ = (p; ©5)7 nin Jakobiyeni

991 9oy
D _ A _ ox1 0z
©(Q) Boy Doy

oz Oz Q

dir.
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Kisalik i¢in X* = 0 ve her ¢t € N igin ¢(£,0) = 0 olup lineerlestirme igin (3.29)

Jdo(t,0
sistemi ele alinsin. Yine kisalik igin 805 .0) = A(t) ve
T
Y(t,z) = o(t,x) = p(t,z) — A(t)X(t) olarak almirsa (3.29) sistemi (3.27) sistemi
bigiminde yazilabilir (Kutay 2010). (3.29) sisteminin 6zel bir durumu olan

X(t+1) = (X(?))
otonom sistemi,
X(t+1)=AX(t)+¢(X(t))
seklinde yazilabilir, burada A = ¢'(0) jakobiyen matris olup ¢ (x) = (z) — = dir.

A = Dp(X*) i¢in Teorem 3.2 aynen tekrar yazilir.

Ornek 3.6
w1(t+1) = 21 (t) + 23(t) + 23(¢)

zo(t + 1) = x2(t)

sistemi ele alinsin. Bu sistemin lineer kismi

dir.

A:
01

olup (0,0) sisteminin bir sabit noktasidir ve p(A) = 1 dir. Lyapunov fonksiyonu

V(X) = x1 + x5 olarak secilsin. Bu fonksiyon icin

AV(X(t)) = V(‘I)(ﬂfhﬂfz)) — V(xy,z2)
=21+ 2} + a5+ T2 — 11 — Ty

= i (t) + a3(t) > 0, (21,22) # (0,0)

oldugundan V(X)) pozitif tanimlidir ve X* sabit noktasi kararsizdir.
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Ornek 3.7 Simdi,
ri(t+1) = 21(t) — 23(t) + 23(1)

sistemi ele alinsin. Buradaki lineer kisim bir dnceki érnekle aynidir ve yine p(A) =1 dir.

Lyapunov fonksiyonu V(X)) = 2% 4 23 olarak alinsin. Bu fonksiyon icin
AV(X(t)) = V((I)(.Z'l, 33'2)) — V(%l, .1'2)
= (21 — 2923)" + 25 — 27 — 23
= 21 (t)ay(t)[=2 + 21(t)a3(t) > 0, (21,22) # (0,0)

olup 2322 < 2ise AV < 0 olur. Yani V fonksiyonu negatif tanimlidir ve X* sabit noktasi

kararlidir.
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4. CATALLANMA TEORISI

Catallanma teorisi, dinamik sistemdeki parametreler iizerinde yapilan degisiklikler-
den meydana gelen davrams olarak betimlenir (Farris ve Hamdi 2023). Ornegin,
oncesinde kararli bir yapida bulunan sabit nokta bir siire sonra kararliligin yitire-
bilir. Baz1 durumlarda bu degisim sonucunda olugan ¢atallanmalar, sistemin kaotik
davraniglar olugturmasina sebep olur. Catallanma teorisi, kaosun arastirilmasinda
onemli bir aragtir. Kaosu anlamak, oncelikle ¢atallanma diyagramlarini okuyabil-

mekten gecer.

Catallanma teorisinin gecmisi cok onceye dayanmaktadir. David Hilbert ile Emile
Picard, belirli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine iligkin ¢aligmalar yaparak ca-
tallanma teorisinin temellerine 6nemli katkilar saglamigtir (Farris ve Hamdi 2023).
Bu alanin en 6nemli isimlerden biri, dinamik sistemlerin davranigini inceleyen Henri
Poincaré ve dinamik sistemlerde periyodik yoriingelerin catallanmalarini aragtiran
Andrey Markov’dur (Farris ve Hamdi 2023). 1970’lerde bazi matematikgiler merkez
manifold teoremi gibi yeni teknikler gelistirerek catallanma teorisinin ilerlemesine

onemli katkilarda bulunmuslardir (Farris ve Hamdi 2023).

Giintimiizde catallanma teorisinin, fizik, miihendislik, biyoloji ve ekonomi gibi pek
¢ok alanda uygulamalar:1 bulunmaktadir. René Thom (1972) yaptig1 bir ¢aligmayla,
lineer olmayan sistemlerin parametre degisimiyle nasil ani davranig degisiklikleri gos-
terebilecegini agiklamigtir. Bu caligma c¢atallanma teorisinin gelisiminde son derece
etkili olmus, lineer olmayan sistem davraniginin anlagilmasi ve simflandirilmasi igin

yeni bir bakig agisi saglamigtir (Farris ve Hamdi 2023).
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4.1 Catallanma Tiirleri

Catallanma tiirleri, » parametresi degistikce

z(t+1) = p(z(t),r) (4.1)

sisteminin dinamiklerinin nasil degistigine bagl olarak ortaya gikar. (4.1) sisteminin
r parametresine olan bagimlihg z(r) olsun. Sistemin davranigi r parametresi degis-

tikge farklihk gosterir ve bu farkliliklar ortaya ¢atallanmalari gikarir (Allen 2007).

Catallanma tiirleri  parametresine bagh oldugundan (r,z(r)) noktas: ¢atallanma
noktasi olarak adlandirilir. Bu catallanmalarin ortaya ¢ikmasinda sabit noktanin
non-hiperbolik olmasiyla bir ilgisi vardir. ¢'(x*(r*)) = =£1 oldugunda (4.1) sis-
temi igin dort farkh gatallanma tiiri, yani ¢'(z*(r*)) = 1 ise Semer-Diigiim, Dir-
gen (Pitchfork) ve Transkritik catallanmalar: olugurken, ¢'(xz*(r*)) = —1 ise Flip
(Period-Doubling) gatallanmasi olugur (Allen 2007).

Bu catallanmalar, grafik iizerinde gosterilirken dikey eksen r parametresini, yatay
eksen de sabit noktay1 veya dongiileri temsil eder. Tiim grafiklerde (0, z(0)) = (0, 0)

baslangi¢c noktasi ¢atallanma noktasidir. Simdi bu ¢atallanmalari ayr: ayri ele alalim:

(i) Semer-Diigiim ¢atallanmasinda, ¢atallanma noktasimdan sonra biri kararli digeri
kararsiz olmak tizere iki sabit nokta da kaybolur ve sonrasinda sabit nokta bir
anda tekrardan var olur (Sekil 4.1). Bundan dolay1 bu gatallanma tiirti mavi
gokyiizii catallanmasi olarak da tasvir edilir (Strogatz 2014). Bu ¢atallanmanin
kanonik formu

z(t+1) =1+ x(t) + 2°(t)

seklinde verilir (Allen 2007).
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Sekil 4.1 Semer-Diigiim ¢atallanma

(ii) Dirgen ¢atallanmasinda, ¢atallanma noktasindan sonra ii¢ tane sabit nokta or-

taya gikar (Sekil 4.2). Bu ii¢ sabit noktanin durumuna gore bu ¢atallanmada

iki farklh durumu vardar:

(a) Bu ii¢ sabit noktadan ikisi kararli olup bir tanesi kararsiz oluyorsa ve bu
kararli noktalar kararsiz tarafindan ayriliyorsa siiperkritik-dirgen catal-

lanma olugur.

(b) Bu ii¢ sabit noktadan ikisi kararsiz olup bir tanesi kararli oluyorsa ve
bu kararsiz noktalar kararli tarafindan ayriliyorsa subkritik-dirgen catal-

lanma olugur.
Bu ¢atallanmanin kanonik formu
z(t+1) = (r+ Dz(t) +2°()
seklinde verilir (Allen 2007).

x*(r)

Sekil 4.2 Dirgen catallanma
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(iii) Transkritik ¢atallanmada biri kararlh digeri kararsiz olmak iizere iki tane sabit
nokta bulunur. Catallanma bu iki sabit noktanin kararlhiliklarinin birbiriyle de-
gigtirmesi sonucunda ortaya c¢ikar. Yani, kararli nokta kararsiz olurken kararsiz

nokta kararli hale dontigiir (Sekil 4.3). Bu gatallanmanin kanonik formu
r(t+1) = (r+ )a(t) + 2%(t)

dir (Allen 2007).

¥

Sekil 4.3 Transkritik catallanma

(iv) Flip ¢atallanmasinda, sabit nokta ¢atallanma noktasimdan sonra yerini 2-periyotlu

yoriingeye birakir (Sekil 4.4). Burada sabit noktanin kararlilik durumuna gore

iki farkli durumu vardar:

(a) Baslangicta sabit nokta kararli olup yerini kararsiz 2-periyotlu noktaya

birakiyorsa siiperkritik-flip ¢atallanmasi olusur.

(b) Baslangigta sabit nokta kararsiz olup yerini kararli 2-periyotlu noktaya

birakiyorsa subkritik-flip catallanmasi olusur.

Bu catallanmanin kanonik formu
r(t+1)=r—a(t) — 2°(t)

olarak verilir (Allen 2007).
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x*(r)

!

Sekil 4.4 Flip gatallanma

Simdi iki boyutlu
r— Az + @(x,y)

(4.2)
y — Br +¢(z,y)
A 0
sistemini ele alalim. Jakobiyen matris J = olmak {izere A matrisinin
0 B

tiim o6zdegerleri birim ¢ember iizerinde olup B matrisinin 6zdegerleri birim ¢ember

digindadir. (4.2) sistemi

x(t+ 1) — Az(t) + o(x(t), y(t))

y(t+1) — Bu(t) + P(x(t), y(1))
fark denklem sistemine 6zdestir, burada t4+s = k olmak {izere A matrisi t x ¢ tiiriinde
ve B matrisi de s x s tiirtinde bir matris olarak kabul edilmigtir. (4.2) sisteminin
kararlilik durumu Jakobiyen matrisin 6zdegerleri hiperbolik oldugunda yani A < 1
iken sistem kararli, A > 1 iken sistem kararsiz olur. Fakat |A\| = 1 ise kararlilik

hakkinda bir yorum yapilabilinmesi i¢in Merkez Manifold Teoremi'nin kullanilmasi

gerekir (Elaydi 2007)
Teorem 4.1 (Carr 1981) (4.2) sisteminin merkez manifoldu yeterince kiigiik bir A igin
Mo = {(z,y) € R" x R® : y = h(x), |z| < A, 9(0) =0, DI(0) =0} (4.3)

seklinde tanimlanir.
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Bu manifold yardimiyla (4.2) sistemi yerine bir boyutlu
z+— Az + p(x,9(z)), z € R (4.4)
sistemi incelenebilir. Asagidaki teoremde bu durum agiklanmigtir.

Teorem 4.2 (Carr 1981) Asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) (4.4) denkleminin (0,0) sabit noktasi kararli ise, o zaman (4.2) sisteminin (z*, y*)
sabit noktasi da kararlidir. Ayni durum asimptotik kararlilik ve kararsizlik icin de

gecerlidir.

(ii) (4.2) sisteminin orijin etrafindaki kii¢iik bir komsulugunda bulunan (zg, ) baslan-
gic noktasi ile birlikte herhangi (z(t),y(t)) ¢6ziimii olsun. (4.4) denkleminin bir
¢oziimii z(t) olup tiim n € Z* icin asagidaki ifade saglanir.

[z(t) = 2(t)| < LB"ve |y(t) —d(z())| < LB"

burada L > 0 ve g > 1 dir.

M¢ merkez manifoldunu nasil bulunacagi veya y = ¥(z) egrisini nasil hesaplanacag:

kolay bir problem degildir. Akla gelen ilk ¢oziim (4.2) sisteminden
z(t +1) = Ax(t) + o((t), V(x(t)))
olmak {izere
y(t+1) =0(z(t+1))
= VA (t) + p(x(t), I(x(t)))]
= BO(x(t) + ¢(x(t), d(x(t))).
elde edilir. Boylece

2(t+1) — Az(t) + o(a(t), 9(z(t)))
y(t +1) — BI(a(t)) + ¢((t), 0(x(1)))

sistemi elde edilir. y(¢ 4 1) igin iki denklemi egitlenirse,
F((x)) = I[Az + oz, 9(z)] = BI(z) — (2, 9(x)) = 0 (4.5)

fonksiyonel denklemi elde edilir.
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Teorem 4.3 (Elaydi 2007) ¢ : R® — R* ve ¥(0) = ¢'(0) = 0 olsun ve bazi r > 1
icin z — 0 iken ®(¢(z)) = O(|z|") oldugu kabul edilsin. Bu durumda

W zx) =(z)+O(z]"), (x = 0 iken)
dir.

Simdi M¢ merkez manifoldunun hesaplanigi bir 6rnekle gosterilsin:

Ornek 4.1 & = ( 4 doniisiimi
(G

T -1 0 x Ty
— +
(y) ( 0 %) (y) (902)
seklinde olsun. Buradan merkez manifold,
Me = {(z,y) € R* 1 y = 9(2),9(0) = 1'(0) = 0}
olarak yazilabilir. Buradaki 1) fonksiyonu (4.5) den
V(Az + ¢z, 0(x))) — BI(z) — (x,9(x)) = 0
olacak sekilde belirlenmelidir. Bu denklem
Iz + 29(z)) + %19(3:) I (4.6)
dir. ¥(z) fonksiyonunun,
I(z) = c12° + cox® + O(a?) (4.7)

oldugu kabul edilsin. (4.7) denklemi (4.6) denkleminden ¢ikarilirsa
1
o1 — cpr® + O(at) + E(cle + c2® + O(24)) — 22 =0

2 2
elde edilir. Buradan ¢; = g Ve = 0 bulunur. Sonug olarak, ¥(x) = ngQ + O(z*)

denklemi ve ¢ doniisiimiiniin merkez manifoltu,

T —x + gxg + O(2°) (4.8)

seklinde elde edilir. (4.8) denklemin 0 noktasindaki Schwarzian tiirevi

C@"(0) 2 (¢"(0))
SO0 = Zioy ~ 3 (wm) -t
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dir. O halde Teorem 2.4 den (4.8) in z* = 0 noktasi ¢ doniisimi altinda asimptotik
kararlidir. Teorem 4.2 de orijinin ®(, 1) doniisimii altinda asimptotik kararli oldugunu

soyler.

Simdi p parametresinin oldugu sistemleri ele alalim. Bu durumda (4.2) sistemi u €

R™ olmak tlizere
z(t+1) = Az(t) + @(p, x(t), y(t))

y(t+1) = By(t) + ¢ (p, x(t), y(t))
seklinde olur, ¢ ve ¥, (x,y, u) = (0,0, 0) komgulugunda olan C" fonksiyonlar1 (r < 3)

(4.9)

olup
©(0,0,0) =0, ¥(0,0,0) =0
Dg(0,0,0) =0, Dy(0,0,0) =0
dir. C" notasyonu, bir fonksiyonun tiirevlenebilirlik derecesini belirttiginden dolay1

(4.9) denklemi i¢in parametre sayisi ile denklem sayis1 birbiriyle uyumlu olmaldir.

Yani denklem sayisinin k& 4+ m ye yiikseltilmesi gerekir. Bunun i¢in de,
z(t +1) = Ax(t) + p(u(t), (1), y(1))
u(t+1) = () (4.10)
y(t+1) = By(t) + ¢ (u(t), z(t), y(t))
olsun. Buradan M merkez manifoldu
Mo = {(p,2,y) 1y =0z, ), |z < Ai, |u] < A2y 9(0,0,0) =0, DI(0,0) =0}

(4.11)

olarak yazilir, burada \; ve Ay sistemin ozdegerleridir.

o(t+1) = Az(t) + @(u(t), 2(t), ¥(x(t)))
olmak iizere
y(t +1) = 9[Az(t) + o(u(t), z(t), 9(x(1)))]
= BO(p, x(t) + ¥, (), 9, 2(1))).
elde edilir. Béylece
2(t+1) — Ax(t) + p(x(t), 9(z(t)))

y(t+1) — BO(p, (1)) + 9 (p, x(t), O, (1))
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sistemi elde edilir.

]:(19(%@) = 19[14% + gp(,u,ﬁ(p,, l‘), 23)] - Bﬁ(:uv ZE) - ¢(Ma 19(:“? :L’),I) =0

fonksiyonel sistemi elde edilir (Elaydi 2007). Merkez manifold teoremi ile elde edilmig

(4.4) denklemi hakkinda yorum yapilabilmesi igin Jakobiyen matris incelenmelidir.

1) A =1, J nin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda asagidakiler gegerlidir (Kuznetsov

2004).
0P 0*® . .
a) 8_(0’ 0) # 0 ve 8T<O’ 0) # 0 ise o zaman Semer - Diigiim gatallanmasi
7 7
elde edilir.
0P 0*P . . .
b) —(0,0) =0 ve ——(0,0) = 0 ise o zaman Dirgen ¢atallanmas elde edilir.
ol 0’
0P 0*® : »
c) 6_(0’ 0) =0 ve aT(O, 0) # 0 ise o zaman Transkritik gatallanmasi elde
u u
edilir.
2) A = —1, J nin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda Flip ¢atallanmas1 (period-

doubling) elde edilir (Kuznetsov 2004).

3) J nin 6zdegeri modiilleri 1 olacak sekilde eslenik kompleks kokler ise, o zaman
Neimark-Sacker ¢atallanmasi elde edilir (Kuznetsov 2004). Bu ¢atallanmanin

normal formu

1 cos —sinf 1
— (1 a)
T sinf  cosf T
(4.12)
cosf —sinf a —b 1
sinf cos6 b «a T

dir, burada « sistemin parametresi olup; § = 0(«), a = a(a) ve b = b(«)
diizgiin fonksiyonlardir ve 0 < 6(0) < 7, a(0) # 0 dir (Kuznetsov 2004). Bu

catallanma subkritik ve siiperkritik olmak iizere iki alt ¢atallanmasi vardir.

(a) Catallanma noktasinda ortayan ¢ikan invaryans egri kararsizsa subkritik

Neimark-Sacker catallanmasi olugur.

b) Catallanma noktasinda ortaya ¢ikan invaryans egri kararliysa siiperkritik

Neimark-Sacker ¢atallanmasi olugur.
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Simdi bu g¢atallanmay1 bir 6rnek iizerinde inceleyelim.

Ornek 4.2

1 cosf —sinf 1
p = (1+p— a7+ 23) (4.13)
T sinf cospf To

)

seklindeki @ doniisiimiinii ele alalim, burada § = (B(u), u parametresinin diizgiin fonk-
siyonu ve 0 < (0) < 7 dir. Orijin bu ddniisiim ailesinin sabit noktasi olmak iizere, bu

doniisiimiin (0, 0) daki Jakobiyen matrisi

J= (14 cosff —sinf

sinf cospf
J matrisinin dzdegerleri A\; o = (1 + u)e™ olup |Ai 2| = [(1+ w)| dir. Oyleyse, = 0
oldugunda ozdegerler birim cember iizerinde olup Neimark-Sacker ¢atallanmasi olusur.
—2 < p < 0igin (0,0) asimptotik kararlidir ¢iinkii asimptotik kararlilik igin A degerinin
1 den kii¢iik olmasi gerekir ve bu aralik icin |A| < 1 kosulu saglanir. Neimark-Sacker

atallanmasinin analizi i¢in @, déniisiimiinii polar koordinatlarda yazalim. Bunun igin

M) — e e |0 T
xo(t+ 1) sinf  cosf

(4.14)

8 8
() —_
—~
~ ~
~— —

iki boyutlu fark denklem sistemini ele alalim. (4.14) denkleminde x;(t) = r(t) cos 6(t),
xo(t) = r(t)sinO(t) donilisiimii uygulanirsa
r(t+1) =1+ p)rt) —r’(t)

O(t+1) = 0(t) + 8

(4.15)

sistemi elde edilir. (4.15) denkleminin formu (1 + p)r — r® ifadesiyle beraber invaryant
bir yuvar olusturur. Bu invaryant yuvarin yaricapi 7* = /i olup u = 0 oldugunda
r — r — 13 doniisiimii bir boyutlu hale gelir ve kararlilk bir boyutlu déniisiimlerde
oldugu gibi ele alinir. g = 0 igin orijin asimptotik kararlidir. ;1 > 0 oldugunda orijin
kararliligini kaybeder ve yaricapi 7 = /1 olan (asimptotik kararl) gekici bir yuvar ortaya
cikar. Bu yuvarin dinamikleri 6 — 6 + 3 donisiimii ile tanimlanir. Bu olgu Neimark-

Sacker catallanmasi olarak adlandirilir (Kuznetsov 2004).
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5. KAOS

"Kaos" kelimesi, Antik Yunanca "Xa&og" (khaos) sozciigiinden tiiretilmis olup ke-
limenin kok anlami “bogluk”, “ugurum” veya “genig aciklik” anlamina gelmektedir
(Liddell ve Scott 1996). Yunanca khaos fiili olan "X aivw" (khaino) “esnemek, agil-
mak, yarilmak” anlamlarimi tagir ve bu fiilden tiiretilen kaos, baglangicta fiziksel bir
boslugu veya acikhigr ifade etmigtir (Chantraine 1968). Tiirkgeye bu kelime, Fran-
sizca lizerinden girmis ve “diizensizlik, karmaga, kargasa” anlamlarinda kullanilmaya

baglanmigtir.

Kaos Teorisi kavramini eski Yunan ve (Jin medeniyetleri zamanina kadar gotiirmek
miimkiin olsa da bu teoriyi etkilen énemli ¢alismalar 19. yiizyilda Fransiz matema-
tik¢i Henri Poincaré tarafindan limit dongiisii ve denge noktasi kavramlarini bulu-
narak yapilmigtir (Gokmen 2009). Sonrasinda Robert May basta olmak tizere bir¢ok
matematik¢i tarafindan 6nemli galigmalar yapilmig olup May (1976), karmagik di-
namiklerin basit denklemler ile temsil edilebildigini ortaya koyarak kaos teorisinin

oniini agmigtir.

Kaos teorisinin kelime anlami, deterministik ve belirleyici, lineer olmayan, dinamik
sistemlerdeki istikrarsiz davraniglarin niteliksel caligmasi olarak agiklanabilir. Lineer
sistemlerin cevreleri ile iligkileri ve davraniglari 6ngoriilebilir, bu ongiiriiler de mo-
deller ile ifade edilebilir olsa da kaotik sistemlerde isler tamamen farkhidir. Kaotik
sistemler i¢inde sistem davranigi ve gevre ile etkilesimi belirsizdir. Yani bir son-
raki adimda ne olacag1 ongoriilemez. Periyodik siirecler aniden degisime ugrayabilir,
belirli davraniglar1 kaybolabilir ve éncekinden bagimsiz bagka davraniglar ortaya ¢i-

karabilir (Gokmen 2009).

Kaotik sistemlerin temeli olan lineer olmayan sistemlerin ortak ozellikleri baglangig
kogullarina olan hassasiyetleridir. Yani, baglangi¢ kosullarindaki en ufak degisiklik

bu sistemler iizerinde ¢ok biiyiik degigsimlere yol acar ve baglangigtaki sistem ile yeni
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sistem arasinda hicbir benzerlik kalmaz. Bu konu hakkinda birgok matematikci go-

riig belirtmis olsa da bu tez kapsaminda Devaney (1986) tanimi ele alinacaktir.

Devaney’in kaos tanimi ii¢ bilesenden olusur; periyodik noktalar kiimesinin yogun-
lugu, gecislilik ve baslangic kosullarina olan duyarlilik. Asagida bunlarin her biri ay-
rintili olarak incelenmektedir: 1k olarak periyodik noktalar kiimesinin yogunlugunu
ele alalim. Kaosun temel yapi taglarindan biri olan periyodik noktalar ve bunlarin

olugturdugu kiimelerin yogunlugu oldukc¢a 6nemlidir.

Tanmim 5.1 (Elaydi 2007) I C R olmak iizere, herhangi bir z € R i¢in  noktasini igeren
herhangi bir acik aralik bir A kiimesi ile kesisiyorsa o halde bu A kiimesine I araliginda
yogundur denir. Yani her § > 0 icin J = (z — §,x + §) agik araligi A kiimesinden bir

noktayi icerir.

Ornegin, Q rasyonel sayilar kiimesi, R de yogundur ciinkii herhangi iki reel say1
arasinda bir rasyonel say1 vardir ve reel sayiya ne kadar yaklagilirsa yaklagilsin bagka

rasyonel sayilar da bulunabilir.

Ornek 5.1
2

2(1 —x)

o
IN

T

IN
N

Clz) =
<z

N[
IN

Cadir doniistimiinii ele alalim. Bu ddniisiimiin [0, 1] araliginda yogun oldugunu gostermek

2
icin oncelikle sabit noktalari bulmak gerekir. C(z) in sabit noktalan xj = 0 ve 25 = =

3
1131234
olmak lizerek iki tanedir. < =, —, —, =, =, =, — ¢ rasyonel sayilarini ele alalim. Buradan
3445555

— nihai sabit nokta

Wl
Wl o

nihai sabit nokta

1 1
——>§—>1—>0;

4

3 1 3 ..

1 — 5 —1—=0; 2 nihai sabit nokta
1 2 4 2

— — — — — — —; — nihai 2-periyodik
5 5 5 5
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elde edilir. Bu ériintiiye bakildiginda % formunun nihai sabit noktalar oldugu acikca

goriilmektedir. Bununla birlikte, s tek sayr olacak sekilde " formu olusturuldugunda
s

r sayisi tekse nihai periyodiklik olusurken, r sayisi ¢ift oldugunda sadece periyodiklik

olusmaktadir.

Gegislilik 6zelligine bakacak olursak asagidaki topolojik gegislilik tanimi ile baglaya-

Lim.

Tanim 5.2 (Devaney 1986) Eger herbir .J;, Jo C I acik kiime ciftleri igin o*(J;)NJy #
() olacak sekilde & > 0 sayisi varsa o : I — I ye topolojik gecislidir denir.

Bu tamima gore iki acik aralik arasindaki iligki, bir doniisimiin iterasyonu ile be-
lirlenebilir. J; ve Jy araliklarini I araliginin agik alt kiimeleri olan U; ve U, ile
degistirmek miimkiindiir. Burada dikkat edilmesi gereken kisim ele alinan acik kii-

melerin, acik araliklarin birlegimi oldugudur.

Sezgisel olarak topolojik gecigli bir doniisiim, keyfi olarak kiiciik bir komsuluktan
digerine belli bir iterasyon altinda nihai olarak hareket eden noktalar igerir. Yani
araligi igcinde herhangi bir nokta I tizerinde her yere dagilir ve yoriinge I araligindaki
baska bir noktaya yeterince yakinlagir. Bu nedenle, dinamik sistem doniistimleri al-
tinda degigmeden kalan iki ayrik agik kiime birbirinden ayrilamaz. Eger bir doniigiim
yogun bir yoriingeye sahipse, o zaman agik¢a topolojik olarak gegislidir (Devaney

1936).

Teorem 5.1 (Elaydi 2007) ¢ : I — I olacak sekilde eger I araligin iginde yogun bir

yoriinge varsa o halde ¢ doniisiimii gecislidir denir.

ispat. a € I noktasinin yoriingesi yogun olmak iizere U ve V' kiimeleri [ araliginda

herhangi iki bog olmayan agik kiime olsun. ¢"(a) € U ve ¢*(a) € V kogullarim
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saglayan r ve s tam sayilari vardir. b = ¢ (a) ve ¢ = ¢*(a) olacak gekilde k = s—r > 0
olarak kabul edilsin. O zaman ¢*(b) = ¢*~"(¢"(a)) = ¢*(a) = ¢ olur. Sonug olarak
©*(U) NV # 0 olarak goriiliir. m

Kaotik sistemlerin temel 6zelliklerinden birinin de baslangi¢ kosullarina duyarh ol-

mas1 oldugundan soz edilmigti. Asagida duyarhiligin tanimi verilmigtir.
Tanim 5.3 (Devaney 1986) Herhangi bir xg € I, 6 > 0 ve yg € (z¢g — 0,29 + 9) igin

" (20) — " (yo)| = v

olacak sekilde bir v > 0 varsa I araliginda tanimli bir ¢ doniisiimiine baslangi¢ kosullarina

duyarlidir denir.

Sezgisel olarak, eger ¢ doniigtimiiniin belli bir iterasyon altinda x noktasina yeterince
yakin noktalar mevcutsa ve bu noktalarin x noktasindan en az § kadar uzaklagtig
bazi durumlar bulunabiliyorsa o doniigiim baglangi¢ kosullarina karsi duyarhdir. Bu-
rada x noktasinin komsgulugundaki biitiin noktalarin yoriingesi x noktasinin yoériin-
gesinden ayrilmak zorunda degildir fakat x noktasinin herbir komsulugunda en az
bir tane nokta vardir (Devaney 1986). Duyarhliga sahip en basit fonksiyon, lineer
dontigiim olan ¢ > 1 olacak gekilde p(z) = cx doniigtimiidiir. Baglangi¢ noktalar1 z

ve g + 0 igin,

©"(xog+ ) — " (xg) = (20 + ) — "xg = "0

|o™(xo + ) — ¢"(x0)] ifadesi n — oo igin 0 ne kadar kiigiik olursa olsun sonsuza
dogru artacaktir. Ancak bu lineer doniigim o kadar da ilging bir 6rnek degildir.
Clinkii kaos acisindan gegislilik ve periyodik noktalarin yogunlugu o6zelliklere sahip
degildir. Sistem, baglangi¢ kogullarina duyarliysa, bu doniistim niimerik hesaplamaya
direng gosterir ve yuvarlama hatalar1 sebebiyle ortaya cikan kiiciik hatalar zaman
ilerledikge biiyiir. Bu yiizden de niimerik hesaplamalar her ne kadar dogru gibi go-
ziikkse de baglangicta sistemle hicbir alakali kalmaz. Bu durumda Lyapunov iisteli
sistem hakkinda yorumlama yapilmasinda olanak saglar. Lyapunov iisteli, bir sis-
temdeki komgu yoriingelerin birbirinden ne kadar hizli bir sekilde uzaklagtigini gos-

terir. Yani, sistem igerisinde baglangicta birbirine ¢ok yakin olan yoriingeler bir siire
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sonra birbirinden uzaklasacaklardir. Lyapunov iistelinin 1 sayisindan biiyiik olmasi

da periyodiklikten uzaklagan yoriingelerini séyler (Alligood vd 1996). xy noktasi

2t +1) = p(x(t))

fark denkleminin baglangi¢ noktasi olsun. Lyapunov {isteli

o) = Tim = In|[o" (z0)]. (5.1)

n—oo N

olarak tanimlanir (Allen 2007). Logaritma degeri pozitifse, sistem baglangig kogul-
larina karsi duyarhdir denir ve bu deger ne kadar biiyiirse hata orani1 da o kadar
fazla olur. Lyapunov iistelinin bu kadar 6énemli olmasinin baslica sebebi periyodik
olmayan yoriingelere de uygulanabilmesidir (Alligood vd 1996). Ornek 2.1 de verilen
(2.6) Lojistik denklemi ele alinip z¢ = % baslangi¢ degeri igin p € [3,3.99] olsun. O
halde, u > 3.57 degerleri igin Lyapunov iisteli pozitif bir durum sergiler (Sekil 5.1).

;
3 32 34 36 3.8 4

Sekil 5.1 p degerleri i¢in Lyapunov iisteli

Cok boyutlu fark denklem sistemleri i¢in benzer bir tanim yapilir fakat bu tanim ya-
pilirken (5.1) deki tiirev yerini Jakobiyen matrise birakir. Sistem boyutu biiytidiikge
Lyapunov iisteli sayis1 artar. Jakobiyen matrisin en biiylik 6zdegerinin biiyiikligi
yani, matrisin spektral yaricapi, sistemin baglangic kosullarina duyarhiligini belirler

(Allen 2007).
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Ornek 5.2
Ca(k)) = 20(k) 0 <a(k) <3
2(1 = z(k)) <x(k) <1

1
2

Cadir doniistimiinii ele alalim. zo € (0,1) olmak iizere |C'(z(k))| = 2 dir ve Lyapunov

isteli
1 n—1
AMzg) = 7112210 - kz:;hﬂ ~ 0.6931

olarak bulunur. Bu durum da In degeri pozitif geldiginden ¢adir déniisiimii baslangic

kosullarina karsi duyarlidir denir.

Simdiye kadar iistiinde durdugumuz kavramlar dogrultusunda kaotik bir sistem bag-
langi¢ kosullarina karsi duyarlilik gosterdiginden sistem ongoriilemez, topolojik ge-
¢isken oldugundan ¢ dontigiimii altinda kesigmeyen iki sisteme (iki invaryant agik
altkiimeye) boliinemedigini sdyleyebiliriz. Tiim bu rastgele davramglarin igerisinde

sistem bir diizene sahiptir ¢linkii periyodik noktalar1 yogundur (Devaney 1986).

Tamim 5.4 (Devaney 1986) I C R olmak iizere ¢ : I — I bir doniisim olsun. Asagi-

daki ifadeler saglanirsa, ¢ doniisiimiine kaotiktir denir.

(i) ¢ donisimii gegislidir,

(ii) Periyodik noktalari iceren P kiimesi I araliginda yogundur,
(iii) ¢ doniisiimiiniin baslangi¢ kosullarma duyarlidir.

Banks ve arkadaglar1 (1992), (i) ve (ii) kosullarindan (iii) nin elde edildigini goster-

mistir. baglangi¢ kogullarina duyarlihigi sagladigini gostermistir.

X2 >x
I |
v - v
Y £ .Y

Sekil 5.2 Topolojik gecislilik diyagrami

Gegislilik ve periyodik noktalarin yogunlugu, topolojik kosullar oldugundan dolay:
bunlarin varligi ¢ déniigiimiinde kesin olarak korunur. Ancak duyarhilik durumu met-

rik bir ozellik oldugundan topolojik esleniklik altinda korunmaz. Duyarlilik, sadece
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kompakt uzaylar ile sinirhysa topolojik kavram olarak ele alinabilir ve ¢ doniigiimii
tizerinde gecislilik ve periyodik noktalarin yogunlugu birlikte duyarliligin korunma-
sin1 garanti eder. ¢ doniigiimii baglangic kosullarina duyarl olup X agik kiimesi
tizerinde mesafesi en az ¢ olan (x1,z5) seklindeki nokta ¢iftleri olsunlar. Bu nokta
giftleri Djs olarak tanimlansin. Ek olarak (¥(z1), ¥(x2)) noktalar: da olsun ve Ejs ola-
rak tammlansin. Eger ¢ dontigiimiinii gegigliyse (21, 2) — (9(x1), 9(x2)) yazilir. Bu
noktalar arasindaki minimum mesafe ds > 0 olarak bulunur ve ds duyarlilik sabiti

olarak adlandirilir (Banks vd 1992).

Teorem 5.2 (Banks vd 1992) ¢ : I — [ siirekli bir déniisiim olsun. ¢ nin periyodik

noktalar kiimesi yogun ve ¢ gecisliyse, ¢ baslangic kosullarina duyarlidir.

Lemma 5.1 (Berglund ve Vellekoop 1994) ¢ : J — J, J araliginda R uzayinda siirekli
bir doniisiim olsun. I, J araliginin alt araligi olsun dyle ki I araligi ¢ déniisiimiiniin hicbir
periyodik noktasini icermesin. Eger =, o™ (x) ve ¢"(z) € I ise, o halde ya z < ¢ (z) <

©"(x) olmalidir ya da x > ¢™(x) > ¢™(z) olmalidir. Burada 0 < m < n.

Ispat. z < ¢"(2) ve ¢"(2) < ¢"(2) olacak sekilde bir z € J alalm ve

Y(z) = ¢™(x) tammlansin. z < ¥(z) oldugundan tiimevarimdan k > 1 igin

2 < ah(z) < F(2) dir. " (@™ (2)) < ¢@™(2) oldugu kabul edilirse benzer bir
ispat yapilir. ¢ = "™ tammlansim. O zaman *~™™ (™ (z)) < ™(2) dir. Fakat
bu durumda o®~™"™(z) — 2, z noktasinda pozitif, ¢ (z) noktasida negatif olur. Bu
durum ara deger teoreminden J iginde (t —m)m— periyotlu bir periyodik nokta elde
edilmesine neden olur ve bu bir ¢eligkidir. z > ¢™(2) > ¢"(z) durumu da benzer

sekilde ispatlanir. m

Teorem 5.3 (Berglund ve Vellekoop 1994) ¢ : J — J C R olmak iizere siirekli bir
doniisiim olsun. Eger ¢ donisiimii gegisliyse, o halde J araligindaki periyodik noktalar

kiimesi J araligi icinde yogundur yani, ¢ doniisimii kaotiktir.

Kaos, bircok fiziksel olgunun i¢inde bulunabilir. Kaotik bir davranig sergileyen bir
sistemin davranigini analiz etmek ve ongoérmek her ne kadar faydal olsa da ka-

osu analiz etmek zor olabilir. Bunun i¢in kaosun kontrol edilmesi gerekir. Dinamik

57



sistemlerin olugturdugu kaosun kontrol edilmesi son yillarda giderek artan bir ilgi

gormektedir (Chen ve Dong 1998).

5.1 Kaos Kontrolii

Sistemin kaotik olmasi, sistem iizerindeki en ufak bir degisikligin daha sonrasinda
biiyiik farklara yol agmasina sebep olur. Kaotik sistemler 6ngériilemezler oldukla-

rindan analiz edilmeleri oldukga giigtiir (Witvoet 2005).

Kaos kontrolii, 1990’lerin baglarindan itibaren ilgi géren bir alan olup son yillarda bu
alanda bir¢ok ¢aligma yapilmigtir (Andrievskii ve Fradkov 2002). Kaos kontroliiniin
temel unsuru, kaosa sebep olan kararsiz periyodik kiimelerin yogunlugudur ve bu
periyodik yoriingelerin bazilar: sistemin davramsgini belirler (Grebogi ve Lai 1997).
Kararsiz yoriingeler sistemi kaosa siirekledigi i¢in bu kararsiz yoriingelerin kararh
hale getirilmesi gerekir. 1990 yilinda Yorke ve caligma arkadaslar1 bir kaotik siste-
min Ozelliklerinin, parametrelerindeki ¢ok kiiclik degisimler yoluyla 6énemli Olgiide
degistirilebildigini gérmiglerdir (Andrievskii ve Fradkov 2002). Yani, bazi paramet-
relerin yakin bir ¢evresinde kaosu kontrol edilebilir, bu da bu parametreler {izerinde

kii¢lik degisimlerle yapilir.

Ayrik sistemlerde bir parametrenin tizerine uygulanan ufak bir degisimin kaotik bir
yoriingeyi periyodik kararli bir yoriingeye dontistiiriilebilecegi gosterilmistir (And-
rievskii ve Fradkov 2002). Kaosun kontrol edilebildigi yoniindeki galigmalar kaotik
sistemin 6zelliklerinin, parametreler tizerindeki kiigiik etkilesimler sayesinde analiz
edilebildigi ortaya koyulmustur (Andrievskii ve Fradkov 2002). Burada bahsedilen
kiiciik degigimler geri besleme olarak bilinir ve Ott, Grebogi ve Yorke bu durumu

soyle igler (Auerbach vd. 1992):

1. Kaotik yoriinge igerisinde gomiilii olan kararsiz periyodik yoriingelerden bazilari

belirlenir.

2. Belirlenen yoriingelerin konumu ve kararliliklar: incelenir.
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3. Incelemeden sonra sistem iizerinde istenilen degisiklige sebep olacak yoriinge se-

gilir.
4. Segilen yoriingenin kararli hale gelmesi icin tizerinde kii¢iik bir kontrol uygulanir.

Kaosu kontrol etmek i¢in, Ott, Grebogi ve Yorke (OGY) tarafindan geligtirilen, ka-
rarsiz periyodik yoriingeleri kararli hale getirme metodu ya da kontrol algoritmasi
olarak bilinse de en yaygin adi OGY yontemidir (Cammack 2003). OGY yontemi,
kaotik bir sistemi en kisa siirede kontrol etmeye yardimci olur. Lineer sistemler,
yapilan kiiciik degisimlerin kontrolii ile kararli hale getirilebilir, bu nedenle seci-
len kararsiz periyodik yoriinge geri besleme kontrolii ile kararli yapilir (Auerbach
vd. 1992). lineer olmayan sistemler de lineer hale getirilebildiklerinden geri besleme

kontrolii lineer olmayan sistemler i¢in de miimkiindyir.
z(t +1) = ®(x(t), p(t))

ayrik sistemi ele alnsin, burada z(t) € R™ olup ®, diizgiin vektor fonksiyonunu temsil
eder. p(t) ise lizerinde sapma uygulanabilecek bahsi gegen ulagilabilir parametredir.

Sadece kii¢iik kontroller uygulanmak istendiginden p parametresi
p(t) —p| <4

seklinde kii¢lik bir aralik ile smirlandirilir, burada p sembolik olarak segilen bir
parametredir. ®(z, p) kaotik bir gekiciye sahip olsun. Bu kaotik g¢ekici tiim baglan-
gi¢ kosullarini etkileyecek sekilde p(t) parametresini (p — 0,p + d) araligimin igine
diiglirsiin. Bunun amac1 bu ¢ekiciyi iceren yoriingeye tiim sistem dinamiklerinin ya-
kinlagmasini saglamaktir ve bunun igin belirlenen periyodik yoriingenin ¢ uzaginda
bir komsuluk ele alinip bu komgulukta sistem dinamikleri lineer kabul edilir (Gre-
bogi ve Lai 1997). Sistemlerin yapisindan dolay1, durum yoriingesinin bu komgulukta
var olacag garanti edilir (Auerbach vd 1992). Buradaki durum yo6riingesinden kasit,
kaos kontrol edilirken parametrenin zaman igerisinde ilerdigi yoldur. Yani, durum
yoriingesi sistemin zaman igerisinde belirlenen hedefi nasil takip ettigini gosterir ve
bu yoriinge belirlenen komguluga girdikten sonra kararli hale getirme yapilir. Yo-

riingenin kararh hale getirilmesinin amaci bu durum yoriingesi belirlenen yoriingenin
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komgulugu igerisinde tutmaktir (Grebogi ve Lai 1997). Basitlik agisindan, belirlenen
yoriinge sistemin sabit noktasi olarak segilsin. x*(p), kararsiz sabit nokta olsun. p(t)
degerleri p ye yakin ve z*(p) sabit noktasinin komsulugunda olsun. O halde, lineer
doniistim

z(t +1) —2*(p) = Alz(t) — 2" (p)] + B(p(t) — D) (5.2)
dir, burada A matrisi n x n tiriinde Jakobiyen matris ve B, n x 1 tiirtinde bir

vektordiir (Witvoet 2005). Yani,

A=D,®(z,p)
B = D,®(z,p)
dir, burada A kismi tiirevi x = x* igin alimirken B kismi tiirevi p = p i¢in alinir

(Grebogi ve Lai 1997). Zamana bagh (p(t) — p) sapmast igin

p(t) == —K"[z(t) — 2*(p)] (5.3)

hesaplanir, burada K7, 1 x n tiiriinde bir matris olup z* noktasmi kararli hale
getirecek sekilde secilmelidir (Witvoet 2005). (5.3) denklemi (5.2) denklemine yer-
lestirildiginde

ot +1) — 2*(p) = (A= BK")[z(t) — 2*(p)] (5.4)
elde edilir. (5.4) denklemi (A — BK™) asimptotik kararh oldugunda x* sabit noktasi-
nin da kararl oldugunu gosterir. (A—BK™) nin asimptotik kararh olmasi, elde edilen
ozdegerlerinin modiiliiniin 1 den kiigiik olmasi demektir (Grebogi ve Lai 1997). Bu-
radaki asil problem K7 matrisini belirlemektir. K7 matrisindeki 6zdegerlerin (veya
kutuplarin) mutlak degeri 1 den kiiciik olmalidir. Ozdegerlerin bu sekilde ayarlan-
masini saglayan teknigin adi kutup yerlegtirme (pole placement) olarak bilinir (Au-

erbach vd. 1992). Kutup yerlegtirmenin
C = (B AB A*B... A" 'B)

den olugan ve kontrol matrisi olarak bilinen tekil bir ¢oziimii vardir (Auerbach vd.
1992). A matrisinin karakteristik denklemi ¢(A) olmak tizere kutup yerlestirme prob-

leminin ¢o6zimi

K'=(000..1)(B AB A’B ... A" 'B)'¢(A)
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olarak tammlanir ve bu formiil Ackermann formiilii olarak bilinir (Kailath 1979).
Bir sistemin kontrol edilir olmasi kontrol matrisinin rankinin n olmasiyla yani,
rank(C') = n olmasiyla belirlenir (Klamka 2008).

Simdi OGY yonteminin bir uygulamasi olarak

Niy1 = Ny + 0Ny(ry — eP)
P (5.5)
P =P, + 0P, (7«2 - eﬁt)

t
sistemini ele alalim (Kangalgil ve Isik 2020). OGY yonteminin incelenmesi igin sadece

20
E* = #, n sabit noktasi ele alinsin. Bu sabit noktanin Jakobiyen
roe(ae +1r1) €

matrisi

11 QA12

J =
21 Q22
olup, burada
a1 = 1+57"1—5P€

19 = —0Ne
0P
= N2(q + P)
30P2%0 P30

=1+ 0ry—
2 = O T TP T N(a+ PP

dir. Buradan karakteristik denklem,
N —T(J)A+D(J)=0
olarak elde edilir. (5.5) sisteminin kontrol sistemi
Niv1 = Ny 4+ ONy(r1 — eB,) = o(Ny, Py, 1)

P,
P =P +0F (TQ_eﬁt) = (N, P, )
t

olup, r; ulagilabilir (kontrol edilebilir) parametredir ve |r; — r1,| < p arahg ile
sinirlandirilir. Burada g > 0 dir ve r1, kaotik bolgeye ait gostermelik parametredir.
Istenilen yoriingeyi kararli hale getirmek icin geri besleme kontrol yontemi ile bolge
hareket ettirilir. (N*, P*) noktas1 (5.5) nin kararsiz sabit noktasi olsun ve Neimark-

Sacker catallanmasi olugtursun. Bu kararsiz noktanin yakin bir komgulugunda,

Nyyy — N* N, — N*
~ A +B ( _— ) (5.6)
Py — P* P, — P
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yazilir. Burada,

Op(N*, P* ;1)  Op(N*, P* ry,)

A — 8]\7,5 aPt
OY(N*, P*,r,)  OY(N*, P* ry,)
ON, 0P,
ve
7”27”10
B = T9€
0
dar.

Ek olarak, C' = (B : AB) matrisi saglanirsa sistem kontrol edilebilirdir denir ve,

2 2
Oy 97T

C = T9E T9€

0 07”27“10
€
y o Ny — N*
olup tiim parametreler pozitiftir. K = (p; p,) olmak tizere, (r; r1,) = — K
b — P
olsun. (5.6) sistemi
Ny — N* N, — N~
t+1 ~ (A — BK) t
Py — P* P— P

sistemine doniigiir ve kontrol edilebilirlik
Nipr = Ni+ 0Ni((r1, — p1(Ne = N7) = py(P, = PT)) — P

P,
Pt+1:Pt+5Pt<7“2—9Fi>

olur. Segilen (N*, P*) sabit noktasinin lokal asimptotik kararli olmasinin gerek ve
yeterli kosulu A — BK matrisinden gelen tiim 6zdegerlerin birim ¢ember igerisinde

olmasidir. A — BK matrisinin Jakobiyeni

1 52P17'10 _52T10 <1 + &)
A— BEK = rae r e
Ors

olup karakteristik denklemi,

2
0 P11
o€

_ &ran, <p—;(1+r2(5—20))+9(1+@)).

€ 5 €
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dir. Burada A\ ve Ay 6zdegerler olmak iizere

52/)17“10

)\1+)\2:2+7‘2(5—20)— e
2

(5.7)

2
Mo = 14 (5 — 20) — 2720 <p—;(1 + a8 — 20)) + 0 (1 + @)) (5.8)
5 3 5

yazilir.

Kararlilik dogrularinin elde edilebilmesi i¢in A\; = £1 ve A\;\s = 1 denklemlerinin
¢oziilmesi gerekir. Bu kisitlamalar, A\; ve Ay degerlerinin mutlak degerlerinin 1 den
kiiciik olmasini garanti eder. Ay Ay = 1 oldugu varsayilsin bu durumda (5.8) denklemi

2
Ly = _%(m(a —20)+1) + @ +72(0 —0(0r1 —2)) =0
2

olup, A\; = 1 igin (5.7 )ve (5.8)

5 50
Ly = — =P (5 —2g) + 20 4 5hryry, =0
£
olarak yazilir.
Son olarak eger A; = —1 olarak almirsa (5.7) ve (5.8) denklemleri

5 5%0
Ly = 2P0 (5 — 29 4 2) 271202

+ 7"2(2(5 — 29) + (597’10) +4=0
ro€ £

olarak yazilir.

Kararl 6zdegerler baz1 parametreler i¢in Ly, Lo ve L3 dogrulariyla siirlanan p, p,
diizlemindeki iicgensel bolge icinde kalir. Ornek olarak, parametre degerleri r =
3.7037037037, ro = 12, 6 = 0.27, § = 50, ¢ = 0.4, o = 0.23, r; € [3.6,4.5] ve
(No, Py) = (34,9.5) baslangi¢ noktas i¢in sabit nokta (N*, P*) = (35.71428571, 10)
olarak alindiginda 6 < 0.25 noktasinda sistem kararliligini1 kaybedip sistem Neimark-
Sacker gatallanmasi olugur (Sekil 5.3).

(N*, P*) = (38.58024692,9.259259260) sabit nokta olarak alimip ayni parametreler

icin Jakobiyen matris hesaplandiginda,

Ai2| = | — 0.62 + 0.78460180951| = 1
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=
o

F=.
=

[
o
T

(3]
L=
T

N(t).P(t)
B

5 . . \
0.23 0235 0.24 0245 0.25 0.255 0.26

Sekil 5.3 Neimark-Sacker gatallanmasi

ozdegerleri bulunur. Simdi (5.5) sistemi igin OGY yontemi uygulansin ve 1, = 3.725

olsun. Kontrol sistemi,

Nist = Ny + 0.27N,((3.725 — p, (N, — 38.8028332) — p, (P, — 9.3125)) — eP),

P
P =P +027P, (12 - 50—t)
Ny
(5.9)
olup, K = (p; p,) ve kararsiz (N*, P*) = (38.58024692, 9.259259260) sabit noktadir.

A, B ve C matrisleri bu degerler i¢in hesaplandiginda

10.47656250 10.47656250
0 8.146575000

olup rank(C') = 2 oldugundan sistem kontrol edilebilirdir. Kontrol edilebilir sistemin

Jakobiyeni

1 —10.47656250p, —4.190625 — 10.47656250p,

0.7776 —2.24
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olup matris hesaplandiktan sonra L, Ly ve L3 dogrulari

Ly, = 0.01863 + 23.4675p, + 8.146575p, = 0,
Ly = 3.25863 + 33.94406250p, + 8.146575p, = 0,

L3 = 0.77863 + 12.99093750p; + 8.1446575p, = 0.

olur.

08
06
LER

0.2

04 03 2 01 L]

-0
p1
— L1
— 2
_— L3

Sekil 5.4 Ly, Ly ve Ls dogrulariyla olusturulan iiggensel kararlilik bolgesi

Ucgensel kararh bolge bu ii¢ dogru ile smirhdir (Sekil 5.4). Bu iiggensel bélge, sis-
temin kararli oldugu parametre degerleri olup (p; p,) degerleri bu tiggensel bolge
icerisinde kaldig1 siirece sistem kararli halde olur. Bu gekilde olugan ¢atallanma geri
besleme kontrol teknigine dayanan OGY kontrol yontemi ile kontrol edilir hale gel-

migtir.
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6. SONUC

Ayrik sistemler teori ve uygulama acisindan oldukca 6nemli matematiksel yapilar-
dir. Sistemler, 6zellikle uygulama kisminda karmagik yapilar sergilediginden sistemin
yapisinin analiz edilmesi gerekir. Catallanma teorisi ve kaos sistemlerin yapisini be-
lirler. Bu yapiy1 analiz etmek i¢in sabit noktalarin kararlilik analizi yapilmasi gerekir.
Bunun sayesinde sistemin kararlilik durumu ile ¢atallanma tiirii belirlenebilir ve sis-
tem hakkinda bilgi sahibi olunabilir. Fakat sistem kaos olugturdugunda iyi bir sekilde
analiz edilemez. Sistemin daha iyi analiz edilebilmesi i¢in kaosun kontrol edilmesi

gerekir.

Bu tezde oncelikle skaler fark denklemleri ve fark denklem sistemleri tizerinde du-
rulmug ve bunlarin sabit noktalari hakkinda bazi tanim ve teoremler verilmistir.
Ardindan sabit noktalarin kararhiliklar1 yakindan incelenmistir. Denklem sistemleri
incelenirken oncelikle temel lineer cebir bilgileri verilerek faz diyagramlari aracili-
giyla lineer sistemler ve kararhiliklar: {izerinde durulmustur. Kararlilik analizi i¢in
bazi tanim ve teoremler verildikten sonra lineer olmayan sistemlerin incelenebilmesi
icin lineerlegtirme yontemi tanitilmigtir. Devaminda, ¢atallanma teorisine girilerek
hem skaler denklemler hem de denklem sistemleri i¢in catallanma tiirleri verilmigtir.
Tezin son kismi kaos i¢in ayrilmig olup Devaney’in kaos tanimi iizerinde durulmus-
tur. Ayrik sistemlerin kaotik davranig sergilemesi i¢in gerekli olan kogullar tanitilmig
ve kaosu kontrol etmek icin bir yontem tanitilarak bu yontemin pekigmesi bir érnekle

desteklenmigtir.
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