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Voronoi diyagramlar1 ve Delaunay tiggenlemesi birgok bilim dalinda kullanim alani
bulmus énemli uygulamali geometri araglaridir. Bu tez ¢calismasinda bu iki yapinin arka
plan1 incelenmekle beraber bu yapilarin gercek hayat problemlerinde kullanilabilmesi
icin gelistirilmis algoritmalar ve bu yapilarin ¢esitli uygulamalari lizerinde durulmus ve
bu kapsamda bir yazilim gelistirilmistir. Yazilimda 2 ve 3 boyutlu olmak iizere g¢esitli
Voronoi diyagrami ve Delaunay liggenlemesi konularinin gorsellestirilmesi amaglanmis
ayrica cesitli algoritmalarin (Fortune, Lawson ve Qhull algoritmalari) performans

karsilagtirmalar1 yapilmstir.
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1. GIRIS

Voronoi diyagrami ve Delaunay iliggenlemesi hesaplamali geometri alaninin 6nemli
hesaplama araclaridir. Kullanimlar1 ii¢ boyutlu modellemeden yiizey orgiisii iiretimine,
esitlik gosteriminden alan hesaplamalarina kadar olduk¢a genis alanlara yayilmistir.
Ornegin Voronoi diyagramlari, ¢alisilan uzayr alt bolgelere ayirarak, uzamsal veri
isleme ve yiizey modelleme gibi alanlarda ¢alisma imkani saglar (Key 2007). Delaunay
ticgenlemesi ise yiiksek kaliteli yilizey orgiilerinin elde edilmesine olanak verir. Bir¢ok
cok boyutlu problem bu sayede grafikler ve yiizey orgiileri ile ifade edilerek niimerik bir

¢oziime daha kolay ulagilmasini saglar.

Sekil 1.1 ve 1.2°de iki boyutlu diizlemde alinmis 50 nokta i¢in Voronoi diyagrami ve

Delaunay iiggenlemesi gosterilmistir.






1.1 Uygulama Ornekleri

* Yangin gozlemleme kuleleri

Yangin gozlemleme kulelerinin oldugu siki bir orman oldugu diisiiniilsiin. Her yangin
gbozlemleme kulesi kendine diger kulelerden daha yakin agaclarda ¢ikabilecek bir
yangini sondiirmekten sorumludur. Herhangi bir kulenin sorumlu oldugu agaclarin
kiimesi o kiime i¢in Voronoi hiicresi ya da Voronoi poligonu ile bulunabilir. Voronoi

diyagrami sorumluluk bolgeleri arasindaki sinirlari olusturur.

=  Yanan kuleler

Simdi de tersi bir durum olugsun. Biitiin kuleler ayn1 anda tutusturulsun ve orman esit
oranda yanmaya baslasin. Yangin, merkezi kuleler olan daireler seklinde yayilacaktir ve
yanginin sonecegi yer iki ya da daha fazla kuleden esit uzaklikta olan Voronoi koseleri

veya kenarlar1 olacaktir.

* En yakin komsu kiimelemesi

Oriintii tamima alaninda yaygin kullamim alanm1 bulan bir teknik hedef nesneleri,
koordinatlar1 6zellik 6l¢timleri olacak sekilde noktalara indirgenerek bir 6zellik uzayina
haritalanmasidir. Bdylelikle bilinmeyen bir nesne 6zellik uzayinda kendine en yakin

hedef nesne ile tanimlanabilir (O’Rourke 1997).

Ornegin icinde A ve B adinda iki tiir vida somunu bulunan bir parc¢a kutusu diisiiniilsiin.
A’nin i¢ ve dis ¢aplar sirastyla 2cm ve 3cm ve B’nin i¢ ve dis ¢aplar sirasiyla 3cm ve
4cm’dir. Ozellik uzayr OKklit diizleminin pozitif dordiinii olacaktir ¢iinkii caplar negatif

olamaz. A somunu (2,3), B somunu da (3,4) noktalarina diistiriiliir.



xOJ

Sekil 1.3 Ozellik uzay: drnegi

Bir goriintiilleme sistemi bu kutudaki x par¢asindan goriintii almis ve i¢ ve dis ¢aplari
2.8cm ve 3.7cm olarak dlgmiistiir. Olgme isleminde kesinlik olmadig1 bilinmektedir ve
kutuda sadece A ve B tipinde somunlar vardir. Oyleyse bu x somununun A veya B
tipinde olmasi gereklidir. Bu parca B tipinde olmalidir ¢iinkii 6zellik uzayinda bu
parganin A’ya uzakligi 1.06 iken B’ye uzakligi 0.36’dir. Diger bir sdylemle x’in en

yakin komsusu B’dir. Ciinkii x, B’nin Voronoi hiicresi i¢inde yer almaktadir. (Sekil 1.3)

= Tesis Konumu

Rakip bir¢cok marketin oldugu bir bdlgede yeni bir market acilmak istensin. Niifus
yogunlugunun diizgiin dagilimli oldugu kabul edilerek yeni marketin satiglarinin
optimum olmasi i¢in yerinin dogru belirlenmesi gereklidir. Bu durumu ¢6zmenin en
akla yatkin yolu eski marketlerden miimkiin oldugunca uzak bir noktaya konumlanmak
olacaktir yani yeni market kendine en yakin olacak markete miimkiin oldugunca uzakta
olmalidir. Bu da marketi, en biiylik bos cemberin merkezine yerlestirmekle miimkiindiir.
En biiylik bos ¢emberin i¢inde baska market olmayacaktir. Boylelikle en yakin markete

olan uzaklik ¢emberin yaricap1 kadardir.



=  Giizergah planlama

Bir robotun ge¢mesi gereken engelli bir yol olsun. Robotun carpma riskini en aza
indirmek icin robot yoldaki biitlin nesnelerden olabildigince uzak noktalardan
gecmelidir. Eger problem iki boyutla sinirlandirilirsa ve robotun dairesel yapida oldugu
diistiniiliirse robotun, nesnelerin Voronoi diyagraminin iizerinde dolagsmasi yeterli
olacaktir. Eger nesneler nokta gibi diisiiniiliirse bu klasik Voronoi diyagrami olacaktir.
Aksi takdirde yani nesneler poligon ya da daha karmasik yapida sekillere sahipse
Voronoi diyagraminin genellestirilmis bir versiyonu dogru yolun ¢ikarilmasini

saglayacaktir.

= Kristal bilim

Belli sayida kristal ¢ekirdeginin sabit hizda diizenli olarak biiylidiigli diisiiniilsiin. Artik
biiylimenin miimkiin olmadig1 zaman kristalin goriinlimii nasil olacaktir? Bunu bulmak
icin Voronoi hiicrelerinin bulunmasi1 yeterlidir. Ciinki her c¢ekirdek ancak kendi
Voronoi hiicresinin siirina kadar biiyliyebilecek sonra komsu c¢ekirde§in bolgesine

dayanacaktir.

1.2 Teze Yaklasim

Bu tez caligmasinda hesaplamali geometri alaninin iki onemli araci olan Voronoi
diyagrami ve Delaunay ticgenlemesi ile bunlarin gesitli genellestirilmeleri detayli bir
sekilde incelenmeye ¢alisilmis, bu yapilarin hesaplanmasinda kullanilan cesitli
algoritmalarda arastirilmistir. Bu algoritmalar1 kullanarak Voronoi diyagramimi ve
Delaunay iicgenlemesini hesaplayan ve bu yapilari gorsellestirme imkani sunan bir
yazilimin gelistirilmesi amaglanmistir. Bu yazilim ile tezde incelenen bazi
genellestirilmis  Voronoi  diyagrami ve Delaunay {i¢genlemesi konularinin

gorsellestirilmesi de hedeflenmistir.



Bu kapsamda tezin 2. bdliimiinde Voronoi Diyagrami ve Delaunay iiggenlemesi
tanitilarak matematiksel alt yapist ve temel bazi Ozellikleri incelenmistir. Yine bu
boliimde birbirlerine grafiksel anlamda siki1 bir baglantisi olan bu iki yapiin ¢iftesligi
ortaya konulmugtur. Tezin 3. boliimiinde bu yapilarin hesaplanmasi i¢in gelistirilmis
cesitli algoritmalar sunulmus ve karsilastirmalar1 yapilmistir. Ayrica ger¢ek hayatta
uygulama alani bulan baz1 genellestirilmis Voronoi diyagrami ve Delaunay iiggenlemesi

konular1 da incelenmeye ¢aligilmistir.

4. ve 5. bolimlerde tez kapsaminda gelistirilen VVD3 yazilim1 hakkinda genel bilgi
verilmig ve bu yazilimla elde edilen gesitli sonuglar ortaya konulmustur. Tezin son
boliimiinde ise bu calismanin genel bir degerlendirilmesi ve gelecek calismalarin ne

olabilecegi sunulmustur.



2. KURAMSAL TEMELLER

Voronoi diyagrami, Delaunay Tti¢genlemesi ve bu iki yapr arasindaki iliskinin
incelendigi bu boliimde konu biitiinliigii ve notasyon uyumlulugu saglanmasi amaciyla
de Berg, Cheong, van Kreveld ve Overmars tarafindan kaleme alinmis olan
“Computational Geometry — Algorithms and Applications” adli kitabin yedinci,

sekizinci ve dokuzuncu boltimleri takip edilmistir.

2.1 Voronoi Diyagramlar

2.1.1 Giris

Voronoi mozaiklemesi veya Dirichlet mozaiklemesi olarak da bilinen Voronoi
diyagrami ayrik noktalar kiimeleri arasindaki uzakliklarla tanimlanan, metrik uzayin
0zel bir parcalanmasi yontemidir. Bu yontemin kokeni 17. ylizyila kadar uzanmaktadir.
R. Descartes ¢izimlerinde uzayi, merkezinde yildizlarin oldugu konveks bdlgelere
parcalayarak goOstermistir. Dirichlet (1850) ve Voronoi (1908, 1909) adindaki

matematikgiler bu yapiy1 formal olarak tanimlayan ilk bilim adamlaridir.

Bir noktalar kiimesinin Voronoi diyagrami diizlem veya uzayin her nokta i¢in parcalara
ayrilmasidir. Bu pargalar diizlemin o noktaya, diger biitlin noktalardan daha yakin

kismini igerir.

2.1.2 Tanim ve temel ozellikler

€609 [XP2]

p” ve “q” olarak isimlendirilen iki nokta arasindaki Oklit uzakligi dist(p,q) ile

gosterilsin. Diizlemde bu uzaklik;

dist(p,q) = \J(0x — 4:)? + (py — q,)? (2.1)



ile tanimlanir.

P’nin diizlemde n adet ayrik noktadan olusan bir kiime oldugu diisiiniilsiin. Bu noktalar

diizlemdeki mevzilerdir.

P — {pllpz’ dhe mes aen s .,pn}

P’nin Voronoi diyagrami diizlemin, her mevzi igin bir tane olmak iizere n adet alt
bolgeye ayrilmasi ile elde edilir. Her alt bdlge i¢in, herhangi bir g noktasi sadece ve

sadece

dist(q,p;) < dist(q,p;); p;EP, j#i (2.2)

kuralin1 sagliyorsa p; hiicresi i¢indedir.

P’nin Voronoi Diyagrami Vor(P) ile gosterilir. Terminolojinin biraz daraltilmasi ile
cogu zaman Vor(P) veya Voronoi Diyagrami sadece alt bolgelerin kenar ve kdselerini
ifade eder. Ornegin, bagli Voronoi Diyagrami’ndan kastedilen, diyagramin kenar ve
koselerinin birlesiminin bagl bir kiime olusturmasidir. Vor(P)’nin p;’ye karsilik gelen

hiicresi V (p;) ile gosterilir ve p;’nin Voronoi hiicresi olarak ifade edilir. (Sekil 2.1)



dspa)2

Sekil 2.1 p ve q noktalarinin: a. dik agiortay1, b. Voronoi koseleri c. Voronoi hiicreleri

Oncelikle tek bir Voronoi hiicresinin yapisinin incelenmesi dogru olacaktir. Diizlemdeki
p ve g noktalarinin agiortayl, pq dogru pargasini iki esit parcaya bdlen dogru olarak
tanimlanabilir. Bu agiortay, diizlemi iki yari-diizleme boler. Burada p’yi igeren agik

yari-diizlem h(p, q) ve q’yu igeren acik yari-diizlem h(q, p) ile ifade edilsin. Buradan,

V(i) = Nicjen,j=i h(Pir 4i) (2.3)

Burada da goriildiigii gibi V(p;), n — 1 yari-diizlemin kesisimidir ve en fazla n — 1
kose ve n — 1 kenarla simirlandirilmig (sinirlandirilmamis da olabilir) agik konveks

poligon bolgesidir.

Bu Voronoi hiicrelerinin birlesmesi ile Voronoi diyagraminin tamami olusur.
Diyagramin her Voronoi hiicresinin ¢esitli sayida yari-diizlemin kesismesi sonucu
olustugu goz Oniine alinirsa, Voronoi diyagrami diizlemin kenarlar1 diiz olan pargalara
ayrilmasidir. Eger biitiin noktalar dogrusal degilse kenarlar yari-dogru ya da dogru

parcasidir (Sekil 2.2).
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Sekil 2.2.a Paralel dogrularin Voronoi diyagrami, b. Kesisen dogrularin Voronoi
diyagrami

Teorem 2.1: P’nin diizlemdeki noktalarin kiimesi oldugu diisiiniilsiin. Eger biitiin
noktalar dogrusal ise Vor(P) n — 1 adet paralel dogrudan olusur (Sekil 2.2.a). Aksi
takdirde Vor(P) baglantilidir ve kenarlar1 dogru parcalarindan veya yari-dogrulardan

olusur (Sekil 2.2.b).

Ispat: Oncelikle P kiimesindeki noktalarin dogrusal olmamasi durumunda Vor(P)’nin
kenarlarinin dogru pargasi ya da yari-dogru oldugu gosterilecektir. Vor(P)’nin
kenarlarinin tam dogru oldugu bilinmiyor. Simdi, Vor(P)’nin “e” olarak adlandirilan
bir kenarinin tam dogru oldugu seklinde bir karsitlik ortaya atilsin. e dogrusu V (p;) ve
V(p;) hiicrelerinin kenarini olustursun. py, € P noktasi da p; ve p; noktalari ile dogrusal
olmayan bir nokta olsun. p; ve pj; noktalarinin agiortay1 e dogrusuna paralel degildir ve
bu yiizden e dogrusunu keser. Bu durumda e’nin h(py ,p;) hiicresi iginde kalan kismi
V (p;) nin sinir1 olamaz, ¢linkii bu parga p),’ ya p;’den daha yakindir. Dolayisiyla ortaya
atilan karsithk ciirtimiis olur. Buna bagl olarak yukarida soylenilen gibi noktalar ayni
dogrultuda olmadig: siirece Voronoi diyagraminin kenarlari tam dogru olamaz; dogru

pargasi ya da yari-dogrudur.

Simdi de Vor(P)’nin baglantili oldugunu gosterilmeye c¢alisilsin. Eger Vor(P)
baglantili olmasaydi, o zaman diizlemi ikiye bolen bir V(p;) hiicresinin olmasi
gerekirdi. Voronoi hiicreleri konveks olduklarindan V(p;) iki paralel tam dogru

tarafindan sinirlandirilmis bir bolge olmaliydi. Ancak az dnce gosterildigi gibi Voronoi
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diyagraminin kenarlar1 tam dogru olamayacaklar1 i¢in Voronoi diyagrami baglantili

olmalidir.

Buraya kadar Voronoi diyagraminin yapisi incelenmistir. Simdi de diyagramin
karmasiklig1 arastirilacaktir. Buradaki amag diyagramin toplam kenar ve kdse sayisini

belirlemek olacaktir.

n adet Voronoi mevzisi oldugundan ve her Voronoi hiicresi en fazla n — 1 kenar ve
koseye sahip oldugundan Vor(P)’nin karmasiklig1 en fazla ikinci dereceden olabilir.
Vor(P) nin gergekten ikinci dereceden karmasikliga sahip oldugu kesin degildir. Bir
Voronoi hiicresinin birinci dereceden karmasikliga sahip oldugu bir 6rnek olusturmak
son derece kolaydir. Fakat bir¢ok Voronoi hiicresi birinci dereceden karmasikliga sahip
olabilir mi? Asagidaki teorem bunun miimkiin olmadigini ve Voronoi hiicrelerinin

ortalama kose sayisinin 6 oldugunu gostermektedir.

Teorem 2.2: n > 3 i¢in diizlemdeki n adet mevzinin Voronoi diyagramindaki kose

sayist en fazla (2n — 5) ve kenar sayisi en fazla (3n — 6)’dir.

Bu teoremin ispatinda Euler’in formiilii kullanilir. Bu formiilde herhangi bir baglantili
diizlemsel grafik i¢in m,, koseleri, m, ayrtlari(kenarlar1) ve my yiizleri ifade etmek

uzere

m,-me + mg = 2 (2.4)

olarak tanimlanmistir. Euler’in formiilii dogrudan Voronoi diyagramina uygulanamaz
clinkii Vor(P) yar1 dogrular da igermektedir ve bu ylizden diizgiin bir grafik degildir.
Bu durumu agmak i¢in Voronoi diyagramina p,, adi verilen sonsuzda bir nokta ilave
edilir ve biitlin yar1 dogrular bu kose noktasinda birlestirilir. (Sekil 2.3) Boylelikle
diizgiin bir grafik elde edilmis olur ve Euler’in formiilii Voronoi diyagramina

uygulanabilir.
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___________

Sekil 2.3 Voronoi diyagramina noktasinin eklenmesi

"nin koselerini, ‘nin kenarlarint ve  de mevzi sayisini ifade etme

uzere

- (2.5)

bagintisi ele edilir.

Genisletilmis bir grafikte her kenarin tam olarak iki kdse noktasina sahip olmasi gerekir.
Dolayisiyla eger kdse noktalarinin dereceleri toplanirsa kenar sayisinin iki kat1 elde
edilir. kose noktast da dahil olmak iizere her kdsenin de derecesinin en az 3 olmasi

gerektigi diistiniiliirse asagidaki esitsizlik elde edilir.

(2.6)

2.5 ve 2.6 ifadeleri kullanilarak

- (2.72)

Ve
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n, < 2n—5

sonugclar elde edilebilir (Sekil 2.4).

Sekil 2.4 Voronoi diyagraminin kenar ve kdseleri

(2.7b)

Son olarak Voronoi diyagraminin kenar ve kdselerinin 6zellikleri ortaya konulacaktir.

Kenarlarim iki nokta arasindaki ¢izginin dik aciortayinin belirli bir boliimii ve koselerin

de bu agiortaylarin kesisim noktalar1 olduklar1 biliniyor. Vor(P) sadece lineer iken bu

aclortaylarin sayisi ikinci derecedir. Bu ylizden her agiortay Voronoi diyagraminin

kenarlarin1 tanimlamaz ve her kesisim noktas1 da Voronoi diyagraminin kosesi degildir.

Hangi kesisim noktalarinin ve hangi agiortaylarin Voronoi diyagramini olusturdugunu

ortaya koymak icin su tanimlama yapilabilir.

Bir g noktasinin P i¢in “en biiylik bos ¢emberi” Cp(q) ile gosterilir ve merkezinde

q’nun oldugu ve P’nin baska hicbir mevzisini igcermeyen en biiyiik ¢ember olarak

tanimlanir. Buna bagli olarak asagidaki teorem Voronoi diyagraminin kenar ve

koselerini karakterize eder.
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Teorem 2.3: Bir P noktalar kiimesinin Voronoi diyagrami Vor(P) i¢in asagidaki iki

ifade gecerli olmalidir.

1) Bir g noktas1 sadece ve sadece o noktanin en biiyiikk bos ¢cemberi Cp(q)
simnirlarinda 3 veya daha fazla mevzi barindirtyorsa Vor(P)’nin kose
noktasidir.

i) p; ve p; noktalar1 arasindaki agiortay, sadece ve sadece eger en biiyiik
¢emberi Cp(q) lizerinde p; ve p; bulundurup baska higbir mevzi igermeyen

bir g noktas1 varsa Voronoi diyagraminin kenaridir.

Cp(q) en biiyiik bos ¢cemberi lizerinde 3 veya daha fazla mevzinin bulundugu bir g

noktasi oldugu diistiniilsiin. p;, p; ve p, bu mevzilerden iigii olsun. Cp(q) gemberinin
i¢i bos oldugundan g noktas1 V(p;), V(p;) ve V(px)’nin sirinda olmahdir ve bu

yiizden g noktasi Vor(P)’nin bir kose noktasidir.

Diger yandan Vor(P)’nin her q kose noktasi en az 3 kenar ile, dolayisiyla da V(p;),
V(pj) ve V(py) ile temas etmelidir. ¢ noktasinin p;, p; ve p, mevzilerine esit uzaklikta
olmasi gerektiginden baska higbir mevzi g noktasina bu mevzilerden daha yakin
olamaz. Aksi takdirde V(p;), V(p;) ve V(py) q noktasinda bulusamaz. Buradan da p;,

pj ve py mevzilerinin bulundugu ¢emberin iginde baska higbir mevzi olamaz.

Teoremin ikinci kisminda anlatilan 6zellige sahip bir g noktasi oldugu diisiiniilstin.
Cp(q) gemberi iginde mevzi olmadigindan ve gember lizerinde p; ve p; noktalari
oldugundan

dist(q,p;) = dist(q,pj) < dist(q,pr)1<k<n (2.8)

olmalidir. Bu, g noktasinin Vor(P)’nin bir kose noktasi oldugunu ya da bir kenar

tizerinde bulundugunu gosterir. Teoremin birinci kismi g’nun Vor(P)’nin bir kdse
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noktasi olamayacagim gosterir. Buradan da ¢’nun Vor(P)’nin p; ve p; mevzilerinin dik

aclortayl ile tanimlanan kenar1 tizerinde oldugu sonucuna vartlir.

Tersine distiniliirse, p; ve p;’nin dik agiortayinin bir Voronoi kenari tanimladigi kabul

edilsin. Bu kenar iizerindeki herhangi bir g noktasinin en biiylik bos ¢emberi iizerinde

sadece ve sadece p; ve p; mevzileri olmali ve bagka higbir mevzi bulunmamalidir.

2.2 Delaunay Ucgenlemesi

2.2.1 Giris

1934 yilinda Delaunay tarafindan bulunan Delaunay Uggenlemesi yiizey orgiileri ile
calisirken ¢ok yararli bir aragtir (Delaunay 1934). Bir P = {p, D2, «-+ e vee v, P}
noktalar kiimesi icin Delaunay iicgenlemesi Del(P) ile gosterilir. En Onemli
avantajlarindan biri verilen bir noktalar kiimesinin biitiin {iggenlemeleri boyunca
minimum ag¢ilyr maksimize etmesidir. Bir liggenleme, iicgenlemenin tiim kenar ve
ticgenleri i¢in Delaunay kriterini sagliyorsa Delaunay {iiggenlemesidir. Bu kriter
saglandiginda iiggenleme en biiylik minimum agiya sahip olur. Bu o6zellik yiiksek

kaliteli yiizey orgiileri saglar.

2.2.2 Ucgenleme

Uggenleme islemi ¢ok degisik yontemlerle yapilabilir. Fakat hangi liggenlemenin amaca
en uygun olduguna karar verilmelidir. Uggenleme yapilacak yiizeyin orijinal hali
bilinmemektedir ve sadece drneklenen noktalarin yiikseklik bilgisi vardir. Baska hicbir
bilgi olmadigina gdre ve biitiin liggenlemelerde ayni bilgi kullanilacagina gore biitlin
ticgenlemelerin esit derecede ylizeyi ifade etmesi gerekir. Oysa bazi liggenlemeler daha
dogal goriiniir. Ornegin Sekil 2.5’te aym noktalar kiimesinin iki farkli {icgenlemesi
gosterilmistir. Yiikseklik degerlerine bakildiginda bu liggenlemenin bir dag sirasina ait
oldugu diisiiniilebilir. Sekil 2.5.a’da verilen iiggenleme bunu hissettirmektedir ancak

Sekil 2.5.b’deki iiggenlemede sadece tek bir kenarin ¢evrilmesiyle, dag sirasini kesen
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bir vadinin oldugu hissini vermektedir. Oysa bu dogal goriinmemektedir. Bu duruma
bakilarak Sekil 2.5.a iiggenlemesinin Sekil 2.5.b’den daha iyi bir liggenleme oldugunu
belirten bir kriter gelistirilebilir.

1240 0 1240

% 1000
1000 20

10 q 0 9 36

36

590 930

1008 . 1008
o 28 )
3

4
é// 8% 23 8// 8%0
85 3

(a) (b)

Sekil 2.5 Verilen noktalar kiimesinin iki farkl tiggenlemesi

Sekil 2.5.b’deki problem ¢ noktasindaki yiiksekligin birbirinden goreceli olarak uzakta
iki nokta ile belirlenmesidir. Bu olay, ¢ noktasinin iki uzun ve keskin liggenin ortasinda
yer almasindan kaynaklanmaktadir. Bu {iggenlerin inceligi soruna neden olmaktadir.
Dolayisiyla kiiciik acilara sahip iicgenlemeler kotii sonu¢ vermektedir. Bu yiizden
ticgenlemeler sahip olduklart en kiigiik aciya gore smiflandirilabilir. Eger iki
ticgenlemenin en kiigiik agilari esitse, ikinci en kiigiik agrya bakilir ve bu sekilde devam
edilir. Verilen bir P noktalar kiimesinin sadece sinirli sayida tiggenlemesi oldugundan

minimum ag1y1 maksimize eden bir iiggenleme olmalidir.

P ={py,py oo, Pp} dizlemde Dbir noktalar kiimesi olsun. P’nin bir
licgenlemesinin tanimlanabilmesi i¢in Once azami diizlemsel bdliimleme tanimi
yapilmalidir. Azami diizlemsel boliimleme, diizlemselligi bozulmadan iki noktay1
birlestiren bir nokta eklenemeyecek boliimleme olarak tanimlanabilir. Diger bir deyisle,
S boliimlemesi iginde olmayan herhangi bir kenar daha 6nceki kenarlardan birini keser.
Buna bagli olarak simdi P’nin iicgenlemesi, kose kiimesi P olan azami diizlemsel

bolimleme olarak tanimlanabilir.
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Bu tanima gore bir noktalar kiimesi i¢in kesinlikle bir tiggenleme vardir. Ancak bu
licgenleme sadece liggenlerden mi olusur? Evet, sinirlandirilmamis yiizler harig¢ biitlin
yiizler ticgen olmalidir; sinirlandirilmis bir yiizey poligon olduguna goére herhangi bir
poligon iicgenlenebilir. P’nin konveks zarf sinirindaki iki noktayi birbirine baglayan
dogru pargas1 da P’nin herhangi bir tiggenlemesinin kenaridir. Buna bagl olarak T
ticgenlemesinin sinirlandirilmis yiizlerinin birlesimi her zaman P’nin konveks zarfidir

ve sinirlandirilmamais yiiz de konveks zarfin tiimleyenidir.

P’nin biitlin tiggenlemelerindeki iiggen sayis1 aynidir. Bu kural tiggenlemelerin kenar
sayis1 igin de gecerlidir. Uggen ve kenarlarm tam sayis1 P nin konveks zarf sinirmdaki

noktalarin sayisina baghdir.

Teorem 2.4: P diizlemde ayni1 dogru iizerinde olmayan noktalarin kiimesi olsun. P’nin
konveks zarf sinirindaki noktalarinin sayis1 da k ile gosterilsin. Bu durumda P’nin

herhangi bir tiggenlemesi (2n — 2 — k) tiggenden ve (3n — 3 — k) kenardan olusur.

Ispat : T P’nin bir ii¢cgenlemesi olmak lizere m T’nin iliggen sayist olsun. T
liggenlemesinin yiiz sayisi ny = m + 1 olur. Her liggen li¢ kenara ve simirlandirilmamig
yiiz ise k kenara sahiptir. Ayrica her kenar iki yliz tarafindan paylasilmaktadir. Bu
yiizden T’nin toplam kenar sayist

n, = B3m+k)/2 (2.9)
olacaktir.

Euler’in formiiliine gore

n-n, + ny = 2

olduguna gore, n, ve ny degerleri formiilde yerine yazilirsa;
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m=2n-2-k (2.10)

ve
ne = 3n-3-k (2.11)
elde edilir.

P’nin bir tiggenlemesi olan T°nin m adet iliggeni oldugu diisiiniilsiin. T nin tiggenlerinin
3m adet acisinin artan sirada dizilsin. a4, ay, ... ....., @3y, bu sekilde diizenlenmis
stralama olsun. Burada her i < jigina; < a; ‘dir. A(T) = (@4, &3, - «.. ., A3y) T'nin

ac1 vektori olarak adlandirilir. (T”)’de P’nin diger bir liggenlemesi olsun.

A(T) = (a1, ay', oo, a3’) de (T7) Ttlggenlemesinin ag1t vektorii olur. Eger

1 < i < m araligindaj < iigin,

C(j = aj' (212)
ve
a; > al-' (213)

kurallarini saglayan bir i indeksi varsa T’nin a¢1 vektorii (T”) niin ag¢1 vektoriinden
biiyiiktiir denir ve A(T) > A(T’) ile gosterilir. Eger P’nin diger biitin (T7)
ticgenlemeleri icin A(T) = A(T’) ise T iiggenlemesine optimal acili liggenleme denir.
Optimal a¢1li iggenlemeler 6rnek noktalar kiimesinden ¢ok ytizlii bir yiizey modeli elde
edilmek istendiginde en iyi sonucu verir. Asagidaki teoremde bir iliggenlemenin ne
zaman optimal acili oldugu gosterilmistir. Bu teorem Thales teoremi olarak da
bilinmektedir. Burada p, g, r ile gosterilen ii¢ noktayla tanimlanan en kiigiik ag1 Vpqr

ile gosterilmistir.
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Teorem 2.5: C bir ¢cember olsun. [ dogrusu C ¢emberini a ve b noktalarinda kesen bir
dogru olsun. p,q,r ve s de [’nin ayni tarafinda bulunan noktalar olsun. p ve q C

tizerinde, r ¢cemberin i¢inde ve s gemberin disinda yer alsin (Sekil 2.6). Bu durumda

garb > Aapb = Aagb > Aasb (2.14)

olacaktir.

Sekil 2.6 Bir ¢ember iizerinde, i¢cinde ve disinda noktalar

e = p;pj P’nin T tiggenlemesinin bir kenari olsun. Eger e sinirlandirilmamus yiiziin bir
kenar1 degilse p;p;py ve p;p;p; tggenlerinin ortak kenaridir. Bu iki licgen konveks bir
dortgen olusturdugundan p;p; kenarini ¢ikarip yerine pyp; kenarmi koyarak (T”) adinda
yeni bir licgenleme elde edilebilir. Bu isleme kenar ¢evirme denir. Bu durumda T ve T’
ticgenlemelerinin ac1 vektorleri arasindaki fark A(T)'deki a4, ay,...,a¢ A(T’)’nde

', a;', ..., aq olarak degistirildigi igin 6 agidir. Eger

mingc;ce; < Mingcicq a; (2.15)

ise p;p; kenar1 gegersiz bir kenar olarak adlandirilir. Diger bir deyisle eger bir kenar

cevrilerek minimum ag1 artirilabiliyorsa o kenar gecersiz bir kenardir (Sekil 2.7).
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kenar cevirme

>

Sekil 2.7 Kenar ¢evirme islemi

T gegersiz bir e kenar1 olan bir iiggenleme ve T’ de T’den e’nin ¢evrilmesiyle elde
edilen bir tiggenleme olsun. Bu durumda A(T”) > A(T) olacaktir. e kenarinin gegerli
olup olmadiginin belirlenebilmesi i¢in aq, @y, ..., aq, ve a;’,a,’,...,as" agilarinin

hesaplanmasina gerek yoktur. Bunun yerine agagida belirtilen basit kriter gelistirilebilir.

pip; kenar1 p;p;py ve p;p;p; liggenlerinin ortak kenari ve C’de p;, pj, pynoktalarindan
gegen bir gember olsun. p;p; kenari sadece ve sadece p;noktasi C ¢emberi iginde yer
aliyorsa gegersiz bir kenardir. Ayrica p;, pj, px, p; noktalar1 bir dortgen olusturuyorsa
ve hepsi bir gemberin lizerinde yer almiyorsa p;p; ve p,p, kenarlarindan biri kesinlikle

gecersiz bir kenardir.

Bu kriter py, ve p; noktalari i¢in simetriktir. Eger p; (p;, pj, px) noktalarindan gegen
¢emberin igindeyse p,’da (p;, pj, p;) noktalarindan gegen ¢emberin igindedir. Eger
dort noktanin hepsi aym gemberin lizerinde ise p;p; ve pyp; kenarlarinin her ikisi de

gecerli kenarlardir. Ortak bir gegersiz kenar1 olan iki tiggen konveks bir dortgen

olusturdugundan her zaman kenar ¢evirme iglemi yapilabilir.

20



Gegerli bir ticgenleme gecersiz bir kenar1 olmayan iiggenleme olarak tanimlanabilir.
Herhangi bir optimal agili {iggenleme gecerli bir iliggenlemedir. Bir iiggenleme
verildiginde gecerli bir liggenlemenin hesaplanmasi oldukca basittir. Biitiin kenarlar

gecerli kenarlar olana kadar gecersiz kenarlara kenar ¢evirme islemi uygulanir.

Algoritma GECERLI UCGENLEME (T)

Girdi : P noktalar kiimesinin herhangi bir ic¢genlemesi

Cikti : P’nin gegerli bir lg¢genlemesi

1. while (T gegersiz bir p;p; kenari icerdigi slurece)

do ( p;pj kenarini cevir)

pPibjPx Ve PiPjPi PiPp; kenarini paylasan iki ug¢gen iken

pipj kenarini g¢ikar ve pgp; kenarini ekle

return (T)

Algoritmanin her dongiisiinde T’nin a¢1 vektoriiniin degeri biiyliyecektir. P’nin sonlu
sayida tiggenlemesi oldugundan algoritma sonlanacaktir. Algoritma sonlandiginda P’nin

gecerli bir T liggenlemesi elde edilir.

2.2.3 Delaunay iicgenlemesi

P diizlemde bir noktalar veya mevziler kiimesi olsun. P’nin Voronoi diyagrami P’nin
her noktasi veya mevzisi i¢in, diizlemin, o mevziye diger biitiin mevzilerden daha yakin
noktalardan olusan bolgelere ayrilmasidir. p mevzisinin bolgesi V(p) ile gosterilmekte
ve Voronoi hiicresi olarak adlandirilmaktadir. Delaunay tiggenlemesi de Voronoi

diyagraminin grafiksel ¢iftesidir.
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Voronoi diyagraminin grafiksel ¢iftesinde her Voronoi hiicresi i¢in yani her mevzi igin
bir diiglim noktast vardir ve komsu iki diiglim arasinda bir egri mevcuttur. Bu G
grafiginin Vor(P)’nin her kenar1 icin bir egriye sahip oldugu anlamina gelir.
Vor(P)’nin kdse noktalariyla G’ nin sinirlandirilmis yiizleri arasinda birebir bir eslesme

mevcuttur.

V(p) Voronoi hiicresine karsilik gelen nokta p ve V(q) Voronoi hiicresine karsilik
gelen nokta g olmak iizere, p ve q digim noktalar1 arasina pq dogru pargasi
yerlestirilsin. Bu isleme P’nin Delaunay Grafigi denir ve DG(P) ile gosterilir. Bir
noktalar kiimesinin Delaunay grafiginin onemli 6zellikleri vardir. Bunlardan ilki bu

grafigin diizlemsel bir grafik olmasidir; grafikte kesisen kenarlar yoktur.

Teorem 2.6: Bir noktalar kiimesinin Delaunay grafigi diizlemsel bir grafiktir.

Ispat: Bu teoremin ispatt i¢in Voronoi diyagraminin kenarlarmmin o6zelliklerinden

faydalanilir. Teorem 2.3(ii)’de verilen 6zellik Delaunay grafigi i¢in sdylenirse,

p;pj kenar1 sadece ve sadece smirinda p; ve p; noktalarinin oldugu ve i¢inde P’nin
bagka hi¢bir mevzisini bulundurmayan bir C;; ¢emberi mevcutsa DG(P) Delaunay

grafiginde yer alir.

Kose noktalari p;, p; ve C;j’nin merkez noktasi olan bir ¢;; liggeni tanimlansin. ¢;;’nin
p;’yl C;j’nin merkezine baglayan kenar1 V(p;) Voronoi hiicresi i¢inde ve p; "yi C;;’nin
merkezine baglayan kenar1 V (p;) Voronoi hiicresi i¢inde yer almaktadir. p;p; kenar1 da
DG(P)’nin diger bir kenari olsun ve t;; ve C;;’ye benzer sekilde ty; ve ve Cy

tanimlansin.
piPj Ve pip; kenarlarinin kesistigi kabul edilsin. p, ve p; C;;’nin dolayisiyla ¢;;’nin

disginda yer almalidir. Buna gore pyp; kenart t;;’nin Cj;’nin merkezine bagh

kenarlarindan birini kesmelidir. Benzer sekilde, p;p;’de t;; lggeninin Cy; g¢emberinin
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merkezine bagli kenarlarindan birini kesmelidir. Buna gore, t;;’nin C;;’nin merkezine
bagl kenarlarindan birinin t;;’nin Cy;’nin merkezine bagli kenarlarindan birini kesmesi
gerektigi sonucuna varilir. Ancak bu da bu kenarlarin ayrik Voronoi hiicrelerinde olmasi

gerekliligine ters diiser.

P’nin Delaunay grafigi, Voronoi diyagraminin grafiksel ¢iftesinin gomiilmesiyle elde
edilir (Sekil 2.8). Delaunay grafigi Voronoi diyagraminin her kdse noktasi i¢in bir yiize
sahiptir. Bir ylizii ¢cevreleyen kenarlar o Voronoi kdsesine baglt Voronoi kenarlarina
karsilik gelir. Ozel olarak v késesi Vor(P)’nin py,py, ...., px mevzilerinin Voronoi
hiicrelerinin kdsesi ise, DG(P)’nin bu koseye karsilik gelen yiiziinliin kdseleri
D1, D2, - -, P olur. Oyleyse f yiizii hem k kenarli bir ¢okgendir, hem de konveks bir

ylizdiir.

Sekil 2.8 Delaunay grafigi ve Delaunay tiggenlemesi

P’nin noktalar1 rastgele dagitilmis ise dort noktanin ayni ¢ember iizerinde bulunma
olasilig1 oldukga diisiiktiir. Eger bir noktalar kiimesi ayni ¢ember iizerinde hi¢ dort
nokta bulundurmuyorsa genel pozisyonundadir denir. Eger P genel pozisyonunda ise
Voronoi diyagraminin biitiin kdseleri 3. dereceye sahiptir ve bu yiizden DG(P)’nin
biitlin ylizleri ii¢cgendir. Bu durum Delaunay grafigine c¢ogu zaman Delaunay
ticgenlemesi denmesinin sebebidir. Ancak Delaunay tiggenlemesini Delaunay grafigine

kenarlar eklenerek elde edilen bir iiggenleme olarak tanimlamak mimkiindiir.
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DG (P)’nin biitiin yiizleri konveks oldugundan bdyle bir liggenleme elde etmek oldukca
basittir. Sadece P genel pozisyonunda ise ve buna bagli olarak DG (P) bir iiggenleme ise

o zaman Delaunay tliggenlemesi tektir.

Voronoi diyagrami i¢in gelistirilen teorem Delaunay grafigi i¢in tekrarlanirsa;

Teorem 2.7: P diizlemde bir noktalar kiimesi olsun.

(1) Di, Pj Px € P noktalar1 sadece ve sadece lzerinde pj, pj ve py noktalarini
barindiran ¢emberin i¢inde baska hicbir nokta yoksa Delaunay grafiginin

ayn1 ylziinlin koseleridir.

(i1) pi,pj € P noktalari sadece ve sadece p; ve p; noktalarindan gegen ve iginde

P’nin diger higbir noktasini icermeyen bir C ¢emberi varsa P’nin Delaunay

grafiginin bir kenarini olusturur.

Bu teorem Delaunay iiggenlemelerinin asagidaki 6zelligini ortaya koyar.

Teorem 2.8: P diizlemde bir noktalar kiimesi ve T’de P’nin bir liggenlemesi olsun. T
licgenlemesi eger herhangi bir iliggenini ¢evreleyen ¢ember i¢inde P’nin baska bir

noktasini bulundurmuyorsa P’nin Delaunay tiggenlemesidir.

Uggenleme boliimiinde anlatildig: gibi herhangi bir iiggenlemenin ag1 vektdrii miimkiin
oldugunca biiyiikse yiizey modelleme ve ylikseklik interpolasyonunda iyi sonuglar
vermektedir. Bunun igin Delaunay {ti¢cgenlemelerinin ag1 vektorlerinin  durumuna

bakilacaktir.

Teorem 2.9: P diizlemde bir noktalar kiimesi olsun. P’nin bir iicgenlemesi olan T
sadece ve sadece P’nin Delaunay ilicgenlemesi ise gecerli bir liggenlemedir. Bu ayni
zamanda herhangi bir Delaunay iiggenlemesinin gecgerli bir liggenleme oldugunu ortaya

koyar.
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Herhangi bir optimal agili liggenlemenin gecerli bir liggenleme olmasi gerektigi goz
Online alimirsa P’nin herhangi bir optimal agili iiggenlemesi P’nin Delaunay
ticgenlemesidir. Eger P genel pozisyonunda ise o zaman sadece bir gegerli liggenleme
vardir ve bu da optimal acili liggenleme olan tek Delaunay iicgenlemesidir. Eger P
genel pozisyonunda degilse Delaunay grafiginin biitiin tiggenlemeleri gegerlidir. Biitlin
bu Delaunay iliggenlemelerinin hepsi optimal acili degildir, ancak bu iicgenlemelerin ac1
vektorleri ¢ok kiiglik farklar gosterir. Genel pozisyonunda olmayan noktalar kiimesinin
ticgenlemelerinde minimum ac¢1 ti¢ggenlemeden bagimsizdir. Dolaysiyla Delaunay
grafigini Delaunay tiggenlemesine ¢eviren biitiin iiggenlemelerde minimum ag¢1 aynidir.

Asagidaki teoremde bu durum belirtilmistir.

Teorem 2.10: P diizlemde bir noktalar kiimesi olsun. P’nin optimal acili biitiin
ticgenlemeleri P’nin  Delaunay iicgenlemesidir. P’nin herhangi bir Delaunay

licgenlemesi minimum ag¢1y1 maksimize eder.

2.2.4 Delaunay iicgenlemesinin hesaplanmasi

Delaunay tiggenlemesi minimum ag1y1 maksimize ettiginden drnek noktalar kiimesinden

cok yiizlii ylizey modelleri olusturma gibi islemlerde en iyi sonucu verir.

Voronoi diyagrami elde edildikten sonra Delaunay grafigi DG(P) kolaylikla elde
edilebilir. Bundan sonra {g¢ten fazla kose noktasina sahip biitiin yiizlerin
licgenlenmesiyle Delaunay iicgenlemesi elde edilir. Ancak dogrudan Delaunay
ticgenlemesinin elde edilebilecegi algoritmalar bulunmaktadir. Bu algoritmalar {igiincii

boliimde tartisilacaktir.

2.3 Grafiksel Cifteslik

Diizlemdeki bir noktanin x-koordinatt ve y-koordinati olmak tiizere iki parametresi
vardir. Diizlemdeki bir dogrunun da egimi ve y eksenini kestigi nokta olmak iizere yine

iki parametresi vardir. Bu yiizden bir noktalar kiimesi bir dogrular kiimesine veya
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tersine bir dogrular kiimesi bir noktalar kiimesine haritalanabilir. Bu haritalama
yapilirken noktalar kiimesinin belli 6zellikleri, dogrular kiimesinin belli 6zelliklerine
transfer edilir. Ornegin bir dogru iizerindeki {i¢ nokta, bir noktadan gegen ii¢ dogru
haline gelmektedir. Bu doniisiimii saglayan cesitli haritalama yontemleri bulunmaktadir
ve bu yontemler cifteslik donilistimleri olarak adlandirilir. Bir nesnenin bir ¢ifteslik
dontisiimii altindaki goriintiisiine nesnenin ¢iftesi denilmektedir. Temel bir cifteslik

doniisiimii su sekilde verilebilir.

p = (Px,py) diizlemde bir nokta olsun. p’nin ¢iftesi p* ile gosterilen bir dogrudur ve

p* = (y = pxx — py) ile tanimlanir.

[* = y = mx + b dogrusunun ¢iftesi ise p* = [ olan p noktasidir ve bu durumda

[* = (m,—b) olacaktir.

birincil diizlem ciftes diizlemi
y y

o4 | Pl pa*
[ ]

P2
P3

P4*
P2

P1

Sekil 2.9 Nokta ve dogrunun ¢iftes doniisiimi
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Cifteslik doniisiimii dikey dogrular i¢in tanimli degildir. Cogu durumda dikey dogrular
ayr1 olarak ele alinabilir ve bir problem olusturmaz. Diger bir ¢6ziim ise bulunulan

sahnenin dondiiriilmesidir, boylelikle bu dogrular artik dikey degildir.

Cifteslik doniisiimii nesneleri birincil diizlemden ciftes diizlemine aktarir. Birincil

diizlemdeki belli temel 6zellikler ¢iftes diizleminde de gegerliligini korur.

On Teorem 2.1 : p diizlemde bir nokta ve I’de diizlemde dikey olmayan bir dogru olsun.

o — 0" ¢ifteslik dontlisiimii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(1) Bu doniisiim kesisimleri korur, p € | olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

[* € p* olmasidir.

(i1) Bu doniisiim siralamalar1 da korur. p, sadece ve sadece [*, diizlemde p*’nin

tizerinde yer aliyorsa [’nin {izerinde yer alir.

Sekil 2.9 bu ozellikleri gostermektedir. p;, p,, p3 noktalar1 birincil diizlemde [
dogrusunda bulunmaktadir; ¢iftes diizlemindeki p;*, p,*, p3* dogrulant ise [*
noktasindan ge¢mektedir. p, noktasi ise birincil diizlemde [ dogrusunun iizerinde yer

almaktadir ve ¢iftes diizleminde de [* noktasi, p,* dogrusunun tizerindedir.

Ciftes doniisiimleri noktalar ve dogrular disinda diger nesnelere de uygulanabilir.
Ornegin s := pq dogru pargasinin ciftesi ne olacaktir? s*igin bir ¢dziim s’yi olusturan
biitiin noktalarin ¢ifteslerinin birlesimini bulmak olabilir, bu durumda elde edilecek olan
sonsuz bir dogrular kiimesidir. s’yi olusturan biitiin noktalar dogrusal olduguna goére bu
noktalarin ¢iftesleri olan dogrular ayn1 noktadan gecger. Onlarin birlesimi, s’nin iki ug
noktasinin ¢iftesleri ile sinirlandirilmis ¢ift takoz sekli meydana getirmektedir. s’nin ug
noktalarinin giftesleri olan dogrular iist-alt ve sag-sol olmak iizere iki tane ¢ift takoz
sekli tanimlamaktadir; s* bunlardan sag-sol olanidir. Sekil 2.10 bir s dogru pargasinin
ciftesini gostermektedir. Bu sekilde aynmi zamanda s’yi kesen bir | dogrusu da

gosterilmistir. [’nin ¢iftesi [* noktasi da s* i¢inde yer almaktadir.
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birincil dizlem Giftes duzlemi

Sekil 2.10 Dogru pargasinin ¢iftes dontigiimii

Cifteslik doniisiimlerinin kullanigh olmasinin temel sebebi karsilasilan bir problemde
probleme farkli bir perspektiften bakma imkani saglamasidir. Eger bir problem giftes
diizleminde ¢oziilebiliyorsa, bu ¢oziim tekrar birincil diizleme haritalanarak birincil
diizlemde de ¢o6ziim elde edilmis olacaktir. Aslinda her iki diizlemde de problem aynidir
ancak ayni probleme farkli bir agidan bakmak ¢odziime ulagmay1 kolaylastiran bir yol

olabilmektedir.

2.3.1 Voronoi — Delaunay ciftesligi

Voronoi kenarlarinin kesisim noktalar1 olan Voronoi diyagraminin koseleri Delaunay
ticgenlemesinin gergeklestirilmesinde ¢ok Onemli bir rol oynar. Sekil 2.11°de
gosterildigi gibi bir Voronoi kosesinin en biiyiikk bos c¢emberi ¢izildiginde pgr

noktalarini igerir ve bu da Delaunay tiggenlemesinin temelini olusturur.
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Sekil 2.11 Voronoi-Delaunay ¢ifesliginin gosterimi

Cifteslik tanimindan yola ¢ikilirsa, bir G grafiginin koseleri, G’nin ¢iftesi G*’de bir yiize
karsilik gelir. Bu yiiziin de koseleri G grafiginin yiizleridir. Bunun yaninda G* ciftes
grafigindeki iki kose noktas1 eger G grafiginde bu kose noktalarina karsilik gelen yiizler
ortak bir kenar1 paylasiyorlarsa bir kenar ile birbirine baghdir. Buradaki durum ig¢in

daha da 6zele inilirse,

Her p € P kose noktasi bir V(p) Voronoi hiicresine karsilik gelir.

Her t € Del(P) liggeni Vor(P)’nin bir kdse noktasina karsilik gelir.

Her e(p,q) € Del(P) kenar1 V(p) ve V(q) Voronoi hiicreleri arasindaki sinir kenara
karsilik gelir.

Ozel olarak sdylenirse, bir P noktalar kiimesinin Voronoi diyagrami Vor(P) ve
Delaunay tiggenlemesi Del(P) birbirlerinin grafiksel ciftesidir. Sekil 2.12’de 2 ve 3
boyutlu diizlemlerde ayni noktalar kiimelerinin Voronoi diyagrami ve Delaunay

ticgenlemesi gosterilmektedir.
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Sekil 2.12 Iki ve Ug-boyutlu uzaylarda Voronoi — Delaunay giftesligi
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3. ALGORITMALAR ve GENEL UYGULAMALAR

3.1 Algoritmalar

3.1.1 Giris

Bu boliimde Voronoi diyagraminin ve Delaunay tiggenlemesinin elde edilmesi igin
kullanilan cesitli algoritmalar ortaya konacaktir. incelemenin basitligi icin P noktalar
kiimesindeki n noktanin herhangi dordiiniin ayni ¢ember {izerinde bulunmadiklar1 ve
herhangi {igiiniin dogrusal olmadiklar1 kabul edilecektir. Bu durumda DG (P) dogrudan
Del(P) olacaktir. Ancak verilen algoritmalar genel pozisyon yaklasimi olmadan da
calisacaktir. Bunun yaninda algoritmalar Oklit uzaymndan metrik uzaylara ve

noktalardan mevzilere genellestirilebilir.

Voronoi grafikleri gibi diizlemsel grafiklerde caligmak {izere tasarlanmis veri yapilari
“DCEL” (Doubly Connected Edge List) (Muller ve Preparata, 1978) ve “Quad Edge”
yapilaridir (Guibas ve Stolfi, 1985). Her iki yapida her e kenart i¢in su bilgileri saklayan
kayitlar tutulur: e’nin iki u¢ noktasinin isimleri, bitis noktalarindaki diger kenarlar igin
saat yoniinde veya saat yOniiniin tersi yoniinde bilgisi ve e’nin her iki tarafindaki

yiizlerin kenarlar1. He iki yapida da O (n) bellek kapasitesi kullanilir.

Voronoi diyagramlar1 ile Delaunay iiggenlemeleri grafiksel ¢iftes olduklarindan bir
noktalar kiimesi i¢in Voronoi diyagraminin hesaplanmasi Delaunay iiggenlemesinin
lineer zamanda hesaplanabilmesi i¢in yeterlidir. Cizelge 3.1°de ¢esitli algoritmalarin en

kotii durum calisma siirelerinin bir karsilastirilmasi verilmektedir.
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Cizelge 3.1 Baz1 algoritmalarin en kotii durum caligma siirelerinin karsilastirilmasi

(Fortune 2004)
Algoritma Boyut En kotit Durum
Artirimli ekleme 2 O(nlogn)
d

Artirimli ekleme >3 0(n [E])
Rd+1 2 O(nlogn)
Fortune (tarama ¢izgisi) 2 O(nlogn)
Bol ve Fethet 2 O(nlogn)

Burada verilecek ilk iki algoritma dogrudan Delaunay iiggenlemesini hesaplayan ve
artinmli ekleme algoritmalar1 sinifina giren algoritmalardir. Artirimli  ekleme
algoritmalar1 {iggenlenecek noktalar1 birer birer ekleyerek calisir (Green ve Sibson,
1978). Bir nokta eklendikten sonra Delaunay kriteri tekrar kontrol edilir. Genellikle bu
algoritmalarda biitiin noktalar1 kapsayacak siiper iiggen olarak adlandirilan bir licgenle

algoritma bagslatilir (Su ve Drysdale, 1995).

3.1.2 Bowyer — Watson algoritmasi

Bowyer — Watson algoritmasi herhangi bir boyut sayisinda, sonlu sayidaki noktadan
olusan bir nokta kiimesinin Delaunay iicgenlemesinin hesaplanmasi igin kullanilan bir

yontemdir. Bu algoritma artirnmli ekleme algoritmalari sinifinda incelenebilir.

Algoritma bazen sadece Bowyer algoritmasi ya da sadece Watson algoritmasi olarak
adlandirilir. Adrian Bowyer (1981) ve David Watson (1981) aym1 zamanda
birbirlerinden bagimsiz olarak bu algoritmayr duyurmus ve her ikisi de "Computer

Journal" dergisinin ayni sayisinda birer makale yayinlamislardir.
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Sekil 3.1 Biitiin noktalar1 igeren siiper liggen

Eger bir baslangi¢c liggeni verilmemis ise, P noktalar kiimesindeki biitiin noktalari
kapsayacak siiper iicgen olusturulur (Sekil 3.1). Algoritma P noktalar kiimesinin tim
noktalarinin birer birer iiggenlemeye eklenmesiyle calisir. Her ekleme isleminde hangi
ticgenlerin ¢evreleyen ¢emberlerinin yeni eklenen noktayr igerdigini belirlemek tizere
arama iglemi yapilir (Sekil 3.2). Sonra bu tiggenler silinir ve bdylelikle yeni eklenen p
noktasini iceren poligon olusur. Bu poligona ekleme poligonu denir. Sonra p noktasi ile
poligonun kdoseleri arasina kenarlar ¢izilerek yeni tiggenleme olusturulur (Sekil 3.3). P
noktalar kiimesindeki biitiin noktalar kiimesi eklendikten sonra Delaunay li¢genlemesi

Del(P) elde edilmis olur. Son olarak yapilmasi gereken siiper liggeni ve ona bagl biitiin

kenarlari iiggenlemeden ¢ikarmaktir (Zimmer 2005).

Sekil 3.2 Bowyer-Watson algoritmasinda tiggenlemeye yeni bir noktanin eklenmesi

33



Sekil 3.3 Eklenen nokta sonrasinda kenarlarin giincellestirilmesi

Bowyer — Watson algoritmasi en yalin halinde kotii veya bozuk bir ylizey orgiisii
olusturabilir. Eklenen noktanin hangi g¢evreleyen cemberler tarafindan igerildiginin
bulunmasi asamasinda algoritma eklemeden etkilenen bazi {icgenleri silmekte basarisiz
olabilir. Bu durum ¢emberlerin hesaplanmasindaki yuvarlama hatasindan kaynaklanir.
Boyle bir durumda bos olmasi gereken poligonun i¢inde bir ya da daha fazla iiggen
kalacaktir ve poligonun yeniden iiggenlemesi asamasinda hatali bir yiizey olusacaktir.

Bowyer — Watson algoritmasi ekleme poligonunun bulunmasinda siiper {liggenden

derinlik oncelikli arama yapis1 kullanilarak kararli hale getirilebilir.

3.1.3 Lawson algoritmasi

Lawson algoritmast da artinmli ekleme algoritmalar1 sinifina girmektedir (Lawson
1977). Bowyer — Watson algoritmasindan farkli olarak Lawson algoritmasi ¢evreleyen

cemberleri bulup tiggenleri silerek ekleme poligonu olusturmak yerine ayni sonucu elde

etmek i¢in kenar c¢evirme islemini kullanilir. Boylelikle muhtemel bir hatali ylizey

olugmasi da engellenmis olacaktir.
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Sekil 3.4 Lawson algoritmasinda liggenlemeye yeni bir noktanin eklenmesi

Bu algoritmada da eger bir baslangic iicgeni verilmemigse biitiin noktalar1 igeren siiper
ticgen kullanilir. Her adimda P noktalar kiimesinden bir nokta eklenir. Her ekleme
isleminden sonra yeni nokta ile bu noktayr igeren iiggenin kdse noktalari arasina
kenarlar olusturularak iiggenleme yapilir (Sekil 3.4). Sonra yeni olusan iiggenler igin
Delaunay kriteri kontrol edilir. Bunun i¢in olusan iiggenlerin c¢evreleyen ¢emberleri
icinde baska nokta bulunup bulunmadigina bakilir. Eger boyle bir durum varsa kenar
cevirme islemi uygulanir (Sekil 3.5). Algoritma sonraki noktanin eklenmesiyle devam

eder. Son asamada yine siiper liggen ve ona bagli kenarlar silinir (Zimmer 2005).
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Sekil 3.5 Lawson algoritmasinda gegersiz kenarlarin kenar cevirme islemine tabi
tutulmasi

3.1.3.1 Algoritmanin calismasi

Lawson algoritmasi1 rastgele artirimli bir algoritmadir. Buna gore algoritma
licgenlemeye rastgele sirada noktalar ekler ve o anki noktalarin Delaunay tiggenlemesini
olusturur. p, noktasimin o anki iiggenlemeye eklendigi diisiiniilsiin. Oncelikle bu noktay1
hangi liggenin icerdigi belirlenir ve bu noktadan iiggenin kdse noktalarina kenarlar
eklenir. Eger p,- bir e kenar iizerine diiserse o zaman bu noktadan e kenarii paylasan
ticgenlerin diger koselerine kenarlar eklenmelidir. Sekil 3.5’de bu durum
gosterilmektedir. Boylelikle yeni bir iiggenleme elde edilmis olur. Ancak bu tiggenleme
Delaunay iiggenlemesi olmayabilir. Bunun sebebi, hem p,’nin eklenmesiyle olusan
kenarlarin hem de bu ekleme isleminden etkilenen kenarlarin gecersiz kenarlar
olabilecegidir. Bu durumu diizeltmek i¢in biitiin siipheli kenarlar igin

KENARI_GECERLILESTIR yordanu ¢agrilir.

Algoritma DELAUNAY UCGENLEMESI (P)
Girdi: Dlzlemde n+l noktadan olusan P noktalar kimesi

Cikti: P’nin Delaunay uUg¢genlemesi

36



Po P’'nin en biiylk y koordinatina sahip en tstteki noktasi olsun.

p_1 ve p_, P kimesinin biitiin noktalarinin pgp_1Pp_, Uc¢geninde icgerilecedi
sekilde R? uzayinda gdreceli olarak cok uzak iki nokta olsun.

T di¢genlemesini pyp_1p-, Ucgeninden olusan tek bir UlUggenle baslat.

P'nin {p, 02 e ver e

for( r: 1’

.,Pn} noktalarinin rastgele bir permiitasyonunu hesapla.

den n’e kadar)

do (*p,"yi T’ye dahil et*)

pr'yi iceren p;pjpy €T Ucgenini bul.

if (pr pipjPrUcgeninin ig¢inde ise)

then

(pr noktasindan p;pjprlicgeninin  Uc¢c kdse noktasina p;p;pk
iicgenini li¢ ig¢gene bodlecek sekilde kenarlar ekle.)

KENARI_GECERLILESTIR (p,,p;p;,T)

KENARI_GECERLILESTIR (p,,D;Dr, T)

KENARI GECERLILESTIR (p,,prp:i, T)

else (*p,pipjPr ‘nin p;p; kenari Uzerinde ise*)

pr noktasindan pg’ya ve p;p; kenarini paylasan diger
iicgenin Ucglncl ko&sesine iki {c¢geni dort 1iggene bdlecek
sekilde kenarlar ekle.

KENARI GECERLILESTIR (p,,pip1,T)

KENARI_GECERLILESTIR (p.,pip;,T)
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KENARI GECERLILESTIR (p,, PPk, T)
KENARI GECERLILESTIR (p,,prp:i, T)
p_, ve p_, noktalarini ve onlara bagli biitiin kenarlari T’den c¢ikar.

return T

Bu algoritma icinde nokta eklenip yeni kenarlar olusturulduktan sonra olusan
ticgenlemenin Delaunay ticgenlemesine ¢evrilmesi gereklidir. Teorem 2.9°da belirtildigi
gibi eger bir ilicgenlemenin biitlin kenarlar1 gecerli kenarlar ise Delaunay
ticgenlemesidir. O ylizden algoritma i¢inde gecerli bir iiggenleme elde edilene kadar
gecersiz kenarlar kenar ¢evirme islemine tabi tutulur. Buradaki sorun p, eklendiginde
hangi kenarlarin gegersiz duruma gelebilecegidir. Daha dnceden gegerli bir p;p; kenar
ancak kendine komsu iki iiggende bir degisme oldugunda gegersizlesebilir. Buna gore
sadece yeni olusan tggenlerin kenarlar1 kontrol edilmelidir. Bu islem
KENARI_GECERLILESTIR yordami yardimiyla gergeklestirilir. Bu yordam kenarlar
test edip gerekli ise cevirir. Eger bir kenar ¢evirme islemi uygulanirsa, tiggenin diger
kenarlar1 da gecersiz duruma gelebilir. Bu yiizden yordam yinelemeli olarak kendini

cagirmaktadir (de Berg vd. 2008).

KENARI_GECERLILESTIR (p,,pip;,T)
(*pr dahil edilen nokta, p;p;’de gegersiz olma ihtimali olan kenardir¥*)
if(ﬁﬁﬁ kenari gecersiz ise)
then (p;p;px ﬁﬁﬁ boyunca p,p;p;’ ye komsu olan ucgendir.)
(*pip;’ yi cevir*) p;p;’vi prpx ile dedistir.
KENARI GECERLILESTIR (p,, DDk, T)

KENARI_GECERLILESTIR (p,,pxp;, T)
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3.1.4 R™! Projeksiyon algoritmasi

Bu algoritma Delaunay iicgenlemesinin hesaplanmasi problemini konveks zarf
hesaplanmasi problemine doniistiiriir. Algoritmanin ismi bir iist boyuta projeksiyon
yapilmasindan kaynaklanir. Algoritmanin G6zetle yaptigr is biitiin noktalar1 bir boyut
yukarida, orijine merkezlenmis bir paraboloide yansitmaktir. Bir {ist boyutta konveks
zarf hesaplanir ve hesaplanan konveks zarfin alt kism1 eski boyuta tekrar yansitilir. Bu

da Delaunay tiggenlemesini verir.

Bu durumda once konveks zarfin tanimini yapmak dogru olacaktir. n boyutunda P
noktalar kiimesinin konveks zarfi P’yi igeren biitiin konveks kiimelerinin kesisimidir

(http://www.wolfram.mathworld.com 2008).

Iki boyutlu Delaunay iicgenlemesi Del(P) ii¢ boyutlu konveks zarfin hesaplamasiyla
elde edilebilir. Uggenlemesi yapilacak bir P noktalar kiimesi olsun. Oncelikle bir boyut
yukaridaki paraboloidin -ki burada 3 boyutlu olacaktir- tanimlanmasi uygun olacaktir.
Ug boyuttaki bu paraboloit f(x,y) = (x,y,x? + ¥?) ile tammlanir ve Q ile gosterilir. 2
boyuttaki P noktalar kiimesinin noktalarinin () iizerindeki yansimalar1 p ile gosterilsin.
Bu durumda p = (p,,py,p% +py) olacaktir. Yansitilan p noktalarndaki tanjant
diizlemleri de p* ile ifade edilsin. Iki boyuttaki tanjant dogrularinin iist boyuttaki

esdegeri olan tanjant diizlemleri su sekilde tanimlanabilir.

(x0,Y0) z = f(x,y) ylizey fonksiyonunda herhangi bir nokta olsun. Bu ylizey (x,, ¥o)
noktasinda z = f(x,y) + f(x0,¥0)(x — x0) + f;,(x0,¥0)(y — ¥o) ile verilen ve dikey

olmayan bir tanjant diizlemine sahiptir (http://www.wolfram.mathworld.com 2008).

Buradaki problem i¢in bu ifade uygulanirsa p* tanjant diizlemleri

Z = 2pyX + 2p,y — Py — Dy (3.1)
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seklinde elde edilir.

Herhangi ii¢ p,q,r € P noktalar1 icin V(p), V(q), V(r) Voronoi hiicreleri bir v
Voronoi kosesini paylagirlar. Tanjant diizlemleri p*,§*,#* p,q,7 noktalarindan
gecmektedir. Bu tanjant diizlemleri v iizerindeki uzayda v* noktasinda kesisir. Tanjant
diizlemlerinin dogas1 geregi bu v* noktasi, v’nin  fiizerindeki yansimasi ¥’niin

altindadir.

Simdi de bu v* noktasinda duruldugu ve paraboloide bakildig: diisiiniilsiin. D1s yiizeyde
yani siirda goriilen noktalar, tanjant diizlemleri {izerinde bulunulan v* noktasindan
gecen noktalarin sinirlaridir. Q {izerindeki bu sinir T ile gosterilir. I izerindeki noktalar
g ve tanjant diizlemleri g* ile gosterilsin. [’'nin 2 boyuttaki diizleme yansimalar1 v
noktasina esit uzakliktaki g noktalarini verecektir. g noktalar1 da merkezi v noktasi olan
bir ¢ember teskil eder. v noktasi V(p),V(q),V(r) Voronoi hiicrelerinin ortak kose

noktasi oldugundan bu ¢emberde pgr Delaunay iiggeninin ¢evreleyen ¢emberi olacaktir.

Peki, bu durum nasil konveks zarfa karsilik gelmektedir? p, q ve r noktalar tek bir
cember tanimlamakta olduklarindan T, paraboloidin p,§,7 noktalarindan gegen
diizlemle kesisimidir. p, g, r noktalari, bu noktalarin Voronoi hiicreleri bir Voronoi
kosesini paylastiklarindan bir Delaunay tiggeni olusturduklar1 bilinmektedir. Dolayisiyla
bu ¢evreleyen ¢emberin P’nin diger biitiin noktalariyla ilgisi yoktur. Bu da diger biitiin
noktalarin paraboloit iizerindeki yansimalarinin I’den gecen diizlemin iizerinde yer
almasi1 anlamia gelmektedir. Dolayistyla () {izerinde bu diizlemin altinda kalan kisim
yansitilan noktalarin higbiri etkilenmeden kesilebilir. Her kesme islemi paraboloidin bir
parcasini yok eder ve p,q,7’den gecen bir iiggen birakir. Del(P)’nin biitiin p, q, r
noktalar1 icin bu tliggen ylizleri yansitilan noktalarin konveks zarfini olusturur.
Dolayisiyla sonug sdyle sOylenebilir. Konveks zarf yiizleri ve onun simirlari, ( {izerine

yansitilmis Delaunay ti¢genleridir (Zimmer 2005).

Buna gore Delaunay iiggenlemesinin hesaplanmasi konveks zarf hesaplanmasi ve iki

projeksiyon isleminden olusacak hale getirilmistir. Herhangi bir kiimenin konveks
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zarfinin hesaplanmasi i¢in ¢ok cesitli algoritmalar gelistirilmistir. Qhull algoritmasinin

karmagikligi O(nlogv) olarak verilmektedir (http://www.ghull.com 1995). n ve v

sirastyla giris ve ¢ikis noktalarinin sayisidir. Buradaki giris ve ¢ikis noktalarinin sayisi
ayni oldugundan karmasiklik O(nlogn) olarak verilebilir. Yansitma islemleri lineer
sirede yapilabildigine gore R*"' projeksiyon algoritmasmin toplam karmasiklig

O (nlogn) olacaktir.

3.1.5 Fortune algoritmasi

Fortune algoritmas1 diizlemdeki bir nokta kiimesinden Voronoi diyagraminin
tiretilmesinde kullanilan bir diizlem tarama algoritmasidir. Bu algoritma O (nlogn) siire
ve 0(n) bellek kapasitesi kullanir. Algoritma ilk olarak Steven Fortune tarafindan "A

sweepline algorithm for Voronoi diagrams" ad1 ile yayinlanmistir (Fortune 1987).

Algoritma bir tarama ¢izgisi ve bir kiy1 ¢izgisinden olusur ki bu ¢izgilerin her ikisi de
algoritmanin islemesi sirasinda diizlem boyunca hareket eder (Sekil 3.6). Tarama ¢izgisi
diiz bir ¢izgidir ve klasik olarak diizlemde soldan saga dogru ya da yukaridan asagiya
dogru hareket eden bir ¢izgi olarak diisiiniilebilir. Algoritmanin c¢aligmasi sirasinda
herhangi bir anda tarama ¢izgisinin {iistlindeki mevziler Voronoi diyagramina entegre

edilmistir, altindaki mevziler ise heniiz islenmemistir.
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Sekil 3.6 Tarama ¢izgisi ve kiy1 ¢izgisi

Kiy1 ¢izgisi ise aslinda bir ¢izgi degildir, tarama ¢izgisinin iistiinde, bircok parabolden
olusan karmasik bir egridir (Sekil 3.7). Bu egri tarama ¢izgisinin altindaki ¢izgileri goz
Oniine almadan diizlemin Voronoi diyagrami hesaplanan bir pargasini i¢ine alir. Tarama
cizgisinin istiindeki her nokta i¢in, o noktadan ve tarama cizgisinden esit uzakliktaki

noktalardan olusan bir parabol tanimlanabilir ve kiy1 ¢izgisi bu parabollerin birlesiminin

siniridir.

[0}

Sekil 3.7 Tarama ¢izgisinin ilerlemesi
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Voronoi diyagraminin 6gelerinin olugsmasinda iki tip olay vardir. Bir “nokta olay1” bir
Voronoi kenarinin olugmasini saglar. Bir “cember olay1” ise Voronoi kenarinin

olugmasinin yaninda Voronoi kosesinin de olusmasini saglamaktadir.

Sekil 3.8 Tarama ¢izgisi ilerlerken d+1 boyuttaki goriintii

Diizlemde bir P noktalar kiimesi verildiginde diizlemi yukaridan asagiya dogru
tarayacak bir [ dogrusu diisiiniilsiin. Bu tarama ¢izgisi olacaktir. [ dogrusunun iizerinde
kalan yar1 diizlem [* olarak adlandirilsin. Bir p; € P noktasi igin f8;’de odaginda p; nin
oldugu yatay parabol olsun. B;, [*’da p;’den ve tarama ¢izgisi [’den esit uzakliktaki
noktalardan olusur. Kiy1 ¢izgisi ise [ yar1 diizlemindeki noktalarin parabollerinin alt
smiridir. Tarama ¢izgisi asagiya dogru hareket ettik¢e kiy1 ¢izgisi de dogal olarak onu
takip eder ve kiyr ¢izgisinin yapist geregi asagi dogru ilerledikge giderek diizlesir.
Voronoi kenarlar1 bir nokta olayinin gergeklesmesi ile ortaya ¢ikar. Tarama ¢izgisi yeni
bir p,, noktasina ulastiginda bir nokta olay1 gerceklesir (Sekil 3.9). Once p,, noktasindan
kiy1 ¢izgisine dogru dikey bir ¢izgi ¢izilir. Bu da yeni bir Voronoi kenarinin dogmasini
saglar. Bu dikey c¢izgi yeni bir f5,, paraboliine genisler ve kiy1 ¢izgisinde bir bosluk
olusturur. B, ile kiyr ¢izgisinin kalan kisminin kesisimleri yeni Voronoi kenarmi

¢izmeye baglar.
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Sekil 3.9 Nokta olayinin gergeklesmesi

Voronoi koselerinin olusmasi i¢in ise ¢ember olaymin gergeklesmesi gerekmektedir.
Cember olay1 iki Voronoi kenarmin bir kesisim noktasinda bulustugu anda olusur.
Diger bir deyisle kiy1 ¢izgisinin sirali ii¢ yay1 i¢in kenardaki iki yayin ortadaki {izerine
biiylimesi esnasinda gergeklesir (Sekil 3.10). Sirali yay liglemesi p;, pj, py noktalari igin
olusan paraboller B;, B;, B olmak lizere kiy1 gizgisinin bir bolimiidir. B; ve B’ nin
kesisim noktas1 bir Voronoi kdsesinin olusmasini saglar. Ayni zamanda bu olayda yeni
bir Voronoi kenar1 da olusur. Clinkii bu anda ; ile 8, arasinda yeni bir kesisim ¢izgisi
izlenmeye baglanmistir. Bir ¢ember olay1 ile olusturulan Voronoi kenari tam olarak
parabolleri sirali yay tliglemesini olusturan p;, pj, py noktalarinin tanimladigi gemberin

merkez noktasidir. Bu ylizden bu olaya ¢ember olay1 ad1 verilmektedir.

Bu olaylar algoritmanin yapitaslari olduklarindan ne zaman olustuklarinin izlenmesi
gerekmektedir. Nokta olayinin ger¢eklesmesinin belirlenmesi kolaydir, tek yapilmasi
gereken tarama c¢izgisinin yeni bir noktaya ulastiginin kontrol edilmesidir. Cember
olaymin gergeklesmesinin belirlenmesi i¢in kiy1 ¢izgisindeki sirali yay iiclemelerinin
izlenmesi gereklidir. Herhangi bir sirali yay ti¢lemesi ikili haline geldiginde g¢ember
olay1 gergeklesir. Tarama ¢izgisi biitiin noktalar1 taradiginda ve sirali yay tigleme listesi
bosaldiginda geriye kalanlar Voronoi kenarlar1 ve kdseleri olacaktir. Bu da P noktalar

kiimesinin Voronoi diyagrami Vor(P)’yi verir (de Berg vd. 2008).
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Sekil 3.10 Cember olayinin gergeklesmesi

3.1.5.1 Algoritmanin calismasi

Buraya kadar Fortune algoritmasi 6zetlenmistir. Artik algoritmanin nasil g¢alismasi
gerektigi bilindigine gore Voronoi diyagraminin olusturulabilmesi igin gerekli veri
yapilarinin belirlenmesi gerekmektedir. Birinci veri yapist o ana kadar hesaplanan
Voronoi diyagraminin tutulmasi i¢in gerekli olandir. Bunun yaninda olay kuyrugunu
tutan ve tarama ¢izgisinin durumunu tutan iki standart veri yapisina ihtiyag¢ vardir.

Buradaki ikinci yap1 ayn1 zamanda kiy1 ¢izgisini de teskil etmektedir.

Voronoi diyagraminin olusturulan kismini tutmak i¢in klasik veri yapist olan DCEL
(doubly-connected edge list) uygun olacaktir. Ancak Voronoi diyagrami tam anlamiyla
bir alt grafik olmadigindan, yani yar1 dogru ve dogrular olabileceginden bu boliimler bu
veri yapisinda tutulamaz. Bu durum diyagramin olusturulmasi asamasinda bir problem
olusturmaz. Ciinki kiy1 cizgisinin tutuldugu yapi, DCEL’ nin ilgili kismina ulagmay1
miimkiin kilar. Hesaplama bittiginde ise gecerli bir DCE L’ nin olusturulmasi gerekir. Bu
son asamada sahneye biitiin Voronoi koseleri icerecek kadar biiyiik bir kutu eklenir.

Sonugcta elde edilen, bir kutu ile ¢evrelenmis Voronoi diyagrami olacaktir.

45



Kiy1 cizgisi ise T ile gosterilen bir dengeli ikili arama agaci yapisi ile ifade edilir. Bu
durum yapisini olusturacaktir. Bu yapinin yapraklari kiy1 ¢izgisinin yaylarma karsilik
gelecektir. Bu dengeli yap1 oldugundan sirali olacaktir. Yani en soldaki yaprak kiyi
cizgisinin en solundaki yay1 ifade edecektir. Her u yapragi ilgili yay1 ifade eden mevziyi
tutacaktir. T nin i¢ diiglim noktalar1 ise Kiy1 ¢izgisindeki kirilma noktalarini ifade eder.
Bir kirilma noktasi bir i¢ diigiimde < p;, p; > seklinde bir veri grubu ile tutulur. Burada
p; kirilma noktasmin solundaki ve p; de sagindaki parabolii ifade etmektedir. Kiy

cizgisinin bu veri yapisi kullanilarak O(logn) siirede yeni bir mevzinin iizerinde yer
alan kiy1 ¢izgisinin yay1 bulunabilir. i¢ diigiimde ise basit olarak yeni mevzinin x-
koordinatiyla kirilma noktasinin x-koordinati karsilastirilir. Bu koordinatlar da, tarama
cizgisinin pozisyonu ile mevzilerin veri grubundan sabit siirede elde edilebilir. Burada

parabollerin tutulmadigina dikkat edilmelidir.

T icinde ayn1 zamanda tarama islemi sirasinda kullanilan diger iki veri yapisina
isaretciler bulunmaktadir. T’nin a yayini ifade eden her yapragi olay kuyrugunda a’nin
yok olacagi cember olayimi ifade eden diiglime, bir isaret¢iye sahiptir. Eger o’nin yok
olacag1 bir ¢ember olay1 yoksa veya bu olay heniiz belirlenmemisse bu isaret¢i null
degerine sahip olacaktir. Son olarak her i¢ diiglimiinde Voronoi diyagraminin
DCEL’indeki yar1 kenarlara bir isaret¢i vardir. Daha 6zel olarak sdylenirse v i¢ diiglimii,
v ile ifade edilen kirilma noktasi ile olusturulacak kenarin yari kenarlarina bir isaretciye

sahiptir.

Olay kuyrugu Q ise bir oncelik kuyrugu olarak gelistirilmektedir. Burada oncelik
olaylarin y-koordinati olacaktir. Bu yapi su an bilinen gelisecek olaylarin kaydini
tutmaktadir. Bir nokta olayi i¢in basit¢e noktanin kendisi tutulur. Bir ¢ember olayi igin
ise tutulan, T i¢inde bu olay sirasinda kaybolacak yay1 tutan yapraga bir isaretci ile

beraber ¢gemberin en alt noktasidir.

Biitiin nokta olaylar1 sirasiyla bilinmektedir. Ancak ¢ember olaylar1 bilinmemektedir.

Dolayisiyla ¢gember olayinin belirlenmesine ihtiyag¢ vardir.
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Tarama c¢izgisi ilerledikce her yeni olayda kiy1 ¢izgisi topolojik yapisini degistirecektir.
Bu durum yeni sirali yay fl¢lemelerinin olusmasimma ve daha once var olan yay
ticlemelerinin de kaybolmasina neden olabilir. Algoritmada her sirali yay iiclemesinin
potansiyel bir olay meydana getirebileceginden olay kuyrugu Q’da tutulmalidir. Burada
dikkat edilmesi gereken iki ince nokta vardir. Birincisi sirali liglemenin iki kirilma
noktasinin yakinsamamasidir. Bu hareket ettikleri dogrultulara bakilinca iki kirilma
noktasiin gelecekte bulugmayacagi anlamina gelir. Bu olayda kesisme noktasindan
uzaklagan iki sektdr boyunca hareket ettiklerinde olusur. Bu durumda bu {igleme

potansiyel bir cember olay1 teskil etmemektedir.

Ikincisi ise bir iiglemenin yakinsayan kirilma noktalar1 olsa dahi buna karsilik gelecek
cember olaymm olusmasi gerekmez. Ucleme kiy1 ¢izgisinde yeni bir mevzinin

goriinmesiyle kaybolabilir. Bu durumda bu olaya yanlis alarm ad1 verilmektedir.

Sonugta algoritmanin yaptig1 6zetlenirse, olusan her sirali yay iiclemesi kontrol edilir.
Ornegin bir nokta olayinda yeni ii¢c adet iicleme olusabilir. Birincisi eski iiglemenin
solunda olusan yay, biri ortadaki ve bir de iliglemenin saginda olusan yay ile meydana
gelen ticlemelerdir. Yeni bir iicleme yakinsayan kirilma noktalarina sahipse bu olay, Q
olay kuyruguna dahil edilir. Bir nokta olay:1 sirasinda olusacak ii¢ liglemeden ortada
olaninin higbir zaman bir ¢ember olayma neden olmayacagma dikkat edilmelidir.
Ciinkii sag ve sol yaylar ayn1 parabolden geldikleri i¢in kirilma noktalar1 uzaklasacaktir.
Bunun yaninda kaybolan biitiin iiclemelerin olay kuyrugunda bir girdisinin olup
olmadig1r da kontrol edilmelidir. Eger varsa, bu bir yanlis alarm olacaktir ve olay
kuyrugundan silinmelidir. Bu islem 7°deki yapraklardan olay kuyrugundaki karsilik

gelen gember olayina isaret eden isaretgiler kullanilarak kolayca yapilabilir.

Yardimci Teorem 3.1: Her Voronoi kosesi bir gember olay1 sayesinde belirlenir.

Simdi algoritma yapis1 verilebilir. Biitiin olaylar islendiginde ve olay kuyrugu
bosaldiginda heniiz kiy1 ¢izgisinin kaybolmadigina dikkat edilmelidir. Hala bulunan

kirilma noktalar1 Voronoi diyagraminin yari1 dogrulara tekabiil etmektedir. Daha
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oncede deginildigi gibi yar1 dogrular DCEL yapis1 tarafindan tutulamayacagindan bu

kenarlarin baglanacag biitiin sahneyi icine alan bir kutu eklenmelidir.

Algoritma FORTUNE VORONOI DIAGRAMI (P)

Girdi: Dizlemde noktalar kimesi

Cikti: D DCEL veri yapisinda bir cevreleyen kutu icinde verilen P’nin
Voronoi diyagrami Vor (P)

1. Bitiin nokta olaylarini Q olay kuyruuna dahil ederek Q’yu
olustur.

Bos bir T durum yapisi olustur.

Bos bir D c¢ift bagli kenar listesi (DCEL) yapisi olustur.

2. while (Q bos olmadigi siirece)

3. do (En biiyiik y koordinatina sahip olayi Q’dan c¢ikar)

4. If ( Olay pi’ de gercgeklesen bir nokta olayi ise)

5. then NOKTA_OLAYI_GERCEKLESTIR (pi)

6. else CEMBER_OLAYI_GERCEKLE$T1R (y) Dburada vy, kaybolacak vyayi
ifade eden T’nin yapragidir.

7. T'’nin ig¢inde Voronoi diyagraminin yari dogrularina karsilik
gelen 1i¢ digum noktalari Dbulunmaktadir. Voronoi diyagraminin
bitin koselerini igerecek bir kutu hesapla ve yari dodrulari bu
kutulara bagla. DCEL yapisini gincellestir.

8. DCEL’deki kenarlari hiicre kayitlarini eklemek iizere ters cgevir.

Olaylar1 hesaplayan alt yordamlarda su sekilde verilebilir.

NOKTAﬁOLAYIiGERCEKLESTiR(p”
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1. EGer T bos ise pij’yi T’ye dahil edip doén. Aksi takdirde sonraki
adimlarla devam et.

2. T'nin ic¢inde pj’'nin tzerinde olan o yayini ara. EJer o’yi ifade
eden vyaprak Q i¢inde bir c¢ember olayina isaret eden Dbir
isaretciye sahipse bu c¢ember olayi yanlis alarmdir ve bu olay
Q’'dan silinmelidir.

3. T’nin o’y1 ifade eden yapragini, i¢ yapradga sahip bir alt dal
ile degistir. Ortadaki yaprak yeni nokta pj’yi, diger iki yaprak
ise o yapraginda saklanan p; noktalarini tutsun. Yani (p;,p;) ve
(pi,pj) veri gruplarini yeni iki ic¢ digimde sakla. Gerekli ise iki
kirilma noktasini ifade eden T’de dengeleme operasyonlarini
gerceklestir.

4. V(p;) ve V(m) Voronoi hiicrelerini bdlecek yeni dodru kayitlarini
olustur. (Yeni iki kirilma noktasi tarafindan cizilecek)

5. pi i¢in olusan yeni yayin solda oldudu sirali yay ic¢lemelerini
kirilma noktalarini yakinsamasi ic¢in kontrol et. EJer varsa Q’vya
bir c¢ember olayi ve T ve Q’'daki dugumlere karsilikli olarak
isaretgiler ekle. Ayni islemi vyeni vyayin sadda oldudu vyay
iiclemesi icin tekrarla.

CEMBER OLAYI GERCEKLESTIR

1. T'den kaybolan a yayini ifade eden y yapradini sil. Ic¢ dugimlerde
kirilma noktalarini tutan veri gruplarini giincelle. Gerekli ise
T’de dengeleme operasyonlarini gergeklestir. Q’dan o’y1l iceren
bitin g¢ember olaylarini sil. Bu olaylar T’deki y’vya bagli ileri
ve geri yonini isaretcgiler kullanilarak bulunabilir. (o’nin orta
yay oldugu olay islenmektedir ve Q’dan silinecektir.)

2. Olaya neden olan c¢emberin merkez noktasini bir Voronoi kosesi
kaydi olarak Voronoi diyagraminda saklayan DCEL’ye ekle. Kiyi
cizgisinde yeni olusan iki kirilma noktasina karsilik iki vyara
dogru kaydi olustur. Aralarindaki isretcgileri olustur. Bu kOse
noktasinda biten yari dogru kayitlarina ¢ yeni kayit ekle.

3. Yeni sirali yay 1ic¢lemelerinden eski sol yayin ortada oldudu
iclemenin kirilma noktalarinin birbirine vakinsayip
yakinsamadiklari konusunda kontrol et. EJer yakinsiyorlarsa Q’ya
cember olayi ekle ve karsilikli olarak T ve Q’daki isaretcgileri
ayarla. Ayni islemi eski sag yayin ortada oldudu ig¢leme ic¢in
tekrarla.
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Yardimci Teorem 3.2 : Algoritma O (nlogn) siirede ¢alisir ve O(n) bellek kullanir.

Ispat: T agacindaki ve Q kuyrugundaki ekleme ve silme gibi temel islemler O (logn)
siirede yapilmaktadir. DCEL’deki temel islemler ise sabit siirede yapilir. Bir olayin
islenmesi sirasinda sabit sayida temel iglem yapilmaktadir, dolayisiyla bir olayin
islenmesi O(logn) siirede gergeklesir. Tam olarak n adet nokta olayr vardir. Cember
olaylarinin sayisinin belirlenmesi i¢in her Voronoi kosesinin bir ¢ember olayr ile
olustugu goz Oniline almabilir. Yanlis alarmlar islenmeden silindigi i¢in dikkate
alimmasina gerek yoktur. Yanlis alarmlar gercek bir olayin islenmesi esnasinda
olusturulup silindikleri i¢in onlar i¢in harcanan siire gergek olaymn islenmesinde
bastirilmis olur. Bu yilizden ¢ember olaylarinin sayisi en fazla 2n — 5 olacaktir. Siire ve

bellek ihtiyaci da bunlara bagl olarak bulunur.

Son olarak bozulma olabilecek durumlara deginilecektir. Algoritma olaylar1 yukaridan
asagiya dogru islemektedir, buna bagl olarak iki veya daha fazla mevzinin ayni yatay
dogru {izerinde bulunmasi durumunda bir bozulma gerceklesebilir. Daha agik
sOylenirse, iki noktanin y-koordinati ayni ise bu durum olusabilir. Bu olaylar x-
koordinatlar1 ayrik ise herhangi bir sirada islenebilir. Dolayisiyla ayni y-koordinatina ve
farkli x-koordinatina sahip olaylar bir sorun olusturmaz. Ancak bu durum algoritmanin
basinda gergeklesirse yani ikinci noktanin y-koordinat1 birinci noktanin y-koordinatiyla
ayni ise Ozel bir koda ihtiya¢ vardir. Ciinkii ikinci noktanin iizerinde heniiz bir yay

yoktur.

Simdi de ¢akisan olay noktalar1 oldugu diisiiniilsiin. Ornegin ayni cember iizerinde dort
veya daha fazla mevzinin oldugu durumda cakisan ¢ember olaylar1 olacaktir. Bu
noktalarin tizerinde bulundugu ¢emberin i¢i bostur ve merkezi de bir Voronoi kdsesi
olacaktir. Bu kdsenin derecesi en az dorttiir. Bu gibi 6zel durumlart belirlemek i¢in ilave
kod yazilabilir ancak buna gerek de yoktur. Cilinkii algoritma bu olaylar1 geligigiizel
sirada isler ve derecesi dort olan bir Voronoi kosesi olusturmak yerine ayni
koordinatlarda derecesi ii¢ olan iki kose noktasi olusturur. Bu kdseler arasindaki uzaklik

sifirdir. Bu bozuk kenar algoritmanin tamamlanmasindan sonra silinebilir.
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Olaylarin sirasinin belirlenmesinde boyle bozulmalar olabilecegi gibi bir olay islenirken
de bozulmalar olabilir. Bu durumda islenen p; mevzisinin tam olarak kiy1 ¢izgisindeki
iki yayin kirilma noktasinin altinda olmasi durumunda gergeklesir. Bu yaylarin birinin
uzunlugu sifir olacaktir. Bu uzunlugu sifir olan yay da bir ¢cember olay1 tanimlayan bir
yay liclemesinin orta yay1 durumundadir ve bu ¢gemberin de en alt noktasi p; ile ¢akisir.
Algoritma bu ¢ember olayin1 Q olay kuyruguna ekler ¢linkii onu tanimlayan bir yay
ticlemesi vardir. Bu olay islendiginde Voronoi diyagraminin bir kdsesi dogru olarak
olusturulur ve bu sifir uzunluklu yay sonradan silinebilir. Diger bir bozulma da kiy1
cizgisi lzerindeki sirali li¢ yaym aynm dogru fiizerindeki li¢ mevzi tarafindan
tanimlanmas1 durumunda gergeklesir. Bu durumda bu mevziler bir ¢ember tanimlamaz

ve bir cember olay1 olugsmaz.

3.1.6 Bol ve Fethet (Divide & Conquer) algoritmasi

Voronoi diyagraminin hesaplanmasi i¢in ilk deterministik en kotli durum optimize
edilmis algoritma Shamos ve Hoey (1975) tarafindan ortaya konulmustur. Bu bol ve
fethet algoritmasinda P nokta mevzileri kiimesi, asag1 yukari ayni boyutta olan L ve R
adinda iki alt kiimeye bir bdlme c¢izgisi vastasiyla boliinlir ve 6zyinelemeli olarak
Vor(L) ve Vor(R) hesaplanir. Burada 6nemli olan nokta, bolme ¢izgisinin bulunmasi
ve Vor(L) ve Vor(R)’nin Vor(P)’yi olusturmak {lizere birlestirilmesidir. Bu islem
O(n) siirede yapilabilirse toplam c¢aligma siiresi O(nlogn) olacaktir (Aurenhammer ve

Klein 2000).

P kiimesindeki mevziler 6nceden x ve y koordinatlarina gore siralanirsa yatay ve dikey

bdlme cizgileri kolaylikla bulunabilir.

Ayirma adimi, Vor(P)’nin biitiin kenarlar1 iginden L’nin Voronoi hiicreleri ile R’nin

Voronoi hiicrelerini birbirinden ayiran B (L, R) ’nin hesaplanmasindan ibarettir.

Bolme cizgisinin dikey oldugu ve L’ninde bu ¢izginin solunda olan mevzilerin kiimesi

oldugu kabul edilsin.

51



V(L)

Sekil 3.11 Vor (L), Vor(R) ve B(L, R)’nin birlestirilerek Vor(P) nin olusturulmasi

Yardimcr Teorem 3.3: B(L,R)’nin kenarlar1 tek bir y-monoton poligonal zincir

olusturur. Vor(P) i¢inde L’nin mevzilerinin hiicreleri B(L,R)’nin solunda ve R’nin

mevzilerinin hiicreleri B(L, R)’nin sagina yer alir.

Ispat: b, B(L, R)’nin herhangi bir kenar1 ve [ € L ve r € R’de hiicreleri b’ye komsu
olan iki mevzi olsun. [, r’den daha kii¢iik bir x koordinatina sahip oldugundan b yatay

olamaz ve [’nin hiicresi b’nin solunda olmalidir.

Sonugta Vor(P); Vor(L), Vor(R) ve B(L, R) nin birlestirilmesiyle elde edilebilir (Sekil
3.11). B(L, R) sonsuzda bir baslangi¢ kenar1 bulunarak ve Vor(L) ve Vor(R) boyuca

izlenerek bulunabilir.

Teorem 3.1: Bol ve fethet algoritmasi diizlemde »n nokta mevzisinden olusan bir
kiimenin Voronoi diyagramim1 O(n) bellek kapasitesi kullanarak O(nlogn) siirede

hesaplar.
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3.2 Genellestirilmis Voronoi Diyagramlari ve Uygulamalar

3.2.1 Dogru parcalarimin Voronoi diyagramlari

Voronoi diyagrami noktalarin yaninda nesneler i¢inde tanimlanabilir. Diizlemdeki bir
noktanin bir nesneye olan uzakligi, nesnenin iizerinde o noktaya en yakin nokta
kullanilarak belirlenir. Basit olarak iki nokta arasindaki aciortay bir dogru
tanimlamaktadir, iki ayrik dogru pargasinin agiortay1 ise daha karmagik bir sekle sahip
olacaktir. Bu sekil yediye kadar parga ihtiva eder. Her parca, dogru pargasi ya da
parabolik yay olabilir. Parabolik yaylar dogru parcasinin birindeki en yakin nokta ug
noktas1 ve digerindeki en yakin nokta bir i¢ nokta oldugunda olusur. Diger biitiin
durumlarda olusacak parcalar diizdiir. Agiortaylar ve dolayisiyla Voronoi diyagrami
daha karmasik bir yapiya sahip olmasina ragmen n adet ayrik dogru pargasinin Voronoi
diyagraminin kenarlarinin, kdselerinin ve yiizlerinin sayisi sadece O (n)’dir (de Berg vd.

2008).

Dogru pargalarinin kesismedigi ancak ortak ug¢ noktalarina sahip olduklar: diisiiniilsiin.
Bu durumda diizlemin belli bir bolgesinin tamami ortak bir noktalar1 olduklar i¢in her
iki dogru pargasina da esit uzaklikta olacaktir ve agiortaylarda artik egri bile
olmayacaktir. Ortak u¢ noktalar1 olan dogru pargalarinin Voronoi diyagramlarinin
tanimlanmas1 ve hesaplanmasindaki bu karmasikliktan kag¢inmak i¢in biitiin dogru
parcalarinin tamamen ayrik olduklar1 kabul edilecektir. Bir¢ok uygulamada ayrik dogru

parcalari elde etmek tizere dogru parcalari ¢ok kiigiik bir miktar kisaltilabilir.

Tarama ¢izgisi algoritmast dogru pargalarinin Voronoi diyagraminin hesaplanmasina
adapte edilebilir. S = {sq,s,, ... ... ....., 5} ayrik n dogru pargasindan olusan bir kiime

olsun. Burada S’deki dogru parcalari yine mevzi olarak adlandirilacaktir.

Nokta mevzileri i¢in gelistirilmis tarama ¢izgisi algoritmasi diisliniildiigiinde kiy1
cizgisi, tarama ¢izgisinin tizerindeki en yakin mevzi ile tarama ¢izgisine esit uzakliktaki

noktalarin olusturdugu pargali parabolik bir egri olarak sdylenebilir. Peki, mevziler
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dogru parcalar olduklarinda kiy1 cizgisi nasil olacaktir? ilk gdze carpan bir dogru
parcasi kismen tarama ¢izgisinin iistiinde ve kismen altinda olabilir. Bu durumlarda bu
mevzilerin sadece tarama ¢izgisi listiinde kalan kismi dikkate alinacaktir. Bu yiizden [
tarama ¢izgisinin herhangi bir pozisyonunda, kiy1 ¢izgisi, bir mevzinin tarama ¢izgisi
tizerinde kalan kismmin en yakin noktasi ile tarama cizgisine esit uzakliktaki
noktalardan olusacaktir. Bu kiy1 ¢izgisinin dogru pargalarindan ve parabolik yaylardan
olusacagi anlamina gelmektedir. Parabolik bir yay sadece mevzinin en yakin noktasinin
uc¢ noktasi olmasi durumunda gercgeklesir. Eger mevzinin kiy1 ¢izgisine en yakin noktasi
icteki bir nokta ise kiyr ¢izgisinin o bolimii bir dogru par¢asindan olusur. Eger bir
mevzinin i¢ bir noktas1 I’yi keserse kiy1 ¢izgisinde bir uglar1 bu kesisim noktasinda

birlesen iki dogru pargasi olusur (Sekil 3.12).

\

Sekil 3.12 Dogru pargalarinin Voronoi diyagraminin olusturulmasi

Kiy1 ¢izgisini olusturan parabolik yaylarin ve dogru pargalarinin arasindaki kirilma

noktalar1 ¢ok ¢esitli yollarla olusabilir.

1. Eger bir p noktasi, iki mevzi ve | dogrusuna esit uzaklikta iken bu iki mevzinin
uc noktalarina en yakin nokta ise p bir dogru parcasi olusturacak bir kirilma
noktasidir.

2. Eger bir p noktasi, iki mevzi ve | dogrusuna esit uzaklikta iken bu iki mevzinin
i¢ noktalarina en yakin nokta ise p bir dogru pargasi olusturacak bir kirilma

noktasidir.
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3. Eger bir p noktasi, iki mevzi ve [ dogrusuna esit uzaklikta iken bu iki mevzinin
birinin u¢ noktasina ve birinin i¢ noktasina en yakin nokta ise p bir parabolik
egri olusturacak bir kirilma noktasidir.

4. Eger p bir mevzinin u¢ noktasina en yakin nokta ise ve bu nokta ile arasinda en
yakin mesafe dikey bir ¢izgi ise p bir dogru pargast olusturan bir kirilma
noktasidir.

5. Eger bir mevzi tarama ¢izgisini keserse, kesisim noktasi bir dogru pargasi

olusturacak bir kirilma noktasidir.

Dordiincii ve besinci tipteki kirilma noktalar1 aslinda Voronoi diyagraminin bir yayimni
izlemez. Ciinkii sadece bir mevziyi kapsamaktadir. Ancak algoritmanin dogru caligmasi
icin bu tip kirilma noktalar1 ve karsilik gelen olaylarin da dikkate alinmasi

gerekmektedir.

Nokta mevzileri i¢in gelistirilen tarama ¢izgisi algoritmasinda oldugu gibi bu
algoritmada da nokta olaylar1 ve ¢gember olaylar1 vardir. Bir nokta olay1 tarama ¢izgisi
bir mevzinin u¢ noktalarina ulastiginda gerceklesir. Mevzilerin iist u¢ noktalarinda
gerceklesen nokta olaylari, alt u¢ noktalarinda gerceklesen nokta olaylarindan farkl
incelenmelidir. Ust u¢ noktasinda kiy1 ¢izgisinin yay1 ikiye béliiniir ve arada dért yay
olusur. Bu dort yay arasinda olusan kirilma noktalar1 yukarida belirtilen son iki tiptedir.
Alt u¢ noktasinda ise mevzinin i¢ noktasiyla tarama ¢izgisinin kesisimindeki kirilma
noktas1 aralarinda parabolik bir yaymn oldugu dordiincii tipteki iki kirtlma noktasi ile

degistirilir.

Benzer sekilde ¢esitli tipte gember olaylart mevcuttur. Bunlarin hepsi kiy1 ¢izgisinin bir
yaymin kaybolmasi durumuna karsilik gelir ve tarama c¢izgisi iki ya da {i¢ mevzi ile
tanimlanan bos ¢emberin en alt noktasina ulagtiginda gerceklesir. Bu bos ¢emberlerin
merkez noktasi iki ardisil kirllma noktasinin bulusacagi noktalardir. Bulusacak kirilma
noktalarinin tiiriine bagl olarak farkli durumlar belirlenip incelenebilir. Eger iki kirilma
noktasi ilk {i¢ tiirden herhangi birinde ise o zaman ii¢ mevzi igerilmektedir. Eger kirilma
noktalarindan biri dordiincii tipte ise o zaman sadece iki mevzi igerilir. Besinci tipteki

kirilma noktalarinda ayrik dogru parcalari i¢erilmez.
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Algoritmanin hesapladig1 Voronoi diyagrami diiz kenarlar ve parabolik yaylarda olusan
bir alt boliimlemedir. Boyle bir boliimleme DCEL veri yapisinda tutulabilir mi? Bu
miimkiindiir, hatta yap1 hi¢ yeni diizenlemeye ihtiyag duymadan kullanilabilir. Her yiiz
icin karsilik gelen mevzi saklanir ve herhangi bir e yar1 dogrusu i¢in e’nin agiortay1
oldugu iki mevzi bulunabilir. Kenarin arasinda yer aldig: iki kdse noktasi da kolaylikla

belirlenebildiginden herhangi bir kenarin sekli sabit siirede bulunabilir.

Bu tarama ¢izgisi algoritmasi, nokta mevzileri i¢in olan versiyonunun bir uzantisidir.
Sadece daha fazla durum belirlenmeli ve islenmelidir. Ancak algoritma yine O(n) olaya

sahiptir ve her olayda O (logn) siirede islenebilir.

Teorem 3.2: n noktadan olusan bir ayrik dogru parcalarmin kiimesinin Voronoi

diyagrami O (nlogn) siirede O (n) bellek kapasitesi kullanilarak hesaplanabilir.

Dogru parcalarinin  Voronoi diyagramlarinin  6nemli bir uygulamasi hareket
planlamadir. Bir R robotu ve engellerin olusturdugu n adet dogru pargasi oldugu
diistiniilsiin. Robotun her yone rahatlikla hareket edebildigi ve bir D diski ile ifade
edilebildigi kabul edilsin. Robotun bir noktadan diger noktaya engellere ¢arpmadan

gidebilecegi yolu veya boyle bir yolun olmadigi belirlenmeye calisilsin.

Bir hareket planlama teknigi retraksiyon olarak adlandirilir. Retraksiyonda temel
prensip dogru parcalar1 arasinda tam ortadaki Voronoi diyagrami yaylarini izlemektir
(Sekil 3.13). Boylelikle en agik yol bulunmus olur. Dolayisiyla Voronoi diyagraminin
egrileri lizerinde olusturulacak bir yol carpisma olmadan ilerlemek igin en iyi

segenektir.
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biti
baslang

Sekil 3.13 Retraksiyon yontemi

Dogru parcalarinin Voronoi diyagramlarinin diger uygulama alanlari arasinda biyoloji,

cografya, doku tanima, bilgisayar grafikleri sayilabilir. (Kirkpatrick 1979, Lee 1982)

3.2.2 En uzak nokta Voronoi diyagramlari

En uzak nokta Voronoi diyagramlari Voronoi diyagramlarmin kullanildigi diger bir
uygulama alanidir. Bu uygulama alani i¢in bir 6rnek verilmesi gerekirse, nesnelerin
mitkemmel derecede yuvarlak olmasi istendigi durumlarda bu nesneler yuvarlaklik
testine tabi tutulur. Bu nesnelerden alinan 6rnek noktalar yaklasik olarak bir ¢gember
tizerinde yer alan bir P noktalar kiimesi elde edilir. Bu noktalar kiimesinin yuvarlaklig
bu noktalar1 ihtiva eden en kiiciik genislige sahip halka ile ifade edilir. Bu halka
esmerkezli iki ¢emberin arasinda kalan bolgedir ve halkanin genigligi bu iki ¢emberin

yarigaplari arasindaki farktan ibarettir (de Berg vd. 2008).
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Sekil 3.14 Bir nokta kiimesi icin en kii¢iik genislikteki halka durumlari

En kiiciik genislikteki halka sinir ¢emberleri iizerinde P noktalar kiimesinin bazi
noktalarini barindirmalidir. Durum analiz edildiginde, dis ¢emberin {izerinde en az bir
nokta olmasi gerektigi aciktir, aksi takdirde ¢emberin ¢ap1 azaltilabilir. Benzer sekilde
i¢c cemberin de lizerine en az bir nokta olmalidir, yoksa ¢cemberin c¢ap1 arttirilabilir.
Ancak her iki sinir gember iizerindeki birer nokta olmasi en kiigiik geniglikteki halkay1
tanimlamamaktadir. Bu halkay1 tanimlayabilecek ti¢ durum mevcuttur ve bu durumlarda

iki cember {lizerinde toplam dort nokta bulunmaktadir (Sekil 3.14) :

e Dis ¢ember P’nin en az ili¢ noktasini ve i¢ ¢cember P’nin en az bir noktasini
igerir.

e Dis ¢cember P’nin en az bir noktasini ve i¢ ¢cember P’nin en az ii¢ noktasini
igerir.

e Dis ¢ember ve i¢ cemberin her ikisi P’nin en az iki noktasini igerir.

Eger dis cember ve i¢ ¢cember listelenen durumlardan birinden daha az nokta igeriyorsa
her zaman daha kiigiik genislige sahip bir halka bulunabilir. Bu en kiigiik genislikteki
halkanin bulunmasi problemi bu halkanin merkezinin bulunmasi ile ¢dziilebilir. Merkez
nokta bulunduktan sonra halka P’nin bu merkez noktaya en uzak ve en yakin
noktalarinin belirlenmesi ile tanimlanabilir. Eger P noktalar kiimesinin Voronoi
diyagrami hesaplanirsa, en yakin nokta merkez noktanin i¢inde oldugu Voronoi hiicresi
ile bulunabilir. Benzer bir yap1 en uzak nokta i¢in de olusturulabilir ve bu yap1 en uzak

nokta Voronoi diyagrami olarak adlandirilmaktadir. Bu yapida diizlem P’nin aym
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noktasinin en uzak nokta oldugu hiicrelere boliiniir. Bir p; noktasinin en uzak nokta
Voronoi hiicresi, standart Voronoi hiicresinde oldugu gibi n—1 yari-diizlemin
kesisimidir. Ancak bu sefer dik agiortaylarin diger tarafi yani p;’den uzakta olan tarafi
alinir. Bu yiizden en uzak nokta Voronoi diyagramlariin biitiin hiicreleri konvekstir. P
noktalar kiimesindeki her noktanin en uzak nokta Voronoi diyagrami i¢inde bir hiicresi
bulunmaz; yari-diizlemlerin kesisimi bos olabilir (Sekil 3.15). Diizlemdeki herhangi bir
noktaya P kiimesi i¢indeki en uzak noktanin konveks zarf {izerinde bulunmasi
gerektigini gormek zor degildir. Bu yiizden konveks zarf i¢ine kalan bir noktanin en

uzak nokta Voronoi diyagraminda bir hiicresi yoktur.

Pj nin hiicresi

Sekil 3.15 En uzak nokta Voronoi diyagrami 6rnegi

Yardimer Teorem 3.4: Diizlemde verilen bir P noktalar kiimesi i¢in; P’nin herhangi bir

noktasinin en uzak nokta Voronoi diyagraminda bir hiicresi olabilmesi i¢in gerek ve

yeter sart bu noktanin P’nin konveks zarfinin bir kose noktasi olmasidir.

En uzak nokta Voronoi diyagrami artirimli bir algoritma ile hesaplanabilir. Once P
noktalar kiimesinin konveks zarfi hesaplanir, koseleri belirlenir ve bu koseler rastgele
sirada bir listede tutulur. Sonra bu listeden ilk ii¢ nokta hari¢ diger noktalar ¢ikarilir ve
kalan {i¢ nokta i¢in en uzak nokta Voronoi diyagrami hesaplanir. Sonra da kalan
noktalar sirayla eklenerek en uzak nokta Voronoi diyagrami olusturulmaya devam

edilir.
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Teorem 3.3: Diizlemde verilen n noktadan olusan bir noktalar kiimesinin en uzak nokta
Voronoi diyagrami O (nlogn) siirede O(n) bellek kapasitesi kullanilarak hesaplanabilir

(de Berg vd. 2008).

3.2.3 ¢ eksen

Bu kisimda Voronoi diyagraminin en basit genellestirmesi olan i¢ eksen incelenecektir.
Bu genellestirme noktalar kiimesinin sonsuz bir noktalar kiimesi olmasina izin

vermektedir, bu noktalar kiimesi bir poligonun sinirini olusturur (O’Rourke 1997).

Voronoi diyagramimin tanimindan yola ¢ikilirsa, bu diyagrami olusturan noktalar
kiimesindeki noktalarin en yakin mevzisi tek degildir. Bu noktalar iki veya daha fazla
mevziye esit uzakliktadir. Bir poligonun i¢ ekseni (poligonun simetrik ekseni veya
iskeleti olarak da adlandirilabilir) poligonun sinirindaki noktalarin birden fazlasina esit

uzakliktaki noktalar kiimesi olarak tanimlanabilir.

Sekil 3.16 Bir dikdortgenin i¢ ekseni

Bir dikdortgenin i¢ ekseni Sekil 3.16’da gosterilmistir. Orta eksenin yatay pargasi
tizerindeki her nokta dikdortgenin {ist ve alt kenarlarindaki noktalardan esit uzakliktaki
noktalardir. Benzer sekilde ¢apraz pargalar ardisil kenarlardan ve parcalarin kesisim

noktalar1 da li¢ kenardan esit uzakliktaki noktalardan olusmaktadir.
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3.2.4 Kisitlanmis Voronoi diyagrami ve Delaunay ii¢genlemesi

Belirli durumlarda, bir mevzi kiimesi {izerinde herhangi bir kisitlama olmadan elde
edilen Voronoi diyagrami ve Delaunay iicgenlemesi pratik ihtiyaclar1 karsilamak icin
yeterli olmamaktadir. Birbirlerine geometrik olarak yakin olan iki mevzinin komsu
sayllmamasi icin sebeplerin oldugu durumlar vardir. Ornegin birbirine cografik olarak
yakin iki sehir bir dag sirasiyla birbirinden ayrilmissa, bir kamyon siirliciisiiniin bakis
acisindan ¢ok uzak goriiniir. Ya da bu iki sehir yakin olmalarina ragmen farkl tilkelerin

sehirleri olabilir.

P diizlemde verilmis n adet noktadan olusan bir kiime ve L’de P tarafindan kapsanan ve
kesismeyen dogru parcalart kiimesi olsun. L kiimesindeki dogru parcalari Voronoi
diyagraminin olusturulmasi sirasinda karsilagilan engeller olacaktir. p; ve p; olarak

isimlendirilen iki nokta arasindaki kisitlanmis uzaklik asagidaki gibi tanimlanabilir

(Aurenhammer and Klein 2000).

b(p- p-) _ dist(pi,Pj), eger p, D, NL # Qise, (32)
v 00, diger durumlarda. :

Sonucta elde edilen kisitlanmig Voronoi diyagrami Vor(P,L)’de birbirine yakin olan
ancak birbirlerinden goriillemeyen mevzi bolgeleri L i¢cindeki dogru pargalar: tarafindan
kirpilmistir. Dogru parcgalarinin u¢ noktalarinin Voronoi hiicreleri, ilgili dogru pargasi

yakininda konveks degildir. Bu durum Sekil 3.17°de goriilmektedir.
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Sekil 3.17 Bir dogru pargasi ile kisitlanmis bir nokta kiimesinin Voronoi diyagrami ve
Delaunay iiggenlemesi

Vor(P,L)’nin ¢iftesi L kiimesi i¢indeki dogru pargalar1 igerilse dahi P’nin tam bir
ticgenlemesi degildir. Ancak Vor(P, L) bir iiggenleme elde etmek i¢in ¢iftes doniistimii
yapmak iizere modifiye edilebilir. Bu kisitlama altinda elde edilen {iggenleme

olabildigince Delaunay iiggenlemesi olacaktir.

Burada yapilacak modifikasyon oldukc¢a basittir. Her [ € L i¢in [ tarafindan sagdan
kirpilan bolgeler, sadece bu bolgelerin mevzileri varmis gibi sola dogru genisletilir.
Benzer sekilde [ tarafindan soldan kesilen bolgeler de saga dogru genisletilir. Bu
durumda tabii ki hiicreler iist iiste gelebilir ve diizlemin belli bir kismini tanimlamaz.
Simdi bir kenar1 paylasan hiicrelerin mevzileri ¢iftes doniisiimiine tabi tutulursa, L’nin
igerildigi tam bir ticgenleme elde edilmis olur. Bu iicgenlemeye de kisitlanmis Delaunay
ticgenlemesi denir ve Del(P,L) seklinde gosterilir. Kisitlanmig Delaunay
licgenlemesinin kenar sayisi en fazla 3n — 6 olacaktir. Hem kisitlanmis Voronoi

diyagramlarinin hem de kisitlanmis Delaunay tiggenlemelerinin boyutlar1 dogrusaldir.

Vor(P,L) ve Del(P,L)’nin hesaplanmasi i¢in bir¢ok yayinda degisik algoritmalar
sunulmustur (Seidel 1988, Kao ve Mount 1992). Bu tez calismast kapsaminda

gelistirilen yazilimda kisitlanmis Voronoi diyagrami ve kisitlanmis Delaunay
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ticgenlemesi hesaplamasi yapan algoritmalar tarama ¢izgisi algoritmasinda degisiklikler

yapilarak elde edilmistir.

3.2.5 a Sekilleri

Diizlemdeki bir P nokta mevziler kiimesinin seklinin ¢ikarilmasi islemi gilinlimiizde,
Ornegin veri gorsellestirilmesi ve doku tanima gibi alanlarda 6nemli bir problem olarak
ortaya c¢ikmaktadir. Belli bir mertebeye kadar P’nin seklini P’nin konveks zarfi
yansitmaktadir. Konveks zarfin kenarlar1 Delaunay iicgenlemesi Del(P)’nin bir
kismidir. a-sekli kavrami ilk olarak Edelsbrunner tarafindan ortaya konulmustur
(Edelsbrunner vd. 1983, Edelsbrunner 1987). a-sekilleri P’nin konveks zarfinin
genellestirilmesi ile elde edilmektedir ve yine Delaunay licgenlemesinin bir alt grafigi

olma 6zelligini korumaktadir.

a >0 i¢in P’nin a-sekli a(P) su sekilde tanimlanabilir. p,q € P mevzileri igin
a yarigapina sahip ve siirinda p ve g noktalarini barindiran bos bir ¢gember varsa p ve
q noktalarini birlestiren kenar a(P) icinde yer alir. «(P) her zaman Del(P)’nin bir

kismidir ve bu yiizden n ile orantili sayida kenara sahiptir (Aurenhammer and Klein

2000).

Sekil 3.18 Ayni nokta kiimesinin iki farkli o degeri i¢in a-sekli
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a’nin ¢ok biiylik degerleri i¢in P’nin konveks zarfi elde edilir. @ degeri kiigiildiikce
P’nin sekli i¢in daha iyi bir ¢Oziiniirliik saglanir. Eger a’nin degeri P igindeki en yakin
mevzi ¢ifti arasindaki uzakliktan daha kiigiikse a(P) higbir kenar igermez. Sekil 3.18’de

bir noktalar kiimesinin iki farkli a degeri i¢in elde edilen a-sekli gosterilmektedir.

a(P) tanim1 a’nin negatif degerlerine genisletilebilir. - a yaricapina sahip diskler P’ nin
tamamini igerir. Bu durumda elde edilen sekil, P’nin konveks zarfindan daha kaba bir
sekildir ve a(P)’nin kenarlari, P’nin en uzak nokta Voronoi diyagraminin ¢iftesi ile

elde edilen ticgenleme tizerindedir.

—o0 < g < o i¢in P’nin biitiin a-sekillerinin biitiin kenarlar1 O(n) boyutunda iki
ticgenleme tarafindan igerilir. Her liggenleme kenari e ig¢in, e’yi iceren a(P)’leri
olusturan a degerlerini kapsayan bir aktivite araligi tanimlanabilir. Bu aktivite araliklari
0 (nlogn)siirede hesaplanabilir ve O (n) siirede verilen bir a degeri i¢in a(P)’nin elde

edilmesi imkani olusur.

a-sekillerinin diger bir dnemli 6zelligi esnek bir yapiya sahip olmasidir. Delaunay
ticgenlemesi ile 1iligskisi sayesinde a-sekli kavrami daha yiiksek boyutlara
genellestirilebilir. Ug boyutlu uzaydaki a-sekilleri 6zel ilgi gekmektedir ve bir¢ok bilim

ve mithendislik alaninda kullanilmaktadir (Edelsbrunner ve Miicke 1994).

3.2.6 P iskeletleri

Bos ¢emberlerle tanimlanan ve Del(P)’nin bir alt grafigi olan diger bir yap1 da P nokta
mevzisi kiimesinin £ iskeletidir. Minimum agirlikli ticgenlemeler ile iliskisinden 6tiirii
giderek daha fazla ilgi ¢eken bu yapmnin hem ¢ember bazli hem de yarimay bazl

uyarlamalar1 bulunmaktadir (Kirkpatrick ve Radke 1985).

a-sekillerinin tersine [-iskeletini tanimlayan ¢emberin yarigapi sabit degildir ve P
noktalar kiimesindeki mevziler arasindaki uzakliklara baglhidir. Sekil 3.19’da bir

noktalar kiimesinin f = 1.2 degeri i¢in [-iskeleti gosterilmektedir.
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Sekil 3.19 B = 1.2 i¢in B-iskeleti

p,q € P olsun. f = 1igin eger yarigap1 5. dist(p,q) olan ¢emberin iizerinde p ve q
noktalar1 varsa ve P’nin bagka bir mevzisini igermiyorsa o zaman pq kenar1 P’nin -

iskeleti iginde yer alir (Aurenhammer ve Klein 2000).

Eger B > pB'ise f(P), B'(P)’ nin bir alt grafigidir. § = 1 i¢in P’nin Gabriel grafigi elde
edilir. B(P) baglantisiz bir grafik olabilir ancak Gabriel grafigi daima baglantilidir ve
P’nin en kiiglik kapsar agacini bir alt grafik olarak icermektedir. Gabriel grafigi
Del(P)’nin sadece kendi c¢iftesleri olan Voronoi kenarlarimi kesen kenarlarindan
olugmaktadir. Bu, Gabriel grafiginin ve [-iskeletinin olusturulabilmesi i¢in O(nlogn)
stireli bir algoritma ile hesaplanabilecegi anlamina gelmektedir (Jaromczyk vd. 1992,
Lingas 1994). Gabriel grafiginin cografik verilerin islenmesinde kullanigh bir arag
oldugu c¢esitli kaynaklarda ortaya konulmustur (Gabriel ve Sokal 1969, Matula ve Sokal
1980).

3.2.7 3-Boyutlu uzayda Voronoi diyagrami ve Delaunay iicgenlemesi

Voronoi diyagramlarinin ve Delaunay iiggenlemelerinin en acik genellestirmelerinden

biri de d = 3 i¢in d-boyutlu uzay genellestirmesidir. Bu genellestirmede Voronoi
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diyagraminin bazi temel Ozellikleri korunurken (6rnegin hiicrelerin konveks olmasi
gibi), bazi temel 6zellikler de kaybolur (Ornegin lineer boyut gibi). d-boyutlu uzaydaki
Voronoi diyagramlar1 (d + 1) boyutlu uzaydaki geometrik nesnelerle yakindan

iliskilidir (Aurenhammer ve Klein 2000).

Oncelikle 3-boyutlu uzayda Voronoi diyagramlari iizerinde durulacaktir. p,q € P olan
iki mevzinin dik aciortayr pqg dogru parcasinin orta noktasindan gecen dik diizlem
olacaktir. Bu durumda p € P’nin Voronoi hiicresi V(p) bu dik aciortaylarla
sinirlandirilmis yar1 uzaylarin kesisiminden olusmaktadir ve bu yiizden 3 boyutlu
konveks bir ¢okyiizliidiir. V(p)’nin smirlarn yiizlerden, kenarlardan ve koselerden
olugmaktadir. Bu hiicreler, yiizler, kenarlar ve koseler 3-boyutlu uzayda bir hiicre
kompleksi meydana getirir. Bu hiicre kompleksi yiiz-yilize bir yapidir. Eger iki hiicre
bos olmayan bir f kesisimine sahipse f her iki hiicrenin pargasi olan bir yiiz, kenar veya

kosedir.

V (p)’nin yiizlerinin sayisi en fazla n — 1’dir ve bunlarin da her biri bir q € P\ {p}
icindir. Euler’in formiiliine goére V(p)’nin kenar ve kose sayist da O(n)’dir. Bu
durumda Vor(P)’nin 3-boyutlu uzayda toplam eleman sayis1 O(n?) olacaktir. Ancak
birim kiirenin i¢inde diizenli bir yapida alinan rastgele noktalarin beklenen boyutunun
O(n) oldugu ortaya konulmustur (Dywer 1991). Bu sonug¢ bir¢ok pratik durumda
yiiksek boyutlu Voronoi diyagramlarmin boyutlarmimn 0(n?)’den kiiciik olabilecegini

gostermektedir.

2-boyutlu uzayda oldugu gibi 3-boyutlu uzaydaki Delaunay {i¢ggenlemesi Del(P)
Voronoi diyagraminin grafiksel ciftesidir. Del(P), Vor(P)’ ’nin her yiizii i¢in bir kenar,
her kenar icin bir ticgen ve her kose i¢in bir dortyiizlii icerir. Benzer sekilde Del(P) en

biiylik bos ¢cember 6zelligi ile de tanimlanabilir.

3-boyutlu Vor(P)’nin olusturulmas1 i¢in degisik yontemler ortaya konulmasina ragmen

bunlardan en gilivenilir ve gelistirilmesi kolay olani rastgele artirimli algoritmalardir. Bu
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metotta yeni eklenen p mevzisinin hiicresinin biitiin yiizleri belirlenir ve bu hiicre i¢inde

kalan Vor(P) elemanlar silinir.

Ciftes diizleminde Del(P)’nin hesaplanmasinda ise bu sefer eklenen p mevzisinin en
biiylik bos ¢emberi iginde kalacak biitlin dortyiizliilerin belirlenmesi ve silinmesi islemi

gercgeklestirilir. Daha sonra bu bos delik noktaya p mevzisi yerlestirilir.
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4. MATERYAL ve YONTEM

4.1 Genel Bilgi

Tez kapsaminda gelistirilen VVD3 yazilmi 2 ve 3 boyutlu Voronoi diyagramlarinin
olusturulmasi ve Delaunay iicgenlemelerinin gerceklestirilmesi i¢in tasarlanmis ve tez
icerisinde incelenen birgok genellestirilmis Voronoi diyagrami ve genellestirilmis
Delaunay ti¢genlemesi konusunun gorsellestirilmesi saglanmistir. Program .NET
ortaminda C# programlama diliyle gelistirilmis olmakla beraber goriintiileme islemi i¢in
OpenGL kiitiiphanelerinden ve c¢esitli algoritmalarin kullanilmast i¢in de Matlab
programmin .NET ortami i¢in fonksiyonlar1 paketleyen Builder NE aracindan
faydalanilmistir. Ayrica, C++ dilinde yazilmis CGAL kiitiiphanelerinin bazi boliimleri,
algoritmalarin gelistirilmesinde kullanmilmistir (http://cgal.org 2009).

Cizimlerin gorilintiilenmesi i¢cin OpenGL Kkiitliphanelerinin tercih edilmesinin sebebi
cesitli cizimlerin Standart GDI kiitiiphaneleriyle gerceklestirilmesinde karsilasilan
zorluklardir. OpenGL ile ilgili temel diizeyde bilgi EK 1°de verilmistir.

Programda bazi Matlab fonksiyonlar1 da kullanilmistir. Boylelikle daha fazla igerik
programa dahil edilebilmistir. Matlab fonksiyonlarinin .NET ortaminda kullanilmasin1

saglayan Builder NE kullanimu ile ilgili bilgiler EK 2’de verilmistir.

VVD3 programi 2-boyutlu ve 3-boyutlu islemler olmak iizere temel olarak iki kisimdan
olusmaktadir. Her iki kisimda da tez igerisinde incelenen bir¢ok konunun uygulamasi

gergeklestirilmistir.

VVD3 programini olusturan siniflarin iliskileri Sekil 4.1°’de gosterilmektedir. Voronoi
diyagrami ya da Delaunay iiggenlemesi yapilacak nokta kiimesinin veya poligonlarin
programa aktarilmasi i¢in nokta tireteci sinifi kullanilabilecegi gibi dxf dosya formatini
okuyabilen sinif da kullanilabilir. Bu bilgi daha sonra ilgili algoritmaya gonderilerek
sonug koordinat bilgileri elde edilmektedir. Sonra da bu koordinat bilgileri OpenGL’e

gonderilerek gorsellestirme islemi yapilmaktadir.
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.dxf dosyalari . :
Y Nokta tireteci sinifi

DxfReader simifi

Matlab

Nokta Koordinatlari Builder NE

Fortune Sinifi Lawson Sinifi Matlab siniflarn

lgili yapinin koordinat bilgileri

OpenGLsiniflar:

Gorsellestirme

Sekil 4.1 VVD3 yazilimi simif hiyerarsisi
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5. BULGULAR

5.1 2-boyutlu Standart Voronoi Diyagram ve Delaunay Ucgenlemesi

Iki boyutlu uzayda verilen bir nokta kiimesinin Voronoi diyagramimi ve Delaunay
ticgenlemesini olusturulmasmi saglayan bolimdiir. Nokta kiimesi program iginde
rastgele tiretilebilecegi gibi bir dxf formatli dosyadan da okunabilmektedir. Rastgele bir
nokta kiimesi iiretmek i¢in ‘Nokta Kiimesi Olustur’ butonuna basilarak Nokta Ureteci
penceresi agilir. Buradan gerekli parametreler girilerek noktalar ekranda goriintiilenir.

(Sekil 5.1 ve Sekil 5.2)

o= Mokta Ureteci EI@

MNokta Kimesi Parametrelen

Moktalann orijinden 10
maksimum uzakhd

MNokta Sayisi 100

Moldalan Olugtur

Sekil 5.1 Nokta iireteci ekrani

Bundan sonra bu nokta kiimesi i¢in Voronoi diyagrami (Sekil 5.3) ve Delaunay

ticgenlemesi (Sekil 5.4) hesaplanarak goriintiilenebilir.
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Sekil 5.2 Rastgele iiretilmis 100 adet nokta

Sekil 5.3 Rastgele tiretilmis noktalarin Voronoi diyagrami
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A ALV

Y

Sekil 5.4 Rastgele tiretilmis noktalarin Voronoi diyagrami ve Delaunay iigcgenlemesi.

Voronoi diyagraminin ve Delaunay tiggenlemesinin hesaplanmasi iglemi i¢in program
dahilinde c¢esitli algoritmalar kullanilmis ve aymi bilgisayar iizerinde degisik nokta
sayilarina gore Fortune algoritmasinin ¢aligma siiresi Ol¢iilmiistiir. Elde edilen sonuglar
Cizelge 5.1°de verilmektedir. Test i¢in kullanilan bilgisayar, AMD Turion64 TL-58
1.9GHz islemcili 2GB RAM’e sahip bir bilgisayardir.

Cizelge 5.1 Test nokta kiimeleri i¢cin CPU ¢alisma stireleri

CPU calisma siiresi (ms)
Nokta Sayisi Fortune
- 10 | 17136 |
100 2.1871
1000 7.7608
10000 87.8003
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5.2 Cesitli Voronoi Diyagrami ve Delaunay Ucgenlemesi Genellestirmeleri

Iki boyutlu kisimda yapilabilen diger islemlerin basinda verilen bir konveks ya da
konkav poligonal bélgenin liggenlenmesi gelmektedir. Poligonun olusturulmasi igin
program i¢indeki “Poligon lireteci” kullanilabilecegi gibi dxf formatinda kaydedilmis
bir poligon da programa alinabilir. Bundan sonra bu poligonun {i¢ggenlemesi
gerceklestirilebilir.  Yine girilen bir poligonun i¢ ekseni de hesaplatilip

gorsellestirilebilir.

Sekil 5.5’te Tirkiye simirlarinin olusturdugu poligonlar gosterilmistir. Tiirkiye nin
cografi konumu geregi sinirlart iki poligondan olusmaktadir. Bu poligonlar bir dxf
dosyasindan alimmustir ve toplam 2101 nokta igcermektedir. Sekil 5.6’da ise bu
poligonlarin kisitlanmis Delaunay {icgenlemesinin hesaplanmasi ile elde edilen goriintii
sunulmaktadir. Bu poligonlar1  olusturan noktalarin  Delaunay {iggenlemesi
hesaplandiginda toplam 4154 adet liggen elde edilmektedir ancak kisitlanmig Delaunay
ticgenlemesinde ise 2097 adet liggen mevcuttur. Diger liggenler ise kisitlamay1 olusturan

sinirlarin disinda kalmaktadir.
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Sekil 5.5 Tiirkiye sinirlarint gésteren poligon

Sekil 5.6 Tiirkiye sinirlarinin Delaunay tiggenlemesi



Program i¢inde yine verilen bir poligon i¢in i¢ eksen hesaplamasi yapilabilmektedir.
Tiirkiye sinirlarin1 gdsteren poligon i¢in elde edilen i¢ eksen goriintiisii Sekil 5.7°de

verilmigtir.

Bunun yaninda bu kisimda, verilen bir nokta kiimesi icin -sekli ve -iskeleti
bulunabilmektedir. Bu islemlerde ve parametreleri degistirilerek sonuglar ekranda

goriintiilenebilir.

Sekil 5.7 Tiirkiye sinirlar1 i¢in hesaplanan i¢ eksen

5.3 Uc Boyutlu Uzayda Delaunay Ucgenlemesi

Programda 3D sekmesine gecilerek olusturulan 6rnek 3-boyutlu nokta kiimesi igin
Delaunay tliggenlemesi hesaplanabilmektedir. 3-boyutlu uzayda orijinden maksimum 10
birim uzaklikta rastgele iiretilmis 20 adet noktanin Delanay tiggenlemesi Sekil 5.8°de
gosterilmektedir. Istenirse olusturulan {icgen yiizler boyanabilir (Sekil 5.9). Bu durumda

elde edilen goriintii ilgili nokta kiimesinin konveks zarfina karsilik gelmektedir.
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Sekil 5.8 Ug boyutlu uzayda Delaunay Uggenlemesi
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L= le =

Sekil 5.9 Ug boyutlu uzayda yiizlerin boyanmasi ile elde edilen Delaunay Uggenlemesi
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6. SONUCLAR ve GELECEK CALISMALAR

Bu tez calismasinda baslangigta belirlenen amaclar dogrultusunda Voronoi Diyagrami
ve Delaunay {cgenlemesi yapilarimi hesaplayip gorsellestirebilen bir yazilim
gelistirilmeye calisilmistir. Bu yazilim C# programlama dilinde yazilmis olup bazi
Matlab fonksiyonlar1 da MATLAB Builder NE ara¢ kutusu vasitasiyla programa dahil

edilerek kullanilmustir.

Bu yapilarin gorsellestirilmesi i¢in once standart Windows GDI Kkiitiiphaneleri
kullanilmig, ancak elde edilen sonuglarin yetersizligi ve esnek olmayisi nedeniyle
OpenGL kiitiiphaneleri kullanilmasina karar verilmistir. Bunun i¢in de C# dili igin
OpenGL kiitiiphanelerini kapsayan ve agik kaynak kodlu olan SharpGL yazilimi

kullanilmustir.

Program dahilinde oOncelikle Voronoi diyagramlarmmin ve Delaunay iiggenlemesinin
hesaplanmasi i¢in optimal kabul edilen bazi algoritmalar gelistirilmeye ¢alisiimistir. Bu
algoritmalardan Fortune algoritmasi olarak da bilinen tarama cizgisi algoritmasi
gelistirilmis ve basarili bir sekilde ¢alistirilmistir. Yine rastgele artirimli algoritmalardan
Lawson algoritmasi da yazilmis ve bu algoritmayla da sonuglar elde edilmistir. Boylece

bu algoritmalarin performans degerlendirilmesi imkani da elde edilmistir.

Bazi Voronoi diyagrami ve Delaunay iiggenlemesi genellestirmeleri de program
dahilinde gelistirilmis ve gorsellestirilmistir. Bunun icin saf C# kodu yazmak yerine

baz1 Matlab fonksiyonlar1 kullanilmistir.

Gelistirilen yazilim iki boyutlu noktalar kiimelerinin ve iki boyutlu poligonal bolgelerin
Voronoi diyagrami ve Delaunay licgenlemesini basarili bir sekilde gerceklestirmektedir.
Yine a-sekilleri, [-iskeletleri ve i¢ eksen hesaplamasi yapilabilmekte ve

gorsellestirilebilmektedir. Ancak heniiz ii¢ boyutlu uzayda bu islemler saglanamamustir.
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Bu tez ¢alismasi Voronoi diyagrami ve Delaunay iiggenlemesi ile ilgili ¢alisma ve
arastirma yapacak arastirmacilara temel diizeyde bilgi sunmaktadir. Gelistirilen yazilim
ise basta hesaplamali geometri alan1 olmak {izere cografik bilgi sistemleri, hareket
planlama, yiizey modelleme gibi bir¢cok alanda yararli bir ara¢ olarak kullanilabilecek

niteliktedir.

Bu tez calismasinin ve yazilimin devami olarak yilizey modelleme ve orgii iiretimi

algoritmalarinin da incelenmesi ve yazilima dahil edilmesi hedeflenmektedir.
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EK 1 OPENGL (OPEN GRAPHICS LIBRARY)

OpenGL i¢in bir tanim yapmak gerekirse grafik donanimi i¢in yazilmis bir yazilim ara
ylziidir. Farkli bir ifadeyle tasinabilir ve olduk¢a hizli bir 3-boyutlu grafik ve
modelleme kiitiiphanesidir. OpenGL Silicon Graphics, Inc. (SGI) tarafindan
gelistirilmis ve optimize edilmis algoritmalar kullanmaktadir. OpenGL bir programlama
dili degildir, dnceden paketlenmis C dili ¢alisma zamani kiitiiphanelerinden olusur

(Richard et.al. 2007).

OpenGL giinlimiizde CAD ve mimari yazilimlarindan, modelleme programlarina
oyunlara ve hatta sinema filmlerine kadar bir¢ok amag i¢in kullanilmaktadir. Donanim
hizlandirici kartlar ve hizli mikroislemciler sayesinde 3-boyutlu grafikler sadece oyunlar
ve bilimsel ¢alismalarda kullanilmaktan ¢ikmis, bir¢ok tiiketici programinda tipik 6geler

haline gelmistir.

OpenGL prosediirel bir grafik API’dir. Programci, sahnenin nasil oldugunu betimlemek
yerine belli bir goriintii ya da efekti elde etmek icin gerekli adimlari siralar. Bu adimlar
cesitli OpenGL komutlarina ¢agrilarla gergeklestirilir. Bu komutlar ii¢ boyutta nokta
¢izgi poligon gibi temel grafik 6gelerinin ¢izilmesini saglar. Bunun yaninda, OpenGL
aydinlatma ve gdlgelendirme, doku giydirme, renk karigtirma, transparanlik, animasyon

ve daha bir¢ok 6zel efekti desteklemektedir.

Genel Uygulamalar

Genel uygulama bir yazilim uygulamasidir. Donanim uygulamalari ise grafik kart1 veya
oyun konsolu gibi belli bir donanim birimi i¢in olugturulmus uygulamalardir. Genel bir
uygulama teknik olarak sistem iiretilen grafik resmini goriintiileyebildigi siirece hemen

her platformda calistirilabilmektedir.

Sekil 1°de bir Windows programi ¢alisirken OpenGL ve genel uygulamanin gorev

aldig1 yer gosterilmektedir. Tipik bir program, bazilar1 programci tarafindan yazilan,
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bazilar1 da isletim sistemi yada programlama dili calisma zamam kiitiiphaneleri
tarafindan saglanan bir¢cok fonksiyon cagirir. Ekranda bir ¢ikti olusturmak isteyen
Windows programlar1 genellikle GDI (Graphics Device Interface) olarak adlandirilan
bir Windows API’ye cagrida bulunur. GDI, bir pencerede yazi yazmayi, basit iki
boyutlu ¢izimler yapmay1 ve buna benzer islemleri yerine getirmeyi saglayan metotlar
icermektedir. Genellikle grafik kart1 iireticileri isletim sisteminin monitor tizerinde ¢ikti
olusturmasini izin veren donanim siiriictileri saglar. OpenGL’in yazilim uygulamas1 bir
uygulamadan grafik isteklerini alir ve 3-boyutlu grafigin bir resmini olusturur. Sonra bu
resim monitorde goriintiilenmek iizere isletim sistemine gonderilir. Diger isletim
sistemlerinde de siire¢ hemen hemen aynidir, sadece GDI yerine isletim sisteminin yerel

grafik servisleri yer almaktadir.

Uygulama Programi

l l l l

OS Vo GDI OpenGL
Servisleri Servisleri
A 4 A 4
Goriintl Yazilim
Birimi Piksellestirici

Sekil 1 OpenGL yazilim uygulamasi

OpenGL ¢esitli genel uygulama versiyonlarina sahiptir. Microsoft Windows NT 3.5 ve
Windows 95( SR2)’den bu yana OpenGL genel uygulamasini igletim sistemi ile birlikte

saglamaktadir.
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Donanim Uygulamalan

OpenGL’in donanim uygulamasi genellikle bir grafik kart1 siiriiciisii halinde olmaktadir.
Sekil 2’de wuygulama programiyla OpenGL donanim uygulamasin iligkisi
gosterilmektedir. OpenGL API cagrilart bir donanim siiriiciisiine iletilmektedir. Bu
stiricii ¢ikis bilgilerini Windows GDI’ya gondermez, dogrudan grafik goriintiileme

donanimina arabirim olarak ¢alisir.

Bir donanim uygulamasi siklikla hizlandirilmis uygulama olarak adlandirilir ¢ilinkii
donanim destekli 3-boyutlu grafikler yazilim uygulamalarina gére ¢ok daha yliksek

performans saglar.

Uygulama Programi
OS Vo GDI OpenGL
Servisleri Servisleri
A 4 A\ 4
Goriunti Donanim
Birimi Strticiisi

Sekil 2 OpenGL donanim uygulamasi
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EK 2 MATLAB BUILDER NE

“Matlab Builder NE”, Matlab fonksiyonlarinin paketlenmesini ve .NET
programcilarinin bu fonksiyonlari, CLS uyumlu herhangi bir dilde kullanabilmesini
saglayan bir “MATLAB Compiler” eklentisidir. Bu arag, Matlab fonksiyonlarini,
Matlab kodlar1 iceren .NET metotlarina ¢evirmektedir (Anonymous 2009).

Builder NE ile olusturulan .NET elemanlar1 bir ya da birden ¢ok sinif igerir. Bu
siniflarda derleme asamasinda projeye eklenen Matlab m-fonksiyonlaria ulagilmasini
saglar. Matlab veri tipleriyle ¢alisilabilmesi i¢in “MWArray” veri tipi donilisim sinufi
sunulmugtur. Derlemeye eklenecek m-kodlart muhakkak m-fonksiyonu formatinda

olmalidir.

Matlab Builder NE Kullanimi

Oncelikle yeni bir m-dosyasi acilip derlemeye eklenecek Matlab kodu fonksiyon
bi¢ciminde yazilir ve fonksiyon ismi ile kaydedilir. Matlab komut satirina “deploytool”
yazilarak veya Matlab start meniisiinden “deploytool” calistirilir (Sekil 1). Yeni proje
olusturularak, proje tipi olarak “.NET Component” secilir. Projede gerekli goriilen
siiflar olusturulup, isimleri diizenlenir. Daha sonra ister siiriikle-birak ile ister “Add
File” butonu ile olusturulan m-fonksiyonlar:1 siniflara dahil edilir. Derleme butonuna

basilarak derleme islemi gerceklestirilir.
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e[ ) ] |
File Edit Tools Project Debug Deskiop Window Help k]
DB MBx Blaw|?

4\ Deployment Tool

‘Welcome to the Deployment Tool

To get started, do any of the following:

@ Click the New Deployment Project icon O in the Deployment Tool toolbar
@ Click the Open Deployment Project icon = to open an existing project.
@ Click the Help icon @ in the toolbar.

Use the Deployment Tool to perform these tasks:

Create a A — )
project » Addfiles Build —»| Package

Sekil 1 Deploytool ekrani

MWArray Veri Tipi Doniisiim Simifi

Asagidaki tabloda .NET veri tiplerine karsilik hangi Matlab veri tiplerinin kullanilmasi

gerektigi ve doniisiim i¢in kullanilmasi gereken sinif ¢izelge 1’°de verilmistir.

Cizelge 1 MW Array veri tipleri

NET Tipi MWArray Doniisiim Tipi MATLAB Tipi

System.Double MWNumericArray double
System.Number MWNumericArray double
System.Float MWNumericArray single
System.Byte MWNumericArray int8
System.Short MWNumericArray intl6
System.Int32 MWNumericArray int32
System.Int64 MWNumericArray int64
System.Char MWCharArray char
System.String MWCharArray char
System.Boolean MWLogicalArray logical
N/A MWStructArray structure
N/A MWCellArray cell
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