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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

B·IR BÖLGEDE veya B·IR E¼GR·I ÜZER·INDE ORTOGONAL POL·INOMLAR

Nuray YAVUZ

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç.Dr. Fatma TAŞDELEN YEŞ·ILDAL

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, önbilgiler ve di¼ger bölümlerde kullan¬lacak olan baz¬tan¬mlar, lem-
malar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, iki de¼gi̧skenli homogen harmonik polinomlar¬n tan¬mlar¬verildik-
ten sonra bu polinomlar yard¬m¬yla tan¬mlanan iki de¼gi̧skenli harmonik polinom-
lar¬n birim disk içinde ortogonallikleri ve sa¼glad¬klar¬baz¬eşitsizlikler incelenmi̧stir.
Bir bölgede süperortogonallik tan¬m¬ verildikten sonra hangi koşullar alt¬nda iki
de¼gi̧skenli harmonik polinomlar¬n süperortogonallik koşullar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ incelen-
mi̧stir.

Dördüncü bölümde, bir çevre üzerinde ortogonal polinomlar¬n tan¬m¬verildikten
sonra harmonik polinomlar¬n bir çevre üzerinde ortogonallikleri ve sa¼glad¬klar¬baz¬
eşitsizlikler incelenmi̧stir. Bir çevre üzerinde süperortogonal polinomlar¬n tan¬m¬
verildikten sonra bir bölgede ve bir çevre üzerinde süperortogonal polinomlara örnek-
ler verilmi̧stir.

2010 , 80 sayfa
Anahtar Kelimeler: Ortogonal polinomlar, süperortogonal polinomlar, harmonik
polinomlar, Christo¤el-Darboux formülü, Bessel eşitsizli¼gi
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ABSTRACT

Master Thesis

ORTHOGONAL POLYNOMIALS OVER a DOMAIN or on a CURVE

Nuray YAVUZ

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Fatma TAŞDELEN YEŞ·ILDAL

This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, preliminaries and some necessary de�nitions, lemmas and
theorems that will be needed for later use are given.

In the third chapter, de�nitions of homogen harmonic polynomials of two variables
are given and then, it is analysed orthogonalizations of harmonic polynomials of
two variables de�ned with the help of these polynomials in the unit disk and some
inequalities that they hold. De�nition of superorthogonal polynomials over a domain
is given and then, it is analysed under which circumstances harmonic polynomials
of two variables hold the conditions of superorthogonalization.

In the fourth chapter, de�nition of orthogonal polynomials on a contour is given
and then, it is analysed orthogonalization of harmonic polynomials on a contour
and some inequalities which they hold. De�nition of superorthogonal polynomials
on a contour is given and then, it is given some examples of the superorthogonal
polynomials over domain and on a contour.

2010 , 80 pages
Key Words: Orthogonal polynomials, superorthogonal polynomials, harmonic
polynomials, Christo¤el-Darboux formulae, Bessel inequality
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

Pnk(x; y) basama¼g¬(n; k) olan iki de¼gi̧skenli polinom

un(x; y) n: dereceden iki de¼gi̧skenli harmonik polinomlar¬n reel k¬sm¬

vn(x; y) n. dereceden iki de¼gi̧skenli harmonik polinomlar¬n imajiner k¬sm¬

jjunjj un(x; y) polinomunun normu

h(x; y) Düzlemsel bir G bölgesinde a¼g¬rl¬k fonksiyonu

(n; k) Pnk(x; y) � Pn;k(x; y) cebirsel polinomunun basama¼g¬

fFnk(x; y)g Temel ortonormal polinomlar¬n ailesi

(Fnk; Fms)

ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Fms(x; y)dxdy integrali

�
n
2

�
n
2
say¬s¬n¬n tam de¼geri

~un un(�; �) polinomu

Kn(x; y; �; �)
1
2
+

nX
k=1

(k + 1)(uk~uk + vk~vk) k¬smi toplam¬

ûn(x; y)
un(x;y)
jjunjj ortonormal harmonik polinomu

Kn(z) Pn(x; y) + iQn(x; y) kompleks de¼gi̧skenli polinomu

~�n(z) �n(x; y) harmonik polinomunun adjointi

Pnk(z; �z) iki eşlenik kompleks de¼gi̧skenli polinom

v



1. G·IR·IŞ

Ortogonal polinomlar teorisi üzerinde yap¬lan çal¬̧smalar ve bunlar¬n uygulamalar¬

oldukça geli̧smi̧stir. Bu polinomlar¬n matematiksel istatistik, quantum mekani¼gi ve

matematiksel �zi¼gin uygulamalr¬nda önemli bir yeri vard¬r. Uygun koşullar alt¬nda

ortogonal polinomlar¬n farkl¬tip özellikleri halen araşt¬r¬lmaktad¬r. Bir de¼gi̧skenli

klasik ortogonal polinomlar¬n ilk örnekleri A.M. Legendre, P.S. Laplace, J.L. La-

grange, N.H. Abel taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonralar¬P.L. Chebychev, klasik

ortogonal polinomlar¬n baz¬önemli özel durumlar¬n¬araşt¬rm¬̧s ve ortogonal poli-

nomlar¬n genel teorisini geli̧stirmi̧stir. Bir de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar teorisi üz-

erine yap¬lan ço¼gu önemli sonuçlar C. Jacobi, C. Hermite, E. Laguerre ve T.Stieltjes

taraf¬ndan verilmi̧stir. Ortogonal polinomlar teorisi üzerinde klasik sonuçlar G.

Szegö taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Son y¬llarda bir de¼gi̧skenli polinomlar¬n ¬̧s¬¼g¬alt¬nda çok de¼gi̧skenli ortogonal poli-

nomlar teorisi üzerinde de çal¬̧smalar yap¬lmaktad¬r. 1926 da iki de¼gi̧skenli Appel

polinomlar¬n¬n özellikleri P. Appel ve J. Kampè de Fèriet taraf¬ndan detayl¬bir şek-

ilde incelenmi̧stir. 1938 de Jackson, bir bölgede key� bir a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonal olan iki de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n en basit özelliklerini ele alm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada, ilk olarak bir bölgede key� bir a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal

olan polinom gruplar¬ele al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra Harmonik polinomlar¬n bir bölgede

ortogonallikleri ve sa¼glad¬klar¬baz¬eşitsizlikler incelenmi̧stir. Bu bilgiler ¬̧s¬¼g¬al-

t¬nda Harmonik polinomlaar¬n bir çevre üzerinde ortogonallikleri ve sa¼glad¬klar¬eşit-

sizlikler ele al¬nm¬̧st¬r. Süperortogonallik tan¬m¬verilerek bir bölgede ve bir çevre

üzerinde süperortogonal polinomlar ile ilgili örnekler incelenmi̧stir.
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2. B·IR BÖLGE ÜZER·INDE ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I ORTOGONAL

POL·INOMLAR

2.1 ·Iki De¼gi̧skenli Cebirsel Polinomlar

x ve y ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerinin kuvvetlerinin çarp¬m¬yla elde edilen monomiallerin

kümesi,

fxn�kykg ; n = 0; 1; :::; k = 0; 1; :::; n (2.1)

olsun.

fcnkg ; n = 0; 1; :::; k = 0; 1; :::; n (2.2)

reel sabitler ve cnk 6= 0 olmak üzere n-yinci derceden iki de¼gi̧skenli cebirsel bir

polinom

Pnk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

cmsx
m�sys +

kX
s=0

cnsx
n�sys (2.3)

dir. Burada n indisi, x ve y de¼gi̧skenlerine göre polinomun toplam derecesini, k indisi

de polinomdaki y de¼gi̧skeninin en yüksek kuvvetini göstermektedir. cnk katsay¬s¬na

bu polinomun başkatsay¬s¬ad¬verilir.

Kolayl¬k aç¬s¬ndan bu polinom (n; k)-y¬nc¬basamaktan bir polinom olarak adland¬r¬l¬r.

Burada k indisi en fazla n ye eşit olabilir. Şimdi (2.3) polinomunun terim say¬s¬n¬

bulal¬m. (2.3) deki birinci toplam

1 + 2 + :::+ n=
n(n+ 1)

2

terim içermektedir. ·Ikinci toplam ise k + 1 terim içermektedir. Bu durumda (2.3)

polinomu,

N(n; k) =
n(n+ 1)

2
+ k + 1 (2.4)

terim içermektedir. k = n olmas¬durumunda (2.4) formülü,

N(n; n) =
n(n+ 1)

2
+ n+ 1 =

n(n+ 1) + 2(n+ 1)

2
=
(n+ 1)(n+ 2)

2

formülüne dönüşür.

2



Başkatsay¬lar¬s¬f¬rdan farkl¬olan (n; k)-y¬nc¬ basamaktan bir polinom sistemi,

P00(x; y)

P10(x; y); P11(x; y)

P20(x; y); P21(x; y); P22(x; y)
...

Pn0(x; y); Pn1(x; y); Pn2(x; y); :::; Pn;k�1(x; y); Pnk(x; y)

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(2.5)

olarak verilsin. (n; k)-y¬nc¬basamaktan herhangi bir Qnk(x; y) polinomu, (2.5) poli-

nom sistemi yard¬m¬yla

Qnk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

amsPms(x; y) +
kX
s=o

ansPns(x; y) (2.6)

formunda tek türlü ifade edilebilir.

(2.3) den Qnk(x; y) polinomu

Qnk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

bmsx
m�sys +

kX
s=0

bnsx
n�sys

şeklinde bir gösterime sahiptir. Bu polinom daha aç¬k bir şekilde,

Qnk(x; y) = b00 + b10x+ b11y + b20x
2 + b21xy + b22y

2 + :::

+bn0x
n + bn1x

n�1y + :::

+bn;k�1x
n�(k�1)yk�1 + bnkx

n�kyk (2.7)

olarak yaz¬labilir. Ayr¬ca (2.5) deki her bir polinomun (2.3) formundaki ifadeleri

yaz¬l¬rsa,

P00(x; y) = c
(0;0)
00

P10(x; y) = c
(1;0)
00 + c

(1;0)
10 x

P11(x; y) = c
(1;1)
00 + c

(1;1)
10 x+ c

(1;1)
11 y

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

Pn0(x; y) = c
(n;0)
00 + c

(n;0)
10 x+ c

(n;0)
11 y + :::+ c

(n;0)
n0 xn

Pn;k�1(x; y) = c
(n;k�1)
00 + c

(n;k�1)
10 x+ c

(n;k�1)
11 y + :::+ c

(n;k�1)
n0 xn + :::

+c
(n;k�1)
n;k�1 x

n�(k�1)yk�1

Pnk(x; y) = c
(n;k)
00 + c

(n;k)
10 x+ c

(n;k)
11 y + :::+ c

(n;k)
n0 xn + :::

+c
(n;k)
n;k�1x

n�(k�1)yk�1 + c
(n;k)
nk xn�kyk

3



olurlar. Bu de¼gerler (2.6) da yerlerine yaz¬l¬rsa,

Qnk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

amsPms(x; y) +

kX
s=0

ansPns(x; y)

= a00P00(x; y) + a10P10(x; y) + a11P11(x; y) + :::+ an0Pn0(x; y)

+:::+ an;k�1Pn;k�1(x; y) + ankPnk(x; y)

= a00c
(0;0)
00 + a10(c

(1;0)
00 + c

(1;0)
10 x) + a11(c

(1;1)
00 + c

(1;1)
10 x+ c

(1;1)
11 y)

+:::+ ano(c
(n;0)
00 + c

(n;0)
10 x+ c

(n;0)
11 y + :::+ c

(n;0)
n0 xn)

+:::+ an;k�1(c
(n;k�1)
00 + c

(n;k�1)
10 x+ c

(n;k�1)
11 y + :::+ c

(n;k�1)
n0 xn + :::

+c
(n;k�1)
n;k�1 x

n�(k�1)yk�1) + ank(c
(n;k)
00 + c

(n;k)
10 x+ c

(n;k)
11 y + :::+ c

(n;k)
n0 xn +

:::+ c
(n;k)
n;k�1x

n�(k�1)yk�1 + c
(n;k)
nk xn�kyk) (2.8)

elde edilir. (2.7) ve (2.8) deki monomiallerin katsay¬lar¬k¬yaslan¬rsa,

bnk = ankc
(n;k)
nk

bn;k�1 = ankc
(n;k)
n;k�1 + an;k�1c

(n;k�1)
n;k�1

bn;k�2 = ankc
(n;k)
n;k�2 + an;k�1c

(n;k�1)
n;k�2 + an;k�2c

(n;k�2)
n;k�2

...

b00 = ankc
(n;k)
00 + an;k�1c

(n;k�1)
00 + an;k�2c

(n;k�2)
00 + :::+ a00c

(0;0)
00

şeklinde famsg bilinmeyenlerine ba¼gl¬lineer homogen olmayan

fn(n+ 1)
2

+ k + 1g

tane denklem elde edilir. (2.5) deki her polinomun başkatsay¬s¬s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gun-

dan, bu denklem sisteminin katsay¬lar determinant¬,

� =

���������������

c
(n;k)
nk 0 0 ::: 0

c
(n;k)
n;k�1 c

(n;k�1)
n;k�1 0 ::: 0

c
(n;k)
n;k�2 c

(n;k�1)
n;k�2 c

(n;k�2)
n;k�2 ::: 0

...
...

...
. . .

...

c
(n;k)
00 c

(n;k�1)
00 c

(n;k�2)
00 ::: c

(0;0)
00

���������������
6= 0

olup famsg ler tek türlü olarak belirlenir. Bu durumda Qnk polinomu (2.6) for-

munda tek türlü ifade edilebilir ve ispat tamamlan¬r.

4



Başkatsay¬s¬1 olan polinomlar için ~Qnk(x; y) gösterimini kullanaca¼g¬z. Bu durumda

(2.3)den,

~Qnk(x; y) =

n�1X
m=0

mX
s=0

cmsx
m�sys +

k�1X
s=0

cnsx
n�sys + xn�kyk (2.9)

elde edilir.

Şimdi bir bölge üzerinde ortogonal polinomlar¬tan¬mlayal¬m.

2.2 ·Iki De¼gi̧skenli Cebirsel Polinomlar¬n Ortogonalli¼gi ve Temel Baz¬

Özellikleri

Tan¬m 2.1 xoy düzleminde basit, kapal¬bir � e¼grisi taraf¬ndan s¬n¬rlanan sonlu,

basit irtibatl¬bir bölge G olsun. h(x; y), G de tan¬ml¬negatif olmayan bir fonksiyon

ve,

0 <

ZZ
G

h(x; y)dxdy <1

koşulu gerçeklenirse, h(x,y) fonksiyonuna G bölgesinde bir �a¼g¬rl¬k fonksiyonu�denir.

Tan¬m 2.2 Cebirsel bir polinom sistemi,

F00(x; y)

F10(x; y); F11(x; y)

F20(x; y); F21(x; y); F22(x; y)
...

Fn0(x; y); Fn1(x; y); Fn2(x; y); � � �; Fn;k�1(x; y); Fnk(x; y)

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(2.10)

olsun. Bu polinom sistemi, aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼glarsa h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre �ortonormal polinom sistemi�olarak adland¬r¬l¬r.

i) Her bir Fnk(x; y) polinomunun cnk başkatsay¬s¬pozitif olmal¬d¬r.

ii) (2.10) polinomlar¬G bölgesinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre,

(Fnk; Fms) =

ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Fms(x; y)dxdy = �nm�ks (2.11)

5



ortonormallik koşulunu sa¼glamal¬d¬r. Burada,

�nm�ks =

8<: 1 ; (n; k) = (m; s)

0 ; (n; k) 6= (m; s)

dir. Ayr¬ca başkatsay¬lar¬1 olan ve ayn¬h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonor-

mal olan polinomlar,

~Fnk(x; y) =
1

cnk
Fnk(x; y) (2.12)

ile ifade edilir.

Lemma 2.1 h(x; y), G bölgesinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Bu durumda, G

bölgesinde negatif olmayan herhangi bir (n; k)-y¬nc¬basamaktan (n � 1) Pnk(x; y)

polinomu için, ZZ
G

h(x; y)Pnk(x; y)dxdy > 0

d¬r.

·Ispat. h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonu oldu¼gundan, a¼g¬rl¬k fonksiyonunun tan¬m¬gere¼gince

negatif olmayan bir fonksiyondur. Yani h(x; y) > 0 d¬r. Ayr¬ca hipotezden Pnk(x; y)

negatif olmayan bir polinomdur. O halde h(x; y):Pnk(x; y) � 0 oldu¼gundan,ZZ
G

h(x; y)Pnk(x; y)dxdy � 0 (2.13)

d¬r. Şimdi (2.13) ün s¬f¬r olamayaca¼g¬n¬gösterelim.ZZ
G

h(x; y)Pnk(x; y)dxdy = 0 (2.14)

olsun. Lebesque integralinden biliyoruz ki, (X;A; �) bir ölçü uzay¬ve f : X ! R

fonksiyonu A ölçülebilir olsun. Bu durumdaZ
X

jf j d� = 0 () hemen hemen her yerde f = 0

d¬r. O halde, X = R2, A =ß(R2), � = � için,Z
X

jh(x; y)Pnk(x; y)j dxdy =
ZZ
G

h(x; y)Pnk(x; y)dxdy = 0

6



() hemen hemen her yerde h(x; y):Pnk(x; y) = 0

d¬r. h(x; y):Pnk(x; y) çarp¬m¬nda h(x; y) = 0 olursa,

0 <

ZZ
G

h(x; y)dxdy <1

a¼g¬rl¬k fonksiyonu olma koşulu ile çeli̧sir. Di¼ger taraftan Pnk(x; y) = 0 olursa

Pnk(x; y) polinomunun (n; k)-y¬nc¬ basamaktan olmas¬ ile çeli̧sir. O halde (2.14)

hiçbir zaman s¬f¬ra eşit olamaz. Bu ise ispat¬tamamlar.

Teorem 2.1 h(x; y), G bölgesi üzerinde tan¬mlanan herhangi bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu

olmak üzere, G üzerinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal olan bir tek

ortonormal sistem vard¬r.

·Ispat. ·Ispat¬tümevar¬m ile yapal¬m.

F00(x; y) = c00; (0; 0)-¬nc¬basamaktan key� bir polinom olsun. F00(x; y) =

c00 > 0 oldu¼gunu biliyoruz. Di¼ger taraftan ortonormallik koşulundan,ZZ
G

h(x; y)F 200(x; y)dxdy =

ZZ
G

h(x; y)c200dxdy = 1

olmal¬d¬r. Bu integrali sa¼glayacak c00 > 0 de¼geri tek türlü belirlenmi̧s olur. Şimdi

de,

F00(x; y); F10(x; y); F11(x; y); :::; Fn;k�1(x; y) (2.15)

polinom kümesinin ortonormal bir küme oluşturdu¼gunu ve (2.15) polinomlar¬n¬n tek

türlü belirli oldu¼gunu kabul edelim. Bu küme ile ortonormal olacak şekilde (n; k)-

y¬nc¬basamaktan bir Fnk(x; y) polinomunun tek türlü belirli oldu¼gunu gösterelim.

Lemma 2.1 den Fnk(x; y) polinomu,

Fnk(x; y) =

n�1X
m=0

mX
s=0

cmsFms(x; y) +
k�1X
s=0

cnsFns(x; y) + cnkx
n�kyk (2.16)

formunda yaz¬labilir. (2.16) polinomunun (2.15) deki polinomlarla ortogonal ol-

mas¬n¬istedi¼gimizden, (m; s) < (n; k) için,

(Fnk; Fms) = (

n�1X
m=0

mX
s=0

cmsFms(x; y) +

k�1X
s=0

cnsFns(x; y) + cnkx
n�kyk; Fms) = 0

7



sa¼glanmal¬d¬r. Burada,

(m; s) < (n; k) =

8<: (m = n) =) s < k

m < n

d¬r. (2.15) polinom sisteminin ortonormal oldu¼gu gözönünde bulundurulursa,

cms + cns(x
n�kyk; Fms) = 0

elde edilir.

(xn�kyk; Fms) = Ams

ile gösterilirse,

cms = �cnkAms

olur. Bu de¼ger (2.16) de yerine yaz¬l¬rsa,

Fnk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

(�cnkAms)Fms(x; y) +
k�1X
s=0

(�cnkAns)Fns(x; y) + cnkxn�kyk

= cnk

"
xn�kyk �

n�1X
m=0

mX
s=0

AmsFms(x; y)�
k�1X
s=0

AnsFns(x; y)

#
= cnkQnk(x; y)

olur. BuradaQnk(x; y) polinomu tek türlü belirlidir. Bu ise (2.15) polinom sistemine

ortogonal olan, (n; k)-y¬nc¬basamaktan Fnk(x; y) polinomunun sabit çarpan fark¬yla

tek oldu¼gunu gösterir. Di¼ger yandan, ortonormallik koşulu uygulan¬rsa,

ZZ
G

h(x; y)F 2nk(x; y)dxdy = 1

sa¼glanmal¬d¬r. O halde, ZZ
G

h(x; y)c2nkQ
2
nk(x; y)dxdy = 1

ve cnk > 0 koşulu alt¬nda cnk tek türlü belirlenmi̧s olur. Böylelikle G bölgesinde

h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal olan bir tek

fF00(x; y); F10(x; y); F11(x; y); :::; Fn0(x; y); :::; Fn;k�1(x; y); Fnk(x; y)g

polinom sistemi elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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Şimdi de bu teoremden yararlanarak, bir polinomun bir bölgedeki ortogonallik tan¬m¬n¬

verelim.

Teorem 2.2 cnk başkatsay¬s¬ s¬f¬rdan farkl¬ olan (n; k)-y¬nc¬ basamaktan bir poli-

nom Fnk(x; y) olsun. Fnk(x; y) polinomunun, bir G bölgesinde tan¬ml¬h(x; y) a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre ortogonal olmas¬ için gerek ve yeter koşul (p; q) < (n; k) olmak

üzere basama¼g¬(p; q) olan Qpq(x; y) polinomlar¬için,ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Qpq(x; y)dxdy = 0 (2.17)

ifadesinin gerçeklenmesidir.

·Ispat. ( =) ) G bölgesinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal (n; k)-y¬nc¬

basamaktan bir polinom Fnk(x; y) olsun. Ortogonallik tan¬m¬ndan,ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Fms(x; y)dxdy = 0 ; (n; k) 6= (m; s)

sa¼glan¬r. Lemma 2.1 den Qpq(x; y) polinomu fFms(x; y)g ler cinsinden,

Qpq(x; y) =

p�1X
m=0

mX
s=0

cmsFms(x; y) +

qX
s=0

cpsFps(x; y)

şeklinde ifade edilebilir. Bu ifade (2.17) da yerine yaz¬l¬rsa,ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)

"
p�1X
m=0

mX
s=0

cmsFms(x; y) +

qX
s=0

cpsFps(x; y)

#
dxdy

=

p�1X
m=0

mX
s=0

cms

24ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Fms(x; y)dxdy

35
+

qX
s=0

cps

24ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Fps(x; y)dxdy

35
elde edilir. fFnk(x; y)g polinom ailesi ortogonal oldu¼gundan,ZZ

G

h(x; y)Fnk(x; y)Fms(x; y)dxdy = 0

ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Fps(x; y)dxdy = 0
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d¬r. Bu durumda, ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Qpq(x; y)dxdy = 0

olur.

( (= ) Tersine (n; k)-y¬nc¬basamaktan daha düşük basamakl¬herhangi bir

Qpq(x; y) polinomu için (2.17) eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬n¬kabul edelim. BuradaQpq(x; y)

polinomu yerine (2.15) de verilen,

F00(x; y); F10(x; y); F11(x; y); :::; Fn0(x; y); :::; Fn;k�1(x; y)

polinomlar¬al¬nabilir. Teorem 2.2 den, basama¼g¬(n; k) dan düşük olan (2.15) poli-

nomlar¬na ortogonal olan (n; k)-y¬nc¬basamaktan Fnk(x; y) polinomu sabit çarpan

fark¬yla tektir. Bu da teoremi ispatlar.

Şimdi ortogonal polinomlar¬n extremum özelliklerini inceleyelim. ~Wnk;

~Qnk(x; y) = x
n�kyk +Rn�1(x; y) (2.18)

formunda (n; k)-y¬nc¬basamaktan, başkatsay¬s¬1 olan bütün polinomlar¬n kümesini

göstersin. Burada Rn�1(x; y), basama¼g¬(n; k) dan küçük olan bir polinomu göster-

mektedir.

Şimdi ~Wnk polinom kümesi içinde,

J( ~Qnk) =

ZZ
G

h(x; y)
h
~Qnk(x; y)

i2
dxdy (2.19)

integralinin minimumunu bulal¬m.

Teorem 2.3 ~Wnk(x; y) polinom kümesi içinde, (2.19) integralinin minimum de¼gerini

almas¬için gerek ve yeter koşul

~Qnk(x; y) = ~Fnk(x; y) =
1

cnk
Fnk(x; y) (2.20)

olmas¬d¬r ve (2.19) integralinin minimumu

min J( ~Qnk) =
1

[cnk]
2 (2.21)

dir.
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·Ispat. Lemma 2.1 den, ~Qnk(x; y) = xn�kyk + Rn�1(x; y) formundaki herhangi bir

polinom,

~Qnk(x; y) =

n�1X
m=0

mX
s=0

amsFms(x; y) +
k�1X
s=0

ansFns(x; y) +
1

cnk
Fnk(x; y) (2.22)

formunda yaz¬labilir. ~Qnk(x; y) polinomunun (2.22) deki eşitli¼ginin (2.19) de yerine

yaz¬lmas¬yla,

J( ~Qnk)

=

ZZ
G

h(x; y)

"
n�1X
m=0

mX
s=0

amsFms(x; y) +

k�1X
s=0

ansFns(x; y) +
1

cnk
Fnk(x; y)

#2
dxdy

=

ZZ
G

h(x; y)

"
n�1X
m=0

mX
s=0

amsFms(x; y) +
k�1X
s=0

ansFns(x; y) +
1

cnk
Fnk(x; y)

#

�
"
n�1X
m=0

mX
s=0

amsFms(x; y) +
k�1X
s=0

ansFns(x; y) +
1

cnk
Fnk(x; y)

#
dxdy

=
n�1X
m=0

mX
s=0

a2ms +
k�1X
s=0

a2ns +
1

[cnk]
2 (2.23)

elde edilir. (2.23) in minimum de¼gerini almas¬ için gerek ve yeter koşul ams = 0

olmas¬d¬r. Bu durumda,

~Qnk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

amsFms(x; y) +
k�1X
s=0

ansFns(x; y) +
1

cnk
Fnk(x; y)

eşitli¼ginde ams = 0 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

~Qnk(x; y) =
1

cnk
Fnk(x; y) = ~Fnk(x; y)

olur ki bu (2.20) eşitli¼gini ispatlar. Ayr¬ca yine ams = 0 oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa,

min J( ~Qnk) = min

"
n�1X
m=0

mX
s=0

a2ms +
k�1X
s=0

a2ns +
1

[cnk]
2

#
=

1

[cnk]
2

olur. Bu ise (2.21) eşitli¼gini ispatlar. Böylece teoremin ispat¬tamamlan¬r.
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Teorem 2.4 Fnk(x; y), n � 1 olmak üzere (n; k)-y¬nc¬ basamaktan bir ortogonal

polinom olsun. G1, Fnk(x; y) > 0 olacak şekildeki G bölgesinin noktalar¬n¬n kümesi,

G2 ise Fnk(x; y) < 0 olacak şekildeki G bölgesinin noktalar¬n¬n kümesi olsun. Bu

durumda G1 ve G2 kümelerinin her ikisinin de düzlemsel ölçüsü pozitiftir.

·Ispat. n � 1 ve Fnk(x; y) polinomu , (0; 0)-¬nc¬basamaktan F00(x; y) polinomuna

ortogonal oldu¼gundan, ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)dxdy = 0 (2.24)

elde edilir. G üzerinde hemen hemen her yerde Fnk(x; y) � 0 olsun. Bu durumda

Lemma 2.1 den, ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)dxdy > 0

olur ki bu durum (2.24) ile çeli̧sir. O halde G2 nin ölçüsü s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Ölçü

tan¬m¬ndan bir kümenin ölçüsü negatif olamayaca¼g¬ndan, G2 nin ölçüsü pozitiftir.

Benzer şekilde hemen hemen her yerde Fnk(x; y) � 0 olsun.(�Fnk(x; y) � 0) ola-

ca¼g¬ndan yine Lemma 2.1 den,ZZ
G

h(x; y)(�Fnk(x; y))dxdy > 0 =)
ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)dxdy < 0

olur ki bu durum yine (2.24) ile çeli̧sir. Ohalde G1 in ölçüsü de pozitiftir. Böylece

teorem ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 2.5 Bir G bölgesinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan (n; k)-

y¬nc¬basamaktan Fnk(x; y) polinomu,

Fnk(x; y) = Qms(x; y)Bpq(x; y) ; m � 1 ; p � 1 (2.25)

formunda iki polinomun çarp¬m¬olarak yaz¬labiliyor ise, Qms(x; y) ve Bpq(x; y) poli-

nomlar¬da ayn¬G bölgesinde kendi a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬na göre ortogonaldirler.
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·Ispat. (r; l) < (m; s) olmak üzere key� bir polinom Trl(x; y) olsun. Bu durumda

Bpq(x; y)Trl(x; y) polinomunun basama¼g¬(n; k)-y¬nc¬basamaktan daha düşük olur.

Fnk(x; y) ortogonal bir polinom oldu¼gundan Teorem 2.2 den,ZZ
G

h(x; y)Fnk(x; y)Bpq(x; y)Trl(x; y)dxdy = 0 (2.26)

sa¼glan¬r. Burada (2.25) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,ZZ
G

h(x; y)B2pq(x; y)Qms(x; y)Trl(x; y)dxdy = 0

elde edilir. Trl(x; y) iki de¼gi̧skenli polinomu,(m; s)-yinci basamaktan daha düşük

basamakl¬key� bir polinom oldu¼gundan, Teorem 2.2 den Qms(x; y) polinomu

h1(x; y) = h(x; y)B
2
pq(x; y)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. Benzer şekilde, Bpq(x; y) polinomunun G

bölgesinde

h2(x; y) = h(x; y)Q
2
ms(x; y)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonalli¼gi de kolayl¬kla gösterilebilir.

Örnek.

G (x; y) =
�
(x; y) : 0 < x < 1; 0 < y < x2

	
bölgesini ele alal¬m. G bölgesinde tan¬ml¬a¼g¬rl¬k fonksiyonu

h (x; y) = x2y

olsun. Gerçekten h (x; y) = x2y; G bölgesinde negatif olmayan bir fonksiyondur ve

ZZ
G

h (x; y) dxdy =

1Z
0

x2Z
0

x2ydydx =
1

14

olup

0 <

ZZ
G

h (x; y) dxdy <1

sa¼glan¬r. Şimdi de G bölgesinde h (x; y) a¼g¬rl¬k fonsiyonuna göre ortonormal olan

polinomlar¬n bir ailesini elde edelim.

F00 (x; y) = c
(0;0)
00
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olsun. Tan¬m (2.3) de verilen,ZZ
G

F 200 (x; y)h (x; y) dxdy = 1

ve c00 > 0 ortonormallik koşullar¬kullan¬larak,

1Z
0

x2Z
0

h
c
(0;0)
00

i2
x2ydydx =

h
c
(0;0)
00

i2 1Z
0

x6

2
dx = 1

h
c
(0;0)
00

i2
= 14 =) c00 =

p
14

bulunur. Buradan F00 (x; y) =
p
14 elde edilir. (1; 0)�¬nc¬basamaktan F10 (x; y)

polinomu

F10 (x; y) = c
(1;0)
00 + c

(1;0)
10 x

olsun. Bu polinom F00 (x; y) polinomuna ortogonal olmal¬ve normu 1 olmal¬d¬r.

Yani ZZ
G

F10 (x; y)F00 (x; y)h (x; y) dxdy = 0 (2.27)

ZZ
G

F 210 (x; y)h (x; y) dxdy = 1 (2.28)

koşullar¬sa¼glanmal¬d¬r. (2.27) dan

1Z
0

x2Z
0

p
14(c

(1;0)
00 + c

(1;0)
10 x)x2ydydx = 0

c
(1;0)
00

1Z
0

x2Z
0

x2ydydx+ c
(1;0)
10

1Z
0

x2Z
0

x3ydydx = 0

c
(1;0)
00

14
+
c
(1;0)
10

16
= 0

elde edilir. (2.28) den ise

1Z
0

x2Z
0

h
(c
(1;0)
00 )2 + 2c

(1;0)
00 c

(1;0)
10 x+ (c

(1;0)
10 )2x2

i
x2ydydx = 1

(c
(1;0)
00 )2

14
+
c
(1;0)
00 c

(1;0)
10

8
+
(c
(1;0)
10 )2

18
= 1
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elde edilir. (2.27), (2.28) sonuçlar¬ve c(1;0)10 > 0 koşulu birlikte gözönünde bulun-

durulursa c(1;0)00 ve c(1;0)10 reel sabitleri

c
(1;0)
00 = �21

p
2; c

(1;0)
10 = 24

p
2

şeklinde bulunur. O halde (1; 0)�¬nc¬basamaktan F10 (x; y) polinomu

F10 (x; y) = �21
p
2 + 24

p
2x

formundad¬r. Bu şekilde devam edilirse, (1; 1)�ci basamaktan F11 (x; y) polinomu

F11 (x; y) =
112
p
11p

2033
� 288

p
11p

2033
x+

270
p
11p

2033
y

olarak elde edilir. Benzer geni̧sletme ile (2; 0)�¬nc¬basamaktan F20 (x; y) polinomu

F20 (x; y) =
96p
7
� 10381p

7
x+

157p
7
x2

şeklindedir. ·I̧sleme bu şekilde devam edilirse

F21(x; y); F22(x; y); :::; Fnk(x; y)

polinomlar¬da kolayl¬kla elde edilebilir.
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3. B·IR BÖLGE ÜZER·INDE HARMON·IK ORTOGONAL

POL·INOMLAR

3.1 Homogen Harmonik Polinomlar

xoy düzleminde kompleks de¼gi̧skenler ve kutupsal koordinatlar¬

z = x+ iy = rei'

ile ifade edelim.Bu de¼gi̧sken kutupsal koordinatlar cinsinden yaz¬l¬rsa

z = x+ iy = rei' = r(cos'+ i sin') (3.1)

olur. ·Iki de¼gi̧skenli harmonik polinomlar

un(x; y) =

[n=2]X
k=0

(�1)kC2kn xn�2ky2k (3.2)

vn(x; y) =

[(n�1)=2]X
k=0

(�1)kC2k+1n xn�2k�1y2k+1 (3.3)

eşitlikleriyle tan¬mlan¬rlar.

(3.1) formülü göz önüne al¬n¬rsa, bu polinomlar,

un(x; y) = un(r; ') = un(z) = r
n cosn' (3.4)

vn(x; y) = vn(r; ') = vn(z) = r
n sinn' (3.5)

şeklinde yaz¬labilir. (3.2) ve (3.3) harmonik polinomlar¬n¬n aç¬k ifadesi,

1; x; y; x2 � y2; 2xy; :::; un(x; y); vn(x; y); ::: (3.6)

dir. uo = 1, vo = 0 oldu¼gundan (3.6) sistemi

f1; un(x; y); vn(x; y)g (3.7)

formunda ifade edilebilir.

16



Şimdi (3.7) polinomlar¬n¬n

G =
�
(x; y) : x2 + y2 < 1

	
(3.8)

bölgesinde ortogonal oldu¼gunu ispatlayal¬m.

(3.4) ve (3.5) formülleri

ZZ
G

un(x; y)vk(x; y)dxdy =

1Z
0

rn+k+1dr

2�Z
0

cosn' sin k'd' = 0 (3.9)

olmas¬n¬gerektirir ki bu ise un(x; y) ve vk(x; y) polinomlar¬n¬n birbirlerine ortogonal

oldu¼gunu gösterir. Benzer şekilde (3.2) ve (3.3) polinomlar¬n¬n tümünün birbirlerine

ortogonal olduklar¬ispatlanabilir. Şimdi bu polinomlar¬n normlar¬n¬hesaplayal¬m.

(3.4) den n > 0 için

jjunjj2 =
ZZ
G

u2n(x; y)dxdy =

1Z
0

r2n+1dr

2�Z
0

cos2 n'd' =
�

2(n+ 1)

olur. Benzer şeklide (3.5) polinomlar¬n¬n normlar¬da hesaplanabilir. Bu durumda

ortonormal harmonik polinomlar

û0 =
1p
�
; ûn(x; y) =

r
2(n+ 1)

�
un(x; y) (3.10)

v̂n(x; y) =

r
2(n+ 1)

�
vn(x; y) (3.11)

formunda bulunur.

(3.2) ve (3.3) formülleri (3.10) ve (3.11) polinomlar¬n¬n başkatsay¬lar¬n¬n s¬f¬rdan

farkl¬ olmas¬n¬ gerektirir. (3.7) sistemindeki herhangi bir polinomun başkatsay¬s¬

s¬f¬rdan farkl¬oldu¼gundan, basama¼g¬n i geçmeyen herhengi Pn(x; y) harmonik poli-

nomu (3.7) polinomlar¬ile

Pn(x; y) =
�0
2
+

nX
k=1

[�kuk(x; y) + �kvk(x; y)] (3.12)

şeklinde ifade edilebilir. (3.10) ve (3.11) den, (3.12) aç¬l¬m¬ndaki katsay¬lar

�k =
2(k + 1)

�

ZZ
G

Pn(x; y)uk(x; y)dxdy (3.13)
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�k =
2(k + 1)

�

ZZ
G

Pn(x; y)vk(x; y)dxdy (3.14)

formülleri ile tan¬ml¬d¬rlar.

(3.8) birim diskinde harmonik bir fonksiyon

F (x; y) = F (r; ') = F (z) (3.15)

ile tan¬mlans¬n. Bu fonksiyon birim diskte

F (r; ') =
a0
2
+

1X
k=1

rk(ak cos k'+ bk sin k') (3.16)

formunda bir seriye aç¬labilir. Burada katsay¬lar

ak =
1

�

2�Z
0

F (�; ') cos k'd' (3.17)

bk =
1

�

2�Z
0

F (�; ') sin k'd' (3.18)

formülleri ile tan¬ml¬d¬rlar.

(3.15) harmonik fonksiyonu için (3.16) serisi r < 1 için Poisson formülünden elde

edilebilir. Gerçekten Poisson integrali r < 1 için

F (r; �) =
1

2�

2�Z
0

F (')
1� r2

1� 2r cos(� � ') + r2d' (3.19)

olan bir harmonik fonksiyondur. Burada

1� r2
1� 2r cos(� � ') + r2

ifadesi Poisson çekirde¼gi olarak bilinir ve

1� r2
1� 2r cos(� � ') + r2 = 1 + 2

1X
k=1

cos k(� � ')rk (3.20)
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dir. Bunu aşa¼g¬da gösterelim.

1 + 2
1X
k=1

cos k(� � ')rk = 1 +

1X
k=1

(rkeik(��') + rke�ik(��'))

= 1 +

1X
k=1

(rei(��'))k +
1X
k=1

(re�i(��'))k

= 1 + rei(��')
1X
k=0

(rei(��'))k + re�i(��')
1X
k=0

(re�i(��'))k

= 1 +
rei(��')

1� rei(��') +
re�i(��')

1� re�i(��')

=
1� r2

1� 2r cos(� � ') + r2

dir. (3.20) ifadesi (3.19) da dikkate al¬n¬rsa

F (r; �) =
1

2�

2�Z
0

F (')
1� r2

1� 2r cos(� � ') + r2d'

=
1

2�

2�Z
0

F (')

"
1 + 2

1X
k=1

cos k(� � ')rk
#
d'

=
1

2�

2�Z
0

F (')d'+
1

�

2�Z
0

F (')

" 1X
k=1

�
rk(cos k� cos k'+ sin k� sin k')

�#
d'

=
1

2�

2�Z
0

F (')d'+
1

�

1X
k=1

24rk cos k�
0@ 2�Z
0

F (') cos k'd'

1A
+rk sin k�

0@ 2�Z
0

F (') sin k'd'

1A35
elde edilir.

(3.16) da kartezyen koordinatlara geçilir, (3.4) ve(3.5) formülleri dikkate al¬n¬rsa,

F (x; y) =
a0
2
+

1X
k=1

[akuk(x; y) + bkvk(x; y)] (3.21)

olur.

Kabul edelim ki (3.15) fonksiyonunun karesi (3.8) bölgesi üzerinde in- tegrallenebilir

olsun, yani

jjF jj2G =
ZZ
G

jF (x; y)j2 dxdy <1 (3.22)
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koşulu sa¼glans¬n. Bu tip fonksiyonlar¬n kümesi H2(G) ile gösterilir. (3.13) ve (3.14)

eşitliklerine benzer olarak, (3.7) sistemine göre (3.15) fonksiyonlar¬n¬n Fourier kat-

say¬lar¬

ak =
2(k + 1)

�

ZZ
G

F (x; y)uk(x; y)dxdy (3.23)

bk =
2(k + 1)

�

ZZ
G

F (x; y)vk(x; y)dxdy (3.24)

formülleri ile tan¬mlanabilir. (3.17), (3.18), (3.23), (3.24) formüllerinin (3.15) fonksi-

yonunun ayn¬Fourier katsay¬lar¬n¬belirttiklerini ispatlayal¬m. (3.17), (3.18) formülü

i ile çarp¬ld¬ktan sonra (3.17)den ç¬kart¬l¬r ve z = �ei' dönüşümü yap¬l¬rsa,

ak � ibk =
1

�

2�Z
0

F (�; ')(cos k'� i sin k')d'

=
1

�

Z
jzj=�

F (z)
�zk

iz�k
dz

=
1

�

Z
jzj=�

F (z)
�zk

�k
�z

i�2
dz

=
(k + 1)

��k+2i

Z
jzj=�

F (z)
�zk+1

k + 1
dz (3.25)

elde edilir. Bu durumda analitik ve harmonik fonksiyonlar için sa¼glananZZ
G

F (z)'0(z)dxdy =
1

2i

Z
�

F (z)'(z)dz (3.26)

integral formülü (3.25) eşitli¼ginde dikkate al¬n¬r, � yar¬çap¬yla s¬n¬rlanan bölge G�

ile gösterilir ve (3.26) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

ak � ibk =
2(k + 1)

��k+2

ZZ
G�

F (z)�zkdxdy

=
2(k + 1)

��k+2

ZZ
G�

F (x; y) [uk(x; y)� ivk(x; y)] dxdy (3.27)

elde edilir. (3.27) eşitli¼ginin her iki yan¬n¬n � �! 1 için limiti al¬n¬r ve kaŗs¬l¬kl¬

katsay¬lar eşitlenirse (3.23) ve (3.24) integralleri elde edilir, bu ise ispat¬tamamlar.
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(3.21) serisi yerine, ortonormal homogen harmonik polinomlar¬n

F (x; y) =
â0
2
û0 +

1X
k=1

h
âkûk(x; y) + b̂kv̂k(x; y)

i
(3.28)

Fourier serisi al¬nabilir. Bu serinin katsay¬lar¬

â0 = 2

ZZ
G

F (x; y)û0(x; y)dxdy

âk =

ZZ
G

F (x; y)ûk(x; y)dxdy (3.29)

b̂k =

ZZ
G

F (x; y)v̂k(x; y)dxdy (3.30)

formülleri ile verilir.Fourier katsay¬lar¬

â20
4
+

1X
k=1

(â2k + b̂
2
k) � jjF jj

2
G (3.31)

Bessel eşitsizli¼gini sa¼glar. GerçektenZZ
G

[F (x; y)� Sn(x; y)]2 dxdy =

ZZ
G

[F (x; y)]2 dxdy �

2

ZZ
G

F (x; y)Sn(x; y)dxdy +

ZZ
G

[Sn(x; y)]
2 dxdy

� 0

yaz¬labilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki integraller ayr¬ayr¬hesaplan¬rsaZZ
G

[Sn(x; y)]
2 dxdy =

ZZ
G

"
â0û0
2
+

nX
k=1

(âkûk + b̂kv̂k)

#2
dxdy

=
â20
4
+

nX
k=1

(â2k + b̂
2
k)ZZ

G

F (x; y)Sn(x; y)dxdy =

ZZ
G

F (x; y)

"
â0û0
2
+

nX
k=1

(âkûk + b̂kv̂k)

#
dxdy

=
â20
4
+

nX
k=1

(â2k + b̂
2
k)

olur. Bunlar yerlerine yaz¬l¬r ve (3.22) eşitli¼gi dikkate al¬n¬rsa,

â20
4
+

1X
k=1

(â2k + b̂
2
k) � jjF jj

2
G
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elde edilir.

Lemma 3.1 E¼ger F (x; y)

w =
�
(x; y) : (x� x0)2 + (y � y0)2 � �2

	
kapal¬diskinde harmonik bir fonksiyon ise, bu durumda

��2 jF (x0; y0)j2 �
ZZ
W

jF (x; y)j2 dxdy (3.32)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat.
ZZ
W

jF (x; y)j2 dxdy integralinde x�x0 = u ve y�y0 = v de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi

yap¬l¬rsa ZZ
W

jF (x; y)j2 dxdy =
ZZ
W

jF (u+ x0; v + y0)j2 dudv (3.33)

olur.

F (x; y) =
a0
2
+

1X
k=1

[akuk(x; y) + bkvk(x; y)]

eşitli¼ginde x� x0 = u ve y � y0 = v de¼gi̧sken de¼gi̧stirmeleri yap¬l¬r ve

juk(u+ x0; v + y0)j � juk(x0; y0)j ve jvk(u+ x0; v + y0)j � jvk(x0; y0)j eşitsizlikleri

kullan¬l¬rsa

jF (u+ x0; v + y0)j =
�����a02 +

1X
k=1

[akuk(u+ x0; v + y0) + bkvk(u+ x0; v + y0)]

�����
�

�����a02 +
1X
k=1

[akuk(x0; y0) + bkvk(x0; y0)]

�����
= jF (x0; y0)j (3.34)

bulunur. Bu durumda (3.33) eşitli¼ginde (3.34) eşitsizli¼gi gözönüne al¬n¬rsaZZ
W

jF (x; y)j2 dxdy =

ZZ
W

jF (u+ x0; v + y0)j2 dudv

� jF (x0; y0)j2
�Z
0

2�Z
0

rdrd'

= ��2 jF (x0; y0)j2

elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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3.2 Christo¤el- Darboux Formüllerinin Bir Analo¼gu

Bu k¬s¬mda homogen harmonik polinomlar¬n Fourier serilerinin k¬sm¬ toplamlar¬

hesaplanacakt¬r.

jqj < 1 koşulu alt¬nda

1 + q + q2 + :::+ qn =
1� qn+1
1� q (3.35)

eşitli¼gini gözönüne alal¬m. Bu eşitlikte

q = z�� = (x+ iy)(� � i�) (3.36)

al¬n¬r ve (3.2), (3.3) formülleri kullan¬l¬rsa,

qk = zk(��)k = [uk(x; y) + ivk(x; y)] [uk(�; �)� ivk(�; �)]

= uk(x; y)uk(�; �) + vk(x; y)vk(�; �) + i [vk(x; y)uk(�; �)� uk(x; y)vk(�; �)]

(3.37)

olur. Ayr¬ca (3.36) den

1� q = 1� (x+ iy)(� � i�) = 1� (x� + y� + i(y� � x�))

= (1� x� � y�) + i(x� � y�) (3.38)

yaz¬labilir. Bu de¼ger eşlene¼gi ile çarp¬l¬rsa,

(1� x� � y�)2 + (x� � y�)2 = 1� 2(x� + y�) + (x2 + y2)(�2 + �2) (3.39)

bulunur. Bu de¼geri g(x; y; �; �) ile gösterelim. K¬sal¬k için

uk = uk(x; y) ; ~uk = uk(�; �) (3.40)

vk = vk(x; y) ; ~vk = vk(�; �) (3.41)

notasyonlar¬n¬kullanal¬m. (3.35) eşitli¼ginde (3.37) eşitli¼gi gözönüne al¬n¬rsa,

1 +
nX
k=1

qk = 1 +
nX
k=1

[uk~uk + vk~vk + i [vk~uk � uk~vk]]

= 1 +

nX
k=1

(uk~uk + vk~vk) + i

nX
k=1

(vk~uk � uk~vk)

=
1� qn+1
1� q =

1� qn+1
(1� x� � y�) + i(x� � y�)

=
(1� qn+1) [(1� x� � y�)� i(x� � y�)]

g(x; y; �; �)
(3.42)
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elde edilir. k = n + 1 için (3.37) yard¬m¬yla kesrin pay¬n¬hesaplayabiliriz. (3.42)

eşitli¼ginin reel ve imajiner k¬s¬mlar¬ayr¬ayr¬yaz¬l¬rsa,

1 +
nX
k=1

(uk~uk + vk~vk) =
1

g(x; y; �; �)
[(1� un+1~un+1 � vn+1~vn+1)(1� x� � y�)

�(vn+1~un+1 � un+1~vn+1)(x� � y�)] (3.43)

nX
k=1

(vk~uk � uk~vk) =
�1

g(x; y; �; �)
[(1� un+1~un+1 � vn+1~vn+1)(x� � y�)

+(vn+1~un+1 � un+1~vn+1)(1� x� � y�)] (3.44)

elde edilir. (3.35) eşitli¼ginin q ya göre türevi al¬n¬rsa,

1 + 2q + 3q + :::+ nqn�1 =
�(n+ 1)qn
1� q +

1� qn+1
(1� q)2

=
�(n+ 1)qn
1� q +

1

1� q (1 + q + q
2 + :::+ qn)

(3.45)

bulunur. (3.45) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki terimleri hesaplayal¬m. (3.37) ve (3.38)

formüllerinden,

�(n+ 1)qn
1� q =

�(n+ 1)
g(x; y; �; �)

[un~un + vn~vn + i(vn~un � un~vn)]

� [(1� x� � y�)� i(x� � y�)]

=
�(n+ 1)
g(x; y; �; �)

[(un~un + vn~vn)(1� x� � y�)

+(vn~un � un~vn)(x� � y�)

+i(vn~un � un~vn)(1� x� � y�)�

i(un~un + vn~vn)(x� � y�)] (3.46)
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yaz¬labilir. Şimdi (3.45) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki ikinci eşitli¼gi hesaplayal¬m. (3.37),

(3.38) ve (3.39) eşitlikleri dikkate al¬n¬rsa

1

1� q (1 + q + :::+ q
n) =

(1� x� � y�)� i(x� � y�)
g(x; y; �; �)

�"
1 +

nX
k=1

(uk~uk + vk~vk) + i
nX
k=1

(vk~uk � uk~vk)
#

=
1

g

(
(1� x� � y�)

"
1 +

nX
k=1

(uk~uk + vk~vk)

#

+(x� � y�)
nX
k=1

(vk~uk � uk~vk)

+i(1� x� � y�)
nX
k=1

(vk~uk � uk~vk)

�i(x� � y�)
"
1 +

nX
k=1

(uk~uk + vk~vk)

#)
(3.47)

elde edilir. Böylelikle (3.37) ve (3.38) yard¬m¬yla (3.45) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬elde

edilmi̧s olur. (3.46) ve (3.47) eşitliklerini (3.45) de gözönüne alal¬m ve eşitli¼gin sol

taraf¬n¬(3.37) yard¬m¬yla farkl¬bir biçimde ifade edelim. Bu durumda eşitlikteki

reel k¬s¬m hesaplan¬rsa,

n�1X
k=1

(k + 1)(uk~uk + vk~vk) =
�(n+ 1)

g
[(un~un + vn~vn)(1� x� � y�)

+(vn~un � un~vn)(x� � y�)]

+
1

g

(
(1� x� � y�)

"
1 +

nX
k=1

(uk~uk + vk~vk)

#

+(x� � y�)
nX
k=1

(vk~uk � uk~vk)
)

(3.48)

bulunur. (3.48) eşitli¼gi basit dönüşümlerle

n�1X
k=0

(k + 1)(uk~uk + vk~vk) =
1

g

"
(1� x� � y�)

n�1X
k=1

(uk~uk + vk~vk)

+(x� � y�)
n�1X
k=1

(vk~uk � uk~vk)

�n(1� x� � y�)(un~un + vn~vn)

�n(x� � y�)(vn~un � un~vn)] (3.49)
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formuna dönüşür. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki k¬smi toplamlar yerine (3.43) ve (3.44)

formülleri yaz¬l¬rsa,

n�1X
k=0

(k + 1)(uk~uk + vk~vk) =
1

g

�
(1� x� � y�)1

g
[(1� un~un � vn~vn)(1� x� � y�)

�(vn~un � un~vn)(x� � y�)]

�(x� � y�)1
g
[(1� un~un � vn~vn)(x� � y�)

+(vn~un � un~vn)(1� x� � y�)]

�n(1� x� � y�)(un~un + vn~vn)

�n(x� � y�)(vn~un � un~vn)g (3.50)

elde edilir. (3.49) ve (3.50) formülleri tek de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar için klasik

Christo¤el-Darboux formüllerinin analo¼gu ve genelleştirmesidir. Ortonormal har-

monik polinomlar¬n bilineer serilerinin k¬smi toplamlar¬bu eşitlikler yard¬m¬yla ifade

edilebilir. (3.49) ve (3.50) formüllerini gözönüne al¬rken, (3.40) ve (3.41) notasyon-

lar¬n¬gözönünde bulundurabiliriz. Ayr¬ca bu formüllerde g, (3.39) toplam¬n¬göster-

mektedir, yani

g(x; y; �; �) = 1� 2(x� + y�) + (x2 + y2)(�2 + �2) (3.51)

dir. E¼ger M(x; y) ve P (x; y) noktalar¬farkl¬ise, (3.39) formülünden, (3.51) fonksi-

yonu pozitiftir. Ayr¬ca M ve P noktalar¬çak¬̧s¬k ve birim disk içindeyse (3.38) ve

(3.39) formülleri (3.51) fonksiyonunun pozitif olmas¬n¬gerektirir.

Kabul edelimkiM(x; y) noktas¬birim çember üzerinde olsun, yani x2+y2 = 1 koşulu

sa¼glans¬n. Bu durumda (3.51) formülünden

g(x; y; �; �) = (x� �)2 + (y � �)2

elde edilir. Di¼ger taraftan, ayn¬x2 + y2 = 1 koşulu alt¬nda

1� x� � y� = x(x� �) + y(y � �)

x� � y� = (x� �)� � (y � �)�

eşitlikleri yaz¬labilir. Bu eşitlikleri gözönüne alarak,

j1� x� � y�j (jx� �j+ jy � �j)
g(x; y; �; �)

� (jx� �j+ jy � �j)2
(x� �)2 + (y � �)2 � 2 (3.52)
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jx� � y�j (jx� �j+ jy � �j)
g(x; y; �; �)

� (jx� �j+ jy � �j)2
(x� �)2 + (y � �)2 � 2 (3.53)

yaz¬labilir. Bu eşitsizlikler M(x; y) naoktas¬n¬n birim çember üzerinde ve P (�; �)

noktas¬n¬n kapal¬birim disk içinde de¼gi̧sken olmas¬durumunda sa¼glan¬r.

3.3 Birim Disk ·Içinde Ortogonal Harmonik Polinomlar

Bir h(x,y) a¼g¬rl¬k fonksiyonu

G =
�
(x; y) : x2 + y2 < 1

	
(3.54)

birim diski içinde tan¬ml¬olsun. Dolay¬s¬yla h(x; y) > 0 d¬r ve (3.54) bölgesinde

integrallenebilirdir. Yani,

0 <

ZZ
G

h(x; y)dxdy <1

koşulu sa¼glan¬r.

f1; un(x; y); vn(x; y)g (3.55)

homogen harmonik polinom sistemine h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonallik

metodunu uygulayarak, (3.54) bölgesi üzerinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortonormal olan,

fA0; An(x; y); Bn(x; y)g (3.56)

bir harmonik polinom sistemi elde ederiz. (3.56) sistemi için ortonormallik koşullar¬ZZ
G

h(x; y)An(x; y)Ak(x; y)dxdy = �nk

ZZ
G

h(x; y)An(x; y)Bk(x; y)dxdy = 0

ZZ
G

h(x; y)Bn(x; y)Bk(x; y)dxdy = �nk

formundad¬r. Kabul edelim ki (3.56) polinomlar¬n¬n a¼g¬rl¬k fonksiyonu s¬f¬r taraf¬n-

dan düzgün s¬n¬rl¬olsun ve Lipschitz koşulu sa¼glans¬n. Yani,

h(x; y) � c1 > 0 (3.57)
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jh(x; y)� h(�; �)j �M1(jx� �j+ jy � �j) (3.58)

koşullar¬sa¼glans¬n. (3.57) ve (3.58) koşullar¬alt¬nda (3.56) polinomlar¬n¬ele alal¬m.

Bn(x; y) polinomu (3.55) homogen harmonik polinomlar¬na göre seriye aç¬l¬rsa (3.12)

ye benzer olarak

Bn(x; y) =
�0
2
+

nX
k=1

[�kuk(x; y) + �kvk(x; y)] (3.59)

şeklinde elde edilir. Burada katsay¬lar

�k =
2(k + 1)

�

ZZ
G

Bn(�; �)uk(�; �)d�d�

�k =
2(k + 1)

�

ZZ
G

Bn(�; �)vk(�; �)d�d�

formülleri ile tan¬ml¬d¬r. �k; �k katsay¬lar¬, (3.40) ve (3.41) notasyonlar¬kullan¬l¬rsa

(3.59) eşitli¼gi

Bn(x; y) =
2

�

ZZ
G

Bn(�; �)Kn(x; y; �; �)d�d� (3.60)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

Kn(x; y; �; �) =
1

2
+

nX
k=1

(k + 1)(uk~uk + vk~vk) (3.61)

d¬r. Gerçekten

Bn(x; y) =
ao
2
+

nX
k=1

242(k + 1)
�

0@ZZ
G

Bn(�; �)uk(�; �)d�d�

1Auk(x; y)
+
2(k + 1)

�

0@ZZ
G

Bn(�; �)vk(�; �)dd�d�

1A vk(x; y)
35

=
ao
2
+
2

�

ZZ
G

Bn(�; �)

"
nX
k=1

(k + 1)(uk~uk + vk~vk)

#
dd�d�

=
ao
2
+
2

�

ZZ
G

Bn(�; �)

�
Kn(x; y; �; �)�

1

2

�
ds

=
ao
2
+
1

�

ZZ
G

Bn(�; �)Kn(x; y; �; �)ds�
1

2�

ZZ
G

Bn(�; �)ds
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yazabiliriz ki burada

ao =
1

�

ZZ
G

Bn(�; �)ds

dir. Bu ise (3.60) eşitli¼gidir.

(3.60) eşitli¼ginde (3.61) eşitli¼gi dikkate al¬n¬r ve son terim ayr¬yaz¬l¬rsa

Bn(x; y) =
2(n+ 1)

�

ZZ
G

Bn(�; �)(un~un + vn~vn)d�d�

+
2

�

ZZ
G

Bn(�; �)Kn�1(x; y; �; �)d�d� (3.62)

elde edilir. Öncelikle eşitli¼gin sa¼g taraf¬n¬n ilk terimi için bir eşitsizlik elde edelim.

(3.57) den ve Cauchy-Schwarz Bunyakovskii eşitsizli¼gindenZZ
G

jBn(�; �)j j~ukj d�d� � 1
p
c1

ZZ
G

p
h(�; �) jBn(�; �)j j~ukj d�d�

� 1
p
c1

vuutZZ
G

juk(�; �)j2 d�d�

=

r
�

2(k + 1)c1
(3.63)

elde edilir. Bu durumda (3.62) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki birinci terimin mutlak

de¼geri s
2(n+ 1)

�c1
(jun(x; y)j+ jvn(x; y)j) (3.64)

de¼gerini geçemez. Şimdi eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki ikinci terim için bir eşitsizlik elde

edelim. ZZ
G

h(�; �)Bn(�; �)Kn�1(x; y; �; �)d�d� = 0

oldu¼gu dikkate al¬n¬rsa bu eşitlik

Jn =
2

�

ZZ
G

Bn(�; �)Kn�1(x; y; �; �)d�d�

=
2

�h(x; y)

ZZ
G

[h(x; y)� h(�; �)]Bn(�; �)Kn�1(x; y; �; �)d�d� (3.65)
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yaz¬labilir. Kn�1(x; y; �; �) k¬smi toplam¬yerine ondan daha büyük olan
n�1X
k=0

(k + 1)(uk~uk + vk~vk)

ifadesi al¬nd¬ktan sonra integral içerisindeki ifade �n ile gösterilir ve (3.49) eşitli¼gi

dikkate al¬n¬rsa

�n = [h(x; y)� h(�; �)]Bn(�; �)
"
n�1X
k=0

(k + 1)(uk~uk + vk~vk)

#

= [h(x; y)� h(�; �)]Bn(�; �)
1

g

"
(1� x� � y�)

n�1X
k=0

(uk~uk + vk~vk)

+(x� � y�)
n�1X
k=1

(vk~uk � uk~vk)� n(1� x� � y�)(un~un + vn~vn)

�n(x� � y�)(vn~un � un~vn)] (3.66)

bulunur. Kabul edelim ki M(x; y) noktas¬birim çemberin üzerinde bulunsun. Bu

durumda (3.52) ve (3.53) eşitsizlikleri sa¼glan¬r. Bu eşitsizlikler ve (3.58) koşulu

kullan¬larak, (3.66) için

j�nj � 2M1 jBn(�; �)j
"
n�1X
k=0

(juk~ukj+ jvk~vkj) +
n�1X
k=0

(jvk~ukj+ juk~vkj)

+n(jun~unj+ jvn~vnj+ jvn~unj+ jun~vnj)] (3.67)

yaz¬labilir. Bu eşitsizli¼gi terim terime integre ederek ve (3.63) eşitsizli¼gini integ-

rallere uygulayarak,ZZ
G

j�nj d�d� � M1

r
2�

c1

"
n�1X
k=0

1p
k + 1

(jukj+ jvkj)

+

n�1X
k=1

1p
k + 1

(jvkj+ jukj+
2np
n+ 1

(junj+ jvnj)
#

� c2
p
n+ 1 (3.68)

elde edilir. Elde edilen sonuçlar¬kullanarak bu k¬sm¬n sonucunu aşa¼g¬daki teoremde

verelim.

Teorem 3.1 E¼ger a¼g¬rl¬k fonksiyonu (3.57) ve (3.58) koşullar¬n¬ sa¼gl¬yor ise bu

durumda kapal¬birim disk içinde (3.56) polinomlar¬için

jAn(x; y)j � c3
p
n+ 1 , x2 + y2 � 1 (3.69)

jBn(x; y)j � c3
p
n+ 1 , x2 + y2 � 1 (3.70)
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eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. (3.62) eşitli¼ginde her iki taraf¬n mutlak de¼geri al¬n¬r ve üçgen eşitsizli¼gi

uygulan¬rsa

jBn(x; y)j �
2(n+ 1)

�

ZZ
G

jBn(�; �)j (jun~unj+ jvn~vnj)d�d�

+
2

�

ZZ
G

jBn(�; �)j jKn�1(x; y; �; �)j d�d�

elde edilir. Burada (3.64) ve (3.68) birlikte dikkate al¬n¬rsa

jBn(x; y)j �

s
2(n+ 1)

�c1
(jun(x; y)j+ jvn(x; y)j)

+c2
p
n+ 1

� c3
p
n+ 1

elde edilir bu ise ispat¬tamamlar.

3.4 Genel Durumda Bir Bölge Üzerinde Ortogonal Harmonik

Polinomlar

Homogen harmonik polinom sistemini

1; u1(x; y); v1(x; y); :::; un(x; y); vn(x; y); ::: (3.71)

formunda yazal¬m.

S¬n¬rl¬basit irtibatl¬bir G bölgesi düzgün bir � Jordan e¼grisi ile s¬n¬rl¬olsun. Kabul

edelim ki h(x; y) G bölgesinde tan¬ml¬ bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Biliyoruz ki

h(x; y) > 0 d¬r ve bu bölgede integrallenebilir bir fonksiyondur. (3.71) serisine

ortogonallik metodunu uygulayarak G bölgesinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonal olan

fA0; An(x; y); Bn(x; y)g (3.72)
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harmonik polinom serisini elde ederiz, yaniZZ
G

h(x; y)An(x; y)Ak(x; y)dxdy = �nk

ZZ
G

h(x; y)An(x; y)Bk(x; y)dxdy = 0

ZZ
G

h(x; y)Bn(x; y)Bk(x; y)dxdy = �nk (3.73)

koşullar¬ sa¼glan¬r. Öncelikle h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonunun s¬f¬r taraf¬ndan düzgün

s¬n¬rl¬oldu¼gunu kabul edelim, yani

h(x; y) � h0 > 0 , M(x; y) 2 G (3.74)

koşulu sa¼glans¬n. �, M(x; y) noktas¬ndan � ya olan uzakl¬¼g¬göstersin. Bu durumda

Lemma 3.1 den (3.74) koşulu alt¬nda,

��2 jAn(x; y)j2 �
ZZ
!�

jAn(�; �)j2 d�d�

� 1

h0

ZZ
G

h(�; �) jAn(�; �)j2 d�d�

=
1

h0
(3.75)

elde ederiz.

Böylelikle, e¼ger (3.74) koşulu sa¼glan¬rsa, bu durumda (3.72) polinomlar¬G böl-

gesinde düzgün s¬n¬rl¬d¬r.

G bölgesinde karesi h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre integrallenebilen harmonik bir

f(x; y) fonksiyonu tan¬ml¬olsun, yani

jjf jj2G =
ZZ
G

h(x; y)f 2(x; y)dxdy <1 (3.76)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Ortogonal harmonik polinomlar¬n Fourier serilerini, f(x; y)

fonksiyonuna uygun olarak

f(x; y) = a0A0 +

1X
k=1

[akAk(x; y) + bkBk(x; y)] (3.77)
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formunda ifade edebiliriz. Bu fonksiyonun Fourier katsay¬lar¬(3.77) den

ak =

ZZ
G

h(x; y)f(x; y)Ak(x; y)dxdy

bk =

ZZ
G

h(x; y)f(x; y)Bk(x; y)dxdy

formülleri ile tan¬ml¬d¬r.

fKn(z)g G bölgesinde ayn¬h(z) = h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan

kompleks de¼gi̧skenli polinomlar¬göstersin. Kompleks bölgede ortogonallik koşuluZZ
G

h(z)Kn(z)Km(z)dxdy = �nm (3.78)

formundad¬r.

3.5 Bir Bölge Üzerinde Süperortogonal Harmonik Polinomlar

Önceki k¬s¬ma benzer olarak düzgün bir � Jordan e¼grisi taraf¬ndan s¬n¬rlanan sonlu

basit irtibatl¬G bölgesi üzerinde bir h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonunu ele alal¬m. Bu

fonksiyon G bölgesi üzerinde ortogonal olan yani, (3.78) koşulunu sa¼glayan kompleks

de¼gi̧skenli fKn(z)g polinom sistemi tan¬mlar. Reel ve imajiner k¬s¬mlar¬ay¬rarak bu

polinomlar için harmonik polinomlara ba¼gl¬olarak,

Kn(z) = Pn(x; y) + iQn(x; y) ; n = 0; 1; ::: (3.79)

formunda bir gösterim elde edilebilir.

Önceki k¬s¬mda gösterildi ki ayn¬h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonu

fA0; An(x; y); Bn(x; y)g (3.80)

ortogonal harmonik polinom sistemi tan¬mlar.

(3.79) formülüne ba¼gl¬olarak �n ve �n sabitler olmak üzere hangi koşullar alt¬nda

An(x; y) = �nPn(x; y)

Bn(x; y) = �nQn(x; y) (3.81)
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eşitliklerinin sa¼gland¬¼g¬n¬inceleyelim.

(3.81) koşullar¬n¬sa¼glayan (3.80) polinomlar¬na G bölgesinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiy-

onu ile süperortogonal polinomlar denir.

(3.81) süperortogonallik koşulunun anlam¬ şudur, (3.79) formülünü kullanarak G

bölgesinde h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal olan (3.80) harmonik poli-

nomlar¬ndan, ayn¬a¼g¬rl¬k fonksiyonuyla ortogonal olan kompleks polinomlar¬oluş-

turabiliriz.

Önceki k¬s¬ma benzer olarak, z0 G bölgesinde sabit bir nokta ve z = 	(!) ters

fonksiyon olmak üzere '(z0) = 0 ve '0(z0) > 0 koşullar¬alt¬nda ! = '(z); G böl-

gesini j!j < 1 diskine dönüştüren birebir, örten ve konform bir dönüşüm olsun.

h(x; y) = j'0(z)j2 ; z 2 G (3.82)

formunda bir a¼g¬rl¬k fonksiyonunu ele alal¬m. Bu k¬s¬mda a¼g¬rl¬k fonksiyonunun

(3.82) olmas¬durumunda (3.80) harmonik polinomlar¬n¬n süperortogonal oldu¼gunu

ispatlayaca¼g¬z. Fakat öncelikle yard¬mc¬sonuçlar¬verelim.

Lemma 3.2 Herhangi bir �n(z) harmonik polinomu için �n(z) nin adjointi olan

~�n(z) harmonik polinomu vard¬r kiZZ
G

~�n(z) j'0(z)j2 dxdy �
ZZ
G

j�n(z)j2 j'0(z)j2 dxdy (3.83)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. �n(z) ve ~�n(z) harmonik polinomlar¬n¬n adjointli¼ginden, ! = rei� notasy-

onunu kullanarak

�n [	(!)] = �(r; �) =
a0
2
+

1X
k=1

(ak cos k� + bk sin k�)r
k (3.84)

~�n [	(!)] = ~�(r; �) =
~a0
2
+

1X
k=1

(�bk cos k� + ak sin k�)rk (3.85)
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seri aç¬l¬mlar¬n¬yazabiliriz. (3.85) aç¬l¬m¬nda ~a0 = 0 alabiliriz. Bu durumda (3.84) ve

(3.85) eşitliklerini (3.83) eşitsizli¼gindeki integralde kullanarak konform bir dönüşüm-

den sonra
1Z
0

2�Z
0

j�(r; �)j2 rdrd� =
�a20
4
+

1X
k=1

�

2(k + 1)
(a2k + b

2
k) (3.86)

1Z
0

2�Z
0

j~�(r; �)j2 rdrd� =

1X
k=1

�

2(k + 1)
(a2k + b

2
k) (3.87)

elde ederiz ki Lemma ispatlanm¬̧s olur.

Lemma 3.3 Herhangi �n(x; y) ve �m(x; y) harmonik polinomlar¬için bu polinom-

lara adjoint olan ~�n(x; y) ve ~�m(x; y) harmonik polinomlar¬vard¬r kiZZ
G

�n(z)~�m(z) j'0(z)j
2
dxdy = �

ZZ
G

~�n(z)�m(z) j'0(z)j
2
dxdy (3.88)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (3.84) ve (3.85) formüllerine benzer olarak

�n [	(!)] = �(r; �) =
~a0
2
+

1X
k=1

(~ak cos k� +~bk sin k�)r
k (3.89)

~�n [	(!)] =
~�(r; �) =

1X
k=1

(�~bk cos k� + ~ak sin k�)rk (3.90)

eşitliklerini yazabiliriz. (3.84) ve (3.85) eşitliklerini kullan¬rsak

1Z
0

2�Z
0

�(r; �)~�(r; �)rdrd� =

1X
k=1

�

2(k + 1)
(�ak~bk + bk~ak) (3.91)

elde edilir. Benzer şekilde (3.85) ve (3.89) den

1Z
0

2�Z
0

~�(r; �)�(r; �)rdrd� =
1X
k=1

�

2(k + 1)
(�~akbk + ak~bk) (3.92)

yaz¬labilir. (3.91) ve (3.92) den (3.88) eşitli¼gi elde edilir ve ispat tamamlan¬r.

Aşa¼g¬daki bütün sonuçlarda herhangi birQn(x; y) polinomunun adjointi olan ~Qn(x; y)

harmonik polinomunun Lemma 3.2 ve Lemma 3.3 nin hipotezleri sa¼glana- cak şekilde

seçildi¼gini kabul edelim.
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Lemma 3.4 (3.80) harmonik polinomlar¬G bölgesi üzerinde (3.82) a¼g¬rl¬k fonksi-

yonu ile ortonormal ise bu durumda

An(z) = � ~Bn(z)

Bn(z) = ~An(z) (3.93)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. K¬sal¬k aç¬s¬ndan

(An; Bm) =

ZZ
G

h(x; y)An(x; y)Bm(x; y)dxdy (3.94)

notasyonunu kullanal¬m. E¼ger n < m ise bu durumda (3.80) sistemindeki polinom-

lar¬n ortogonalli¼ginden,

(Am; ~Bn) =
�
Bm; ~An

�
= 0 (3.95)

yaz¬labilir.

Şimdi m < n olsun. Bu durumda (3.88) eşitli¼gini kullanarak ve adjoint polinom

seçimini gözönünde bulundurarak

(Am; ~Bn) = �( ~Am; Bn) = 0

(Bm; ~An) = �( ~Bm; An) = 0 (3.96)

elde ederiz. (3.95) ve (3.96) de n = m durumu dahil de¼gildir.

Di¼ger taraftan herhangi n ve m için Lemma 3.3 den

(Am; ~An) = �(An; ~Am)

(Bm; ~Bn) = �(Bn; ~Bm)

eşitliklerinden (3.80) polinomlar¬n¬n ortogonalliklerini göz önünde bulundurarak

(Am; ~An) = (Bm; ~Bn) = 0 (3.97)

elde ederiz, burada n=m durumu dahildir.
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Şimdi (3.80) sistemine göre adjoint polinomlar¬seriye aç¬l¬rsa

~An(z) = a0A0 +

nX
k=1

[akAk(z) + bkBk(z)] (3.98)

~Bn(z) = �0A0 +
nX
k=1

[�kAk(z) + �kBk(z)] (3.99)

yaz¬labilir.

(3.96) ve (3.97) ortogonallik koşullar¬n¬gözönünde bulundurarak (3.98) ve (3.99)

formüllerinin herbirinde yaln¬zca bir katsay¬s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Bu durumda (3.98)

ve (3.99) eşitlikleri

~An(z) = bnBn(z)

~Bn(z) = �nAn(z) (3.100)

formuna indirgenebilir. Bu eşitliklerde bn ve �n katsay¬lar¬adjoint harmonik poli-

nomlar için olan formül yard¬m¬yla belirlenebilir. Kompleks katsay¬l¬key� bir poli-

nom için

Rn(z) = c0 + id0 +
nX
k=1

(ck + idk)z
k

= c0 + id0 +
nX
k=1

(ck + idk) [uk(x; y) + ivk(x; y)]

= c0 + id0 +
nX
k=1

f[ckuk(x; y)� dkvk(x; y)]

+ i [dkuk(x; y) + ckvk(x; y)]g (3.101)

yaz¬labilir. An(z) ve ~An(z) harmonik polinomlar¬adjoint oldu¼gundan (3.101) for-

mülünden

An(z) = c0 +
nX
k=1

[ckuk(x; y)� dkvk(x; y)] (3.102)

~An(z) = d0 +
nX
k=1

[dkuk(x; y) + ckvk(x; y)] (3.103)

elde edilir. Benzer şekilde

Bn(z) = ~c0 +
nX
k=1

h
~ckuk(x; y)� ~dkvk(x; y)

i
(3.104)

~Bn(z) = ~d0 +
nX
k=1

h
~dkuk(x; y) + ~ckvk(x; y)

i
(3.105)
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yaz¬labilir. Bu aç¬l¬mdaki baş katsay¬lar¬kaŗs¬laşt¬rarak (3.100) den

cn = �bn ~dn
~dn = �ncn (3.106)

elde edilir ki bu ise bn:�n = �1 olmas¬n¬gerektirir. Böylelikle (3.100) eşitlikleri

~An(z) = bnBn(z)

~Bn(z) = � 1
bn
An(z) (3.107)

formunda ifade edilebilir. (3.83) eşitsizli¼ginden ve (3.80) polinomlar¬n¬n ortonor-

malli¼ginden ZZ
G

��� ~An(z)���2 j'0(z)j2 dxdy � 1

ZZ
G

��� ~Bn(z)���2 j'0(z)j2 dxdy � 1

yaz¬labilir. Bu eşitsizliklerde (3.107) eşitliklerinin sa¼g k¬sm¬n¬yerine koyarak b2n � 1

ve 1 � b2n elde edilir ki bu ise b2n = 1 olmas¬n¬gerektirir.

Son olarak bn in i̧saretini belirlemek için (3.103) ve (3.104) eşitliklerini gözö- nünde

bulundural¬m. (3.102) formülünde dn = 0 oldu¼gundan ve cn başkatsay¬s¬ pozitif

oldu¼gundan ve (3.104) formülünde vn(x; y) nin başkatsay¬s¬n¬n pozitif olmas¬gerek-

ti¼ginden ~dn < 0 elde edilir. Böylelikle (3.106) den bn > 0 olur. Bu durumda bn = 1

dir. Bu de¼ger (3.107) da yerine yaz¬l¬rsa (3.93) eşitli¼gi elde edilir. Böylece lemma

ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 3.2 h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonu (3.82) deki gibi verilsin. Bu durumda (3.81)

eşitlikleri sa¼glan¬r ve

An(x; y) =
p
2Pn(x; y)

Bn(x; y) =
p
2Qn(x; y) (3.108)

formundad¬r.
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·Ispat. (3.79) formülünden (3.108) eşitlikleri

Kn(z) =
1p
2
[An(z) + iBn(z)] (3.109)

formülüne eşittir. Bu polinomlar için (3.78) integraliZZ
G

h(x; y)Kn(z)Km(z)dxdy =
1

2

ZZ
G

h(z) [An(z) + iBn(z)] [Am(z)� iBm(z)] dxdy

(3.110)

formundad¬r. (3.80) polinomlar¬n¬n tan¬m¬ndan (3.110) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n 6= m

ise 0, n = m ise 1 e eşittir. Böylelikle (3.109) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n¬n n inci derceden

pozitif katsay¬l¬z = x+ iy de¼gi̧skenli bir polinom oldu¼gunu ispatlamak kal¬r.

(3.109) fonksiyonu z de¼gi̧skenli cebirsel bir polinomdur ve Bn(z) = ~An(z)

dir(Lemma 3.4). Bu eşitlikten (3.102) yi gözönünde bulundurarak ve (3.101) eşitli¼gine

benzer olarak

An(z) + iBn(z) = c0 +
nX
k=1

[ckuk(x; y)� dkvk(x; y)]

+id0 + i
nX
k=1

[dkuk(x; y) + ckvk(x; y)]

=
nX
k=0

(ck + idk)z
k (3.111)

elde ederiz. (3.102) formülünden An(z) polinomu için dn = 0 koşulu sa¼glan¬r, (3.111)

polinomunun başkatsay¬s¬cn > 0 eşittir. ·Ispat tamamlanm¬̧s olur.

3.6 ·Iki Eşlenik Kompleks De¼gi̧skenli Ortogonal Polinomlar

z = x+ iy ve �z = x� iy olmak üzere fzn�zmg monomialler kümesini

1

z; �z

z2; z�z; �z2

: : :

zn; zn�1�z; : : : ; z�zn�1; �zn

: : :

(3.112)
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şeklinde ifade edelim. Bu monomialler lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan

Pnk(z; �z) =

n�1X
m=0

mX
s=0

cmsz
m�s�zs +

kX
s=0

cnsz
n�s�zs (3.113)

formunda polinomlar¬ele alabiliriz. Kabul edelim ki (3.113) polinomunun başkat-

say¬s¬s¬f¬rdan farkl¬olsun, yani cnk 6= 0 olsun. Bu durumda (3.113) polinomunun

basama¼g¬(n; k) d¬r.

Şimdi G bölgesi xoy düzleminde düzgün bir � Jordan e¼grisi ile s¬n¬rl¬basit irtibatl¬

bir bölge ve h(x; y) G bölgesinde tan¬ml¬bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Ayr¬ca

P00(z; �z)

P10(z; �z); P11(z; �z)

P20(z; �z); P21(z; �z); P22(z; �z)
...

Pn0(z; �z); Pn1(z; �z); Pn2(z; �z); :::; Pn;k�1(z; �z); Pnk(z; �z)
...

9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;
(3.114)

polinom sistemi verilsin. Bu polinom sistemi aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glarsa h(x; y)

a¼g¬rl¬k fonksiyona göre G bölgesinde ortonormal polinom olarak adland¬r¬l¬r.

1) Her bir Pnk(z; �z) polinomunun cnk başkatsay¬s¬pozitiftir.

2) (3.114) sistemindeki herhangi iki polinom içinZZ
G

Pnk(z; �z) �Pms(z; �z)h(x; y)dxdy = �nm�ks (3.115)

ortonormallik koşulu sa¼glan¬r.

Şimdi bir kaç örnek verelim.

Örnek1.

G =
�
(x; y) : x2 + y2 < 1

	
(3.116)

bölgesinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu

h(x; y) = (1� x2 � y2)�; � > �1 (3.117)
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ile tan¬mlans¬n.

Bnk(z; �z;�) = P̂k(2z�z � 1;�; n� k)zn�k; n = 0; 1; ::: ; k = 0; 1; :::; n

(3.118)

Bkn(z; �z;�) = P̂k(2z�z � 1;�; n� k)�zn�k; n = 0; 1; ::: ; k = 0; 1; :::; n

(3.119)

polinomlar¬n¬ele alal¬m.

(3.118) ve (3.119) polinomlar¬nda ilk indis z de¼gi̧skeninin en yüksek derecesini, ikinci

indis ise �z de¼gi̧skeninin en yüksek derecesini gösterir.

(3.118) ve (3.119) polinomlar¬n¬n (3.116) bölgesinde (3.117) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile

ortogonal oldu¼gunu ispatlayal¬m. (3.118) polinomlar¬için k � n ve s � m koşulu

alt¬nda,

J (k;s)nm =

ZZ
G

Bnk(z; �z;�) �Bms(z; �z;�)h(x; y)dxdy

=

2�Z
0

24 1Z
0

P̂k(2�
2 � 1;�; n� k)�n�kei(n�k)�

�P̂s(2�2 � 1;�;m� s)�m�se�i(m�s)�(1� �2)��d�
i
d�

=

2�Z
0

ei(n�k�m+s)�d�

�
1Z
0

P̂k(2�
2 � 1;�; n� k)P̂s(2�2 � 1;�;m� s)

:�n�k+m�s(1� �2)��d� (3.120)

yaz¬labilir. n� k 6= m� s ise ilk integral s¬f¬r olur. Kabul edelim ki n� k = m� s

olsun. Bu durumda (3.120) eşitli¼gi

J (k;s)nm = 2�

1Z
0

P̂k(2�
2 � 1;�; n� k)P̂s(2�2 � 1;�; n� k)

:�2(n�k)(1� �2)��d�

formuna dönüşür.

2�2 � 1 = t
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dönüşümü yaparak

�2 =
1 + t

2

1� �2 =
1� t
2

yaz¬labilir ve buradan

J (k;s)nm = 2�

1Z
�1

P̂k(t;�; n� k)P̂s(t;�; n� k)(
1 + t

2
)n�k(

1� t
2
)�
dt

4

=
�

2n�k+�+1
�ks (3.121)

elde edilir ki bu ise (3.118) polinomlar¬n¬n birbirine ortogonal oldu¼gunu gösterir.

Benzer şekilde (3.119) polinomlar¬n¬n ortogonalli¼gi de ispatlanabilir. Ayr¬ca (3.120)

formülüne benzer olarak k � n ve s � m koşullar¬alt¬nda (3.118) ve (3.119) siste-

mindeki iki polinom için

J (k;m)ns =

ZZ
G

Bnk(z; �z;�) �Bsm(z; �z;�)h(x; y)dxdy

=

2�Z
0

ei(n�k+m�s)�d�

�
1Z
0

P̂k(2�
2 � 1;�; n� k)P̂s(2�2 � 1;�;m� s)

:�n�k+m�s(1� �2)��d� (3.122)

yaz¬labilir. n = k ve m = s eşitliklerinden en az biri sa¼glanmazsa, (3.122) for-

mülünün sa¼g taraf¬ndaki ilk integral s¬f¬r olur. E¼ger bu eşitliklerin ikisi de sa¼glan¬rsa

(3.122) formülünden

J (n;m)nm = 2�

1Z
0

P̂n(2�
2 � 1;�; 0)P̂m(2�2 � 1;�; 0)

:(1� �2)��d� = �

2�+1
�nm

elde edilir. n 6= m ise bu de¼ger s¬f¬rd¬r. n = m = k = s koşulu sa¼glan¬rsa (3.118) ve

(3.119) polinomlar¬tek bir polinoma dönüşür.

(3.118) ve (3.119) formülleri ile tan¬mlanan polinomlar (3.116) bölgesinde (3.117)
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a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile ortogonaldir.

(3.121) formülü

jjBnkjj2G =
�

2n�k+�+1

eşitli¼gini gerektirir. Bu durumda (3.118) sistemindeki ortonormal polinomlar

B̂nk(z; �z;�) =
p
2n�k+�+1=�Bnk(z; �z;�)

ile tan¬mlan¬r. Benzer bir formül (3.119) polinomlar¬için de sa¼glan¬r.

Örnek2. R � 1 olmak üzere (0; R2) aral¬¼g¬nda bir h(t) a¼g¬rl¬k fonksiyonu

tan¬mlans¬n.
n
~Qn(t; k)

o
hk(t) = t

kh(t); t 2 (0; R2) (3.123)

a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile ayn¬(0; R2) aral¬¼g¬nda ortonormal olan polinomlar¬göstersin.

Bu durumda
R2Z
0

Q̂n(t; k)Q̂m(t; k)hk(t)dt = �nm (3.124)

koşulu sa¼glan¬r.

Ĥnk(z; �z) =
1p
�
Q̂k(z�z;n� k)zn�k (3.125)

Ĥkn(z; �z) =
1p
�
Q̂k(z�z;n� k)�zn�k (3.126)

polinomlar¬n¬ele alal¬m. Bu polinomlar¬n

h(x2 + y2) = h(z�z) (3.127)

a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile

G =
�
(x; y) : x2 + y2 < R2

	
(3.128)

bölgesinde ortonormal oldu¼gunu ispatlayal¬m.

(3.125) sistemindeki iki polinom için k � n ve s � m koşulu alt¬nda

J (k;s)nm =

ZZ
G

Ĥnk(z; �z)Ĥms(z; �z)h(z�z)dxdy

=
1

�

2�Z
0

24 RZ
0

Q̂k(�
2;n� k)Q̂s(�2;m� s)

��n�k+m�sei(n�k�m+s)'h(�2)�d�
�
d' (3.129)
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yaz¬labilir.

n� k 6= m� s ise (3.129) integrali s¬f¬r olur. Kabul edelim ki n� k = m� s olsun.

Bu durumda (3.129) eşitli¼gi

J (k;s)nm = 2

RZ
0

Q̂k(�
2;n� k)Q̂s(�2;n� k)�2(n�k)h(�2)�d�

eşitli¼gini gerektirir. �2 = t alarak ve (3.123) formülünü gözönünde bulundurarak

J (k;s)nm =

R2Z
0

Q̂k(t;n� k)Q̂s(t;n� k)hn�k(t)dt = �ks

elde edilir. Burada (3.124) formülü gözönünde bulunduruldu. Böylelikle (3.125)

polinomlar¬(3.128) bölgesinde (3.127) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile ortonormaldir. Benzer

şekilde (3.126) polinomlar¬n¬n ortogonalli¼gi ve (3.125) polinomlar¬n¬n (3.126) poli-

nomlar¬ ile ortogonalli¼gi ispatlanabilir. (3.125) ve (3.126) polinomlar¬n = k için

ayn¬polinomu ifade ederler.

Örnek3. Chebyshev-Laguerre tipi
n
L̂n(t;�)

o
ortonormal polinomlar¬n¬n

h(t) = t�e�t; � > �1; t > 0

a¼g¬rl¬k fonksiyonunu ele alal¬m. Bu durumda (3.123) ve (3.124) formüllerinin yerine

hk(t) = t
�+ke�t; t > 0

1Z
0

Ln(t;�+ k)Lm(t;�+ k)hk(t)dt = �nm

formülleri yaz¬labilir. Bu durumda (3.127) a¼g¬rl¬k fonksiyonu

h(x; y) = (x2 + y2)�e�(x
2+y2) (3.130)

formunda olur ve

Ĥnk(z; �z;�) =
1p
�
L̂k(z�z;�+ n� k)zn�k (3.131)

Ĥkn(z; �z;�) =
1p
�
L̂k(z�z;�+ n� k)�zn�k (3.132)

polinomlar¬ (3.130) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile bütün düzlemde ortonormaldir. Ayr¬ca

(3.131) ve (3.132) formülleri (3.125) ve (3.126) formüllerinin özel halleridir.
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4. B·IR ÇEVRE ÜZER·INDE ·IK·I DE¼G·IŞKENL·I ORTOGONAL

POL·INOMLAR

4.1 Temel Tan¬mlar ve Özellikler

s, yay parametresi olmak üzere, düzgün bir � e¼grisi

z = x+ iy = �(s) = x(s) + iy(s) (4.1)

parametrik eşitli¼giyle tan¬mlanm¬̧s olsun.

·Iki de¼gi̧skenli

h(x; y) = h(z) = h [x(s); y(s)] = h(s) (4.2)

fonksiyonu, � e¼grisi üzerinde pozitif ve integrallenebilen bir fonksiyon ise a¼g¬rl¬k

fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r. Yani

0 <

Z
�

h(x; y)ds =

lZ
0

h [x(s); y(s)] ds <1

koşulu sa¼glanmal¬d¬r.

x ve y ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerinin kuvvetlerinin çarp¬m¬yla elde edilen monomiallerin

kümesi,

fxn�kykg ; n = 0; 1; :::; k = 0; 1; :::; n (4.3)

olsun.

(4.1) e¼grisinin bulundu¼gu düzlemde iki durum söz konusudur. E¼ger � e¼grisi cebirsel

ise, bu durumda (4.3) monomialleri e¼gri üzerinde lineer ba¼g¬ml¬d¬r, yani bu mono-

miallerden baz¬lar¬di¼ger monomialler cinsinden ifade edilebilir. Bu durum üzerinde

bir sonraki k¬s¬mda durulacakt¬r. E¼ger (4.1) e¼grisi transandantal ise, bu durumda

(4.3) monomialleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬r. Bu k¬s¬mda � e¼grisinin transandantal oldu¼gu

kabul edilecektir.

·Iki de¼gi̧skenli Pnk ve Pms polinomlar¬,Z
�

h(x; y)Pnk(x; y)Pms(x; y)ds = 0
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koşulunu sa¼gl¬yor ise h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre � e¼grisi üzerinde ortogonaldir

denir.

Cebirsel bir polinom sistemi

P00(x; y)

P10(x; y); P11(x; y)

P20(x; y); P21(x; y); P22(x; y)
...

Pn0(x; y); Pn1(x; y); Pn2(x; y); :::; Pn;k�1(x; y); Pnk(x; y)

9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;
(4.4)

olarak verilsin. Bu sistem aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yor ise h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre � e¼grisi üzerinde ortonormaldir denir.

i) Her bir Pnk(x; y) polinomunun c
(n;k)
nk başkatsay¬s¬pozitif olmal¬d¬r.

ii) (4.4) polinomlar¬

(Pnk; Pms) =

Z
�

h(x; y)Pnk(x; y)Pms(x; y)ds = �nm�ks

ortonormollik koşulunu sa¼glamal¬d¬r.

Aşa¼g¬da bir çevre üzerinde ortogonal polinomlar¬n baz¬ özellikleri ispats¬z olarak

verilecektir. Bu özelliklerin ispatlar¬bir bölge üzerinde ortogonal olan polinomlar¬n

ispatlar¬na benzer şekilde yap¬labilir.

1) h(x; y), transandantal bir � e¼grisi üzerinde a¼g¬rl¬k fonksiyonu ise, bu du-

rumda � üzerinde negatif olmayan herhangi bir Qnk(x; y) cebirsel polinomu içinZ
�

h(x; y)Qnk(x; y)ds > 0 ; n � 1

koşulu sa¼glan¬r.

2) � üzerinde herhangi h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonu bir tek ortonormal polinom

sistemi belirler.

3) Başkatsay¬s¬c(n;k)nk > 0 olan bir Pnk(x; y) polinomu verilmi̧s olsun. (n; k)

-y¬nc¬ basamaktan Pnk(x; y) polinomunun � e¼grisi üzerinde ortogonal olmas¬ için

gerek ve yeter koşul (p; q) < (n; k) herhangi bir Qpq(x; y) polinomu için,Z
�

h(x; y)Pnk(x; y)Qpq(x; y)ds = 0 (4.5)
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koşulunun sa¼glanmas¬d¬r.

4) Başkatsay¬lar¬ 1 olan (n; k)-y¬nc¬basamaktan herhangi bir ~Qnk(x; y) ve

~Pnk(x; y) ortogonal polinomu içinZ
�

h(x; y)
h
~Qnk(x; y)

i2
ds �

Z
�

h(x; y)
h
~Pnk(x; y)

i2
ds =

1h
c
(n;k)
nk

i2 (4.6)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

5)

~�nk(x; y) = x
n�kyk +

n�1X
m=0

mX
s=0

Amsx
m�sys (4.7)

formundaki polinom �monik polinom�olarak adland¬r¬l¬r.Z
�

h(x; y)~�nk(x; y)x
p�qyqds = 0

koşulunu sa¼glayan (4.7) polinomuna �monik ortogonal polinom�denir.

6) Wnk(�), basama¼g¬(n; k) y¬geçmeyen veZ
G

h(x; y)Q2nk(x; y)ds � 1 (4.8)

koşulunu sa¼glayan polinomlar¬n kümesini göstersin. Mo(x0; y0) sabit bir nokta olsun.

(4.8) koşulunu sa¼glayan Wnk(�) polinom kümesinin elemanlar¬n¬n

A = supQ2nk(x0; y0) (4.9)

supremumunu bulal¬m. (4.9) de¼geri

A =
n�1X
m=0

mX
s=0

P 2ms(x0; y0) +
kX
s=0

P 2ns(x0; y0)

formülü ile tan¬ml¬d¬r ve bu supremum yaln¬zca

Qnk(x; y) =
1p
A

"
n�1X
m=0

mX
s=0

Pms(x0; y0)Pms(x; y) +

kX
s=0

Pns(x0; y0)Pns(x; y)

#
polinomu ile elde edilir.

7) f(x; y), � e¼grisi üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon olsun ve

jjf jj2� =
Z
�

h(x; y)f 2(x; y)ds <1
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koşulunu sa¼glas¬n. Bu tip fonksiyonlar¬n kümesi L2(h;�) ile gösterilecektir. f(x; y)

fonksiyonlar¬n¬n (4.4) polinom sistemine ba¼gl¬Fourier katsay¬lar¬

ank =

Z
�

h(x; y)f(x; y)Pnk(x; y)ds

ile tan¬ml¬d¬r. Sonuç olarak ortogonal polinomlar¬n Fourier serisi

1X
n=0

nX
s=0

ansPns(x; y) (4.10)

formundad¬r. Bu serilerin k¬smi toplam¬

Snk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

amsPms(x; y) +

kX
s=0

ansPns(x; y) (4.11)

şeklinde ifade edilebilir. Şimdi (4.10) serisi ve onun (4.11) k¬smi toplam¬için bir kaç

özellik verelim.

(4.11) k¬smi toplam¬L2(h;�) uzay¬nda f(x; y) fonksiyonuna yak¬nsar, yani (n; k)-

y¬nc¬basamaktan herhangi bir Qnk(x; y) polinomu için

jjf � Snkjj� � jjf �Qnkjj�

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Ayr¬ca (4.10) serisi,

1X
n=0

nX
s=0

a2ns � jjf jj
2
�

Bessel eşitsizli¼gini sa¼glar. Gerçekten

Z
�

h(x; y) [f(x; y)� Sn(x; y)]2 ds =

Z
�

h(x; y) [f(x; y)]2 ds

�2
Z
�

h(x; y)f(x; y)Sn(x; y)ds

+

Z
�

h(x; y) [Sn(x; y)]
2 ds

� 0 (4.12)
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yazabiliriz. Bu integrallerin de¼gerleri hesaplan¬rsa

Z
�

h(x; y) [Sn(x; y)]
2 ds =

Z
�

h(x; y)

"
n�1X
m=0

mX
s=0

amsPms(x; y) +

kX
s=0

ansPns(x; y)

#2
ds

=

Z
�

h(x; y) (a00P00 + a10P10 + a11P11 + :::

+an0Pno + :::+ ankPnk)
2 ds

=
n�1X
m=0

mX
s=0

a2ms +

kX
s=0

a2ns (4.13)

Z
�

h(x; y)f(x; y)Sn(x; y)ds =

Z
�

h(x; y)f(x; y)

�
"
n�1X
m=0

mX
s=0

amsPms(x; y) +
kX
s=0

ansPns(x; y)

#
ds

=
n�1X
m=0

mX
s=0

a2ms +
kX
s=0

a2ns (4.14)

elde edilir. (4.13) ve (4.14), (4.12) de dikkate al¬n¬rsa,Z
�

h(x; y) [f(x; y)� Sn(x; y)]2 ds = jjf jj2� � 2
"
n�1X
m=0

mX
s=0

a2ms +
kX
s=0

a2ns

#

+

"
n�1X
m=0

mX
s=0

a2ms +
kX
s=0

a2ns

#
� 0

jjf jj2� �
n�1X
m=0

mX
s=0

a2ms +

kX
s=0

a2ns

yaz¬labilir. n!1 için limite geçilirse,

1X
n=0

nX
s=0

a2ns � jjf jj
2
�

elde edilir. Bu ise ispat¬tamamlar. Buradan

lim
n!1

 
nX
s=0

a2ns

!
= 0

koşulu elde edilir.
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4.2 Cebirsel Bir E¼gri Üzerinde ·Iki De¼gi̧skenli Polinomlar

Bu k¬s¬mda � çevresinin cebirsel bir e¼gri olmas¬ durumu ele al¬nacakt¬r. Kabul

edelim ki bu e¼grinin denklemi

xN�kyp =

N�1X
m=0

mX
s=0

cmsx
m�sys +

p�1X
s=0

cNsx
N�sys (4.15)

formunda olsun. � e¼grisi (N; p)-yinci basamaktand¬r. (4.15) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬n¬

k¬saca

xN�pyp = Q(x; y) (4.16)

formunda ifade edelim. (4.16) eşitli¼gi � e¼grisi üzerinde sa¼gland¬¼g¬ndan,
�
xn�kyk

	
monomial sistemi bu e¼gri üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z de¼gildir. Şimdi bu problemi de-

tayl¬biçimde düşünelim. Monomialler kümesini

1;

x; y;

x2; xy; y2;

::::::::::::::::::::::::::::::::::::

xN ; xN�1y; :::; xN�pyp; :::; xyN�1; yN ;

xN+1; xNy; :::; xN+1�pyp; xN�pyp+1; :::; xyN ; yN+1

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: (4.17)

formunda ifade edelim. � e¼grisi (4.16) eşitli¼gi ile tan¬ml¬oldu¼gundan, tablo (4.17)

teki ilk N bloktaki monomialler bu e¼gri üzerinde birbirleriyle lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

(4.16) eşitli¼ginden � e¼grisi üzerindeki xN�pyp monomiali tablo (4.13) teki kendisinden

önce gelen monomiallerin lineer kombinasyonu şeklinde ifade edilebilir.

�(m), basama¼g¬m den büyük olmayan bütün monomialler kümesi olan Wm içinde

basama¼g¬m olan � e¼grisi üzerinde lineer ba¼g¬ms¬z monomiallerin say¬s¬n¬göstersin.

(4.16) eşitli¼gi gerektirir ki basama¼g¬N olanN+1monomial aras¬nda mutlakaN tane

lineer ba¼g¬ms¬z monomial vard¬r, yani �(N) = N dir. Şimdi �(N+1) i hesaplayal¬m.
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(4.16) eşitli¼gini x ve y ile ayr¬ayr¬çarparak,

xN+1�pyp = xQ(x; y)

xN�pyp+1 = yQ(x; y) (4.18)

şeklinde iki eşitlik elde edilir. Bu eşitlikler gösterir ki N +1 indisli blokta � e¼grisi ü-

zerinde kendisinden önceki monomialler cinsinden ifade edilebilen iki tane monomial

vard¬r. Ayr¬ca �(N + 1) = N elde ederiz. (4.18) eşitli¼gi

xN+2�pyp = x2Q(x; y);

xN+1�pyp+1 = xyQ(x; y);

xN�pyp+2 = y2Q(x; y);

formunda � e¼grisi üzerinde üç eşitli¼gi gerektirir. Böylelikle N + 2 indisli blokta

kendisinden önceki monomiallerle lineer ba¼g¬ml¬olan 3 monomial vard¬r. Buradan

�(N + 2) = N elde edilir. Bu şekilde devam ederek elde edilen eşitlikleri x ve y ile

çarparak

�(m) = N ; m � N (4.19)

elde edilir.

Bu durumda e¼ger � e¼grisi derecesi N olan (4.15) cebirsel eşitli¼gi ile tan¬ml¬ise, (4.17)

monomiallerinin her blo¼gu, N indisli bloktan başlayarak � e¼grisi üzerinde yaln¬zca

N tane lineer ba¼g¬ms¬z monomial içerir. Bu nedenle lineer ba¼g¬ml¬

xm�pyp; xm�p�1yp+1; :::; xN�pym�N+p (4.20)

monomiallerini m indisli blokta atlayabiliriz. Bu blokta yaln¬zca

xm; xm�1y; :::; xm�(p�1)yp�1; xN�(p+1)ym�N+p+1; :::; xym�1; ym (4.21)
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monomialleri kalmaktad¬r. Sonuç olarak (4.17) ile verilen tablo

1;

x; y;

x2; xy; y2;

::::::::::::::::::::::::::

xN�1; xN�2y; :::; xyN�2; yN�1;

xN ; :::; xN�p+1yp�1; xN�p�1yp+1; :::; yN ; (4.22)

xN+1; :::; xN�p+2yp�1; xN�p�1yp+2; :::; yN+1;

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

xm; :::; xm�p+1yp�1; xN�p�1ym�N+p+1; :::; ym;

::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

formuna dönüşür. Bu monomial sistemi � e¼grisi üzerinde lineer ba¼g¬ms¬zd¬r ve N

indisli bloktan itibaren her blok N tane monomial içerir.

Cebirsel bir

Qnk(x; y) =
n�1X
m=0

mX
s=0

cmsx
m�sys +

kX
s=0

cnsx
n�sys (4.23)

polinomu verilsin. Bu polinomu (4.15) eşitli¼gi ile tan¬ml¬� e¼grisi üzerinde ele alarak,

(4.23) toplam¬nda (4.20) formundaki monomialler ç¬kar¬labilir, yani

cmp = cm;p+1 = ::: = cm;m�N+p = 0 (4.24)

al¬nabilir.

Kabul edelim ki h(x; y), � e¼grisi üzerinde tan¬ml¬bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Or-

togonallik metodunu (4.22) monomial sistemine uygulayarak, tablo (4.22) e benzer

olarak fPnk(x; y)g ortogonal polinomlar¬n bir sistemini elde ederiz. Bu polinom sis-

temindeki k indisli blokta aç¬kl¬k vard¬r. Fakat (4.24) koşullar¬ her polinom için

sa¼glan¬r.

Şimdi bu duruma aşa¼g¬da bir kaç örnek verelim.
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Örnek1. Öncelikle � e¼grisinin denklemi

y = Ax+B; a � x � b (4.25)

formülü ile tan¬ml¬olsun. Bu durumda N = 1 dir ve tablo (4.17) teki N indisli

blokta 1 tane lineer ba¼g¬ms¬z monomial vard¬r ki o da x tir. Dolay¬s¬yla tablo (4.22)

yaln¬zca 1. sütunu içerir, yani (4.25) do¼grusu üzerinde fxng lineer ba¼g¬ms¬z sistemi

vard¬r. (4.25) formülünden dikkate al¬narak h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonu tek de¼gi̧skenli

olarak

h(x; y) = h(x;Ax+B) = h0(x); a � x � b

formunda elde edilir. Ayr¬ca ortogonal polinomlar yaln¬zca x de¼gi̧skenine ba¼gl¬d¬r

ve ortogonallik aral¬¼g¬[a; b] dir.

Şimdi � e¼grisi

x2 + y2 = 1 (4.26)

birim çemberi olsun. Bu durumda tablo (4.17) deki 2 indisli blok yaln¬zca iki lineer

ba¼g¬ms¬z monomial içerir ki bunlar x2 ve xy dir. Bu durumda N = 2 oldu¼gundan,

(4.22) tablosundaki her blok xnve xn�1y formunda iki polinom içerir. Bu nedenle

tablo (4.22) in tamam¬

1; x; y; x2; xy; x3; x2y; :::; xn; xn�1y; ::: (4.27)

formunda ifade edilebilir. Bu serinin h(x; y) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre (4.26) birim

çemberi üzerindeki ortogonalli¼ginden,

fA0; An(x; y); Bn(x; y)g (4.28)

ortonormal polinom sistemini elde ederiz. Burada fAn(x; y)g çift indisli ortonormal

polinomlar¬göstermektedir, yani An(x; y) polinomunun baş katsay¬s¬�nxn, Bn(x; y)

polinomunun baş katsay¬s¬�nx
n�1y formundad¬r.

Şimdi,

x = cos';

y = sin'; (4.29)
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koşullar¬alt¬nda (4.28) polinomlar¬için

An(cos'; sin') =
cosn'p
�

Bn(cos'; sin') =
sinn'p
�

(4.30)

formüllerinin do¼gru oldu¼gunu ispatlayal¬m. Bunun için tümevar¬m metodunu kul-

lanal¬m.

A1(x; y) = �0 + �1x seçilir ve (4.29) formülü gözönüne al¬n¬rsa (4.226) çemberi

üzerinde ds = d' oldu¼gundan,

Z
�

A1(x; y)ds =

2�Z
0

A1(cos'; sin')d' =

2�Z
0

(�0 + �1 cos')d' = 2��0 = 0

olur. Buradan �0 = 0 elde edilir. �0 = 0 oldu¼gu ortonormallik koşulunda gözönüne

al¬n¬rsa,
2�Z
0

[A1(cos'; sin')]
2 d' =

2�Z
0

�21 cos
2 'd' = �21� = 1

olur. Buradan �1 = 1=
p
� elde edilir. Dolay¬s¬yla

A1(cos'; sin') = cos'=
p
�

dir.

Benzer şekilde,

2�Z
0

B1(cos'; sin')d' =

2�Z
0

(a0 + a1 cos'+ �1 sin')d' = 2�a0 = 0

2�Z
0

B1(cos'; sin')A1(cos'; sin')d' =

2�Z
0

(a1 cos'+ �1 sin')
cos'p
�
d'

=

2�Z
0

(a1 cos'+ �1 sin')
cos'p
�
= a1

p
� = 0

2�Z
0

[B1(cos'; sin')]
2 d' =

2�Z
0

�21 sin
2 'd' =

2�Z
0

�21 sin
2 'd' = �21� = 1
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olur. Ortogonallik ve ortonormallik koşullar¬ndan a0 = 0, a1 = 0 ve �1 =
1p
�
elde

edilir ki böylelikle n = 1 için (4.30) formülü ispatlanm¬̧s olur.

(4.30) formülünün n için do¼gru oldu¼gunu kabul edelim ve n+1 için do¼gru oldu¼gunu

gösterelim.

(4.29) koşullar¬alt¬nda

An+1(x; y) = a0A0 +
nX
k=1

[akAk(x; y) + bkBk(x; y)] + an+1x
n+1

An+1(cos'; sin') = a0A0 +
nX
k=1

�
ak
cos k'p
�

+ bk
sin k'p
�

�
+ an+1 cos

n+1 '

(4.31)

yaz¬labilir.

cosm ' =
1

2m�1
cosm'+

m�1X
k=0

c
(m)
k cos k' (4.32)

özelli¼ginden ve (4.31) den

2�Z
0

An+1(cos'; sin')Ao(cos'; sin')d' =

2�Z
0

"
a0p
2�
+

nX
k=1

�
ak
cos k'p
�

+ bk
sin k'p
�

�
+ an+1 cos

n+1 '

#
1p
2�
d' = 0

elde edilir ki buradan

a0 = 0 (4.33)

olarak bulunur. An+1(x; y) polinomunun Ak(x; y) polinomuna ortogonalli¼ginden

2�Z
0

An+1(cos'; sin')Ak(cos'; sin')d' =

2�Z
0

An+1(cos'; sin')
cos k'p
�
d'

=

2�Z
0

"
a0p
2�
+

nX
k=1

�
ak
cos k'p
�

+ bk
sin k'p
�

�
+ an+1 cos

n+1 '

#
cos k'p
�
d'

=
p
2a0 +

24ak
�

2�Z
0

cos2 k'd'+
bk
�

2�Z
0

sin k' cos k'd'

35+ 2�Z
0

an+1p
�
cosn+1 ' cos k'd'

=
p
2a0 + ak +

an+1p
�

2�Z
0

"
1

2n
cos(n+ 1)'+

nX
k=0

c
(n+1)
k cos k'

#
cos k'd'
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=
p
2a0 + ak +

an+1p
�

2�Z
0

�
cos(n+ 1)' cos k'

2n
+ cn+1k cos2 k'

�
d'

=
p
2a0 + ak + an+1c

n+1
k

p
� = 0 (4.34)

elde edilir. (4.33) ve (4.34) birlikte ele al¬n¬rsa

ak = �
p
�an+1c

(n+1)
k ; k = 1; 2; :::; n (4.35)

bulunur. Ayr¬ca
2�Z
0

An+1(cos'; sin')Bk(cos'; sin')d' = 0

ortogonallik koşulundan
2�Z
0

An+1(x; y)
sin k'p
�
d' = bk +

an+1p
�

2�Z
0

cosn+1 ' sin k'd' = 0

bk = 0 (4.36)

elde edilir. Bu durumda (4.31) formülünde (4.32), (4.33), (4.35) ve (4.36) formülleri

yerlerine konulursa

An+1(cos'; sin') = �an+1
nX
k=1

c
(n+1)
k cos k'+ an+1 cos

n+1 '

= �an+1
nX
k=1

c
(n+1)
k cos k'

+an+1

"
1

2n
cos(n+ 1)'+

nX
k=0

c
(n+1)
k cos k'

#
=

an+1
2n

cos(n+ 1)' (4.37)

elde edilir. Ayr¬ca
2�Z
0

[An+1(cos'; sin')]
2 d' = 1

ortonormallik koşulu dikkate al¬n¬rsa
2�Z
0

[An+1(cos'; sin')]
2 d' =

2�Z
0

han+1
2n

cos(n+ 1)'
i2
d'

=
a2n+1
22n

� = 1

an+1 =
2np
�

(4.38)
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bulunur. (4.38) eşitli¼gi (4.37) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa (4.30) eşitli¼ginin ilki n + 1

için elde edilir. Ayn¬i̧slemler Bn+1(x; y) polinomu için de tekrar edilirse

Bn+1(cos'; sin') = �0A0 +
nX
k=1

�
�k
cos k'p
�

+ �k
sin k'p
�

�
+�n+1

cosn+1 'p
�

+ �n+1 cos
n ' sin' (4.39)

olur. Di¼ger taraftan (4.32) formülünün her iki taraf¬n¬n türevi al¬n¬rsa

cosm�1 ' sin' =
1

2m�1
sinm'+

m�1X
k=0

�
(m)
k sin k' (4.40)

elde edilir.
2�Z
0

Bn+1(cos'; sin')Ak(cos'; sin')d' = 0

2�Z
0

Bn+1(cos'; sin')Bk(cos'; sin')d' = 0

ortogonallik koşullar¬kullan¬l¬rsa (4.39) ve (4.40) formüllerinden

�k = 0 ; k = 1; 2; :::; n+ 1

�k = �
p
��n+1�

(n+1)
k ; k = 1; 2; :::; n (4.41)

bulunur. Böylelikle (4.40) ve (4.41) eşitlikleri dikkate al¬n¬rsa (4.39) eşitli¼gi

Bn+1(cos'; sin') =
�n+1
2n

sin(n+ 1)' (4.42)

formuna dönüşür.
2�Z
0

[Bn+1(cos'; sin')]
2 d' = 1

ortonormallik koşulunu kullanarak

2�Z
0

[Bn+1(cos'; sin')]
2 d' =

2�Z
0

�
�n+1
2n

sin(n+ 1)'

�2
d'

=
�2n+1
22n

� = 1

den

�n+1 =
2np
�

(4.43)
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bulunur. (4.43) eşitli¼gi (4.42) eşitli¼ginde dikkate al¬narak n + 1 için (4.30) formül-

lerinin ikincisi elde edilir. O halde (4.26) çemberi üzerindeki (4.29) sistemi�
1p
2�
;
cosn'p
�
;
sinn'p
�

�
formunda ortonormal trigonometrik sistemine sahiptir.

4.3 Bir Çevre Üzerinde Ortogonal Harmonik Polinomlar

Bir önceki bölümdeki

f1; un(x; y); vn(x; y)g (4.44)

homogen harmonik polinomlar¬yeniden ele alal¬m. Bu polinomlar


 =
�
(x; y) = x2 + y2 = 1

	
(4.45)

birim çemberi üzerinde

f1; cosn'; sinn'g (4.46)

formunda yaz¬labildiklerinden, bu polinomlar¬n (4.45) çemberi üzerinde h(') � 1

birim a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormalliklerinden,n
1=
p
2�; un(x; y)=

p
�; vn(x; y)=

p
�
o

(4.47)

homogen harmonik ortonormal polinom sistemi elde edilir. Basama¼g¬n i geçmeyen

herhangi bir Pn(x; y) harmonik polinomu

Pn(x; y) =
a0
2
+

nX
k=1

[akuk(x; y) + bkvk(x; y)] (4.48)

formunda tek türlü ifade edilebilir. Burada katsay¬lar

ak =
1

�

Z



Pn(�; �)uk(�; �)ds (4.49)

bk =
1

�

Z



Pn(�; �)vk(�; �)ds (4.50)

formülleri ile tan¬ml¬d¬r.
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(4.45) çemberi üzerinde bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu

h(x; y) = h(') (4.51)

ile tan¬ml¬olsun. (4.44) sistemine (4.45) çemberi üzerinde (4.51) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonallik metodu uygulan¬rsa,

fA0; An(x; y); Bn(x; y)g (4.52)

ortonormal harmonik polinomlar¬n bir sistemi elde edilir. Di¼ger taraftan, (4.46)

sistemine [��; �] aral¬¼g¬nda (4.51) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonallik metodunu

uygulayarak

fA0; An('); Bn(')g (4.53)

ortonormal trigonometrik polinomlar¬n bir sistemi elde edilir. Kolayl¬kla görülebilir

ki (4.52) ve (4.53) sistemleri x = cos' ve y = sin' koşullar¬alt¬nda denktirler.

Şimdi bir önceki bölümdeki notasyonlar¬ve baz¬k¬saltmalar kullan¬larak (4.52) poli-

nomlar¬için baz¬özellikler elde edilecektir. Ayr¬ca bilineer serilerin k¬smi toplam-

lar¬n¬

Kn(x; y; �; �) =
1

2
+

nX
k=1

(uk~uk + vk~vk) (4.54)

ile ifade edece¼giz. (3.43) eşitli¼ginden, (�; �) ve (x; y) noktalar¬n¬n (4.45) çemberi

üzerinde olmas¬koşulu alt¬nda (4.54) fonksiyonu için

Kn�1(x; y; �; �) +
1

2
=

1

(x� �)2 + (y � �)2 [(1� un~un � vn~vn) (1� x� � y�)

�(vn~un � un~vn)(x� � y�)] (4.55)

formülü sa¼glan¬r.

(4.49) ve (4.50) formüllerini kullanarak (4.48) formülüne benzer olarak Bn(x; y) poli-

nomu için

Bn(x; y) =
1

�

Z



Bn(�; �)Kn(x; y; �; �)ds (4.56)

gösterimi elde edilir. Gerçekten

Bn(x; y) =
a0
2
+

nX
k=1

[akuk(x; y) + bkvk(x; y)]
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formülünde a0; ak ve bk katsay¬lar¬yerlerine konulursa

Bn(x; y) =
1

2�

Z



Bn(�; �)ds+
nX
k=1

240@ 1
�

Z



Bn(�; �)uk(�; �)ds

1Auk(x; y)
+

0@ 1
�

Z



Bn(�; �)vk(�; �)ds

1A vk(x; y)
35

=
1

�

Z



Bn(�; �)

 
1

2
+

nX
k=1

uk~uk + vk~vk

!
ds

=
1

�

Z



Bn(�; �)Kn(x; y; �; �)ds

bulunur. Di¼ger taraftan Bn(x; y) polinomunun (4.51) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre or-

togonalli¼ginden Z



Bn(�; �)h(�; �)Kn�1(x; y; �; �)ds = 0 (4.57)

koşulu sa¼glan¬r. K¬sal¬k aç¬s¬ndan, z = x+ iy ve � = � + i� kompleks de¼gi̧skenlerini

kullanal¬m. (4.56) eşitli¼ginin her iki yan¬ h(z) ile çarp¬l¬r (4.54) eşitli¼gi dikkate

al¬n¬rsa

h(z)Bn(z) =
1

�

Z



Bn(�)h(z)Kn(z; �)ds

=
1

�

Z



Bn(�)h(z)(Kn�1(z; �) + un~un + vn~vn)ds

olur. Di¼ger taraftan (4.57) eşitli¼gi

h(z)Bn(z) =
1

�

Z



Bn(�) [h(z)� h(�)]Kn�1(z; �)ds

+h(z)
1

�

Z



Bn(�) [un(z)un(�) + vn(z)vn(�)] (4.58)

elde edilir.

Kabul edelim ki (4.51) a¼g¬rl¬k fonksiyonu

h(x; y) � h0 > 0 (4.59)

jh(x; y)� h(�; �)j � M (jx� �j+ jy � �j) (4.60)
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koşullar¬n¬sa¼glas¬n.

(4.58) eşitli¼ginin sa¼g k¬sm¬ndaki ilk terim için (4.55) formülü, (4.59), (4.60), (3.52),

(3.53) eşitsizlikleri ve Cauchy-Schwarz Bunyakovskii eşitsizli¼gi yard¬m¬yla������ 1�
Z



Bn(�) [h(z)� h(�)]Kn�1(z; �)ds

������ � 1

�

Z



jBn(�)jM(jx� �j+ jy � �j)

�Kn�1(z; �)ds

=
1

�

Z



jBn(�)jM(jx� �j+ jy � �j)

� 1

(x� �)2 + (y � �)2 [(1� un~un � vn~vn) (1� x� � y�)

�(vn~un � un~vn)(x� � y�)] ds

� 2M

�

Z



jBn(�)j j1� un~un � vn~vn � vn~un + un~vnj ds

� 10M

�
p
h0

Z



jBn(�)j
p
h(�)ds

� 10M

�
p
h0

vuutZ



h(�)B2n(�)ds (4.61)

formunda bir eşitsizlik elde edilebilir. Benzer şekilde (4.58) eşitli¼ginin sa¼g k¬sm¬ndaki

ikinci terim için (4.59) ve Cauchy-Schwarz Bunyakovskii eşitsizlikleri yard¬m¬yla������h(z) 1�
Z



Bn(�) [un~un + vn~vn] ds

������ � h(z)

�

Z



jBn(�)j jun~un + vn~vnj ds

� 2M

�
p
h0

Z



jBn(�)j
p
h(�)ds

� 2M

�
p
h0

vuutZ



h(�)B2n(�)ds (4.62)

formunda bir eşitsizlik elde edilebilir. (4.61), (4.62) eşitsizlikleri ve Bn(�) polinomu-

nun h(�) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile 
 e¼grisi üzerinde ortonormal oldu¼gu, (4.58) eşitli¼ginde

dikkate al¬n¬rsa

h(z) jBn(z)j �
Mc1

�
p
h0

vuutZ



h(�)B2n(�)ds =
Mc1

�
p
h0
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yaz¬l¬r. Benzer bir eşitsizlik An(z) polinomu için de sa¼glan¬r. Buradan, e¼ger a¼g¬r-

l¬k fonksiyonu (4.59) ve (4.60) koşullar¬n¬sa¼glarsa bu durumda (4.52) ortonormal

harmonik polinomlar¬birim diskte düzgün s¬n¬rl¬d¬r,yani

jAn(x; y)j � c2; x2 + y2 � 1

jBn(x; y)j � c2; x2 + y2 � 1 (4.63)

eşitsizlikleri sa¼glan¬r.

4.4 Bir Çevre Üzerinde Süperortogonal Harmonik Polinomlar

� kapal¬bir Jordan e¼grisi olsun ve

h(x; y) = h(z) ; z 2 � (4.64)

� üzerinde tan¬ml¬ bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olsun. Bu fonksiyon herbirinin başkat-

say¬lar¬pozitif olan ve

1

2�

Z
�

h(z)Fn(z) �Fm(z)ds = �nm (4.65)

ortonormallik koşulunu sa¼glayan

F0; F1(z); F2(z); :::; Fn(z); ::: (4.66)

kompleks de¼gi̧skenli fonksiyonlar sistemini tek olarak tan¬mlar. (4.66) sisteminin

herbir polinomunun reel ve imajiner k¬s¬mlar¬

Fn(z) = Pn(x; y) + iQn(x; y) = Pn(z) + iQn(z) (4.67)

ile gösterilsin. Burada Pn(x; y) ve Qn(x; y) polinomlar¬adjoint harmonik polinom-

lard¬r. Di¼ger taraftan (4.64) a¼g¬rl¬k fonksiyonu � çevresi üzerinde bir

fA0; An(x; y); Bn(x; y)g (4.68)

ortonormal harmonik polinom sistemi belirler.

�n ve �n sabit olmak üzere

An(x; y) = �nPn(x; y)

Bn(x; y) = �nQn(x; y) (4.69)

62



eşitliklerinin hangi koşullar alt¬nda sa¼gland¬¼g¬n¬inceleyelim.

(4.69) koşullar¬sa¼glan¬rsa bu durumda (4.68) harmonik polinomlar sistemi

� çevresi üzerinde (4.64) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre süperortogonal polinom olarak

adland¬r¬l¬rlar.

Bu k¬s¬mda, a¼g¬rl¬k fonksiyonunun

h(x; y) = h(z) = j'0(z)j ; z 2 � (4.70)

formülü ile tan¬ml¬olmas¬durumunda (4.69) eşitliklerinin sa¼gland¬¼g¬gösterilecektir.

Burada ! = '(z) fonksiyonu '(z0) = 0 ve '0(z0) > 0 koşullar¬alt¬nda � çevresinin

içi olan G bölgesini j!j < 1 bölgesine dönüştüren birebir, örten ve konform bir

dönüşümdür. Öncelikle aşa¼g¬daki lemmalar¬verelim.

Lemma 4.1 Herhangi bir �n(z) harmonik polinomu için bir ~�n(z) adjoint har-

monik polinomu vard¬r, bu durumdaZ
�

j~�n(z)j2 j'0(z)j ds �
Z
�

j�n(z)j2 j'0(z)j ds (4.71)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. ~�n(z) harmonik polinomu sabit terime kadar �n(z) polinomu ile tan¬mlan-

maktad¬r. Ayr¬ca

�(!) = �n [	(!)] + i~�n [	(!)] =

1X
k=0

ck!
k

fonksiyonu j!j < 1 bölgesinde analitik ve j!j � 1 kapal¬diskinde süreklidir ve �0(!)

türevi j!j = 1 çemberi üzerinde integrallenebilirdir. Bu durumda

�(�) = �n
�
	(ei�)

�
=
a0
2
+

1X
k=1

(ak cos k� + bk sin k�) (4.72)

~�(�) = ~�n
�
	(ei�)

�
=
~a0
2
+

1X
k=1

(�bk cos k� + ak sin k�) (4.73)

düzgün yak¬nsak serileri yaz¬labilir. ~�n(z) polinomunun sabit terimi key� oldu¼gun-

dan (4.73) aç¬l¬m¬~a0 = 0 koşulunu sa¼glayacak şekilde seçilebilir. Bu durumda (4.72)
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ve (4.73) formülleri

1

�

2�Z
0

[�(�)]2 d� =
a20
2
+

1X
k=1

(a2k + b
2
k) (4.74)

1

�

2�Z
0

[~�(�)]2 d� =
1X
k=1

(a2k + b
2
k) (4.75)

eşitliklerini gerektirir. (4.74) ve (4.75) eşitlikleri kaŗs¬laşt¬r¬l¬rsa (4.71) eşitsizli¼gi elde

edilir. Bu ise lemmay¬ispatlar.

Lemma 4.2 Herhangi �n(z) ve �m(z) harmonik polinomlar¬ için �n(z) ve �m(z)

polinomlar¬na adjoint olan ~�n(z) ve ~�m(z) harmonik polinomlar¬ vard¬r. Bu du-

rumda Z
�

�n(z)~�m(z) j'0(z)j ds = �
Z
�

~�n(z)�m(z) j'0(z)j ds (4.76)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. (4.72) ve (4.73) eşitliklerine benzer olarak

�(�) = �n
�
	(ei�)

�
=
~a0
2
+

1X
k=1

(~ak cos k� +~bk sin k�) (4.77)

~�(�) = ~�n
�
	(ei�)

�
=

1X
k=1

(�~bk cos k� + ~ak sin k�) (4.78)

yaz¬labilir. (4.72) ve (4.78) eşitlikleri (4.76) n¬n sol taraf¬nda dikkate al¬n¬rsa

1

�

2�Z
0

�(�)~�(�)d� =
1X
k=1

(�ak~bk + bk~ak) (4.79)

elde edilir. Benzer şekilde (4.73) ve (4.77) eşitlikleri (4.76) n¬n sa¼g taraf¬nda dikkate

al¬n¬rsa

1

�

2�Z
0

~�(�)�(�)d� =
1X
k=1

(�~akbk + ak~bk) (4.80)

yaz¬labilir. (4.79) ve (4.80) eşitlikleri (4.76) formülünü gerektirir. Lemma ispatlan-

m¬̧s olur.
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Bu iki Lemmada ~�n(z) adjoint polinomu, ~�n
�
	(ei�)

�
fonksiyonunun aç¬l¬m¬nda

sabit terim s¬f¬ra eşit olacak şekilde seçilmi̧stir. Aşa¼g¬daki Lemmada da ayn¬durum

söz konusudur.

Lemma 4.3 (4.70) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortonormal olan (4.68) harmonik

polinomlar¬için

~An(z) = Bn(z)

~Bn(z) = �An(z) (4.81)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

·Ispat. K¬sal¬k için

(An; Bm) =

Z
�

An(z)Bm(z) j'0(z)j ds (4.82)

notasyonunu kullanal¬m. Bu durumda herhangi n ve m için sa¼glanan (4.76) eşitli¼gi

(�n; ~�m) = �(~�n; �m) (4.83)

formunda ifade edilebilir.

Öncelikle n < m olsun. Bu durumda (4.68) polinom sisteminin ortogonalli¼ginden

(Am; ~Bn) = (Bm; ~An) = 0 (4.84)

yaz¬labilir.

E¼ger m < n ise bu durumda (4.83) eşitli¼ginden

(Am; ~Bn) = �( ~Am; Bn) = 0

(Bm; ~An) = �( ~Bm; An) = 0 (4.85)

elde edilir.

(4.84) ve (4.85) eşitliklerinde n = m olmas¬durumu dahil de¼gildir.
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Ayr¬ca (4.83) formundaki eşitliklerden herhangi n ve m için

(Am; ~An) = �(An; ~Am)

(Bm; ~Bn) = �(Bn; ~Bm) (4.86)

yaz¬labildi¼ginden (4.68) sisteminin ortogonalli¼gini gözönünde bulundurarak

(Am; ~An) = 0; (Bm; ~Bn) = 0 (4.87)

elde edilir ki burada (4.86) eşitli¼ginden dolay¬n = m durumu dahildir.

Şimdi adjoint harmonik polinom sistemi (4.68) sistemine göre

~An(z) = a0A+

nX
k=1

[akAk(z) + bkBk(z)] (4.88)

~Bn(z) = �0A0 +

nX
k=1

[�kAk(z) + �kBk(z)] (4.89)

şeklinde ifade edilebilir.

(4.82) notasyonu ile ifade edilen (4.85) ve (4.87) eşitlikleri ortogonallik koşullar¬- d¬r.

Bu koşullar (4.85) koşullar¬nda n = m durumu olmad¬¼g¬ndan (4.88) ve (4.89) k¬smi

toplamlar¬n¬n her ikisinin de yaln¬zca bir terim içermesini gerektirir. Bu durumda

bu iki eşitlik

~An(z) = bnBn(z)

~Bn(z) = anAn(z) (4.90)

formuna dönüşür. Bu eşitliklerdeki bn ve �n katsay¬lar¬adjoint harmonik polinom-

lar¬n notasyonu yard¬m¬yla belirlenebilir.

Kompleks katsay¬l¬key� bir polinom için

Rn(z) = (c0 + id0) +
nX
k=1

(ck + idk)z
k

= (c0 + id0) +
nX
k=1

(ck + idk) [uk(x; y) + ivk(x; y)]

= c0 +
nX
k=1

[ckuk(x; y)� dkvk(x; y)] + id0 + i
nX
k=1

[dkuk(x; y) + ckvk(x; y)]

(4.91)
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yaz¬labilir. An(z) ve ~An(z) polinomlar¬adjoint oldu¼gundan (4.91) formülünden

An(z) = c0 +

nX
k=1

[ckuk(x; y)� dkvk(x; y)] (4.92)

~An(z) = d0 +
nX
k=1

[dkuk(x; y) + ckvk(x; y)] (4.93)

yaz¬labilir. Benzer şekilde

Bn(z) = ~c0 +

nX
k=1

h
~ckuk(x; y)� ~dkvk(x; y)

i
(4.94)

~Bn(z) = ~d0 +

nX
k=1

h
~dkuk(x; y) + ~ckvk(x; y)

i
(4.95)

formülleri de yaz¬labilir. (4.94) ve (4.95) eşitliklerinin başkatsay¬lar¬n¬n kaŗs¬laşt¬r¬l-

mas¬yla (4.85) eşitliklerinden

cn = bn(� ~dn)

~dn = �ncn (4.96)

formunda iki koşul bulunur ki bu koşullar bn�n = �1 olmas¬n¬gerektirir. Bu du-

rumda (4.90) formülleri

~An(z) = bnBn(z)

Bn(z) = � 1
bn
An(z) (4.97)

formuna dönüşür. (4.71) eşitsizli¼ginden ve (4.68) polinomlar¬n¬n ortonormalli¼gindenZ
�

��� ~An(z)���2 j'0(z)j2 ds � 1

Z
�

��� ~Bn(z)���2 j'0(z)j2 ds � 1

eşitsizlikleri elde edilir. (4.97) formüllerinin sa¼g tara�ar¬n¬bu eşitsizliklerde yerine

koyarak b2n � 1 ve 1 � b2n koşullar¬elde edilir ki bu ise b2n = 1 olmas¬n¬gerektirir.

Son olarak bn in i̧saretini belirlemek için (4.93) ve (4.94) eşitliklerini ele alal¬m.

(4.92) eşitli¼ginde dn = 0 ve cn başkatsay¬s¬pozitif oldu¼gundan ve (4.94) eşitli¼ginde

� ~dn başkatsay¬s¬pozitif olmak zorunda oldu¼gundan ~dn < 0 elde edilir ve (4.96) deki
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ilk eşitlik bn > 0 olmas¬n¬gerektirir. Bu durumda bn = 1 bulunur. O halde (4.97)

eşitliklerinde bu durumu gözönüne alarak (4.81) eşitlikleri elde edilir ki bu ise ispat¬

tamamlar.

Teorem 4.1 A¼g¬rl¬k fonksiyonu (4.70) formülü ile tan¬ml¬ olsun. Bu durumda

(4.69) koşullar¬sa¼glan¬r ve

An(x; y) =
1p
�
Pn(x; y)

Bn(x; y) =
1p
�
Q(x; y) (4.98)

formunda olurlar, yani (4.66) ortogonal polinomlar¬için

Fn(z) =
p
�An(x; y) + i

p
�Bn(x; y) (4.99)

formülü do¼grudur.

·Ispat. (4.81) formüllerinin birincisi Bn(z) polinomu An(z) polinomuna adjointtir

anlam¬na gelir. Bu durumda (4.4.99) fonksiyonu z kompleks de¼gi̧skenli bir poli-

nomdur. Şimdi bu polinomun başkatsay¬s¬n¬n pozitif oldu¼gunu ispatlayal¬m. (4.91)

eşitli¼gini ters s¬rada yeniden yazarak (4.81) formüllerinin birincisinden

An(z) + iBn(z) = An(z) + i ~An(z)

= c0 +
nX
k=1

[ckuk(x; y)� dkvk(x; y)]

+id0 + i
nX
k=1

[dkuk(x; y) + ckvk(x; y)]

= c0 + id0 +
nX
k=1

(ck + idk)z
k (4.100)

elde edilir. Homogen harmonik polinom sisteminin ortogonalli¼gi (4.92) formülünde

dn = 0 ve cn > 0 olmas¬n¬gerektirir. Bu durumda (4.100) polinomunun başkat-

say¬s¬pozitiftir. Son olarak (4.66) kompleks bölgesinde (4.99) formundaki polinom-

lar için ortonormallik koşulunu gerçekleyelim. (4.68) polinomlar¬n¬n ortonormalli¼gini

ve (4.99) formülünü kullanarak

1

2�

Z
�

h(z)Fn(z) �Fm(z)ds
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=
1

2�

Z
�

[An(z) + iBn(z)] [Am(z)� iBn(z)] j'0(z)j ds

= �nm

elde edilir. Bu durumda teklik teoreminden, (4.99) eşitli¼gi ile tan¬ml¬polinomlar, �

çevresi üzerinde (4.70) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile ortonormal olan (4.65) polinomlar¬ile

ayn¬polinomlard¬r. Teorem ispatlanm¬̧s olur.

4.5 Harmonik Polinomlar¬n Süperortogonal Sistemleri ·Için

Örnekler

Öncelikle harmonik polinomlar¬n bir sistemi için süperortogonallik koşullar¬n¬analiz

edelim. ·Ilk olarak bir çevre üzerinde (4.66) polinomlar¬n¬ele alal¬m.

Bir � çevresi üzerinde (4.64) a¼g¬rl¬k fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon (4.65) orto-

normallik koşulunu sa¼glayan (4.66) ortogonal polinomlar¬n¬n bir sistemini belirler.

(4.67) formülü ile bu koşul

1

2�

Z
�

[Pn(z) + iQn(z)] [Pm(z)� iQm(z)]h(z) jdzj = �nm (4.101)

formuna dönüşebilir. E¼ger n 6= m ise (4.101) eşitli¼giZ
�

[Pn(z)Pm(z) +Qn(z)Qm(z)]h(z) jdzj = 0 (4.102)

Z
�

[Pm(z)Qn(z)� Pn(z)Qm(z)]h(z) jdzj = 0 (4.103)

koşullar¬n¬gerektirir. Süperortogonallik koşulu ayn¬zamandaZ
�

Pn(z)Pm(z)h(z) jdzj = 0; n 6= m (4.104)

Z
�

Qn(z)Qm(z)h(z) jdzj = 0; n 6= m (4.105)

Z
�

Pn(z)Qm(z)h(z) jdzj = 0; (4.106)
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eşitliklerinin sa¼glanmas¬na denktir.

Bu k¬s¬mda h(z) = j'0(z)j a¼g¬rl¬k fonksiyonu için (4.104), (4.105) ve (4.106) koşullar¬n¬

sa¼glayan, h(z) 6= j'0(z)j için bu koşullardan en az birini sa¼glamayan � e¼grisinin

örneklerini ele alal¬m.

Örnek1.

z = 	(!) = ! + a!2; 0 < a <
1

2
(4.107)

fonksiyonu j!j < 1 birim diskini pürüzsüz bir � e¼grisi ile s¬n¬rlanan G bölgesine

dönüştüren birebir, örten ve konform bir dönüşüm olsun. Ters fonksiyonu ! = '(z)

ile ifade edelim.

A¼g¬rl¬k fonksiyonu

h(z) = j'0(z)j ; z 2 � (4.108)

ile verilsin.

j'0(z)j jdzj = d!

i!
= d�; z 2 �; ! = ei� (4.109)

eşitli¼ginden (4.65) ortogonallik koşulu

1

2�i

Z
j!j=1

Fn [	(!)]Fm [	(!)]
d!

!
= 0; n 6= m (4.110)

formuna dönüşür. Bu formülde m = 0 alarak, herhangi bir ~Fn(z) polinomunun

sabit teriminin s¬f¬r oldu¼gu elde edilir. ~F0 = �0 > 0 olsun. Şimdi başkatsay¬lar¬1

olan polinomlar¬ele alal¬m. Birnci basamaktan ~F1 [	(!)] = ! + a!
2 formunda bir

polinom için ! = ei� oldu¼gu ve (4.109) eşitli¼gi dikkate al¬narakZ
j!j=1

~F1 [	(!)]
d!

i!
=

Z
j!j=1

(! + a!2)
d!

i!

=

2�Z
0

(ei� + aei2�)d� = 0 (4.111)

bulunur. Bu durumda

~P1 [	(!)] = cos � + a cos 2�

~Q1 [	(!)] = sin � + a sin 2� (4.112)
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formülleri sa¼glan¬r. ~F0 = �0 > 0 oldu¼gundan, (4.112) formülleri n � 1 ve m � 1 için

(4.104), (4.105) ve (4.106) koşullar¬n¬n sa¼glanmas¬n¬gerektirir.

·Ikinci basamaktan ortogonal polinomu

~F2(z) = ~F2 [	(!)] = (! + a!
2)2 + �

(2)
1 (! + a!

2) (4.113)

formunda ifade edelim. �(2)1 katsay¬s¬n¬belirlemek için ortogonallik koşulundan

! = ei� oldu¼gu ve (4.109) eşitli¼gi dikkate al¬narakZ
j!j=1

~F2 [	(!)] ~F1 [	(!)]
d!

i!
=

Z
j!j=1

h�
! + a!2

�2
+ �

(2)
1 (! + a!

2)
i h
! + a!2

i d!
i!
= 0

(4.114)

yaz¬labilir ki bu ise

�
(2)
1 = � a

1 + a2
(4.115)

olmas¬n¬gerektirir. �(2)1 reel say¬oldu¼gundan (4.113) formülünden

~P2
�
'(ei�)

�
= �

(2)
1 cos � + (1 + a�

(2)
1 ) cos 2� + 2a cos 3� + a

2 cos 4� (4.116)

~Q2
�
'(ei�)

�
= �

(2)
1 sin � + (1 + a�

(2)
1 ) sin 2� + 2a sin 3� + a

2 sin 4� (4.117)

eşitlikleri elde edilir. Şimdi (4.104), (4.105) ve (4.106) koşullar¬n¬ gerçekleyelim.

(4.109), (4.116) ve (4.117) formüllerinden

2�Z
0

~P2
�
	(ei�)

�
~Q2
�
	(ei�)

�
d� = 0 (4.118)

yaz¬labilir. Bu durumda (4.112) ve (4.116) eşitliklerinden

2�Z
0

~P1
�
	(ei�)

�
~P2
�
	(ei�)

�
d� =

2�Z
0

(cos � + a cos 2�)
h
�
(2)
1 cos � + (1 + �

(2)
1 a) cos 2�

+2a cos 3� + a2 cos 4�
�
d�

= �
h
�
(2)
1 + a(1 + �

(2)
1 a)

i
elde edilir, burada (4.115) eşitli¼gini kullanarak

2�Z
0

~P1
�
	(ei�)

�
~P2
�
	(ei�)

�
d� = 0 (4.119)

71



bulunur.

Benzer şekilde

2�Z
0

~Q1
�
	(ei�)

�
~Q2
�
	(ei�)

�
d� =

2�Z
0

(sin � + a sin 2�)
h
�
(2)
1 sin � + (1 + �

(2)
1 a) sin 2�

+2a sin 3� + a2 sin 4�
�
d�

= �
h
�
(2)
1 + a(1 + �

(2)
1 a)

i
= 0 (4.120)

yaz¬labilir. (4.104), (4.105) ve (4.106) koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬ (4.109), (4.112) ve

(4.117) yard¬m¬yla benzer şekilde ispatlanabilir.

Bütün ad¬mlar n = m = 3 için tekrarlanabilir. Bu durumda

2�Z
0

~Pn
�
	(ei�)

�
~Qm
�
	(ei�)

�
d� = 0 (4.121)

koşulu herhangi n ve m için sa¼glan¬r.

Böylelikle
n
~Pn(x; y)

o
ve
n
~Qn(x; y)

o
polinomlar¬ (4.107) fonksiyonu ile belirlenen

bölgede (4.108) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile süperortogonaldir.

Örnek2.

z = 	(!) = ! +
b

!p
; 0 < b <

1

p
; j!j < 1

fonksiyonu bir � çevresinin d¬̧s¬n¬ j!j > 1 bölgesine dönüştüren birebir, örten ve

konform bir dönüşüm olsun. Bu durumda fPn(x; y)g ve fQn(x; y)g polinomlar¬

(4.108) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile süperortogonaldir. Bu formülde b = 1 ve p = 1 al¬n¬rsa

(4.66) polinomlar¬birinci çeşit Chebyshev polinomlar¬olurlar.

Şimdi (4.108) süperortogonallik koşuluna kaŗs¬t bir örnek bulal¬m.

Örnek3. � çevresi (4.107) formülüyle tan¬mlans¬n ve a¼g¬rl¬k fonksiyonu

h(z) = j1 + '(z)j2 j'0(z)j ; z 2 � (4.122)
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formunda olsun. Bu durumda

h(z) jdzj = j1 + '(z)j2 j'0(z)j jdzj = j1 + !j2 jd!j

= (1 + !)(1 +
1

!
)
d!

i!

= (2 + ! +
1

!
)
d!

i!
= 2(1 + cos �)d� (4.123)

formülünü yazabiliriz. Öncelikle birinci basamaktan

~F1 [	(!)] = ! + a!
2 + �

(1)
0 = ! + a!2 � 1

2
(4.124)

polinomunu ele alal¬m. Burada sabit terimZ
j!j=1

(! + a!2 + �
(1)
0 )(2 + ! +

1

!
)
d!

i!
= 0 (4.125)

koşulu ile tan¬ml¬d¬r. (4.124) formülünden

~P1
�
	(ei�)

�
= cos � + a cos 2� � 1

2
~Q1
�
	(ei�)

�
= sin � + a sin 2� (4.126)

elde edilir. n � 1 ve m � 1 için (4.104), (4.105) ve (4.106) süperortogonallik

koşullar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬kolayl¬kla görülebilir.

Şimdi ikinci basamaktan

F2 [	(!)] = (! + a!
2) + �

(2)
1 (! + a!

2) + �
(2)
0 (4.127)

polinomunu ele alal¬m. Bilinmeyen �(2)1 ve �(2)0 katsay¬lar¬n¬belirlemek içinZ
j!j=1

~F2 [	(!)] (2 + ! +
1

!
)
d!

i!
= 0

Z
j!j=1

~F2 [	(!)] (! + a!2)(2 + ! +
1

!
)
d!

i!
= 0 (4.128)

koşullar¬n¬kullanal¬m. Birinci eşitlik 2�(1)0 + �
(2)
1 = 0 eşitli¼gini gerektirir. (4.128) in

ikinci eşitli¼ginden (4.127) formülünü gözönünde bulundurarak

�
(2)
0 =

1 + 2a+ 2a2

3 + 4a+ 4a2
(4.129)
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elde edilir. Bu durumda (4.127) polinomu

~F2 [	(!)] = (! + a!
2)2 � 2�(2)0 (! + a!2) + �

(2)
0 (4.130)

formunda ifade edilebilir.

Katsay¬lar¬n ikisi de reel say¬oldu¼gundan (4.130) formülünden

~P2
�
	(ei�)

�
= �

(2)
0 � 2�(2)0 cos � + (1� 2a�(2)0 ) cos 2�

+2a cos 3� + a2 cos 4� (4.131)

~Q2
�
	(ei�)

�
= �2�(2)0 sin � + (1� 2a�(2)0 ) sin 2�

+2a sin 3� + a2 sin 4� (4.132)

bulunur.

(4.126), (4.129) ve (4.130) formülleri yard¬m¬yla

2�Z
0

~P1
�
	(ei�)

�
~P2
�
	(ei�)

�
(1 + cos �)d� = �3(1 + 2a+ 2a

2)�

2(3 + 4a+ 4a2)
6= 0

koşulu kolayl¬kla elde edilebilir. Benzer şekilde

2�Z
0

~Q1
�
	(ei�)

�
~Q2
�
	(ei�)

�
(1 + cos �)d� 6= 0

koşulu da ispatlanabilir.

Bu durumda (4.122) a¼g¬rl¬k fonksiyonu için süperortogonallik koşulu sa¼glanmaz.

Şimdi bir bölge üzerinde süperortogonallik koşulunu ele alal¬m.

Örnek4. Bir G bölgesi (4.107) fonksiyonu ile tan¬ml¬olsun ve a¼g¬rl¬k fonksi-

yonu (3.82) deki gibi

h(x; y) = h(z) = j'0(z)j2 ; z 2 G (4.133)

formunda olsun.

Bu durumda (4.101) notasyonunu kullanarak süperortogonalik koşuluZ Z
j!j<1

Kn [	(!)]Km [	(!)]dudv = �nm (4.134)
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formunda ifade edilebilir.

E¼ger m = 0 ise Bu durumda (3.26) formülünü uygulayarak (4.134) denZ Z
j!j<1

Kn [	(!)] dudv =
1

2i

Z
j!j=1

Kn [	(!)] d! = 0; n � 1 (4.135)

elde edilir. Bu durumda herhangi Kn(z) polinomunun sabit terimi s¬f¬rd¬r. Buradan

Kn(z) = Pn(z) + iQn(z) (4.136)

notasyonunu kullanarak

~K1

�
	(rei�)

�
= r(cos � + i sin �) + ar2(cos 2� + i sin 2�)

~P1
�
	(rei�)

�
= r cos � + ar2 cos 2� (4.137)

~Q1
�
	(rei�)

�
= r sin � + ar2 sin 2� (4.138)

eşitlikleri elde edilir.

(4.137) ve (4.138) formüllerini kullanarakZ Z
j!j<1

~P1 [	(!)] ~Q1 [	(!)] dudv

=

1Z
0

2�Z
0

(r cos � + ar2 cos 2�)(r sin � + ar2 sin 2�)rd�dr = 0 (4.139)

koşulu elde edilir. Benzer şekilde (4.104), (4.105) ve (4.106) koşullar¬n = 1;m = 0

ve n = 0;m = 1 için de ispatlanabilir.

·Ikinci basamaktan

~K2 [	(!)] = (! + a!
2)2 + �

(2)
1 (! + a!

2) (4.140)

polinomunu ele alal¬m. �(2)1 katsay¬s¬Z Z
j!j<1

~K2 [	(!)] ~K1 [	(!)] dudv = 0
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koşulu ile belirlidir. (3.26) formülünü uygulayarakZ Z
j!j<1

~K2 [	(!)] (! + a!2)dudv

=
1

2i

Z
j!j=1

h
(! + a!2)2 + �

(2)
1 (! + a!

2)
i !2

2
+
a!3

3

!
d!

=
1

2i

Z
j!j=1

h
(! + a!2)2 + �

(2)
1 (! + a!

2)
i
(
1

2!
+

a

3!2
)
d!

!
= 0

elde edilir. Bu ise

�
(2)
1 = � 2a

3 + a2
(4.141)

eşitli¼gini gerektirir.

�
(2)
1 reel say¬oldu¼gundan, (4.140) formülü

~P2
�
	(rei�)

�
= �

(2)
1 r cos � + (1 + a�

(2)
1 )r

2 cos 2�

+2ar3 cos 3� + a2r4 cos 4� (4.142)

~Q2
�
	(rei�)

�
= �

(2)
1 r sin � + (1 + a�

(2)
1 )r

2 sin 2�

+2ar3 sin 3� + a2r4 sin 4� (4.143)

eşitliklerini gerektirir.

(4.142) ve (4.143) formülleri yard¬m¬yla (4.104), (4.105) ve (4.106) formundaki bütün

süperortogonallik koşullar¬ n � 2 ve m � 2 için G bölgesi üzerinde kolayl¬kla

sa¼glan¬r.

Bu şekilde devam ederek fPn(z)g ve fQn(z)g polinomlar¬n¬n (4.107) ile tan¬ml¬G

bölgesinde (4.104) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile süperortogonal oldu¼gu ispatlanm¬̧s olur.

E¼ger a¼g¬rl¬k fonksiyonu (4.107) fonksiyonu ile tan¬ml¬bölgede

h(x; y) = h(z) = j1 + '(z)j2
���'0(z)���2 ; z 2 G (4.144)

formunda ise bu durumda süperortogonallik sa¼glanmaz. Bu durum bir çevre ü-

zerinde (4.122) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ile ortogonallik durumuna benzer olarak ispat-
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lanabilir. Bu durumda (4.123) formülü yerine

h(x; y)dxdy = j1 + '(z)j2
���'0(z)���2 dxdy = (1 + !)(1 + !)dudv

= (1 + 2r cos � + r2)rdrd� (4.145)

formülü al¬nabilir.
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