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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
BiR BOLGEDE veya BIR EGRI UZERINDE ORTOGONAL POLINOMLAR
Nuray YAVUZ

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damigsman: Dog.Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci béliimde, énbilgiler ve diger boliimlerde kullanilacak olan bazi tanimlar, lem-
malar ve teoremler verilmistir.

Uctincii boliimde, iki degiskenli homogen harmonik polinomlarin tanimlar: verildik-
ten sonra bu polinomlar yardimiyla tamimlanan iki degiskenli harmonik polinom-
larin birim disk i¢inde ortogonallikleri ve sagladiklar1 bazi esitsizlikler incelenmistir.
Bir bolgede siiperortogonallik tanimi verildikten sonra hangi kosullar altinda iki
degiskenli harmonik polinomlarin siiperortogonallik kogullarimi sagladig1 incelen-
mistir.

Dordiincii boliimde, bir gevre tizerinde ortogonal polinomlarin tanimi verildikten
sonra harmonik polinomlarin bir ¢evre iizerinde ortogonallikleri ve sagladiklar: bazi
esitsizlikler incelenmistir. Bir cevre iizerinde siiperortogonal polinomlarin tanimi
verildikten sonra bir bolgede ve bir ¢evre iizerinde siiperortogonal polinomlara érnek-
ler verilmigtir.

2010, 80 sayfa
Anahtar Kelimeler: Ortogonal polinomlar, siiperortogonal polinomlar, harmonik
polinomlar, Christoffel-Darboux formiilii, Bessel esitsizligi
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Master Thesis

ORTHOGONAL POLYNOMIALS OVER a DOMAIN or on a CURVE
Nuray YAVUZ
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Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Fatma TASDELEN YESILDAL

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, preliminaries and some necessary definitions, lemmas and
theorems that will be needed for later use are given.

In the third chapter, definitions of homogen harmonic polynomials of two variables
are given and then, it is analysed orthogonalizations of harmonic polynomials of
two variables defined with the help of these polynomials in the unit disk and some
inequalities that they hold. Definition of superorthogonal polynomials over a domain
is given and then, it is analysed under which circumstances harmonic polynomials
of two variables hold the conditions of superorthogonalization.

In the fourth chapter, definition of orthogonal polynomials on a contour is given
and then, it is analysed orthogonalization of harmonic polynomials on a contour
and some inequalities which they hold. Definition of superorthogonal polynomials
on a contour is given and then, it is given some examples of the superorthogonal
polynomials over domain and on a contour.

2010, 80 pages
Key Words: Orthogonal polynomials, superorthogonal polynomials, harmonic
polynomials, Christoffel-Darboux formulae, Bessel inequality
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SIMGELER DiZiNi

Pok(x,y) basamag (n, k) olan iki degigkenli polinom

Un (T, y) n. dereceden iki degigskenli harmonik polinomlarin reel kismi

Un (2, y) n. dereceden iki degigkenli harmonik polinomlarin imajiner kismi
||wn| un(z,y) polinomunun normu

h(z,y) Diizlemsel bir G' bolgesinde agirlik fonksiyonu

(n, k) Poi(z,y) = P, x(x,y) cebirsel polinomunun basamag:

{Fu(z,y)}  Temel ortonormal polinomlarn ailesi
(Frks Frns) //h(m, Y) For(z,y) Fos(z, y)dzdy integrali
G

n n . .
[2} 5 sayisinin tam degeri

Un, un(&,m) polinomu

K,(zr,y.&n) 4+ Z(k + 1) (ugty, + vx0x) kismi toplam

k=1

Un(x,y) “ﬁffﬁ) ortonormal harmonik polinomu

K,(z2) P, (z,y) + iQ,(z,y) kompleks degiskenli polinomu
an(2) o, (z,y) harmonik polinomunun adjointi

Pui(z,2) iki eglenik kompleks degiskenli polinom



1. GIRIiS

Ortogonal polinomlar teorisi iizerinde yapilan caligmalar ve bunlarin uygulamalari
oldukca gelismigtir. Bu polinomlarin matematiksel istatistik, quantum mekanigi ve
matematiksel fizigin uygulamalrinda énemli bir yeri vardir. Uygun kogullar altinda
ortogonal polinomlarin farkh tip ozellikleri halen aragtirilmaktadir. Bir degiskenli
klasik ortogonal polinomlarin ilk 6érnekleri A.M. Legendre, P.S. Laplace, J.L. La-
grange, N.H. Abel tarafindan ele alinmigtir. Daha sonralar1 P.L.. Chebychev, klasik
ortogonal polinomlarin baz 6nemli 6zel durumlarini arastirmig ve ortogonal poli-
nomlarin genel teorisini geligtirmigtir. Bir degiskenli ortogonal polinomlar teorisi {iz-
erine yapilan ¢ogu 6énemli sonuglar C. Jacobi, C. Hermite, E. Laguerre ve T.Stieltjes
tarafindan verilmigtir. Ortogonal polinomlar teorisi iizerinde klasik sonuglar G.

Szego tarafindan ele alinmigtir.

Son yillarda bir degigskenli polinomlarin 15181 altinda ¢ok degiskenli ortogonal poli-
nomlar teorisi iizerinde de ¢aligmalar yapilmaktadir. 1926 da iki degiskenli Appel
polinomlarimin 6zellikleri P. Appel ve J. Kampeé de Feériet tarafindan detayh bir sek-
ilde incelenmistir. 1938 de Jackson, bir bolgede keyfi bir agirlik fonksiyonuna gore

ortogonal olan iki degigkenli ortogonal polinomlarin en basit 6zelliklerini ele almigtir.

Bu caligmada, ilk olarak bir bolgede keyfi bir agirlik fonksiyonuna gore ortogonal
olan polinom gruplar: ele alinmigtir. Daha sonra Harmonik polinomlarin bir bolgede
ortogonallikleri ve sagladiklar1 baz esitsizlikler incelenmistir. Bu bilgiler 15181 al-
tinda Harmonik polinomlaarin bir ¢evre iizerinde ortogonallikleri ve sagladiklar: egit-
sizlikler ele alinmigtir. Siiperortogonallik tanimi verilerek bir bolgede ve bir cevre

iizerinde siiperortogonal polinomlar ile ilgili 6rnekler incelenmistir.



2. BiR BOLGE UZERINDE iKi DEGISKENLI ORTOGONAL
POLINOMLAR

2.1 1Iki Degiskenli Cebirsel Polinomlar

x ve y bagimsiz degiskenlerinin kuvvetlerinin carpimiyla elde edilen monomiallerin
kiimesi,

{z" kY n=0,1,...; k=0,1,....n (2.1)

olsun.

{¢ax} , m=0,1,...; k=0,1,...,n (2.2)

reel sabitler ve ¢, # 0 olmak {iizere n-yinci derceden iki degigkenli cebirsel bir

polinom

n—1 m

Pz, y) Z Zcmsxm “y® + Zcmx T (2.3)

m=0 s=0
dir. Burada n indisi, z ve y degigkenlerine gére polinomun toplam derecesini, £ indisi
de polinomdaki y degiskeninin en yiiksek kuvvetini gostermektedir. ¢, katsayisina

bu polinomun basgkatsayis1 ad1 verilir.

Kolaylik agisindan bu polinom (n, k)-ymc1 basamaktan bir polinom olarak adlandirilir.
Burada k indisi en fazla n ye egit olabilir. Simdi (2.3) polinomunun terim sayisini

bulalim. (2.3) deki birinci toplam

n(n+ 1)

1+24+ ... +n= 5

terim icermektedir. Ikinci toplam ise k + 1 terim icermektedir. Bu durumda (2.3)

polinomu,
n(n+ 1)

N(n,k) = 5

+k+1 (2.4)
terim icermektedir. k£ = n olmasi durumunda (2.4) formiilii,

n(n +1) +n+1:n<n+1)+2(n+1> _ (n+1)(n+2)

N —

formiiliine doniistir.



Bagkatsayilar1 sifirdan farkl olan (n, k)-ymc basamaktan bir polinom sistemi,

Poo(z,y)
Plo(%y),Pn(iU,y)
Py(z,y), Por(2,y), Poa(,y) (2.5)

)

PnO(xay)vpnl(xay)a Pn?(xay)v LK) Pn,k—l(l‘yy)a Pnk(xay>

olarak verilsin. (n, k)-yinci basamaktan herhangi bir Q),.x(x,y) polinomu, (2.5) poli-

Vs

nom sistemi yardimiyla

n—1 m k
Quie(,9) = DY amePrns(,9) + D s Pos(, y) (2.6)
m=0 s=0 s=o

formunda tek tiirlii ifade edilebilir.

(2.3) den Qi (x,y) polinomu

n—1 m

an T y Zzbmsxm i S+ansx o s

m=0 s=0

seklinde bir gosterime sahiptir. Bu polinom daha a(;lk bir gekilde,

Qni(x,y) = boo + bior + b1y + booT? + bor Ty + bosy? + ...
+b0x™ + bty + ...

+bn,k71xn7(k71)yk71 + bnkxnfkyk (27)

olarak yazilabilir. Ayrica (2.5) deki her bir polinomun (2.3) formundaki ifadeleri
yazilirsa,

P00<x’ y) = C(()(())O)

Py(z,y) = C(()o )—i—c%o)x

Py (z,y) = C(()o)+c(11)

(n,0)

Puo(z,y) = coo +C(n0)

(n,0) (n,0) n

TH+cey Y+ tc T

P (z,y) = c(()gk Dy c%k Uy 4 cY{k 1)y + ...+ C%k Dygn

+C£Lnkk 11)xn7(k71)yk71

Pulzy) = e’ +cigPe+ iy + o+ ogPan +

+C7(1nkk)1x (k—l)yk—l +C£Z’z€, )xn—kyk

3



olurlar. Bu degerler (2.6) da yerlerine yazilirsa,

n—1 m

anxy Zzamspmsxy +Zans nsxy

m=0 s=0

= apoloo(z,y) + a10Pro(z,y) + a1 Pii(z,y) + ... + anoPro(x, y)

+...+ an,kflpn k71<$7 fl/) + ankpnk('ru y)

= agchy” + an(ce” + ci5”2) + an(clg” + cig Pz + ciiVy)
Fo A o (S 4 0 L0 g (0
+.o F ang-1(cgo kD C(nk Yy + c(nk 1)y + ...+ C%k Vam 4 ..
+C£ln’fk 11)xn (kil)ykﬂ) + ank(C(()g M C(n Mg+ c(" k)y + ..+ cio Vg 4
) g gt Ry by (2.8)

elde edilir. (2.7) ve (2.8) deki monomiallerin katsayilari kiyaslanirsa,

bnk - ankcnk
bn,k—l - ankcn k—1 + a’mk—lcn,kfl
(n,k) (n,k—1) (n,k—2)
bnk—2 = ankC, o2 T Onk—1Cp o T Ank—2C, 5 o
_ (n,k) (n,k—1) (n,k—2) (0,0)
boo = GnkCoo T+ Gnk—1Coo + Qnk—2Ch0 + ... + agoCyo

seklinde {a,,s} bilinmeyenlerine bagh lineer homogen olmayan

{@Hm%}

tane denklem elde edilir. (2.5) deki her polinomun bagkatsayisi sifirdan farklh oldugun-

dan, bu denklem sisteminin katsayilar determinanti,

AR 0 .. 0
cgln,;k_) 1 cgf,’ck__ll) 0 ... 0
A = (n,k) C(n,k—l) (n,k—2) 0 # 0

Cn,k72 n,k—2 Cn,k72

(n k) (nzk_l) (nak_Q) (070)
Coo Coo Coo -+ Cpo

olup {ams} ler tek tiirlii olarak belirlenir. Bu durumda @, polinomu (2.6) for-

munda tek tiirlii ifade edilebilir ve ispat tamamlanir.
4



Bagkatsayisi 1 olan polinomlar i¢in an(x, y) gosterimini kullanacagiz. Bu durumda

(2.3)den,

S

m k—1
an (:Ca 3/) = Z Z Cms:[:misys + Z Cnsxnisys + :C"fkyk (29)
m s=0

=0 s=0
elde edilir.

Simdi bir bolge tizerinde ortogonal polinomlar: tanimlayalim.

2.2 1ki Degigkenli Cebirsel Polinomlarin Ortogonalligi ve Temel Bazi
Ozellikleri

Tanim 2.1 zoy dizleminde basit, kapalr bir I' egrisi tarafindan sinirlanan sonlu,
basit irtibatl bir bolge G olsun. h(x,y), G de taniml negatif olmayan bir fonksiyon

ve,

0< //h(:z:,y)dmdy < 00
G

kosulu gerceklenirse, h(x,y) fonksiyonuna G bolgesinde bir “agurlik fonksiyonu” denir.

Tanim 2.2 Cebirsel bir polinom sistemi,

FOO(:Ea y)
Flo(xay),Fll(iny)
F20($79)7F21($,y)7F22($,y) (2-10)

Fno(xvy)an1($7y)7Fn2<x>y)v o '7Fn,k—1($ay)>Fnk(x7y)

/

olsun. Bu polinom sistemi, asagidaki kosullar: saglarsa h(x,y) agurlik fonksiyonuna

gore “ortonormal polinom sistemi” olarak adlandiriler.

i) Her bir Fi(x,y) polinomunun c,, baskatsayisi pozitif olmalidar.

1) (2.10) polinomlar: G bélgesinde h(x,y) agirlik fonksiyonuna gore,

(Fnka Fms) - //h(ﬁ(], y)Fnk<-r7 y)Fms(xa y)dl’dy - 6nm(5ks (211)
G

5



ortonormallik kosulunu saglamalidir. Burada,
L (nk) = (m,s)
0 (nk) # (ms)

dir. Ayrica baskatsaylar: 1 olan ve ayni h(x,y) agrlik fonksiyonuna gore ortonor-

5nm 6ks -

mal olan polinomlar,

1

ile ifade edilir.

Lemma 2.1 h(z,y), G bolgesinde bir agurlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, G
bolgesinde negatif olmayan herhangi bir (n, k)-yince basamaktan (n > 1) Pu(x,y)

polinomu, i¢in,

//h(x,y)Pnk(x, y)dxdy > 0

dur.

Ispat. h(z,y) agirhik fonksiyonu oldugundan, agirlik fonksiyonunun tanimi geregince
negatif olmayan bir fonksiyondur. Yani h(x,y) > 0 dir. Ayrica hipotezden P, (z, y)
negatif olmayan bir polinomdur. O halde h(z,y).Pux(z,y) > 0 oldugundan,

[ [Pt gydaay > 0 (213)
G
dir. Simdi (2.13) iin sifir olamayacagim gosterelim.
[ [ Ptz ~ 0 (214)
a

olsun. Lebesque integralinden biliyoruz ki, (X, A, 1) bir 6l¢ii uzay1 ve f : X — R

fonksiyonu A olgiilebilir olsun. Bu durumda

/ |f|dp =0 <= hemen hemen her yerde f =0
X

dir. O halde, X = R?, A =B(R?), u = X igin,

|h(z,y) Pu(z,y)| dedy = h(z,y) P (x,y)dzdy =0
/ If
6



<= hemen hemen her yerde h(z,y).P(z,y) =0

dir. A(x,y).Pu(z,y) carpiminda h(x,y) = 0 olursa,

0< // h(z,y)dxdy < 0o
G

agirlik fonksiyonu olma kosulu ile geligir. Diger taraftan P,x(z,y) = 0 olursa
P,i(z,y) polinomunun (n,k)-ymc1 basamaktan olmasi ile geligir. O halde (2.14)

hi¢cbir zaman sifira egit olamaz. Bu ise ispat1 tamamlar. =

Teorem 2.1 h(z,y), G bélgesi tizerinde tanimlanan herhangi bir agurlik fonksiyonu
olmak tzere, G tzerinde h(x,y) agurhk fonksiyonuna gore ortonormal olan bir tek

ortonormal sistem vardar.

Ispat. Ispat1 tiimevarim ile yapalim. m
Foo(z,y) = coo, (0,0)-mnc1 basamaktan keyfi bir polinom olsun. Fyo(z,y) =

coo > 0 oldugunu biliyoruz. Diger taraftan ortonormallik kogsulundan,

//h(af,y)Fgo(ﬂf,y)divdy = //h(x,y)cgodfvdy =1
G G

olmahdir. Bu integrali saglayacak cog > 0 degeri tek tiirlii belirlenmis olur. Simdi
de,
FOO(:Ea y)? FlO(xa y)a Fll(xv y)a sery Fn,kfl(x7 y) (215)

polinom kiimesinin ortonormal bir kiime olugturdugunu ve (2.15) polinomlarinin tek
tiirlii belirli oldugunu kabul edelim. Bu kiime ile ortonormal olacak sekilde (n, k)-
yinc1 basamaktan bir F;(z,y) polinomunun tek tiirlii belirli oldugunu gosterelim.

Lemma 2.1 den F,;(z,y) polinomu,

n—1 m k—1
Fnk<$7 y) = Z CmsFms<x: y) + Z Cnans(xa y) + anmnikyk (216)
m=0 s=0 s=0

formunda yazilabilir. (2.16) polinomunun (2.15) deki polinomlarla ortogonal ol-

masini istedigimizden, (m, s) < (n, k) igin,

n—1 m k—1
(Fnk> Fms) = ( Z CmsFms(Q:a 3/) + Z CnanL?(:U? y) + anxnfkyla Fms) =0
m=0 s=0 s=0

7



saglanmalidir. Burada,

(m=n) = s<k
(m,s) < (n,k) =
m<n

dir. (2.15) polinom sisteminin ortonormal oldugu gozoniinde bulundurulursa,
Cms + Cns (xn_kyk, Fms) =0

elde edilir.

ile gosterilirse,

Cms = _anAms

olur. Bu deger (2.16) de yerine yazilirsa,

n—1 m k—1
Fnk(xv y) = Z(_anAms>Fms (33, y) + (_cnkAns)Fns ($7 y) + anxn—kyk:
m=0 s=0 s=0
n—1 m k-1
= Cnk mnikyk - Z AmsFms(xa y) - Z Anans(xa y)
m=0 s=0 5=0

= cauQni(T,Y)

olur. Burada Q,x(z,y) polinomu tek tiirlii belirlidir. Bu ise (2.15) polinom sistemine
ortogonal olan, (n, k)-yme basamaktan F,;(x, y) polinomunun sabit ¢arpan farkiyla

tek oldugunu gosterir. Diger yandan, ortonormallik kosulu uygulanirsa,

//h(w,y)Fﬁk(w,y)dl“dy =1
G
saglanmalidir. O halde,

//h(:v, )@z, y)dady = 1

G
ve ¢ > 0 kogulu altinda ¢, tek tiirlii belirlenmis olur. Boylelikle G bolgesinde

h(z,y) agirhk fonksiyonuna gore ortonormal olan bir tek
{FO()(*ra y)7 Flo(xu y)7 Fll(xa y)’ ceey Fnﬂ(xu y)7 ceey Fn,k—l(x7 y)u Fnk<x7 y)}

polinom sistemi elde edilir ve ispat tamamlanir.

8



Simdi de bu teoremden yararlanarak, bir polinomun bir bslgedeki ortogonallik tanimini

verelim.

Teorem 2.2 c,;, baskatsayist sifirdan farkly olan (n, k)-yncit basamaktan bir poli-
nom Fni(x,y) olsun. F(x,y) polinomunun, bir G bilgesinde tanvml h(z,y) agerlik
fonksiyonuna gére ortogonal olmast i¢in gerek ve yeter kosul (p,q) < (n,k) olmak

tizere basamage (p, q) olan Qp(x,y) polinomlar igin,
//h(x, Y) Fre(2, ) Qpg (2, y)dzdy = 0 (2.17)
G
ifadesinin gerceklenmesidir.

Ispat. (=) G bolgesinde h(z,y) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal (n, k)-yinc

basamaktan bir polinom F;(z,y) olsun. Ortogonallik tanimindan,
[ [ 10 o) Fostogydndy =05 k) # (m, )
G

saglanir. Lemma 2.1 den Qp,(x,y) polinomu {F,,s(z,y)} ler cinsinden,

p—1 m q
Qpq(,y) = Z Cms Fims (2, Y) +ZCPSFPS(3773/)
m=0 s=0 s=0

seklinde ifade edilebilir. Bu ifade (2.17) da yerine yazilirsa,

// z,y) Fup(x,y) [Z ZcmsFms(x,y) + Zcpsts(x,y) dxdy

m=0 s= s=0

3

-1 m

cms //h(x Y) Eor(,y) Fons (2, y)dzdy

0 s G

3
Il

q
+ cps // T, Y) Fn (7, y) Fys (2, y)dady

S=

elde edilir. {F,x(z,y)} polinom ailesi ortogonal oldugundan,

[ 1Pt ) Pt oy = 0

//h(x,y)Fnk(x,y)Fps(£,y)dxdy = 0
G

9



dir. Bu durumda,

//h(x, Y) Fui (2, y)Qpq (2, y)dxdy = 0

G
olur. m

( <= ) Tersine (n, k)-yinci basamaktan daha diigiik basamakli herhangi bir
(Qpq(z,y) polinomu icin (2.17) esitliginin saglandigini kabul edelim. Burada Q,,(z,y)

polinomu yerine (2.15) de verilen,

FOO(xa y)v FlO(xa y)7 Fll(x> y)7 ceey FnO(xa y)a sery Fn,kfl('r? y)

polinomlar: alinabilir. Teorem 2.2 den, basamag (n, k) dan diigiik olan (2.15) poli-
nomlarina ortogonal olan (n, k)-ymc1 basamaktan F,;(z,y) polinomu sabit ¢arpan

farkiyla tektir. Bu da teoremi ispatlar.

Simdi ortogonal polinomlarm extremum zelliklerini inceleyelim. Wy,

Qui(z,y) = 2" "y" + Ry 1 (2, y) (2.18)

formunda (n, k)-ymc basamaktan, bagkatsayis1 1 olan biitiin polinomlarin kiimesini
gostersin. Burada R,,_1(z,y), basamag1 (n, k) dan kiigiik olan bir polinomu goster-

mektedir.
Simdi Wnk polinom kiimesi icinde,
. . 2
9@ = [ [ 1) @t )] oy (219)
G

integralinin minimumunu bulalim.

Teorem 2.3 W, (z,y) polinom kiimesi iginde, (2.19) integralinin minimum degerini

almast i¢in gerek ve yeter kosul

Onil,y) = Forla,y) — c—lank(:@, ) (2.20)

olmasidir ve (2.19) integralinin minimumau

min J(Qnr) =

[an]2 (2.21)

dir.

10



Ispat. Lemma 2.1 den, an(x,y) = 2" Fy* + R, 1(x,y) formundaki herhangi bir

polinom,
n—1 m k—1 1
Qui(,y) s Fona(,9) + Y o P, y) + —Fnk(x Y) (2.22)
m=0 s=0 s=0

formunda yazlabilir. Q,(z,) polinomunun (2.22) deki esitliginin (2.19) de yerine

yazilmasiyla,
J(an)
[n—1 m k—1 1 12
- / / ) | 303 Pl ) + 3wl )+~ Foy) | dady
G | m=0 s=0 s=0 i
[n—1 m k—1 1 7]
— [ M) | XD aneFs(w9) + Y i Fus(o9) + ——F(o.)
G | m=0 s=0 s=0 _

n—1 m k—1
1
X [Z amsFms(a:; y) + anans(xa y) + C_Fnk(ma y) dZL‘dy

m=0 s=0 s=0 nk
n—1 m k—1 1
= Z a?ns + ais _'_ 2 (223)
m=0 s=0 s=0 [C"k]

elde edilir. (2.23) in minimum degerini almasi igin gerek ve yeter kosul a,,s = 0

olmasidir. Bu durumda,

n—1 m

anx ?/ ZZaTrLsF;’nsaj Y +Zans nsx y +LFnk($ y)

m=0 s=0

esitliginde a,,s = 0 oldugu dikkate alinirsa,

~ 1 -

olur ki bu (2.20) esitligini ispatlar. Ayrica yine a,,; = 0 oldugu dikkate alinmirsa,

n—1l m k—1 1
man an min Z_OZG?TLS_FZOG S_'_ an] B [an]2

olur. Bu ise (2.21) egitligini ispatlar. Boylece teoremin ispat1 tamamlanir. m

11



Teorem 2.4 F,(z,y), n > 1 olmak idizere (n,k)-yinct basamaktan bir ortogonal
polinom olsun. G1, Fyi(x,y) > 0 olacak sekildeki G bolgesinin noktalarinan kiimesi,
Gy ise Fop(z,y) < 0 olacak sekildeki G bolgesinin noktalarinan kiimesi olsun. Bu

durumda G ve Gy kiimelerinin her ikisinin de diizlemsel 6l¢tisti pozitiftir.

Ispat. n > 1 ve F,(x,y) polinomu , (0,0)-inc1 basamaktan Fyo(x,y) polinomuna

ortogonal oldugundan,

/ / h(z,y) Fp(, y)dady = 0 (2.24)

elde edilir. G iizerinde hemen hemen her yerde F,x(z,y) > 0 olsun. Bu durumda

Lemma 2.1 den,

//h(z,y)Fnk(Jc, y)dxdy > 0

olur ki bu durum (2.24) ile ¢elisir. O halde G5 nin dlgiisii sifirdan farkhdir. Olgii
tanimindan bir kiimenin o6lgiisii negatif olamayacagindan, G5 nin 6lgiisii pozitiftir.
Benzer sekilde hemen hemen her yerde F,x(z,y) < 0 olsun.(—F,x(x,y) > 0) ola-

cagindan yine Lemma 2.1 den,
//h(:ﬂ,y)(—Fnk(w,y))dwdy >0 = //h(x,y)Fnk(x,y)dxdy <0
a el

olur ki bu durum yine (2.24) ile celigir. Ohalde G; in 6lgiisii de pozitiftir. Boylece

teorem ispatlanmig olur. m

Teorem 2.5 Bir G bolgesinde h(x,y) agirhk fonksiyonuna gére ortogonal olan (n, k)-

yincr basamaktan F(x,y) polinomu,

Fur(2,y) = Qms(2,y)Bpg(z,y) s m>1, p>1 (2.25)

formunda iki polinomun ¢arpumu olarak yazilabiliyor ise, Qums(x,y) ve Byy(z,y) poli-

nomlar: da aynt G bélgesinde kendi agirlik fonksiyonlarina gére ortogonaldirler.

12



Ispat. (r,1) < (m,s) olmak iizere keyfi bir polinom T};(z,y) olsun. Bu durumda
Byy(z,y)T(z,y) polinomunun basamag (n, k)-ymc1 basamaktan daha diigiik olur.

F,x(z,y) ortogonal bir polinom oldugundan Teorem 2.2 den,

a
saglanir. Burada (2.25) esitligi kullanihirsa,
//h(fv, Y)Byq (%, 9) Qs (2, y) Tu(2, y)dady = 0
a

elde edilir. T,;(x,y) iki degiskenli polinomu,(m, s)-yinci basamaktan daha diigiik

basamakli keyfi bir polinom oldugundan, Teorem 2.2 den @,,s(x,y) polinomu

hl(xa y) - h(iU, y)B]%q(x7 y)

agirhk fonksiyonuna gore ortogonaldir. Benzer sekilde, B,,(r,y) polinomunun G
bolgesinde

ha(@,y) = h(@,y)Qn. (2. y)
agirlik fonksiyonuna goére ortogonalligi de kolaylikla gosterilebilir. m

Ornek.
G(z,y)={(z,y):0<z <1, 0<y<a®}

bolgesini ele alalim. G bolgesinde taniml agirlik fonksiyonu

h(z,y) =2y

olsun. Gergekten h (x,y) = 2%y, G bolgesinde negatif olmayan bir fonksiyondur ve

1 22
1
//h (x,y) dedy = //x2ydyd1’ =1
G 00

0<//h(x,y)dxdy<oo
G

saglanir. Simdi de G bolgesinde h (z,y) agirhik fonsiyonuna gére ortonormal olan

olup

polinomlarin bir ailesini elde edelim.

Foo (z,y) = C(()%’O)
13



olsun. Tanim (2.3) de verilen,

[ 78 @ g dody =1

ve cgg > 0 ortonormallik kogullar: kullanmilarak,

1

1 22

2 2 6
/ / [c(()%’o)} *ydydr = [cé%’o)} / %dx =1
00

0

[cggoq 14 = oo = V14

bulunur. Buradan Fy, (z,y) = v/14 elde edilir. (1,0) —inc1 basamaktan Fi (z,y)

polinomu

Fio (z,y) = C(()o ) 4 c(1 0)

olsun. Bu polinom Fy (z,y) polinomuna ortogonal olmal ve normu 1 olmalidir.

Yani

//Flo (@,y) Foo (z,y) h(z,y)dedy = 0 (2:27)
G

//Ffo (x,y)h(z,y)dedy = 1 (2.28)
G

kogullar1 saglanmahdir. (2.27) dan

//\/_ o )+clo z)2’ydydr = 0

cé%’o)//nydydI—I—c%’o)//x3ydydx = 0
00 00

1,0 1,0
C(()o : 4 Cgo ) -0
14 16

elde edilir. (2.28) den ise

1 x
[ ][50+ 28080+ 307 ats =

1,0 1,0 1,0
(™ eGels? (g™

14 8 18
14




elde edilir. (2.27), (2.28) sonuglar ve cglo’o) > 0 kosulu birlikte gozoniinde bulun-

(1,0) (1,0
0

durulursa ¢y, ve ¢; ) reel sabitleri

cip” = —21v2, % = 24v2

seklinde bulunur. O halde (1,0) —inc1 basamaktan Fig (z,y) polinomu
Fio(z,y) = —21V2 + 24V/2z

formundadir. Bu sekilde devam edilirse, (1, 1) —ci basamaktan Fi; (z,y) polinomu

H2VIT_ 288VIT 270V
— X
/2033 2033 /2033 "

olarak elde edilir. Benzer genisletme ile (2,0) —inc1 basamaktan Fy (z,y) polinomu

Fiy (‘ray) =

96 10381 157
T+ —x

Foloy) = T5 ==t 7

seklindedir. Isleme bu sekilde devam edilirse

F?l(x7y)7F22($7y)7 ooy Fnk(ajvy)

polinomlar1 da kolaylikla elde edilebilir.
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3. BIiR BOLGE UZERINDE HARMONIK ORTOGONAL
POLINOMLAR

3.1 Homogen Harmonik Polinomlar
xroy diizleminde kompleks degiskenler ve kutupsal koordinatlar
2 =1+ iy =re?¥
ile ifade edelim.Bu degisken kutupsal koordinatlar cinsinden yazilirsa
z=1x+iy =re¥ =r(cosp +ising)

olur. Iki degiskenli harmonik polinomlar

[n/2]
i) = Y (-1 Cat
k=0
[(n—1)/2]
Un(377 y) — (_1)kC§k+1xn—2k—1y2k+1
k=0

esitlikleriyle tanimlanirlar.
(3.1) formiilii goz oniine alimrsa, bu polinomlar,
Un(T,Y) = un(r,9) = uy(2) = r" cosny

U (,y) = vp(r, @) = v,(2) = r"sinng

seklinde yazilabilir. (3.2) ve (3.3) harmonik polinomlarmin agik ifadesi,

]-a z,Y, :L‘2 - y27 2339, ...7Un($,y), Un(x7y)7
dir. u, = 1, v, = 0 oldugundan (3.6) sistemi
{Lun(2,y), vn(2,9)}

formunda ifade edilebilir.
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(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)



Simdi (3.7) polinomlarimin
G={(z,y): 2> +y* <1} (3.8)
bolgesinde ortogonal oldugunu ispatlayalim.

(3.4) ve (3.5) formiilleri

2

1
// U (2, y)vr(z, y)dedy = /r”*“%r/cosncpsinkgodgp =0 (3.9)
G 0

0

olmasin gerektirir ki bu ise u,(x, y) ve vi(x, y) polinomlarmmin birbirlerine ortogonal
oldugunu gosterir. Benzer gekilde (3.2) ve (3.3) polinomlarmin tiimiiniin birbirlerine
ortogonal olduklar1 ispatlanabilir. Simdi bu polinomlarin normlarini hesaplayalim.
(3.4) den n > 0 igin

2T

1
lun||* = //ui(x,y)dxdy = /r2"+1dr/6082ng0dgo = ﬁ
e 0

0
olur. Benzer seklide (3.5) polinomlarinin normlar1 da hesaplanabilir. Bu durumda

ortonormal harmonik polinomlar

Ug = ﬁ> ﬁn(x,y) = Tun('ray) (310)

—— (2, y) (3.11)

formunda bulunur.

(3.2) ve (3.3) formiilleri (3.10) ve (3.11) polinomlarimin bagkatsayilarimin sifirdan
farkll olmasim gerektirir. (3.7) sistemindeki herhangi bir polinomun bagkatsayist
sifirdan farklh oldugundan, basamagi n i gegmeyen herhengi P,(x,y) harmonik poli-

nomu (3.7) polinomlari ile

3

Qg

Po(w,y) = 5 + ) lawu(z, y) + Brox(z, )] (3.12)

k=1

seklinde ifade edilebilir. (3.10) ve (3.11) den, (3.12) agilimindaki katsayilar

2(k+1)
+ // (z,y)ug(x, y)dzdy (3.13)
¢



2(k + 1)

=250 (1 o

G
formiilleri ile tanimhdirlar.
(3.8) birim diskinde harmonik bir fonksiyon

Fa,y) = F(r,¢) = F(2)

ile tanimlansin. Bu fonksiyon birim diskte

F(r,¢) = % + Z 'f’k(ak cos ko + by sin k)
k=1

formunda bir seriye acgilabilir. Burada katsayilar

27
1
%z—/Fm@w%Ww
T
0
2T
1
m:—/Fm@wmmw
T
0

formiilleri ile tamimhidirlar.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.15) harmonik fonksiyonu igin (3.16) serisi » < 1 igin Poisson formiiliinden elde

edilebilir. Gergekten Poisson integrali r < 1 icin

27
1 1—r?
F(rn0) = - [ Fl)
0

olan bir harmonik fonksiyondur. Burada

1—1r2

1 —2rcos(f — ) +r?

ifadesi Poisson cekirdegi olarak bilinir ve

1—r?
1 —2rcos(6 —¢) + 12

k=1
18

d
1 —2rcos(6 — ) +1r? 4

= 1+22008k’(0—g0)7‘k

(3.19)

(3.20)



dir. Bunu agagida gosterelim.

142 Z cosk(f —p)r* = 1+ Z(Tkeik(ﬁ—w) + Tke_““(@_‘P))

k=1 k=1
k=1
= 147 Z(Te’w PNE 4ore” Z
k=0 k=0
rei(eﬂp) re- i(0—¢)
- 1+

[— a9 1o i@9)
1—r?
1 —2rcos(d — ¢) + 12

dir. (3.20) ifadesi (3.19) da dikkate alinirsa

27
1 1—r?
F(r,) = — |[|F d
(r,9) 27?/ (('0)1—2rcos(9—g0)+7“2 7
0
1 2m 0o
_ L o\
= 27T/F(g0) 1+2;COS/€(9 gp)r]dap

0
2 2w

= %/F( )dp + /

0

o0

Z (cos kb cos kg + sin kfsin k)] | dy

k=1

27

1
= %/ w)dp + — Z ¥ cos k6 /F(gp)coskgodgp

0 "= 0
27

+7" sin k6 /F(gp) sin kodp
0
elde edilir.

(3.16) da kartezyen koordinatlara gecilir, (3.4) ve(3.5) formiilleri dikkate alinirsa,

[e.9]

+ lapur(z,y) + bpve(z, y)] (3.21)

Q,
F(z,y) = 50

olur.

Kabul edelim ki (3.15) fonksiyonunun karesi (3.8) bolgesi tizerinde in- tegrallenebilir
olsun, yani

IFI = / F(a,y)[* dedy < o (3.22)
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kogulu saglansin. Bu tip fonksiyonlarin kiimesi Hy(G) ile gosterilir. (3.13) ve (3.14)

esitliklerine benzer olarak, (3.7) sistemine gore (3.15) fonksiyonlarinin Fourier kat-

ag = @ // F(z,y)uk(x,y)dzdy (3.23)

_ @ / / F(a,y)vi(e, y)dedy (3.24)

formiilleri ile tanimlanabilir. (3.17), (3.18), (3.23), (3.24) formiillerinin (3.15) fonksi-

sayilar

yonunun ayni Fourier katsayilarini belirttiklerini ispatlayalim. (3.17), (3.18) formiilii

i ile garpildiktan sonra (3.17)den gikartilir ve z = pe’? déniigiimii yapihirsa,

2m
1
ap — by = —/F(p, ©)(coskp — isinkp)dp

[e=]

_ , /“FQ@'%+1dz (3.25)

elde edilir. Bu durumda analitik ve harmonik fonksiyonlar i¢in saglanan

// <mw_—/ (3.26)

integral formiilii (3.25) esitliginde dikkate alinir, p yaricapiyla simirlanan bolge G,
ile gosterilir ve (3.26) esitligi kullanilirsa,

. 2(k+1)
ap — by, = kaﬁ // kda:dy
= ka+2 // x,y) [ug(z,y) — ivg(z, y)] dedy (3.27)

elde edilir. (3.27) esitliginin her iki yammin p — 1 igin limiti alimir ve kargihikh

katsayilar esitlenirse (3.23) ve (3.24) integralleri elde edilir, bu ise ispat1 tamamlar.
20



(3.21) serisi yerine, ortonormal homogen harmonik polinomlarin

A

ao . Ny ~
F(z,y) = EOUO + Z [Gkuk(l’»y) + bpOx(z,y)
k=1

Fourier serisi alinabilir. Bu serinin katsayilari

ap = 2//F(w,y)ﬁo(x7y)dxdy
G
a = //F(I,y)ﬂk(x,y)dxdy
G
by = //F(x,y)@k(x,y)dl“dy
G

formiilleri ile verilir.Fourier katsayilari

-9
Qg

Z+; ak+b2 <HFHG

Bessel esitsizligini saglar. Gergekten

[ P = sty = [[ 1P dsdy -

G

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

2//F(x, Y) S, y)dady + // [Sn(2,y)]? dady

G G
> 0

yazilabilir. Esitligin sag tarafindaki integraller ayr1 ayr1 hesaplanirsa

[ s andy ~ / |

= ZO kz:ak—l—bQ

n 2
a02u° + Z(&kak + Bk@k)] dxdy

J[r@si@dnay = [[Fa | °+Z<dm+5k®k>] dudy
G G k=1
&(2] . A2 72
= D @+

k=1

olur. Bunlar yerlerine yazilir ve (3.22) egitligi dikkate alinirsa,

N 7 2
+) (@7 +0p) < |IFIIE
1

=S

£
Il
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elde edilir.

Lemma 3.1 Eger F(z,y)

w={(z.9): (@ - 20+ (y = ) < o’}

kapal diskinde harmonik bir fonksiyon ise, bu durumda
7o [Plao, )l < [ [ 1F (o) dody (3.32)

egitsizlig saglanar.

Ispat. / / |F(x,y)|? dedy integralinde z—xo = u ve y—yo = v degisken degistirmesi

/{Z’F(w,y)ﬁdmdy:/{Z!F(u%—wo,eryo)’QdUdU (3.33)

a o0
=5 Z arug(z,y) + brog(x, y)]

yapilirsa

olur.

esitliginde x —xg =u vey —yo = v deg@ken degistirmeleri yapilir ve

[ug (v + 20, +Yo)| > |ur(xo,y0)| ve [vi(u + zo,v +yo)| > |vi(zo,y0)| esitsizlikleri

kullanilirsa
Qo >
|F(u+ xo,v +y0)| = 5t Z lagur(u + o, v + yo) + brvr(u + 2o, v + Yo)]
k=1

a

> EO + lakur (o, Yo) + brvr(zo, yo)]
k=1

= |F(I07 y0)| (3-34)

bulunur. Bu durumda (3.33) esitliginde (3.34) esitsizligi gozoniine alinirsa

[ 1w sy - //|Fu+mo,v+yo>| dudv
w

p 27

> |F(0,30)] / / rdrdy

00
= 7wp? |F (20, y0)|”

elde edilir ve ispat tamamlanir. m
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3.2 Christoffel- Darboux Formiillerinin Bir Analogu

Bu kisimda homogen harmonik polinomlarin Fourier serilerinin kismi toplamlar:

hesaplanacaktir.

lg] < 1 kosulu altinda

1 _ qn+1
1+q—|—q2+...+q”:1—_q (3.35)
esitligini gozoniine alalim. Bu esitlikte
q= 27 = (x+iy)(& —in) (3.36)

alinir ve (3.2), (3.3) formiilleri kullanilirsa,

¢ = )" = [z, y) +ive(z, y)] [we (€ m) — vk(€,n))

= wp(z,y)u(&,n) + vil@, y)vr(§,m) + i ez, y)un(§, n) — ur(z, y)ve(€, )]

(3.37)
olur. Ayrica (3.36) den
1—q = 1—(z+iy)(§—in) =1 (x§+yn+i(ys —xn))
= (I —a&—yn)+i(zn — y§) (3.38)

yazilabilir. Bu deger eslenegi ile carpilirsa,

(1—z&—yn)® + (zn —y&)® =1 —2(z +yn) + (2° + ) (€ + 1) (3.39)

bulunur. Bu degeri g(z,y, &, n) ile gosterelim. Kisalik i¢in

vy = vk(2,y) , O = vi(§,m) (3.41)

notasyonlarimi kullanalim. (3.35) esitliginde (3.37) esitligi gozoniine alinirsa,

k=1 k=1

= 1 + Z(ukﬁk + Uk;’ljk) + 7 Z(Ukﬁk — ukﬁk)
k=1 k=1
1— qn+1 1— qn+1

1—q  (1—at—yn)+i(en—yé)
(1—q"™)[(1 — x€ —yn) — i(xn — y&)]
g(z,y,&m)
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elde edilir. £ = n + 1 i¢in (3.37) yardimiyla kesrin paymi hesaplayabiliriz. (3.42)

esitliginin reel ve imajiner kisimlar1 ayr1 ayr yazilirsa,

n

_ - 1 _ .
1+ ;(Ukuk +ply) = m (1 = Upg1Tpt1 — Vng1¥pg1) (1 — 2€ — yn)
_<Un+1ﬂn+1 - un+1@n+1)('rn - yé)] (343)
zn:(kabk - U]gﬁk) = _—1 [(1 - un+1an+1 - Un+117n+1)(9577 - yg)
p 9(z,y,8n)
+(Un+1an+l - Un+17~)n+1)(1 - 'Zf - yﬁ)] (344)

elde edilir. (3.35) esitliginin ¢ ya gore tiirevi alinirsa,

—(n+1)g" N 1— g™t
1—gq (1—4q)?
—(n+1)q¢"

= T (I+qg+¢+..+q")
= T, et R

14+2¢4+3¢+...+ng" b =

(3.45)

bulunur. (3.45) egitliginin sag tarafindaki terimleri hesaplayalim. (3.37) ve (3.38)

formiillerinden,
_(Ti - i)qn - g@fﬂl 37) [t + O + i (Vi — tnT)]
X [(1 =& —yn) —i(an — y&)]
= (n+1) . -
__R;ﬁﬁﬂ%%+mmﬂ—%—w)

+(Unlln, — UnTp) (20 — Y&)
+i(Vnlly — UnTn) (1 — € — yn) —

i(Un Ty, + v, 0) (21 — Y&)] (3.46)
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yazilabilir. Simdi (3.45) esitliginin sag tarafindaki ikinci esitligi hesaplayalim. (3.37),

(3.38) ve (3.39) egitlikleri dikkate almirsa
(1 — x€ —yn) — i(xn — y&)

(14+q¢g+...+4¢") = X
9(@,y,£,m)

k=1 k=1

= ;{(1—955—?;77)

+(an = y€) Y (ol — uxiy)
k=1

1—g¢q

k=1

n

+i(1 — z€ — yn) Z(vkﬂk — ugUg)

k=1

k=1

—i(xn — y§)

elde edilir. Boylelikle (3.37) ve (3.38) yardimiyla (3.45) esitliginin sag tarafi elde
edilmis olur. (3.46) ve (3.47) esitliklerini (3.45) de gdzoniine alalim ve esitligin sol
tarafin1 (3.37) yardimiyla farkl bir bi¢imde ifade edelim. Bu durumda esitlikteki

reel kisim hesaplanirsa,

3
—

(k + 1) (upii, + vxBp) = # [(tnin + vnn) (1 — 26 — ym)
A+ (Vntln — Un0n)(zn — Y&)]

+$ {(1 —a§ —yn) |1+ ) (uniiy + ”’“6’“)]

k=1

3

+(zn — y§) Z(Ukﬂk — ka)k)} (3.48)

bulunur. (3.48) esitligi basit doniigiimlerle

n—1 n—1

- N 1
E (k + 1) (ugty + vptg) = J [ (1 —x& —yn) E Uy + Vi)
k=0 k=1

n—1
9577 yf Z VRl — Ukvk

_n(l - If - yn)(unun + 'Un'Un)

—n(zn — y&) (Unlly — UnDy)) (3.49)
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formuna doniigiir. Bu egitligin sag tarafindaki kismi toplamlar yerine (3.43) ve (3.44)

formiilleri yazilirsa,

S
—

(k 4+ 1) (upty, + vplr) =

{ | — 26 — ) 1[(1—unan—vn6n)<1—x£—yn)
0

o
Il
Q|

—(Unin Unvn)(éw y€)]
—(an — y&) [(1 = i, — w300 ) (21 — y€)

+(Untin — unvn)(l —x€ — yn)]

—n(1l — x& — yn) (upty, + v,0y)

—n(xn — y&) (vnily — unln)} (3.50)
elde edilir. (3.49) ve (3.50) formiilleri tek degiskenli ortogonal polinomlar i¢in klasik
Christoffel-Darboux formiillerinin analogu ve genellestirmesidir. Ortonormal har-
monik polinomlarin bilineer serilerinin kismi toplamlari bu esitlikler yardimiyla ifade
edilebilir. (3.49) ve (3.50) formiillerini gozoniine alirken, (3.40) ve (3.41) notasyon-

larim gozoniinde bulundurabiliriz. Ayrica bu formiillerde g, (3.39) toplamim goster-

mektedir, yani

g(z,y,&,m) =1 —2(x€ +yn) + (2 + y*)(E + 1) (3.51)

dir. Eger M (z,y) ve P(z,y) noktalar: farklh ise, (3.39) formiiliinden, (3.51) fonksi-
yonu pozitiftir. Ayrica M ve P noktalar1 ¢akigik ve birim disk igindeyse (3.38) ve

(3.39) formiilleri (3.51) fonksiyonunun pozitif olmasim gerektirir.

Kabul edelimki M (z, i) noktasi birim ¢ember iizerinde olsun, yani 2*+y? = 1 kogulu

saglansim. Bu durumda (3.51) formiiliinden

g(z,y,6m) = (x —&)* + (y —n)?

elde edilir. Diger taraftan, aym 22 + y? = 1 kosulu altinda

l—2§—yn = z(x—§) +yly—n)
-yl = (@—=&n—(y—n)

esitlikleri yazilabilir. Bu esitlikleri gozoniine alarak,

L—al—ynl(jz =&l +ly—nD) _ (z =& +ly—nl)’

g(x,y,&,1m) T (=82 +(y—n)?
26
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lzn —yél (le =&l +ly—nl) _ (lz =& +ly —n))?
9(x,y,£,n) = (x— &2+ (y—n)? <2 (3.53)

yazilabilir. Bu esitsizlikler M (z,y) naoktasinin birim g¢ember iizerinde ve P(&,7)

noktasimin kapali birim disk icinde degisken olmasi durumunda saglanir.

3.3 Birim Disk Icinde Ortogonal Harmonik Polinomlar
Bir h(x,y) agirlik fonksiyonu
G={(z,y): 2> +y* <1} (3.54)

birim diski iginde tamimli olsun. Dolayisiyla h(z,y) > 0 dir ve (3.54) bolgesinde

integrallenebilirdir. Yani,

0< //h(x,y)dxdy < 00
G

kosulu saglanir.
{1,un(m,y),vn(m,y)} (355)

homogen harmonik polinom sistemine h(z,y) agirlik fonksiyonuna gore ortogonallik
metodunu uygulayarak, (3.54) bolgesi iizerinde h(zx,y) agirhik fonksiyonuna gore

ortonormal olan,

bir harmonik polinom sistemi elde ederiz. (3.56) sistemi igin ortonormallik kogullar:

//h(x,y)An(x,y)Ak(x,y)dxdy = Ok
G

[ M Bute sy = o0
a

//h(x,y)Bn(x,y)Bk(x,y)dxdy = Ok
G

formundadir. Kabul edelim ki (3.56) polinomlarimin agirlik fonksiyonu sifir tarafin-

dan diizgiin sinirh olsun ve Lipschitz kosulu saglansin. Yani,

h(z,y) > c1 >0 (3.57)
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|h(z,y) — h(&,n)| < Mi(Jx — €]+ |y —n]) (3.58)

kosullar1 saglansin. (3.57) ve (3.58) kosullar: altinda (3.56) polinomlarin: ele alalim.
By, (x,y) polinomu (3.55) homogen harmonik polinomlarima gore seriye agilirsa (3.12)
ye benzer olarak

n

+ lagur(z,y) + Broe(z,v)] (3.59)
k=1

(%]

seklinde elde edilir. Burada katsayilar

ap = 2(k;1) /Bn(f,n)uk(é,n)dfdn
G

5 = 2D [ cnnte ndsay
G

formiilleri ile tamimhdir. oy, 8, katsayilari, (3.40) ve (3.41) notasyonlar: kullanihirsa

(3.59) esitligi

2
r.) = [ [ BulewEo oy ¢ nidsan (3.60)
e
seklinde yazilabilir. Burada
1 _ N
Ky(x,y,6§,m) = 5t (k + 1) (ug iy + vy ) (3.61)
dir. Gercekten
A ~— |2(k+1
Bury) = 4 % [ [Batemute nagan ) wte)
k=1 b

/ / (&, myonl€,myddedn | vi(e.y)

/\

n

= 2+ %/G/Bn(ﬁ,n) _;(/H 1) (uxiy +W7k)] ddgdn
= 32 [ men [ - 5] o

) _
- 5 %// W (&K (wyﬁnds——// (&, m)d



yazabiliriz ki burada

o = %//Bn(f,n)ds

G
dir. Bu ise (3.60) esitligidir.

(3.60) esitliginde (3.61) esitligi dikkate alinir ve son terim ayr1 yazilirsa

2(n

Bn(x> y) =

™

+1) / / Bu(&, 1) (tnfin + vnn)dEdn
G

42 [ [ Bute sy, e (362

G

elde edilir. Oncelikle esitligin sag tarafinm ilk terimi icin bir esitsizlik elde edelim.

(3.57) den ve Cauchy-Schwarz Bunyakovskii esitsizliginden

1
/ Bl dedn < — G/ A | Bal€ )] ] dedy

G

IN

%J /G (€, )2 ded

= Ve (3.63)

elde edilir. Bu durumda (3.62) esitliginin sag tarafindaki birinci terimin mutlak
degeri

2(n+1)
mC

(lun (2, y)| + lvn (2, 9)]) (3.64)

degerini gecemez. Simdi egitligin sag tarafindaki ikinci terim icin bir esitsizlik elde

edelim.

//h(f, n)Bn(& U)Kn—l(% Y, ga U)dgdﬂ =0
G
oldugu dikkate alinirsa bu esitlik

2

2
B Wh(x,y)/G/[h(I’y)_h(§7n)]Bn(fm)Kn—l(xay’f,n)dfdn (3.65)

29



yazilabilir. K, _(z,y,&,n) kismi toplam1 yerine ondan daha biiyiik olan
n—1

Z(k + 1) (uptiy + viOy)

k=0
ifadesi alindiktan sonra integral icerisindeki ifade o,, ile gosterilir ve (3.49) esitligi

dikkate alinirsa

on = [h(z,y) = h(&n)] Ba(&,n) [Z_:(k + 1) (ugtiy, + viy)

n—1
+(an — y¢) Z vl — urx) — (1 = 2€ — yn) (Uniin + vaTy)
k=1

—n(xn — Y&) (Vnlin — unbn)] (3.66)

bulunur. Kabul edelim ki M (x,y) noktasi birim ¢emberin iizerinde bulunsun. Bu
durumda (3.52) ve (3.53) esitsizlikleri saglanir. Bu esitsizlikler ve (3.58) kogulu
kullamlarak, (3.66) icin

n—1 n—1
lon| < 2M1[B,(& )] [Z(WWM + okBe]) + > (vrdia] + Jurtil)
k=0 k=0
+n(|untn| + V0| + [Untn| + |tun0n|)] (3.67)

yazilabilir. Bu egitsizligi terim terime integre ederek ve (3.63) esitsizligini integ-

rallere uygulayarak,

n—1
2 1
nldédn < My — +
/G/|o| cdy < M, J%m““’“' )

< cvn+1 (3.68)

elde edilir. Elde edilen sonuclar1 kullanarak bu kismin sonucunu agagidaki teoremde

verelim.

Teorem 3.1 Eger agurlik fonksiyonu (3.57) ve (3.58) kosullarinae saglyor ise bu
durumda kapaly birim disk i¢inde (3.56) polinomlary igin

An(z,9)] < esvn+1 , 22 +9y*<1 (3.69)
|Bu(z,y)] < esvn+1 , 22+y*<1 (3.70)
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egitsizlikler: saglanar.

Ispat. (3.62) esitliginde her iki tarafin mutlak degeri alimir ve iiggen esitsizligi

uygulanirsa

2 1
B < LD 1Bl Gl + et g
G
2 [[1Buenl 1Koy gl dei
G

elde edilir. Burada (3.64) ve (3.68) birlikte dikkate alinirsa

Bu)l <y 2 o) + )

+covn +1
< 03\/n+1

elde edilir bu ise ispat1 tamamlar. m

3.4 Genel Durumda Bir Bélge Uzerinde Ortogonal Harmonik

Polinomlar
Homogen harmonik polinom sistemini

1,U1($7Z/>avl($ay)7 "'7un(l‘7y)’vn(l‘7y)’

formunda yazalim.

(3.71)

Siirh basit irtibath bir G bolgesi diizgiin bir I' Jordan egrisi ile sinirh olsun. Kabul

edelim ki h(z,y) G bolgesinde tamimli bir agirlik fonksiyonu olsun. Biliyoruz ki

h(xz,y) > 0 dir ve bu bolgede integrallenebilir bir fonksiyondur. (3.71) serisine

ortogonallik metodunu uygulayarak G bolgesinde h(x,y) agirlik fonksiyonuna gore

ortogonal olan

{A(b An(ZE, y)’ Bn<1’, y>}
31
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harmonik polinom serisini elde ederiz, yani

//h(m,y)An(a:,y)Ak(a:,y)d:z:dy = Ok
G

//h(x,y)An(x,y)Bk(x,y)dxdy =0
a

/ / h(z, ) Ba(a,y) Bule.y)dedy = 6 (3.73)
G

kosullar1 saglanir. Oncelikle h(x,7) agirhk fonksiyonunun sifir tarafindan diizgiin

sinirli oldugunu kabul edelim, yani
h(z,y) > hy>0 , M(z,y) €G (3.74)

kosulu saglansin. p, M(z,y) noktasindan I" ya olan uzakhig gostersin. Bu durumda

Lemma 3.1 den (3.74) kosulu altinda,

0 | An(z )P < / |An(€.m) [ dédn

IN

1 2
. /G/ B(Em) | An(E,m) 2 dédn
1

= & (3.75)

elde ederiz.

Boylelikle, eger (3.74) kosulu saglanirsa, bu durumda (3.72) polinomlar1 G' bol-

gesinde diizgiin smirlidir.

G bolgesinde karesi h(z,y) agirlik fonksiyonuna gore integrallenebilen harmonik bir

f(z,y) fonksiyonu tamiml olsun, yani
111 = [ [ )2 g)dody < o (3.76)
G

esitsizligi saglansin. Ortogonal harmonik polinomlarin Fourier serilerini, f(z,y)
fonksiyonuna uygun olarak

f(z,y) = agAo + Z [ar A (z,y) + bp Br(x, y)] (3.77)
k=1
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formunda ifade edebiliriz. Bu fonksiyonun Fourier katsayilar1 (3.77) den

a = /G/ b, 9) £ (@, 1) Auz, y)dady

b, = //h(w,y)f(w,y)Bk(ﬂf,y)dwdy
G
formiilleri ile tanmimhidir.

{K,.(z)} G bolgesinde ayni h(z) = h(x,y) agirlik fonksiyonuna gére ortogonal olan

kompleks degigkenli polinomlar1 gostersin. Kompleks bolgede ortogonallik kogulu
//h(z)Kn(z)Km(z)dxdy = Opm (3.78)
a

formundadar.

3.5 Bir Bolge Uzerinde Siiperortogonal Harmonik Polinomlar

Onceki kisima benzer olarak diizgiin bir I' Jordan egrisi tarafindan siirlanan sonlu
basit irtibath G bolgesi tizerinde bir h(x,y) agirlik fonksiyonunu ele alalim. Bu
fonksiyon G bolgesi iizerinde ortogonal olan yani, (3.78) kogulunu saglayan kompleks
degiskenli { K,(2)} polinom sistemi tanimlar. Reel ve imajiner kisimlar1 ayirarak bu

polinomlar icin harmonik polinomlara bagl olarak,
K,(z) = Py(x,y) +iQn(z,y) , n=0,1,.. (3.79)
formunda bir gosterim elde edilebilir.
Onceki kisimda gosterildi ki aym h(z,y) agirhik fonksiyonu
{Ao, An(z,y), Bu(z,y)} (3.80)
ortogonal harmonik polinom sistemi tanimlar.

(3.79) formiiliine bagh olarak A, ve p, sabitler olmak iizere hangi kosullar altinda

An(z,y) = MNPa(z,y)

Bu(z,y) = p,Qn(z,y) (3.81)
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esitliklerinin saglandigim inceleyelim.

(3.81) kosullarimi saglayan (3.80) polinomlarina G bolgesinde h(z,y) agirhik fonksiy-

onu ile siiperortogonal polinomlar denir.

(3.81) siiperortogonallik kogulunun anlami sudur, (3.79) formiiliinii kullanarak G
bolgesinde h(z,y) agirlik fonksiyonuna gore ortogonal olan (3.80) harmonik poli-
nomlarindan, aym agirlik fonksiyonuyla ortogonal olan kompleks polinomlar: olus-

turabiliriz.

Onceki kisima benzer olarak, zy G bolgesinde sabit bir nokta ve z = W(w) ters
fonksiyon olmak tizere ¢(zy) = 0 ve ¢'(29) > 0 kogullar altinda w = ¢(z), G bol-

gesini |w| < 1 diskine doniigtiiren birebir, drten ve konform bir déniigiim olsun.
hz,y) =), z€@ (3.82)

formunda bir agirlik fonksiyonunu ele alahm. Bu kisimda agirlik fonksiyonunun
(3.82) olmas1 durumunda (3.80) harmonik polinomlarinin siiperortogonal oldugunu

ispatlayacagiz. Fakat oncelikle yardimci sonuclar: verelim.

Lemma 3.2 Herhangi bir «,(z) harmonik polinomu i¢in o, (z) nin adjointi olan

& (2) harmonik polinomu vardr ki
[[a@ 1 @r dudy < [ [ lane) 1P dsy (3.53)
G G

egitsizlig saglanar.

Ispat. a,(z) ve G, (z) harmonik polinomlarimm adjointliginden, w = re® notasy-

onunu kullanarak

a, [T(w)] = a(r,f) = % + Z(ak cos k6 + by, sin kO)r* (3.84)
k=1

ap, [Y(w)] = a(r,0) = % + Z(—bk cos k6 + ay, sin kO)r* (3.85)
k=1
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seri agilimlarini yazabiliriz. (3.85) agihminda ay = 0 alabiliriz. Bu durumda (3.84) ve
(3.85) egitliklerini (3.83) egitsizligindeki integralde kullanarak konform bir déniigiim-

den sonra

1 27
2 [e.@]
// la(r, ) rdrd = ao + Z 20k ak 240 (3.86)
=1
1 2w

//|a r,0)rdrd) = Zz(ki 1)(a§+bi) (3.87)

elde ederiz ki Lemma ispatlanmig olur. m

Lemma 3.3 Herhangi ay,(x,y) ve (3,,(x,y) harmonik polinomlar: i¢in bu polinom-

lara adjoint olan &, (x,y) ve 3,,(z,y) harmonik polinomlar: vardur ki

/ /an 2) ¢ (2))? dady = / /an ' (2)|? dady (3.88)

egitligi saglanar.

Ispat. (3.84) ve (3.85) formiillerine benzer olarak

B, [¥(w)] = = % + io: (@ cos kO + by sin k@)r* (3.89)
k=1
B [T(w) = B(r,6) = i —by, cos kB + dy, sin k6)r* (3.90)

1

k=
esitliklerini yazabiliriz. (3.84) ve (3.85) esitliklerini kullanirsak

// a(r, 0)B(r, 0)rdrdd = Z ﬁ(—aki)k + byay,) (3.91)

k=1

elde edilir. Benzer gekilde (3.85) ve (3.89) den

1 2w
)

/ / a(r, 0)3(r, O)rdrdd = 3 ﬁ(-akbk + aghy) (3.92)

0 0

yazilabilir. (3.91) ve (3.92) den (3.88) esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.
Asgagidaki biitiin sonuglarda herhangi bir @,,(x, ) polinomunun adjointi olan Qn(x, Y)
harmonik polinomunun Lemma 3.2 ve Lemma 3.3 nin hipotezleri saglana- cak sekilde

secildigini kabul edelim. m
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Lemma 3.4 (3.80) harmonik polinomlar: G bolgesi tizerinde (3.82) agurlik fonksi-

yonu ile ortonormal ise bu durumda

An(z) = —Byu(2)
B.(z) = Au(2) (3.93)
egitliklert saglanar.
Ispat. Kisalik acisindan
(Ans B = [ [ 0,) A (.9) B, )y (3.94)
G

notasyonunu kullanalim. Eger n < m ise bu durumda (3.80) sistemindeki polinom-

larin ortogonalliginden,

(A, Ba) = (B, A0 ) =0 (3.95)

yazilabilir.

Simdi m < n olsun. Bu durumda (3.88) esitligini kullanarak ve adjoint polinom

se¢imini gdzoniinde bulundurarak

(Am,B,) = —(Am.B,) =0
(Bm,An) = —(Bu, Ay) =0 (3.96)

elde ederiz. (3.95) ve (3.96) de n = m durumu dahil degildir.

Diger taraftan herhangi n ve m i¢in Lemma 3.3 den

(A, An) = —(An, Ap)

(Am, Ap) = (Bp, Bp) =0 (3.97)

elde ederiz, burada n=m durumu dahildir.
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Simdi (3.80) sistemine gore adjoint polinomlar: seriye acilirsa

An(z) = aoAo+ ) laxAk(z) + biBi(2)] (3.98)
B,(2) = apAy+ Z [ar Ak (2) + B Br(2)] (3.99)

yazilabilir.

(3.96) ve (3.97) ortogonallik kogullarini gozoniinde bulundurarak (3.98) ve (3.99)
formiillerinin herbirinde yalmizca bir katsay: sifirdan farkhidir. Bu durumda (3.98)

ve (3.99) esitlikleri

Ay (2) = b,Bn(2)

B,(2) = anA,(2) (3.100)
formuna indirgenebilir. Bu esitliklerde b,, ve «,, katsayilar1 adjoint harmonik poli-

nomlar i¢in olan formiil yardimiyla belirlenebilir. Kompleks katsayili keyfi bir poli-

nom i¢in

R.(z) = co+idy+ Z(Ck +idy,) 2F

k=1

= co+idy+ Y (cx +idy) [un(x,y) + vz, y)]
K1

= co+ido+ Y {levur(z,y) — drop(z,y)]

+1 [dkuk(:c,Z) + cpve(x,y)} (3.101)

yazilabilir. A,(z) ve A,(z) harmonik polinomlar adjoint oldugundan (3.101) for-

miiliinden
An(z) = o+ Z [crug(z,y) — dpvg(x, y)] (3.102)
Au(z) = do+ ) [deur(z,y) + crvr(z,y)] (3.103)

Bu(z) = 50+Z[ekuk(m,y)—dkvk(x,y)] (3.104)
Bue) = dot Y [dene(,y) + ol ) (3.105)
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yazilabilir. Bu agihimdaki bag katsayilar1 kargilagtirarak (3.100) den

¢, = —b,d,

d, = apyc, (3.106)
elde edilir ki bu ise b,.a;,, = —1 olmasini gerektirir. Boylelikle (3.100) esitlikleri

fln(z) = b,Bn(2)
B.(z) = ——A(2) (3.107)

formunda ifade edilebilir. (3.83) esitsizliginden ve (3.80) polinomlarmm ortonor-

/]

//‘B”(Z)‘2’¢/<Z)|2d:cdy

yazilabilir. Bu esitsizliklerde (3.107) esitliklerinin sag kismini yerine koyarak b2 < 1

malliginden

IN
—_

~ 2 , 9
()| 16/ () dady

IN
—_

ve 1 < b2 elde edilir ki bu ise b2 = 1 olmasim gerektirir.

Son olarak b, in igaretini belirlemek i¢in (3.103) ve (3.104) esitliklerini goz6- niinde
bulunduralim. (3.102) formiiliinde d,, = 0 oldugundan ve ¢, bagkatsayisi pozitif
oldugundan ve (3.104) formiiliinde v, (x, y) nin bagkatsayisinin pozitif olmas: gerek-
tiginden cin < 0 elde edilir. Boylelikle (3.106) den b,, > 0 olur. Bu durumda b, = 1
dir. Bu deger (3.107) da yerine yazilirsa (3.93) esitligi elde edilir. Boylece lemma

ispatlanmig olur. m

Teorem 3.2 h(x,y) agurlik fonksiyonu (8.82) deki gibi verilsin. Bu durumda (3.81)

egitlikler: saglanir ve

Ap(z,y) = \/§Pn(x,y)
B.(z,y) = V2Qu(x,y) (3.108)

formundadar.
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Ispat. (3.79) formiiliinden (3.108) esitlikleri

Ko(2) = — [An(2) + iBu(2)] (3.109)

formiiliine egittir. Bu polinomlar igin (3.78) integrali

//h(x, V) K, (2) K (2)dady = %//h(z) [A,(2) +iBn(2)] [Am(2) — iBy(2)] dedy
G G

(3.110)

formundadir. (3.80) polinomlarimin tanimindan (3.110) esitliginin sag tarafi n # m
ise 0, n = m ise 1 e esittir. Boylelikle (3.109) egitliginin sag tarafinin n inci derceden

pozitif katsayili z = x + 1y degiskenli bir polinom oldugunu ispatlamak kalir.

(3.109) fonksiyonu z degiskenli cebirsel bir polinomdur ve B, (z) = A,(z)
dir(Lemma 3.4). Bu esitlikten (3.102) yi gozoniinde bulundurarak ve (3.101) esitligine

benzer olarak

An(2) +iBu(2) = co+ Y leruk(x,y) — devi(, y)]

k=1

+ido 1) [dgur(z,y) + cxvi(w, y)]
k=1

= ) (on + idy) 2" (3.111)

k=0
elde ederiz. (3.102) formiiliinden A, (z) polinomu i¢gin d,, = 0 kogulu saglanir, (3.111)

polinomunun baskatsayisi ¢, > 0 esittir. Ispat tamamlannmis olur. m

3.6 1Iki Eslenik Kompleks Degiskenli Ortogonal Polinomlar

z =2+ iy ve Z = x — iy olmak tizere {z"z"} monomialler kiimesini

(3.112)
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seklinde ifade edelim. Bu monomialler lineer bagimsiz oldugundan

n—1 m k
Pu(z,2) = Z Z Cms? %2 + Z Cns2" 078 (3.113)
m=0 s=0 s=0

formunda polinomlar1 ele alabiliriz. Kabul edelim ki (3.113) polinomunun bagkat-
sayist sifirdan farkh olsun, yani ¢,; # 0 olsun. Bu durumda (3.113) polinomunun

basamag (n, k) dir.

Simdi G bolgesi xoy diizleminde diizgiin bir I' Jordan egrisi ile sinirh basit irtibath
bir bolge ve h(x,y) G bolgesinde tamimh bir agirlik fonksiyonu olsun. Ayrica

3\

(3.114)

Pn0<z>2)7pn1(zv2)7Pn2(272)7 EEES) Pn,k—1(2>2)7pnk(za 2)

J

polinom sistemi verilsin. Bu polinom sistemi agagidaki kosullari saglarsa h(x,y)

agirlik fonksiyona gore G bolgesinde ortonormal polinom olarak adlandirilir.

1) Her bir P, (z, z) polinomunun ¢, bagkatsayisi pozitiftir.

2) (3.114) sistemindeki herhangi iki polinom igin
[ Puste.2) P, G, )y = G (3.115)
e

ortonormallik kosulu saglanir.
Simdi bir ka¢ 6rnek verelim.

Ornekl.
G={(z,y): 2> +y* <1} (3.116)

bolgesinde bir agirlik fonksiyonu

h(z,y) = (1 -2 —yH* a>-1 (3.117)
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ile tanimlansin.

Buk(z,z;a) = pk(2z2—1;oc,n—k)z"_k, n=0,1,..., k=0,1,...,n
(3.118)
Bin(z,z;0) = pk(Zzé—l;a,n—k)Z"_k, n=0,1,..., k=0,1,...,n

(3.119)

polinomlarini ele alalim.

(3.118) ve (3.119) polinomlarinda ilk indis z degiskeninin en yiiksek derecesini, ikinci

indis ise z degiskeninin en yiiksek derecesini gosterir.

(3.118) ve (3.119) polinomlarimn (3.116) bolgesinde (3.117) agirhik fonksiyonu ile
ortogonal oldugunu ispatlayalim. (3.118) polinomlar: i¢in £ < n ve s < m kosulu

altinda,

Jiks) - — //Bnk 2, Z; &) Bps (2, Z; @) h(z, y)dxdy

1
— / / 3 n— k_)pn—kei(n—k)a

0
X Py (207 — 1y, m — 8)p™ %e"m=9)(1 — p2)pdp| dov

2
_ /ei(nkm+s)ada
0
1
X/Pk(2p2 —Lia,n—k)Py(20° — L;a,m — s)
0
PR (1 = )% pdp (3.120)

yazilabilir. n — k # m — s ise ilk integral sifir olur. Kabul edelim ki n — k =m — s

olsun. Bu durumda (3.120) esitligi
1
Js) - — 27?/13k —l;a,n—k)Py(20° — L;o,n — k)
0
PP = p?)pdp

formuna doniistir.

20 — 1=t
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doniisimii yaparak

1+t
’rs
1-t¢

yazilabilir ve buradan

1

1+t 1—t.dt

JT(LIZ;S) = 27T/Pk(t; a,n — k)ps(t; a,n —k)( )”_k( ) —
2 2 4
el
T

elde edilir ki bu ise (3.118) polinomlarmin birbirine ortogonal oldugunu gosterir.
Benzer gekilde (3.119) polinomlarmin ortogonalligi de ispatlanabilir. Ayrica (3.120)
formiiliine benzer olarak k£ < n ve s < m kosullar1 altinda (3.118) ve (3.119) siste-

mindeki iki polinom igin

JT(LIZ’m) = //Bnk(z,,?; @) Bon (2, Z; a)h(z, y)dxdy
G
27

_ /ei(nkers)ada

0
1

X/‘P]ﬂ(2p2 - l;a,n— k)ps(2p2 - 17Oé,m— S)
0
P = ) pdp (3.122)

yazilabilir. n = k ve m = s esitliklerinden en az biri saglanmazsa, (3.122) for-
miiliiniin sag tarafindaki ilk integral sifir olur. Eger bu egitliklerin ikisi de saglanirsa

(3.122) formiiliinden

A

1
Jivm) — 27T/Pn(2p2 —1;0,0)B,(2p* — 1;,0)
0

2\« _ ™
(1 - P ) pdp - W(Snm
elde edilir. n # m ise bu deger sifirdir. n = m = k = s kogulu saglanirsa (3.118) ve

(3.119) polinomlar: tek bir polinoma doniisiir.

(3.118) ve (3.119) formiilleri ile tanimlanan polinomlar (3.116) bolgesinde (3.117)
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agirlik fonksiyonu ile ortogonaldir.

(3.121) formiilii
m

2
1Burlle = Soirart

esitligini gerektirir. Bu durumda (3.118) sistemindeki ortonormal polinomlar
Bu(z,z;0) = Von—ktatl/nB (2 7 q)
ile tanimlanir. Benzer bir formiil (3.119) polinomlar: igin de saglanir.

Ornek2. R < oo olmak tizere (0, R?) araliginda bir h(t) agirlik fonksiyonu
tanimlansin. {Qn(t; k’)}

hi(t) = t*h(t), t € (0, R?) (3.123)

agirlik fonksiyonu ile aym (0, R?) araliginda ortonormal olan polinomlar1 gostersin.

Bu durumda

R2
/ Qu(t; k) Qo (t; k) hye () dt = Gy (3.124)
0
kosulu saglanir.
. 1 -
Hup(z,2) = ﬁQk(zZ; n—k)z"k (3.125)
. 1 -
Hpn(2,2) = ﬁQk(zé; n—k)z " (3.126)
polinomlarini ele alalim. Bu polinomlarin
h(z? +y?) = h(zZ) (3.127)
agirlik fonksiyonu ile
G={(zy): 2 +y°" < R*} (3.128)

bolgesinde ortonormal oldugunu ispatlayalim.
(3.125) sistemindeki iki polinom i¢in £ < n ve s < m kosulu altinda

Jéﬁf) = //[:—’nk;(z,Z)lffms(z,z)h(zz)dxdy
G

27

R
- %/ Qr(p*m — k)Qs(p*m — )
0 0

Xpn_k+m—sei(n—k—m+5)wh(p2>pdp} dy (3.129)
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yazilabilir.

n—k #m — s ise (3.129) integrali sifir olur. Kabul edelim ki n — k = m — s olsun.

Bu durumda (3.129) esitligi

R
J) =2 / Qr(p*;n — k)Qs(p%n — k) p* " F h(p?) pdp
0

esitligini gerektirir. p? = t alarak ve (3.123) formiiliinii gézoniinde bulundurarak

R2
T = /Qk(t; n—k)Qu(t;n — k)hn_p(t)dt = Ops
0

elde edilir. Burada (3.124) formiilii gozoniinde bulunduruldu. Boylelikle (3.125)
polinomlar1 (3.128) bolgesinde (3.127) agirhik fonksiyonu ile ortonormaldir. Benzer
sekilde (3.126) polinomlarinin ortogonalligi ve (3.125) polinomlarimin (3.126) poli-
nomlar: ile ortogonalligi ispatlanabilir. (3.125) ve (3.126) polinomlar1 n = k igin

ayni polinomu ifade ederler.

Ornek3. Chebyshev-Laguerre tipi {ﬁn(t; a)} ortonormal polinomlarinin
h(t) =t a>-1, t>0
agirlik fonksiyonunu ele alalim. Bu durumda (3.123) ve (3.124) formiillerinin yerine

hi(t) = t*Fe ™t >0
/ (s 4 k) L (£ 0+ B) b (6)dt = G
0
formiilleri yazilabilir. Bu durumda (3.127) agirlik fonksiyonu

Wz, y) = (22 + y?) e~ @) (3.130)
formunda olur ve
A 1 .
Ho(z,%70) = —=Lp(zZ;a+n—k)z"" (3.131)
NZ3
N 1 .
Hin(2,2;0) = —=Lip(2z;a+n —k)z"* (3.132)

NZ3
polinomlar1 (3.130) agirhik fonksiyonu ile biitiin diizlemde ortonormaldir. Ayrica
(3.131) ve (3.132) formiilleri (3.125) ve (3.126) formiillerinin ¢zel halleridir.
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4. BiR CEVRE UZERINDE iKi DEGISKENLi ORTOGONAL
POLINOMLAR

4.1 Temel Tamimlar ve Ozellikler

s, yay parametresi olmak tizere, diizgiin bir I' egrisi
z=z+1iy = A(s) = x(s) + iy(s) (4.1)
parametrik egitligiyle tanimlanmig olsun.
Iki degiskenli
h(x,y) = h(z) = h[z(s), y(s)] = h(s) (4.2)
fonksiyonu, I' egrisi iizerinde porzitif ve integrallenebilen bir fonksiyon ise agirlik

fonksiyonu olarak adlandirihir. Yani

l

0< [nGe.g)ds = [Rlas).ys)ds < ox

r 0

kosulu saglanmalidir.

x ve y bagimsiz degiskenlerinin kuvvetlerinin carpimiyla elde edilen monomiallerin
kiimesi,

{z" "}, n=0,1,...; k=0,1,...,n (4.3)

olsun.

(4.1) egrisinin bulundugu diizlemde iki durum s6z konusudur. Eger I" egrisi cebirsel
ise, bu durumda (4.3) monomialleri egri iizerinde lineer bagimhdir, yani bu mono-
miallerden bazilar1 diger monomialler cinsinden ifade edilebilir. Bu durum iizerinde
bir sonraki kisimda durulacaktir. Eger (4.1) egrisi transandantal ise, bu durumda

(4.3) monomialleri lineer bagimsizdir. Bu kisimda I' egrisinin transandantal oldugu

kabul edilecektir.

iki degigkenli P, ve P,,s polinomlari,

/meRM%waa%ww=o
T
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kosulunu sagliyor ise h(z,y) agirhik fonksiyonuna gore I' egrisi iizerinde ortogonaldir

denir.

Cebirsel bir polinom sistemi

Poo(z,y)
Plo(%?/),Pll(%y)
Py(z,y), Par(2,y), Poa(,y) (4.4)

PnO(xay)7Pnl(xay)a Pn2(xay)7 (XY Pn,k—l(xvy)a Pnk:(xay)

olarak verilsin. Bu sistem agagidaki kogullar1 sagliyor ise h(x,y) agirlik fonksiyonuna

/

gore I' egrisi tizerinde ortonormaldir denir.
i) Her bir P.x(z,y) polinomunun cfﬁg’k) bagkatsayis1 pozitif olmalidir.

ii) (4.4) polinomlari

(Prky Prms) = /h(:z:,y)Pnk(.r,y)Pms(x,y)ds = 0pmOks
T

ortonormollik kogulunu saglamalidir.

Asagida bir gevre iizerinde ortogonal polinomlarin bazi 6zellikleri ispatsiz olarak
verilecektir. Bu o6zelliklerin ispatlar1 bir bolge iizerinde ortogonal olan polinomlarin
ispatlarina benzer sekilde yapilabilir.

1) h(z,y), transandantal bir " egrisi tizerinde agirlik fonksiyonu ise, bu du-

rumda I iizerinde negatif olmayan herhangi bir Q,x(z,y) cebirsel polinomu igin

/h(w,y)an(x,y)ds >0 ,n>1
T

kosulu saglanir.
2) I iizerinde herhangi h(z,y) agirlik fonksiyonu bir tek ortonormal polinom
sistemi belirler.

3) Bagkatsayisi cg,i’k)

> 0 olan bir P, (z,y) polinomu verilmis olsun. (n,k)
-ymc1 basamaktan P, (z,y) polinomunun I' egrisi iizerinde ortogonal olmasi igin

gerek ve yeter kosul (p,q) < (n, k) herhangi bir @,,(z,y) polinomu igin,

/ Wz, 9) Pat (2, ) Qpal,y)ds = 0 (4.5)
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kogulunun saglanmasidir.
4) Basgkatsayilar 1 olan (n, k)-yme1 basamaktan herhangi bir Qi (z,y) ve

P,i(z,y) ortogonal polinomu icin

/h(x,y) [@nk(x,y)rds > /h(x,y) []—T’nk(x,y)rds = ;2 (4.6)
r r [Cfgck)}
esitsizligi saglanir.
5)
B, y) = ”kk—i—anXm:Amsx Ty (4.7)
m=0 s=0

formundaki polinom ‘monik polinom’ olarak adlandirilir.

/ W@, y) @i (7, y) 2~ %ylds = 0

T
kosulunu saglayan (4.7) polinomuna ‘monik ortogonal polinom’ denir.

6) Wk ('), basamag (n, k) y1 gegmeyen ve

/h(x Y)Q2, (v, y)ds < 1 (4.8)

G
kogulunu saglayan polinomlarin kiimesini gstersin. M, (xg, o) sabit bir nokta olsun.

(4.8) kosulunu saglayan W,,;(I") polinom kiimesinin elemanlarinin

A = sup Qik(an Yo) (4.9)

supremumunu bulalim. (4.9) degeri

n—1 m k
A=Y "P2(w0,10) + Y P20, %0)
m=0 s=0 5=0
formiilii ile tanmimhidir ve bu supremum yalnizca
n—1 m k
Qui(z, y) Z > Pons(@o, Y0) Prs(,9) + > Pua(0, y0) Pas(2, )
m=0 s=0 5=0

polinomu ile elde edilir.

7) f(z,y), ' egrisi iizerinde tanimli bir fonksiyon olsun ve

1112 = / h(e, 4) 2, y)ds < o0
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kosulunu saglasin. Bu tip fonksiyonlarin kiimesi Ly(h, ') ile gosterilecektir. f(x,y)

fonksiyonlarinin (4.4) polinom sistemine bagh Fourier katsayilari
o= [ 1) (0,) P, )
r

ile tanimhidir. Sonug olarak ortogonal polinomlarin Fourier serisi

Z Z s Prs(x,y) (4.10)

n=0 s=0

formundadir. Bu serilerin kismi toplam

n—1 m k
nk X y Zzamspms x 3/ + Zans ns fE 3/) (411)
m=0 s=0 s=0

seklinde ifade edilebilir. Simdi (4.10) serisi ve onun (4.11) kismi toplami igin bir kag
ozellik verelim.
(4.11) kismi toplami Lo(h,T") uzaymda f(x,y) fonksiyonuna yakinsar, yani (n, k)-

yinc1 basamaktan herhangi bir @Q,.x(z,y) polinomu i¢in

1 = Snkllp < {1f = Qurllr

esitsizligi saglanir. Ayrica (4.10) serisi,

2
> an < Ifll;
n=0 s=0

Bessel esitsizligini saglar. Gercekten

[ ) 80) = Sulw)as = [ o) ) ds

r

2 / Wz, ) f(2,9)Sa(z, y)ds

n / Wz, ) [Su(z, )| ds
0

v

(4.12)
48



yazabiliriz. Bu integrallerin degerleri hesaplanirsa

2

/h(a:,y) [Sn(x,y)]st = /h(:c,y) [ Zamsts(x,y) —|—Zanst(az,y) ds

T T m=0 s=0

= /h(x,y) (apoPoo + a10Pro + a11Pry + ...

T
+anoPro + ... + ankPnk)2 ds
n—1 m k
= 2D Gt (4.13)
m=0 s=0 s=0

/h(x,y)f(aﬁ,y)sn(x,y)ds = /h(ﬂf,y)f(x,y)

T r
n—1 m k
» [z S Pl ) + 3 Pl y>] s
m=0 s=0 s=0
n—1 m k
= D2 et D (4.14)
m=0 s=0 s=0

elde edilir. (4.13) ve (4.14), (4.12) de dikkate alnirsa,

[ ) ey = Sula)ds = |11~ 2 [

r

n—1 m k
2 2
)T AR

m=0 s=0 s=0

n—1 m k

2 2 2
HfHFz Z&ms+zans
m=0 s=0 s=0

yazilabilir. n — oo icin limite gegilirse,

o0 n
> D an < IR

n=0 s=0

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. Buradan

lim <zn: afw> =0
s=0

kosulu elde edilir.
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4.2 Cebirsel Bir Egri Uzerinde Iki Degiskenli Polinomlar

Bu kisimda I' gevresinin cebirsel bir egri olmasi durumu ele alinacaktir. Kabul

edelim ki bu egrinin denklemi

N—1 m p—1
VTR = Z Cms°Y° + Z enstN oy (4.15)
m=0 s=0 s=0

formunda olsun. T' egrisi (N, p)-yinci basamaktandir. (4.15) esitliginin sag tarafini

kisaca

PNy = Q(a,y) (4.16)

formunda ifade edelim. (4.16) esitligi I' egrisi iizerinde saglandigindan, {z"*y*}
monomial sistemi bu egri iizerinde lineer bagimsiz degildir. Simdi bu problemi de-

tayl bicimde diisiinelim. Monomialler kiimesini

L,

r,y,

r,Ty,y,

N [ N-1 N—-p, p N-1 , N

r .,z Y,.., T Y,y Y

N+1 N N+1-p,p ,.N—p, p+1 N |, N+1
x Yy s T y,r Yy yeen TY LY

................................................ (4.17)

formunda ifade edelim. I' egrisi (4.16) esitligi ile tanimh oldugundan, tablo (4.17)
teki ilk N bloktaki monomialler bu egri iizerinde birbirleriyle lineer bagimsizdir.
(4.16) esitliginden T egrisi tizerindeki #¥ ~Py” monomiali tablo (4.13) teki kendisinden

once gelen monomiallerin lineer kombinasyonu seklinde ifade edilebilir.

['(m), basamagi m den biiyiik olmayan biitiin monomialler kiimesi olan W, iginde
basamagi m olan I" egrisi iizerinde lineer bagimsiz monomiallerin sayisin1 gostersin.
(4.16) esitligi gerektirir ki basamagi N olan N +1 monomial arasinda mutlaka N tane

lineer bagimsiz monomial vardir, yani I'(N) = N dir. Simdi I'(N+1) i hesaplayalim.
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(4.16) esitligini = ve y ile ayr1 ayr1 garparak,

NPy = 2Q(z,y)

VPP = yQ(x,y) (4.18)

seklinde iki egitlik elde edilir. Bu esitlikler gosterir ki /N 4 1 indisli blokta I' egrisi ii-
zerinde kendisinden 6nceki monomialler cinsinden ifade edilebilen iki tane monomial

vardir. Ayrica I'(N + 1) = N elde ederiz. (4.18) esitligi

N2y = 2?Q(z,y),
NPyt = Q2 y),
NPyt = 2Q(x,y),

formunda I' egrisi iizerinde ii¢ esitligi gerektirir. Boylelikle N + 2 indisli blokta
kendisinden ¢nceki monomiallerle lineer bagimli olan 3 monomial vardir. Buradan
['(N 4 2) = N elde edilir. Bu sekilde devam ederek elde edilen esitlikleri = ve y ile

carparak

I'm)=N , m>N (4.19)

elde edilir.

Bu durumda eger I' egrisi derecesi N olan (4.15) cebirsel esitligi ile taniml ise, (4.17)
monomiallerinin her blogu, N indisli bloktan baglayarak I' egrisi iizerinde yalnizca

N tane lineer bagimsiz monomial icerir. Bu nedenle lineer bagimli

g TPyP My L NPy me NP (4.20)

monomiallerini m indisli blokta atlayabiliriz. Bu blokta yalnizca

™, Yy, L am T Pyl N meNp L gy mel L m (4.21)
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monomialleri kalmaktadir. Sonug olarak (4.17) ile verilen tablo

L,

z,Y,

2 2

r,2Y,Yy,

N-1 _ N-2 N-2 ~N-1

T y L Yy s TY Y

N N—p+1, p—1 _ N—p—1, p+1 N

T, .., T Yy’ x Yyt (4.22)
N+1 N—-p+2, p—1 _ N—p—1,6 p+2 N+1
X yeey L y , L Y -~ s
m m—p+1, p—1 [ N—p—1, m—N+p+1 m
Ty, X Yy » L Yy yees Y

formuna doniigiir. Bu monomial sistemi I' egrisi iizerinde lineer bagimsizdir ve N

indisli bloktan itibaren her blok N tane monomial igerir.

Cebirsel bir

n—1 m

Qui(z,y) = YD cmea™ ™y + chsm sy (4.23)

m=0 s=0
polinomu verilsin. Bu polinomu (4.15) esitligi ile tanimli ' egrisi iizerinde ele alarak,

(4.23) toplaminda (4.20) formundaki monomialler gikarilabilir, yani

Cmp = Cmp+1 = +-+ = Cmym—N+4p — 0 (424)
alinabilir.

Kabul edelim ki h(x,y), I egrisi iizerinde tanimh bir agirhik fonksiyonu olsun. Or-
togonallik metodunu (4.22) monomial sistemine uygulayarak, tablo (4.22) e benzer
olarak {P,x(z,y)} ortogonal polinomlarin bir sistemini elde ederiz. Bu polinom sis-
temindeki k indisli blokta agiklik vardir. Fakat (4.24) kosullari her polinom igin

saglanir.

Simdi bu duruma asagida bir kag 6érnek verelim.
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Ornekl. Oncelikle I' egrisinin denklemi
y=Ar+B, a<z<b (4.25)

formiilii ile tanimh olsun. Bu durumda N = 1 dir ve tablo (4.17) teki N indisli
blokta 1 tane lineer bagimsiz monomial vardir ki o da z tir. Dolayisiyla tablo (4.22)
yalnizca 1. siitunu igerir, yani (4.25) dogrusu iizerinde {z"} lineer bagimsiz sistemi
vardir. (4.25) formiiliinden dikkate alinarak h(x,y) agirhik fonksiyonu tek degigkenli
olarak

hz,y) = h(x, Ax+ B) = ho(x), a<x<b

formunda elde edilir. Ayrica ortogonal polinomlar yalnizca = degigskenine baghdir

ve ortogonallik aralig) [a, b] dir.
Simdi I" egrisi

2?2 +y’ =1 (4.26)
birim gemberi olsun. Bu durumda tablo (4.17) deki 2 indisli blok yalmizca iki lineer
bagimsiz monomial icerir ki bunlar 2?2 ve zy dir. Bu durumda N = 2 oldugundan,

(4.22) tablosundaki her blok z"ve "'y formunda iki polinom igerir. Bu nedenle

tablo (4.22) in tamam
1, x,y, 2% xy, o3, 2%y, ... a2, 2" Yy, (4.27)

formunda ifade edilebilir. Bu serinin h(z,y) agirhik fonksiyonuna gore (4.26) birim

gemberi iizerindeki ortogonalliginden,

{Ao, An(2,y), Bu(z,y)} (4.28)

ortonormal polinom sistemini elde ederiz. Burada {4, (z,y)} cift indisli ortonormal
polinomlar1 gostermektedir, yani A,,(x,y) polinomunun bag katsayisi a,,x", B, (x,y)

polinomunun bag katsayis1 3,z 'y formundadir.
Simdi,

T = Ccosy,

y = singp, (4.29)
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kogullar1 altinda (4.28) polinomlar: igin

, cos N
Ap(cos,siny) =
VT
By, (cos p,singp) = MY (4.30)

NZ3
formiillerinin dogru oldugunu ispatlayalim. Bunun i¢in tiimevarim metodunu kul-
lanalim.
Ai(z,y) = ag + a1z segilir ve (4.29) formiilti gozoniine alinirsa (4.226) gemberi

tizerinde ds = dy oldugundan,

2 2m
/Al(x, y)ds = /Al(cos @, sin p)dp = /(ag + ay cosp)dp = 2man =0
T 0 0

olur. Buradan oy = 0 elde edilir. oy = 0 oldugu ortonormallik kogulunda g6zoniine

alinirsa,
2m 2m
/ [A;(cos @, sin @))* dp = /oﬁ cos® pdp = aim =1
0 0

olur. Buradan oy = 1/4/7 elde edilir. Dolayisiyla
A (cos p,sin p) = cos p//T
dir.

Benzer sekilde,

2 2

/Bl(cos @, sin )dp = /(ao + aj cosp + [y sinp)dp = 2mag =0
0 0
27 2m
. . ., COSp
Bi(cos @, sin p)A;(cos p,sinp)dp = (aq cos @ + 3, sin ) Tdcp
T
0 0
2
= /(a1 cos<p+ﬁlsin<p)cosgp =a;/7T =0
NZS

0
27 21 21
/ [Bi(cos ¢, sin )] dip = /ﬂf sin® pdyp = /ﬁf sin? pdp = fim =1
0 0

0
o4



olur. Ortogonallik ve ortonormallik kogullarindan ag = 0, a3 = 0 ve 3, = \/LE elde
edilir ki boylelikle n = 1 igin (4.30) formiilii ispatlanmig olur.

(4.30) formiiliiniin n i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve n + 1 i¢in dogru oldugunu
gosterelim.

(4.29) kosullar1 altinda

An—i—l(l’a y) = aOAO + Z [ak:Ak(xv y) + kak<x7 y)] + an+1xn+1

k=1
Apii(cosg,sing) = agA +2": a COSk@%—b sin kp + @y cos™ T
n+1 Y,8mMy) = Qoo £ kﬁ kﬁ n+1 ¥
(4.31)
yazilabilir.
m—1
1 m

cos™ p = ST COS TP + Z c,(g ) cos ke (4.32)

k=0

ozelliginden ve (4.31) den

2T
/ Apy1(cos p,sin ) A,(cos @, sinp)dp =
0

var "R TR

elde edilir ki buradan

2

- k in k 1
/[ aop n [akcos <p+bksm SD} +an+1COS"+1g0] —dp = 0
0

olarak bulunur. A, ;(z,y) polinomunun A (z,y) polinomuna ortogonalliginden

o 27
k
/An+1(COS @, sin ) Ag(cos @, sin p)dp = /An+1 (cos ¢, sin 90>_C0\S/—SO dp
T
, 0

V2r o NG V3
21 27 21

b n
i /COS2 kodp + - /sin ke cos kodp | + / Gntl ogntl @ cos kodp
T T LS

0 0 0

27
- cos k sin k cos k
:/ [ d_ L {ak L + by, - gp] + Gy cos™ ! @] ¢d¢
0 1

Q

:\/§ao+

2m
n 1 ~ (n
= V2a0 + aj, + a\/il [2— cos(n+ 1)p + E cgc ™ cos k;ga] cos kpdp
M n
o k=0

%)



2

Upi1 cos(n + 1)pcos kp 12
i kol d
/T [ on +¢, T cosT k| dy
0

= V2ay + ag + ancp /T =0 (4.34)

:\/§a0+ak+

elde edilir. (4.33) ve (4.34) birlikte ele alinirsa
ap = /T k=120 (4.35)

bulunur. Ayrica
2
/An+1 (cos @, sin @) By (cos @, sin p)dp = 0
0

ortogonallik kogulundan

21

2w
sin k,'QO An+1 1 .
/An+1(m, y)———dp = by + /cos"jL psinkedp =0
0 VT VT 0

by = 0 (4.36)

elde edilir. Bu durumda (4.31) formiiliinde (4.32), (4.33), (4.35) ve (4.36) formiilleri

yerlerine konulursa

n

Appi(cosp,sing) = —ang Z c,(:ﬂ) cos kg + ayqq cos™

k=1
n

= —Qpi1 Z c}(€n+1) cos ke
k=1

1 ~
+ant1 [2_11 cos(n+ 1)y + ;0 C;(C ) cos ke

= ot cos(n+ 1) (4.37)

2n

elde edilir. Ayrica
27

/ [Ans1(cos o, sing)]* do = 1
0
ortonormallik kogulu dikkate alinirsa

2m 27
2

/ [Ans1(cos @, sin )] dp = / [%COS(HHM dy
0 0

2

= %ﬂ'— 1
2n
Upy1 = —— (4.38)
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bulunur. (4.38) esitligi (4.37) esitliginde yerine yazilirsa (4.30) esitliginin ilki n + 1
icin elde edilir. Aym iglemler B,,.1(z,y) polinomu i¢in de tekrar edilirse

cos ky sin ky

Bpii(cosg,sing) = Ay + (a + >
-‘rl( 0410 ; k ﬁ k ﬁ

+1

cos""t
NZS

olur. Diger taraftan (4.32) formiiliintin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

+a,11 + B,41 cos" psinp (4.39)

1
2m71

m—1
cos™ ! psinp = sin me + Z )\l(cm) sin ko (4.40)

k=0

elde edilir.

2w

/Bn+1(cos<p,sin@)Ak(cosgo,singo)dgo =0

0
27

/Bn+1(cos<,0,singp)Bk(cosgp,sintp)dgp =0
0

ortogonallik kogullar: kullanilirsa (4.39) ve (4.40) formiillerinden
ap = 0 , k=1,2..n+1
By = —VaB, A k=12 ..n (4.41)

bulunur. Boylelikle (4.40) ve (4.41) esitlikleri dikkate alinirsa (4.39) esitligi

Bn—&—l
2n

By +1(cos g, sinp) = sin(n + 1)¢ (4.42)

formuna doniisiir.
2

/ [Bns1(cos o, sin)]* dp = 1
0
ortonormallik kogulunu kullanarak

2 27

2

/[Bn+1(008¢,sin¢)]2dso = /[%Sﬂl(nﬂ)w dip
0

Brr__

22n -

den
2n
By = (4.43)



bulunur. (4.43) esitligi (4.42) esitliginde dikkate alinarak n + 1 igin (4.30) formiil-
lerinin ikincisi elde edilir. O halde (4.26) ¢cemberi tizerindeki (4.29) sistemi

{ 1 cosngp sinngo}
\/271'7 ﬁ’ ﬁ

formunda ortonormal trigonometrik sistemine sahiptir.

4.3 Bir Cevre Uzerinde Ortogonal Harmonik Polinomlar

Bir onceki boliimdeki
{1 un(, ), va(z, )} (4.44)

homogen harmonik polinomlar1 yeniden ele alahm. Bu polinomlar

3= {@y) =+ = 1) (1.45)

birim ¢emberi iizerinde

{1, cos ny, sinnp} (4.46)

formunda yazlabildiklerinden, bu polinomlarin (4.45) gemberi iizerinde h(p) = 1

birim agirlik fonksiyonuna goére ortonormalliklerinden,

{1V, e, 9) V7 vl 9) [V | (447)

homogen harmonik ortonormal polinom sistemi elde edilir. Basamagi n i gegcmeyen

herhangi bir P,(x,y) harmonik polinomu

Pula.y) = 5+ Y lasue(r.y) + beon(e,y)] (4.48)

formunda tek tiirlii ifade edilebilir. Burada katsayilar

o=+ [ Pulemunle.mis (4.49)
b= [ Pulé (e nids (4.50)

formiilleri ile tammlidar.
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(4.45) gemberi iizerinde bir agirlik fonksiyonu

h(z,y) = h(p) (4.51)

ile tanimh olsun. (4.44) sistemine (4.45) cemberi iizerinde (4.51) agirlik fonksiyonuna

gore ortogonallik metodu uygulanirsa,

{Ao, Av(2,y), Bu(z,y)} (4.52)

ortonormal harmonik polinomlarin bir sistemi elde edilir. Diger taraftan, (4.46)
sistemine [—m, 7| arahginda (4.51) agirlik fonksiyonuna gore ortogonallik metodunu

uygulayarak

ortonormal trigonometrik polinomlarin bir sistemi elde edilir. Kolaylikla goriilebilir

ki (4.52) ve (4.53) sistemleri z = cos ¢ ve y = sin ¢ kogullar1 altinda denktirler.

Simdi bir 6nceki boliimdeki notasyonlar: ve bazi kisaltmalar kullanilarak (4.52) poli-
nomlar: i¢in bazi zellikler elde edilecektir. Ayrica bilineer serilerin kismi toplam-

larim

1 ~~—, . 5
Ko(,9,6,m) = 5 + D (ukiin + vs) (4.54)
k=1

ile ifade edecegiz. (3.43) esitliginden, (£,n) ve (z,y) noktalarinin (4.45) gemberi
tizerinde olmasi kosulu altinda (4.54) fonksiyonu icin
1
=&+ (y—n
—(Vntln = un®n) (21 = YE)] (4.55)

anl(xayafﬂﬁ + % = ( )2 [(1 — Uply — Unﬁn) (1 - l’f - 977)

formiilii saglanir.

(4.49) ve (4.50) formiillerini kullanarak (4.48) formiiliine benzer olarak B, (z,y) poli-

nomu i¢in

Bu(w.9) =~ [ Bu(€ ) Koy, € (4.56)

g
gosterimi elde edilir. Gercekten

3

+ > larur(z, y) + bpvi(z, y)]



formiiliinde ag, ax ve by katsayilar1 yerlerine konulursa

1

Bu(w.y) = 5 [ Bueonds + Y ||+ [ Bul€nunté s | wntay)

Y

+ %/Bn(f,n)vk(f,ﬁ)ds uk(,y)

v

1 1 — 3
= %/Bn(fﬂl) (5 + ;ukuk +Ukvk) ds
; -

— %/Bn(g,n)f(n(x,y,f,n)ds

v

bulunur. Diger taraftan B, (z,y) polinomunun (4.51) agirhik fonksiyonuna gore or-

togonalliginden

[ Batennen Koa(o,y.€mds =0 (457
Y
kosulu saglanir. Kisalik agisindan, z = = + iy ve 7 = £ 4 in kompleks degiskenlerini
kullanalim. (4.56) esitliginin her iki yam h(z) ile carpilir (4.54) esitligi dikkate
alinirsa

h()Bo(z) — % / Bo(r)h(2) K, (2, 7)ds

Y

- %/B”(T)h<z)(Kn—l(z7 T) + Untlp + U”{J”)ds

~

olur. Diger taraftan (4.57) esitligi

h(z)B,(z) = %/Bn@') [h(z) = h(T)] Kp,_1(2,7T)ds
—I—h(z)%/Bn(T) [t (2)tn (T) + v (2) 00 (T)] (4.58)

elde edilir.

Kabul edelim ki (4.51) agirhik fonksiyonu

h(z,y) > ho>0 (4.59)

\h(z,y) —h(&n)| < M(Jz—=¢&+|y—nl) (4.60)
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kogullarini saglasin.

(4.58) egitliginin sag kismindaki ilk terim igin (4.55) formiilii, (4.59), (4.60), (3.52),
(3.53) egitsizlikleri ve Cauchy-Schwarz Bunyakovskii esitsizligi yardimiyla

= [ Bun) ) = B Kotz r)ds| < [ 1B Ml =]+ 1y =)

™
y

XK, 1(z,7)ds

_ %/|Bn(r)|M(|x — €|+ ly —nl)

1
ACEEE TR
—(Unfly, — un®y) (20 — y€)] ds

)2 (1 — uptin, — v, 0,) (1 — 2§ — yn)

2M
< —/\Bn(T)\ |1 — wp Ty, — U0y — VT + UpDp| ds
T

v

10M
< o (1B VA
< 1M / h(r) B2 (7)ds (4.61)

™ho

Y

formunda bir esitsizlik elde edilebilir. Benzer sekilde (4.58) esitliginin sag kismindaki

ikinci terim i¢in (4.59) ve Cauchy-Schwarz Bunyakovskii esitsizlikleri yardimiyla

h(z)% / Bo(r) [uniin + vatin] ds| < @ / |Bo(7)] |t + v ds
2M
< 180 VAE)
S / h(r) B2(7)ds (4.62)

™/ho
)

formunda bir esitsizlik elde edilebilir. (4.61), (4.62) esitsizlikleri ve B,,(7) polinomu-
nun h(7) agirlik fonksiyonu ile v egrisi tizerinde ortonormal oldugu, (4.58) esitliginde

dikkate alinirsa

MCl
™/ ho

MCl
m/ho

h(z) [Ba(2)] < /MﬂB%ﬂ%=

Y

61



yazilir. Benzer bir esitsizlik A,(z) polinomu i¢in de saglanir. Buradan, eger agir-
ik fonksiyonu (4.59) ve (4.60) kogullarmi saglarsa bu durumda (4.52) ortonormal
harmonik polinomlar: birim diskte diizgiin simirlidir,yani

[An(z,y)] < @ 2?4yt

Bu(z,y)] < ¢ P4y <1 (4.63)

esitsizlikleri saglanir.

4.4 Bir Cevre Uzerinde Siiperortogonal Harmonik Polinomlar

I' kapali bir Jordan egrisi olsun ve
h(z,y)=h(z) , zel (4.64)

I' tizerinde tanmiml bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu fonksiyon herbirinin bagkat-
sayilar1 pozitif olan ve

1

%/h(z)Fn(z)Fm(z)ds = 0 (4.65)

ortonormallik kosulunu saglayan
Fo, Fi(2), F2(2), ..., Fu(2), . (4.66)

kompleks degiskenli fonksiyonlar sistemini tek olarak tammlar. (4.66) sisteminin

herbir polinomunun reel ve imajiner kisimlar

Fu(2) = Pu(,y) +iQn(2,y) = Po(2) +1Qn(2) (4.67)

ile gosterilsin. Burada P,(z,y) ve Q,(z,y) polinomlar: adjoint harmonik polinom-

lardir. Diger taraftan (4.64) agirlik fonksiyonu I' ¢evresi tizerinde bir

{Ao, An(z,y), Bn(z, 1)} (4.68)

ortonormal harmonik polinom sistemi belirler.

oy, ve 3, sabit olmak tizere

An(zy) = anPy(z,y)

Bo(z,y) = B,Qn(z,y) (4.69)
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esitliklerinin hangi kogullar altinda saglandigini inceleyelim.
(4.69) kosullar1 saglanirsa bu durumda (4.68) harmonik polinomlar sistemi
I gevresi iizerinde (4.64) agirlik fonksiyonuna gore siiperortogonal polinom olarak

adlandirilirlar.
Bu kisimda, agirlik fonksiyonunun
ha,y)=h(z) =|¢'(z)] ., =€l (4.70)

formiilii ile tanimh olmas1 durumunda (4.69) esitliklerinin saglandig1 gosterilecektir.
Burada w = ¢(z) fonksiyonu ¢(29) = 0 ve ¢'(z9) > 0 kosullar1 altinda I' ¢evresinin
ici olan G bolgesini |w| < 1 bolgesine doniistiiren birebir, trten ve konform bir

doniisiimdiir. Oncelikle agagidaki lemmalar1 verelim.

Lemma 4.1 Herhangi bir o, (z) harmonik polinomu i¢in bir &,(z) adjoint har-

montk polinomu vardir, bu durumda
J1aa@r e @lds < [l o) ds (@)
r r

egitsizlig saglanar.

Ispat. @, (z) harmonik polinomu sabit terime kadar a,,(z) polinomu ile tanimlan-

maktadir. Ayrica
Aw) = an [T(w)] + id, [T(w)] = ) et
k=0

fonksiyonu |w| < 1 bolgesinde analitik ve |w| < 1 kapal diskinde siireklidir ve \'(w)

tiirevi |w| = 1 gemberi iizerinde integrallenebilirdir. Bu durumda

a0) = an [(e)] = % + ) (ax coskd + by, sin k) (4.72)
k=1

~ ~ i0 ao - :

ald) = a, [\I/(e )} =5 + Y (—bgcoskf + ay sin k6) (4.73)
k=1

diizgiin yakinsak serileri yazilabilir. &, (z) polinomunun sabit terimi keyfi oldugun-

dan (4.73) acihmi @y = 0 kogulunu saglayacak sekilde secilebilir. Bu durumda (4.72)
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ve (4.73) formiilleri
27
1 2 @ < 2
;/ [a(0)]"do = O} +Z az + b}) (4.74)
k=1

(ai +0}) (4.75)

2=
—y °
o7

Il

(¢

1

o)
i

esitliklerini gerektirir. (4.74) ve (4.75) esitlikleri karsilagtirilirsa (4.71) esitsizligi elde

edilir. Bu ise lemmay1 ispatlar. m

Lemma 4.2 Herhangi o, (z) ve 3,,(z) harmonik polinomlar: igin o, (z) ve 3,,(z2)

polinomlarina adjoint olan &, (z) ve f3,,(z) harmonik polinomlar, vardir. Bu du-
rumda
Jan@Ba@ I @lds = - [an(2)8,(2) 4] ds (4.76)
T T

egitligi saglanar.

Ispat. (4.72) ve (4.73) esitliklerine benzer olarak

BO) = B,[¥(E")] = ; + i(dk cos k6 + by, sin k) (4.77)
BO) = B, [\Il(ew)} = Z(—Ek cos kO + ay, sin k0) (4.78)

1

i

yazilabilir. (4.72) ve (4.78) esitlikleri (4.76) nin sol tarafinda dikkate alinirsa

(—akl;k + bkdk) (479)

=
Il

1

2=
D\Eﬁ
e
=
(]

elde edilir. Benzer gekilde (4.73) ve (4.77) esitlikleri (4.76) nin sag tarafinda dikkate

alinirsa
2

1 o0
;/ Z akbk + CLkbk (480)

0 k=1
yazilabilir. (4.79) ve (4.80) esitlikleri (4.76) formiiliinii gerektirir. Lemma ispatlan-

mis olur. m
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Bu iki Lemmada &,,(z) adjoint polinomu, &, [\Il(ew)} fonksiyonunun agiliminda
sabit terim sifira esit olacak sekilde secilmistir. Asagidaki Lemmada da ayni durum

soz konusudur.

Lemma 4.3 (4.70) agrlbik fonksiyonuna gére ortonormal olan (4.68) harmonik

polinomlar:y i¢in

Bu(z) = —Au(2) (4.81)

egitliklert saglanar.

Ispat. Kisalk icin
(A, B,) = / Ay (2)Bon(2) |0'(2)] ds (4.82)
T

notasyonunu kullanalim. Bu durumda herhangi n ve m igin saglanan (4.76) esitligi

(an, Br) = —(aim, By) (4.83)

formunda ifade edilebilir.

Oncelikle n < m olsun. Bu durumda (4.68) polinom sisteminin ortogonalliginden
(Aps Bp) = (B, Ap) = 0 (4.84)

yazilabilir.

Eger m < n ise bu durumda (4.83) esitliginden

(A, B,) = —(A,,B,) =0
(Bm, An) = —(Bu, Ay) =0 (4.85)

elde edilir.

(4.84) ve (4.85) esitliklerinde n = m olmasi durumu dahil degildir.
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Ayrica (4.83) formundaki esitliklerden herhangi n ve m igin

(A, A,) = —(An, A)
(B, B,) = —(By,, Bn) (4.86)

(Am7 An) = 07 (Bma Bn) =0 (487)
elde edilir ki burada (4.86) esitliginden dolay1 n = m durumu dahildir.

Simdi adjoint harmonik polinom sistemi (4.68) sistemine gore

An(z) = oA+ [axAr(2) + b Bi(2)] (4.88)
B.(2) = apdo+ Y [orAr(2) + B Bu(2)] (4.89)

seklinde ifade edilebilir.

(4.82) notasyonu ile ifade edilen (4.85) ve (4.87) egitlikleri ortogonallik kogullari- dir.
Bu kosullar (4.85) kosullarinda n = m durumu olmadigindan (4.88) ve (4.89) kismi

toplamlarinin her ikisinin de yalnizca bir terim icermesini gerektirir. Bu durumda

bu iki esitlik

Ay(2) = b,Ba(2)
B,(2) = apnA,(2) (4.90)

formuna doniigiir. Bu esitliklerdeki b,, ve o, katsayilar1 adjoint harmonik polinom-

larin notasyonu yardimiyla belirlenebilir.

Kompleks katsayili keyfi bir polinom i¢in

Ry(2) = (co+ido)+ Y (cx +idy)2"

k=1

= (co+ide) + > (ex +idy) [un(,y) + ivi(z, y)]

= Co+ Z [cwu(z, y) — dyv(z, y)] +ido + 1 Z [dyur(z,y) + crve(z, y)]
k=1 k=1

(4.91)
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yazilabilir. A,(z) ve A,(2) polinomlar1 adjoint oldugundan (4.91) formiiliinden

An(z) = o+ Z [exur(z,y) — dpvg(z, )] (4.92)
An(z) = do+ ) [deur(z,y) + crvr(z,y)] (4.93)

[6kuk(m, y) — kak(x, y)] (4.94)

[cikuk(x, Y) + Crog(z, y)} (4.95)

formiilleri de yazilabilir. (4.94) ve (4.95) esitliklerinin bagkatsayilarinin kargilagtiril-
mastyla (4.85) esitliklerinden

d, = amc, (4.96)
formunda iki kosul bulunur ki bu kosullar b,a,, = —1 olmasii gerektirir. Bu du-

rumda (4.90) formiilleri

Bn(z) = ——A,(2) (4.97)

formuna doniistir. (4.71) esitsizliginden ve (4.68) polinomlarinin ortonormalliginden

JCh

18] 1@ s

¢'(2)["ds < 1

IN
—_

esitsizlikleri elde edilir. (4.97) formiillerinin sag taraflarim bu esitsizliklerde yerine

koyarak b2 < 1 ve 1 < b2 kosgullan elde edilir ki bu ise b> = 1 olmasini gerektirir.

Son olarak b, in isaretini belirlemek i¢in (4.93) ve (4.94) esitliklerini ele alalim.
(4.92) esitliginde d,, = 0 ve ¢, bagkatsayisi pozitif oldugundan ve (4.94) esitliginde

—d,, bagkatsayis1 pozitif olmak zorunda oldugundan d,, < 0 elde edilir ve (4.96) deki
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ilk egitlik b, > 0 olmasim gerektirir. Bu durumda b, = 1 bulunur. O halde (4.97)
esitliklerinde bu durumu gozoniine alarak (4.81) esitlikleri elde edilir ki bu ise ispati

tamamlar. =

Teorem 4.1 Agurlik fonksiyonu (4.70) formdili ile taniml olsun. Bu durumda

(4.69) kosullar saglanir ve

Ap(z,y) = %Pn(rc,y)
Bu(wy) = ——Q(z.y) (4.98)

Jr

formunda olurlar, yani (4.66) ortogonal polinomlary igin

Fo(2) = VT A, (2,y) + iV Bu(r,y) (4.99)

formiili dogrudur.

Ispat. (4.81) formiillerinin birincisi B, (z) polinomu A, (z) polinomuna adjointtir
anlamma gelir. Bu durumda (4.4.99) fonksiyonu z kompleks degiskenli bir poli-
nomdur. Simdi bu polinomun bagkatsayisinin pozitif oldugunu ispatlayalim. (4.91)

esitligini ters sirada yeniden yazarak (4.81) formiillerinin birincisinden
Ap(2) +iBn(2) = An(2) +iA,(2)

= o+ Y [evur(,y) — drvi(w, y)]

k=1
n

+ido +i Y [dyur(z,y) + crve(e, )]
k=1

= co+ido+ Y (cx +idy)2* (4.100)
k=1

elde edilir. Homogen harmonik polinom sisteminin ortogonalligi (4.92) formiiliinde
d, = 0 ve ¢, > 0 olmasim gerektirir. Bu durumda (4.100) polinomunun bagkat-
sayist pozitiftir. Son olarak (4.66) kompleks bolgesinde (4.99) formundaki polinom-
lar igin ortonormallik kogulunu gercekleyelim. (4.68) polinomlarinin ortonormalligini

ve (4.99) formiiliinti kullanarak

L h(2)F,(2)F(z)ds
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_ % [An(2) +iBu(2)] [Am(2) — iBa(2)] ¢ (2)] ds

5nm

elde edilir. Bu durumda teklik teoreminden, (4.99) esitligi ile tanimli polinomlar, T’
gevresi iizerinde (4.70) agirlik fonksiyonu ile ortonormal olan (4.65) polinomlari ile

ayni polinomlardir. Teorem ispatlanmis olur. m

4.5 Harmonik Polinomlarin Siiperortogonal Sistemleri I¢in

Ornekler

Oncelikle harmonik polinomlarin bir sistemi icin siiperortogonallik kosullarini analiz

edelim. Ilk olarak bir gevre tizerinde (4.66) polinomlarini ele alalim.

Bir I gevresi iizerinde (4.64) agirlik fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyon (4.65) orto-
normallik kogulunu saglayan (4.66) ortogonal polinomlarinin bir sistemini belirler.

(4.67) formiilii ile bu kogul
—/ ) +i1Qn(2)] [Pn(2) — 1Qm(2)] h(2) |dz] = dpm (4.101)
formuna doniigebilir. Eger n # m ise (4.101) esitligi

[Fn(2) Pra(2) + Qn(2)Q@m(2)] h(2) |dz| = 0 (4.102)

[Prn(2)Qn(2) = Pu(2)Qm(2)] h(2) |dz| = 0 (4.103)

Tt~ Y~

kogullarini gerektirir. Siiperortogonallik kogulu ayni zamanda

/Pn(z)Pm(z)h(z) |dz| = 0, n#m (4.104)
/Qn )Qm(2)h(z)|dz| = 0, n#m (4.105)
[R@nn) 1l = o (1.106)
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esitliklerinin saglanmasina denktir.

Bu kisimda h(z) = |¢'(z)| agirlik fonksiyonu igin (4.104), (4.105) ve (4.106) kosullarin:
saglayan, h(z) # |¢'(2)| i¢in bu kogullardan en az birini saglamayan I' egrisinin

orneklerini ele alalim.

Ornekl.
1
z=V(w)=w+aw?, 0<a< 5 (4.107)

fonksiyonu |w| < 1 birim diskini piiriizsiiz bir I' egrisi ile siirlanan G bolgesine
déniigtiiren birebir, 6rten ve konform bir déniigiim olsun. Ters fonksiyonu w = ¢(z)

ile ifade edelim.

Agirlik fonksiyonu
h(z)=|¢'(2)], =z€T (4.108)

ile verilsin.

d .
10(2)] |dz| = 5 —df, zel, w=e"’ (4.109)

esitliginden (4.65) ortogonallik kogulu

[ R F @ =0, ngm (1.110)
jwi=1

formuna déniigiir. Bu formiilde m = 0 alarak, herhangi bir F,(z) polinomunun
sabit teriminin sifir oldugu elde edilir. Fy = to > 0 olsun. Simdi bagkatsayilar: 1
olan polinomlar1 ele alalim. Birnci basamaktan Fy [¥(w)] = w 4 aw? formunda bir

polinom igin w = € oldugu ve (4.109) esitligi dikkate alinarak

[Rp@E = [ wran

w w
|w|=1 |w|=1
2
= /(eie + ae®)dh = 0 (4.111)
0
bulunur. Bu durumda
P [U(w)] = cosB+ acos20
Q1 [¥(w)] = sinf+asin2f (4.112)

70



formiilleri saglamr. Fy = p, > 0 oldugundan, (4.112) formiilleri n < 1 ve m < 1 icin

(4.104), (4.105) ve (4.106) kosullarimin saglanmasini gerektirir.
Ikinci basamaktan ortogonal polinomu

Fy(2) = B [U(w)] = (w+ aw?)? + p1$? (w + aw?) (4.113)
formunda ifade edelim. MSQ) katsayisini belirlemek i¢in ortogonallik kogulundan

w = € oldugu ve (4.109) esitligi dikkate alinarak

o)

[ d,
Fy ¥ (w)] Fi [¥(w)] — = / [(w + aw2)2 + P (w+ aw2)] [w + awﬂ %0
iw i
|wl=1 w|=1
(4.114)
yazilabilir ki bu ise
(2) a
= 4.11
i 1+ a? (4.115)

olmasini gerektirir. uf) reel say1 oldugundan (4.113) formiiliinden

By lp(e”)] = p§2) cosf + (1+ a,ugz)) cos 20 + 2a cos 30 + a® cos 40 (4.116)

Q2 [p(e?)] = 1P sin 6 + (1+ ap?) sin 20 + 2asin 30 + a®sin46  (4.117)

esitlikleri elde edilir. Simdi (4.104), (4.105) ve (4.106) kosullarimi gercekleyelim.
(4.109), (4.116) ve (4.117) formiillerinden

21

/ Py [U(e”)] Q2 [T(e?)] df =0 (4.118)
0
yazilabilir. Bu durumda (4.112) ve (4.116) esitliklerinden
27 27
/]51 [(T(e)] Py [W(e?)] do = /(0089 + a cos 20) [/L?) cos 0 + (1 + p{?a) cos 20
0 0

+2a cos 360 + a? cos 49} do

= 7 | +a(t+ pP0)]

elde edilir, burada (4.115) esitligini kullanarak
2w
/ Py [U(e)] Py [W(e)] db =0 (4.119)

0
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bulunur.

Benzer sekilde

27 27
/@1 [(T(e?)] Q2 [U(e)] db = /(sin@ + asin 20) [Mf’ sinf + (1 + p{”a) sin 26
0 0

+2a sin 30 4 a” sin 46] df

= [uf) +a(l+ ,ugz)a)] =0 (4.120)

yazilabilir. (4.104), (4.105) ve (4.106) kosullarmin saglandigi (4.109), (4.112) ve
(4.117) yardimiyla benzer sekilde ispatlanabilir.

Biitiin adimlar n = m = 3 i¢in tekrarlanabilir. Bu durumda

2

/Pn [T(e”)] Qu [T(e)] dd =0 (4.121)

0

kosulu herhangi n ve m icin saglanir.

Boylelikle {]-:’n(x,y)} ve {Qn(x,y)} polinomlar1 (4.107) fonksiyonu ile belirlenen
bolgede (4.108) agirlik fonksiyonu ile siiperortogonaldir.

Ornek2.
b 1
z=Y(w)=w+—, 0<b<-, |uw<1
wP p

fonksiyonu bir I" gevresinin digimi |w| > 1 bolgesine doniistiiren birebir, orten ve
konform bir déniigiim olsun. Bu durumda {P,(z,y)} ve {@Q,(x,y)} polinomlar
(4.108) agirlik fonksiyonu ile siiperortogonaldir. Bu formiilde b = 1 ve p = 1 alinirsa

(4.66) polinomlar: birinci gesit Chebyshev polinomlar: olurlar.
Simdi (4.108) siiperortogonallik koguluna kargit bir érnek bulalim.

Ornek3. T cevresi (4.107) formiilityle tanmimlansin ve agirlik fonksiyonu

hz) =1+ ()¢ (2)|, =zel (4.122)
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formunda olsun. Bu durumda

h(z)|dzl = |1+ @) ¢ (2)] 1dz] = |1+ w|* |du]
1, dw
= (1 1+ —)—
1w+ e
1, dw
= (2 —)— =2(1 4.12
( +w+w)z'w (1 + cos)db (4.123)

formiiliinii yazabiliriz. Oncelikle birinci basamaktan

~ 1
Fy [P (w :w+aw2+u(1):w+aw2—— 4.124
0 2

polinomunu ele alalim. Burada sabit terim

1 d
/(w+aw2—|—,uél))(2+w+a)£ — 0 (4.125)
|w|=1

kosulu ile tanimhidir. (4.124) formiiliinden

- A 1
P [U(e”)] = cosf+ acos26 — 5

O [\I/(ewﬂ = sinf + asin 26 (4.126)

elde edilir. n < 1 ve m < 1 icin (4.104), (4.105) ve (4.106) siiperortogonallik

kogullarmin saglandig1 kolaylikla goriilebilir.
Simdi ikinci basamaktan

B [¥(w)] = (w+ aw?) + i (w + aw?) + 1 (4.127)

polinomunu ele alalim. Bilinmeyen uf) ve u(()2) katsayilarini belirlemek igin

F2 [\If(w)] (2 +w + ;)E =0
jwl=1
Fy [W(w)] (w4 aw?)(2 +w + %)?—5 =0 (4.128)

|w[=1

(1) (2)

kosullarim kullanalim. Birinci esitlik 2p,” + g3~ = 0 esitligini gerektirir. (4.128) in

ikinci egitliginden (4.127) formiiliinii gozéniinde bulundurarak

@ 1—}-2&—}-2&2

Mo = 33 10 + 402
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elde edilir. Bu durumda (4.127) polinomu
B [P(W)] = (+ aw®)? — 242 (w + aw?) + (4.130)
formunda ifade edilebilir.

Katsayilarin ikisi de reel say1 oldugundan (4.130) formiiliinden

P, [T(e?)] = ugf) - 2@52) cosf + (1 — 2a,u82)) cos 20

+2a cos 30 + a® cos 40 (4.131)
Qo [T(e?)] = —2,ué2> sinf + (1 — 2au62)) sin 26

+2asin 30 + a® sin 46 (4.132)

bulunur.

(4.126), (4.129) ve (4.130) formiilleri yardimuyla
2m
/ Py [W(e)] By [¥(e)] (1 + cos 0)df = —
0

kosulu kolaylikla elde edilebilir. Benzer sekilde

3(1 + 2a + 2a*)7

0
2(3 + 4a + 4a?) 7

2

/Q1 [T ()] Q2 [T(e™)] (1 + cosB)df # 0

0

kosulu da ispatlanabilir.
Bu durumda (4.122) agirlik fonksiyonu igin siiperortogonallik kosulu saglanmaz.

Simdi bir bolge iizerinde siiperortogonallik kogulunu ele alalim.
Ornek4. Bir G bolgesi (4.107) fonksiyonu ile tanimli olsun ve agirlik fonksi-
yonu (3.82) deki gibi

h(z,y) =h(z) = | (2)]", 2€G (4.133)
formunda olsun.

Bu durumda (4.101) notasyonunu kullanarak siiperortogonalik kogulu

// K, [V (w)] Ky, [Y(w)]dudv = G, (4.134)
|wl<1
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formunda ifade edilebilir.

Eger m = 0 ise Bu durumda (3.26) formiiliinii uygulayarak (4.134) den

/ / K [0(w)] dudy — % / Ko [0(@)]dw =0, n>1 (4.135)

lw|<1 lw]=1

elde edilir. Bu durumda herhangi K, (z) polinomunun sabit terimi sifirdir. Buradan

K, (2) = Py(2) +iQn(2) (4.136)
notasyonunu kullanarak
K, [U(re”)] = r(cosf +isinf) + ar?(cos26 + isin 26)
Py [U(re)] = rcos+ ar®cos20 (4.137)
Q1 [(U(re”)] = rsin6+ ar’sin20 (4.138)

esitlikleri elde edilir.

(4.137) ve (4.138) formiillerini kullanarak

/ / Py [0(w)] Oy [¥(w)] dudv

1 2w

= //(r cos O + ar? cos 20) (r sin 0 + ar? sin 20)rdfdr = 0 (4.139)
00

kogulu elde edilir. Benzer sekilde (4.104), (4.105) ve (4.106) kosullar1 n = 1,m =0

ve n = 0,m = 1 i¢in de ispatlanabilir.
Ikinci basamaktan

Ky [U(w)] = (w+ aw?)? + 1P (w + aw?) (4.140)

polinomunu ele alalim. u?) katsay1st

/ / Ky [U(w)] Ky [¥(w)] dudv = 0
jwl<1

()



kosulu ile belirlidir. (3.26) formiiliinii uygulayarak

/ / R [9(w)] (@ + au®)dudv

lw|<1
1 2 3
= % [(w +aw?)? + P (w + aw2)] (% + %) dw
|w|=1
1 272 (2) 2 1 a dw
= 5 [(w—i—aw) + 1y (w—l—aw)](%—l—ﬂ)U:O
|w|=1
elde edilir. Bu ise
2a
(2)
=—— 4.141
esitligini gerektirir.
Mf) reel say1 oldugundan, (4.140) formiilii
by [U(re®)] = 127 cos 0 + (1 + apl®)r? cos 26
+2ar® cos 30 + a®r* cos 40 (4.142)
Q2 [U(re?)] = ,u?)r sinf + (1 + aygz))TQ sin 26
+2ar?® sin 30 + a®r* sin 40 (4.143)

esitliklerini gerektirir.

(4.142) ve (4.143) formiilleri yardimuyla (4.104), (4.105) ve (4.106) formundaki biitiin
siiperortogonallik kogullar1 n < 2 ve m < 2 igin G bolgesi iizerinde kolaylikla

saglanir.

Bu sekilde devam ederek {P,(z)} ve {@,(2)} polinomlarmin (4.107) ile tanimh G

bolgesinde (4.104) agirhik fonksiyonu ile siiperortogonal oldugu ispatlanmig olur.

Eger agirlik fonksiyonu (4.107) fonksiyonu ile tamimli bolgede
‘2

h(z,y) = h(z) = |1 + o(2)] ‘gol(z) . zeq (4.144)

formunda ise bu durumda siiperortogonallik saglanmaz. Bu durum bir cevre ii-

zerinde (4.122) agirhik fonksiyonu ile ortogonallik durumuna benzer olarak ispat-
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lanabilir. Bu durumda (4.123) formiilii yerine

L2
hz,y)dzdy = |1+ go(z)]z © (z)‘ drdy = (14 w)(1 4+ w)dudv

= (1 +2rcosf + r?)rdrdd (4.145)

formiilii alinabilir.
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