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Literatiirde varlik akisi diferensiyel denklemler olarak da bilinen lineer olmayan
adi diferensiyel denklem sistemleri ile tanimlanmig modeller, finansal piyasalarin
dinamigini analiz etmek i¢in kullanilmaktadir. Bu modeller teorik ¢aligmalarda kul-
lanilan kabuller yerine yatirimcilar tarafindan hisse senedinin alim-satim siirecinde
goz Oniine alinan motivasyonlar dikkate alinarak elde edilmistir. Bu c¢aligmanin
amaci finansal piyasalar i¢in Riemann-Liouville ve Caputo tiirevlerine dayanan bir
diferensiyel denklem modeli olugturup ¢oziimlerin varlik-tekligini ve kararlihigini in-
celemektir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci
boliimde finansal piyasalar, temel kavramlar, kesirli tiirev ve integral operatorleri
tamitilip bunlarla ilgili dzellikler verilmistir. Uciincii boliimde literatiirde meveut
olan tam say1 basamaktan finansal modeller incelenmigtir. Dérdiincii boliimde ke-
sirli basamaktan finansal modeller tanitilmig olup varlik akigi diferensiyel denklem
sistemi modeli ifade edilmigtir. Ele alinan modelin ¢oziimiiniin varlik-tekligi ispat
edilmistir. Ayrica kesirli basamaktan model ve tam say1 basamaktan modelin ¢oziim-
lerinin kararhilik davramisi arasindaki fark niimerik simiilasyonlarla incelenmistir.
Son boliimde de elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.
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ABSTRACT

Master Thesis
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Models defined by nonlinear ordinary differential equation systems, also known as
asset flow differential equations in the literature, are used to analyze the dynamics
of financial markets. These models were obtained by the motivations taken into
account by the investors in the buying and selling process of the stock, rather than
the assumptions used in theoretical studies. The aim of this work is to construct a
fractional order differential equation model based on Riemann-Liouville and Caputo
derivatives for financial markets and to investigate existence and uniquness as well
as stability of the solutions.

This thesis consists of five chapters. First chapter includes introduction. In the
second chapter financial markets, basic concepts, fractional derivative and integral
operators are introduced. In the third chapter financial models with integer order are
investigated. In the fourth chapter fractional order financial models are introduced
and asset flow differential equations model is proposed. Existence and uniqueness
of the solution is proved. Moreover, numerical simulations are given to investigate
the difference between the stability properties of fractional order model and integer
order model. The obtained results are summarized in the last section.
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1. GIRIiS

Kaynak ihtiyaci olan girigimciler ile birikim sahibi yatirimcilar arasindaki kaynak
aligverigini saglayan kurumlar, yatirim ve finansman araglar ile bunlari diizenleyen
kurallardan olusan yapiya finansal piyasa denir. Ekonomik anlamda daha giiglii bir
performans i¢in yapilan tasarruflarin yatirimlara aktarilmasi finansal bir sistem ile
miimkiindiir. Finansal sistemlerde gelirlerinin tamamini titketmeyen, varlik fazlasina
sahip bir kesim ile daha fazla harcama yapan, fon ihtiyaci olan iki kesim bulunmak-
tadir. Bu iki kesim arasindaki varlik akisi ekonominin temelini yani finansal sistemin

onemini 6n plana cikarir.

Finansal piyasalarda yapilan yatirimlar gelecekte olacak olaylarin belirsizliginden
otiiri yatirilan paranin kaybedilme riskini icermektedir. Bu riski minimum seviyeye
indirmek ve piyasadaki belirsizlikleri azaltmak amaciyla gesitli araclar kullanilmak-
tadir. Bu araclardan bir tanesi de yaygin olarak kullanilan modellemedir. Finansal
modelleme, ger¢ek bir finansal durumun soyut bir temsilini (bir model) olugtur-
maktir. Finansal modelleme, bir igletmenin, projenin veya bagka bir yatirimin bir
finansal varhigini veya portfoyiin performansini temsil etmek (basitlestirilmis bir ver-
siyonunu) igin tasarlanmigs matematiksel bir modeldir. Bagka bir deyisle, finansal
modelleme, piyasalarin veya araclarin davranmglariyla ilgili bir dizi hipotezi sayisal
tahminlere cevirmekle ilgilidir. Bu sayisal tahminler 1s181nda piyasa gelecegi tahmini
yapan matematiksel modeller kullanilmaktadir. Yatirimci ve girisimcilerin oldugu
piyasada maksimum kazang icin kuvvetli tahminlerde bulunan matematiksel mo-
deller bu gruplar i¢in biiyiik avantaj saglayacaktir. Son yillarda matematiksel model,
piyasa geleceginde finansal davraniglar: tahmin etmeyi planlamak i¢in 6nemli bir rol
oynamigtir. Bu yiizden finansal davraniglar:i tahmin etmek i¢in sayisiz matematiksel
model kullanilmustir. Ustelik gelecek olaylarin daha iyi simulasyonlarimi elde etmek

icin ayn1 zamanda lineer olmayan siirekli modeller geligtirilmistir.

Son yillarda kesirli basamaktan diferensiyel denklemler finans, miihendislik, fizik ve
biyoloji gibi bilimlerin de dahil oldugu karmasik reel durumlardaki modellere uygu-

lanmaktadir. Kesirli model konsepti gercek hayat durumlar: icin bilgi yapisim ifade
1



etmekte tam say1 basamaktan modele kiyasla daha yardimci olmaktadir. Literatiirde
varlik akigi diferensiyel denklemler olarak da bilinen lineer olmayan adi diferensiyel
denklem sistemleri ile tanimlanmis modeller, finansal piyasalarin dinamigini analiz
etmek i¢in kullanilmaktadir. Bu modeller teorik caligmalarda kullanilan kabuller
yerine yatirimecilar tarafindan hisse senedinin alim-satim siirecinde goz oniinde bu-
lundurulan motivasyonlar dikkate alinarak elde edilmektedir.

Bu tez caligmasinda ilk olarak finansal piyasalar ile ilgili temel kavramlar ve in-
celemelerde ihtiyac duyulan matematiksel kavramlar aciklanmustir. Uciincii boliimde
literatiirde yer alan tam say1 basamaktan finansal modeller ifade edilmistir. Dérdiincii
boliimde ise kesirli basamaktan finansal modeller icin literatiir taramasi yapilip ele
alinan modelin ¢oziimlerinin varlik-tekligi ispatlanmistir. Ayrica niimerik simiilas-
yonlar yapilarak kesirli basamaktan modelin ¢oziimlerinin kararliligi yorumlanmistir.

Son boliimde ise elde edilen sonuglar ¢zetlenmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tezde gegen temel kavramlar agiklanacaktir.

2.1 Finansal Piyasalar

Piyasa, alic1 ve saticilardan meydana gelen ve alici ve saticilarin birbirleri arasinda
mal ve hizmet alip sattigl bir kanaldir (Ataman ve Kibar 1999). Ekonomide iki
gesit piyasa tiirti bulunmaktadir. Bunlardan birincisi {iriin piyasasi, ikincisi ise
faktor piyasasidir.  Uriin piyasasinda ticari mallar ve hizmetler islem goriirken,
faktor piyasalarinda ig giicii, sermaye, toprak gibi tiretim faktorleri alinip satilir.
Hisse senetlerinin alinip satildigi piyasa tiirii finansal piyasanin konusudur ki fi-
nansal piyasa, faktor piyasalarinin en 6nemli kollarindan biridir. Finansal piyasalar
bireylerin gelirlerini yatirima doniistiirmek istemeleri sonucu olusmustur. Ornegin
birey sahip oldugu gelirin hepsini tiiketebilir ya da bir kismini birikim haline getirip
yatirima doniigtiirebilir. Gelirlerini yatirim haline doniistiiren birikim sahipleri ile
yatirim yapan Kkigileri bir araya getiren, bu yatirimlara sahip olmak isteyen gercek
ve tiizel kigiler ile bu Kkisilere yatirim satanlarin da dahil oldugu, yatirim araclar
ve finansal kurumlardan olugan pazarlara finansal piyasalar denir. Bu piyasalarin
amaci tasarrufu tegvik etmek ve siirekliligini saglamaktir. Boylece sermaye birikimi
olusturmak, gercek Kkisi, tiizel kisi ve iilke fonlarinin etkin kullanilmasini saglamaktir.
Finansal piyasalar da kendi i¢lerinde basta para ve sermaye piyasalar1 olmak iizere
doviz piyasasi, altin piyasasi, tahvil, bono ve tiirev piyasasi gibi farkli boéliimlere
ayrilir.

Para Piyasasi: Finansal piyasanin kisa vadeli fonlarimin arz ve talep edildigi
piyasalardir. Kisa vade ile anlatilmak istenen, bu fonlarin bir yildan az siireli ol-
masidir. Isletmeler genellikle bankalardan sagladiklar: kisa vadeli kredilerle donen
varliklarin finansman ihtiyaclarini kargilarlar.

Borsalar: Borsa, ayni tiirden menkul kiymetlerin islem gordiigii piyasalardir. Tica-
retle ve finansal iglemlerle ugrasan kigilerin bulundugu agik kuralli finansal orga-

nizasyondur. Borsada alim satim iglemleri araci kurumlar tarafindan gercekles-
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tirilir. Aracilar, faaliyetlerini gerceklestirirken piyasada iki farkli fonksiyonu yerine
getirirler. Bunlar birincil piyasadaki faaliyetler ile ikincil piyasadaki faaliyetlerdir.
Yatirimcinin borsada iglem yapmasi icin bir araci kurumda yatirim hesabi actirmasi
gerekir. Yatirimci, almak ya da satmak istedigi hisse senetleri igin aract kuruma
alim satim emirleri verir ve borsanin sistemine alim satim emirlerinin girilmesi ile
bu emirlerin eslesmesiyle ilgili islemler yapilir. Yani borsada, alic1 ve saticilar degil,
onlarin emirleri karg1 karsiya gelir. Borsanin iglevleri, likidite saglama, piyasada tek
fiyat olusturma, giivence verme, sermayeye hareketlilik ve ekonomiye kaynak temin
etme geklinde siralanabilir (Karsh 2004).

Fiyat: Fiyat, alim ya da satim bakimindan bir mal ya da hizmet icin uygun goriilen
maddi kargiliktir.

Arz: Arz kisaca sunmak anlamim tagir. Herhangi bir taginir veya taginmaz varligin,
hizmetlerin belirli bir piyasa, zaman ve fiyattan satiga sunulmasidir. Pazarlarda,
marketlerde, magazalarda, istedigimiz tiriinleri satin almaya hazir buluruz. Bagka
bir deyisle pazarlardaki iiriin miktar1 arz1 tanimlar.

Talep: Talep satin alma istegi demektir. Ancak, her istek talep anlamina gelmez.
Satin alma isteginin ekonomik olarak talep niteligi tagimas: igin asgari satin alma
giicii ile desteklenmis olmasi gerekir. Araba alma isteginin talep olarak nitelendirile-
bilmesi i¢in kisinin alim giiciiniin yiiksek olmasi gerekmektedir. Alim giicii yiiksek
olmayan kisiler icin araba alma istegi hayal veya bir amac olabilir. Bu baglamda
talep belirli bir piyasa, zaman ve fiyattan satin alinmak istenen ve satin alma giicii
ile desteklenen mal ve hizmetler miktaridir. Kisisel talep kisilerin tek tek taleplerini
ifade ederken piyasa talebi ise bu Kkisilerin taleplerinin toplamini ifade etmektedir.
Piyasa Fiyati: Bir finansal iiriiniin sermaye piyasasinda, arz ve talebin kesigtigi

noktada olugan fiyatidir. Piyasa fiyati arz ve talep kogullarina gore olusur.

2.2 Temel Matematiksel Kavramlar

Bu kesimde tez igerisinde gecen temel matematiksel kavramlarin ifadeleri bulun-

maktadir. Q = [a,b], —00 < a < b < oo reel eksenin sonlu ya da sonsuz araligi
1

olsun. 1 < p < oo olmak tizere L,(a,b) uzay1 (2 tizerinde |||, = {f: lg(6)|” dt}p :

(1 < p < o0) ve [|g|l, = esssup,<,<;|g9(x)| normuna sahip kompleks degerli
4



olgiilebilir ¢ fonksiyonlarinin uzayidir. Burada || ¢ ||,< oo ve esssup |g(z)], |g(z)]

fonksiyonunun maksimum degeridir (Kilbas vd. 2006). [a,b], —oc0 < a < b < o0,

sonlu aralik olsun. AC [a, b] ile [a, b] araliginda mutlak siirekli olan g fonksiyonlarinin

uzay1 gosterilecektir. Bu uzay ¢(t) € L(a,b), o(t) = ¢ (t) ve c = g(a) olmak iizere

g(z) = c+ [T o(t)dt Lebesgue anlaminda toplanabilir fonksiyonlarn uzayma denk-
tir (Kilbas vd. 2006). n € N ve ¢"~Y(x) € AC [a,b] olmak iizere, AC™ [a,b], [a,b]

araliginda tanimli ve (n — 1). basamaktan siirekli tiireve sahip kompleks degerli g(x)

fonksiyonlarinin uzay1 asagidaki gibi tanimlidir:

AC" [a,b] = {g i [a,b] — C ve (D"_lg) (x) € AC'[a,b], D = %}

Ozel olarak AC! [a,b] = AC [a,b] dir (Kilbas vd. 2006).

Lemma 2.1 (Kilbas vd. 2006) AC™ [a,b] uzay1 p(t) € L(a,b), ¢, (k=0,1, ...

1) keyfi sabitler ve

(5e)(@) = 57 || @= 0 ety
olmak tizere -
glx) = (Igv o) (@) + > cr(z —a)

dir.
Tanim 2.1 $(z) > 0 olmak iizere
['(z) = / e ' tdt

0
seklinde tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.
Tamm 2.2 R(z) > 0, R(w) > 0 olmak lizere

1

Bz, w) = / FU1 = )l
0

seklinde tanimlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

5
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Lemma 2.2 2z, w ¢ Z; olmak iizere

Baw) = 1t

dir.

Teorem 2.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi) U bir X Banach uzayinin bog olmayan,
kapali, simnirli ve konveks bir alt kiimesi olsun. Eger 7' : U — U bir daralma

doniisiimii ise yani her u,v € U i¢in
d(T,, T,) < wd(u,v)

olacak gekilde 0 < w < 1 mevcutsa, T' operatorii bir tek v* € U sabit noktasina
sahiptir. Boylece T%, k € N, T' = T ve T* = TT* ! k € N\ {1} ile tammlanan

operatorlerin dizisidir. Her ug € U igin, (7, jjo)oo u* sabit noktasina yaklagir.
2.3 Kesirli Basamaktan Integral ve Tiirev

Kesirli analizin tarihgesi 300 yil éncesine kadar dayanmaktadir. Kesirli analiz fikri
Leibnitz’in L'Hospital’a yazdigi "Tam say1 basamaktan tiirevleri kesirli basamaktan
tiirevlere genigletebilir miyiz?" sorusuyla baglamigtir. Ancak son 30 yildir kesirli
basamaktan diferensiyel denklemler yogun bir gekilde incelenmektedir. Bu gelisim
siirecinde birbirinden farkli kesirli tiirev ve integral tanimlar1 kullanilarak pek cok
farkli kesirli diferensiyel denklem tipi incelenmistir. Bu tez kapsaminda kullanilan
kesirli basamaktan tiirev tanimlari Diethelm (Diethelm 1997), Podlubny (Podlubny
1999), Hilfer (Hilfer 2000), Kilbas (Kilbas vd. 2006, Gorenflo vd. 2014) tarafin-
dan yazilan kitap ve makalelerden alinmigtir. Kesirli mertebeden tiirevli diferensiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin varlik-tekligi de pek ¢ok arastirmaci tarafindan incelen-
mistir (Babakhani ve Geiji 2003, Yu ve Gao 2005, Deng vd. 2007, Kou vd. 2012,
Li ve Sarwar 2016, Ozaydm ve Karakog 2019, Karakog 2020). Bu béliimde kesirli

basamaktan integral ve tiirev kavramlar aciklanacaktir.

Tanim 2.3 Bir g : (0,00) — R fonksiyonunun 0 < o < 1 basamaktan Riemann-

Liouville integrali
1

190 = 7o / (t — )" g(s)ds

dir.



Tanim 2.4 Bir g : (0,00) — R fonksiyonunun 0 < a < 1 basamaktan Riemann-

Roa i 1 d [* g(s)ds
Do) = My Jy oo

Liouville tiirevi

dir.

Tamim 2.5 Bir g : (0,00) — R fonksiyonunun 0 < « < 1 basamaktan Caputo

C Nna _ 1 tgl(s)ds 3
Dg(t) = r(1—a)/0 (=)

tirevi

dir.

Lemma 2.3 (Kilbas vd. 2006) R(«) > 0, n > [R(a)] + 1 ve gp—o(x) = (I %g)(2),
(n — ). basamaktan integral olsun. Eger g(z) € Li(a,b) ve g,—o(x) € AC"[a,b] ise

(12 D2g)(x) = gla) = 3 Ff’#@ oy

i a—j+1)

esitligi [a, b] aralig tizerinde hemen hemen her yerde saglanir.

Lemma 2.4 (Kilbas vd. 2006) © = [a,b] (—00 < a < b < o) reel eksende bir

sonlu aralik olsun. o € RTolmak {izere

x> aigin, (I8 g)(z) = ﬁ /x(:c —t)* tg(t)dt (2.4)
x < bigin, (I} g)(z) = ﬁ/ (x —t)* tg(t)dt (2.5)

ile tammh [% g ve I;* g operatorlerine sirasiyla «. basamaktan sol tarafli ve sag
tarafli Riemann-Liouville kesirli integralleri denir. Burada I' (2.2) ile tanimlanan

Gamma fonksiyonudur. o = n € N oldugunda (2.4) ve (2.5) integralleri

(1%9)(x) = ﬁ / g (n)de

T t1 tn—1
:/ dt1/ dtz.../ g(tn)dty,

b
(17 9)(x) = ﬁ / (t — 2)"g(t)dt

b b b
/dt1/ dts.. / g(tn)dt,,
n 1

integrallerine egdegerdir. Ozel olarak, ( 12, g)(z) (x) kabul edilmektedir.
7
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Tanim 2.6 (Kilbas vd. 2006) a € R,a > 0 ve n = [a] + 1 olmak iizere, x > a i¢in
d

(Da+h)(@) = ()" (L3 “h)(z) (2.6)
1 do [t h(ndt
- T(n—a) (dx) /a (x — t)o—ntl
ve x < b icin
(D)) = (o) (= h) ) (2.7

1 (_dw/* h(t)dt
T(n—a) dx’ [J, (t—x)ontl
seklinde tamimh D¢ g ve D;* f operatorlerine «. basamaktan Riemann-Liouville
kesirli tiirevi denir. Ozel olarak o = n € N ise bu durumda
(Da+h)(z) = (Dy-h)(x) = h(z), (2.8)
(Dyeh)(z) = K" (2)ve(Dy-h)(x) = (=1)"h" ()
elde edilir. Ayrica o € R ve 0 < a < 1 ise bu durumda (2.6) ve (2.7) swrasiyla

N B 1 d [* h(t)dt
(Dgh)(x) = m%/a @1 x> a,

(D)) =~y | (zfl@j;, v <b

kesirli tiirevine indirgenir.
Uyar: 2.1 Sabit fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli tiirevi sifir degildir. Gergek-
ten (2.6) de h(z) = 1 alinirsa.

(x —a)™@

(Dg+D)(z) = Ti—a) (2.9)

elde edilir.

Agagidaki lemmada kuvvet fonksiyonlarinin kesirli integral ve tiirevi hesaplanmistir.

Lemma 2.5 (Kilbas vd. 2006) as € R olsun. Bu durumda

r
ap > 0 iken (171 (t —a)* ") (z) = F(()él(—% — )t (2.10)
ve
X _ F(Ckg) _
> k DOél o az—1 e St VA o as+a1—1 211
ar 2 0 iken (D32t = 0)"*1)(z) = o2 e - a) (2.11)
saglanir.



Uyar1 2.2 j =1,2,...,[a] + 1 ise

(Dg+(t = a)*)(x) = 0
dir.

Asagidaki lemmada (2.1) ile tamimlanan AC™[a,b] uzaymndaki fonksiyonlarm D¢,

kesirli tiirevi ifade edilmistir.

Lemma 2.6 (Kilbas vd. 2006) « > 0 ve n = [a] 4+ 1 olsun. Eger h(x) € AC™ [a, b]

ise bu durumda

_8 ) A S L)
=3 it T |, e

dir.

Lemma 2.7 (Kilbas vd. 2006) Eger a > 0, 5 > 0 ve g(z) € Ly(a,b) (1 <p < o0)

ise bu durumda
(I8 12 9)(x) = (I g) () (2.12)

saglanir.

Lemma 2.8 (Kilbas vd. 2006) Eger o > 0 ve g(z) € L,(a,b) (1 < p < o0) ise bu

durumda

(Dg+ 15+ 9)(x) = g(x)

Lemma 2.9 (Kilbas vd. 2006) Eger o > 8 > 0 ise, bu durumda g(x) € L,(a,b)
(1 <p< o) igin

(D15 9)(x) = (157 7g) () (2.13)
saglanir.

Lemma 2.10 R(o) > 0,n > [R(a)]+1 ve g,—a(z) = (I} %g)(x), (n—a). basamak-
tan integral olsun. Eger g(x) € Li(a,b) ve g,_o(x) € AC"[a,b] ise

(I D g) (@ Zr%a S —a) (2.14)

esitligi [a, b] arahig tizerinde hemen hemen her yerde saglanir.

9



Uyar1 2.3 Lemma 2.9 da o« = n € N ise bu durumda

n—1 ka
(I D2 g) () = gla) — 5 LD (g

saglanir.

Riemann-Liouville kesirli integral ve tiirev operatorlerinin 6zellikleri bu boliimde
incelenmis oldu. Bundan sonra Caputo kesirli tiirevi tanimlanip ozellikleri ince-

lenecektir.

Tanim 2.7 (Kilbas vd. 2006) [a, b] reel eksende sonlu bir aralik olsun. D%, [2(t)](x) =
(D2 z)(x) ve Dy [2(t)](x) = (Dj_z)(x) sirasiyla (2.6) ve (2.7) ile tanimh «.. basamak-
tan Riemann-Liouville kesirli tiirevi ifade etsin. « € R* olmak {izere [a,b] de a.

basamaktan sol tarafli ve sag tarafli Caputo kesirli tiirevleri sirasiyla

n—1 Z(k) -
(©DE @) = (D)~ S 2t — ) (a) (2.15)
h C na a — Z(k)(b) k
(€D 2)(w) = (D (=60~ - 26— 1)) (2.16)

seklinde tanimlidir, burada
a ¢ Nyiginn=[a]+1; a€Nyiginn = [qf
dir.

Ozel olarak 0 < a < 1 oldugunda (2.15) ve (2.16) Caputo tiirevleri sirasiyla
(“Dge2)(2) = (D [2(t) = 2(a)]) (@),

(“Di-2)(x) = (Dp-[=(t) — z(0)]) ()
bigimindedir. Eger a ¢ Ny ise bu durumda (2.15) ve (2.16) Caputo tiirevleri, (2.6)

ve (2.7) ile tanimh Riemann-Liouville kesirli tiirevi kullanilarak

n—1 Z(k) a
(€0, ) (@) = (D2, ) (a) = S =)

~I(k—a+1)
ve ot
D) = (D)) = Y ey b= o on = fal 41



seklinde yazilabilir. Bu egitliklerde 0 < o < 1 ise bu durumda

(CD32)0) = (De9)(e) ~ i sl = a)

(CDp-2)(e) = (Df-2)(a) = 13 s (b= )

elde edilir. a ¢ Ny ise agagidaki durumlarda (2.15) ve (2.16) Caputo tiirevleri, (2.6)

ve (2.7) Riemann-Liouville kesirli tiirevleri ile ortiigiir:

2(a) = 2'(a) = ... = 2" Y(a) = 0 ise, (D%, 2)(x) = (D% 2)(z),

2(b) =2'(b) = ... = z("_l)(b) =0 ise, (CD?_ 2)(z) = (Dy-z)(x).
Burada 6zel olarak 0 < a < 1 ise

z(a) = 0 durumunda (¢ D2, 2)(x) = (D% 2)(z),

z(b) = 0 durumunda (“Dg-z)(x) = (Dg- 2)(x)

elde edilir. Eger o = n € Ny ve n. basamaktan 2™ (z) adi tiirevi mevcutsa, bu

durumda

(Do 2)(@) = 2 (@) ve (“Di-z)(2) = (=1)"2"(x)

olur.

Caputo kesirli tiirevi, Riemann-Liouville kesirli tiirevinin var oldugu durumdaki z(z)
fonksiyonlar: i¢in tanimlhidir. O halde mutlak siirekli fonksiyonlarin uzayi olan AC™
[a, b] uzayindaki z(x) fonksiyonlari igin de tamiml olur. Bununla ilgili olarak agagi-

daki teorem verilmigtir.
Teorem 2.2 (Kilbas vd. 2006) « > 0 olsun ve n i¢in

a & Npicinn =[a] +1; o € Nigin n =« (2.17)
sart1 saglansin. Ayrica g(z) € AC™|a, b] olsun.

(i) Eger o ¢ Ny ise bu durumda (“D2, g)(x) Caputo tiirevi

z (n)
D200 = oy | G = (U D))

d
seklinde ifade edilir, burada D = e dir.
x
11



Ozel olarak 0 < a < 1 ve g(z) € AC"[a,b] ise bu durumda

L
i | = D) @)

dir.

(ii) Eger « = n € Ny ise bu durumda (CDg+g)(x) Caputo tiirevi
(“Divg)(x) = g (x) ve (°Dit-g)(x) = (~1)"g")(x)
ile ifade edilir.

Lemma 2.11 a >0, > 0 olsun ve n igin (2.17) sart1 saglansin. Bu durumda

“De(t — a) :U:—F(ﬁ) ) n
( Doﬂr(t ) )( ) F(B_O‘)< ) ) 5>
saglanir. Ozel olarak
(“D*1)(z) =0 (2.18)

dir.

12



3. TAM SAYI BASAMAKTAN FINANSAL MODELLER

3.1 Literatiir Taramasi

Finansal matematik, finansta uygulamalar: bulunan bir takim matematiksel teknikle-
rin toplamidir. Finansal matematikte iki ana yaklagim vardir. Ilki olasilik ve
stokastik siirecler yaklagimi, ikincisi ise diferensiyel denklemler yaklagimidir. Stokastik
siirecler yaklagimi ile yapilan calismalar, hisse senedi fiyatinin modellenmesi igin
Brownian metodunun kullanilmasiyla baglamigtir. Brownian metodunun matematik-
sel olarak modellenmesi icin ilk girisimler, birbirinden habersiz ii¢ kisi tarafindan
yapilmigtir. Birincisi, T.N. Thiele’dir. Thiele, 1880 yilinda zaman serilerini ¢alisirken,
Brownian hareketi icin etkili bir model kurmustur (Thiele 1880). Ikincisi 1900’de
yine Brownian hareketi i¢in bir model olusturan Louis Bachelier’dur. L. Bache-
lier, Paris stok piyasasinin dinamigini ¢aligirken bu modeli bulmustur. Spekiilasyon
Teorisi adli galigmas1 1900 yilinda yayimlanmigtir (Bachelier 1900). Ugiinciisii ise Al-
bert Einstein’dir. 1905 yilinda diger fizikcileri maddenin molekiiler yapida olduguna
ikna etmek i¢in bulundugu bir girisimde, bir siv1 i¢inde asili duran kiiciik parcacik-
larin hareketinin modelini énermigtir (Einstein 1905). Finansal matematikteki ilk
etkileyici is ise, 1952 yilinda Harry Markowitz tarafindan yapilan ”Modern Portfo-
lio Theory” adh portfoy optimizasyonudur (Markowitz 1952). Yapilan ¢aligmalarda
portfoy secme siireci iki asamaya ayrilmistir. Ilk asama gozlem ve deneyimle baglar
ve mevcut menkul kiymetlerin gelecekteki performanslarina iligkin beklentilerle sona
erer. Ikinci asama, gelecekteki performanslarla ilgili beklentilerle baslar ve portfoy
secimi ile sona erer. Markowitz’in ¢aligmasi ikinci agsama ile ilgilidir. Beklenen ge-
tirilerin varyansi kuralina gore beklentiler ve portfoy secimi arasindaki geometrik
iliski incelenmistir. Benzer olarak William Sharpe, piyasa ve her bir hisse arasin-
daki korelasyona karar vermenin matematigini gelistirmistir (Sharpe 1970). Oncii
caligmalarindan dolay1 Markowitz, Sharpe ve Merton Miller 1990 yilinda ekonomi
alaninda Nobel odiiliinii kazanmiglardir. Bu 6diil finans alaninda kazanilan ilk
odiildiir. Sonraki biiyiik gelisme 1973’te Fischer Black ve Myron Scholes’un, Mer-

ton'un katkilariyla yaptiklar1 ¢aligmalarla geldi. Bu calismada, Black ve Scholes
13



stokastik siirecler ve kismi tiirevli denklemler kullanarak finans piyasalari igin bir
model gelistirmislerdir ve 1997 yilinda ekonomi alanimda Nobel Odiilii kazanmiglardir
(Black ve Scholes 1973). Bu kisma kadar anlatilan ¢aligmalar, stokastik siiregler
ve olasilik yaklagimi kullanilarak yapilmigtir. Bu tez calismasinda finansal mate-
matikteki ikinci yaklagim olan diferansiyel denklemler yaklagimi kullanilmigtir. 1990
yilindan giiniimiize kadar bu tarzda bir¢ok galigma yapilmigtir. 1990 yilinda Ca-
ginalp ve Ermentrout tarafindan ele alinan ¢alismada yatirimcinin psikolojisine bagh
finansal piyasa davramglari modellenmistir (Caginalp ve Ermentrout 1990). Bu
makalenin amaci, piyasadaki fiyat dalgalanmalarimin deterministik bir yolla model-
lenebilecegini gostermektir. Birden ¢ok karar verme mekanizmasina bagh bir finansal
sistemin modellenmesi, fiziksel bir sistemin modellenmesine benzetilmigtir. Yatirim-
clar alic1 ve saticilardan olusan bir topluluk olarak gz oniine alinmistir. Alg ve
satig islemlerinin gergeklesmesi olasilig1 ise bir gegis oran fonksiyonu olarak kabul
edilmistir ki bu kimyasal kinetige benzerdir. Aym yazarlar 1991 yilinda ayni difer-
ensiyel denklem sistemini niimerik olarak incelemiglerdir (Caginalp ve Ermentrout
1991). Caginalp ve Balenovich 1994 ve 1999 yillarinda yaptiklar: ¢aligmalarda be-
lirli sayida hisse senedi ve belirli miktarda nakit para igeren bir piyasa i¢in birinci
basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklem sistemi olugturmuslardir (Caginalp
ve Balenovich 1994, Caginalp ve Balenovich 1999). Bu sistem bazi basit enerji ko-
runum kurallar: ile mikro ekonomik esitliklerden yola ¢ikilarak olusturulmus olup
tek gesit grup ile tek cgesit hisse senedi icermektedir. Daha sonra Caginalp ve Mer-
dan 2007 yilinda yayimlanan calismalarinda farkli kogullar altindaki hisse senedi fiyat
degisimlerini galigmak igin bir diferensiyel denklem sistemi kullanmiglardir (Caginalp
ve Merdan 2007). Bu ¢alismada tek bir hisse senedi ve iki veya daha fazla farkl grup
oldugu varsayilmigtir. Diferensiyel denklemlerle, hisse senedi sayisinin sonlu olmasi
durumu ve yatirimer stratejilerinin etkileri birlestirilmistir. Sistem daha sonra hisse
senedi ve nakit giriginin oldugu kapali olmayan bir sisteme genigletilmistir. Tam
say1 basamaktan tiirev iceren bir bagka model de 2011 yilinda Merdan ve Alisen

tarafindan incelenmigtir (Merdan ve Alisen 2011).

14



3.2 Varlik Akis1 Diferensiyel Denklemler

Matematiksel modellemede kullanilan arz, talep, gecis orani, hisse senedi yonii ta-
banl egilim ve hisse senedi degerlenmesi gibi mikroekonomik tanimlar Caginalp ve
caligma arkadaglarimin makalelerinde (Caginalp ve Ermentrout 1990, Caginalp ve
Ermentrout 1991, Caginalp ve Balenovich 1994, Caginalp ve Balenovich 1999, Ca-
ginalp ve Merdan 2007, Merdan ve Alisen 2011) temellendirilmistir. Bu tanimlar
kapali sistemde ayni motivasyona sahip gruplar arasindaki dinamigi ifade ederken
kullanilmistir. Ilk olarak ele alinan piyasaya iceriden disariya ve disaridan iceriye
para ve hisse senedi akiginin olmadig1 ve yalnizca bir grup yatirimci tarafindan tek
bir hisse senedi ¢esidinin alinip satildigi bir finansal piyasa i¢cin matematiksel model
geligtirilmistir. Sistem kapali bir finansal piyasa olarak kabul edildiginden dolay1
piyasadaki toplam para ve hisse senedi miktari sabit olacaktir. Sistemde toplamda
M birim nakit para ve N birim hisse senedi bulunmaktadir. Likidite terimi toplam
nakit paranin toplam hisse senedi miktarina orani olarak tanimlanmig olup bu iki
deger kapal sistem iginde sabit olacagindan dolay1 L := % seklinde sabit bir deger
olarak ifade edilmistir.
Hisse senedinin ¢ anindaki fiyat1 P(t), yatirimcinin hisse senedi i¢in nelirledigi deger
P,(t), toplam mal varhigindaki nakit para oran1 B(t) ve hisse senedi oran 1 — B(t)
ile gosterilmektedir. Buna gore
B(t) N _F

1-B(t) M L
dir.
Caligsmalarda kullanilan %k fonksiyonu bir birim paranin hisse senedine doéniisme
olasiligini, 1 — k fonksiyonu ise bir birim hisse senedinin bir birim paraya doniisme
olasihigini ifade etmektedir. Buna bagh olarak D talep, S ise arz fonksiyonunu

gostermek iizere

D k) 1-B(@)

D=k -B().  5:=0-kD)BO. 5=7";5"pn

temel denklemleri yazilabilir. k gecis fonksiyonu bir olasilik fonksiyonu oldugundan
[0,1] araliginda deger almaktadir. Caligmalarin finansal olarak anlamh olabilmesi

icin goriintii kiimesinin koordinat diizleminde birinci bolgede olmasi gerektiginden
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yapilan ¢ahsmalarda k := $(1 + tanh ) veya tanh(t) ~ t olan lineer yaklagim kul-

lanilarak

ke %(1+§)

olarak alinmigtir. Burada &; ve & yatirimci motivasyonlarini ifade eden fonksiyonlar

olmak iizere

G170 AP

=86+ &, 512%&7 & =q(1 —

oldugu kabul edilmigtir.
Hisse senedi fiyatinin bagil degisim ise agsagidaki gibi ifade edilmistir:

%Z—IZ - g —1 (3.1)
Yukarida tanitilan tanim ve ifadeler ¢alismanin ilerleyen donemlerinde daha hassas
sonuclar elde edebilmek icin genisletilmistir. Yatirimcilarin olasi degisimlere hemen
tepki vermedikleri goz Oniine alinarak yatirimci motivasyon ve stratejisini temsil

eden ¢; fonksiyonlarina zaman terimi eklenmis ve su sekilde genisletilmigtir:

t

fl(t):qwlfeCl(tT)%dzs—)dT?
0) = mex [ e =), (3.2)

(3.2) kullanilarak

§(t) = & (1) + &(1)

t t

1 dP P,(r)—-P
:Q161/6_01(t—7)P(_T) dE_T)dT-f-qwz/e_C?(t—T) —(Tf)’a(T) (T)dP(T)

— 50 —00

tamimlanmigtir. & (t) ve &(t) fonksiyonlarimin zamana bagh tiirevleri alnarak agagi-

daki diferensiyel denklemler elde edilmigtir:

L, (%‘% - a) (3.3)



Hisse senedindeki varligin toplam mal varligina oraninin zamana baglh degisimi ise,
yatirimcinin hisse senedi almasina, elindeki hisse senedini satmasina ve hisse fiyatin-
daki degisiklige baghdir. Yani

dB

- = k(1 — B) + (k — 1) B + (hisse senedinin fiyatindaki degisiklik)

seklindedir. Boylece asagidaki diferensiyel denklem elde edilmigtir:

dB 1dP

—r =k =B)+ (k= 1)B+B1-B)5—. (3:5)

Yapilan caligmalarda (3.1), (3.3), (3.4) ve (3.5) denklemleriyle agagidaki lineer ol-

mayan diferensiyel denklem sistemi olusturulmustur.

n dP D _ dB

Py ar ~ s Var

B - B)+ (- 1B+ B0 - B

dt Pdt
& (@d_P ¢ >

d '\ Pda °!

d (1) —

Caginalp ve Merdan’in daha sonra yapmig oldugu ¢alismada (Caginalp ve Merdan
2007) sistem bir kapali finansal piyasa olarak, igeriden digariya ve disaridan igeriye
herhangi bir para veya hisse senedi akigi olmadan iki grup yatirimer tarafindan tek
bir hisse senedinin almip satildigi sekilde kurulmugtur. M;(t) ve Msy(t) swrasiyla
birinci ve ikinci grubun sahip oldugu nakit miktarmi, Ny (t) ve No(t) sirasiyla birinci
ve ikinci grubun sahip oldugu hisse senedi sayisini gostersin. Piyasadaki toplam
nakit miktar

My (t) + My(t) = Mo (3.7)

ve toplam hisse senedi sayisi
Ni(t) + Nao(t) = No (3.8)

ile ifade edilmektedir. Burada M, ve Ny pozitif sabitlerdir. Bu sistemin olustu-
rulmas1 da Caginalp ve Balenovi¢’in ¢aligmalarina da dayanmaktadir (Caginalp ve

Balenovich 1990, Caginalp ve Balenovich 1994). P(t¢) hisse senedinin ¢ anindaki
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fiyatini gostermek {iizere fiyattaki bagil degisimin asir1 talep fonksiyonu ile veya agiri

talebin artan bir fonksiyonu ile orantili oldugu kabul edilirse

TdP D 1dP (D)
S

=——1lveyatT—=—=f

Pdt S P dt (3.9)

elde edilir, burada D talep, S arz fonksiyonudur, f ise her ¢t > 0 i¢in f(¢) > 0,
f(1) =0ve f'(t) > 0 ozelliklerini saglayan artan bir fonksiyondur. Sartlar1 saglayan

bir fonksiyon olarak f(¢) = Int alinabilir. Talep ve arz fonksiyonlar ise
D = ki My + ky Mo (3.10)

S=(1—k)NiP+(1—ky)NoP (3.11)

seklinde tamimhidir. Burada, k;, ¢ = 1,2, ¢.grup icin bir birim nakdin bir birim hisse
senedine doniigme olasihigidir ve gecis oran fonksiyonlari olarak da adlandirilirlar.

(3.7), (3.8), (3.10) ve (3.11) esitlikleri (3.9) da goz oniine alindiginda

ld_P . k1M1+k2(M0—M1)
Pdt (1 —=Fk)NiP+(1—Eky(Nyg— N,)P)

~1 (3.12)

elde edilir. Sisteme eklenen veya cikarilan hisse senedi olmadiginda, hisse senedi

sayis1 sadece alim-satima baghdir. Bu durumda

N.
Pddtz = k;M; — (1 — k;)N; P (3.13)
dM;

sistemi elde edilir. (3.7) ve (3.8) den

d d
dt( 1+ M) =0, dt( 1+ No) =0

dir. O halde (3.13) veya (3.14) ¢ = 1,2 i¢in acilip taraf tarafa toplanirsa

k1 My + ko My
P = 3.15
(1 —k1)Ny + (1 — ko) Ny (3.15)

bulunur. Diger taraftan sisteme nakit ya da hisse senedi akigi olmadigini kabul

ettigimizden (3.13) ve (3.14) den

dM; dN;
(2 — P 2
dt dt
18
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dir. k; gecis fonksiyonlari, yatirimcilarin egilimini ifade eden 5;1) ve éél) fonksiyon-
lar1 ile tanimlanir. (7). yatirimer grubun hisse senedinin fiyatinin yoniine ve gergek

degerine gore karari etkileyen motivasyon fonksiyonlar: sirasiyla

d (i) ' (4) AP ,
U0 {QL_ e

dt Y'Y P oat

&’ _ o [ PO =PO)
& o)

dir. k; : (—o00,00) — (—1, 1) fonksiyonlar
1 i e

seklinde almabilir. Yatirimer motivasyonlar: (3.17) igerisine dahil edilebilir ve

seklinde bir yatirimci duyarlilik fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Yatirimer du-
yarlilik fonksiyonunun bu yapisi lineer bir yapidan ziyade lineer olmayan bir yapiya
da sahip olabilir.

Calismanin devaminda bu kapali denklem sistemi iceriden digsariya para ve hisse
senedi alan ve digaridan iceriye para ve hisse senedi ¢ikaracak sekilde genisletilmistir.
Olusan yeni sistemdeki zamana bagh olarak degisen nakit miktar: ile hisse senedi

sayis1 agagida ifade edilmistir:
Mo(t) = M + M{&(t) + M (t) (3.18)

No(t) = NP + N&(t) + N5&(¢) (3.19)

Burada M"* ve N ile gosterilen sistemde baglangicta sistem icerisinde bulunan
nakit ve hisse senedi miktaridir. M(t) ve Nf%(t) ile ifade edilmek istenen ise sis-
temdeki iki grup yatirimcinin varliklarina eklenen veya artik sahip olmadig1 nakit ve

hisse senedi miktaridir. Ek nakit miktarinin fonksiyonu agagidaki gibi ifade edilebilir:

ok 0, t <ty,
ME(t) = (3.20)
MEE(t), t > .
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Buna gore (3.6) ve (3.7) ile ifade edilen nakit ve hisse senedi miktarindaki degisikligi

gosteren denklemler agagidaki gibi revize edilmigtir:

dN; ANk
P— =kM,— (1 —Fk)N,P+ P— 21
o ( JNiP+ P— (3.21)
dM, d Mk
P dtl =—kM;+(1—k;)N;P+ P dtZ (3.22)

Caginalp ve Merdan caligmalarinda korunumlu olmayan bu sistem i¢in bazi niimerik
calismalar yapmiglardir. Bu ¢aligmalar: gercek piyasa olaylariyla karsilagtirmiglardir.
2004 yilinda CEE (Central Europe and Russia) adli piyasada meydana gelen hisse
senetlerinin boliinmesi adi verilen bir olay:1 incelemislerdir. Hisse senedi boliinmesi
olarak ifade edilen bu olayda, elinde bir A girketinin hissesini bulunduran yatirim-
ciya ya elindeki hisse senedi miktaria gore belirli oranda hisse senedi verilir ya da
o yatirnmciya daha ucuz fiyattan hisse senedi satilir. Klasik ekonomide bu durum
sonucunda hisse senedi fiyatlarinin degismeyecegi konusunda yaygin bir goriig vardir.
Ancak bu goriis uygulamada gecgerli degildir. Caginalp ve Merdan makalelerinde
olusturduklar: sistem ile bu yaygin goriisiin gecerli olmadigini ortaya koymuslardir.
Bu ornekte, ilgili sirket 2004 yili ocak ayinda sozii gegen piyasaya % oraninda daha
fazla hisse senedi siirecegini duyurmustur ve subat ayinda da bu hisse senetlerini
piyasaya siirmiigtiir. Klasik ekonomiye gore hisse senedi fiyatinin degismemesi gerek-
mektedir. Ancak durum boyle olmamistir. Hatta hisse senedi eklenmesi duyurusu
bile fiyatlar1 belli bir oranda diistirmiigtiir. Bunun nedenini Caginalp ve Merdan
soyle aciklamigtir. Calismalarinda iki farkli goriigse sahip olan yatirimei gruplarin-
dan elinde fazla miktarda hisse senedi bulunan grup fiyatlarin degismeyecegini umut
etmiglerdir ve onlarin zihnindeki hisse senedi degerini diisiirmemislerdir. Ellerinde
fazla miktarda para olan grup ise piyasaya daha fazla hisse senedi eklenmesiyle
hisse senedi sayisinda bir artig olacagini diisiindiikleri ve likidite degeri diigecegin-
den dolay1 hisse senedinin gercek degerini daha diigiik belirlemislerdir. Gergekten
de bir piyasada arz fazla iken talep az ise satilan malin veya hizmetin fiyat1 diiser.

Nitekim 2004 yilindaki olay da bu sekilde gerceklesmigtir.
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Sekil 3.1 2004 CEE deger kaybi - zaman grafigi

Sekil 3.1 de 47. giinde piyasaya hisse senedi siiriilecegi duyurusu yapilmis ve fiyatlar
diismeye baglamigtir. 74. giinde ise duyuruda sozii gegen hisse senetleri piyasaya
siiriilmiis ve ardindan biiyiik bir diisiis yagsanmigtir. Sekil 3.2 de Caginalp ve Mer-
dan’in calismalarinda niimerik simiilasyonla elde edilen grafik yer almaktadir. Bu
simiilasyonla olugturulan sistemin tutarliigi gézlemlenmistir. Bu makalenin sonu-
cunda farkli motivasyonlara sahip yatirimci gruplarini ele alarak olugturulan sistemin

tutarhihigr gozlemlenmisgtir.
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4. KESIiRLi BASAMAKTAN FINANSAL MODELLER

4.1 Literatiir Taramasi

Kesirli basamaktan tiirevleri iceren finansal modeller tam say1 basamaktan tiirevleri
igerenlere nazaran bir hayli azdir. Bu konuda yapilan ¢aligmalar (Chen 2008, Wang
vd. 2011, Prathumwan vd. 2017) da yer almaktadir. Chen 2008 yilinda yaptig

calismada temeli tam say1 basamaktan

r=z+(y—a
Yy =1—by—2?

2= —x—cz

sistemine dayanan kesirli basamaktan

D'z(t) =z4 (y —a)x
D?y(t) =1 — by — a? (4.1)

Di#z(t) = —x —cz

modelini incelemigtir (Chen 2008). Burada ii¢ durum degigkeni z, y, z sirasiyla faiz
oranini, yatirim talebini ve fiyat endeksini temsil eder. a, b, ¢ negatif olmayan sabitler
olup, a tasarruf miktaridir (bazen bir kontrol parametresi olarak kabul edilebilir), b
kisi bagina maliyettir, c ise ticari piyasalarin talep esnekligidir. Bu calismada sabitler
a=3,b=0.1vec=1ve baglangi¢ kogullar1 (¢, yo, 20) = (2, 3, 2) olarak alinmugtur.
Diethelm (Diethelm vd. 2002) de ifade edilen niimerik metot uygulanarak a;, as
ve ag basamaklarinin farkli degerleri i¢in niimerik simiilasyonlar yapilmigtir. Elde
edilen sonuglar basamaklarin 3'ten kiigiik oldugu durumlarda sistemin kaotik bir
yapiya sahip oldugunu gostermektedir.

Wang ve caligma arkadaglari ise (4.1) sisteminin bir genellegtirilmesi olan gecikmeli

Dx(t)=z+4+ (y(t—7) —a)x
Di*y(t) =1—by —2*(t —7)
Di#z(t) = —x(t — 1) — ¢z

modelini incelemiglerdir (Wang vd. 2011). Burada 7 > 0 sistemin gecikme terimini

ifade eder. Farkli a degerleri ve sabit 7 gecikme terimi i¢in yapilan niimerik simiilas-
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yonlara ek olarak farkli 7 degerleri icin de inceleme yapilmis ve zaman gecikmesinin
finansal sistem i¢in hassas bir faktor oldugu gosterilmistir.

Prathumwan ve ¢alisma arkadaglarinin yaptigi bu galismada (Prathumwan vd. 2017)
temeli Caginalp ve arkadaglarinin caligmalarina dayali olan varlik akigi diferensiyel
denklem modeli incelenmigtir (Caginalp ve Ermentrout 1990, Caginalp ve Ermen-
trout 1991, Caginalp ve Balenovich 1994, Caginalp ve Balenovich 1999). Caginalp ve
Balenovich’in 1999 yilinda ¢nerdikleri model y; () hisse senedinin ¢ anindaki fiyati,
y2(t) hisse senedine ¢ aninda yatirilan toplam varhigin orani, y3(¢) ¢ aninda yatirimel
tercihinin egilim tabanh bileseni ve y,(t) t aninda yatirime tercihinin deger tabanh

bilegeni olmak iizere:

W pFE)

% = E(t)(1 — y2(t)) — (1 = K(t)y2(t) (1 — y2(t))F(§)

% _ al(aQF(g) — ys() (4.2)
s _ (a P‘L_—y‘l(t))

dt 4 P,

seklindedir, burada P hisse senedinin fiyatini, P, hisse senedi i¢in yatirimci tarafin-
dan belirlenen degerini (gergek deger) gostermek iizere talep ve arz fonksiyonlar
sirastyla D = k(t)(1 — ya(t)), S = (1 — k(t))y(t) almabilir. k(t) gegis fonksiyonu
ys(t) ve ya(t) ye bagl olup k(t) = 0.5+ 0.5 tanh(ys(¢) +ya(t)) olarak tanmimlanmigtir.
F(t) artan siirekli bir fonksiyon olup F(1) = 0 dw. F,, a1, as as ve a4 pozitif
sabitlerdir.

Prathuwan ve arkadaglarimin (Prathuwan vd. 2017) D¢, 0 < a < 1 basamaktan

Caputo tiirevini gostermek iizere (4.2) sisteminin bir genellegtirmesi olan

Diyr = () F (G, yi(t), y2(1), ys(1), yalt)))
Diys = K(t,y1(t), y2(t), ys(t), ya(t)) — y2(t)
+y2(t) (1 — y2(8)) F(G(t, y1(t), y2(1), y3(t), ya(t)))
Diys = biF(G(t, y1(t), y2(1), y3(t), ya(t))) — bays(t) (4.3)
Di'ys = bz — bayr(t) — bsya(?)

sistemini y;(0) = y;0,7 = 1,2, 3, 4 baglangi¢ kosulu ile birlikte ele almiglardir. Calig-
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mada ele alinan modelin ¢oziimlerinin varlik tekligi arastirilmis daha sonra da sis-
temin kararlilik analizi icin ilk olarak denge noktalar: bulunmustur. Bulunan denge
noktalar1 etrafinda niimerik hesaplamalar yapilmistir. Ortaya ¢ikan sonuclar tam

say1 basamaktan model ile kiyaslanmigtir.
4.2 Varhk Akis1 Diferensiyel Denklem Sistemi Modeli

Tez calismasida temeli Caginalp ve Merdan’in (Caginalp ve Merdan 2007) galis-

malarina dayanan kesirli basamaktan

( CD%y(t) = 21 () F(G(t, 21(t), 22(1), ..., 29(1)))
CD%y(t) = — Ky (t, 21(t), 22(2), ..., 29 (1) )22 (t) + 21 () 23(1)
—Kl (t, Il(t), Ig(t), so00 I‘g(t))l’l(t)l‘g(t)
_ Ky (t, z1(t), x2(t), ..., xo(t))z2(t) ()
1 (1) ’
+K1(t, $1<t), Ig(t), .., l‘g(t))l‘g(t)
CD%y(t) = —Ko(t, z1(t), m2(t), ..., 2o (t)) w4 (t) + 21 ()75()

CDa.CEg (t)

—Kg(t, $1(t>, i) (t), Foop 339(23))371(25)375(23) (44)
CD“,IB((‘,) r Kg(t, l’l(t), l’;(ltgt,), £L‘9(t))l’4(t) - x5(t)

+ Ko (t, x1(t), xo(t), ..., xo(t)) x5 (t)
CDxg(t) = asF(G(t, 21 (t), 22(t), ..., w9(t))) — ar1w6(t)

Q

S
Q

S

7(t) = Qg — (17331(t) — 0,2337(t)
) = asF(G(t, z1(t), x2(t), ..., x9(t))) — azxs(t)
)

CDOCZEQ t) = g — A10T1 (t) - G4I9<t>

modeli ele almacaktir. Burada “D®, 0 < o < 1 basamaktan Caputo kesirli tiirevidir.
z;(t), 1 =1,2,...,9, degiskenleri agagidaki sekilde tanimhdir.

) : Hisse senedinin ¢ anindaki fiyati,

) : Birinci grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar,

t) : Birinci grubun ¢ aninda sahip oldugu hisse senedi sayisi,

) : Tkinci grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar,

) : Ikinci grubun ¢ aninda sahip oldugu hisse senedi sayist,

xg(t) : Hisse senedi fiyatinin yoniine gore birinci gruptaki yatirimer kararini etkileyen
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x7(t) : Hisse senedi fiyatinin gergek degerine gore birinci gruptaki yatirimer kararin
etkileyen bilegen,

xg(t) : Hisse senedi fiyatinin yoniine gore ikinci gruptaki yatirimer kararin etkileyen
bilegen,

xo(t) : Hisse senedi fiyatinin gergek degerine gore ikinci gruptaki yatirimer kararin
etkileyen bilesen.

a;, v =1, 2,...,9, pozitif sabitler olup, F, G, K; ve K, fonksiyonlarinin asagidaki
hipotezleri sagladigi kabul edilmektedir.

(C1) F:(0,00) — R, artan ve siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olup

F(1) =0 ve her p, g € (0, o0) igin
|F(p) — F(q)| < Lalp — q| (4.5)

olacak sekilde porzitif bir L; sabiti mevcuttur.

(C2) G : (0, 0) x X — [0, co) siireklidir ve her ¢ > 0 igin

9
|G(t,£l’)1, L2 ey :BQ) - G(ta Y1, Y2, 799)| < L2 Z |xl - yl|> (46)
=1
Supt€(0,00)|G(t7070a0707070a07070)| < L3 (47)

olacak sekilde Ly ve L3 pozitif sabitleri mevcuttur.

(C3) K : (0, 00) x X? — (=1, 1) siirekli diferensiyellenebilirdir ve her ¢ > 0 igin

9

|Ki(t, 21, @2, ..., B9) — K1 (L, Y1, Y2, -, Yo) | < L4Z |z — yil, (4.8)
=1

SUPse(0,00)| K1(2,0,0,0,0,0,0,0,0,0)| < Ls (4.9)

olacak sekilde L4, Ls pozitif sabitleri mevcuttur.

(C4) Ky : (0, 00) x X? — (=1, 1) siirekli diferensiyellenebilirdir ve her ¢ > 0 igin

9

| Ko (t, w1, T2, ..y 9) — Ka(t, Y1, Y2, -, y0)| < L Z |z — yil, (4.10)
=1

SUPse(0,00)| K2(2,0,0,0,0,0,0,0,0,0)| < Ly (4.11)

olacak gekilde Lg, L7 pozitif sabitleri mevcuttur. (4.4) sistemini z(0) = z baslangig

kogulu ile birlikte ele alahm. Burada « = (x1, x9, ..., x9) Ve g = (21,0, T2,0, ..., Tg0)
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dir. Ayrica x4(t) > n > 0 olacak bigimde pozitif bir n sabitinin mevcut oldugunu ka-
bul edelim. z1() hisse senedinin ¢ anindaki fiyatini gosterdiginden bu kabul genelligi

bozmaz.

Teorem 4.1 (4.4) sistemi [0, h] tizerinde bir tek siirekli ¢dziime sahip olacak gekilde

sonlu bir A sabiti mevcuttur.

Ispat M, M > 9maks{|z.o|, i =1, 2,...,9} + 1 olacak sekilde bir sabit olsun.

1 M
A= Q(ML1L2+M+1)+M(L4+L6)(2M+4+E+ﬁ)
M
+(L5 + L7)<F + M + 2) + LlLQ(CLE) + ag) + |F<L3)|

“+a1 + as +asg + ag + a7 + aqg

olmak tizere agagidaki esitsizligi saglayan bir h pozitif sabiti secelim:

‘ F(Oé + 1) 1/« F(Qf 4 1) 1/«
h<mm{<9M(\F(L3)\+L1L2M)) ’(9M((M+1)(L4M+L5)+M)) ’
( T(o+1) ) ( [(a+1) )l/a
9M((L4M + Ls)(1+3) +1) OM (M + 1)(LeM + L7) + M) )~
(a+1) (o +1) e
L6M + L7 ( I(as(L1LeM + [F(Ls)]) + alM)) ’

(o
:

9(ag + M (a10 + a4))>1/a ’ <w>lm} : (4.12)

X = C[0,h] ve ||z;||x = sup |x;(t)| olmak iizere
te(0,h]

9
X? = {z = (v1,29,...,79) : 7, € X, i =1,2,...,9} uwzay1 ||z]lxo = > ||lzill %
i=1
normu ile bir Banach uzayidir.
U={zeX’: ||y < M}

kiimesini goz 6niine alahm. U C X* kiimesi kapali, stnirhi ve konvekstir.

Tx = (Tyx, Tox, ..., Tox) olmak tizere T : U — X operatoriinii tanimlayalim, burada
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T,:U— X, i1 =1,2,...,9, agsagidaki sekilde tanimhdir:

t

1 a—1
T = a0+ mo/(t —5)* w1 (s)F(G(s,x1(8), x2(8), ..., x9(s)) ) ds,

+K1(s,21(8), 22(5), ..., x9(s))z3(8)] ds,

t

L a-lr_ s, x1(8), xa(s To(s))xa(s
T4$:l‘4,o+m/(t_5) [ KQ(a 1( )7 2( )a--'v 9( )) 4()

0

+ z1(s)xs5(s) — Ka(s, x1(s), x2(5), ..., xo(s))x1(8)25(8)]ds,

t

1 /(t B S)a—l[K2<3>371(5)> x9(8), ..y To(S))xa(s)

Tsv = o509 + = 1(5)
1

[(a)/

+Ks(s,21(8), x2(5), ..., xo(s))x5(5)] ds,

— x5(s)

1 -
Tox = x60 + mo/(t — 5)% " asF(G(s,x1(8), 23(8), ..., ©9($5))) — arxg(s)] ds,

t

1 a-1 — arxr1(s) — asxr(s)|ds
T7:L‘=l’77o+m/(t—3) [CLG 71() 27( )]d7

0

1 -
Tgx = x50 + mo/(t —5)%7 " [agF(G(s, x1(8), 23(8), ..., w9($5))) — asxs(s)] ds,

1 -
Tox = w9 + mo/(t —8)*7" [ag — a10x1(s) — aswo(s)] ds.
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Ik adimda T : U — U oldugunu gosterecegiz. Her z € U icin T} in tanimindan

Tia(t)] < foral + g5 [ ¢ =97 fon(s)
X|F(G(s,x1(8), z2(s), ..., z9(s))) — F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0))

+F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0))|ds (4.13)
dir. F" artan oldugundan (4.7) hipotezinden
|F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0))] < |F(Ls)| (4.14)
dir. (4.5), (4.6) ve U kiimesinin tanimi goz dniine alindiginda
|F(G(S7 .731(5), .%'2(5), e 1’9(5))) o F(G(S, 07 07 ool O))‘ < LllG(57 .T1<S), IQ(S)J ) ‘739(5))
—G(s,0,0,...,0)]
9
< LiLy Yy |ai(s)]
i=1
< LiLoM (4.15)

elde edilir. (4.14) ve (4.15) esitsizlikleri (4.13) de goz niine alinirsa

t

Ty (b)) < Jovol + ﬁ / (t — ) |or () [|F(La)| + Ly Lo M]ds

M t
< |z1,0] + ) (|F'(Ls)| + L1 Lo M) it [0, h]

bulunur. O halde her ¢ € [0, k] i¢in

M h®
[Tz x < |10l + (o) (1F(La)l + La L2 M) —
olup h 1 (4.12) tamimindan
1
1Tl < lrrol + 5 (4.16)

dir.
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T5’nin tanimindan her x € U i¢in

t

[Toa(t)] < [z20] + ﬁ/(t —5)" | = Ki(s, 21(s), 22(5), ..., 29(s)) w2 (s)

0

+ z1(s)z3(s) — x1(s)x3(s) K1(s, z1(s), x2(8), ..., x9(s)|]ds

t

< |ws0] + ﬁ / (t — 52|~ Ka(s, 21(3), 22(5), . 20(5))] |22(5)]

()] s ()] + [z (s)| [z3(s)] [ Ka(s, 21(5), 22(8), s wo(s) |ds

< |wgp| + ﬁ/(t — 8)* M| K (s, 21(5), 22(5), ..., m9(5)) (1 4+ M) 4+ M|ds

0
t

< |wap| + %/(t — 8)* MM + (14 M)|[| K1 (s, 21(8), 29(5), ..., To(5))

— K1(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0) + K1(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0)||ds

dir. (4.8), (4.9) hipotezleri ve U kiimesinin tanimi goz oniine alindiginda

hOé

M
T2z x < w20 + 7= [(LaM + Ls)(M + 1) + M]E'

()

h 1 (4.12) tamimi goz oniine alimdiginda

1
1Tzl < |220l + 3 (4.17)

elde edilir. Benzer olarak 73’1 ele alirsak her x € U igin

|T52(t)] < |zs0| + ﬁ/(t — s)o‘_1|ij—8l{1(s,x1(s),x2(s), ey o (8)) — x3(s)

+ x3(5) K1 (s, x1(8), x2(5), ..., o (5))|ds

+ |z3(8) K1(s, x1(8), x2(8), ..., o (8))|] ds

Ki(s,21(s), %a(5), - 29 (5)) ] + |23(s)]
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Ts2(t)| < |wso| + ﬁ (t— s)o‘_l[%lKl(s,xl(s),3:2(3), e Xo(8))| + M
+ M|Ky(s,z1(s), z2($), ..., x9(5))|]ds
< |wgp| + %/(t — S)al[%‘K1(8,$1(8>,$2(5), o To(s))| +1

+| K1 (s, 21(5), 22(5), ..., xo(5))|] ds

dir. (4.8), (4.9) kosullar1 ve U kiimesinin tanmimi goz 6niine alindiginda

M 1 h®
ITaclls < ool + s | (LD + L+ ) 41| 2
bulunur. A m (4.12) tanimindan
1
T3zl y < |2sol + 9 (4.18)

elde edilir. T operatorii ele alimip (4.10), (4.11) esitsizlikleri ve U kiimesinin tanimi

kullanilirsa

t

Tyx(t)] < |zao| + ﬁ/(t — 8)* | — 24(s) Ko (s, 1(8), 22(5), ..., 79(5))

+ z1(8)xs5(s) — x1(8)w5(8) Ka(s, 21(8), £2($), ..., To(8))|ds

t

< a0l + ﬁ/(t SO (Ko (s, 21 (5), 5a(5), oy ()] + M

+M|Ks(s, x1(5), x2(5), ..., xo(5))|] ds

t

< |wgp| + %/(t —8)* M + (14 M)|Ky(s, 71(8), 2(8), ..., 29(5))|]ds

(4.10), (4.11) hipotezleri ve U kiimesinin tanimi goz 6niine alindiginda

M he
[Tyl x < |wa0]+ m[(LGM + L) (M +1) + M]E
bulunur. A m (4.12) tanimindan
1
|Tux|ly <240l + 9 (4.19)
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bulunur. 7y operatérii i¢in benzer iglemler yapihp (4.10), (4.11) esitsizlikleri, U

kiimesinin tanimi ve x1(t) > n > 0 ozelligi goz 6niine alindiginda her = € U igin

t

Tsa(t)] < |ws.o] + ﬁ/(t _ 3)0‘1”2?23[{2(3,:1:1(3), 22(5), - 70(5)) — 25(5)

+u5(8)Ka(s, x1(8), x2(8), ..., To(8))|] ds

< foaal + / =9 |

Za(s)

xl(s)K2(S’ x1(8), x2(8), ..., o (8))| + |25(8)|

< |zs0| + (o) /t—s |:’—K2<8 x1(8), 22(8), ..., To(8)) + M|

+ M| Ky(s, v1(8), 22(5), .., o(5))|]ds

M 1 t
< [ —3 —
< +|zs0| + T(a) {(L6M+L7)(1 - n) + 1} ~ t € [0, h]

bulunur. A m (4.12) tanimindan

1
| T52|| x < |50l + 9 (4.20)

elde edilir. Benzer olarak Ty operatorii igin (4.5) - (4.7) esitsizlikleri ve U kiimesinin

tamm kullanilirsa

t

|Tsx(t)| < |z6o| + ﬁ/(t — 8)* a5 F(G(s,21(5), 22(5), ..., 79(5)))

0

— F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0)) + F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0))

+ a1x6(s)]ds

t
S |£L'6,0| + [a5(L1L2M + |F(L3|)) + alM]E, t e [O, h]

1
()
ve h’nin (4.12) tanimindan

Tozllx < lwsol + 5 (4.21)

bulunur.
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T7 operatorii i¢in U kiimesinin tanimi goz oniine alindiginda

t

|T7(t)] < |z70| + ﬁ/(zﬁ — 8)* Yag — arz1(s) — agwr(s)|ds

0
t

1
< forol + g7 [ (4= )" el + lar[M + ol M
0

1 t
F(a) [CL(; + M(a7 + CLQ)]E, t e [0, h]

< |zrp| +

ve h 1n (4.12) tamimindan

1
|T7z|| x < |w70] + 9

(4.22)

bulunur. T3 operatorii ele almip (4.5) - (4.7) esitsizlikleri ve U kiimesinin tanimi

kullanilirsa

t

|Tsx(t)] < |zsol + L/(15 — 8)* HagF(G(s,21(5), 12(8), ..., 19(8))) — azzs(s)|ds

T(a)

< losol + g7 [ (0= 9" sl |F(G(s.21(8), 22(s). ora(5)

0

+|=F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0)) + F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0))|

+ las||zs(s)[]ds
1 t*
< |I8,0| + m[@g(LlLQM + ’F(Lg’)) + CL3M]E, t e {O, h]

ve h m (4.12) tanimindan

1
|Tsz|| x < |780] + 9

bulunur. 7Ty operatorii igin U kiimesinin tanimi goz oniine alindiginda

t

1
|Tox(t)| < |zgo| + m/(t — 3)“‘1|a9 — a1or1(8) — agxe(s)|ds
0

t

1
< feaal + g [ (6= 9" ol + lnolM + s M)
0

elde edilir.
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Buradan
o

t
Tox(t)] < [zgof + lag + M(aro + a2)]—, t € [0, 1]

1
(o)
ve h 1 (4.12) tanimindan

1
ITozllx < lzgol + 3 (4.24)

bulunur. Boylece (4.16) - (4.24) egitsizliklerinden

17| xo = Z I T3] x

< 9maks {|z;ol, i=1,2,..,9} +1

<M

elde edilir. O halde 7' : U — U tamiml bir déniigiimdiir.
Simdi 7”nin bir daralma doniigtimii oldugu gosterilecektir. Her x,y € U igin

t

1 -
m/ (t = )7 |aa(5)F(G (5, 21(5), 22(5), -, 20(5))

—y1(8)F(G(5,91(5), ya(5), -, ya(s))) | ds

Tha(t) — Tay(t)] <

‘ -

<

!

(&)O/(t— 8)* lza(s)[ [F(G(s, 21(s), w2(8), -, 29(5)))

— F(G(s,51(5), 42(5), -+ 4o (5)))]
+ [71(8) = ya ()| [F(G(s,p1(s), y2(s), -, yo(5))) [ ds

dir. (4.5) - (4.7) hipotezleri goz 6niine alinirsa
¢
1
Tia(t) = Ti)] < gy [ (6= )" )
0

X L1|(G(s,x1(8), 22(8), ..., x9(5))) — G(3,y1($), y2(5), ..., Yo(s))]
+ |21(5) =y (S)[[F (G (5,91(5), y2(5), -, ya(8))) ] ds
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Tua(t) — Tuy(t)] < —— / (t — ) Yaa(3)) Lo

XKG(S’ $1(3)7 332(3)7 e x9(3))> - G(S> yl(s)’ 92(5)7 s y9(3))‘
Flz1(s) = p(s)|F(G (s, 41(5), y2(5), -, 9o (5)))

—F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0))]
+|F(G(s,0,0,0,0,0,0,0,0,0))|]ds
1 t
< g I =l (M LaLa+ [F(L)) [ (0= s
0
1 t*
< —(QMLlLQ + |F(L3)|) ||{E - y||X9 Ea le [O) h]

bulunur, buradan

2M L, L F(L
g 1L + | (3)|ha

I'a+1)
olmak tizere
[Thz(t) — Ty ()| x < Ls [lz =yl xo (4.25)
elde edilir. Her x,y € U igin
Tox(t) — Tay(t)| < %a)/(t —8)* T = Ki(s, 1(5), 22(5), -, To(5))a(5)
+ K1(s,y1(5), y2(8), -+, yo(5))y2(s) + z1(s)x3(s) — y1(s)ys(s)

— x1(8)x3(s)K1(s, 21(s), 22(8), ..., x9(s))

+y1(8)y3(s) K1(s,y1(8), ya(s), .-, yo(s))| ds

/ (t— )" V(1K (5, 91(5), 92(5), o p0(5)

<

+ | Ki(s, 21(8), 22(8), - 29(8))] [y2(8) — 22(s)]
+ [w3(s)(z1(s) — y1(s)) + ya(s)(za(s) — y3(s))]
+ |y1(8)ys(s)| K1 (5, 91(5), Y2(5), - yo(8)) — Ki(s, 71(8), 2(8), ..., T9(5))]

+ Ko (s, 21(5), 22(5), o 20 (5))| [Y1(s)ys(s) — w1 (s)2s(s)[lds
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dir. (4.8) ve (4.9) esitsizlikleri goz oniine alinip gerekli iglemler yapilirsa

1
Log=———(M(2L L 14+2L,M) + Ls) R®
9 F(a+1)( (2L4+ Ls + 1+ 2L4M) + Ls)
olmak iizere
[Tz (t) — Tay()]|x < Lollz — yllxo (4.26)

elde edilir. Her x,y € U igin

2a(s) 1o

() 1(8, 1(8), £2(8), ..., T9($))

|T3.T(t) — Tgy(t)| < ﬁo/(t _ S)a_l

— 3(8) + z3(8) K1(s, 21(8), 22($), ..., To($))
Ki(s,y1(8),y2(5), ..., Yo ($))

Kl(sv y1<8)7 yQ(S)’ -<2b yQ(S)) + y3(8) ds

dir. (4.8) - (4.11) egitsizlikleri goz 6niine alimp gerekli iglemler yapilirsa

t

M 2
e = yllxo /(t—s> P 2t + L)
0

[Ta(t) = Tan(0)] < g

41+ 2L4M + Lsds

elde edilir, buradan

| Ts(t) = Tsy()]|x < Luo [ =yl xo (4.27)

1 M M
Ly = )< L, + — (L4M+L5)+1+2L4M+L5)h

Fla+1

bulunur. Her z,y € U igin

| Tyx(t) — Tyy(t) L/ ) | =Ky (s, 21(8), 22(8), ..., 29(5))4(5)

+ Ko (s, y1(5), y2(8), -, Yo (8))ya(s) + z1(s)zs(s) — y1(s)ys(s)
— 21(8)as(8) Ka(s, 21(8), (), ..., 7(5))
+y1(8)ys(8) Ka(s, y1(s), y2(s), ..., ya(s))| ds
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1

Ty (t) — Tay(t)] < m/ (t = ) 1Ko (5, 51(5), ya(5), oo Y (5))

— Ko (s, 21(s), 22(s), ., wo(s))] [24(s)]

+ [Ka(s,51(5), y2(s), -, yo(5))] [ya(s) — za(s)]

+ lws(s)(@1(s) — y1(s)) + yu(s)(@s(s) — ys(s))]

+ [y1(s)ys ()] [ Ka(s, y1(5), y2(s), -, ya(s)) — Ka(s, 1(s), w2(5), ..., 29(s))|
+ [Ka(s, 1(s), 22(5), ..., w0 (s))| [y1(s)ys(s) — z1(s)ws(s)[]ds

dir. (4.10) ve (4.11) esitsizlikleri g6z oniine alinip gerekli iglemler yapilirsa

1
i1 =——(M(2L L 14+ 2LeM L-)h®
1 F(a+1)( (2L¢+ L7 + 1+ 2LeM) + L)
olmak {izere
[Ty (t) — Tuy(t)|lx < L[|z — yll xo (4.28)

elde edilir. Her z,y € U icin

[ Tsa(t) — Tyy(t)] < ﬁo/(t _ gy [2a(s)

— x5(8) + z5(8) Ka(s, 21(8), 22(8), ..., To($))
5)K2(S7 y1<3)’ yZ(S)a XX y9<3))
)

—95(
Ua3) g 51 (5),92(5)s o o)) + ()| dis

1/1(3)
bulunur. (4.8) - (4.11) esitsizlikleri g6z 6niine alinip gerekli iglemler yapilirsa

t

M 2
o=yl (¢ =9 5 Lo+ 5 (LaM + L)
0

[Ta(t) = Tow(8)] < s

1+ 2L6M + Lylds

elde edilir. Buradan

1 M M
Ly = )< Le + — (L6M+L7)+1+2L6M+L7)h

FMNa+1
olmak {izere

| T52(t) = Tsy (Bl x < Laz |7 = yllxo (4.29)
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bulunur. Her z,y € U igin

|Tex(t) — Tey(t) —/ (t — 5)* 1 asF(G(s,21(5), 22(5), ..., 19(5)))

—arws(s) — asF(G(s, 11 (5), ya(s), - 9o(5))) + aryis(s) | ds

‘ -

F(a O/t_sa [|lasL1G (s, 21(s), 22(5), ..., 9(s))

—G(5,91(5): 2(5), - yo(s)) + an |ys(s) — we(s)llds

dir. (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri goz oniine alinirsa

t

Tya(t) — Tey(t)] < ﬁ o =yl / (t = 5)° sy Lo + arlds

elde edilir. Buradan

1
L3 = m (asLyLy + ay) h®
olmak tizere
[Tz (t) — Toy()||x < Lz llz — yllxo (4.30)
bulunur. Her z,y € U igin
t
1
|Trx(t) — Try(t)| < F—/ (t—s)* ! lag — azx1(s) — agz7(s)
()
0

—ag + azy1(s) + azyq(s)| ds

1 «
< m (a7 + az) h* ||z — yl| xo
dir. O halde
Liyy=——— he
14 T(a+ 1) (a7 + az)
olmak iizere
[[T72(t) — Try(D)]|x < Luallz — yllxo (4.31)
elde edilir. Her z,y € U icin
. t
Ty (t) — Tey(t)| < m/(t— $)* ! asF (G (s, 1(s), 22(s), ..., 79(s)))

0

—agrs(s) — asF(G((s,51(5), y2(s), -, yo(5))) + asys(s)| ds
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1

|Tsx(t) — Tey(t)| < mg/(t —8)* H]agLiG (s, 71(s), 72(8), ..., T9(5))

—G(5,91(5): Ya(5), -+ Yo(5))] + as |ys(s) — ws(s)llds

dir. (4.5) ve (4.6) esitsizlikleri goz oniine alinirsa

t

Taa(t) = Tan(t) < s o = vl [ (6= )" fasLa o + aulds
0
elde edilir. O halde
L5 = ﬁ (agly Ly + a3) h®
olmak {izere
| Tsz(t) — Tsy (Bl x < Las |7 — yllxo (4.32)

bulunur. Benzer olarak her z,y € U icin

t

Tyz(t) — Toy(t)] < ﬁ / (t — 5)° |ag — arom1(s) — aamo(s)

0

—ag + a10y1(8) + asyo(s)| ds

1

< - he ||z —

S Tla+ 1) (a10 + as) B ||z — yll xo
dir. Buradan

Lig=——— h®

16 T(a+ 1) (@10 + a4)
olmak iizere
[[Tox(t) — Toy(t)||x < Lis |z — yllxo (4.33)

elde edilir. (4.25) - (4.33) esitsizlikleri taraf tarafa toplanirsa
[Tw = Tyllxo < (Ls + Lo + ... + Lig) |2 — yllxo

elde edilir. h n (4.12) tamumindan Lg + Lg + ... + L1g < 1 olup 7' bir daralma
doniigiimiidiir. O halde Banach sabit nokta teoreminden (4.4) sistemi [0, h| tizerinde

tanimh bir tek siirekli ¢oziime sahiptir.
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Agagidaki teoremde ¢oziimiin varlik araligi [0, co) araligina genisletilmektedir.

Teorem 4.2 (), x2(t), ..., x9(t) bilegenleri simirhysa (4.4) sisteminin [0, co) tize-

rinde tamimh bir x(t) ¢oziimii vardir.

Uyar1 4.1 z1, xo, x3, x4 Ve xy sirasiyla hisse senedinin ¢ anindaki fiyati, birinci
grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktari, birinci grupta ¢t aninda bulunan hisse
senedi sayisi, ikinci grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar1 ve ikinci grupta ¢
aninda bulunan hisse senedi sayisini ifade etmektedir ve bu ifadelerin finansal ola-
rak sinirli olduklarimin kabulii anlamhdir. zg, z7, s, x9 ise sirasiyla hisse senedi fi-
yatinin yoniine gore birinci gruptaki yatirime: kararini etkileyen bilesen, hisse senedi
fiyatinin gergek degerine gore birinci gruptaki yatirimci kararimi etkileyen bilegen,
hisse senedi fiyatinin yoniine gore ikinci gruptaki yatirime: kararini etkileyen bilesen
ve hisse senedi fiyatinin gercek degerine gore ikinci gruptaki yatirimer kararini etki-
leyen bilesendir. Finansal olarak trend ve degerleme bilegsenleri arz ve talep ile
dogrudan baglantili oldugundan sinirli olarak kabul edilebilir. Dolayisiyla (4.4) sis-

teminin x(t) ¢oziimii sinirlh kabul edilebilir.

Ispat (Teorem 4.2) Kabul edelim ki (4.4) sisteminin ¢oziimiiniin maksimal varlik
araligi [0, ), B < oo olsun. z(t) [0, 3) iizerinde sinirh ve siirekli oldugundan lirgl x(t)
t—pB—

sonludur.

lim z(t) = z(B), =(8) = (21(B8), x2(f),...,ze(5))

t—B-
olsun. Bu durumda z(t) € C°[0, ] dur.
Simdi t € [, —|—E] durumunu ele alalim. M > Imaks{z;(B), i =1,2,...,9} + 1
tanimlayalim. Teorem 4.1 in ispatina benzer olarak problemimiz [, 5+ %] iizerinde

bir ¢oziime sahip olacak sekilde M 'ya baglh pozitif bir I < 1 sabiti olusturacagiz.

X = C[B, B+ h] uzay lullg = sup |y(t)| normu ile bir Banach uzayidir.
N te(8,5+A] N _
X% ={y = (1,92, .-, y0) : ¥i € X, i = 1,2,...,9} olmak tizere U = {y € X° :

lyll g < ]/\Z}kiimesini gbz oniine alalim ve T:U— X°, T = (le, fzy, ...,fgy)

operatoriinii tanimlayalim.
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Her y € U icin i operatorleri agsagidaki sekilde tanimlidir:

Ty = z1(8) +

Ty = 23(6) + ﬁ/@ B S)afl[fﬁ(sa yi(s), yz;f();)---, Yo(s))ya(s) ys(5)
;
+K1(s,y1(5), y2(8), -, Yo (5))ys(s)]ds
)= 20 /B< 3 o) )
K (5, 91(5), 12(5), s 10 ) ()]s
Tia = 24(9) + s / (t = )" [~ Ka(s,31(5). 3o (5). s 3o (5) pal5)
:
1515 (5) = Ko, 11(5), 92(5), s () (5)ys (5)] s,
ri(B) = 20+ 7 i (8 = 5 = K5, 41(5), 92(5), s ()i ()
1 (5)s(5) = Ko, 11(5), 92(5), s () (5)ys (5)] s,
oy )+ i /t(t - ) D)



B
. 1 yo-1[ (5,91(5), 92(8)s - 9o (5))als)
$5(5) = T50 + F(a / y1(5) 3/5( )

0

(s, 51(5), y2(5), s Yo (5))ys (5)ds]

Toy = au(6) + T3 / (¢ = ) 105 F (G5, 11 (), 32(5), - 0(5)) — ()] d,
IBB
1 -1
(3) = a0+ ey [ (8= 9" 5P (G0 (5).12(5). o 90(5)) = arpal5)] s
Toy = a2(0) + oy [ (0= 9" [a0 = arn(5) = aapr()] s,
B
1 8
2(8) = a0+ oy [ (3= 9" fao = ama(s) = aapr(9)] s

fsy = x3(8) + —/(t - 5)a_1 [as F(G(s,y1(5), y2(5), -, yo(s)) — azys(s)] ds,

5
zs(B) = g0 + L/ — 5)* 1 agF(G(5,y1(5), y2(8), ..., Yo(8)) — asys(s)] ds,

0

fgy = x9(B) + ﬁ/(t —5)* ag — aoyi(s) — asye(s)] ds,
B
B

1 a—1
ro(3) = o+ s [ (3= 9" foa = o () = aa(s)} .

0

Teorem 4.1’in ispatindaki benzer iglemler tekrar edilerek T’nin bir daralma doniigtimii

oldugu gosterilir. O halde t € [3, 8 + h] icin Z(t) = TZ(t) dir.

=] z(t), t € [0, B]N
(t), te[B, B+ A

olarak tammlayahm. Bu durumda 7, (4.4) sisteminin [0, 8 + h] iizerinde tanimh
siirekli bir ¢oziimiidiir. Bu ise ispata baglarken ¢oziimiin maksimal varlik araliginin
[0, 8) oldugu kabulii ile geligir. O halde, (4.4) sisteminin [0, 0o) iizerinde tanimli bir

¢OzUmi mevcuttur.
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4.3 Niimerik Simiilasyonlar

Bu tez ¢aligmasinda olugturulan model Caginalp ve Merdan (2007) modeli ile kargilag-
tirilmigtir. Bunun igin tek bir gegit hisse senedi bulunan iki grup i¢in farkli senar-
yolar olusturulmustur. Her bir 6rnekte dokuz bilinmeyenli dokuz kesirli basamaktan
diferensiyel denklemden olugan sistem Adam-Bashforth Moulton Predictor Correc-
tor metodu (Garrappa 2018) kullanilarak ¢oziilmiigtiir. (4.4) sisteminin niimerik
sonuglart F(t) = plogt, Ki(s,x1(s), x2(s), ..., xe(s)) = 0.5 + 0.5 tanh(xg(t) + xs(t))
ve Ks(s,x1(s), 22(8), ..., xg(s)) = 0.5+0.5 tanh(x(t)+x9(t)) alnarak hesaplanmigtir.
Model parametreleri ise ¢}, ¢b, ¢, ¢b igin farkh degerler almaktadir. Fiyat ve hisse
senedinin degisimini ele alan ii¢ farkl senaryo itizerinde durulmusgtur. (4.4) siste-
minde kullamilan a;, as, ..., ag sabitleri ile ¢}, ¢}, ¢, ¢4 degiskenleri arasinda kurulan

iligki agagida verilmigtir:

1.1
| L 1 Y o _ 2 S S | _ a1 _ 8% _ 2.2
a;p = €1, Q2 = C3, 3 = €7, Qg = C3, A5 = C1q1, Gg = Cqy, cw-F, ag = 14y,
a
2.2
ag = C3q3, 19 = F2'2
242y i 9
Pa

Senaryo 1. Ayni miktarda nakit ve hisse senedine sahip iki grubun hisse senedinin
degerlenmesine bagli izledigi bir yatirim stratejisi varsayilmigtir. Bu durum icin hisse
senedinin degerlenmesine bagh zaman parametreleri ¢; = ¢, = 1 olarak almmugtir.
Hisse senedinin degerlenmesine bagh parametreler ise ¢i = 0.5, ¢5 = 0.5 olarak
secilmistir ve baglangic degerleri agsagida verilmigtir:

Pl = P%2 = 2,(0), z:(0) = 20, 22(0) = 5000, z3(0) = 250, 24(0) = 5000, z5(0) = 250,
z6(0) = 0, x7(0) = 0, 2g(0) = 0, 29(0) = 0. Alinan baglangic degerleri ve para-
metreleri kullanarak elde edilen niimerik simiilasyonlar agagidaki gibidir. Sekil 4.1 de
a = 1 olarak secildiginde fiyatin salinim ile denge fiyatina ulastig1 goriilmektedir. Bu
Cagmalp ve Merdan’in 2007’de yapmis oldugu simiilasyon ile uyumludur. o = 0.9
ve a = (0.8 olarak secildiginde ise fiyat hareketinin daha az bir salinim ile hareket
ettigi goriilmektedir. Ayrica « degeri azaldikca fiyatin denge noktasina yaklagma

stiresi de azalmaktadir.
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=1

a=10.9
=08
KF
6 i i i | i i
0 2 4 B 8 10 12

Zaman

Sekil 4.1 v = 1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x(¢) bilegenidir.

Sekil 4.2 de birinci gruptaki nakit miktar1 azaldiginda hisse senedi sayisi artmak-
tadir. @ = 1 icin salinimlar goriiliirken o = 0.9 ve o = 0.8 icin daha erken siirede
denge noktasima ulagilmaktadir. Sekil 4.3 de ikinci grubun sahip oldugu nakit mik-
tar1 artarken hisse senedi miktar: ise azalmaktadir. Sekil 4.5 te @ = 1 i¢in salinimlar
mevcut iken @ = 0.9 ve a = 0.8 i¢in bu hareketinin gorece siirh oldugu goriilmek-
tedir. Ilk durum icin aym cgi), cg), qgi), qéi) secildiginden Sekil 4.4 teki gibi benzer
hareketler elde edilmistir. Tiim yatirimcilarin egit olarak sahip oldugu nakit miktar:
ve hisse senedinin grup dinamiklerine olan etkisi, yatirimci motivasyonuna etki eden
bilesenlerin cgi) = cg) =1, qY) = 0.5, qéi) = 0.5 secilerek elde edilen grafikler ile gos-

terilmistir. « nin segilen ii¢ degeri i¢in bir denge noktasina yaklastigir grafiklerden

gozlemlenmektedir.
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Sekil 4.2 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin xo(t) ve z3(t) bilegenleridir.

Senaryo 2. i. Ilk durum icin iki gruptaki yatirimecilarin sadece hisse senedinin
degerlenmesine bagh olarak bir yatirim stratejisi izledigi varsayillmigtir. Sekil 4.6
da hisse senedi fiyatinin cgi) = cgi) = 1, qy) = 0.1, qéi) = 0.5 parametreleri ile
Pl =P? = 2,(0), z1(0) = 20, 22(0) = 5000, z3(0) = 250, 24(0) = 5000, z5(0) = 250,
x6(0) = 0, 27(0) = 0, x5(0) = 0, 29(0) = 0 baslangi¢ degerleri alinarak elde edilen
grafik gosterilmektedir. a = 0.9 ve a = 0.8 secildiginde fiyatin daha kisa siirede
dengeye ulastig1 goriilmektedir. Sekil 4.7 a, b sirasiyla birinci grubun ¢ aninda sahip

oldugu nakit miktar: ve hisse senedi sayisini ifade etmektedir. Birinci gruptaki nakit

miktar1 azaldiginda hisse senedi sayis1 artmaktadir.
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Sekil 4.3 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x4(t) ve z5(t) bilegenleridir.

Sekil 4.8 a, b sirasiyla ikinci grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar: ve hisse
senedi sayisim gostermektedir. Ikinci grubun sahip oldugu nakit miktar1 artarken
hisse senedi miktar: ise azalmaktadir. Sekil 4.9 a, b sirasiyla hisse senedi fiyatinin
yoniine gore birinci gruptaki yatirimci kararini etkileyen bilegen ile hisse senedi
fiyatinin gercek degerine gore birinci gruptaki yatirimer kararim etkileyen bilegen-
lerdir. Sekil 4.10 a, b hisse senedi fiyatinin yoniine gore ikinci gruptaki yatirimci
kararini etkileyen bilesen ile hisse senedi fiyatinin gercek degerine gore ikinci grup-
taki yatirimer kararim etkileyen bilesenlerdir. Ik durum icin aymni cgi), cgi), qgi), qéi)

secildiginden Sekil 4.9 ile benzer hareketler elde edilmistir. « nin segilen ii¢ degeri

icin bir denge noktasina yaklagtig1 grafiklerden gozlemlenmektedir.
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Sekil 4.4 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z4(t) ve z7(t) bilesenleridir.

ii. Ikinci durum icin, hisse senedinin degerlenmesine baglhh zaman parametreleri

cgi) = cg) = 1 hisse senedinin degerlenmesine bagli parametreler ise qgi) = 0.3,

qg) = 0.5 olarak secilmigtir ve baglangi¢ degerleri asagida verilmistir:

P! = P% = 2,(0), 1(0) = 20, 25(0) = 5000, z3(0) = 250, 24(0) = 5000, z5(0) = 250,
x6(0) = 0, 27(0) = 0, 25(0) = 0, 29(0) = 0. ekil 4.11 hisse senedi fiyatinin o« = 1, 0.9,
0.8 degerleri i¢in zamana bagh grafigidir. « degeri azaldikca gorece diiz hareketler
yapip denge noktasina gorece hizli yaklagmigtir. Sekil 4.12 a, b sirasiyla birinci

grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar1 ve hisse senedi sayini ifade etmektedir.

Birinci gruptaki nakit miktar1 azaldiginda hisse senedi sayisi1 artmaktadir.
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Sekil 4.5 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in xg(t) ve z9(t) bilegenleridir.

Sekil 4.13 a, b sirasiyla ikinci grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar1 ve hisse
senedi saymi ifade etmektedir. Ikinci grubun sahip oldugu nakit miktar1 artarken
hisse senedi miktar: ise azalmaktadir. Sekil 4.14 a, b sirasiyla sirasiyla hisse senedi
fiyatinin yoniine gore birinci gruptaki yatirimci kararini etkileyen bilesen ile hisse
senedi fiyatinin gercek degerine gore birinci gruptaki yatirimcr kararimi etkileyen
bilegenlerdir. Sekil 4.15 a, b sirasiyla hisse senedi fiyatinin yoniine gore birinci
gruptaki yatirimer kararii etkileyen bilegen ile hisse senedi fiyatinin gergek degerine

gore birinci gruptaki yatirimei kararim etkileyen bilegenlerdir.
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Sekil 4.6 a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x4(¢) bilesenidir.
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Sekil 4.7 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z5(t) ve z3(t) bilesenleridir.

iii. Uciincii durum icin, hisse senedinin degerlenmesine bagl zaman parametreleri
cgi) = cgi) = 1 olarak alinmigtir. Hisse senedinin degerlenmesine bagli parametreler
ise qgi) = 0.6, qéi) = 0.5 olarak segilmistir. Sekil 4.16 hisse senedi fiyatinin zamana

gore degisim grafigidir. o degeri azaldik¢a salimmmin da azaldigi goriilmektedir.
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Sekil 4.8 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x4(t) ve z5(t) bilegenleridir.

Sekil 4.17 a, b sirasiyla birinci grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar1 ve hisse
senedi sayim ifade etmektedir. Birinci gruptaki nakit miktar1 azaldiginda hisse
senedi sayisi artmaktadir. Sekil 4.18 a, b sirasiyla ikinci grubun ¢ aninda sahip
oldugu nakit miktar: ve hisse senedi saymi ifade etmektedir. Ikinci grubun sahip
oldugu nakit miktar1 artarken hisse senedi miktar1 ise azalmaktadir. Sekil 4.19
a, b sirasiyla sirasiyla hisse senedi fiyatinin yoniine gore birinci gruptaki yatirimeci
kararin etkileyen bilegen ile hisse senedi fiyatinin gercek degerine gore birinci grup-

taki yatirime1 kararini etkileyen bilesenlerdir.
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Sekil 4.9 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x¢(t) ve z7(t) bilegenleridir.

Sekil 4.20 a, b sirasiyla hisse senedi fiyatinin yoniine gore birinci gruptaki yatirimer
kararini etkileyen bilegen ile hisse senedi fiyatinin gergek degerine gore birinci grup-
taki yatirimer kararini etkileyen bilegenlerdir. Sekil 4.6 - 4.20 arasindaki grafikler
q%i)parametresinin artan degerleri karsisinda fiyatin nasil degistigini gostermektedir.
qY) degeri arttikca hisse senedi fiyatindaki dalgalanmalar artmistir. Buna ragmen
qéi) parametresinin her bir degeri i¢in elde edilen sonuclar denge noktasina yaklag-

maktadir.
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Sekil 4.10 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z5(t) ve z9(t) bilesenleridir.

. 4
Senaryo 3. Ilk gruptaki yatirimcilarin toplam nakit miktarinin R iine, toplam hisse

senedinin ise £ ine sahip oldugu durumda iki grubun hisse senedinin alim satimina
bagli olarak bir yatirim stratejisi izledigi varsayilmistir. Ele alinan durum i¢in, hisse
senedinin degerlenmesine bagl zaman parametreleri cgi) = céi) = 1 olarak alinmigtir.
Hisse senedinin degerlenmesine bagl parametreler ise qfi) = 0.5, qg) = 0.5 olarak
secilmistir ve baglangic degerleri agsagida verilmistir:

Pl = P? = 2,(0), 21(0) = 20, 22(0) = 8000, z3(0) = 100, 24(0) = 2000, x5(0) = 400,
z6(0) = 0, 27(0) = 0, x8(0) = 0, £9(0) = 0. Sekil 4.21 hisse senedi fiyatinin zamana
gore degisim grafigidir. « degeri azaldikca salinimlar azalmig ve fiyat dengeye erken
siirede ulagmigtir. Sekil 4.22 a, b sirasiyla birinci grubun ¢ aninda sahip oldugu

nakit miktar1 ve hisse senedi sayimi ifade etmektedir. Birinci gruptaki nakit miktar:

azaldiginda hisse senedi sayis1 artmaktadir.
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Sekil 4.11 a« =1, 0.9 ve 0.8 degerleri igin x4 (t) bilegenidir.

Sekil 4.23 a, b sirasiyla ikinci grubun ¢ aninda sahip oldugu nakit miktar1 ve hisse
senedi saym ifade etmektedir. Ikinci grubun sahip oldugu nakit miktar1 artarken
hisse senedi miktar1 ise azalmaktadir. Sekil 4.24 a, b sirasiyla sirasiyla hisse senedi
fiyatinin yoniine gore birinci gruptaki yatirimci kararini etkileyen bilegen ile hisse
senedi fiyatinin gercek degerine gore birinci gruptaki yatirimer kararimi etkileyen
bilegenlerdir. Sekil 4.25 a, b sirasiyla hisse senedi fiyatinin yoniine gore birinci grup-
taki yatirimei karari etkileyen bilesen ile hisse senedi fiyatinin gercek degerine gore
birinci gruptaki yatirimer kararin etkileyen bilegenlerdir. Sekil 4.21 - 25 farkli mik-
tarda hisse senedi ve nakit bulunduran iki grubun aym katsayilar kullamildiginda
fiyatin hangi yonde etkilendigini gostermistir. Hisse senedi fiyatina ve degerlenme-
sine bagh parametreler degistikce elde edilen sonuclarin denge noktasina yaklagtigi

goriilmektedir.
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Sekil 4.12 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z5(t) ve z3(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.13 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z4(t) ve z5(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.14 a, b a = 1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin w4(t) ve z7(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.15 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z5(t) ve z9(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.16 o = 1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x1(t) bilegenidir.
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Sekil 4.17 a, b a = 1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x4(t) ve z3(t) bilegenleridir.
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Sekil 4.18 a, b v =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z4(t) ve 5(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.19 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z4(t) ve z7(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.20 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z5(t) ve z9(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.21 o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x1(t) bilegenidir.
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Sekil 4.22 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x4(t) ve z3(t) bilegenleridir.
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Sekil 4.23 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z4(t) ve z5(t) bilesenleridir.
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Sekil 4.24 a, b a =1, 0.9 ve 0.8 degerleri i¢in x¢(t) ve z7(t) bilegenleridir.
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Sekil 4.25 a, b o =1, 0.9 ve 0.8 degerleri icin z5(t) ve z9(t) bilesenleridir.
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tez galigmasinda Caginalp (Caginalp ve Merdan 2007) tarafindan tam say1 basa-
maktan diferensiyel denklemler ile olusturulan bir finansal model, kesirli basamaktan
diferensiyel denklemler ile genisletilerek incelenmistir. Ele alinan varlik akigi di-
ferensiyel denklem modelinin lokal varlik-tekligi Banach sabit nokta teoremi uygu-
lanarak ispatlanmigtir. Ardindan elde edilen lokal ¢oziimler ¢ € (0, h] araligin-
dan t € (0, oo) araligima siirdiiriilebilme teoremleri ile genigletilmigtir. Olugturulan
modelin niimerik hesaplamalar: uygun parametreler ve baglangic kosullar: segilerek
aragtirilmigtir. Tiim grafiklerde o = 1 i¢in salinimlarin daha belirgin oldugu @ = 0.9
ve a = 0.8 durumlarinda ise salimimlarin azaldigl ve denge noktalarina daha hizh
yaklagtigr goriilmektedir. Kesirli basamaktan diferensiyel denklemler ile kurulan
matematiksel model ve adi diferensiyel denklemler ile kurulan matematiksel model
arasindaki fark burada daha belirginlesmektedir. Yatirimcilar, yatirim stratejisi
olugtururken pozisyon almadan once kesirli basamaktan diferensiyel denklemler ile

kurulan model ile daha dogru tahminlerde bulunabilirler.
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