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Literatürde varl¬k ak¬̧s¬ diferensiyel denklemler olarak da bilinen lineer olmayan
adi diferensiyel denklem sistemleri ile tan¬mlanm¬̧s modeller, �nansal piyasalar¬n
dinami¼gini analiz etmek için kullan¬lmaktad¬r. Bu modeller teorik çal¬̧smalarda kul-
lan¬lan kabuller yerine yat¬r¬mc¬lar taraf¬ndan hisse senedinin al¬m-sat¬m sürecinde
göz önüne al¬nan motivasyonlar dikkate al¬narak elde edilmi̧stir. Bu çal¬̧sman¬n
amac¬�nansal piyasalar için Riemann-Liouville ve Caputo türevlerine dayanan bir
diferensiyel denklem modeli oluşturup çözümlerin varl¬k-tekli¼gini ve kararl¬l¬¼g¬n¬in-
celemektir.
Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r. Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ikinci
bölümde �nansal piyasalar, temel kavramlar, kesirli türev ve integral operatörleri
tan¬t¬l¬p bunlarla ilgili özellikler verilmi̧stir. Üçüncü bölümde literatürde mevcut
olan tam say¬basamaktan �nansal modeller incelenmi̧stir. Dördüncü bölümde ke-
sirli basamaktan �nansal modeller tan¬t¬lm¬̧s olup varl¬k ak¬̧s¬diferensiyel denklem
sistemi modeli ifade edilmi̧stir. Ele al¬nan modelin çözümünün varl¬k-tekli¼gi ispat
edilmi̧stir. Ayr¬ca kesirli basamaktan model ve tam say¬basamaktan modelin çözüm-
lerinin kararl¬l¬k davran¬̧s¬ aras¬ndaki fark nümerik simülasyonlarla incelenmi̧stir.
Son bölümde de elde edilen sonuçlar özetlenmi̧stir.
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Models de�ned by nonlinear ordinary di¤erential equation systems, also known as
asset �ow di¤erential equations in the literature, are used to analyze the dynamics
of �nancial markets. These models were obtained by the motivations taken into
account by the investors in the buying and selling process of the stock, rather than
the assumptions used in theoretical studies. The aim of this work is to construct a
fractional order di¤erential equation model based on Riemann-Liouville and Caputo
derivatives for �nancial markets and to investigate existence and uniquness as well
as stability of the solutions.
This thesis consists of �ve chapters. First chapter includes introduction. In the
second chapter �nancial markets, basic concepts, fractional derivative and integral
operators are introduced. In the third chapter �nancial models with integer order are
investigated. In the fourth chapter fractional order �nancial models are introduced
and asset �ow di¤erential equations model is proposed. Existence and uniqueness
of the solution is proved. Moreover, numerical simulations are given to investigate
the di¤erence between the stability properties of fractional order model and integer
order model. The obtained results are summarized in the last section.
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Şekil 3.1 2004 CEE de¼ger kayb¬- zaman gra�¼gi . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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1. G·IR·IŞ

Kaynak ihtiyac¬olan giri̧simciler ile birikim sahibi yat¬r¬mc¬lar aras¬ndaki kaynak

al¬̧sveri̧sini sa¼glayan kurumlar, yat¬r¬m ve �nansman araçlar¬ile bunlar¬düzenleyen

kurallardan oluşan yap¬ya �nansal piyasa denir. Ekonomik anlamda daha güçlü bir

performans için yap¬lan tasarru�ar¬n yat¬r¬mlara aktar¬lmas¬�nansal bir sistem ile

mümkündür. Finansal sistemlerde gelirlerinin tamam¬n¬tüketmeyen, varl¬k fazlas¬na

sahip bir kesim ile daha fazla harcama yapan, fon ihtiyac¬olan iki kesim bulunmak-

tad¬r. Bu iki kesim aras¬ndaki varl¬k ak¬̧s¬ekonominin temelini yani �nansal sistemin

önemini ön plana ç¬kar¬r.

Finansal piyasalarda yap¬lan yat¬r¬mlar gelecekte olacak olaylar¬n belirsizli¼ginden

ötürü yat¬r¬lan paran¬n kaybedilme riskini içermektedir. Bu riski minimum seviyeye

indirmek ve piyasadaki belirsizlikleri azaltmak amac¬yla çeşitli araçlar kullan¬lmak-

tad¬r. Bu araçlardan bir tanesi de yayg¬n olarak kullan¬lan modellemedir. Finansal

modelleme, gerçek bir �nansal durumun soyut bir temsilini (bir model) oluştur-

makt¬r. Finansal modelleme, bir i̧sletmenin, projenin veya başka bir yat¬r¬m¬n bir

�nansal varl¬¼g¬n¬veya portföyün performans¬n¬temsil etmek (basitleştirilmi̧s bir ver-

siyonunu) için tasarlanm¬̧s matematiksel bir modeldir. Başka bir deyi̧sle, �nansal

modelleme, piyasalar¬n veya araçlar¬n davran¬̧slar¬yla ilgili bir dizi hipotezi say¬sal

tahminlere çevirmekle ilgilidir. Bu say¬sal tahminler ¬̧s¬¼g¬nda piyasa gelece¼gi tahmini

yapan matematiksel modeller kullan¬lmaktad¬r. Yat¬r¬mc¬ve giri̧simcilerin oldu¼gu

piyasada maksimum kazanç için kuvvetli tahminlerde bulunan matematiksel mo-

deller bu gruplar için büyük avantaj sa¼glayacakt¬r. Son y¬llarda matematiksel model,

piyasa gelece¼ginde �nansal davran¬̧slar¬tahmin etmeyi planlamak için önemli bir rol

oynam¬̧st¬r. Bu yüzden �nansal davran¬̧slar¬tahmin etmek için say¬s¬z matematiksel

model kullan¬lm¬̧st¬r. Üstelik gelecek olaylar¬n daha iyi simulasyonlar¬n¬elde etmek

için ayn¬zamanda lineer olmayan sürekli modeller geli̧stirilmi̧stir.

Son y¬llarda kesirli basamaktan diferensiyel denklemler �nans, mühendislik, �zik ve

biyoloji gibi bilimlerin de dahil oldu¼gu karmaş¬k reel durumlardaki modellere uygu-

lanmaktad¬r. Kesirli model konsepti gerçek hayat durumlar¬için bilgi yap¬s¬n¬ifade
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etmekte tam say¬basamaktan modele k¬yasla daha yard¬mc¬olmaktad¬r. Literatürde

varl¬k ak¬̧s¬diferensiyel denklemler olarak da bilinen lineer olmayan adi diferensiyel

denklem sistemleri ile tan¬mlanm¬̧s modeller, �nansal piyasalar¬n dinami¼gini analiz

etmek için kullan¬lmaktad¬r. Bu modeller teorik çal¬̧smalarda kullan¬lan kabuller

yerine yat¬r¬mc¬lar taraf¬ndan hisse senedinin al¬m-sat¬m sürecinde göz önünde bu-

lundurulan motivasyonlar dikkate al¬narak elde edilmektedir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda ilk olarak �nansal piyasalar ile ilgili temel kavramlar ve in-

celemelerde ihtiyaç duyulan matematiksel kavramlar aç¬klanm¬̧st¬r. Üçüncü bölümde

literatürde yer alan tam say¬basamaktan �nansal modeller ifade edilmi̧stir. Dördüncü

bölümde ise kesirli basamaktan �nansal modeller için literatür taramas¬yap¬l¬p ele

al¬nan modelin çözümlerinin varl¬k-tekli¼gi ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca nümerik simülas-

yonlar yap¬larak kesirli basamaktan modelin çözümlerinin kararl¬l¬¼g¬yorumlanm¬̧st¬r.

Son bölümde ise elde edilen sonuçlar özetlenmi̧stir.
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2. ÖN B·ILG·ILER

Bu bölümde tezde geçen temel kavramlar aç¬klanacakt¬r.

2.1 Finansal Piyasalar

Piyasa, al¬c¬ve sat¬c¬lardan meydana gelen ve al¬c¬ve sat¬c¬lar¬n birbirleri aras¬nda

mal ve hizmet al¬p satt¬¼g¬bir kanald¬r (Ataman ve Kibar 1999). Ekonomide iki

çeşit piyasa türü bulunmaktad¬r. Bunlardan birincisi ürün piyasas¬, ikincisi ise

faktör piyasas¬d¬r. Ürün piyasas¬nda ticari mallar ve hizmetler i̧slem görürken,

faktör piyasalar¬nda i̧s gücü, sermaye, toprak gibi üretim faktörleri al¬n¬p sat¬l¬r.

Hisse senetlerinin al¬n¬p sat¬ld¬¼g¬ piyasa türü �nansal piyasan¬n konusudur ki �-

nansal piyasa, faktör piyasalar¬n¬n en önemli kollar¬ndan biridir. Finansal piyasalar

bireylerin gelirlerini yat¬r¬ma dönüştürmek istemeleri sonucu oluşmuştur. Örne¼gin

birey sahip oldu¼gu gelirin hepsini tüketebilir ya da bir k¬sm¬n¬birikim haline getirip

yat¬r¬ma dönüştürebilir. Gelirlerini yat¬r¬m haline dönüştüren birikim sahipleri ile

yat¬r¬m yapan ki̧sileri bir araya getiren, bu yat¬r¬mlara sahip olmak isteyen gerçek

ve tüzel ki̧siler ile bu ki̧silere yat¬r¬m satanlar¬n da dahil oldu¼gu, yat¬r¬m araçlar¬

ve �nansal kurumlardan oluşan pazarlara �nansal piyasalar denir. Bu piyasalar¬n

amac¬tasarrufu teşvik etmek ve süreklili¼gini sa¼glamakt¬r. Böylece sermaye birikimi

oluşturmak, gerçek ki̧si, tüzel ki̧si ve ülke fonlar¬n¬n etkin kullan¬lmas¬n¬sa¼glamakt¬r.

Finansal piyasalar da kendi içlerinde başta para ve sermaye piyasalar¬olmak üzere

döviz piyasas¬, alt¬n piyasas¬, tahvil, bono ve türev piyasas¬gibi farkl¬bölümlere

ayr¬l¬r.

Para Piyasas¬: Finansal piyasan¬n k¬sa vadeli fonlar¬n¬n arz ve talep edildi¼gi

piyasalard¬r. K¬sa vade ile anlat¬lmak istenen, bu fonlar¬n bir y¬ldan az süreli ol-

mas¬d¬r. ·I̧sletmeler genellikle bankalardan sa¼glad¬klar¬k¬sa vadeli kredilerle dönen

varl¬klar¬n �nansman ihtiyaçlar¬n¬kaŗs¬larlar.

Borsalar: Borsa, ayn¬türden menkul k¬ymetlerin i̧slem gördü¼gü piyasalard¬r. Tica-

retle ve �nansal i̧slemlerle u¼graşan ki̧silerin bulundu¼gu aç¬k kurall¬�nansal orga-

nizasyondur. Borsada al¬m sat¬m i̧slemleri arac¬ kurumlar taraf¬ndan gerçekleş-
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tirilir. Arac¬lar, faaliyetlerini gerçekleştirirken piyasada iki farkl¬fonksiyonu yerine

getirirler. Bunlar birincil piyasadaki faaliyetler ile ikincil piyasadaki faaliyetlerdir.

Yat¬r¬mc¬n¬n borsada i̧slem yapmas¬için bir arac¬kurumda yat¬r¬m hesab¬açt¬rmas¬

gerekir. Yat¬r¬mc¬, almak ya da satmak istedi¼gi hisse senetleri için arac¬kuruma

al¬m sat¬m emirleri verir ve borsan¬n sistemine al¬m sat¬m emirlerinin girilmesi ile

bu emirlerin eşleşmesiyle ilgili i̧slemler yap¬l¬r. Yani borsada, al¬c¬ve sat¬c¬lar de¼gil,

onlar¬n emirleri kaŗs¬kaŗs¬ya gelir. Borsan¬n i̧slevleri, likidite sa¼glama, piyasada tek

�yat oluşturma, güvence verme, sermayeye hareketlilik ve ekonomiye kaynak temin

etme şeklinde s¬ralanabilir (Karsl¬2004).

Fiyat: Fiyat, al¬m ya da sat¬m bak¬m¬ndan bir mal ya da hizmet için uygun görülen

maddi kaŗs¬l¬kt¬r.

Arz: Arz k¬saca sunmak anlam¬n¬taş¬r. Herhangi bir taş¬n¬r veya taş¬nmaz varl¬¼g¬n,

hizmetlerin belirli bir piyasa, zaman ve �yattan sat¬̧sa sunulmas¬d¬r. Pazarlarda,

marketlerde, ma¼gazalarda, istedi¼gimiz ürünleri sat¬n almaya haz¬r buluruz. Başka

bir deyi̧sle pazarlardaki ürün miktar¬arz¬tan¬mlar.

Talep: Talep sat¬n alma iste¼gi demektir. Ancak, her istek talep anlam¬na gelmez.

Sat¬n alma iste¼ginin ekonomik olarak talep niteli¼gi taş¬mas¬için asgari sat¬n alma

gücü ile desteklenmi̧s olmas¬gerekir. Araba alma iste¼ginin talep olarak nitelendirile-

bilmesi için ki̧sinin al¬m gücünün yüksek olmas¬gerekmektedir. Al¬m gücü yüksek

olmayan ki̧siler için araba alma iste¼gi hayal veya bir amaç olabilir. Bu ba¼glamda

talep belirli bir piyasa, zaman ve �yattan sat¬n al¬nmak istenen ve sat¬n alma gücü

ile desteklenen mal ve hizmetler miktar¬d¬r. Ki̧sisel talep ki̧silerin tek tek taleplerini

ifade ederken piyasa talebi ise bu ki̧silerin taleplerinin toplam¬n¬ifade etmektedir.

Piyasa Fiyat¬: Bir �nansal ürünün sermaye piyasas¬nda, arz ve talebin kesi̧sti¼gi

noktada oluşan �yat¬d¬r. Piyasa �yat¬arz ve talep koşullar¬na göre oluşur.

2.2 Temel Matematiksel Kavramlar

Bu kesimde tez içerisinde geçen temel matematiksel kavramlar¬n ifadeleri bulun-

maktad¬r. 
 = [a; b]; �1 � a < b � 1 reel eksenin sonlu ya da sonsuz aral¬¼g¬

olsun. 1 � p < 1 olmak üzere Lp(a; b) uzay¬
 üzerinde kgkp =
nR b

a
jg(t)jp dt

o1
p
;

(1 � p < 1) ve kgk1 = ess supa�x�b jg(x)j normuna sahip kompleks de¼gerli
4



ölçülebilir g fonksiyonlar¬n¬n uzay¬d¬r. Burada k g kp< 1 ve ess sup jg(x)j, jg(x)j

fonksiyonunun maksimum de¼geridir (Kilbas vd. 2006). [a; b] ; �1 < a < b < 1;

sonlu aral¬k olsun. AC [a; b] ile [a; b] aral¬¼g¬nda mutlak sürekli olan g fonksiyonlar¬n¬n

uzay¬gösterilecektir. Bu uzay '(t) 2 L(a; b), '(t) = g
0
(t) ve c = g(a) olmak üzere

g(x) = c+
R x
a
'(t)dt Lebesgue anlam¬nda toplanabilir fonksiyonlar¬n uzay¬na denk-

tir (Kilbas vd. 2006). n 2 N ve g(n�1)(x) 2 AC [a; b] olmak üzere, ACn [a; b] ; [a; b]

aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ve (n�1): basamaktan sürekli türeve sahip kompleks de¼gerli g(x)

fonksiyonlar¬n¬n uzay¬aşa¼g¬daki gibi tan¬ml¬d¬r:

ACn [a; b] =

�
g : [a; b]! C ve

�
Dn�1g

�
(x) 2 AC [a; b] ; D = d

dx

�
(2.1)

Özel olarak AC1 [a; b] = AC [a; b] dir (Kilbas vd. 2006).

Lemma 2.1 (Kilbas vd. 2006) ACm [a; b] uzay¬'(t) 2 L(a; b); ck (k = 0; 1; :::;m�

1) key� sabitler ve

(I�a+')(x) =
1

(m� 1)!

Z x

a

(x� t)m�1'(t)dt

olmak üzere

g(x) = (I�a+')(x) +
m�1X
k=0

ck(x� a)k

formundaki g(x) fonksiyonlar¬ndan oluşur. Ayr¬ca

'(t) = g(m)(t); ck =
g(k)(a)

k!
; (k = 0; 1; :::;m� 1)

dir.

Tan¬m 2.1 <(z) > 0 olmak üzere

�(z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt (2.2)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tan¬m 2.2 <(z) > 0, <(w) > 0 olmak üzere

�(z; w) =

Z 1

0

tz�1(1� t)w�1dt (2.3)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyona Beta fonksiyonu denir.

5



Lemma 2.2 z; w =2 Z�0 olmak üzere

�(z; w) =
�(z)�(w)

�(z + w)

dir.

Teorem 2.1 (Banach Sabit Nokta Teoremi) U birX Banach uzay¬n¬n boş olmayan,

kapal¬, s¬n¬rl¬ ve konveks bir alt kümesi olsun. E¼ger T : U ! U bir daralma

dönüşümü ise yani her u; v 2 U için

d(Tu; Tv) � wd(u; v)

olacak şekilde 0 � ! < 1 mevcutsa, T operatörü bir tek u� 2 U sabit noktas¬na

sahiptir. Böylece T k, k 2 N; T 1 = T ve T k = TT k�1, k 2 N n f1g ile tan¬mlanan

operatörlerin dizisidir. Her u0 2 U için, (T ku0)1 u� sabit noktas¬na yaklaş¬r.

2.3 Kesirli Basamaktan ·Integral ve Türev

Kesirli analizin tarihçesi 300 y¬l öncesine kadar dayanmaktad¬r. Kesirli analiz �kri

Leibnitz�in L�Hospital�a yazd¬¼g¬"Tam say¬basamaktan türevleri kesirli basamaktan

türevlere geni̧sletebilir miyiz?" sorusuyla başlam¬̧st¬r. Ancak son 30 y¬ld¬r kesirli

basamaktan diferensiyel denklemler yo¼gun bir şekilde incelenmektedir. Bu geli̧sim

sürecinde birbirinden farkl¬kesirli türev ve integral tan¬mlar¬kullan¬larak pek çok

farkl¬kesirli diferensiyel denklem tipi incelenmi̧stir. Bu tez kapsam¬nda kullan¬lan

kesirli basamaktan türev tan¬mlar¬Diethelm (Diethelm 1997), Podlubny (Podlubny

1999), Hilfer (Hilfer 2000), Kilbas (Kilbas vd. 2006, Goren�o vd. 2014) taraf¬n-

dan yaz¬lan kitap ve makalelerden al¬nm¬̧st¬r. Kesirli mertebeden türevli diferensiyel

denklemlerin çözümlerinin varl¬k-tekli¼gi de pek çok araşt¬rmac¬taraf¬ndan incelen-

mi̧stir (Babakhani ve Geiji 2003, Yu ve Gao 2005, Deng vd. 2007, Kou vd. 2012,

Li ve Sarwar 2016, Özayd¬n ve Karakoç 2019, Karakoç 2020). Bu bölümde kesirli

basamaktan integral ve türev kavramlar¬aç¬klanacakt¬r.

Tan¬m 2.3 Bir g : (0;1) ! R fonksiyonunun 0 < � < 1 basamaktan Riemann-

Liouville integrali

I�g(t) =
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1g(s)ds

dir.
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Tan¬m 2.4 Bir g : (0;1) ! R fonksiyonunun 0 < � < 1 basamaktan Riemann-

Liouville türevi
RD�g(t) =

1

�(1� �)
d

dt

Z t

0

g(s)ds

(t� s)�ds

dir.

Tan¬m 2.5 Bir g : (0;1) ! R fonksiyonunun 0 < � < 1 basamaktan Caputo

türevi
CD�g(t) =

1

�(1� �)

Z t

0

g0(s)ds

(t� s)�ds

dir.

Lemma 2.3 (Kilbas vd. 2006) R(�) � 0, n > [R(�)] + 1 ve gn��(x) = (In��a g)(x),

(n��). basamaktan integral olsun. E¼ger g(x) 2 L1(a; b) ve gn��(x) 2 ACn[a; b] ise

(I�aD
�
a g)(x) = g(x)�

nX
j=1

gn�jn��(a)

�(�� j + 1)(x� a)
��j

eşitli¼gi [a; b] aral¬¼g¬üzerinde hemen hemen her yerde sa¼glan¬r.

Lemma 2.4 (Kilbas vd. 2006) 
 = [a; b] (�1 < a < b < 1) reel eksende bir

sonlu aral¬k olsun. � 2 R+olmak üzere

x > a için, (I�a+g)(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1g(t)dt (2.4)

ve

x < b için, (I�b�g)(x) =
1

�(�)

Z b

x

(x� t)��1g(t)dt (2.5)

ile tan¬ml¬ I�a+g ve I
�
b�g operatörlerine s¬ras¬yla �: basamaktan sol tara�¬ve sa¼g

tara�¬Riemann-Liouville kesirli integralleri denir. Burada � (2.2) ile tan¬mlanan

Gamma fonksiyonudur. � = n 2 N oldu¼gunda (2.4) ve (2.5) integralleri

(I�a+g)(x) =
1

(n� 1)!

Z x

a

(x� t)n�1g(t)dt

=

Z x

a

dt1

Z t1

a

dt2:::

Z tn�1

a

g(tn)dtn;

ve

(I�b�g)(x) =
1

(n� 1)!

Z b

x

(t� x)n�1g(t)dt

=

Z b

x

dt1

Z b

t1

dt2:::

Z b

tn�1

g(tn)dtn;

integrallerine eşde¼gerdir. Özel olarak, ( I0a+g)(x) = g(x) kabul edilmektedir.
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Tan¬m 2.6 (Kilbas vd. 2006) � 2 R; � � 0 ve n = [�] + 1 olmak üzere, x > a için

(D�
a+h)(x) = (

d

dx
)n(In��a+ h)(x) (2.6)

=
1

�(n� �)(
d

dx
)n
Z x

a

h(t)dt

(x� t)��n+1

ve x < b için

(D�
b�h)(x) = (�

d

dx
)n(In��b� h)(x) (2.7)

=
1

�(n� �)(�
d

dx
)n
Z b

x

h(t)dt

(t� x)��n+1

şeklinde tan¬ml¬D�
a+g ve D

�
b�f operatörlerine �: basamaktan Riemann-Liouville

kesirli türevi denir. Özel olarak � = n 2 N ise bu durumda

(D0
a+h)(x) = (D

0
b�h)(x) = h(x); (2.8)

(Dn
a+h)(x) = h

(n)(x)ve(Dn
b�h)(x) = (�1)nh(n)(x)

elde edilir. Ayr¬ca � 2 R ve 0 < � < 1 ise bu durumda (2.6) ve (2.7) s¬ras¬yla

(D�
a+h)(x) =

1

�(1� �)
d

dx

Z x

a

h(t)dt

(x� t)� ; x > a;

(D�
b�h)(x) = �

1

�(1� �)
d

dx

Z b

x

h(t)dt

(t� x)� ; x < b:

kesirli türevine indirgenir.

Uyar¬2.1 Sabit fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli türevi s¬f¬r de¼gildir. Gerçek-

ten (2.6) de h(x) = 1 al¬n¬rsa.

(D�
a+1)(x) =

(x� a)��
�(1� �) (2.9)

elde edilir.

Aşa¼g¬daki lemmada kuvvet fonksiyonlar¬n¬n kesirli integral ve türevi hesaplanm¬̧st¬r.

Lemma 2.5 (Kilbas vd. 2006) �2 2 R+ olsun. Bu durumda

�1 > 0 iken (I
�1
a+(t� a)

�2�1)(x) =
�(�2)

�(�1 + �2)
(x� a)�2+�1�1 (2.10)

ve

�1 � 0 iken (D�1
a+(t� a)

�2�1)(x) =
�(�2)

�(�1 + �2)
(x� a)�2+�1�1 (2.11)

sa¼glan¬r.
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Uyar¬2.2 j = 1; 2; :::; [�] + 1 ise

(D�
a+(t� a)��j)(x) = 0

d¬r.

Aşa¼g¬daki lemmada (2.1) ile tan¬mlanan ACn[a; b] uzay¬ndaki fonksiyonlar¬n D�
a+

kesirli türevi ifade edilmi̧stir.

Lemma 2.6 (Kilbas vd. 2006) � � 0 ve n = [�] + 1 olsun. E¼ger h(x) 2 ACn [a; b]

ise bu durumda

(D�
a+h)(x) =

n�1X
k=0

h(k)(a)

�(1 + k � �)(x� a)
k�� +

1

�(n� �)

Z x

a

h(n)(t)

(x� t)��n+1dt

dir.

Lemma 2.7 (Kilbas vd. 2006) E¼ger � > 0; � > 0 ve g(x) 2 Lp(a; b) (1 � p < 1)

ise bu durumda

(I�a+I
�
a+g)(x) = (I

�+�
a+ g)(x) (2.12)

sa¼glan¬r.

Lemma 2.8 (Kilbas vd. 2006) E¼ger � > 0 ve g(x) 2 Lp(a; b) (1 � p < 1) ise bu

durumda

(D�
a+I

�
a+g)(x) = g(x)

Lemma 2.9 (Kilbas vd. 2006) E¼ger � > � > 0 ise, bu durumda g(x) 2 Lp(a; b)

(1 � p <1) için

(D�
a+I

�
a+g)(x) = (I

���
a+ g)(x) (2.13)

sa¼glan¬r.

Lemma 2.10 R(�) � 0, n > [R(�)]+1 ve gn��(x) = (In��a g)(x), (n��). basamak-

tan integral olsun. E¼ger g(x) 2 L1(a; b) ve gn��(x) 2 ACn[a; b] ise

(I�a+D
�
a+g)(x) = g(x)�

nX
j=1

gn�jn��(a)

�(�� j + 1)(x� a)
��j (2.14)

eşitli¼gi [a; b] aral¬¼g¬üzerinde hemen hemen her yerde sa¼glan¬r.
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Uyar¬2.3 Lemma 2.9 da � = n 2 N ise bu durumda

(Ina+D
n
a+g)(x) = g(x)�

n�1X
k=0

gk(a)

k!
(x� a)k

sa¼glan¬r.

Riemann-Liouville kesirli integral ve türev operatörlerinin özellikleri bu bölümde

incelenmi̧s oldu. Bundan sonra Caputo kesirli türevi tan¬mlan¬p özellikleri ince-

lenecektir.

Tan¬m 2.7 (Kilbas vd. 2006) [a; b] reel eksende sonlu bir aral¬k olsun. D�
a+ [z(t)](x) =

(D�
a+z)(x) veD

�
b� [z(t)](x) = (D

�
b�z)(x) s¬ras¬yla (2.6) ve (2.7) ile tan¬ml¬�: basamak-

tan Riemann-Liouville kesirli türevi ifade etsin. � 2 R+ olmak üzere [a; b] de �:

basamaktan sol tara�¬ve sa¼g tara�¬Caputo kesirli türevleri s¬ras¬yla

(CD�
�+z)(x) = (D

�
�+ [z(t)�

n�1X
k=0

z(k)(a)

k!
(t� a)k])(x) (2.15)

ve

(CD�
b�z)(x) = (D

�
b� [z(t)�

n�1X
k=0

z(k)(b)

k!
(b� t)k])(x) (2.16)

şeklinde tan¬ml¬d¬r, burada

� =2 N0 için n = [�] + 1; � 2 N0 için n = [�]

d¬r.

Özel olarak 0 < � < 1 oldu¼gunda (2.15) ve (2.16) Caputo türevleri s¬ras¬yla

(CD�
�+z)(x) = (D

�
�+ [z(t)� z(a)])(x);

(CD�
b�z)(x) = (D

�
b� [z(t)� z(b)])(x)

biçimindedir. E¼ger � =2 N0 ise bu durumda (2.15) ve (2.16) Caputo türevleri, (2.6)

ve (2.7) ile tan¬ml¬Riemann-Liouville kesirli türevi kullan¬larak

(CD�
�+z)(x) = (D

�
�+z)(x)�

n�1X
k=0

z(k)(a)

�(k � �+ 1)(x� a)
k��; n = [�] + 1;

ve

(CD�
b�z)(x) = (D

�
b�z)(x)�

n�1X
k=0

z(k)(b)

�(k � �+ 1)(b� x)
k��; n = [�] + 1;
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şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitliklerde 0 < � < 1 ise bu durumda

(CD�
�+z)(x) = (D

�
�+z)(x)�

z(a)

�(1� �)(x� a)
��;

(CD�
b�z)(x) = (D

�
b�z)(x)�

z(b)

�(1� �)(b� x)
��

elde edilir. � =2 N0 ise aşa¼g¬daki durumlarda (2.15) ve (2.16) Caputo türevleri, (2.6)

ve (2.7) Riemann-Liouville kesirli türevleri ile örtüşür:

z(a) = z0(a) = ::: = z(n�1)(a) = 0 ise, (CD�
�+z)(x) = (D

�
�+z)(x);

z(b) = z0(b) = ::: = z(n�1)(b) = 0 ise, (CD�
b�z)(x) = (D

�
b�z)(x):

Burada özel olarak 0 < � < 1 ise

z(a) = 0 durumunda (CD�
�+z)(x) = (D

�
�+z)(x);

z(b) = 0 durumunda (CD�
b�z)(x) = (D

�
b�z)(x)

elde edilir. E¼ger � = n 2 N0 ve n: basamaktan z(n)(x) adi türevi mevcutsa, bu

durumda

(CD�
�+z)(x) = z

(n)(x) ve (CD�
b�z)(x) = (�1)nz(n)(x)

olur.

Caputo kesirli türevi, Riemann-Liouville kesirli türevinin var oldu¼gu durumdaki z(x)

fonksiyonlar¬için tan¬ml¬d¬r. O halde mutlak sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬olan ACn

[a; b] uzay¬ndaki z(x) fonksiyonlar¬için de tan¬ml¬olur. Bununla ilgili olarak aşa¼g¬-

daki teorem verilmi̧stir.

Teorem 2.2 (Kilbas vd. 2006) � � 0 olsun ve n için

� =2 N0 için n = [�] + 1; � 2 N için n = � (2.17)

şart¬sa¼glans¬n. Ayr¬ca g(x) 2 ACn[a; b] olsun.

(i) E¼ger � =2 N0 ise bu durumda (CD�
�+g)(x) Caputo türevi

(CD�
�+g)(x) =

1

�(n� �)

Z x

a

g(n)(t)dt

(x� t)��n+1 =: (I
n��
a+ Dn

a+g)(x)

şeklinde ifade edilir, burada D =
d

dx
dir.
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Özel olarak 0 < � < 1 ve g(x) 2 ACn[a; b] ise bu durumda

1

�(1� �)

Z x

a

g0(t)dt

(x� t)� =: (I
1��
a+ Dg)(x)

dir.

(ii) E¼ger � = n 2 N0 ise bu durumda (CD�
�+g)(x) Caputo türevi

(CDn
�+g)(x) = g

(n)(x) ve (CDn
b�g)(x) = (�1)ng(n)(x)

ile ifade edilir.

Lemma 2.11 � > 0; � > 0 olsun ve n için (2.17) şart¬sa¼glans¬n. Bu durumda

(CD�
�+(t� �)��1)(x) =

�(�)

�(� � �)(x� a)
��1; � > n

sa¼glan¬r. Özel olarak

(CD�
�+1)(x) = 0 (2.18)

d¬r.
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3. TAM SAYI BASAMAKTAN F·INANSAL MODELLER

3.1 Literatür Taramas¬

Finansal matematik, �nansta uygulamalar¬bulunan bir tak¬mmatematiksel teknikle-

rin toplam¬d¬r. Finansal matematikte iki ana yaklaş¬m vard¬r. ·Ilki olas¬l¬k ve

stokastik süreçler yaklaş¬m¬, ikincisi ise diferensiyel denklemler yaklaş¬m¬d¬r. Stokastik

süreçler yaklaş¬m¬ ile yap¬lan çal¬̧smalar, hisse senedi �yat¬n¬n modellenmesi için

Brownian metodunun kullan¬lmas¬yla başlam¬̧st¬r. Brownian metodununmatematik-

sel olarak modellenmesi için ilk giri̧simler, birbirinden habersiz üç ki̧si taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r. Birincisi, T.N. Thiele�dir. Thiele, 1880 y¬l¬nda zaman serilerini çal¬̧s¬rken,

Brownian hareketi için etkili bir model kurmuştur (Thiele 1880). ·Ikincisi 1900�de

yine Brownian hareketi için bir model oluşturan Louis Bachelier�dur. L. Bache-

lier, Paris stok piyasas¬n¬n dinami¼gini çal¬̧s¬rken bu modeli bulmuştur. Spekülasyon

Teorisi adl¬çal¬̧smas¬1900 y¬l¬nda yay¬mlanm¬̧st¬r (Bachelier 1900). Üçüncüsü ise Al-

bert Einstein�d¬r. 1905 y¬l¬nda di¼ger �zikçileri maddenin moleküler yap¬da oldu¼guna

ikna etmek için bulundu¼gu bir giri̧simde, bir s¬v¬içinde as¬l¬duran küçük parçac¬k-

lar¬n hareketinin modelini önermi̧stir (Einstein 1905). Finansal matematikteki ilk

etkileyici i̧s ise, 1952 y¬l¬nda Harry Markowitz taraf¬ndan yap¬lan �Modern Portfo-

lio Theory�adl¬portföy optimizasyonudur (Markowitz 1952). Yap¬lan çal¬̧smalarda

portföy seçme süreci iki aşamaya ayr¬lm¬̧st¬r. ·Ilk aşama gözlem ve deneyimle başlar

ve mevcut menkul k¬ymetlerin gelecekteki performanslar¬na ili̧skin beklentilerle sona

erer. ·Ikinci aşama, gelecekteki performanslarla ilgili beklentilerle başlar ve portföy

seçimi ile sona erer. Markowitz�in çal¬̧smas¬ikinci aşama ile ilgilidir. Beklenen ge-

tirilerin varyans¬kural¬na göre beklentiler ve portföy seçimi aras¬ndaki geometrik

ili̧ski incelenmi̧stir. Benzer olarak William Sharpe, piyasa ve her bir hisse aras¬n-

daki korelasyona karar vermenin matemati¼gini geli̧stirmi̧stir (Sharpe 1970). Öncü

çal¬̧smalar¬ndan dolay¬Markowitz, Sharpe ve Merton Miller 1990 y¬l¬nda ekonomi

alan¬nda Nobel ödülünü kazanm¬̧slard¬r. Bu ödül �nans alan¬nda kazan¬lan ilk

ödüldür. Sonraki büyük geli̧sme 1973�te Fischer Black ve Myron Scholes�un, Mer-

ton�un katk¬lar¬yla yapt¬klar¬ çal¬̧smalarla geldi. Bu çal¬̧smada, Black ve Scholes
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stokastik süreçler ve k¬smi türevli denklemler kullanarak �nans piyasalar¬ için bir

model geli̧stirmi̧slerdir ve 1997 y¬l¬nda ekonomi alan¬nda Nobel Ödülü kazanm¬̧slard¬r

(Black ve Scholes 1973). Bu k¬sma kadar anlat¬lan çal¬̧smalar, stokastik süreçler

ve olas¬l¬k yaklaş¬m¬kullan¬larak yap¬lm¬̧st¬r. Bu tez çal¬̧smas¬nda �nansal mate-

matikteki ikinci yaklaş¬m olan diferansiyel denklemler yaklaş¬m¬kullan¬lm¬̧st¬r. 1990

y¬l¬ndan günümüze kadar bu tarzda birçok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. 1990 y¬l¬nda Ca-

ginalp ve Ermentrout taraf¬ndan ele al¬nan çal¬̧smada yat¬r¬mc¬n¬n psikolojisine ba¼gl¬

�nansal piyasa davran¬̧slar¬ modellenmi̧stir (Caginalp ve Ermentrout 1990). Bu

makalenin amac¬, piyasadaki �yat dalgalanmalar¬n¬n deterministik bir yolla model-

lenebilece¼gini göstermektir. Birden çok karar verme mekanizmas¬na ba¼gl¬bir �nansal

sistemin modellenmesi, �ziksel bir sistemin modellenmesine benzetilmi̧stir. Yat¬r¬m-

c¬lar al¬c¬ve sat¬c¬lardan oluşan bir topluluk olarak göz önüne al¬nm¬̧st¬r. Al¬̧s ve

sat¬̧s i̧slemlerinin gerçekleşmesi olas¬l¬¼g¬ ise bir geçi̧s oran fonksiyonu olarak kabul

edilmi̧stir ki bu kimyasal kineti¼ge benzerdir. Ayn¬yazarlar 1991 y¬l¬nda ayn¬difer-

ensiyel denklem sistemini nümerik olarak incelemi̧slerdir (Caginalp ve Ermentrout

1991). Caginalp ve Balenovich 1994 ve 1999 y¬llar¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalarda be-

lirli say¬da hisse senedi ve belirli miktarda nakit para içeren bir piyasa için birinci

basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklem sistemi oluşturmuşlard¬r (Caginalp

ve Balenovich 1994, Caginalp ve Balenovich 1999). Bu sistem baz¬basit enerji ko-

runum kurallar¬ ile mikro ekonomik eşitliklerden yola ç¬k¬larak oluşturulmuş olup

tek çesit grup ile tek çeşit hisse senedi içermektedir. Daha sonra Caginalp ve Mer-

dan 2007 y¬l¬nda yay¬mlanan çal¬̧smalar¬nda farkl¬koşullar alt¬ndaki hisse senedi �yat

de¼gi̧simlerini çal¬̧smak için bir diferensiyel denklem sistemi kullanm¬̧slard¬r (Caginalp

ve Merdan 2007). Bu çal¬̧smada tek bir hisse senedi ve iki veya daha fazla farkl¬grup

oldu¼gu varsay¬lm¬̧st¬r. Diferensiyel denklemlerle, hisse senedi say¬s¬n¬n sonlu olmas¬

durumu ve yat¬r¬mc¬stratejilerinin etkileri birleştirilmi̧stir. Sistem daha sonra hisse

senedi ve nakit giri̧sinin oldu¼gu kapal¬ olmayan bir sisteme geni̧sletilmi̧stir. Tam

say¬basamaktan türev içeren bir başka model de 2011 y¬l¬nda Merdan ve Alisen

taraf¬ndan incelenmi̧stir (Merdan ve Alisen 2011).
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3.2 Varl¬k Ak¬̧s¬Diferensiyel Denklemler

Matematiksel modellemede kullan¬lan arz, talep, geçi̧s oran¬, hisse senedi yönü ta-

banl¬e¼gilim ve hisse senedi de¼gerlenmesi gibi mikroekonomik tan¬mlar Caginalp ve

çal¬̧sma arkadaşlar¬n¬n makalelerinde (Caginalp ve Ermentrout 1990, Caginalp ve

Ermentrout 1991, Caginalp ve Balenovich 1994, Caginalp ve Balenovich 1999, Ca-

ginalp ve Merdan 2007, Merdan ve Alisen 2011) temellendirilmi̧stir. Bu tan¬mlar

kapal¬sistemde ayn¬motivasyona sahip gruplar aras¬ndaki dinami¼gi ifade ederken

kullan¬lm¬̧st¬r. ·Ilk olarak ele al¬nan piyasaya içeriden d¬̧sar¬ya ve d¬̧sar¬dan içeriye

para ve hisse senedi ak¬̧s¬n¬n olmad¬¼g¬ve yaln¬zca bir grup yat¬r¬mc¬taraf¬ndan tek

bir hisse senedi çeşidinin al¬n¬p sat¬ld¬¼g¬bir �nansal piyasa için matematiksel model

geli̧stirilmi̧stir. Sistem kapal¬bir �nansal piyasa olarak kabul edildi¼ginden dolay¬

piyasadaki toplam para ve hisse senedi miktar¬sabit olacakt¬r. Sistemde toplamda

M birim nakit para ve N birim hisse senedi bulunmaktad¬r. Likidite terimi toplam

nakit paran¬n toplam hisse senedi miktar¬na oran¬olarak tan¬mlanm¬̧s olup bu iki

de¼ger kapal¬sistem içinde sabit olaca¼g¬ndan dolay¬L :=
M

N
şeklinde sabit bir de¼ger

olarak ifade edilmi̧stir.

Hisse senedinin t an¬ndaki �yat¬P (t), yat¬r¬mc¬n¬n hisse senedi için nelirledi¼gi de¼ger

Pa(t), toplam mal varl¬¼g¬ndaki nakit para oran¬B(t) ve hisse senedi oran¬1� B(t)

ile gösterilmektedir. Buna göre

B(t)

1�B(t) =
N

M
P (t) =

P

L

dir.

Çal¬̧smalarda kullan¬lan k fonksiyonu bir birim paran¬n hisse senedine dönüşme

olas¬l¬¼g¬n¬, 1 � k fonksiyonu ise bir birim hisse senedinin bir birim paraya dönüşme

olas¬l¬¼g¬n¬ ifade etmektedir. Buna ba¼gl¬ olarak D talep, S ise arz fonksiyonunu

göstermek üzere

D := k(t)(1�B(t)); S := (1� k(t))B(t); D

S
=

k(t)

1� k(t)
1�B(t)
B(t)

temel denklemleri yaz¬labilir. k geçi̧s fonksiyonu bir olas¬l¬k fonksiyonu oldu¼gundan

[0; 1] aral¬¼g¬nda de¼ger almaktad¬r. Çal¬̧smalar¬n �nansal olarak anlaml¬olabilmesi

için görüntü kümesinin koordinat düzleminde birinci bölgede olmas¬gerekti¼ginden
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yap¬lan çal¬̧smalarda k := 1
2
(1 + tanh �) veya tanh(t) � t olan lineer yaklaş¬m kul-

lan¬larak

k :=
1

2
(1 + �)

olarak al¬nm¬̧st¬r. Burada �1 ve �2 yat¬r¬mc¬motivasyonlar¬n¬ifade eden fonksiyonlar

olmak üzere

� := �1 + �2; �1 =
q1�0
P (t)

dP

dt
; �2 = q2(1�

P (t)

Pa(t)
)

oldu¼gu kabul edilmi̧stir.

Hisse senedi �yat¬n¬n ba¼g¬l de¼gi̧sim ise aşa¼g¬daki gibi ifade edilmi̧stir:

�0
P (t)

dP

dt
=
D

S
� 1 (3.1)

Yukar¬da tan¬t¬lan tan¬m ve ifadeler çal¬̧sman¬n ilerleyen dönemlerinde daha hassas

sonuçlar elde edebilmek için geni̧sletilmi̧stir. Yat¬r¬mc¬lar¬n olas¬de¼gi̧simlere hemen

tepki vermedikleri göz önüne al¬narak yat¬r¬mc¬motivasyon ve stratejisini temsil

eden �i fonksiyonlar¬na zaman terimi eklenmi̧s ve şu şekilde geni̧sletilmi̧stir:

�1(t) = q1c1

tZ
�1

e�c1(t��)
1

P (�)

dP (�)

d�
d�;

�2(t) = q2c2

tZ
�1

e�c2(t��)
Pa(�)� P (�)

Pa(�)
dP (�): (3.2)

(3.2) kullan¬larak

�(t) = �1(t) + �2(t)

= q1c1

tZ
�1

e�c1(t��)
1

P (�)

dP (�)

d�
d� + q2c2

tZ
�1

e�c2(t��)
Pa(�)� P (�)

Pa(�)
dP (�)

tan¬mlanm¬̧st¬r. �1(t) ve �2(t) fonksiyonlar¬n¬n zamana ba¼gl¬türevleri al¬narak aşa¼g¬-

daki diferensiyel denklemler elde edilmi̧stir:

d�1
dt
= c1

�
q1
P

dP

dt
� �1

�
(3.3)

d�2
dt
= c2

�
q2
Pa(�)� P (�)

Pa(�)
� �2

�
(3.4)
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Hisse senedindeki varl¬¼g¬n toplam mal varl¬¼g¬na oran¬n¬n zamana ba¼gl¬de¼gi̧simi ise,

yat¬r¬mc¬n¬n hisse senedi almas¬na, elindeki hisse senedini satmas¬na ve hisse �yat¬n-

daki de¼gi̧sikli¼ge ba¼gl¬d¬r. Yani

dB

dt
= k(1�B) + (k � 1)B + (hisse senedinin �yat¬ndaki de¼gi̧siklik)

şeklindedir. Böylece aşa¼g¬daki diferensiyel denklem elde edilmi̧stir:

dB

dt
= k(1�B) + (k � 1)B +B(1�B) 1

P

dP

dt
: (3.5)

Yap¬lan çal¬̧smalarda (3.1), (3.3), (3.4) ve (3.5) denklemleriyle aşa¼g¬daki lineer ol-

mayan diferensiyel denklem sistemi oluşturulmuştur.

�0
P (t)

dP

dt
= (

D

S
� 1)dB

dt

dB

dt
= k(1�B) + (k � 1)B +B(1�B) 1

P

dP

dt
d�1
dt
= c1

�
q1
P

dP

dt
� �1

�
d�2
dt
= c2

�
q2
Pa(�)� P (�)

Pa(�)
� �2

�
(3.6)

Caginalp ve Merdan�¬n daha sonra yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smada (Caginalp ve Merdan

2007) sistem bir kapal¬�nansal piyasa olarak, içeriden d¬̧sar¬ya ve d¬̧sar¬dan içeriye

herhangi bir para veya hisse senedi ak¬̧s¬olmadan iki grup yat¬r¬mc¬taraf¬ndan tek

bir hisse senedinin al¬n¬p sat¬ld¬¼g¬ şekilde kurulmuştur. M1(t) ve M2(t) s¬ras¬yla

birinci ve ikinci grubun sahip oldu¼gu nakit miktar¬n¬, N1(t) ve N2(t) s¬ras¬yla birinci

ve ikinci grubun sahip oldu¼gu hisse senedi say¬s¬n¬ göstersin. Piyasadaki toplam

nakit miktar¬

M1(t) +M2(t) =M0 (3.7)

ve toplam hisse senedi say¬s¬

N1(t) +N2(t) = N0 (3.8)

ile ifade edilmektedir. Burada M0 ve N0 pozitif sabitlerdir. Bu sistemin oluştu-

rulmas¬da Caginalp ve Balenoviç�in çal¬̧smalar¬na da dayanmaktad¬r (Caginalp ve

Balenovich 1990, Caginalp ve Balenovich 1994). P (t) hisse senedinin t an¬ndaki
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�yat¬n¬göstermek üzere �yattaki ba¼g¬l de¼gi̧simin aş¬r¬talep fonksiyonu ile veya aş¬r¬

talebin artan bir fonksiyonu ile orant¬l¬oldu¼gu kabul edilirse

�

P

dP

dt
=
D

S
� 1 veya � 1

P

dP

dt
= f

�
D

S

�
(3.9)

elde edilir, burada D talep, S arz fonksiyonudur, f ise her t > 0 için f(t) > 0;

f(1) = 0 ve f 0(t) > 0 özelliklerini sa¼glayan artan bir fonksiyondur. Şartlar¬sa¼glayan

bir fonksiyon olarak f(t) = ln t al¬nabilir. Talep ve arz fonksiyonlar¬ise

D = k1M1 + k2M2 (3.10)

S = (1� k1)N1P + (1� k2)N2P (3.11)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada, ki, i = 1; 2; i:grup için bir birim nakdin bir birim hisse

senedine dönüşme olas¬l¬¼g¬d¬r ve geçi̧s oran fonksiyonlar¬olarak da adland¬r¬l¬rlar.

(3.7), (3.8), (3.10) ve (3.11) eşitlikleri (3.9) da göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

�

P

dP

dt
=

k1M1 + k2(M0 �M1)

(1� k1)N1P + (1� k2(N0 �N1)P )
� 1 (3.12)

elde edilir. Sisteme eklenen veya ç¬kar¬lan hisse senedi olmad¬¼g¬nda, hisse senedi

say¬s¬sadece al¬m-sat¬ma ba¼gl¬d¬r. Bu durumda

P
dNi
dt

= kiMi � (1� ki)NiP (3.13)

dMi

dt
= �kiMi + (1� ki)NiP (3.14)

sistemi elde edilir. (3.7) ve (3.8) den

d

dt
(M1 +M2) = 0;

d

dt
(N1 +N2) = 0

d¬r. O halde (3.13) veya (3.14) i = 1; 2 için aç¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa

P =
k1M1 + k2M2

(1� k1)N1 + (1� k2)N2
(3.15)

bulunur. Di¼ger taraftan sisteme nakit ya da hisse senedi ak¬̧s¬ olmad¬¼g¬n¬ kabul

etti¼gimizden (3.13) ve (3.14) den

dMi

dt
= P

dNi
dt

(3.16)
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dir. ki geçi̧s fonksiyonlar¬, yat¬r¬mc¬lar¬n e¼gilimini ifade eden �
(i)
1 ve �(i)2 fonksiyon-

lar¬ile tan¬mlan¬r. (i): yat¬r¬mc¬grubun hisse senedinin �yat¬n¬n yönüne ve gerçek

de¼gerine göre karar¬n¬etkileyen motivasyon fonksiyonlar¬s¬ras¬yla

d�
(i)
1

dt
= c

(i)
1

(
q
(i)
1

P

dP

dt
� �(i)1

)
d�
(i)
2

dt
= c

(i)
2

(
q
(i)
2

P
(i)
a (t)� P (t)
P
(i)
a (t)

� �(i)2

)

dir. ki : (�1;1)! (�1; 1) fonksiyonlar¬

ki =
1

2
(1 + tanh(�i1 + �

i
2)) (3.17)

şeklinde al¬nabilir. Yat¬r¬mc¬motivasyonlar¬(3.17) içerisine dahil edilebilir ve

�(i)(t) =
mX
j=1

�
(i)
j (t)

şeklinde bir yat¬r¬mc¬ duyarl¬l¬k fonksiyonu olarak ifade edilebilir. Yat¬r¬mc¬ du-

yarl¬l¬k fonksiyonunun bu yap¬s¬lineer bir yap¬dan ziyade lineer olmayan bir yap¬ya

da sahip olabilir.

Çal¬̧sman¬n devam¬nda bu kapal¬ denklem sistemi içeriden d¬̧sar¬ya para ve hisse

senedi alan ve d¬̧sar¬dan içeriye para ve hisse senedi ç¬karacak şekilde geni̧sletilmi̧stir.

Oluşan yeni sistemdeki zamana ba¼gl¬olarak de¼gi̧sen nakit miktar¬ile hisse senedi

say¬s¬aşa¼g¬da ifade edilmi̧stir:

M0(t) =M
bas +M ek

1 (t) +M
ek
2 (t) (3.18)

N0(t) = N
bas +N ek

1 (t) +N
ek
2 (t) (3.19)

Burada Mbas ve Nbas ile gösterilen sistemde başlang¬çta sistem içerisinde bulunan

nakit ve hisse senedi miktar¬d¬r. M ek
i (t) ve N

ek
i (t) ile ifade edilmek istenen ise sis-

temdeki iki grup yat¬r¬mc¬n¬n varl¬klar¬na eklenen veya art¬k sahip olmad¬¼g¬nakit ve

hisse senedi miktar¬d¬r. Ek nakit miktar¬n¬n fonksiyonu aşa¼g¬daki gibi ifade edilebilir:

M ek
i (t) =

8<: 0; t < t1;

M ek
i (t); t � t1:

(3.20)
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Buna göre (3.6) ve (3.7) ile ifade edilen nakit ve hisse senedi miktar¬ndaki de¼gi̧sikli¼gi

gösteren denklemler aşa¼g¬daki gibi revize edilmi̧stir:

P
dNi
dt

= kiMi � (1� ki)NiP + P
dN ek

i

dt
(3.21)

P
dMi

dt
= �kiMi + (1� ki)NiP + P

dM ek
i

dt
(3.22)

Caginalp ve Merdan çal¬̧smalar¬nda korunumlu olmayan bu sistem için baz¬nümerik

çal¬̧smalar yapm¬̧slard¬r. Bu çal¬̧smalar¬gerçek piyasa olaylar¬yla kaŗs¬laşt¬rm¬̧slard¬r.

2004 y¬l¬nda CEE (Central Europe and Russia) adl¬piyasada meydana gelen hisse

senetlerinin bölünmesi ad¬verilen bir olay¬incelemi̧slerdir. Hisse senedi bölünmesi

olarak ifade edilen bu olayda, elinde bir A şirketinin hissesini bulunduran yat¬r¬m-

c¬ya ya elindeki hisse senedi miktar¬na göre belirli oranda hisse senedi verilir ya da

o yat¬r¬mc¬ya daha ucuz �yattan hisse senedi sat¬l¬r. Klasik ekonomide bu durum

sonucunda hisse senedi �yatlar¬n¬n de¼gi̧smeyece¼gi konusunda yayg¬n bir görüş vard¬r.

Ancak bu görüş uygulamada geçerli de¼gildir. Caginalp ve Merdan makalelerinde

oluşturduklar¬sistem ile bu yayg¬n görüşün geçerli olmad¬¼g¬n¬ortaya koymuşlard¬r.

Bu örnekte, ilgili şirket 2004 y¬l¬ocak ay¬nda sözü geçen piyasaya
1

3
oran¬nda daha

fazla hisse senedi sürece¼gini duyurmuştur ve şubat ay¬nda da bu hisse senetlerini

piyasaya sürmüştür. Klasik ekonomiye göre hisse senedi �yat¬n¬n de¼gi̧smemesi gerek-

mektedir. Ancak durum böyle olmam¬̧st¬r. Hatta hisse senedi eklenmesi duyurusu

bile �yatlar¬belli bir oranda düşürmüştür. Bunun nedenini Caginalp ve Merdan

şöyle aç¬klam¬̧st¬r. Çal¬̧smalar¬nda iki farkl¬görüşe sahip olan yat¬r¬mc¬gruplar¬n-

dan elinde fazla miktarda hisse senedi bulunan grup �yatlar¬n de¼gi̧smeyece¼gini umut

etmi̧slerdir ve onlar¬n zihnindeki hisse senedi de¼gerini düşürmemi̧slerdir. Ellerinde

fazla miktarda para olan grup ise piyasaya daha fazla hisse senedi eklenmesiyle

hisse senedi say¬s¬nda bir art¬̧s olaca¼g¬n¬düşündükleri ve likidite de¼geri düşece¼gin-

den dolay¬hisse senedinin gerçek de¼gerini daha düşük belirlemi̧slerdir. Gerçekten

de bir piyasada arz fazla iken talep az ise sat¬lan mal¬n veya hizmetin �yat¬düşer.

Nitekim 2004 y¬l¬ndaki olay da bu şekilde gerçekleşmi̧stir.
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Şekil 3.1 2004 CEE de¼ger kayb¬- zaman gra�¼gi

Şekil 3.1 de 47. günde piyasaya hisse senedi sürülece¼gi duyurusu yap¬lm¬̧s ve �yatlar

düşmeye başlam¬̧st¬r. 74. günde ise duyuruda sözü geçen hisse senetleri piyasaya

sürülmüş ve ard¬ndan büyük bir düşüş yaşanm¬̧st¬r. Şekil 3.2 de Caginalp ve Mer-

dan�¬n çal¬̧smalar¬nda nümerik simülasyonla elde edilen gra�k yer almaktad¬r. Bu

simülasyonla oluşturulan sistemin tutarl¬l¬¼g¬gözlemlenmi̧stir. Bu makalenin sonu-

cunda farkl¬motivasyonlara sahip yat¬r¬mc¬gruplar¬n¬ele alarak oluşturulan sistemin

tutarl¬l¬¼g¬gözlemlenmi̧stir.
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Şekil 3.2 Cag¬nalp & Merdan modeli �yat - zaman gra�¼gi
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4. KES·IRL·I BASAMAKTAN F·INANSAL MODELLER

4.1 Literatür Taramas¬

Kesirli basamaktan türevleri içeren �nansal modeller tam say¬basamaktan türevleri

içerenlere nazaran bir hayli azd¬r. Bu konuda yap¬lan çal¬̧smalar (Chen 2008, Wang

vd. 2011, Prathumwan vd. 2017) da yer almaktad¬r. Chen 2008 y¬l¬nda yapt¬¼g¬

çal¬̧smada temeli tam say¬basamaktan8>>><>>>:
x0 = z + (y � a)x

y0 = 1� by � x2

z0 = �x� cz

sistemine dayanan kesirli basamaktan8>>><>>>:
D�1
t x(t) = z + (y � a)x

D�2
t y(t) = 1� by � x2

D�3
t z(t) = �x� cz

(4.1)

modelini incelemi̧stir (Chen 2008). Burada üç durum de¼gi̧skeni x; y; z s¬ras¬yla faiz

oran¬n¬, yat¬r¬m talebini ve �yat endeksini temsil eder. a; b; c negatif olmayan sabitler

olup, a tasarruf miktar¬d¬r (bazen bir kontrol parametresi olarak kabul edilebilir), b

ki̧si baş¬na maliyettir, c ise ticari piyasalar¬n talep esnekli¼gidir. Bu çal¬̧smada sabitler

a = 3; b = 0:1 ve c = 1 ve başlang¬ç koşullar¬(x0; y0; z0) = (2; 3; 2) olarak al¬nm¬̧st¬r.

Diethelm (Diethelm vd. 2002) de ifade edilen nümerik metot uygulanarak �1; �2

ve �3 basamaklar¬n¬n farkl¬de¼gerleri için nümerik simülasyonlar yap¬lm¬̧st¬r. Elde

edilen sonuçlar basamaklar¬n 30ten küçük oldu¼gu durumlarda sistemin kaotik bir

yap¬ya sahip oldu¼gunu göstermektedir.

Wang ve çal¬̧sma arkadaşlar¬ise (4.1) sisteminin bir genelleştirilmesi olan gecikmeli8>>><>>>:
D�1
t x(t) = z + (y(t� �)� a)x

D�2
t y(t) = 1� by � x2(t� �)

D�3
t z(t) = �x(t� �)� cz

modelini incelemi̧slerdir (Wang vd. 2011). Burada � > 0 sistemin gecikme terimini

ifade eder. Farkl¬� de¼gerleri ve sabit � gecikme terimi için yap¬lan nümerik simülas-
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yonlara ek olarak farkl¬� de¼gerleri için de inceleme yap¬lm¬̧s ve zaman gecikmesinin

�nansal sistem için hassas bir faktör oldu¼gu gösterilmi̧stir.

Prathumwan ve çal¬̧sma arkadaşlar¬n¬n yapt¬¼g¬bu çal¬̧smada (Prathumwan vd. 2017)

temeli Caginalp ve arkadaşlar¬n¬n çal¬̧smalar¬na dayal¬olan varl¬k ak¬̧s¬diferensiyel

denklem modeli incelenmi̧stir (Caginalp ve Ermentrout 1990, Caginalp ve Ermen-

trout 1991, Caginalp ve Balenovich 1994, Caginalp ve Balenovich 1999). Caginalp ve

Balenovich�in 1999 y¬l¬nda önerdikleri model y1(t) hisse senedinin t an¬ndaki �yat¬,

y2(t) hisse senedine t an¬nda yat¬r¬lan toplam varl¬¼g¬n oran¬, y3(t) t an¬nda yat¬r¬mc¬

tercihinin e¼gilim tabanl¬bileşeni ve y4(t) t an¬nda yat¬r¬mc¬tercihinin de¼ger tabanl¬

bileşeni olmak üzere:

dy1
dt
= y1(t)F (

D

S
)

dy2
dt
= k(t)(1� y2(t))� (1� k(t))y2(t)(1� y2(t))F (

D

S
)

dy3
dt
= a1(a2F (

D

S
)� y3(t)) (4.2)

dy4
dt
= a3(a4

Pa � y4(t)
Pa

)

şeklindedir, burada P hisse senedinin �yat¬n¬, Pa hisse senedi için yat¬r¬mc¬taraf¬n-

dan belirlenen de¼gerini (gerçek de¼ger) göstermek üzere talep ve arz fonksiyonlar¬

s¬ras¬yla D = k(t)(1 � y2(t)); S = (1 � k(t))y2(t) al¬nabilir. k(t) geçi̧s fonksiyonu

y3(t) ve y4(t) ye ba¼gl¬olup k(t) = 0:5+0:5 tanh(y3(t)+y4(t)) olarak tan¬mlanm¬̧st¬r.

F (t) artan sürekli bir fonksiyon olup F (1) = 0 d¬r. Pa; a1; a2; a3 ve a4 pozitif

sabitlerdir.

Prathuwan ve arkadaşlar¬n¬n (Prathuwan vd. 2017) D�
t ; 0 < � < 1 basamaktan

Caputo türevini göstermek üzere (4.2) sisteminin bir genelleştirmesi olan

D�
t y1 = y1(t)F (G(t; y1(t); y2(t); y3(t); y4(t)))

D�
t y2 = K(t; y1(t); y2(t); y3(t); y4(t))� y2(t)

+y2(t)(1� y2(t))F (G(t; y1(t); y2(t); y3(t); y4(t)))

D�
t y3 = b1F (G(t; y1(t); y2(t); y3(t); y4(t)))� b2y3(t) (4.3)

D�
t y4 = b3 � b4y1(t)� b5y4(t)

sistemini yi(0) = yi;0; i = 1; 2; 3; 4 başlang¬ç koşulu ile birlikte ele alm¬̧slard¬r. Çal¬̧s-
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mada ele al¬nan modelin çözümlerinin varl¬k tekli¼gi araşt¬r¬lm¬̧s daha sonra da sis-

temin kararl¬l¬k analizi için ilk olarak denge noktalar¬bulunmuştur. Bulunan denge

noktalar¬etraf¬nda nümerik hesaplamalar yap¬lm¬̧st¬r. Ortaya ç¬kan sonuçlar tam

say¬basamaktan model ile k¬yaslanm¬̧st¬r.

4.2 Varl¬k Ak¬̧s¬Diferensiyel Denklem Sistemi Modeli

Tez çal¬̧smas¬nda temeli Caginalp ve Merdan�¬n (Caginalp ve Merdan 2007) çal¬̧s-

malar¬na dayanan kesirli basamaktan8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

CD�x1(t) = x1(t)F (G(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t)))

CD�x2(t) = �K1(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x2(t) + x1(t)x3(t)

�K1(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x1(t)x3(t)

CD�x3(t) =
K1(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x2(t)

x1(t)
� x3(t)

+K1(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x3(t)

CD�x4(t) = �K2(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x4(t) + x1(t)x5(t)

�K2(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x1(t)x5(t)

CD�x5(t) =
K2(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x4(t)

x1(t)
� x5(t)

+K2(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t))x5(t)

CD�x6(t) = a5F (G(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t)))� a1x6(t)
CD�x7(t) = a6 � a7x1(t)� a2x7(t)
CD�x8(t) = a8F (G(t; x1(t); x2(t); :::; x9(t)))� a3x8(t)
CD�x9(t) = a9 � a10x1(t)� a4x9(t)

(4.4)

modeli ele al¬nacakt¬r. Burada CD�, 0 < � < 1 basamaktan Caputo kesirli türevidir.

xi(t), i = 1; 2; :::; 9; de¼gi̧skenleri aşa¼g¬daki şekilde tan¬ml¬d¬r.

x1(t) : Hisse senedinin t an¬ndaki �yat¬,

x2(t) : Birinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬,

x3(t) : Birinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu hisse senedi say¬s¬,

x4(t) : ·Ikinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬,

x5(t) : ·Ikinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu hisse senedi say¬s¬,

x6(t) : Hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen

bileşen,
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x7(t) : Hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬

etkileyen bileşen,

x8(t) : Hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre ikinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen

bileşen,

x9(t) : Hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre ikinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬

etkileyen bileşen.

ai; i = 1; 2; :::; 9; pozitif sabitler olup, F; G; K1 ve K2 fonksiyonlar¬n¬n aşa¼g¬daki

hipotezleri sa¼glad¬¼g¬kabul edilmektedir.

(C1) F : (0;1)! R, artan ve sürekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon olup

F (1) = 0 ve her p; q 2 (0; 1) için

jF (p)� F (q)j � L1jp� qj (4.5)

olacak şekilde pozitif bir L1 sabiti mevcuttur.

(C2) G : (0; 1)�X9 ! [0; 1) süreklidir ve her t � 0 için

jG(t; x1; x2; :::; x9)�G(t; y1; y2; :::; y9)j � L2
9X
i=1

jxi � yij; (4.6)

supt2(0;1)jG(t; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)j � L3 (4.7)

olacak şekilde L2 ve L3 pozitif sabitleri mevcuttur.

(C3) K1 : (0; 1)�X9 ! (�1; 1) sürekli diferensiyellenebilirdir ve her t > 0 için

jK1(t; x1; x2; :::; x9)�K1(t; y1; y2; :::; y9)j � L4
9X
i=1

jxi � yij; (4.8)

supt2(0;1)jK1(t; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)j � L5 (4.9)

olacak şekilde L4, L5 pozitif sabitleri mevcuttur.

(C4) K2 : (0; 1)�X9 ! (�1; 1) sürekli diferensiyellenebilirdir ve her t > 0 için

jK2(t; x1; x2; :::; x9)�K2(t; y1; y2; :::; y9)j � L6
9X
i=1

jxi � yij; (4.10)

supt2(0;1)jK2(t; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)j � L7 (4.11)

olacak şekilde L6, L7 pozitif sabitleri mevcuttur. (4.4) sistemini x(0) = x0 başlang¬ç

koşulu ile birlikte ele alal¬m. Burada x = (x1; x2; :::; x9) ve x0 = (x1;0; x2;0; :::; x9;0)
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d¬r. Ayr¬ca x1(t) � n > 0 olacak biçimde pozitif bir n sabitinin mevcut oldu¼gunu ka-

bul edelim. x1(t) hisse senedinin t an¬ndaki �yat¬n¬gösterdi¼ginden bu kabul genelli¼gi

bozmaz.

Teorem 4.1 (4.4) sistemi [0; h] üzerinde bir tek sürekli çözüme sahip olacak şekilde

sonlu bir h sabiti mevcuttur.

·Ispat M; M � 9maksfjxi;0j ; i = 1; 2; :::; 9g+ 1 olacak şekilde bir sabit olsun.

A = 2(ML1L2 +M + 1) +M(L4 + L6)(2M + 4 +
1

n
+
M

n2
)

+(L5 + L7)(
M

n2
+M + 2) + L1L2(a5 + a8) + jF (L3)j

+a1 + a2 + a3 + a4 + a7 + a10

olmak üzere aşa¼g¬daki eşitsizli¼gi sa¼glayan bir h pozitif sabiti seçelim:

h < min

(�
�(�+ 1)

9M (jF (L3)j+ L1L2M)

�1=�
;

�
�(�+ 1)

9M ((M + 1)(L4M + L5) +M)

�1=�
;

�
�(�+ 1)

9M((L4M + L5)(1 +
1
n
) + 1)

�1=�
;

�
�(�+ 1)

9M ((M + 1)(L6M + L7) +M)

�1=�
;�

�(�+ 1)

9M(L6M + L7)(1 +
1
n
) + 1)

�1=�
;

�
�(�+ 1)

9(a5(L1L2M + jF (L3)j) + a1M)

�1=�
;�

�(�+ 1)

9(a6 +M(a7 + a2))

�1=�
;

�
�(�+ 1)

9(a8(L1L2M + jF (L3)j) + a3M)

�1=�
;�

�(�+ 1)

9(a9 +M(a10 + a4))

�1=�
;

�
�(�+ 1)

A

�1=�)
: (4.12)

X = C[0; h] ve kxikX = sup
t2[0;h]

jxi(t)j olmak üzere

X9 = fx = (x1; x2; :::; x9) : xi 2 X; i = 1; 2; :::; 9g uzay¬ kxkX9 =
9P
i=1

kxikX

normu ile bir Banach uzay¬d¬r.

U = fx 2 X9 : kxkX9 �Mg

kümesini göz önüne alal¬m. U � X9 kümesi kapal¬, s¬n¬rl¬ve konvekstir.

Tx = (T1x; T2x; :::; T9x) olmak üzere T : U ! X9 operatörünü tan¬mlayal¬m, burada
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Ti : U ! X; i = 1; 2; :::; 9; aşa¼g¬daki şekilde tan¬ml¬d¬r:

T1x = x1;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1x1(s)F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))ds;

T2x = x2;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[�K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x2(s)

+ x1(s)x3(s)�K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x1(s)x3(s)]ds;

T3x = x3;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x2(s)

x1(s)
� x3(s)

+K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x3(s)] ds;

T4x = x4;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[�K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x4(s)

+ x1(s)x5(s)�K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x1(s)x5(s)]ds;

T5x = x5;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x4(s)

x1(s)
� x5(s)

+K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x5(s)] ds;

T6x = x6;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 [a5F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))� a1x6(s)] ds;

T7x = x7;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 [a6 � a7x1(s)� a2x7(s)] ds;

T8x = x8;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 [a8F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))� a3x8(s)] ds;

T9x = x9;0 +
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 [a9 � a10x1(s)� a4x9(s)] ds:
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·Ilk ad¬mda T : U ! U oldu¼gunu gösterece¼giz. Her x 2 U için T1 in tan¬m¬ndan

jT1x(t)j � jx1;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 jx1(s)j

�jF (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))� F (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))

+F (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))jds (4.13)

dir. F artan oldu¼gundan (4.7) hipotezinden

jF (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))j � jF (L3)j (4.14)

dir. (4.5), (4.6) ve U kümesinin tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

jF (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))� F (G(s; 0; 0; :::; 0))j � L1jG(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

�G(s; 0; 0; :::; 0)j

� L1L2
9X
i=1

jxi(s)j

� L1L2M (4.15)

elde edilir. (4.14) ve (4.15) eşitsizlikleri (4.13) de göz önüne al¬n¬rsa

jT1x(t)j � jx1;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1jx1(s)j[jF (L3)j+ L1L2M ]ds

� jx1;0j+
M

�(�)
(jF (L3)j+ L1L2M)

t�

�
; t 2 [0; h]

bulunur. O halde her t 2 [0; h] için

kT1xkX � jx1;0j+
M

�(�)
(jF (L3)j+ L1L2M)

h�

�

olup h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan

kT1xkX � jx1;0j+
1

9
(4.16)

dir.
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T2�nin tan¬m¬ndan her x 2 U için

jT2x(t)j � jx2;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[j �K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x2(s)

+ x1(s)x3(s)� x1(s)x3(s)K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)j]ds

� jx2;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[j�K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j jx2(s)j

+ jx1(s)j jx3(s)j+ jx1(s)j jx3(s)j jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)j]ds

� jx2;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1M jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))(1 +M) +M jds

� jx2;0j+
M

�(�)

tZ
0

(t� s)��1jM + (1 +M)j[jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

�K1(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0) +K1(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)j]ds

dir. (4.8), (4.9) hipotezleri ve U kümesinin tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

kT2xkX � jx2;0j+
M

�(�)
[(L4M + L5)(M + 1) +M ]

h�

�
:

h ¬n (4.12) tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

kT2xkX � jx2;0j+
1

9
(4.17)

elde edilir. Benzer olarak T3�ü ele al¬rsak her x 2 U için

jT3x(t)j � jx3;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1jx2(s)
x1(s)

K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))� x3(s)

+ x3(s)K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))jds

� jx3;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[jx2(s)
x1(s)

K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j+ jx3(s)j

+ jx3(s)K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j] ds
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jT3x(t)j � jx3;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[M
n
jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j+M

+M jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j]ds

� jx3;0j+
M

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[ 1
n
jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j+ 1

+jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j] ds

dir. (4.8), (4.9) koşullar¬ve U kümesinin tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

kT3xkX � jx3;0j+
M

�(�)

�
(L4M + L5)(1 +

1

n
) + 1

�
h�

�

bulunur. h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan

kT3xkX � jx3;0j+
1

9
(4.18)

elde edilir. T4 operatörü ele al¬n¬p (4.10), (4.11) eşitsizlikleri ve U kümesinin tan¬m¬

kullan¬l¬rsa

jT4x(t)j � jx4;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1j � x4(s)K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

+ x1(s)x5(s)� x1(s)x5(s)K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))jds

� jx4;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1M [jK2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j+M

+M jK2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j] ds

� jx4;0j+
M

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[M + (1 +M)jK2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j]ds

(4.10), (4.11) hipotezleri ve U kümesinin tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

kT4xkX � jx4;0j+
M

�(�)
[(L6M + L7)(M + 1) +M ]

h�

�

bulunur. h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan

kT4xkX � jx4;0j+
1

9
(4.19)
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bulunur. T5 operatörü için benzer i̧slemler yap¬l¬p (4.10), (4.11) eşitsizlikleri, U

kümesinin tan¬m¬ve x1(t) � n > 0 özelli¼gi göz önüne al¬nd¬¼g¬nda her x 2 U için

jT5x(t)j � jx5;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[jx4(s)
x1(s)

K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))� x5(s)

+x5(s)K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j] ds

� jx5;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1
�����x4(s)x1(s)

K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

����+ jx5(s)j
+jx5(s)K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j] ds

� jx5;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1
�
jM
n
K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)) +M j

+M jK2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j]ds

� + jx5;0j+
M

�(�)

�
(L6M + L7)(1 +

1

n
) + 1

�
t�

�
; t 2 [0; h]

bulunur. h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan

kT5xkX � jx5;0j+
1

9
(4.20)

elde edilir. Benzer olarak T6 operatörü için (4.5) - (4.7) eşitsizlikleri ve U kümesinin

tan¬m¬kullan¬l¬rsa

jT6x(t)j � jx6;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[ja5F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))

� F (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)) + F (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))

+ a1x6(s)j]ds

� jx6;0j+
1

�(�)
[a5(L1L2M + jF (L3j)) + a1M ]

t�

�
; t 2 [0; h]

ve h�nin (4.12) tan¬m¬ndan

kT6xkX � jx6;0j+
1

9
(4.21)

bulunur.
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T7 operatörü için U kümesinin tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

jT7x(t)j � jx7;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1ja6 � a7x1(s)� a2x7(s)jds

� jx7;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[ja6j+ ja7jM + ja2jM ]ds

� jx7;0j+
1

�(�)
[a6 +M(a7 + a2)]

t�

�
; t 2 [0; h]

ve h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan

kT7xkX � jx7;0j+
1

9
(4.22)

bulunur. T8 operatörü ele al¬n¬p (4.5) - (4.7) eşitsizlikleri ve U kümesinin tan¬m¬

kullan¬l¬rsa

jT8x(t)j � jx8;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1ja8F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))� a3x8(s)jds

� jx8;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[ja8j jF (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))j

+ j�F (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)) + F (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))j

+ ja3jjx8(s)j]ds

� jx8;0j+
1

�(�)
[a8(L1L2M + jF (L3j)) + a3M ]

t�

�
; t 2 [0; h]

ve h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan

kT8xkX � jx8;0j+
1

9
(4.23)

bulunur. T9 operatörü için U kümesinin tan¬m¬göz önüne al¬nd¬¼g¬nda

jT9x(t)j � jx9;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1ja9 � a10x1(s)� a4x9(s)jds

� jx9;0j+
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[ja9j+ ja10jM + ja4jM ]ds

elde edilir.
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Buradan

jT9x(t)j � jx9;0j+
1

�(�)
[a9 +M(a10 + a4)]

t�

�
; t 2 [0; h]

ve h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan

kT9xkX � jx9;0j+
1

9
(4.24)

bulunur. Böylece (4.16) - (4.24) eşitsizliklerinden

kTxkX9 =

9X
i=1

kTixkX

� 9maks fjxi;0j ; i = 1; 2; :::; 9g+ 1

�M

elde edilir. O halde T : U ! U tan¬ml¬bir dönüşümdür.

Şimdi T�nin bir daralma dönüşümü oldu¼gu gösterilecektir. Her x; y 2 U için

jT1x(t)� T1y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 jx1(s)F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))

�y1(s)F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)))j ds

� 1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 [jx1(s)j jF (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))

� F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)))j

+ jx1(s)� y1(s)j jF (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)))j] ds

dir. (4.5) - (4.7) hipotezleri göz önüne al¬n¬rsa

jT1x(t)� T1y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1jx1(s)j

� L1j(G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))�G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))j

+ jx1(s)� y1(s)jjF (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)))j]ds
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jT1x(t)� T1y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[jx1(s)jL1

�j(G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))�G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))j

+jx1(s)� y1(s)jjF (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)))

�F (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))j

+jF (G(s; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0))j]ds

� 1

�(�)
kx� ykX9 (2ML1L2 + jF (L3)j)

tZ
0

(t� s)��1ds

� 1

�(�)
(2ML1L2 + jF (L3)j) kx� ykX9

t�

�
; t 2 [0; h]

bulunur, buradan

L8 =
2ML1L2 + jF (L3)j

�(�+ 1)
h�

olmak üzere

kT1x(t)� T1y(t)kX � L8 kx� ykX9 (4.25)

elde edilir. Her x; y 2 U için

jT2x(t)� T2y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 j�K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x2(s)

+K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y2(s) + x1(s)x3(s)� y1(s)y3(s)

� x1(s)x3(s)K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

+y1(s)y3(s)K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))j ds

� 1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[jK1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))

�K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j jy2(s)j

+ jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j jy2(s)� x2(s)j

+ jx3(s)(x1(s)� y1(s)) + y1(s)(x3(s)� y3(s))j

+ jy1(s)y3(s)j jK1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))�K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j

+ jK1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j jy1(s)y3(s)� x1(s)x3(s)j]ds
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dir. (4.8) ve (4.9) eşitsizlikleri göz önüne al¬n¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

L9 =
1

�(�+ 1)
(M(2L4 + L5 + 1 + 2L4M) + L5)h

�

olmak üzere

jjT2x(t)� T2y(t)jjX � L9 kx� ykX9 (4.26)

elde edilir. Her x; y 2 U için

jT3x(t)� T3y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1
����x2(s)x1(s)

K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

� x3(s) + x3(s)K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

� y3(s)K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))

�y2(s)
y1(s)

K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)) + y3(s)

���� ds
dir. (4.8) - (4.11) eşitsizlikleri göz önüne al¬n¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

jT3x(t)� T3y(t)j �
1

�(�)
kx� ykX9

tZ
0

(t� s)��1[M
n
L4 +

2

n2
(L4M + L5)

+1 + 2L4M + L5]ds

elde edilir, buradan

jjT3x(t)� T3y(t)jjX � L10 kx� ykX9 (4.27)

L10 =
1

�(�+ 1)

�
M

n
L4 +

M

n2
(L4M + L5) + 1 + 2L4M + L5

�
h�

bulunur. Her x; y 2 U için

jT4x(t)� T4y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 j�K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))x4(s)

+K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y4(s) + x1(s)x5(s)� y1(s)y5(s)

� x1(s)x5(s)K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

+y1(s)y5(s)K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))j ds
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jT4x(t)� T4y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1[jK2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))

�K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j jx4(s)j

+ jK2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))j jy4(s)� x4(s)j

+ jx5(s)(x1(s)� y1(s)) + y1(s)(x5(s)� y5(s))j

+ jy1(s)y5(s)j jK2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))�K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j

+ jK2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))j jy1(s)y5(s)� x1(s)x5(s)j]ds

dir. (4.10) ve (4.11) eşitsizlikleri göz önüne al¬n¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

L11 =
1

�(�+ 1)
(M(2L6 + L7 + 1 + 2L6M) + L7)h

�

olmak üzere

jjT4x(t)� T4y(t)jjX � L11 kx� ykX9 (4.28)

elde edilir. Her x; y 2 U için

jT5x(t)� T5y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1
����x4(s)x1(s)

K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

� x5(s) + x5(s)K2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

� y5(s)K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))

�y4(s)
y1(s)

K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)) + y5(s)

���� ds
bulunur. (4.8) - (4.11) eşitsizlikleri göz önüne al¬n¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

jT5x(t)� T5y(t)j �
1

�(�)
kx� ykX9

tZ
0

(t� s)��1[M
n
L6 +

2

n2
(L6M + L7)

+1 + 2L6M + L7]ds

elde edilir. Buradan

L12 =
1

�(�+ 1)

�
M

n
L6 +

M

n2
(L6M + L7) + 1 + 2L6M + L7

�
h�

olmak üzere

jjT5x(t)� T5y(t)jjX � L12 kx� ykX9 (4.29)
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bulunur. Her x; y 2 U için

jT6x(t)� T6y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 ja5F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))

�a1x6(s)� a5F (G((s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))) + a1y6(s)j ds

� 1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 [ja5L1G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

�G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)) + a1 jy6(s)� x6(s)j]ds

dir. (4.5) ve (4.6) eşitsizlikleri göz önüne al¬n¬rsa

jT6x(t)� T6y(t)j �
1

�(�)
kx� ykX9

tZ
0

(t� s)��1[a5L1L2 + a1]ds

elde edilir. Buradan

L13 =
1

�(�+ 1)
(a5L1L2 + a1)h

�

olmak üzere

jjT6x(t)� T6y(t)jjX � L13 kx� ykX9 (4.30)

bulunur. Her x; y 2 U için

jT7x(t)� T7y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 ja6 � a7x1(s)� a2x7(s)

�a6 + a7y1(s) + a2y7(s)j ds

� 1

�(�+ 1)
(a7 + a2)h

� kx� ykX9

dir. O halde

L14 =
1

�(�+ 1)
(a7 + a2)h

�

olmak üzere

jjT7x(t)� T7y(t)jjX � L14 kx� ykX9 (4.31)

elde edilir. Her x; y 2 U için

jT8x(t)� T8y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 ja8F (G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)))

�a3x8(s)� a8F (G((s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))) + a3y8(s)j ds
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jT8x(t)� T8y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 [ja8L1G(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s))

�G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))j+ a3 jy8(s)� x8(s)j]ds

dir. (4.5) ve (4.6) eşitsizlikleri göz önüne al¬n¬rsa

jT8x(t)� T8y(t) �
1

�(�)
kx� ykX9

tZ
0

(t� s)��1[a8L1L2 + a3]ds

elde edilir. O halde

L15 =
1

�(�+ 1)
(a8L1L2 + a3)h

�

olmak üzere

jjT8x(t)� T8y(t)jjX � L15 kx� ykX9 (4.32)

bulunur. Benzer olarak her x; y 2 U için

jT9x(t)� T9y(t)j �
1

�(�)

tZ
0

(t� s)��1 ja9 � a10x1(s)� a4x9(s)

�a9 + a10y1(s) + a4y9(s)j ds

� 1

�(�+ 1)
(a10 + a4)h

� kx� ykX9

dir. Buradan

L16 =
1

�(�+ 1)
(a10 + a4)h

�

olmak üzere

jjT9x(t)� T9y(t)jjX � L16 kx� ykX9 (4.33)

elde edilir. (4.25) - (4.33) eşitsizlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

kTx� TykX9 � (L8 + L9 + :::+ L16) kx� ykX9

elde edilir. h ¬n (4.12) tan¬m¬ndan L8 + L9 + ::: + L16 < 1 olup T bir daralma

dönüşümüdür. O halde Banach sabit nokta teoreminden (4.4) sistemi [0; h] üzerinde

tan¬ml¬bir tek sürekli çözüme sahiptir.
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Aşa¼g¬daki teoremde çözümün varl¬k aral¬¼g¬[0; 1) aral¬¼g¬na geni̧sletilmektedir.

Teorem 4.2 x1(t); x2(t); :::; x9(t) bileşenleri s¬n¬rl¬ysa (4.4) sisteminin [0; 1) üze-

rinde tan¬ml¬bir x(t) çözümü vard¬r.

Uyar¬4.1 x1; x2; x3; x4 ve x5 s¬ras¬yla hisse senedinin t an¬ndaki �yat¬, birinci

grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬, birinci grupta t an¬nda bulunan hisse

senedi say¬s¬, ikinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬ve ikinci grupta t

an¬nda bulunan hisse senedi say¬s¬n¬ifade etmektedir ve bu ifadelerin �nansal ola-

rak s¬n¬rl¬olduklar¬n¬n kabulü anlaml¬d¬r. x6; x7; x8; x9 ise s¬ras¬yla hisse senedi �-

yat¬n¬n yönüne göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen, hisse senedi

�yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen,

hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre ikinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen

ve hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre ikinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etki-

leyen bileşendir. Finansal olarak trend ve de¼gerleme bileşenleri arz ve talep ile

do¼grudan ba¼glant¬l¬oldu¼gundan s¬n¬rl¬olarak kabul edilebilir. Dolay¬s¬yla (4.4) sis-

teminin x(t) çözümü s¬n¬rl¬kabul edilebilir.

·Ispat (Teorem 4.2) Kabul edelim ki (4.4) sisteminin çözümünün maksimal varl¬k

aral¬¼g¬[0; �); � <1 olsun. x(t) [0; �) üzerinde s¬n¬rl¬ve sürekli oldu¼gundan lim
t!��

x(t)

sonludur.

lim
t!��

x(t) = x(�); x(�) = (x1(�); x2(�); :::; x9(�))

olsun. Bu durumda x(t) 2 C9[0; �] d¬r.

Şimdi t 2 [�; � + eh] durumunu ele alal¬m. fM > 9maksfxi(�); i = 1; 2; :::; 9g + 1

tan¬mlayal¬m. Teorem 4.1 in ispat¬na benzer olarak problemimiz [�; �+eh] üzerinde
bir çözüme sahip olacak şekilde fM�ya ba¼gl¬pozitif bir eh < 1 sabiti oluşturaca¼g¬z.eX = C[�; � + eh] uzay¬kyk eX = sup

t2[�;�+eh] jy(t)j normu ile bir Banach uzay¬d¬r.eX9 = fy = (y1; y2; :::; y9) : yi 2 eX; i = 1; 2; :::; 9g olmak üzere eU = fy 2 eX9 :

kyk eX9 � fMgkümesini göz önüne alal¬m ve eT : eU ! eX9; eT = (eT1y; eT2y; :::; eT9y)
operatörünü tan¬mlayal¬m.
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Her y 2 eU için eTi operatörleri aşa¼g¬daki şekilde tan¬ml¬d¬r:
eT1y = x1(�) +

1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1 [y1(s)F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)))] ds;

x1(�) = x1;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1 [y1(s)F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s)))] ds;

eT2y = x2(�) +
1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1[�K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y2(s)

+y1(s)y3(s)�K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y1(s)y3(s)]ds;

x2(�) = x2;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1[�K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y2(s)

+y1(s)y3(s)�K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y1(s)y3(s)]ds;

eT3y = x3(�) + 1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1[K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y2(s)

y1(s)
� y3(s)

+K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y3(s)]ds

x3(�) = x3;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1[K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y2(s)

y1(s)
� y3(s)

+K1(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y3(s)]ds

eT4x = x4(�) +
1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1[�K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y4(s)

+y1(s)y5(s)�K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y1(s)y5(s)]ds;

x4(�) = x4;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1[�K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y4(s)

+y1(s)y5(s)�K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y1(s)y5(s)]ds;

eT5y = x5(�) + 1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1[K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y2(s)

y1(s)
� y5(s)

+K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y5(s)ds] ;
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x5(�) = x5;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1[K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y2(s)

y1(s)
� y5(s)

+K2(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))y5(s)ds]

eT6y = x6(�) + 1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1 [a5F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))� a1y6(s)] ds;

x6(�) = x6;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1 [a5F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))� a1y6(s)] ds;

eT7y = x7(�) + 1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1 [a6 � a7y1(s)� a2y7(s)] ds;

x7(�) = x7;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1 [a6 � a7y1(s)� a2y7(s)] ds;

eT8y = x8(�) + 1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1 [a8F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))� a3y8(s)] ds;

x8(�) = x8;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1 [a8F (G(s; y1(s); y2(s); :::; y9(s))� a3y8(s)] ds;

eT9y = x9(�) + 1

�(�)

tZ
�

(t� s)��1 [a9 � a10y1(s)� a4y9(s)] ds;

x9(�) = x9;0 +
1

�(�)

�Z
0

(� � s)��1 [a9 � a10y1(s)� a4y9(s)] ds:

Teorem 4.1�in ispat¬ndaki benzer i̧slemler tekrar edilerek eT�nin bir daralma dönüşümü
oldu¼gu gösterilir. O halde t 2 [�; � + eh] için �x(t) = eT �x(t) dir.

ex(t) =
8<: x(t); t 2 [0; �]

�x(t); t 2 [�; � + eh]
olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda ex; (4.4) sisteminin [0; � + eh] üzerinde tan¬ml¬
sürekli bir çözümüdür. Bu ise ispata başlarken çözümün maksimal varl¬k aral¬¼g¬n¬n

[0; �) oldu¼gu kabulü ile çeli̧sir. O halde, (4.4) sisteminin [0;1) üzerinde tan¬ml¬bir

çözümü mevcuttur.
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4.3 Nümerik Simülasyonlar

Bu tez çal¬̧smas¬nda oluşturulan model Caginalp veMerdan (2007) modeli ile kaŗs¬laş-

t¬r¬lm¬̧st¬r. Bunun için tek bir çeşit hisse senedi bulunan iki grup için farkl¬senar-

yolar oluşturulmuştur. Her bir örnekte dokuz bilinmeyenli dokuz kesirli basamaktan

diferensiyel denklemden oluşan sistem Adam-Bashforth Moulton Predictor Correc-

tor metodu (Garrappa 2018) kullan¬larak çözülmüştür. (4.4) sisteminin nümerik

sonuçlar¬F (t) = � log t, K1(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)) = 0:5 + 0:5 tanh(x6(t) + x8(t))

veK2(s; x1(s); x2(s); :::; x9(s)) = 0:5+0:5 tanh(x7(t)+x9(t)) al¬narak hesaplanm¬̧st¬r.

Model parametreleri ise ci1; c
i
2; q

i
1; q

i
2 için farkl¬de¼gerler almaktad¬r. Fiyat ve hisse

senedinin de¼gi̧simini ele alan üç farkl¬ senaryo üzerinde durulmuştur. (4.4) siste-

minde kullan¬lan a1; a2; :::; a9 sabitleri ile ci1; c
i
2; q

i
1; q

i
2 de¼gi̧skenleri aras¬nda kurulan

ili̧ski aşa¼g¬da verilmi̧stir:

a1 = c11; a2 = c12; a3 = c21; a4 = c22; a5 = c11q
1
1; a6 = c12q

1
2; a7 =

c12q
1
2

P 1a
; a8 = c21q

2
1;

a9 = c
2
2q
2
2; a10 =

c22q
2
2

P 2a
:

Senaryo 1. Ayn¬miktarda nakit ve hisse senedine sahip iki grubun hisse senedinin

de¼gerlenmesine ba¼gl¬izledi¼gi bir yat¬r¬m stratejisi varsay¬lm¬̧st¬r. Bu durum için hisse

senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬zaman parametreleri ci1 = c
i
2 = 1 olarak al¬nm¬̧st¬r.

Hisse senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬ parametreler ise qi1 = 0:5; qi2 = 0:5 olarak

seçilmi̧stir ve başlang¬ç de¼gerleri aşa¼g¬da verilmi̧stir:

P 1a = P
2
a = x1(0); x1(0) = 20; x2(0) = 5000; x3(0) = 250; x4(0) = 5000; x5(0) = 250;

x6(0) = 0; x7(0) = 0; x8(0) = 0; x9(0) = 0: Al¬nan başlang¬ç de¼gerleri ve para-

metreleri kullanarak elde edilen nümerik simülasyonlar aşa¼g¬daki gibidir. Şekil 4.1 de

� = 1 olarak seçildi¼ginde �yat¬n sal¬n¬m ile denge �yat¬na ulaşt¬¼g¬görülmektedir. Bu

Cag¬nalp ve Merdan�¬n 2007�de yapm¬̧s oldu¼gu simülasyon ile uyumludur. � = 0:9

ve � = 0:8 olarak seçildi¼ginde ise �yat hareketinin daha az bir sal¬n¬m ile hareket

etti¼gi görülmektedir. Ayr¬ca � de¼geri azald¬kça �yat¬n denge noktas¬na yaklaşma

süresi de azalmaktad¬r.
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Şekil 4.1 � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x1(t) bileşenidir.

Şekil 4.2 de birinci gruptaki nakit miktar¬azald¬¼g¬nda hisse senedi say¬s¬artmak-

tad¬r. � = 1 için sal¬n¬mlar görülürken � = 0:9 ve � = 0:8 için daha erken sürede

denge noktas¬na ulaş¬lmaktad¬r. Şekil 4.3 de ikinci grubun sahip oldu¼gu nakit mik-

tar¬artarken hisse senedi miktar¬ise azalmaktad¬r. Şekil 4.5 te � = 1 için sal¬n¬mlar

mevcut iken � = 0:9 ve � = 0:8 için bu hareketinin görece s¬n¬rl¬oldu¼gu görülmek-

tedir. ·Ilk durum için ayn¬c(i)1 ; c
(i)
2 ; q

(i)
1 ; q

(i)
2 seçildi¼ginden Şekil 4.4 teki gibi benzer

hareketler elde edilmi̧stir. Tüm yat¬r¬mc¬lar¬n eşit olarak sahip oldu¼gu nakit miktar¬

ve hisse senedinin grup dinamiklerine olan etkisi, yat¬r¬mc¬motivasyonuna etki eden

bileşenlerin c(i)1 = c
(i)
2 = 1; q

(i)
1 = 0:5; q

(i)
2 = 0:5 seçilerek elde edilen gra�kler ile gös-

terilmi̧stir. � n¬n seçilen üç de¼geri için bir denge noktas¬na yaklaşt¬¼g¬gra�klerden

gözlemlenmektedir.
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Şekil 4.2 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x2(t) ve x3(t) bileşenleridir.

Senaryo 2. i. ·Ilk durum için iki gruptaki yat¬r¬mc¬lar¬n sadece hisse senedinin

de¼gerlenmesine ba¼gl¬olarak bir yat¬r¬m stratejisi izledi¼gi varsay¬lm¬̧st¬r. Şekil 4.6

da hisse senedi �yat¬n¬n c(i)1 = c
(i)
2 = 1; q

(i)
1 = 0:1; q

(i)
2 = 0:5 parametreleri ile

P 1a = P
2
a = x1(0); x1(0) = 20; x2(0) = 5000; x3(0) = 250; x4(0) = 5000; x5(0) = 250;

x6(0) = 0; x7(0) = 0; x8(0) = 0; x9(0) = 0 başlang¬ç de¼gerleri al¬narak elde edilen

gra�k gösterilmektedir. � = 0:9 ve � = 0:8 seçildi¼ginde �yat¬n daha k¬sa sürede

dengeye ulaşt¬¼g¬görülmektedir. Şekil 4.7 a, b s¬ras¬yla birinci grubun t an¬nda sahip

oldu¼gu nakit miktar¬ve hisse senedi say¬s¬n¬ifade etmektedir. Birinci gruptaki nakit

miktar¬azald¬¼g¬nda hisse senedi say¬s¬artmaktad¬r.
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Şekil 4.3 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x4(t) ve x5(t) bileşenleridir.

Şekil 4.8 a, b s¬ras¬yla ikinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬ve hisse

senedi say¬s¬n¬göstermektedir. ·Ikinci grubun sahip oldu¼gu nakit miktar¬artarken

hisse senedi miktar¬ise azalmaktad¬r. Şekil 4.9 a, b s¬ras¬yla hisse senedi �yat¬n¬n

yönüne göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬ karar¬n¬ etkileyen bileşen ile hisse senedi

�yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen-

lerdir. Şekil 4.10 a, b hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre ikinci gruptaki yat¬r¬mc¬

karar¬n¬etkileyen bileşen ile hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre ikinci grup-

taki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşenlerdir. ·Ilk durum için ayn¬c(i)1 ; c
(i)
2 ; q

(i)
1 ; q

(i)
2

seçildi¼ginden Şekil 4.9 ile benzer hareketler elde edilmi̧stir. � n¬n seçilen üç de¼geri

için bir denge noktas¬na yaklaşt¬¼g¬gra�klerden gözlemlenmektedir.
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Şekil 4.4 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x6(t) ve x7(t) bileşenleridir.

ii. ·Ikinci durum için, hisse senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬ zaman parametreleri

c
(i)
1 = c

(i)
2 = 1 hisse senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬ parametreler ise q(i)1 = 0:3;

q
(i)
2 = 0:5 olarak seçilmi̧stir ve başlang¬ç de¼gerleri aşa¼g¬da verilmi̧stir:

P 1a = P
2
a = x1(0); x1(0) = 20; x2(0) = 5000; x3(0) = 250; x4(0) = 5000; x5(0) = 250;

x6(0) = 0; x7(0) = 0; x8(0) = 0; x9(0) = 0: Şekil 4.11 hisse senedi �yat¬n¬n � = 1; 0:9;

0:8 de¼gerleri için zamana ba¼gl¬gra�¼gidir. � de¼geri azald¬kça görece düz hareketler

yap¬p denge noktas¬na görece h¬zl¬ yaklaşm¬̧st¬r. Şekil 4.12 a, b s¬ras¬yla birinci

grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬ve hisse senedi say¬n¬ifade etmektedir.

Birinci gruptaki nakit miktar¬azald¬¼g¬nda hisse senedi say¬s¬artmaktad¬r.
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Şekil 4.5 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x8(t) ve x9(t) bileşenleridir.

Şekil 4.13 a, b s¬ras¬yla ikinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬ve hisse

senedi say¬n¬ifade etmektedir. ·Ikinci grubun sahip oldu¼gu nakit miktar¬artarken

hisse senedi miktar¬ise azalmaktad¬r. Şekil 4.14 a, b s¬ras¬yla s¬ras¬yla hisse senedi

�yat¬n¬n yönüne göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen ile hisse

senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬ karar¬n¬ etkileyen

bileşenlerdir. Şekil 4.15 a, b s¬ras¬yla hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre birinci

gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen ile hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine

göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşenlerdir.
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Şekil 4.6 � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x1(t) bileşenidir.
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Şekil 4.7 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x2(t) ve x3(t) bileşenleridir.

iii. Üçüncü durum için, hisse senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬zaman parametreleri

c
(i)
1 = c

(i)
2 = 1 olarak al¬nm¬̧st¬r. Hisse senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬parametreler

ise q(i)1 = 0:6; q
(i)
2 = 0:5 olarak seçilmi̧stir. Şekil 4.16 hisse senedi �yat¬n¬n zamana

göre de¼gi̧sim gra�¼gidir. � de¼geri azald¬kça sal¬n¬m¬n da azald¬¼g¬görülmektedir.
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Şekil 4.8 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x4(t) ve x5(t) bileşenleridir.

Şekil 4.17 a, b s¬ras¬yla birinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬ve hisse

senedi say¬n¬ ifade etmektedir. Birinci gruptaki nakit miktar¬ azald¬¼g¬nda hisse

senedi say¬s¬ artmaktad¬r. Şekil 4.18 a, b s¬ras¬yla ikinci grubun t an¬nda sahip

oldu¼gu nakit miktar¬ve hisse senedi say¬n¬ ifade etmektedir. ·Ikinci grubun sahip

oldu¼gu nakit miktar¬ artarken hisse senedi miktar¬ ise azalmaktad¬r. Şekil 4.19

a, b s¬ras¬yla s¬ras¬yla hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬

karar¬n¬etkileyen bileşen ile hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre birinci grup-

taki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşenlerdir.
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Şekil 4.9 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x6(t) ve x7(t) bileşenleridir.

Şekil 4.20 a, b s¬ras¬yla hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬

karar¬n¬etkileyen bileşen ile hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre birinci grup-

taki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşenlerdir. Şekil 4.6 - 4.20 aras¬ndaki gra�kler

q
(i)
1 parametresinin artan de¼gerleri kaŗs¬s¬nda �yat¬n nas¬l de¼gi̧sti¼gini göstermektedir.

q
(i)
1 de¼geri artt¬kça hisse senedi �yat¬ndaki dalgalanmalar artm¬̧st¬r. Buna ra¼gmen

q
(i)
2 parametresinin her bir de¼geri için elde edilen sonuçlar denge noktas¬na yaklaş-

maktad¬r.
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Şekil 4.10 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x8(t) ve x9(t) bileşenleridir.

Senaryo 3. ·Ilk gruptaki yat¬r¬mc¬lar¬n toplam nakit miktar¬n¬n
4

5
üne, toplam hisse

senedinin ise
1

5
ine sahip oldu¼gu durumda iki grubun hisse senedinin al¬m sat¬m¬na

ba¼gl¬olarak bir yat¬r¬m stratejisi izledi¼gi varsay¬lm¬̧st¬r. Ele al¬nan durum için, hisse

senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬zaman parametreleri c(i)1 = c
(i)
2 = 1 olarak al¬nm¬̧st¬r.

Hisse senedinin de¼gerlenmesine ba¼gl¬parametreler ise q(i)1 = 0:5; q
(i)
2 = 0:5 olarak

seçilmi̧stir ve başlang¬ç de¼gerleri aşa¼g¬da verilmi̧stir:

P 1a = P
2
a = x1(0); x1(0) = 20; x2(0) = 8000; x3(0) = 100; x4(0) = 2000; x5(0) = 400;

x6(0) = 0; x7(0) = 0; x8(0) = 0; x9(0) = 0: Şekil 4.21 hisse senedi �yat¬n¬n zamana

göre de¼gi̧sim gra�¼gidir. � de¼geri azald¬kça sal¬n¬mlar azalm¬̧s ve �yat dengeye erken

sürede ulaşm¬̧st¬r. Şekil 4.22 a, b s¬ras¬yla birinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu

nakit miktar¬ve hisse senedi say¬n¬ifade etmektedir. Birinci gruptaki nakit miktar¬

azald¬¼g¬nda hisse senedi say¬s¬artmaktad¬r.
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Şekil 4.11 � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x1(t) bileşenidir.

Şekil 4.23 a, b s¬ras¬yla ikinci grubun t an¬nda sahip oldu¼gu nakit miktar¬ve hisse

senedi say¬n¬ifade etmektedir. ·Ikinci grubun sahip oldu¼gu nakit miktar¬artarken

hisse senedi miktar¬ise azalmaktad¬r. Şekil 4.24 a, b s¬ras¬yla s¬ras¬yla hisse senedi

�yat¬n¬n yönüne göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen ile hisse

senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre birinci gruptaki yat¬r¬mc¬ karar¬n¬ etkileyen

bileşenlerdir. Şekil 4.25 a, b s¬ras¬yla hisse senedi �yat¬n¬n yönüne göre birinci grup-

taki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşen ile hisse senedi �yat¬n¬n gerçek de¼gerine göre

birinci gruptaki yat¬r¬mc¬karar¬n¬etkileyen bileşenlerdir. Şekil 4.21 - 25 farkl¬mik-

tarda hisse senedi ve nakit bulunduran iki grubun ayn¬katsay¬lar kullan¬ld¬¼g¬nda

�yat¬n hangi yönde etkilendi¼gini göstermi̧stir. Hisse senedi �yat¬na ve de¼gerlenme-

sine ba¼gl¬parametreler de¼gi̧stikçe elde edilen sonuçlar¬n denge noktas¬na yaklaşt¬¼g¬

görülmektedir.
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Şekil 4.12 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x2(t) ve x3(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.13 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x4(t) ve x5(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.14 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x6(t) ve x7(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.15 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x8(t) ve x9(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.16 � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x1(t) bileşenidir.
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Şekil 4.17 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x2(t) ve x3(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.18 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x4(t) ve x5(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.19 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x6(t) ve x7(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.20 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x8(t) ve x9(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.21 � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x1(t) bileşenidir.
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Şekil 4.22 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x2(t) ve x3(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.23 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x4(t) ve x5(t) bileşenleridir.
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Şekil 4.24 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x6(t) ve x7(t) bileşenleridir.

67



Şekil 4.25 a, b � = 1; 0:9 ve 0:8 de¼gerleri için x8(t) ve x9(t) bileşenleridir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda Caginalp (Caginalp ve Merdan 2007) taraf¬ndan tam say¬basa-

maktan diferensiyel denklemler ile oluşturulan bir �nansal model, kesirli basamaktan

diferensiyel denklemler ile geni̧sletilerek incelenmi̧stir. Ele al¬nan varl¬k ak¬̧s¬ di-

ferensiyel denklem modelinin lokal varl¬k-tekli¼gi Banach sabit nokta teoremi uygu-

lanarak ispatlanm¬̧st¬r. Ard¬ndan elde edilen lokal çözümler t 2 (0; h] aral¬¼g¬n-

dan t 2 (0; 1) aral¬¼g¬na sürdürülebilme teoremleri ile geni̧sletilmi̧stir. Oluşturulan

modelin nümerik hesaplamalar¬uygun parametreler ve başlang¬ç koşullar¬seçilerek

araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Tüm gra�klerde � = 1 için sal¬n¬mlar¬n daha belirgin oldu¼gu � = 0:9

ve � = 0:8 durumlar¬nda ise sal¬n¬mlar¬n azald¬¼g¬ve denge noktalar¬na daha h¬zl¬

yaklaşt¬¼g¬ görülmektedir. Kesirli basamaktan diferensiyel denklemler ile kurulan

matematiksel model ve adi diferensiyel denklemler ile kurulan matematiksel model

aras¬ndaki fark burada daha belirginleşmektedir. Yat¬r¬mc¬lar, yat¬r¬m stratejisi

oluştururken pozisyon almadan önce kesirli basamaktan diferensiyel denklemler ile

kurulan model ile daha do¼gru tahminlerde bulunabilirler.
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