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Tez altıbölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde temel kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde Morrey uzaylarının tanımıve bazıtemel özellikleri verilmi̧s ve bu uza-
ylarda trigonometrik polinomlarla en iyi yaklaşım araştırılmı̧stır. Morrey uzaylarında
yaklaşımın düz ve ters teoremlerinin ispatlanabilmesi için gerekli olan bazıyardımcılem-
malar ispatlanmı̧stır. Bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde
edilmi̧stir. Ayrıca Morrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz ve ters
teoremleri ispatlanmı̧stır.

Dördüncü bölümde ağırlıklıMorrey uzaylarıtanımlanmı̧s ve bu uzaylarda trigonometrik
polinomlarla en iyi yaklaşımın araştırılabilmesi için ihtiyaç duyulan yardımcılemmalar is-
patlanmı̧stır. Ayrıca ağırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik polinomlar için Bernstein
eşitsizliği elde edilmi̧s, yaklaşımın düz ve ters teoremleri ispatlanmı̧stır.

Beşinci bölümde deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarıtanımlanmı̧s, yaklaşım teorisinin
düz ve ters teoremlerinin ispatıiçin gerekli olan yardımcılemmalar ispatlanmı̧stır. Ayrıca
bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği ve trigonometrik polinom-
larla yaklaşımın düz ve ters teoremleri ispatlanmı̧stır.

Son bölümde ise elde edilen sonuçların analizi yapılmı̧stır.
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This thesis consists of six chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
the second chapter, some basic concepts and theorems are given.

In the third chapter, the definition and some basic properties of Morrey spaces are given
and the best approximation by trigonometric polynomials is investigated in these spaces.
Some auxiliary lemmas have been proved in order to prove the direct and inverse theo-
rems of approximation in Morrey spaces. Bernstein’s inequality is obtained for trigono-
metric polynomials in these spaces. Also, direct and inverse theorems of approximation
by trigonometric polynomials in Morrey spaces are proved.

In the fourth chapter, weighted Morrey spaces are defined and the auxiliary lemmas needed
to investigate the best approximation by trigonometric polynomials in these spaces are
proved. In addition, Bernstein’s inequality for trigonometric polynomials in weighted
Morrey spaces has been obtained, and the direct and inverse theorems of approximation
have been proved.

In the fifth chapter, variable exponent weighted Morrey spaces are defined, and auxiliary
lemmas required for the proof of direct and inverse theorems of approximation theory are
proved. In addition, Bernstein’s inequality for trigonometric polynomials in these spaces
and direct and inverse theorems of approximation by trigonometric polynomials have been
proved.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the obtained results.

July 2022, 69 pages

Key Words: Morrey spaces, weighted Morrey spaces, variable exponent weighted
Morrey spaces, modulus of smoothness, approximation by trigonometric polynomials,
Bernstein inequality, direct and inverse theorems.
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Çalı̧smalarımın her aşamasında görüş ve önerileriyle beni yönlendiren ve bana her

konuda yardımcıve destek olan, engin fikirleriyle geli̧smeme katkıda bulunan sayın

hocalarım Doç. Dr. Canay AYKOL KOCAKUŞAKLI’ya (Ankara Üniversitesi Ma-
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Ẇ r
p Homojen Sobolev uzayları

W r
p Homojen olmayan Sobolev uzayları
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1. GİRİŞ

I0 = [0, 2π], I(x, r) = (x− r, x+ r) ⊂ R ve I0(x, r) = I(x, r) ∩ I0

olsun. 0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 ≤ p <∞ olmak üzere

‖f‖Mp,λ(I0) = sup{r−
λ
p ‖f‖Lp(I0(x,r)) : x ∈ I0, 0 < r < 2π}

normu sonlu olacak biçimdeki f ∈ Lp(I0) fonksiyonlarının sınıfına Morrey uzayları

denir. Bu uzaylar 1938 yılında Morrey tarafından ikinci dereceden eliptik kısmi

diferensiyel denklemlerin çözümleri ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle

ilgilenirken ortaya çıkarılmı̧stır. Morrey uzaylarının kısmi diferensiyel denklemlerin

çözümlerinin regülerlik özelliklerinin çalı̧sılmasıve kesin ön eşitsizliklerinin bulun-

masıgibi konularda önemli uygulamalarıvardır. Daha sonra Morrey uzaylarının

Navier-Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsayılı eliptik problemler ve

potansiyel teorisinde önemli uygulamalarıortaya çıkmı̧stır.

Yaklaşım teorisi son yıllarda birçok matematikçinin ilgisini çeken oldukça güncel

ve popüler bir konudur. Bilgisayarların geli̧smesiyle bu alandaki araştırmalar daha

da güçlenmi̧stir. Son zamanlarda bu teori o kadar çok geni̧slemi̧stir ki analizin

diğer tüm dallarıile önemli ölçüde kesi̧sir hale gelmi̧stir. Ayrıca birçok uygulamalı

bilimler ve mühendislik dallarındaki uygulamalarda yaklaşım teorisi önemli bir rol

oynamaktadır. Bu alandaki temel problem normlu bir uzaydaki karı̧sık bir fonksi-

yona yakınsayan daha basit ve daha iyi özelliklere sahip (türevlenebilen, integral-

lenebilen, polinom veya rasyonel fonksiyon gibi) bir fonksiyon bulmaktır. Bu prob-

lemin çözümü verilen bir fonksiyonla bu fonksiyona en iyi yaklaşan eleman arasın-

daki hatanın hesaplanması, fonksiyonun belli karakteristik özelliklerinin (örneğin,

düzgünlük modülü yardımıyla) belirlenmesi gibi bazıproblemlerin çözümü için bir

temel oluşturmaktadır. En iyi yaklaşım hatasının üstten değerlendirildiği problem-

lere yaklaşım teorisinin düz problemleri, elde edilen teoremlere ise düz teoremler

denir. Eşitsizliğin ters yönlü incelendiği problemlere ise yaklaşım teorisinin ters

problemleri denilmektedir.
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1853 yılında Chebyshev, buhar motorunun lineer hareketini bir tekerleğin dairesel

hareketine dönüştürme amaçlıyapılacak olan mekanizma problemi üzerinde çalı̧sırken

aşağıdaki problemi dikkate almı̧stır:

"[a, b] kapalıaralı̆gında tanımlıf sürekli fonksiyonu ve n pozitif tamsayısıiçin

max
a≤x≤b

|f (x)− P (x)|

ifadesini minimum yapacak şekilde derecesi en fazla n olan

P (x) =

n∑
k=0

akx
k

polinumu bulunabilir mi?"

Chebyshev (1854) bu problemin çözümünün birden fazla P (x) polinomu için gerçek-

lendiğini ispatlamı̧stır.

Weierstrass 1885 yılında, yaklaşım teorisinin ilk teoremini ispatlamı̧stır.

Teorem 1.1 Cebirsel polinomlar [a, b] ⊂ R aralı̆gında tanımlısürekli bir f fonksi-

yonuna düzgün yakınsar. Yani her ε > 0 için

|f (x)− P (x)| < ε, a ≤ x ≤ b

olacak biçimde P ∈ Pn vardır, burada Pn

P (x) =
n∑
k=0

akx
k

şeklinde derecesi n-yi geçmeyen cebirsel polinomların sınıfıdır (Weierstrass 1885).

Teorem 1.2 I0 = [0, 2π] ve C(I0), I0 da tanımlısürekli fonksiyonların sınıfıolmak

üzere her f ∈ C(I0) ve her ε > 0 için

|f (x)− T (x)| < ε, x ∈ I0

olacak biçimde T ∈ Tn vardır, burada Tn

T (x) =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

şeklinde derecesi n-yi geçmeyen trigonometrik polinomların sınıfıdır.
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Weierstrass teoreminin nicel durumu

En(f) ≤ Cω

(
f,

1

n

)
Jackson eşitsizliğidir, burada δ > 0 olmak üzere ω(f, δ), f fonksiyonunun süreklilik

modülüdür (Devore ve Lorentz 1993). Weierstrass teoremi ve Jackson eşitsizliği

yaklaşım teorisinin temel araçlarıdır. Jackson eşitsizliğinin benzeri ortalama yak-

laşım ve daha yüksek dereceli süreklilik modülü için de geçerlidir (Timan 1963).

S. Bernstein (Bernstein 1912) sürekli fonksiyon uzaylarında bazıözel durumlar için

Jackson eşitsizliğinin tersini elde etmi̧stir. Daha sonra E.S. Quade (Quade 1937),

S.B. Stechkin (Stechkin 1951), A.F. Timan (Timan 1963), A.F. ve M.F. Timan

(Timan, A.F. ve Timan, M.F. 1950) vb. 1 < p <∞ için Lp uzaylarıda dâhil olmak

üzere Jackson eşitsizliğinin ters tip eşitsizliklerini ispatladılar. Bu tip eşitsizlikler

eşlenik fonksiyonların özelliklerinin araştırılmasında, mutlak yakınsak Fourier seri-

lerinin çalı̧sılmasında (Stechkin 1951) ve ilgili problemlerde önemli rol oynamı̧stır.

Lebesgue uzayları, ağırlıklıLebesgue uzayları, deği̧sken üslü Lebesgue uzayları, ağır-

lıklıdeği̧sken üslü Lebesgue uzayları, ağırlıklıLorentz uzayları, Smirnov-Orlicz u-

zaylarında yaklaşım teorisi için yapılan bazıönemli çalı̧smalar Akgun 2011a, Akgun

2011b, Akgun ve Kokilashvili 2011a, Akgun ve Kokilashvili 2011b, Ephremidze vd.

2007, Guliyev vd. 2019, Guven ve Israfilovlov 2010, Israfilov ve Akgun 2006, Israfilov

ve Guven 2006, Israfilov vd. 2007, Israfilov ve Testici 2018a, Israfilov ve Testici

2018b, Kokilashvili 1968, Kokilashvili ve Yildirir 2007, Ky 1993, Ky 1997, Shakh-

Emirov 2014 olarak verilebilir. Morrey uzayları, genelleştirilmi̧s Morrey uzaylarıve

Morrey-Smirnov uzaylarında yaklaşım teorisinin yakınsaklık problemleri Almeida ve

Samko 2017, Almeida ve Samko 2018, Burenkov vd. 2014, Israfilov ve Tozman 2008,

Israfilov ve Tozman 2011, Jafarov 2019a, Jafarov 2019b, Kinj vd. 2017, Ali vd. 2018

tarafından ele alınmı̧stır.

Mp,λ(I0) Morrey uzaylarıveMp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik

polinomlarla en iyi yaklaşım Z. Çakır, C. Aykol, D. Söylemez, A. Şerbetçi tarafından

çalı̧sılmı̧stır (Çakır vd. 2019, Çakır vd. 2020).

Yaklaşım teorisinde deği̧sken üslü uzaylar yaklaşımın lokal olduğunu göstermek için
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kullanı̧slıdır. V.S. Guliyev, A. Ghorbanalizadeh ve Y. Sawano tarafındanMp(·),λ(·)(I0)

deği̧sken üslü Morrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz ve

ters problemleri incelenmi̧s, düzgünlük modülü yardımıyla K-fonksiyonelleri karak-

terize edilmi̧s ve Bernstein eşitsizliği elde edilmi̧stir (Guliyev vd. 2019). Ayrıca

Mp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik polinom-

larla yaklaşımın düz ve ters teoremleri de Z. Çakır, C. Aykol, V.S. Guliyev ve A.

Şerbetçi tarafından ispatlanmı̧stır (Çakır vd. 2021).

Bu tezdeMp,λ(I0) Morrey uzayları,Mp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarıve

Mp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarıgibi Morrey tipli uzaylarda

trigonometrik polinomlarla yaklaşım incelenecektir. Tezin ikinci bölümünde temel

tanım ve kavramlara yer verilecektir. Üçüncü bölümün birinci kesimindeMp,λ(I0)

Morrey uzaylarının tanımı ve bazı özellikleri verilecektir. Ayrıca Morrey uzay-

larında düzgünlük modülü, en iyi yaklaşım ve K-fonksiyonellerinin tanımıyapıla-

caktır. Bu bölümün ikinci kesiminde ise Morrey uzaylarında trigonometrik poli-

nomlarla en iyi yaklaşım araştırılacaktır. Morrey uzaylarında yaklaşımın düz ve

ters teoremlerinin ispatlanabilmesi için gerekli olan bazıyardımcılemmalar verile-

cektir. Düzgünlük modülü yardımıyla K-fonksiyonelleri karakterize edilip, bu uza-

ylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde edilecektir. Ayrıca

Morrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz ve ters teoremleri

ispatlanacaktır. Dördüncü bölümün birinci kesiminde Mp,λ(I0, w) ağırlıklıMor-

rey uzaylarının tanımıve bu uzaylarda düzgünlük modülü, en iyi yaklaşım ve K-

fonksiyonellerinin tanımıverilecektir. Bu bölümün ikinci kesiminde ise ağırlıklıMor-

rey uzaylarında trigonometrik polinomlarla en iyi yaklaşımın araştırılabilmesi için

ihtiyaç duyulan yardımcılemmalar ispatlanacaktır. Düzgünlük modülü yardımıyla

K-fonksiyonelleri karakterize edilecektir. Ayrıca bu uzaylarda trigonometrik poli-

nomlar için Bernstein eşitsizliği elde edilecektir. AğırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik

polinomlarla yaklaşımın düz ve ters problemleri incelenecektir. Beşinci bölümün bir-

inci kesimindeMp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarıtanımlanacak-

tır. Bu uzaylarda düzgünlük modülü ve en iyi yaklaşımın tanımıverilecektir. Bu

bölümün ikinci kesiminde ise yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremlerinin ispatıiçin
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gerekli olan yardımcılemmalar verilecektir. K-fonksiyonelleri tanımlanıp, düzgün-

lük modülü yardımıyla karakterize edilecektir. Ayrıca bu uzaylarda trigonometrik

polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde edilecektir. Deği̧sken üslü ağırlıklıMor-

rey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz ve ters problemleri ince-

lenecektir. Son bölümde ise elde edilen sonuçların analizi yapılacaktır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 2.1 X bir K cismi üzerinde bir vektör uzayıolsun. Eğer bir

‖.‖ : X → K x→ ‖x‖

dönüşümü ∀x, y ∈ X ve ∀a ∈ K için

(N1) ‖x‖ ≥ 0 ve ‖x‖ = 0⇔ x = θ

(N2) ‖ax‖ = |a|‖x‖

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖

özelliklerini sağlıyorsa bu dönüşümeX üzerinde norm denir. (X, ‖.‖) ikilisine normlu

bir vektör uzayıdenir. (X, ‖.‖) normlu uzayıkısaca X ile gösterilir.

Tanım 2.2 (Cebir ve σ- Cebir) X bir küme olmak üzere X in alt kümelerinin

bir A sınıfıiçin

(i) X ∈ A

(ii) Her E ∈ A için Ec = X\E ∈ A

(iii) k = 1, 2, ..., n için Ek ∈ A ise
n
∪
k=1

Ek ∈ A

özellikleri sağlanıyorsa bu durumda A sınıfına X üzerinde bir cebirdir denir. Eğer

(iii) şartıyerine

Her n ∈ N için En ∈ A ⇒
∞
∪
n=1

En ∈ A

şartıkonulursa A cebirine bir σ− cebiri adıverilir.

Tanım 2.3 (Ölçü) (X,A) bir ölçülebilir uzay olsun. A üzerinde tanımlıgeni̧sletil-

mi̧s reel değerli bir µ fonksiyonu

(i) µ (∅) = 0

(ii) Her A ∈ A için µ (A) ≥ 0

(iii) Her ayrık (An) dizisi için µ
( ∞⋃
n=1

An

)
=
∞∑
n=1

µ (An)

özelliklerini sağlıyorsa bu fonksiyona ölçü denir. Eğer her A ∈ A için µ (A) <∞ ise

µ ye sonlu ölçü adıverilir.
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Tanım 2.4 (Ölçü Uzayı) X bir küme, A, X in alt kümelerinin bir σ-cebiri ve

µ ölçü olmak üzere (X,A, µ) üçlüsüne bir ölçü uzayıA daki her bir kümeye de

A-ölçülebilir küme veya kısaca ölçülebilir küme adıverilir.

Tanım 2.5 (Ölçülebilir Fonksiyon) (X,A) bir ölçülebilir uzay ve f : X → R

bir fonksiyon olsun. Eğer ∀α ∈ R için

f−1 (]α,+∞[) = {x ∈ X : f (x) > α} ∈ A

oluyorsa f ye ölçülebilir fonksiyon denir. X üzerindeki ölçülebilir fonksiyonların

ailesiM (X,A) ile.gösterilir.

Tanım 2.6 (Lebesgue Uzayı) (X,µ) bir ölçü uzayıve M, f : X → C tanımlı

µ−ölçülebilir fonksiyonların kümesi olsun. 0 < p <∞ olmak üzere

Lp(X) =

f ∈M :

∫
X

|f |p dµ <∞


sınıfına mutlak değerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonların sınıfıdenir.

f fonksiyonunun Lp normu

‖f‖p =


(∫
X

|f |p dµ
) 1

p

, 1 ≤ p <∞

ess sup
x∈X
|f(x)| , p =∞

ile tanımlanır ve bu norm ile Lp ye Lebesgue uzayıdenir, burada

ess sup
x∈X
|f(x)| = inf {λ : µ ({x ∈ X : |f(x)| > λ}) = 0}

dir.

Teorem 2.1 (Hölder Eşitsizliği) p > 1 ve 1
p

+ 1
q

= 1 olmak üzere f ∈ Lp, g ∈

Lq olsun. Bu durumda fg ∈ L1 ve

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq

sağlanır (Neri 1971).
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Teorem 2.2 (Minkowski Eşitsizliği) p ≥ 1 için eğer f , g ∈ Lp ise (f + g) ∈ Lp

ve

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp

dir (Neri 1971).

Teorem 2.3 (Genelleştirilmi̧s Minkowski Eşitsizliği) 1 ≤ p < ∞, (X,µ) ve

(Y, ν) ölçü uzaylarıolsun. f , (X,µ) × (Y, ν) çarpım uzayıüzerinde ölçülebilir bir

fonksiyon olmak üzere∫
Y

∫
X

|f(x, y)| dµ(x)

p

dν(y)


1
p

≤
∫
X

∫
Y

|f(x, y)|p dν(y)

 1
p

dµ(x)

eşitsizliği sağlanır (Grafakos 2004)

Tanım 2.7 (Trigonometrik Polinom) 0 ≤ k ≤ n ve ak, bk ∈ C olmak üzere

T (x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) , x ∈ R (2.1)

n-inci dereceden kompleks trigonometrik polinomdur. (2.1) de Euler formülü kul-

lanılırsa

T (x) =
n∑

k=−n

cke
ink, x ∈ R (2.2)

olarak yazılabilir (Rudin 1987).

Benzer biçimde 0 ≤ k ≤ n, ak, bk ∈ R ve an 6= 0 ya da bn 6= 0 olmak üzere

t (x) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

n-inci dereceden reel trigonometrik polinomdur (Powell 1981).

Tanım 2.8 (En İyi Yaklaşım) I0 = [0, 2π] olmak üzere Tn derecesi n-yi geçmeyen

trigonometrik polinomların sınıfı, C(I0), 2π-periyodik sürekli fonksiyonların sınıfıve

f ∈ C(I0) olsun. Bu durumda f fonksiyonuna trigonometrik polinomlarla en iyi

yaklaşımı

En(f) = inf
Tn∈Tn

‖f − Tn‖C(I0) (2.3)

ile tanımlanır.
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Tanım 2.9 (Süreklilik Modülü) Herhangi bir X metrik uzayında verilen bir f

fonksiyonunun süreklilik modülü

ω (t) := ω (f, t) := sup
|x−y|≤t
x,y∈X

|f (x)− f (y)| , t ≥ 0

şeklinde tanımlanır, burada X = R, R+, I0 ya da [a, b] olarak sınırlandırılabilir

(Devore ve Lorentz 1993).

Eğer I0 aralı̆gında sürekli bir f fonksiyonu için ω(f, t) = o(t) oluyorsa bu durumda

f fonksiyonu sabittir. Bundan dolayı süreklilik modülü daha yüksek düzgünlüğü

ölçmek için kullanı̧slıdeğildir. Düzgünlük modülü, en iyi yaklaşımın oranını, ters

teoremleri ve diğer bazı benzer problemleri ele almak için bize daha iyi bir araç

sağlamaktadır. Şimdi Lp(I0) uzayında düzgünlük modülünü tanımlayalım.

Tanım 2.10 (Düzgünlük Modülü) N := {1, 2, ...} olmak üzere f ∈ Lp(I0), p ≥ 1

ve

4r
tf(x) :=

r∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1f(x+ st), r ∈ N (2.4)

olsun. Bu durumda Ωr(f, ·, Lp(I0)) : [0,∞]→ [0,+∞), f fonksiyonunun Lp(I0) daki

r-inci mertebeden düzgünlük modülü

Ωr(f, h, Lp(I0)) := sup
0<t≤min{2π,h}

‖4r
tf‖Lp(I0), h ≥ 0 (2.5)

olarak tanımlanır.

f, f1, f2 ∈ Lp(I0), 1 ≤ p ≤ ∞, olmak üzere düzgünlük modülü aşağıdaki özellikleri

sağlar.

1. (Üçgen eşitsizliği) Ωr(f1 + f2, h, Lp(I0)) ≤ Ωr(f1, h, Lp(I0)) + Ωr(f2, h, Lp(I0)).

2. Ωr(cf, h, Lp(I0)) = |c|Ωr(f, h, Lp(I0)).

3. Ωr(f, nh, Lp(I0)) ≤ nrΩr(f, h, Lp(I0)).

4. λ > 0 olmak üzere Ωr(f, λh, Lp(I0)) ≤ (λ+ 1)rΩr(f, h, Lp(I0)) gerçeklenir.
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Tanım 2.11 (Maksimal Fonksiyon) f fonksiyonunun I0 dakiMf Hardy-Littlewood

maksimal fonksiyonu

Mf(x) = sup
r>0

1

|I(x, r)|

∫
I0(x,r)

|f(t)|dt, x ∈ I0

olarak tanımlanır.

Tanım 2.12 (Muckenhoupt Sınıfı) Eğer herhangi bir I ⊂ I0 aralı̆gıiçin(
1

|I|

∫
I

w(x)dx

)(
1

|I|

∫
I

w(x)1−p
′
dx

)p−1
≤ C (2.6)

olacak biçimde C > 1 varsa w ağırlık fonksiyonu 1 < p < ∞ olmak üzere Ap(I0)

Muckenhoupt sınıfındandır denir, burada 1/p + 1/p′ = 1 şeklindedir. Ayrıca p = 1

ise her x ∈ I0 için

Mw(x) ≤ Cw(x) (2.7)

olacak biçimde C > 1 varsa w ∈ A1(I0) olur, p = ∞ ise A∞(I0) =
⋃

1<p<∞
Ap(I0)

olarak tanımlanır.
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3. MORREYUZAYLARINDATRİGONOMETRİK POLİNOMLARLA

YAKLAŞIM

Bu bölümün birinci kesimindeMp,λ(I0)Morrey uzaylarının tanımıve bazıözellikleri

verilecektir. Ayrıca Morrey uzaylarında düzgünlük modülü, en iyi yaklaşım ve K-

fonksiyonellerinin tanımı yapılacaktır. Bu bölümün ikinci kesiminde ise Morrey

uzaylarında trigonometrik polinomlarla en iyi yaklaşım araştırılacaktır. Morrey u-

zaylarında yaklaşımın düz ve ters teoremlerinin ispatlanabilmesi için gerekli olan bazı

yardımcı lemmalar verilecektir. Düzgünlük modülü yardımıyla K-fonksiyonelleri

karakterize edilip, bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği

elde edilecektir. Ayrıca Mp,λ(I0) Morrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla

yaklaşımın düz ve ters teoremleri ispatlanacaktır.

C∞(I0), C∞(R) deki elemanların I0 a kısıtlaması ile elde edilen tüm fonksiyon-

ların kümesi ve M̃p,λ(I0), C
∞(I0) ın Mp,λ(I0) Morrey uzaylarındaki kapanı̧sı ol-

sun. Trigonometrik polinomların sınıfıMp,λ(I0) Morrey uzayında yoğun olmadı̆gı

için Morrey uzaylarındaki fonksiyonların trigonometrik polinomlara yaklaşımıkolay

değildir (Guliyev vd. 2019, Triebel 2014). Eğer f ∈ M̃p,λ(I0) yerine f ∈ Mp,λ(I0)

alınırsa bu durumda f fonksiyonunMp,λ(I0) uzayındaki en iyi yaklaşımıolan Tn ∈

Tn trigonometrik polinomunun varlı̆gı garanti edilemez. Bundan dolayıM̃p,λ(I0)

uzayında yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremleri ispatlanacaktır.

3.1 Morrey Uzaylarıve Temel Özellikleri

Bu kesimde Morrey uzaylarının tanımıve bazıtemel özellikleri verilecektir. Ayrıca

Morrey uzaylarında düzgünlük modülü, en iyi yaklaşım ve K-fonksiyonellerinin

tanımıyapılacaktır.

Tanım 3.1 (Morrey Uzayları)

I0 = [0, 2π], I(x, r) = (x− r, x+ r) ⊂ R, I0(x, r) = I(x, r) ∩ I0

olsun. 0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 ≤ p <∞ olmak üzere

‖f‖Mp,λ(I0) = sup{r−
λ
p ‖f‖Lp(I0(x,r)) : x ∈ I0, 0 < r < 2π}
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normu sonlu olacak biçimdeki f ∈ Lp(I0) fonksiyonlarının sınıfına Morrey uzayları

denir (Morrey 1938).

1. Mp,λ(I0) Morrey uzaylarıbir Banach uzayıdır.

2. λ = 0 ise

‖f‖Mp,0(I0) = sup
0<r<2π
x∈I0

 ∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1/p

= ‖f‖Lp(I0)

olupMp,0(I0) = Lp(I0) elde edilir.

3. λ = 1 iseMp,1(I0) = L∞(I0) olur. Gerçekten,

f ∈ L∞(I0) olsun. Bu durumda

r−1/p

 ∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

≤ ‖f‖L∞

eşitsizliği gerçeklenir. Böylece

‖f‖Mp,1(I0)
≤ ‖f‖L∞

olur. Buradan f ∈ Mp,1(I0) elde edilir.

f ∈ Mp,1(I0) olsun. Temel Lebesgue Teoremi’ne göre

lim
r→o

1

|I0 (x, r)|

∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy = |f (x)|p

dir. Bu durumda

|f (x)| = lim
r→o

 1

|I0(x, r)|

∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

≤ ‖f‖Mp,1(I0)

elde edilir. Böylece

‖f‖L∞(I0) ≤ ‖f‖Mp,1(I0)

sağlanır. Dolayısıyla f ∈ L∞(I0) dır.
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4. Eğer λ < 0 ya da λ > 1, iseMp,λ(I0) = Θ(I0) olur, burada Θ(I0), I0 üzeride

sıfıra denk fonksiyonların sınıfıdır (Stein 1970). Gerçekten;

λ < 0 ve f ∈Mp,λ(I0) olsun. Bu durumda ∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1/p

≤ sup
0<r<2π
x∈I0

r−λ ∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1/p

r
λ
p

gerçeklenir, burdan

0 ≤ ‖f‖Lp(I0(x,r)) ≤ ‖f‖Mp,λ(I0)
r
λ
p

elde edilir. r →∞ için limit alınırsa

0 ≤ lim
r→∞

 ∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1/p

≤ ‖f‖Mp,λ(I0)
lim
r→∞

r
λ
p

olur. λ < 0 ve ‖f‖Mp,λ(I0)
< ∞ olduğundan f (x) = 0 elde edilir. Dolayısıyla

λ < 0 ikenMp,λ(I0) = Θ(I0) gerçeklenir.

λ > 1 ve f ∈Mp,λ(I0) olsun. Bu durumda

|f (x)| = lim
r→o

 1

|I0(x, r)|

∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

= lim
r→o

1

r

∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

= lim
r→o

 1

rλ

∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

r
λ−1
p ≤ lim

r→∞

 1

rλ

∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1
p

lim
r→o

r
λ−1
p

= sup
0<r<2π
x∈I0

r−λ ∫
I0(x,r)

|f (y)|p dy


1/p

lim
r→o

r
λ−1
p = ‖f‖Mp,λ(I0)

lim
r→o

r
λ−1
p

elde edilir. λ > 1 ve ‖f‖Mp,λ(I0)
< ∞ olduğundan f (x) = 0 elde edilir.

Dolayısıyla λ > 1 ikenMp,λ(I0) = Θ(I0) gerçeklenir.

5. Eğer 0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ 1, ise bu durumdaMp,λ2(I0) ⊂Mp,λ1(I0) sağlanır. Ayrıca

f ∈Mp,λ(I0), ise f ∈ Lp(I0) olur. Böylece f ∈ L1(I0) dır.

Lebesgue uzaylarıile kaŗsılaştırıldı̆gındaMorrey uzaylarıaşağıdaki dikkat çekici özel-

liklere sahiptir.
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1. f(x) = x−(1−λ)/p fonsiyonuMp,λ(I0) Morrey uzayındadır.

2. Mp,λ(I0)Morrey uzayıyansımalıdeğildir (Sawano ve Tanaka 2015, Örnek 5.2;

Yang ve Yuan 2011, Teorem 1.3).

3. C∞(I0), C
∞(R) nin I0 a kısıtlamasıolmak üzereMp,λ(I0)Morrey uzayıC∞(I0)

uzayını kapalı ve yoğun bir alt uzay olarak içermez (Triebel 2014, Önerme

2.16).

4. Mp,λ(I0) Morrey uzayıayrılabilir değildir (Triebel 2014, Önerme 2.16).

Yukarıdaki özellikler λ = 0 için Mp,0(I0) = Lp(I0) olduğundan sağlanmaz. Bu

özellikler temel alınarak C∞(I0) ınMp,λ(I0) Morrey uzaylarındaki kapanı̧sıolarak

M̃p,λ(I0) uzayınıtanımlayabiliriz.

Lemma 3.1 0 ≤ λ < 1, 1 < p <∞ olmak üzere her f ∈Mp,λ(I0), için

Chiarenza ve Frasca 1987 deki uygun sonuç kullanılarak,

‖Mf‖Mp,λ(I0) ≤ C‖f‖Mp,λ(I0) (3.1)

eşitsizliği elde edilir, burada pozitif C sabiti f fonksiyonundan bağımsızdır.

N := {1, 2, ...}, 4r
tf(x) :=

r∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1f(x + st), r ∈ N ve 0 ≤ λ ≤ 1, p ≥ 1

olmak üzere her f ∈Mp,λ(I0) için

σrδ(f)(x) :=
1

δ

δ∫
0

|4r
tf(x)|dt

olsun. ŞimdiMp,λ(I0) Morrey uzayında düzgünlük modülünü tanımlayalım.

Tanım 3.2 (Morrey Uzaylarında Düzgünlük Modülü) 0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p <∞

ve h > 0 olmak üzere f ∈Mp,λ(I0) olsun. Bu durumda Ωr(f, ·,Mp,λ(I0)) : [0,∞]→

[0,+∞) f fonksiyonununMp,λ(I0) Morrey uzayındaki r-inci mertebeden düzgünlük

modülü

Ωr(f, h,Mp,λ(I0)) := sup
0<δ≤min{2π,h}

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0), r ∈ N

olarak tanımlanır.
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Tanım 3.3 (Homojen Sobolev-Morrey Uzayı) Ẇ r
p (I0) homogen Sobolev-Morrey

uzayı, I0 da f (r) türevi mevcut ve

‖f‖Ẇ r
p,λ(I0)

= ‖f (r)‖Mp,λ(I0)

normu sonlu olacak biçimdeki f ∈ Lloc1 (I0) fonksiyonlarının sınıfıdır.

Tanım 3.4 (Homojen Olmayan Sobolev-Morrey Uzayı) W r
p,λ(I0) homojen

olmayan Sobolev-Morrey uzayı

‖f‖W r
p,λ(I0)

:= ‖f‖Mp,λ(I0) + ‖f (r)‖Mp,λ(I0)

normu sonlu olacak biçimdeki f ∈ Ẇ r
p,λ(I0) fonksiyonlarından oluşan homojen Sobolev-

Morrey uzayının alt sınıfıdır.

Tanım 3.3 ve Tanım 3.4 te λ = 0 alınırsa sırasıyla homojen Sobolev uzayıve homojen

olmayan Sobolev uzayıelde edilir.

Lemma 3.2 f ∈ Ẇ rMp,λ(I0), r ∈ N ∪ {0}, 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu

durumda her r ∈ N için C > 0 sabiti ile

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0) ≤ Cδr ‖f (r)‖Mp,λ(I0)

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. f ∈ Ẇ rMp,λ(I0) olsun. Bu durumda f (r) ∈Mp,λ(I0) ve

4r
tf(x) =

t∫
0

· · ·
t∫
0

f (r)(x+ t1 + t2 + ...+ tr)dt1...dtr
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olur.

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0) =

∥∥∥∥∥∥1

δ

δ∫
0

|4r
tf(·)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤

∥∥∥∥∥∥1

δ

δ∫
0

t∫
0

· · ·
t∫
0

|f (r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)|dt1...dtrdt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ δr

∥∥∥∥∥∥ 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

|f (r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)|dt1...dtr

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ δr

∥∥∥∥∥∥ 1

δr−1

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

1

δ

t1+...+tr−1+δ∫
t1+...+tr−1

|f (r)(·+ t)|dt

 dt1...dtr−1

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ δr
1

δr−1

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

∥∥∥∥∥∥1

δ

δ+(r−1)δ∫
0

|f (r)(·+ t)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

dt1...dtr−1

= δr

∥∥∥∥∥∥1

δ

rδ∫
0

|f (r)(·+ t)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ Cδr ‖Mf (r)‖Mp,λ(I0)

≤ Cδr ‖f (r)‖Mp,λ(I0)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 3.3 f ∈Mp,λ(I0), 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p <∞ olsun. Bu durumda her r ∈ N

için C > 0 sabiti ile

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0) ≤ C ‖f‖Mp,λ(I0)

eşitsizliği gerçeklenir.
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İspat. Üçgen eşitsizliği kullanılarak

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0) =

∥∥∥∥∥∥1

δ

δ∫
0

|4r
tf(·)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

=

∥∥∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣∣∣
r∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1f(·+ st)

∣∣∣∣∣ dt
∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤
r∑
s=0

(rs)

∥∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|f(·+ st)| dt
∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤
∥∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|f(·)|dt
∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

+
r∑
s=1

(rs)

∥∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|f(·+ st)| dt
∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

= ‖f‖Mp,λ(I0) +
r∑
s=1

(rs)

∥∥∥∥ 1

sδ

∫ sδ

0

|f(·+ u)|du
∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ ‖f‖Mp,λ(I0) +
r∑
s=1

(rs)

∥∥∥∥1

δ

∫ rδ

0

|f(·+ u)|du
∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ ‖f‖Mp,λ(I0) + r2r
∥∥∥∥ 1

rδ

∫ rδ

0

|f(·+ u)|du
∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

elde edilir. R de f fonksiyonu 2π-periyodik olduğundan genelliği bozmadan rδ < 2π

alabiliriz ve (3.1) eşitsizliğinden

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0) ≤ ‖f(·)‖Mp,λ(I0)
+ r2rC ‖f(·)‖Mp,λ(I0)

= C ‖f(·)‖Mp,λ(I0)

elde edilir.

Lemma 3.3 ten 0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p < ∞ olmak üzere her f ∈ Mp,λ(I0) için

Ωr(f, h,Mp,λ(I0)) ≤ C‖f‖Mp,λ(I0) ve her f1, f2 ∈Mp,λ(I0) için

Ωr(f1 + f2, ·,Mp,λ(I0)) ≤ Ωr(f1, ·,Mp,λ(I0)) + Ωr(f2, ·,Mp,λ(I0))

elde edilir. Ayrıca f ∈ M̃p,λ(I0) için lim
δ→0

Ωr(f, h,M̃p,λ(I0)) = 0 gerçeklenir (Guliyev

vd. 2019).

Tanım 3.5 (Morrey Uzaylarında En İyi Yaklaşım) 0 ≤ λ ≤ 1 ve p ≥ 1

olmak üzere f ∈ Mp,λ(I0) fonksiyonu için Tn derecesi n yi geçmeyen trigonometrik

polinomların sınıfında en iyi yaklaşım

En(f)Mp,λ(I0) := inf
Tn∈Tn

‖f − Tn‖Mp,λ(I0)
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olarak tanımlanır.

Tanım 3.6 (K-fonksiyoneli) 0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p < ∞ ve r ≥ 1 olmak üzere

f ∈Mp,λ(I0) fonksiyonu için K- fonksiyoneli

Kr(f, t)Mp,λ(I0) = inf
g∈W rMp,λ(I0)

{
‖f − g‖Mp,λ(I0) + tr‖g(r)‖Mp,λ(I0)

}
, t > 0

olarak tanımlanır.

3.2 Morrey Uzaylarında Yaklaşım Teorisinin Düz ve Ters Teoremleri

Bu kesimde Mp,λ(I0) Morrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla en iyi yak-

laşım araştırılacaktır. Ana sonuçların ispatında kullanılacak lemma ve ispatlarıver-

ilecektir. Düzgünlük modülü yardımıyla K-fonksiyonelleri karakterize edilip, bu

uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde edilecektir. Ayrıca

Morrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz ve ters teoremleri

ispatlanacaktır.

Aşağıdaki lemmadaMp,λ(I0)Morrey uzayındaK−fonksiyonellerinin düzgünlük mo-

dülü yardımıyla karakterizasyonu elde edilecektir.

Lemma 3.4 f ∈Mp,λ(I0), 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p <∞ olsun. Bu durumda her r ∈ N

için c, C > 0 sabitleri ile

c Ωr(f, h,Mp,λ(I0)) ≤ Kr(f, h)Mp,λ(I0) ≤ CΩr(f, h,Mp,λ(I0)), 0 < h ≤ c

sağlanır.

İspat. g ∈ W rMp,λ(I0) olsun. Bu durumda g(r) ∈Mp,λ(I0) ve böylece g(r) ∈ L1(I0)

olur. Dolayısıyla

4r
tg(x) =

t∫
0

· · ·
t∫
0

g(r)(x+ t1 + t2 + ...+ tr)dt1...dtr

18



yazabiliriz. Genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizliği ve (3.1) kullanılarak

Ωr(g, h,Mp,λ(I0)) := sup
0<δ≤min{2π,h}

∥∥∥∥∥∥1

δ

δ∫
0

|4r
tg(·)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ sup
0<δ≤min{2π,h}

1

δ

δ∫
0

∥∥∥∥∥∥
t∫
0

· · ·
t∫
0

|g(r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)|dt1...dtr

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

dt

≤ hr

∥∥∥∥∥∥ 1

hr

h∫
0

· · ·
h∫
0

|g(r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)|dt1...dtr

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

= hr

∥∥∥∥∥∥ 1

hr−1

h∫
0

· · ·
h∫
0

1

h

t1+...+tr−1+h∫
t1+...+tr−1

|g(r)(·+ t)|dt

 dt1...dtr−1

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ hr
1

hr−1

h∫
0

· · ·
h∫
0

∥∥∥∥∥∥1

h

h+(r−1)h∫
0

|g(r)(·+ t)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

dt1...dtr−1

= hr

∥∥∥∥∥∥1

h

rh∫
0

|g(r)(·+ t)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ crh
r‖Mg(r)‖Mp,λ(I0)

≤ crh
r‖g(r)‖Mp,λ(I0)

elde edilir. BöyleceKr(f, h)Mp,λ(I0) fonksiyonelinin tanımından herhangi bir f ∈Mp,λ(I0)

için

Ωr(f, h,Mp,λ(I0)) ≤ Ωr(f − g, h,Mp,λ(I0)) + Ωr(g, h,Mp,λ(I0))

≤ c
(
‖f − g‖Mp,λ(I0) + hr‖g(r)‖Mp,λ(I0)

)
≤ cKr(f, h)Mp,λ(I0)

olur. Ters eşitsizliği ispatlamak için f ∈Mp,λ(I0), r ≥ 1, h > 0 olmak üzere Steklov

tipi dönüşümü tanımlayacağız:

fr,h(x)

:=
2

h

h∫
h
2

 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

r−1∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1f

(
x+

r − s
r

(t1 + ...+ tr)

)
dt1...dtr

 dδ.
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Basit hesaplamalarla

|fr,h(x)− f(x)|

=

∣∣∣∣∣∣∣
2

h

h∫
h
2

 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

r∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1f

(
x+

r − s
r

(t1 + ...+ tr)

)
dt1...dtr

 dδ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
2

h

h∫
h
2

 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

r∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1f
(
x+

s

r
(t1 + ...+ tr)

)
dt1...dtr

 dδ

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
2

h

h∫
h
2

 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

4r
t1+...+tr

r

f(x)dt1...dtr

 dδ

∣∣∣∣∣∣∣
elde edilir. Genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizliği kullanılırsa

‖fr,h − f‖Mp,λ(I0) ≤
2

h

h∫
h
2

∥∥∥∥∥∥ 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

4r
t1+...+tr

r

f(x)dt1...dtr

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

dδ

≤ sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥∥∥∥ 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

4r
t1+...+tr

r

f(x)dt1...dtr

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

= sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥∥∥∥ 1

δr−1

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

1

δ

δ+t1+...+tr−1∫
t1+...+tr−1

4r
t
r
f(x)dt

 dt1...dtr−1

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ sup
h
2
≤δ≤h

1

δr−1

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

∥∥∥∥∥∥1

δ

δ+(r−1)δ∫
0

|4r
t
r
f(x)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

dt1...dtr−1

≤ sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥∥∥∥1

δ

rδ∫
0

|4r
t
r
f(x)|dt

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ r sup
0≤δ≤h

∥∥∥∥∥∥1

δ

δ∫
0

|4r
uf(x)|du

∥∥∥∥∥∥
Mp,λ(I0)

≤ r Ωr(f, h,Mp,λ(I0))

elde edilir. fr,h dönüşümünün diferensiyellenmesiyle

f
(r)
r,h (x) =

2

h

h∫
h
2

1

δr

r−1∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1
(

r

r − s

)r
4r

r−s
r
δ
f(x)dδ
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elde edilir. Dolayısıyla

|f (r)r,h (x)| ≤ 2

h

h∫
h
2

1

δr

r−1∑
s=0

(rs)

(
r

r − s

)r
|4r

r−s
r
δ
f(x)|dδ

≤ cr
hr

r−1∑
s=0

(rs)

(
r

r − s

)r
1

h

h∫
0

|4r
r−s
r
δ
f(x)|dδ

=
cr
hr

r−1∑
s=0

(rs)

(
r

r − s

)r
1

r−s
r
h

r−s
r
h∫

0

|4r
uf(x)|du

olur. Böylece

‖f (r)r,h‖Mp,λ(I0) ≤ crh
−r‖σrr−s

r
h
f‖Mp,λ(I0)

≤ crh
−rΩr(f, h,Mp,λ(I0))

elde edilir, buradan

Kr(f, h)Mp,λ(I0) ≤ ‖f − fr,h‖Mp,λ(I0) + hr‖f (r)r,h‖Mp,λ(I0)

≤ C Ωr(f, h,Mp,λ(I0))

olur.

0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 < p <∞ olmak üzere g ∈ M̃p,λ(I0) fonksiyonunun Fourier serisi

g(x) ∼ a0
2

+

∞∑
t=1

at cos tx+ bt sin tx

ve Sn(x, g) de n−inci kısmi toplamıolsun. g ∈ M̃p,λ(I0) olmak üzere Lemma 3.2

nin ispat yöntemi kullanılarak

‖g − Sn(·, f)‖Mp,λ(I0) ≤ CEn(g)Mp,λ(I0), (3.2)

En(g̃)Mp,λ(I0) ≤ CEn(g)Mp,λ(I0), (3.3)

elde edilir, burada g̃, g fonksiyonunun eşleniğidir.

21



Lemma 3.5 r ≥ 1 olsun. Bu durumda 0 ≤ λ < 1, 1 < p < ∞ olmak üzere

g ∈ Ẇ rM̃p,λ(I0) için C = C(p, λ, r) sabiti ile

En(g)Mp,λ(I0) ≤
C

nr
‖g(r)‖Mp,λ(I0), n ∈ N

elde edilir.

İspat. 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olmak üzere g ∈ M̃p,λ(I0) fonksiyonunun Fourier

serisi

g(x) ∼
∞∑
t=0

at cos tx+ bt sin tx

ve Sn(x, g) de n−inci kısmi toplamıolsun.Bu durumda

g̃(x) ∼
∞∑
t=0

bt cos tx− at sin tx

olur.

Bt(x, g) := at cos tx+ bt sin tx, t ∈ N

diyelim. Mp,λ(I0) normunda g(x) =
∞∑
t=0

Bt(x, g) yazılabilir.

Bt(x, g) = at cos tx+ bt sin tx

= atcos
(
tx+

rπ

2
− rπ

2

)
+ btsin

(
tx+

rπ

2
− rπ

2

)
= cos

(rπ
2

) [
at cos t

(
x+

rπ

2t

)
+ bt sin t

(
x+

rπ

2t

)]
+ sin

(rπ
2

) [
at sin t

(
x+

rπ

2t

)
− bt cos t

(
x+

rπ

2t

)]
= Bt

(
x+

rπ

2t
, g
)
cos
(rπ

2

)
+Bt

(
x+

rπ

2t
, g̃
)
sin
(rπ

2

)
ve

Bt

(
x, g(r)

)
= trBt

(
x+

rπ

2t
, g
)

olduğundan

∞∑
t=0

Bt(x, g) = B0(x, g) + cos
(rπ

2

) ∞∑
t=1

Bt(x+
rπ

2t
, g)

+ sin
(rπ

2

) ∞∑
t=1

Bt(x+
rπ

2t
, g̃)
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= B0(x, g) + cos
(rπ

2

) ∞∑
t=1

1

tr
Bt(x, g

(r)) + sin
(rπ

2

) ∞∑
t=1

1

tr
Bt(x, g̃

(r))

gerçeklenir. Bu durumda

g(x)− Sn(x, g) =
∞∑

t=n+1

Bt(x, g)

= cos
(rπ

2

) ∞∑
t=n+1

1

tr
Bt(x, g

(r)) + sin
(rπ

2

) ∞∑
t=n+1

1

tr
Bt(x, g̃

(r))

olur.
∞∑

t=n+1

1

tr
Bt(x, g

(r)) =

∞∑
t=n+1

1

tr
[
St(x, g

(r))− St−1(x, g(r))
]

=

∞∑
t=n+1

1

tr
{[
St(x, g

(r))− g(r)(x)
]
−
[
St−1(x, g

(r))− g(r)(x)
]}

=
∞∑

t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)[
St(x, g

(r))− g(r)(x)
]
− 1

(n+ 1)r
[
Sn(x, g(r))− g(r)(x)

]
ve

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt(x, g̃

(r)) =
∞∑

t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)[
St(x, g̃

(r))− g̃(r)(x)
]

− 1

(n+ 1)r
[
Sn(x, g̃(r))− g̃(r)(x)

]
,

eşitlikleri göz önüne alınıp (3.2) eşitsizliği kullanılarak

‖g − Sn(·, g)‖Mp,λ(I0) ≤
∞∑

t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)∥∥St( ·, g(r))− g(r)∥∥Mp,λ(I0)

+
1

(n+ 1)r
∥∥Sn(·, g(r))− g(r)

∥∥
Mp,λ(I0)

+

∞∑
t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)∥∥St( ·, g̃(r))− g̃(r)∥∥Mp,λ(I0)

+
1

(n+ 1)r
∥∥Sn( ·, g̃(r))− g̃(r)

∥∥
Mp,λ(I0)

≤ C

{ ∞∑
t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
Et(g

(r))Mp,λ(I0) +
1

(n+ 1)r
En(g(r))Mp,λ(I0)

}

+C

{ ∞∑
t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
Et(g̃

(r))Mp,λ(I0) +
1

(n+ 1)r
En(g̃(r))Mp,λ(I0)

}
elde edilir. (3.3) eşitsizliği kullanılarak

‖g − Sn(·, g)‖Mp,λ(I0) ≤ CEn(g(r))Mp,λ(I0)

{ ∞∑
t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
+

1

(n+ 1)r

}
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+CEn(g̃(r))Mp,λ(I0)

{ ∞∑
t=n+1

(
1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
+

1

(n+ 1)r

}

≤ C

(n+ 1)r
En(g(r))Mp,λ(I0)

elde edilir. Böylece

En(g)Mp,λ(I0) ≤ ‖f − Sn( ·, g)‖Mp,λ(I0)

≤ C

nr
En(g(r))Mp,λ(I0)

≤ C

nr
‖g(r)‖Mp,λ(I0)

olur.

S.N. Bernstein 1912 yılında polinomların L∞ normlarınıhesaplayarak kendi adıyla

anılan eşitsizliği ispatladı. 1 < p < ∞ olmak üzere derecesi n ∈ N ∪ {0} olan

herhangi bir T polinomu için Zygmund tarafından elde edilen

‖T (k)n ‖Lp(I0) ≤ Cnk‖Tn‖Lp(I0)

Bernstein eşitisizliğinin genel hali Devore ve Lorentz 1993 te bulunabilir. Aşağıdaki

lemma Morrey uzayında Bernstein eşitsizliğini ifade etmektedir.

Lemma 3.6 (Morrey Uzaylarında Bernstein Eşitsizliği) f ∈ Mp,λ(I0),

0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda her Tn trigonometrik polinomu ve

k ∈ N için C, n den bağımsız bir sabit olmak üzere

‖T (k)n ‖Mp,λ(I0) ≤ Cnk‖Tn‖Mp,λ(I0), n ∈ N ∪ {0}

eşitsizliği gerçeklenir.

İspat. İstenilen sonuç Guliyev vd. 2019, Lemma 5.2 deki eşitsizlikte iterasyon

yapılarak elde edilir.

Teorem 3.1 (Düz Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0), 0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu

durumda her r ∈ N için

En(f)Mp,λ(I0) ≤ C Ωr(f,
1

n
,Mp,λ(I0)), n ≥ r

gerçeklenir, burada C > 0, n den bağımsız bir sabittir.
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İspat. g ∈ Ẇ rM̃p,λ(I0) olsun. Lemma 3.5 kullanılarak

En(f)Mp,λ(I0) ≤ En(f − g)Mp,λ(I0) + En(g)Mp,λ(I0)

≤ ‖f − g‖Mp,λ(I0) +
C

nr
‖g(r)‖Mp,λ(I0)

elde edilir. Bu eşitsizlik her g ∈ Ẇ rM̃p,λ(I0) için sağlandı̆gından, K-fonksiyonelinin

tanımından ve Lemma 3.4 ten

En(f)Mp,λ(I0) ≤ C Kr

(
f,

1

n

)
Mp,λ(I0)

≤ C Ωr(f,
1

n
,Mp,λ(I0))

elde edilir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.

Teorem 3.2 (Ters Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0), 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu

durumda her r ∈ N için

Ωr(f,
1

n
,Mp,λ(I0)) ≤

C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)

}
, n ∈ N

sağlanır, burada C > 0, n den bağımsız bir sabittir.

İspat. Tn ∈ Tn, M̃p,λ(I0) da f fonksiyonuna en iyi yaklaşan polinom olsun. j =

1, 2, ..., tamsayılarıiçin

Kr

(
f,

1

n

)
Mp,λ(I0)

= inf
g∈W rM̃p,λ(I0)

{
‖f − g‖Mp,λ(I0) +

1

nr
‖g(r)‖Mp,λ(I0)

}
≤ ‖f − T2j+1‖Mp,λ(I0) +

1

nr
‖T (r)

2j+1
‖Mp,λ(I0)

olur. Lemma 3.6 kullanılarak

‖T (r)
2j+1
‖Mp,λ(I0) ≤ ‖T

(r)
1 − T

(r)
0 ‖Mp,λ(I0) +

j∑
i=0

‖T (r)
2i+1
− T (r)

2i
‖Mp,λ(I0)

≤ C

{
‖T1 − T0‖Mp,λ(I0) +

j∑
i=0

2(i+1)r‖T2i+1 − T2i‖Mp,λ(I0)

}
≤ C

{
E1(f)Mp,λ(I0) + E0(f)Mp,λ(I0)

+

j∑
i=0

2(i+1)r
{
E2i+1(f)Mp,λ(I0) + E2i(f)Mp,λ(I0)

}}

≤ C

{
E0(f)Mp,λ(I0) +

j∑
i=0

2(i+1)rE2i(f)Mp,λ(I0)

}

= C

{
E0(f)Mp,λ(I0) + 2rE1(f)Mp,λ(I0) +

j∑
i=1

2(i+1)rE2i(f)Mp,λ(I0)

}
.
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elde edilir.

2(i+1)rE2i(f)Mp,λ(I0) ≤ 22r
2i∑

m=2i−1+1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0) (3.4)

olduğundan i ≥ 1 için

‖T (r)
2j+1
‖Mp,λ(I0)

≤ C

E0(f)Mp,λ(I0) + 2rE1(f)Mp,λ(I0) + 22r
2j∑
m=2

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)


≤ C

E0(f)Mp,λ(I0) +

2j∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)


gerçeklenir. 2j ≤ n < 2j+1 olacak biçimde j seçilerek (3.4) ten

E2j+1(f)Mp,λ(I0) =
2(j+1)rE2j+1(f)Mp,λ(I0)

2(j+1)r

≤ 1

nr
2(j+1)rE2j+1(f)Mp,λ(I0)

≤ 1

nr

2j∑
m=2j−1+1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0).

elde edilir. Lemma 3.4 ten

Ωr(f,
1

n
,Mp,λ(I0)) ≤ CKr

(
f,

1

n

)
Mp,λ(I0)

≤ CE2j+1(f)Mp,λ(I0) +
1

nr
‖T2j+1‖Mp,λ(I0)

≤ C

nr

2j∑
m=2j−1+1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)

+
C

nr

E0(f)Mp,λ(I0) +
2j∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)


≤ C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)

}

gerçeklenir. Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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4. AĞIRLIKLIMORREYUZAYLARINDATRİGONOMETRİK POLİ-

NOMLARLA YAKLAŞIM

Bu bölümün birinci kesimindeMp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarının tanımıve bu

uzaylarda düzgünlük modülü, en iyi yaklaşım ve K-fonksiyonellerinin tanımıverile-

cektir. Bu bölümün ikinci kesiminde ise ağırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik

polinomlarla en iyi yaklaşımın araştırılabilmesi için gerekli olan yardımcılemmalar

ispatlanacaktır. Düzgünlük modülü yardımıyla K-fonksiyonelleri karakterize edile-

cektir. Ayrıca bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde

edilecektir. AğırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz

ve ters problemleri incelenecektir.

Mp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarıC∞(I0) uzayınıkapalı yoğun altuzay olarak

içermez, bu w = 1 durumunda Triebel 2014 tarafından ispatlanmı̧stır. M̃p,λ(I0, w)

yıC∞(I0) uzayınınMp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarındaki kapanı̧sıolarak tanım-

layalım. 1 < p < ∞, w ∈ Ap(I0) ve M̃p,λ(I0, w), trigonometrik polinomların

Mp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarındaki kapanı̧sıolmak üzere M̃p,λ(I0, w) uzayında

yaklaşım teorenin düz ve ters teoremleri ispatlanacaktır.

4.1 AğırlıklıMorrey Uzayları

I0 = [0, 2π], I(x, r) = (x− r, x+ r) ⊂ R, I0(x, r) = I(x, r) ∩ I0

gösterimini kullanacağız. Ayrıca w pozitif, 2π−periyodik ve I0 da lokal integral-

lenebilir bir ağırlık fonksiyonudur.

w, I0 üzerinde tanımlıbir ağırlık fonksiyonu olsun. I0 üzerinde

‖f‖Lp,w(I0) =

∫
I0

|f (x)|pw (x) dx

1/p

normu sonlu olacak biçimdeki tüm ölçülebilir fonksiyonların sınıfına Lp(I0, w) ağır-

lıklıLebesgue uzayıdenir.
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Tanım 4.1 (AğırlıklıMorrey Uzayları)

‖f‖Mp,λ(I0,w) = sup
x∈I0
0<r<2π

w(I(x, r))−
λ
p ‖f‖Lp,w(I0(x,r))

normu sonlu olacak biçimdeki f ∈ Lp(I0, w) fonksiyonlarının sınıfına ağırlıklıMorrey

uzayıdenir, burada

‖f‖Lp,w(I0(x,r)) =
(∫

I0(x,r)

|f(t)|pw(t)dt
)1/p

şeklindedir.

Bu tanım ile Mp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzayıbir Banach uzayıdır. Eğer w = 1

ve 0 < λ < 1 ise bu durumda Mp,λ(I0, w) = Mp,λ(I0) olur. Eğer λ = 0 ise

Lp,w(I0) ağırlıklıLebesgue uzaylarıelde edilir. Eğer λ = 1 ise w ağırlık fonksiyonuna

göre Lebesgue diferensiyellenebilme teoremindenMp,1(I0, w) = L∞,w(I0) elde edilir

(Torchinsky 1986).

Komori ve Shirai tarafından ispatlanan Mp,λ(I0, w) uzayında M maksimal fonksi-

yonun sınırlılı̆gınıifade eden aşağıdaki teoreme ihtiyaç duyacağız.

Teorem 4.1 1 < p <∞, 0 ≤ λ < 1 ve w ∈ Ap(I0) olmak üzereMp,λ(I0, w) ağırlıklı

Morrey uzaylarında M Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu sınırlıdır

(Komori ve Shirai 2009).

N := {1, 2, ...}, 4r
tf(x) :=

r∑
s=0

(rs) (−1)r+s+1f(x + st), r ∈ N ve 0 ≤ λ ≤ 1, p ≥ 1

olmak üzere her f ∈Mp,λ(I0, w) için

σrδ(f)(x) :=
1

δ

δ∫
0

|4r
tf(x)|dt

olsun. ŞimdiMp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarında düzgünlük modülünü tanım-

layalım.
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Tanım 4.2 (AğırlıklıMorrey Uzaylarında DüzgünlükModülü) f ∈Mp,λ(I0, w),

0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p <∞ ve h > 0 olsun. Bu durumda

Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w)) := sup
0<δ≤min{2π,h}

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0,w), r ∈ N

olarak tanımlanan Ωr(f, ·,Mp,λ(I0, w)) : [0,∞] → [0,+∞) fonksiyonuna f fonksi-

yonununMp,λ(I0, w) uzayındaki r-inci mertebeden düzgünlük modülü denir.

0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p < ∞ olmak üzere Sonuç 4.3 ten her f ∈ Mp,λ(I0, w) için

Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w)) ≤ c‖f‖Mp,λ(I0,w) ve her f1, f2 ∈Mp,λ(I0, w) için

Ωr(f1 + f2, ·,Mp,λ(I0, w)) ≤ Ωr(f1, ·,Mp,λ(I0,w)) + Ωr(f2, ·,Mp,λ(I0, w))

elde edilir.

Tanım 4.3 (AğırlıklıMorrey Uzaylarında En İyi Yaklaşım) f ∈Mp,λ(I0, w),

0 ≤ λ ≤ 1 ve p ≥ 1 için f fonksiyonunun Pn sınıfındaki en iyi yaklaşımı

En(f)Mp,λ(I0,w) := inf
Tn∈Pn

‖f − Tn‖Mp,λ(I0,w)

şeklindedir.

Tanım 4.4 (Homojen AğırlıklıSobolev-Morrey Uzayı) Ẇ rMp,λ(I0, w) ho-

mojen ağırlıklıSobolev-Morrey uzayı, I0 da f (r) türevi mevcut ve

‖f‖Ẇ rMp,λ(I0,w)
= ‖f (r)‖Mp,λ(I0,w)

normu sonlu olacak biçimdeki f ∈ Lloc1 (I0) fonksiyonlarının sınıfıdır.

Tanım 4.5 (Homojen Olmayan AğırlıklıSobolev-Morrey Uzayı)W rMp,λ(I0, w)

homojen olmayan ağırlıklıSobolev-Morrey uzayı

‖f‖W rMp,λ(I0,w) := ‖f‖Mp,λ(I0,w) + ‖f (r)‖Mp,λ(I0,w)

normu sonlu olacak biçimdeki f ∈ Ẇ rMp,λ(I0, w) fonksiyonlarından oluşan homojen

ağırlıklıSobolev-Morrey uzayının alt sınıfıdır.
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Eğer λ = 0 ise bu durumda W rMp,0(I0, w) ≡ W r
p,w(I0) ağırlıklıSobolev uzayına

denktir ve eğer w = 1 ise bu durumda W rMp,λ(I0, 1) ≡ W r
p,λ(I0) Sobolev-Morrey

uzayına denktir.

Tanım 4.6 (K-fonksiyoneli) 0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p <∞, w ∈ Ap(I0) ve r ≥ 1 olmak

üzere f ∈Mp,λ(I0, w) fonksiyonu için K- fonksiyoneli

Kr(f, t)Mp,λ(I0,w) = inf
g∈W rMp,λ(I0,w)

{‖f − g‖Mp,λ(I0,w) + tr‖g(r)‖Mp,λ(I0,w)}, t > 0

olarak tanımlanır.

4.2 AğırlıklıMorrey Uzaylarında Yaklaşım Teorisinin Düz ve Ters Teo-

remleri

Bu kesimdeMp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla en

iyi yaklaşımın araştırılabilmesi için gerekli olan yardımcılemmalar ispatlanacaktır.

Düzgünlük modülü yardımıyla K-fonksiyonelleri karakterize edilecektir. Ayrıca bu

uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde edilecektir. Ağır-

lıklıMorrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz ve ters problem-

leri incelenecektir.

Lemma 4.1 f ∈ Ẇ rMp,λ(I0, w), r ∈ N∪{0}, 0 ≤ λ < 1, 1 < p <∞ ve w ∈ Ap(I0)

olsun. Bu durumda her r ∈ N için f fonksiyonundan bağımsız C > 0 sabiti ile

∥∥σrδ(f)
∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ C δr
∥∥f (r)∥∥Mp,λ(I0,w)

elde edilir.

İspat. f ∈ Ẇ r
p,λM(I0, w) olsun. Bu durumda f (r) ∈Mp,λ(I0, w) ve

4r
tf(x) =

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

f (r)(x+ t1 + t2 + ...+ tr)dt1...dtr
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olur. Buradan∥∥∥σrδ(f)
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

=
∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|4r
tf(·)|dt

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤
∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

|f (r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)|dt1...dtrdt
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ δr
∥∥∥ 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

|f (r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)|dt1...dtr
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ δr
∥∥∥ 1

δr−1

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

{1

δ

∫ t1+...+tr−1+δ

t1+...+tr−1

|f (r)(·+ u)|du
}
dt1...dtr−1

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ δr
1

δr−1

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

∥∥∥1

δ

∫ δ+(r−1)δ

0

|f (r)(·+ u)|du
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

dt1...dtr−1

= δr
∥∥∥1

δ

∫ rδ

0

|f (r)(·+ u)|du
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ Cδr
∥∥Mf (r)

∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ Cδr
∥∥f (r)∥∥Mp,λ(I0,w)

.

elde edilir.

Sonuç 4.1 f ∈ Ẇ r
p,w(I0), r ∈ N ∪ {0}, 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap(I0) olsun. Bu

durumda her r ∈ N için f fonksiyonundan bağımsız C > 0 sabiti ile

‖σrδ(f)‖Lp,w(I0) ≤ Cδr ‖f‖Ẇ r
p,w(I0)

elde edilir.

Sonuç 4.2 f ∈ Ẇ r
p,λ(I0), r ∈ N ∪ {0}, 1 < p <∞ ve 0 ≤ λ < 1 olur. Bu durumda

her r ∈ N için f fonksiyonundan bağımsız C > 0 sabiti ile

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0) ≤ Cδr ‖f‖Ẇ r
p,λ(I0)

elde edilir.

Sonuç 4.3 f ∈ Mp,λ(I0, w), 0 ≤ λ < 1, 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap(I0) olsun. Bu

durumda her r ∈ N için f fonksiyonundan bağımsız C > 0 sabiti ile

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0,w) ≤ C‖f‖Mp,λ(I0,w)

elde edilir.
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İspat. Üçgen eşitsizliği kullanılarak

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0,w) =
∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|4r
tf(·)|dt

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

=
∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣ r∑
s=0

(rs)(−1)r+s+1f(·+ st)
∣∣∣dt∥∥∥

Mp,λ(I0,w)

≤
r∑
s=0

(rs)
∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|f(·+ st)|dt
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

=
∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|f(·)|dt
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

+
r∑
s=1

(rs)
∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|f(·+ st)|dt
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ ‖f‖Mp,λ(I0,w) +
r∑
s=1

(rs)
∥∥∥ 1

sδ

∫ sδ

0

|f(·+ u)|du
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ ‖f‖Mp,λ(I0,w) +
r∑
s=1

(rs)
∥∥∥1

δ

∫ rδ

0

|f(·+ u)|du
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ ‖f‖Mp,λ(I0,w) + r2r
∥∥∥ 1

rδ

∫ rδ

0

|f(·+ u)|du
∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

elde edilir.

R de f fonksiyonu 2π-periyodik olduğundan genelliği bozmaksızın rδ < 2π alabiliriz.

Teorem 4.1 den

‖σrδ(f)‖Mp,λ(I0,w) ≤ ‖f‖Mp(·),λ(·)(I0) + r2rC(p)‖f‖Mp,λ(I0,w)

= C(p, r)‖f‖Mp,λ(I0,w)

elde edilir.

Aşağıdaki lemmaMp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarındaK-fonksiyonelinin düzgün-

lük modülü yardımıyla karakterizasyonunu ifade eder.

Lemma 4.2 f ∈ Mp,λ(I0, w), 0 ≤ λ < 1, 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap(I0) olsun. Bu

durumda her r ∈ N ve 0 < h ≤ c için c, C > 0 sabiti ile

c Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w)) ≤ Kr(f, h)Mp,λ(I0,w) ≤ C Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w))

elde edilir.

İspat. g ∈ W rMp,λ(I0, w) olsun. Bu durumda g(r) ∈ Mp,λ(I0, w) ve g(r) ∈ L1(I0)

olur. Böylece

4r
tg(x) =

∫ t

0

· · ·
∫ t

0

g(r)(x+ t1 + t2 + ...+ tr)dt1...dtr
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yazabiliriz. Minkowski eşitsizliği ve Teorem 4.1 den

Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w)) := sup
|δ|≤h

∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|4r
tg(x)|dt

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ sup
|δ|≤h

1

δ

∫ δ

0

∥∥∥∫ t

0

· · ·
∫ t

0

∣∣g(r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)
∣∣dt1...dtr∥∥∥

Mp,λ(I0,w)
dt

≤ hr
∥∥∥ 1

hr

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

∣∣g(r)(·+ t1 + t2 + ...+ tr)
∣∣dt1...dtr∥∥∥

Mp,λ(I0,w)

= hr‖ 1

hr−1

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

{1

h

∫ t1+...+tr−1+h

t1+...+tr−1

∣∣g(r)(·+ u)
∣∣du}dt1...dtr−1‖Mp,λ(I0,w)

≤ hr
1

hr−1

∫ h

0

· · ·
∫ h

0

∥∥∥1

h

∫ h+(r−1)h

0

∣∣g(r)(·+ u)
∣∣du∥∥∥

Mp,λ(I0,w)
dt1...dtr−1

= hr
∥∥∥1

h

∫ rh

0

∣∣g(r)(·+ u)
∣∣du∥∥∥

Mp,λ(I0,w)

≤ crh
r
∥∥Mg(r)

∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ crh
r
∥∥g(r)∥∥Mp,λ(I0,w)

.

Dolayısıyla herhangi bir f ∈Mp,λ(I0, w) içinKr(f, h)Mp,λ(I0,w) fonksiyonelinin tanımın-

dan

Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w)) ≤ Ωr(f − g, h,Mp,λ(I0, w)) + Ωr(g, h,Mp,λ(I0, w))

≤ c(‖f − g‖Mp,λ(I0,w) + hr‖g(r)‖Mp,λ(I0,w))

≤ cKr(f, h)Mp,λ(I0,w)

elde edilir.

Ters eşitsizliği ispatlamak için Steklov tipi dönüşümü tanımlayalım. r ≥ 1, h > 0

olmak üzere her f ∈Mp,λ(I0, w) için Steklov tipi dönüşüm

fr,h(x) :

=
2

h

∫ h

h
2

( 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

r−1∑
s=0

(rs)(−1)r+s+1f(x+
r − s
r

(t1 + ...+ tr))dt1...dtr

)
dδ

şeklindedir.
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Basit hesaplamalarla∣∣fr,h(x)− f(x)
∣∣

=
∣∣∣2
h

∫ h

h
2

( 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

r∑
s=0

(rs)(−1)r+s+1f(x+
r − s
r

(t1 + ...+ tr))dt1...dtr

)
dδ
∣∣∣

=
∣∣∣2
h

∫ h

h
2

( 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

r∑
s=0

(rs)(−1)r+s+1f(x+
s

r
(t1 + ...+ tr))dt1...dtr

)
dδ
∣∣∣

=
∣∣∣2
h

∫ h

h
2

( 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

4r
t1+...+tr

r

f(x)dt1...dtr

)
dδ
∣∣∣

elde edilir. Norm alarak genelleştirilmi̧s Minkowski eşitsizliği uygulanırsa∥∥fr,h − f∥∥Mp,λ(I0,w) ≤
2

h

∫ h

h
2

∥∥∥ 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

4r
t1+...+tr

r

f(x)dt1...dtr

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

dδ

≤ sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥ 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

4r
t1+...+tr

r

f(x)dt1...dtr

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

= sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥ 1

δr−1

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

(1

δ

∫ δ+t1+...+tr−1

t1+...+tr−1

4r
t
r
f(x)dt

)
dt1...dtr−1

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ sup
h
2
≤δ≤h

1

δr−1

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

∥∥∥1

δ

∫ δ+(r−1)δ

0

|4r
t
r
f(x)|dt

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

dt1...dtr−1

≤ sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥1

δ

∫ rδ

0

|4r
t
r
f(x)|dt

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ r sup
0≤δ≤h

∥∥∥1

δ

∫ δ

0

|4r
uf(x)|du

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

= rΩr(f, h,Mp,λ(I0, w))

olur. fr,h fonksiyonun diferensiyellenmesiyle

f
(r)
r,h (x) =

2

h

∫ h

h
2

1

δr

r−1∑
s=0

(rs)(−1)r+s+1
( r

r − s

)r
4r

r−s
r
δ
f(x)dδ.

elde edilir. Böylece

|f (r)r,h (x)| ≤ 2

h

∫ h

h
2

1

δr

r−1∑
s=0

(rs)
( r

r − s

)r
|4r

r−s
r
δ
f(x)|dδ

=
cr
hr

r−1∑
s=0

(rs)
( r

r − s

)r 1

h

∫ h

0

|4r
r−s
r
δ
f(x)|dδ

=
cr
hr

r−1∑
s=0

(rs)
( r

r − s

)r 1
r−s
r
h

∫ r−s
r
h

0

|4r
uf(x)|du.
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olur. Dolayısıyla

‖f (r)r,h‖Mp,λ(I0,w) ≤ crh
−r‖σrr−s

r
h
f‖Mp,λ(I0,w)

≤ crh
−rΩr(f, h,Mp,λ(I0, w))

gerçeklenir. Böylece

Kr(f, h)Mp,λ(I0,w) ≤ ‖f − fr,h‖Mp,λ(I0,w) + hr‖f (r)r,h‖Mp,λ(I0,w)

≤ C Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w))

elde edilir.

0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 < p <∞ olmak üzere g ∈ M̃p,λ(I0, w) fonksiyonunun Fourier serisi

g(x) ∼ a0
2

+
∞∑
t=1

at cos tx+ bt sin tx (4.1)

ve Sn(x, g) de n−inci kısmi toplamı olsun. w ∈ A1(I0) koşulu altında Lemma

4.1 in ispat yöntemi kullanılarak ve Hunt vd. 1973, Hunt ve Young 1974 te ağırlıklı

Lebesgue uzaylarında verilen uygun sonuçlar uygulanarak

‖g − Sn(·, g)‖Mp,λ(I0,w) ≤ CEn(g)Mp,λ(I0,w), (4.2)

En(g̃)Mp,λ(I0,w) ≤ CEn(g)Mp,λ(I0,w), (4.3)

elde edilir,burada g̃, g fonksiyonunun eşleniğidir.

Lemma 4.3 w ∈ Ap(I0) ve r ≥ 1 olsun. Bu durumda 0 ≤ λ < 1, 1 < p <∞ olmak

üzere herhangi bir g ∈ Ẇ rM̃p,λ(I0, w) için C = C(p, λ, w, r) sabiti ile

En(g)Mp,λ(I0,w) ≤
C

nr
‖g(r)‖Mp,λ(I0,w), n ∈ N

elde edilir.

İspat. 0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 < p <∞ olmak üzere g ∈ M̃p,λ(I0, w) fonksiyonunun Fourier

serisi

g(x) ∼
∞∑
t=0

at cos tx+ bt sin tx

35



ve Sn(x, f) de n−inci kısmi toplamıolsun. Bu durumda

g̃(x) ∼
∞∑
t=0

bt cos tx− at sin tx

olur.

Bt(x, g) := at cos tx+ bt sin tx, t ∈ N

dersekMp,λ(I0, w) normunda g(x) =
∞∑
t=0

Bt(x, g) olur.

Bt(x, g) = at cos tx+ bt sin tx

= at cos
(
tx+

rπ

2
− rπ

2

)
+ bt sin

(
tx+

rπ

2
− rπ

2

)
= cos

rπ

2

[
at cos t

(
x+

rπ

2t

)
+ bt sin t

(
x+

rπ

2t

)]
+ sin

rπ

2

[
at sin t

(
x+

rπ

2t

)
− bt cos t

(
x+

rπ

2t

)]
= Bt

(
x+

rπ

2t
, g
)
cos

rπ

2
+Bt

(
x+

rπ

2t
, g̃
)
sin

rπ

2

ve

Bt

(
x, g(r)

)
= trBt

(
x+

rπ

2t
, g
)

olduğundan

∞∑
t=0

Bt

(
x, g
)

= B0
(
x, g
)

+ cos
rπ

2

∞∑
t=1

Bt

(
x+

rπ

2t
, g
)

+ sin
rπ

2

∞∑
t=1

Bt

(
x+

rπ

2t
, g̃
)

= B0
(
x, g
)

+ cos
rπ

2

∞∑
t=1

1

tr
Bt

(
x, g(r)

)
+ sin

rπ

2

∞∑
t=1

1

tr
Bt

(
x, g̃(r)

)
elde edilir. Bu durumda

g(x)− Sn(x, g) =
∞∑

t=n+1

Bt(x, g)

= cos
rπ

2

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g(r)

)
+ sin

rπ

2

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g̃(r)

)
olur.

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g(r)

)
=

∞∑
t=n+1

1

tr

[
St
(
x, g(r)

)
− St−1

(
x, g(r)

)]

=

∞∑
t=n+1

1

tr

{[
St
(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]
−
[
St−1

(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]}
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=

∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)[
St
(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]
− 1

(n+ 1)r

[
Sn
(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]
olmasıve

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g̃(r)

)
=

∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)[
St
(
x, g̃(r)

)
− g̃(r)(x)

]

− 1

(n+ 1)r

[
Sn
(
x, g̃(r)

)
− g̃(r)(x)

]
,

göz önüne alınırsa (4.2) den

∥∥g − Sn(·, g)
∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤
∞∑

t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)∥∥∥St( ·, g(r))− g(r)∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

+
1

(n+ 1)r

∥∥∥Sn(·, g(r))− g(r)∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

+
∞∑

t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)∥∥∥St( ·, g̃(r))− g̃(r)∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

+
1

(n+ 1)r

∥∥∥Sn( ·, g̃(r))− g̃(r)∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ C
{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
Et
(
g(r)
)
Mp,λ(I0,w)

+
1

(n+ 1)r
En
(
g(r)
)
Mp,λ(I0,w)

}
+ C

{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
Ek
(
g̃(r)
)
Mp,λ(I0,w)

+
1

(n+ 1)r
En
(
g̃(r)
)
Mp,λ(I0,w)

}
elde edilir. Basit hesaplamalar ve (4.3) eşitsizliğinden∥∥∥g − Sn(·, g)

∥∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ CEn
(
g(r)
)
Mp,λ(I0,w)

{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
+

1

(n+ 1)r

}
+ CEn

(
g̃(r)
)
Mp,λ(I0,w)

{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
+

1

(n+ 1)r

}
≤ C

(n+ 1)r
En
(
g̃(r)
)
Mp,λ(I0,w)

.

gerçeklenir. Böylece

En(g)Mp,λ(I0,w) ≤
∥∥g − Sn( ·, g)

∥∥
Mp,λ(I0,w)

≤ C

nr
En
(
g(r)
)
Mp,λ(I0,w)

≤ C

nr
∥∥g(r)∥∥Mp,λ(I0,w)
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elde edilir.

Aşağıdaki lemma ağırlıklıMorrey uzaylarında Bernstein eşitsizliğini ifade etmekte-

dir.

Lemma 4.4 (AğırlıklıMorrey Uzaylarında Bernstein Eşitsizliği) f ∈Mp,λ(I0, w),

w ∈ Ap(I0), 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda herhangi bir Tn

trigonometrik polinomu ve k ∈ N için n den bağımsız C sabiti ile

‖T (k)n ‖Mp,λ(I0,w) ≤ Cnk‖Tn‖Mp,λ(I0,w), n ∈ N ∪ {0}

elde edilir.

İspat. İspat Ky 1993 teki Lp(I0, w) ağırlıklıLebesgue uzaylarında Bernstein eşit-

sizliğinin ispatıkullanılarak Lemma 4.1 in ispatına benzer biçimde elde edilir.

Teorem 4.2 (Düz Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0, w), 0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p < ∞ ve w ∈

Ap(I0) olsun. Bu durumda her r ∈ N için f ve n den bağımsız C > 0 ile

En(f)Mp,λ(I0,w) ≤ C Ωr

(
f,

1

n
,Mp,λ(I0, w)

)
, n ≥ r

elde edilir.

İspat. g ∈ Ẇ rM̃p,λ(I0, w) olsun. Lemma 4.3 ten

En(f)Mp,λ(I0,w) ≤ En(f − g)Mp,λ(I0,w) + En(g)Mp,λ(I0,w)

≤ ‖f − g‖Mp,λ(I0,w) +
C

nr
∥∥g(r)∥∥Mp,λ(I0,w)

elde edilir.

Bu eşitsizlik her g ∈ Ẇ rM̃p,λ(I0, w) için sağlandı̆gından K-fonksiyonelinin tanımın-

dan ve Lemma 4.2 den

En(f)Mp,λ(I0,w) ≤ C Kr

(
f,

1

n

)
Mp,λ(I0,w)

≤ C Ωr
(
f,

1

n
,Mp,λ(I0, w)

)
gerçeklenir. Böylece ispat tamamlanır.
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Sonuç 4.4 f ∈ M̃p,λ(I0), 0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda her r ∈ N

için

En(f)Mp,λ(I0) ≤ C Ωr(f,
1

n
,Mp,λ(I0)), n ≥ r

gerçeklenir, burada C > 0, n den bağımsız bir sabittir (Çakır vd. 2019).

Lp(I0) Lebesgue uzaylarında

sup
|t|≤h
‖4r

tf(x)‖Lp(I0), h > 0, r ∈ N

olarak tanımlanan düzgünlük modülü için benzer sonuç Stechkin (Stechkin 1951)

tarafından ispatlanmı̧stır. Ayrıca w ∈ Ap(I0) olmak üzere Lp(I0, w) ≡ Lp,w(I0)

ağırlıklıLebesgue uzaylarında benzer sonuç Ky (Ky 1993) tarafından ispatlanmı̧stır.

Teorem 4.3 (Ters Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0, w), 0 ≤ λ < 1, 1 < p < ∞ ve w ∈

Ap(I0) olsun. Bu durumda her r ∈ N için f ve n den bağımsız C > 0 sabiti ile

Ωr
(
f,

1

n
,Mp,λ(I0, w)

)
≤ C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0,w) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w)

}
, n ∈ N

elde edilir.

İspat. Tn ∈ Pn, M̃p,λ(I0, w) uzayında f fonksiyonuna en iyi yakınsayan polinom

olsun. Herhangi bir j = 1, 2, ..., tamsayısıiçin

Kr

(
f,

1

n

)
Mp,λ(I0,w)

= inf
g∈W (r)Mp,λ(I0,w)

{
‖f − g‖Mp,λ(I0,w) +

1

nr
‖g(r)‖Mp,λ(I0,w)

}
≤ ‖f − T2j+1‖Mp,λ(I0,w) +

1

nr
‖T (r)

2j+1
‖Mp,λ(I0,w)
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olur. Lemma 4.4 kullanılarak

‖T (r)
2j+1
‖Mp,λ(I0,w) ≤ ‖T

(r)
1 − T

(r)
0 ‖Mp,λ(I0,w) +

j∑
i=0

‖T (r)
2i+1
− T (r)

2i
‖Mp,λ(I0,w)

≤ C
{
‖T1 − T0‖Mp,λ(I0,w) +

j∑
i=0

2(i+1)r‖T2i+1 − T2i‖Mp,λ(I0,w)

}
≤ C

{
E1(f)Mp,λ(I0,w) + E0(f)Mp,λ(I0,w)

+

j∑
i=0

2(i+1)r
{
E2i+1(f)Mp,λ(I0,w) + E2i(f)Mp,λ(I0,w)

}}
≤ C

{
E0(f)Mp,λ(I0,w) +

j∑
i=0

2(i+1)rE2i(f)Mp,λ(I0,w)

}
= C

{
E0(f)Mp,λ(I0,w) + 2rE1(f)Mp,λ(I0,w) +

j∑
i=1

2(i+1)rE2i(f)Mp,λ(I0,w)

}

elde edilir.

2(i+1)rE2i(f)Mp,λ(I0,w) ≤ 22r
2i∑

m=2i−1+1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w) (4.4)

olduğundan i ≥ 1 için

‖T (r)
2j+1
‖Mp,λ(I0,w)

≤ C
{
E0(f)Mp,λ(I0,w) + 2rE1(f)Mp,λ(I0,w) + 22r

2j∑
m=2

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w)

}
≤ C

{
E0(f)Mp,λ(I0,w) +

2j∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w)

}

gerçeklenir. 2j ≤ n < 2j+1 olacak biçimde j seçerek 4.4 ten

E2j+1(f)Mp,λ(I0,w) =
2(j+1)rE2j+1(f)Mp,λ(I0,w)

2(j+1)r

≤ 1

nr
2(j+1)rE2j+1(f)Mp,λ(I0,w) ≤

1

nr

2j∑
m=2j−1+1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w).
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elde edilir. Lemma 4.2 den

Ωr
(
f,

1

n
,Mp,λ(I0, w)

)
≤ CKr

(
f,

1

n

)
Mp,λ(I0,w)

≤ CE2j+1(f)Mp,λ(I0,w) +
1

nr
‖T2j+1‖Mp,λ(I0,w)

≤ C

nr

2j∑
m=2j−1+1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w)

+
C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0,w) +

2j∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w)

}
≤ C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0,w) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w)

}
elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.5 f ∈ M̃p,λ(I0), 1 < p < ∞ ve 0 ≤ λ < 1 olsun. Bu durumda her r ∈ N

için

Ωr
(
f,

1

n
,Mp,λ(I0)

)
≤ C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)

}
, n ∈ N

elde edilir, burada C > 0 f ve n den bağımsız bir sabittir (Çakır vd. 2019).

Sonuç 4.6 f ∈ Lp,w(I0), 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap(I0) olsun. Bu durumda her r ∈ N

için

Ωr
(
f,

1

n
, Lp,w(I0)

)
≤ C

nr

{
E0(f)Lp,w(I0) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Lp,w(I0)

}
, n ∈ N

elde edilir, burada C > 0 f ve n den bağımsız bir sabittir (Ky 1993).

Lp(I0) Lebesgue uzaylarında benzer sonuç A.F. Timan (Timan 1963), A.F. Timan ve

M.F. Timan (Timan, A.F. ve Timan, M.F. 1950) tarafından ispatlanmı̧stır. w ∈ Ap
olmak üzere Lp(I0, w) ağırlıklıLebesgue uzaylarında benzer sonuç farklıdüzgünlük

modülü kullanılarak Haciyeva (Haciyeva 1986) tarafından ispatlanmı̧stır.
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5. DEĞİŞKEN ÜSLÜ AĞIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA

TRİGONOMETRİK POLİNOMLARLA YAKLAŞIM

Bu bölümün birinci kesimindeMp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzay-

larıtanımlanacaktır. Bu uzaylarda düzgünlük modülü ve en iyi yaklaşımın tanımı

ile bazıtemel kavramlar verilecektir. İkinci kesiminde ise yaklaşım teorisinin düz

ve ters teoremlerinin ispatı için ihtiyaç duyulan bazı lemmalar verilecektir. K-

fonksiyonellerini tanımlanıp, düzgünlük modülü yardımıyla karakterize edilecektir.

Ayrıca bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde edile-

cektir.

Trigonometrik polinomların sınıfıMp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey u-

zaylarında yoğun değildir. Bundan dolayıbu uzaylarda yaklaşım teorisinin temel

problemlerinin çözümü mümkün değildir. Bu yüzden bu bölümün ikinci kesiminde

yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremlerinin ispatıM̃p(·),λ(·)(I0, w),Mp(·),λ(·)(I0, w)

deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik polinomların kapanı̧sıol-

mak üzere M̃p(·),λ(·)(I0, w) uzaylarında ispatlanacaktır.

5.1 Deği̧sken Üslü AğırlıklıMorrey Uzayları

I0 = [0, 2π] ve p(·) : I0 → [1,∞) ölçülebilir fonksiyon olsun.

p− := ess inf
x∈I0

p(x) > 1, p+ := ess sup
x∈I0

p(x) <∞ olmak üzere

1 < p− ≤ p(x) ≤ p+ <∞ (5.1)

şeklindedir.

Tanım 5.1 Eğer

|p(x)− p(y)| ≤ A

− log |x− y| , |x− y| ≤
1

2
x, y ∈ I0 (5.2)

eşitsizliği gerçekleniyorsa bu durumda p(x) lokal logaritmik Hölder şartınısağlıyor

denir, burada A = A(p) > 0, x ve y den bağımsızdır.
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Tanım 5.2 w, I0 da pozitif 2π−periyodik ve lokal integrallenebilen ağırlık fonksi-

yonudur. Eğer

sup
I0

|I0|−1‖w‖Lp(·)(I0(x,r))‖w
−1‖Lp′(·)(I0(x,r)) <∞

eşitsizliği sağlanıyorsaw ağırlık fonksiyonuAp(·)(I0)Muckenhoupt sınıfındandır denir

(Diening 2005, Kopaliani 2007), burada Lp(·)(I0)

‖f‖Lp(·)I0 := inf
η>0

{∫
I0

∣∣∣∣f(x)

η

∣∣∣∣p(x) dx ≤ 1

}

normu ile deği̧sken üslü Lebesgue uzaylarıdır ve 1
p(·) + 1

p′(·)
= 1 dir.

Lp(·)(I0, w) ağırlıklıdeği̧sken üslü Lebesgue uzayları

‖f‖Lp(·)(I0,w) = ‖fw‖Lp(·)(I0)

olacak biçimdeki 2π-periyodik ölçülebilir fonksiyonların sınıfıdır.

λ(·) : I0 → [0, 1] ölçülebilir fonksiyon olsun.

0 ≤ λ− ≡ inf
x∈I0

λ(x) ≤ sup
x∈I0

λ(x) ≡ λ+ ≤ 1 (5.3)

biçimindedir.

İki parametre ile donatılmı̧s Morrey uzayları, lokal regülerliği ve global regülerliği

Lebesgue uzaylarından daha kesin olarak tanımlar. p lokal regülerliği, λ ise global

regülerliği tanımlar. f ∈ L1 [0, 2π] fonksiyonunun Fourier serisi∫
[x−1,x+1]∩[0,2π]

|f (t)|
|x− t|dt <∞ (5.4)

Dini koşulunu sağlayan x noktalarında f (x) e yakınsar. Fourier serisinin yakın-

samasıda dahil olmak üzere birçok yaklaşım problemi, Dini kriterinden görüldüğü

gibi fonksiyonların lokal özelliğine dayanır. Fourier serisi örneğinden de anlaşıla-

cağı gibi, p nin önemli bir rol oynadı̆gı görülmektedir. Bu bölümde (·) gösteri-

mini parametrenin bulunduğu yere göre deği̧siklik gösterdiğini ifade etmek için kul-

lanacağız. p(·) nın sürekli olması gerekirken λ(·) nın sadece ölçülebilir ve sınırlı
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olması gerekmektedir, bu ise lokal regülerliğin yaklaşım teoride gerekli olduğunu

gösterir (Maeda vd. 2013, Teorem 4.4, Sawano ve Shimomura 2013, Teorem 4.1,

Sawano ve Shimomura 2014, Teorem 3.3).

Tanım 5.3 (Deği̧sken Üslü Morrey Uzayları)Mp(·),λ(·)(I0) deği̧sken üslü Mor-

rey uzayları

Ip(·),λ(·)(f) = sup
x∈I0
0<t<2π

t−λ(x)
∫
I0(x,r)

|f(y)|p(y)dy (5.5)

modülü sonlu olacak biçimde tüm 2π-periyodik ölçülebilir fonksiyonların kümesidir,

bu uzaydaki norm ise

‖f‖Mp(·),λ(·)(I0) = ‖f‖1 = inf
{
η > 0 : Ip(·),λ(·)

(f
η

)
< 1
}

(5.6)

şeklinde tanımlanır.

Mp(·),λ(·)(I0) uzaylarındaki bir diğer norm ise

‖f‖2 = sup
x∈I0
0<t<2π

t−
λ(x)
p(x) ‖fχI0(x,r)‖Lp(·)(I0) (5.7)

şeklindedir.

Lemma 5.1 f ∈Mp(·),λ(·)(I0) için

‖f‖1 = ‖f‖2

sağlanır (Almeida vd. 2008, Lemma 3).

Deği̧sken üslü Morrey uzaylarıile ilgili daha fazla bilgi lmeida vd. 2008, Guliyev vd.

2010, Izuki 2014, Rafeiro 2013 makalelerinde yer almaktadır.

Tanım 5.4 (Deği̧sken Üslü AğırlıklıMorrey Uzayları)Mp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken

üslü ağırlıklıMorrey uzaylarıI0 da

‖f‖Mp(·),λ(·)(I0,w) = sup
x∈I0
0<r<2π

r
λ(x)
p(x) ‖w‖−1Lp(·)(I0(x,r))‖fχI0(x,r)‖Lp(·)(I0,w) (5.8)

normu sonlu olacak biçimde 2π-periyodik integrallenebilen f fonksiyonlarının küme-

sidir.

44



Lemma 5.2 f ∈ Mp(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. λ(·), (5.3) koşulunu, p(·)

de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın. Bu durumda

‖Mf‖Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ C‖f‖Mp(·),λ(·)(I0,w) (5.9)

eşitsizliği gerçeklenir, burada C, f fonksiyonundan bağımsız pozitif sabittir (Guliyev

vd. 2018, Sonuç 3.1).

Tanım 5.5 (Deği̧sken Üslü AğırlıklıMorrey Uzaylarında Düzgünlük Mo-

dulü) f ∈Mp(·),λ(·)(I0, w) olsun, λ(·), (5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarını

sağlasın. r ∈ N ve δ, h > 0 olmak üzere

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) = sup
0<δ≤min{2π,h}

‖σrδ(f)‖Mp(·),λ(·)(I0,w) (5.10)

biçiminde tanımlanan Ωr(f, ·;Mp(·),λ(·)(I0, w)) : [0,∞] → [0,+∞) fonksiyonuna

Mp(·),λ(·)(I0, w) uzayında f fonksiyonun r-inci mertebeden düzgünlük modulü denir,

burada

4r
tf(x) :=

r∑
s=0

(r
s

)
(−1)r+s+1f(x+ st) (5.11)

olmak üzere

σrδ(f)(x) :=
1

δ

δ∫
0

|4r
tf(x)|dt (5.12)

şeklindedir. Böylece

Ω1(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) = ω(f, h)

olur.

λ(·), (5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın. Bu durumda Lemma

5.4 ten her f ∈Mp(·),λ(·)(I0, w) için

Ωr(f, h,Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ c‖f‖Mp(·),λ(·)(I0,w) (5.13)

ve her f1, f2 ∈Mp(·),λ(·)(I0, w) için

Ωr(f1 + f2, ·,Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ Ωr(f1, ·,Mp(·),λ(·)(I0)) + Ωr(f2, ·,Mp(·),λ(·)(I0, w))

(5.14)
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elde edilir.

Tanım 5.6 (En İyi Yaklaşım) λ(·), (5.3) ve p(·) (5.1) ve (5.2) koşullarınısağla-

mak üzere f ∈Mp(·),λ(·)(I0, w) için

En(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) = inf
Tn∈Tn

‖f − Tn‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

şeklinde tanımlanır.

5.2 Deği̧sken Üslü Ağırlıklı Morrey Uzaylarında Yaklaşım Teorisinin

Düz ve Ters Teoremleri

Bu kesiminde yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremlerinin ispatıiçin ihtiyaç duyulan

bazı lemmalar verilecektir. M̃p(·),λ(·)(I0, w), Mp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü ağırlıklı

Morrey uzaylarında trigonometrik polinomların kapanı̧sıolmak üzere M̃p(·),λ(·)(I0, w)

uzaylarında yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremleri ispatlanacaktır.

Tanım 5.7 N := {1, 2, ...} ve r ∈ N ∪ {0} olsun. Ẇ r
p(·),λ(·)(I0, w) homojen Sobolev-

Morrey uzayı

‖f‖Ẇ r
p(·),λ(·)(I0,w)

= ‖f (r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w) <∞

olacak biçimde I0 da f (r) zayıf türevi mevcut olan tüm f ∈ Lloc1 (I0, w) fonksiyon-

larının sınıfıdır.

W r
p(·),λ(·)(I0) homojen olmayan Sobolev-Morrey uzayı

‖f‖W r
p(·),λ(·)(I0,w)

:= ‖f‖Mp(·),λ(·)(I0,w) + ‖f (r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w) <∞

olacak biçimde tüm f ∈ Ẇ r
p(·),λ(·)(I0, w) fonksiyonlarından oluşan Sobolev-Morrey

uzayının alt sınıfıdır.

f ∈ Ẇ r
p(·),λ(·)(I0) olsun. Her x ∈ I0, r ∈ N ve t > 0 için

∆r
tf(x) =

t∫
0

· · ·
t∫
0

f (r)(x+ t1 + · · ·+ tr)dt1 · · · dtr (5.15)

şeklindedir.

Aşağıdaki lemmayıispatlamak için (5.15) i kullanacağız.
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Lemma 5.3 f ∈ Ẇ r
p(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. Eğer λ(·), (5.3) koşulunu,

p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlıyorsa bu durumda h > 0 için

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ Cδr ‖f (r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w), δ > 0

gerçeklenir.

İspat. f ∈ Ẇ r
p(·),λ(·)(I0, w) olsun, bu durumda f (r) ∈Mp(·),λ(·)(I0, w) olur.

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) tanımında (5.15) kullanılarak ve r kere genelleştirilmi̧s Minkows-

ki eşitsizliği uygulanarak∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣∆r
tf(·)

∣∣∣dt∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤
∥∥∥1

δ

δ∫
0

t∫
0

· · ·
t∫
0

∣∣∣f (r)( ·+t1 + · · ·+ tr

)∣∣∣dt1 · · · dtr∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ δr
∥∥∥ 1

δr

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

∣∣∣f (r)( ·+t1 + · · ·+ tr

)∣∣∣dt1 · · · dtr∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

gerçeklenir. u = t1 + t2 + · · ·+ tr dersek, bu durumda∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣∆r
tf(·)

∣∣∣dt∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ δr
∥∥∥ 1

δr−1

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

{1

δ

δ+t2+···+tr∫
t2+···+tr

∣∣∣f (r)( ·+u)∣∣∣du}dt2 · · · dtr∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ r δr
1

δr−1

δ∫
0

· · ·
δ∫
0

∥∥∥ 1

rδ

rδ∫
0

∣∣∣f (r)( ·+u)∣∣∣du∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

dt2 · · · dtr

= δr
∥∥∥ 1

rδ

rδ∫
0

∣∣∣f (r)( ·+u)∣∣∣du∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ r δr
∥∥∥Mf (r)

∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

sağlanır. Maksimal fonksiyonun deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarındaki sınır-

lılı̆gınıifade eden (5.9) eşitsizliği kullanılırsa∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣∆r
tf(·)

∣∣∣dt∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C(r)δr
∥∥∥f (r)∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Lemma 5.4 f ∈ Mp(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. Eğer λ(·), (5.3) koşulunu,

p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlıyorsa bu durumda her h > 0 için

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ 2r ‖f‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

elde edilir.

İspat. (5.10) ve (5.11) den üçgen eşitsizliği kullanılarak

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w))

= sup
0<δ≤min(2π,h)

∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣ r∑
s=0

(r
s

)
(−1)r+s+1f(·+ st)

∣∣∣dt∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ sup
0<δ≤min(2π,h)

r∑
s=0

(r
s

)∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣f(·+ st)
∣∣∣dt∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ sup
0<δ≤min(2π,h)

{∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣f(·)
∣∣∣dt∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)
+

r∑
s=1

(r
s

)∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∣∣∣f(·+ st)
∣∣∣dt∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
= sup

0<δ≤min(2π,h)

{∥∥∥f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+
r∑
s=1

(r
s

)∥∥∥ 1

sδ

∫ sδ

0

∣∣∣f(·+ u)
∣∣∣du∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
≤ sup

0<δ≤min(2π,h)

{∥∥∥f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+
r∑
s=1

(r
s

)∥∥∥1

δ

∫ rδ

0

∣∣∣f(·+ u)
∣∣∣du∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
≤ sup

0<δ≤min(2π,h)

{∥∥∥f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+ r2r
∥∥∥ 1

rδ

∫ rδ

0

∣∣∣f(·+ u)
∣∣∣du∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
elde edilir. R de f fonksiyonu 2π-periyodik olduğundan genelliği bozmaksızın rδ <

2π alabiliriz ve maksimal fonksiyonun deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarındaki

sınırlılı̆gınıifade eden (5.9) eşitsizliğinden

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ sup
0<δ≤min(2π,h)

{∥∥∥f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+ r2rC
∥∥∥f∥∥∥

Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
= C

∥∥∥f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

elde edilir.

Tanım 5.8 (K-fonksiyoneli) f ∈Mp(·),λ(·)(I0, w) ve r ≥ 1 için K-fonksiyoneli

Kr

(
f, t
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

:= inf
g∈W r

p(·),λ(·)(I0,w)

{
‖f − g‖Mp(·),λ(·)(I0,w) + tr‖g(r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
biçiminde tanımlanır.
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Aşağıdaki lemma h > 0 için K-fonksiyoneli Kr

(
f, t
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

ile

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) düzgünlük modülünün denk olduğunu göstermektedir.

Lemma 5.5 f ∈ Mp(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. Eğer λ(·), (5.3) koşulunu,

p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlıyorsa bu durumda h > 0 ve her r ∈ N için

c Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w))

≤ Kr

(
f, h
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ CΩr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)),

sağlanır, burada c, C > 0 sabitleri f ve h den bağımsızdır.

İspat. g ∈ W r
p(·),λ(·)(I0, w) olsun. Kr

(
f, t
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

fonksiyonelinin tanımıgöz

önüne alındı̆gında, her f ∈ Mp(·),λ(·)(I0, w) için Lemma 5.3 ve Lemma 5.4 ten

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ Ωr(f − g, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) + Ωr(g, h;Mp(·),λ(·)(I0, w))

≤ C(p(·))
(
‖f − g‖Mp(·),λ(·)(I0,w) + δr‖g(r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

)
≤ 2C(p(·))Kr

(
f, h
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

elde edilir.

Eşitsizliğin diğer tarafınıispatlamak için Steklov tipi dönüşümü tanımlayalım. Her

f ∈ Mp(·),λ(·)(I0, w) ve h > 0 için

fr,h(x) :=
2

h

∫ h

h
2

1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0︸ ︷︷ ︸
r-kez

r−1∑
s=0

r
s

 (−1)r+s+1f
(
x+

r − s
r

(t1+· · ·+tr)
)
dt1 · · · dtrdδ

olsun. Bu durumda∥∥∥fr,h − f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

=
∥∥∥2

h

∫ h

h
2

1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0︸ ︷︷ ︸
r-kez

r∑
s=0

r
s

 (−1)r+s+1f
(
x+

r − s
r

(t1 + · · ·+ tr)
)
dt1 · · · dtrdδ

∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

=
∥∥∥2

h

∫ h

h
2

1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0︸ ︷︷ ︸
r-kez

∆r
t1+···+tr

r

f(·) dt1 · · · dtrdδ
∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥ 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0︸ ︷︷ ︸
r-kez

∆r
t1+···+tr

r

f(·) dt1 · · · dtr
∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)
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elde edilir.

Böylece t = t1 + · · ·+ tr alınırsa∥∥∥fr,h − f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥ 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ δ+t1+···+tr−1

t1+···+tr−1︸ ︷︷ ︸
r-kez

∆r
t
r
f(·)dt dt1 · · · dtr−1

∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥ 1

δr

∫ δ

0

· · ·
∫ rδ

0︸ ︷︷ ︸
r-kez

∆r
t
r
f(·)dt dt1 · · · dtr−1

∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

= r sup
h
2
≤δ≤h

∥∥∥ 1

δr−1

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

{1

δ

∫ δ

0

∆r
tf(·)dt

}
dt1 · · · dtr−1

∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

gerçeklenir.

Deği̧sken üslü Lebesgue uzayıiçin Minkowski integral eşitsizliğinden∥∥∥fr,h − f∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ rC(p(·)) sup
h
2
≤δ≤h

1

δr−1

∫ δ

0

· · ·
∫ δ

0

∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∆r
tf(·)dt

∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

dt1 · · · dtr−1

≤ C(r, p(·)) sup
0<δ<min (2π,h)

∥∥∥1

δ

∫ δ

0

∆r
tf(·)dt

∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C(r, p(·))Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w))

elde edilir.

Aynızamanda, fr,h(x), x e göre diferensiyellenirse

f
(r−1)
r,h (x) =

2

h

∫ h

h
2

1

δr

r−1∑
s=0

r
s

 (−1)r+s+1
∫ δ

0

( r

r − s

)r−1
∆r−1

r−s
r
δ
f
(
x+

r − s
r

tr

)
dtrdδ

=
2

h

∫ h

h
2

1

δr

r−1∑
s=0

r
s

 (−1)r+s+1
∫ r−s

r
δ

0

( r

r − s

)r
∆r−1

r−s
r
δ
f
(
x+ t

)
dtdδ

=
2

h

∫ h

h
2

1

δr

r−1∑
s=0

r
s

 (−1)r+s+1
∫ x+ r−s

r
δ

x

( r

r − s

)r
∆r−1

r−s
r
δ
f
(
u
)
dudδ

elde edilir. Dolayısıyla

f
(r)
r,h (x) =

2

h

∫ h

h
2

1

δr

r−1∑
s=0

r
s

 (−1)r+s+1
( r

r − s

)r
∆r

r−s
r
δ
f
(
x
)
dδ
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olur. Böylece

∣∣∣f (r)r,h (x)
∣∣∣ ≤ 2

h

∫ h

h
2

1

δr

r−1∑
s=0

r
s

 (−1)r+s+1
( r

r − s

)r∣∣∣∆r
r−s
r
δ
f
(
x
)∣∣∣dδ

≤ 2r+1

hr

r−1∑
s=0

r
s

( r

r − s

)r 1

h

∫ h

0

∣∣∣∆r
r−s
r
δ
f
(
x
)∣∣∣dδ

≤ 2r+1

hr

r−1∑
s=0

r
s

( r

r − s

)r 1
r−s
r
h

∫ r−s
r
h

0

∣∣∣∆r
tf
(
x
)∣∣∣dt

gerçeklenir.

Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)) tanımından

‖f (r)r,h (·)‖ Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ C(p, r)h−rΩr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w))

olur. Sonuç olarak

Kr

(
f, h
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ ‖f − fr,h‖ Mp(·),λ(·)(I0,w) + hr‖f (r)r,h‖ Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w))

elde edilir.

g(x) ∼ a0
2

+
∞∑
t=1

at cos tx+ bt sin tx (5.16)

g ∈ M̃p(·),λ(·)(I0, w) fonksiyonun Fourier serisi olsun. λ(·), (5.3) koşulunu, p(·) de

(5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın ve Sn(x, g) n-inci kısmi toplamlar dizisi olsun. w ∈

Ap(·)(I0) koşulu altında Lemma 5.3 ün ispat metodu kullanılarak ve deği̧sken üslü

ağırlıklı Lebesgue uzaylarında verilen Israfilov ve Testici 2018b deki uygun sonuç

uygulanarak

‖g − Sn(·, g)‖Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ cEn(g)Mp(·),λ(·)(I0,w) (5.17)

En(g̃)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ cEn(g)Mp(·),λ(·)(I0,w) (5.18)

elde edilir, burada g̃, g fonksiyonunun eşlenik fonksiyonudur.
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Lemma 5.6 g ∈ Ẇ rM̃p(·),λ(·)(I0, w), w ∈ Ap(·)(I0) ve r ≥ 1 olsun. Eğer λ(·), (5.3)

koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlıyorsa bu durumda

En(g)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤
C

nr
‖g(r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w), n ∈ N,

gerçeklenir, burada C sabiti g ve n den bağımsızdır.

İspat.

g(x) ∼
∞∑
t=0

at cos tx+ bt sin tx

g ∈ M̃p(·),λ(·)(I0, w) nın Fourier serisi ve Sn(x, g) de kısmi toplamlar dizisi olsun. Bu

durumda

g̃(x) ∼
∞∑
t=0

bt cos tx− at sin tx

olur.

Bt(x, g) := at cos tx+ bt sin tx, t ∈ N

olarak tanımlayalım. O haldeMp(·),λ(·)(I0, w) normu ile g(x) =
∞∑
t=0

Bt(x, g) olur.

Bt(x, g) = at cos tx+ bt sin tx

= at cos
(
tx+

rπ

2
− rπ

2

)
+ bt sin

(
tx+

rπ

2
− rπ

2

)
= cos

rπ

2

[
at cos t

(
x+

rπ

2t

)
+ bt sin t

(
x+

rπ

2t

)]
+ sin

rπ

2

[
at sin t

(
x+

rπ

2t

)
− bt cos t

(
x+

rπ

2t

)]
= Bt

(
x+

rπ

2t
, g
)

cos
rπ

2
+Bt

(
x+

rπ

2t
, g̃
)

sin
rπ

2

ve

Bt

(
x, g(r)

)
= trBt

(
x+

rπ

2t
, g
)

olduğundan

∞∑
t=0

Bt

(
x, g
)

= B0
(
x, g
)

+ cos
rπ

2

∞∑
t=1

Bt

(
x+

rπ

2t
, g
)

+ sin
rπ

2

∞∑
t=1

Bt

(
x+

rπ

2t
, g̃
)

= B0
(
x, g
)

+ cos
rπ

2

∞∑
t=1

1

tr
Bt

(
x, g(r)

)
+ sin

rπ

2

∞∑
t=1

1

tr
Bt

(
x, g̃(r)

)
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elde edilir. Bu durumda

g(x)− Sn(x, g) =

∞∑
t=n+1

Bt(x, g)

= cos
rπ

2

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g(r)

)
+ sin

rπ

2

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g̃(r)

)
olur.

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g(r)

)
=

∞∑
t=n+1

1

tr

[
St
(
x, g(r)

)
− St−1

(
x, g(r)

)]

=
∞∑

t=n+1

1

tr

{[
St
(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]
−
[
St−1

(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]}

=
∞∑

t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)[
St
(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]
− 1

(n+ 1)r

[
Sn
(
x, g(r)

)
− g(r)(x)

]
olmasıve

∞∑
t=n+1

1

tr
Bt

(
x, g̃(r)

)
=

∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)[
St
(
x, g̃(r)

)
− g̃(r)(x)

]

− 1

(n+ 1)r

[
Sn
(
x, g̃(r)

)
− g̃(r)(x)

]
olmasıgöz önüne alınırsa (5.17) eşitsizliğinden

∥∥g − Sn(·, g)
∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤
∞∑

t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)∥∥∥St( ·, g(r))− g(r)∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+
1

(n+ 1)r

∥∥∥Sn(·, g(r))− g(r)∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+

∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)∥∥∥St( ·, g̃(r))− g̃(r)∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+
1

(n+ 1)r

∥∥∥Sn( ·, g̃(r))− g̃(r)∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C
{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
Et
(
g(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+
1

(n+ 1)r
En
(
g(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
+ C

{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
Et
(
g̃(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+
1

(n+ 1)r
En
(
g̃(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
53



elde edilir. (5.18) eşitsizliğinden∥∥∥g − Sn(·, g)
∥∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ CEn
(
g(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
+

1

(n+ 1)r

}
+ CEn

(
g̃(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

{ ∞∑
t=n+1

( 1

tr
− 1

(t+ 1)r

)
+

1

(n+ 1)r

}
≤ C

(n+ 1)r
En
(
g(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

gerçeklenir. Böylece

En(g)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤
∥∥g − Sn( ·, g)

∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C

nr
En
(
g(r)
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C

nr
∥∥g(r)∥∥Mp(·),λ(·)(I0,w)

elde edilir.

Şimdi deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarında Bernstein eşitsizliğini vereceğiz.

S.N. Bernstein 1912 yılında trigonometrik polinomların L∞ normları için kendi

adıyla anılan eşitsizliklerin ilkini ispatlamı̧stır. Akgun 2011b de yer alan eşitsizliğin

genel hali herhangi bir Tn ∈ Tn için

‖T (k)n ‖Lp(·)(I0,w) ≤ Cnk‖Tn‖Lp(·)(I0,w), k ∈ N

şeklindedir, burada p(·), (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlamaktadır.

Aşağıdaki Lemmada deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey uzaylarında Bernstein eşitsizliği

ifade edilecektir:

Lemma 5.7 (Deği̧sken Üslü AğırlıklıMorrey Uzaylarında Bernstein Eşit-

sizliği) λ(·), (5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın ve w ∈ Ap(·)(I0)

olsun. Bu durumda her Tn ∈ Tn trigonometrik polinomu ve k ∈ N için

‖T (k)n ‖Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ Cnk‖Tn‖Mp(·),λ(·)(I0,w), n ∈ N ∪ {0}

gerçeklenir, burada C sabiti n den bağımsızdır.
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İspat. İspat Israfilov ve Testici 2018b, Lemma 5 te ispatlanan Lp(·)(I0, w) da Bern-

stein eşitsizliği kullanılarak Lemma 5.3 dekine benzer şekilde elde edilir.

Teorem 5.1 (Düz Teorem)f ∈ M̃p(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. λ(·), (5.3)

koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın. Bu durumda

En(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ C Ωr(f,
1

n
;Mp(·),λ(·)(I0, w)), n ∈ N

gerçeklenir, burada C > 0 sabiti f ve n den bağımsızdır.

İspat. g ∈ Ẇ r
p(·),λ(·)(I0, w) olsun. Lemma 5.6 ten

En(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ En(f − g)Mp(·),λ(·)(I0,w) + En(g)Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ ‖f − g‖Mp(·),λ(·)(I0,w) +
C

nr
‖g(r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

elde edilir. Bu eşitsizlik her g ∈ Ẇ r
p(·),λ(·)(I0, w) için sağlandı̆gındanK-fonksiyonelinin

tanımından ve Lemma 5.5 ten

En(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ CKr

(
f,

1

n

)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ CΩr(f,
1

n
;Mp(·),λ(·)(I0, w))

geçeklenir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 5.1 f ∈ M̃p(·),λ(·)(I0) olsun. λ(·), (5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2)

koşullarınısağlasın. Bu durumda

En(f)Mp(·),λ(·)(I0) ≤ CΩr(f,
1

n
;Mp(·),λ(·)(I0)), n ∈ N

elde edilir, burada C > 0, f ve n den bağımsız bir sabittir (Guliyev vd. 2019).

Teorem 5.2 (Ters Teorem) f ∈ M̃p(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. λ(·),

(5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın. Bu durumda

Ωr(f,
1

n
;Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ C

nr

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
elde edilir, burada n ∈ N ve C > 0 sabiti f ve n den bağımsızdır.
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İspat. Tn ∈ Tn, M̃p(·),λ(·)(I0, w) uzayında f fonksiyonuna en iyi yakınsayan polinom

olsun. Herhangi bir j = 1, 2, ..., tamsayısıiçin K-fonksiyonelinin tanımından

Kr

(
f,

1

n

)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

= inf
g∈W r

p(·),λ(·)(I0,w)

{
‖f − g‖Mp(·),λ(·)(I0,w) +

1

nr
‖g(r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
≤ ‖f − T2j+1‖Mp(·),λ(·)(I0,w) +

1

nr
‖T (r)

2j+1
‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

elde edilir. Lemma 5.7 kullanılarak

∥∥T (r)
2j+1

∥∥Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤
∥∥T (r)1 − T

(r)
0

∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

+

j∑
i=0

∥∥T (r)
2i+1
− T (r)

2i

∥∥
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C
{
‖T1 − T0‖Mp(·),λ(·)(I0,w) +

j∑
i=0

2(i+1)r‖T2i+1 − T2i‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
≤ C

{
E1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) + E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

+

j∑
i=0

2(i+1)r
{
E2i+1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) + E2i(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}}
≤ C

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +

j∑
i=0

2(i+1)rE2i(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
= C

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) + 2rE1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +

j∑
i=1

2(i+1)rE2i(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}

elde edilir.

2(i+1)rE2i(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ 22r
2i∑

m=2i−1+1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) (5.19)

olduğundan her i ≥ 1 için

‖T2j+1 (r)‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C
{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) + 2rE1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) + 22r

2j∑
m=2

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
≤ C

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +

2j∑
m=1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
56



gerçeklenir. 2j ≤ n < 2j+1 olacak biçimde j seçerek 5.19 dan

E2j+1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) =
2(j+1)rE2j+1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

2(j+1)r

≤ 1

nr
2(j+1)rE2j+1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ 1

nr

2j∑
m=2j−1+1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w).

sağlanır. Lemma 5.5 ten

Ωr(f,
1

n
;Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ CKr

(
f,

1

n

)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ CE2j+1(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +
1

nr
‖T2j+1‖Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ C

nr

2j∑
2j−1+1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

+
C

nr

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +

2j∑
m=1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
≤ C

nr

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
.

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 5.2 f ∈ M̃p(·),λ(·)(I0) olsun. λ(·), (5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2)

koşullarınısağlasın. Bu durumda her r ∈ N için

Ωr
(
f,

1

n
,Mp(·),λ(·)(I0)

)
≤ C

nr

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0)

}
sağlanır, burada n ∈ N ve C > 0 sabiti f ve n den bağımsızdır (Guliyev vd. 2019).
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Tezin üçüncü bölümünün birinci kesimindeMp,λ(I0) Morrey uzaylarında düzgünlük

modülü, en iyi yaklaşım ve K-fonksiyonellerinin tanımıyapılmı̧stır. Bu bölümün

ikinci kesiminde ise Morrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla en iyi yaklaşım

araştırılmı̧stır. Morrey uzaylarında yaklaşımın düz ve ters teoremlerinin ispatlanabilmesi

için gerekli olan bazıyardımcılemmalar verilmi̧stir. Düzgünlük modülü yardımıyla

K-fonksiyonelleri karakterize edilip, bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için

Bernstein eşitsizliği elde edilmi̧stir. AyrıcaMp,λ(I0)Morrey uzaylarında trigonometrik

polinomlarla yaklaşımın düz ve ters teoremleri ispatlanmı̧stır.

Lemma 6.1 f ∈Mp,λ(I0), 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p <∞ olsun. Bu durumda her r ∈ N

için c, C > 0 sabitleri ile

c Ωr(f, h,Mp,λ(I0)) ≤ Kr(f, h)Mp,λ(I0) ≤ CΩr(f, h,Mp,λ(I0)), 0 < h ≤ c(r, λ)

sağlanır.

Lemma 6.2 (Morrey Uzaylarında Bernstein Eşitsizliği) f ∈ Mp,λ(I0),

0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda C, n den bağımsız bir sabit olmak

üzere her Tn trigonometrik polinomu ve k ∈ N için

‖T (k)n ‖Mp,λ(I0) ≤ Cnk‖Tn‖Mp,λ(I0), n ∈ N ∪ {0}

eşitsizliği gerçeklenir.

Teorem 6.1 (Düz Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0), 0 ≤ λ ≤ 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu

durumda her r ∈ N için

En(f)Mp,λ(I0) ≤ C Ωr(f,
1

n
,Mp,λ(I0)), n ≥ r

gerçeklenir, burada C > 0, n den bağımsız bir sabittir.
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Teorem 6.2 (Ters Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0), 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu

durumda her r ∈ N için

Ωr(f,
1

n
,Mp,λ(I0)) ≤

C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0)

}
, n ∈ N

sağlanır, burada C > 0, n den bağımsız bir sabittir.

Dördüncü bölümün birinci kesimindeMp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarının tanımı

ve bu uzaylarda düzgünlük modülü, en iyi yaklaşım ve K-fonksiyonellerinin tanımı

verilmi̧stir. Bu bölümün ikinci kesiminde ise ağırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik

polinomlarla en iyi yaklaşımın araştırılabilmesi için gerekli olan yardımcılemmalar

ispatlanmı̧stır. Düzgünlük modülü yardımıylaK-fonksiyonelleri karakterize edilmi̧stir.

Ayrıca bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşitsizliği elde edilmi̧stir.

AğırlıklıMorrey uzaylarında trigonometrik polinomlarla yaklaşımın düz ve ters prob-

lemleri incelenmi̧stir.

Lemma 6.3 f ∈ Mp,λ(I0, w), 0 ≤ λ < 1, 1 < p < ∞ ve w ∈ Ap(I0) olsun. Bu

durumda her r ∈ N ve 0 < h ≤ c(r, λ, w) için c, C > 0 sabiti ile

c Ωr(g, h,Mp,λ(I0, w)) ≤ Kr(f, h)Mp,λ(I0,w) ≤ C Ωr(f, h,Mp,λ(I0, w))

elde edilir.

Lemma 6.4 (AğırlıklıMorrey Uzaylarında Bernstein Eşitsizliği) f ∈Mp,λ(I0, w),

w ∈ Ap(I0), 0 ≤ λ < 1 ve 1 < p < ∞ olsun. Bu durumda herhangi bir Tn

trigonometrik polinomu ve k ∈ N için n den bağımsız C sabiti ile

‖T (k)n ‖Mp,λ(I0,w) ≤ Cnk‖Tn‖Mp,λ(I0,w), n ∈ N ∪ {0}

elde edilir.

Teorem 6.3 (Düz Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0, w), 0 ≤ λ ≤ 1, 1 < p < ∞ ve w ∈

Ap(I0) olsun. Bu durumda her r ∈ N için f ve n den bağımsız C > 0 ile

En(f)Mp,λ(I0,w) ≤ C Ωr

(
f,

1

n
,Mp,λ(I0, w)

)
, n ≥ r

elde edilir.
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Teorem 6.4 (Ters Teorem) f ∈ M̃p,λ(I0, w), 0 ≤ λ < 1, 1 < p < ∞ ve w ∈

Ap(I0) olsun. Bu durumda her r ∈ N için i ile

Ωr
(
f,

1

n
,Mp,λ(I0, w)

)
≤ C

nr

{
E0(f)Mp,λ(I0,w) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp,λ(I0,w)

}
, n ∈ N

elde edilir, burada C > 0, f ve n den bağımsız bir sabittir.

Beşinci bölümün birinci kesiminde Mp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü ağırlıklıMorrey

uzaylarıtanımlamı̧stır. Bu uzaylarda düzgünlük modülü ve en iyi yaklaşımın tanımı

ile bazı temel kavramlar verilmi̧stir. İkinci kesiminde ise yaklaşım teorisinin düz

ve ters teoremlerinin ispatı için ihtiyaç duyulan bazı lemmalar verilmi̧stir. K-

fonksiyonellerini tanımlanıp, düzgünlük modülü yardımıylaK-fonksiyonelleri karak-

terize edilmi̧stir. Ayrıca bu uzaylarda trigonometrik polinomlar için Bernstein eşit-

sizliği elde edilmi̧stir.

Lemma 6.5 f ∈ Mp(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. Eğer λ(·), (5.3) koşulunu,

p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlıyorsa bu durumda h > 0 ve her r ∈ N için

c Ωr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w))

≤ Kr

(
f, h
)
Mp(·),λ(·)(I0,w)

≤ CΩr(f, h;Mp(·),λ(·)(I0, w)),

sağlanır, burada c, C > 0 sabitleri f ve h den bağımsızdır.

Lemma 6.6 (Deği̧sken Üslü AğırlıklıMorrey Uzaylarında Bernstein Eşit-

sizliği) λ(·), (5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın ve w ∈ Ap(·)(I0)

olsun. Bu durumda her Tn ∈ Tn trigonometrik polinomu ve k ∈ N için

‖T (k)n ‖Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ Cnk‖Tn‖Mp(·),λ(·)(I0,w), n ∈ N ∪ {0}

gerçeklenir, burada C sabiti n den bağımsızdır.

Teorem 6.5 (Düz Teorem)f ∈ M̃p(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. λ(·), (5.3)

koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın. Bu durumda

En(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) ≤ C Ωr(f,
1

n
;Mp(·),λ(·)(I0, w)), n ∈ N

gerçeklenir, burada C > 0 sabiti f ve n den bağımsızdır.
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Teorem 6.6 (Ters Teorem) f ∈ M̃p(·),λ(·)(I0, w) ve w ∈ Ap(·)(I0) olsun. λ(·),

(5.3) koşulunu, p(·) de (5.1) ve (5.2) koşullarınısağlasın. Bu durumda

Ωr(f,
1

n
;Mp(·),λ(·)(I0, w)) ≤ C

nr

{
E0(f)Mp(·),λ(·)(I0,w) +

n∑
m=1

mr−1Em(f)Mp(·),λ(·)(I0,w)

}
elde edilir, burada n ∈ N ve C > 0 sabiti f ve n den bağımsızdır.

Mp,λ(I0) Morrey uzayları1938 yılında Morrey tarafından ikinci dereceden eliptik

kısmi diferensiyel denklemlerin çözümleri ve varyasyonlar analizi teorisindeki prob-

lemlerle ilgilenirken ortaya çıkarılmı̧stır. Morrey uzaylarının kısmi diferensiyel denk-

lemlerin çözümlerinin regülerlik özelliklerinin çalı̧sılmasıve kesin ön eşitsizliklerinin

bulunmasıgibi konularda önemli uygulamalarıvardır. Daha sonra Morrey uzay-

larının Navier-Stokes ve Schrödinger denklemleri, süreksiz katsayılıeliptik problem-

ler ve potansiyel teorisinde önemli uygulamalarıortaya çıkmı̧stır.

Yaklaşım teorisi son yıllarda birçok matematikçinin ilgisini çeken oldukça güncel

ve popüler bir konudur. Bilgisayarların geli̧smesiyle bu alandaki araştırmalar daha

da güçlenmi̧stir. Son zamanlarda bu teori o kadar çok geni̧slemi̧stir ki analizin

diğer tüm dallarıile önemli ölçüde kesi̧sir hale gelmi̧stir. Ayrıca birçok uygulamalı

bilimler ve mühendislik dallarındaki uygulamalarda yaklaşım teorisi önemli bir rol

oynamaktadır. Bu alandaki temel problem normlu bir uzaydaki karı̧sık bir fonksiy-

ona yakınsayan daha basit ve daha iyi özelliklere sahip (türevlenebilen, integral-

lenebilen, polinom veya rasyonel fonksiyon gibi) bir fonksiyon bulmaktır. Bu prob-

lemin çözümü verilen bir fonksiyonla bu fonksiyona en iyi yaklaşan eleman arasın-

daki hatanın hesaplanması, fonksiyonun belli karakteristik özelliklerinin (örneğin,

düzgünlük modülü yardımıyla) değerlendirilmesi gibi bazıproblemlerin çözümü için

bir temel oluşturmaktadır.

Weierstrass teoremi ve Jackson eşitsizliği yaklaşım teorisinin temel araçlarıdır. Jack-

son eşitsizliğinin benzeri ortalama yaklaşım ve daha yüksek dereceli süreklilik mo-

dülü için de geçerlidir (Timan 1963). S. Bernstein (Bernstein 1912) sürekli fonksi-

yon uzaylarında bazıözel durumlar için Jackson eşitsizliğinin tersini elde etmi̧stir.
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Daha sonra E.S. Quade (Quade 1937), S.B. Stechkin (Stechkin 1951), A.F. Timan

(Timan 1963), A.F. ve M.F. Timan (Timan, A.F. ve Timan, M.F. 1950) vb. Lp

Lebesgue uzaylarıda dâhil olmak üzere Jackson eşitsizliğinin ters tip eşitsizliklerini

ispatladılar. Bu tip eşitsizlikler eşlenik fonksiyonların özelliklerinin araştırılmasında,

mutlak yakınsak Fourier serilerinin çalı̧sılmasında (Stechkin 1951) ve ilgili problem-

lerde önemli rol oynamı̧stır. Lebesgue uzayları, ağırlıklıLebesgue uzayları, deği̧sken

üslü Lebesgue uzayları, ağırlıklıdeği̧sken üslü Lebesgue uzayları, ağırlıklıLorentz

uzayları, Smirnov-Orlicz uzayları, Morrey uzayları, genelleştirilmi̧s Morrey uzay-

larıve Morrey-Smirnov uzaylarıgibi bir çok uzayda yaklaşım teorisi çalı̧sılmı̧stır.

Yaklaşımın lokal olduğunu gösteren deği̧sken üslü Morrey uzaylarında da yaklaşım

teorisinin düz ve ters teoremleri incelenmi̧stir. Dolayısıyla bu tezdeMp,λ(I0) Mor-

rey uzayları,Mp,λ(I0, w) ağırlıklıMorrey uzaylarıveMp(·),λ(·)(I0, w) deği̧sken üslü

ağırlıklıMorrey uzaylarıgibi Morrey tipli uzaylarda elde edilen sonuçların hem teori

hem de uygulama alanında önemli geli̧smeler ortaya çıkarmasıbeklenmektedir.
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