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Tez alt1 boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde temel kavramlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde Morrey uzaylarmin tanimi ve bazi temel 6zellikleri verilmis ve bu uza-
ylarda trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagim aragtirilmigtir. Morrey uzaylarinda
yaklagimin diiz ve ters teoremlerinin ispatlanabilmesi i¢in gerekli olan bazi yardimeci lem-
malar ispatlanmigtir. Bu uzaylarda trigonometrik polinomlar i¢cin Bernstein egitsizligi elde
edilmistir. Ayrica Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklasimin diiz ve ters
teoremleri ispatlanmigtir.

Dordiincii boliimde agirlikli Morrey uzaylar: tanimlanmig ve bu uzaylarda trigonometrik
polinomlarla en iyi yaklagimin aragtirilabilmesi i¢in ihtiya¢ duyulan yardimci lemmalar is-
patlanmistir. Ayrica agirlikli Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein
esitsizligi elde edilmis, yaklagimin diiz ve ters teoremleri ispatlanmistir.

Besinci boliimde degisken iislii agirlikli Morrey uzaylar: tanimlanmais, yaklagim teorisinin
diiz ve ters teoremlerinin ispati i¢in gerekli olan yardimei lemmalar ispatlanmigtir. Ayrica
bu uzaylarda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein egitsizligi ve trigonometrik polinom-
larla yaklagimin diiz ve ters teoremleri ispatlanmigtir.

Son boliimde ise elde edilen sonuglarin analizi yapilmigtir.
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1. GIRIiS

Iy=1[0,2x], I(x,r)=(zx—r,x+71)CRvelh(z,r)=1(x,r)NI

olsun. 0 < A <1 vel<p< oo olmak iizere

_A
Ity ncr0) = sup{r ™ # | fll L, (to(ar)) = @ € 10,0 <7 < 27}

normu sonlu olacak bicimdeki f € L,(Iy) fonksiyonlarimin simifina Morrey uzaylar
denir. Bu uzaylar 1938 yilinda Morrey tarafindan ikinci dereceden eliptik kismi
diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle
ilgilenirken ortaya ¢ikarilmigtir. Morrey uzaylarinin kismi diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin regiilerlik 6zelliklerinin calisilmasi ve kesin 6n egitsizliklerinin bulun-
mas1 gibi konularda 6énemli uygulamalar1 vardir. Daha sonra Morrey uzaylariin
Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili eliptik problemler ve

potansiyel teorisinde énemli uygulamalari ortaya gikmigtir.

Yaklagim teorisi son yillarda bircok matematikcinin ilgisini ¢eken oldukca giincel
ve popiiler bir konudur. Bilgisayarlarin gelismesiyle bu alandaki aragtirmalar daha
da giiclenmistir. Son zamanlarda bu teori o kadar ¢ok geniglemistir ki analizin
diger tiim dallar1 ile onemli 6lciide kesisir hale gelmistir. Ayrica bircok uygulamal
bilimler ve miihendislik dallarindaki uygulamalarda yaklagim teorisi énemli bir rol
oynamaktadir. Bu alandaki temel problem normlu bir uzaydaki karigik bir fonksi-
yona yakinsayan daha basit ve daha iyi ozelliklere sahip (tiirevlenebilen, integral-
lenebilen, polinom veya rasyonel fonksiyon gibi) bir fonksiyon bulmaktir. Bu prob-
lemin ¢oziimii verilen bir fonksiyonla bu fonksiyona en iyi yaklagan eleman arasin-
daki hatanin hesaplanmasi, fonksiyonun belli karakteristik 6zelliklerinin (6rnegin,
diizgiinliik modiilii yardimiyla) belirlenmesi gibi baz1 problemlerin ¢oziimii igin bir
temel olusturmaktadir. En iyi yaklagim hatasinin iistten degerlendirildigi problem-
lere yaklagim teorisinin diiz problemleri, elde edilen teoremlere ise diiz teoremler
denir. Esitsizligin ters yonlii incelendigi problemlere ise yaklagim teorisinin ters

problemleri denilmektedir.



1853 yilinda Chebyshev, buhar motorunun lineer hareketini bir tekerlegin dairesel
hareketine doniigtiirme amach yapilacak olan mekanizma problemi iizerinde ¢aligirken
asagidaki problemi dikkate almigtir:

"[a, b] kapali araliginda tanimlh f siirekli fonksiyonu ve n pozitif tamsayis: igin
—P
max |f (z) — P ()|

ifadesini minimum yapacak sekilde derecesi en fazla n olan

P(z) = Z apr”
k=0

polinumu bulunabilir mi?"

Chebyshev (1854) bu problemin ¢6ziimiiniin birden fazla P (x) polinomu i¢in gergek-

lendigini ispatlamistir.
Weierstrass 1885 yilinda, yaklasim teorisinin ilk teoremini ispatlamigtir.

Teorem 1.1 Cebirsel polinomlar [a,b] C R araliginda tanimh siirekli bir f fonksi-

yonuna diizgiin yakinsar. Yani her € > 0 i¢in
|f(x)—P(x)|<e, a<z<b
olacak bi¢cimde P € P,, vardir, burada P,
P(z) = Zn: apx”
k=0

seklinde derecesi n-yi gegmeyen cebirsel polinomlarin sinifidir (Weierstrass 1885).

Teorem 1.2 [, = [0,27] ve C(lp), Iy da tamml siirekli fonksiyonlarin smifi olmak

tizere her f € C(1y) ve her € > 0 i¢in
f(x) =T (z)|<e, x€l
olacak bicimde T" € 7,, vardir, burada 7,

T (z) = % + Z (ay cos kx + by sin kx)
k=1

seklinde derecesi n-yi gegmeyen trigonometrik polinomlarin smifidir.
2



Weierstrass teoreminin nicel durumu

Bal) < 0o (£17)

Jackson esitsizligidir, burada § > 0 olmak iizere w(f,0), f fonksiyonunun siireklilik
modiiliidiir (Devore ve Lorentz 1993). Weierstrass teoremi ve Jackson esitsizligi
yaklagim teorisinin temel araglaridir. Jackson egitsizliginin benzeri ortalama yak-
lasim ve daha yiiksek dereceli siireklilik modiilii i¢in de gegerlidir (Timan 1963).
S. Bernstein (Bernstein 1912) siirekli fonksiyon uzaylarinda baz 6zel durumlar igin
Jackson egitsizliginin tersini elde etmistir. Daha sonra E.S. Quade (Quade 1937),
S.B. Stechkin (Stechkin 1951), A.F. Timan (Timan 1963), A.F. ve M.F. Timan
(Timan, A.F. ve Timan, M.F. 1950) vb. 1 < p < oo igin L, uzaylar1 da dahil olmak
tizere Jackson esitsizliginin ters tip esitsizliklerini ispatladilar. Bu tip esitsizlikler
eslenik fonksiyonlarin 6zelliklerinin arastirilmasinda, mutlak yakinsak Fourier seri-
lerinin galigilmasinda (Stechkin 1951) ve ilgili problemlerde 6nemli rol oynamigtir.
Lebesgue uzaylari, agirlikli Lebesgue uzaylari, degisken tislii Lebesgue uzaylari, agir-
liklh degigken tislii Lebesgue uzaylari, agirlikli Lorentz uzaylari, Smirnov-Orlicz u-
zaylarinda yaklagim teorisi i¢in yapilan bazi énemli ¢aligmalar Akgun 2011a, Akgun
2011b, Akgun ve Kokilashvili 2011a, Akgun ve Kokilashvili 2011b, Ephremidze vd.
2007, Guliyev vd. 2019, Guven ve Israfilovlov 2010, Israfilov ve Akgun 2006, Israfilov
ve Guven 2006, Israfilov vd. 2007, Israfilov ve Testici 2018a, Israfilov ve Testici
2018b, Kokilashvili 1968, Kokilashvili ve Yildirir 2007, Ky 1993, Ky 1997, Shakh-
Emirov 2014 olarak verilebilir. Morrey uzaylari, genellestirilmis Morrey uzaylar: ve
Morrey-Smirnov uzaylarinda yaklagim teorisinin yakinsaklik problemleri Almeida ve
Samko 2017, Almeida ve Samko 2018, Burenkov vd. 2014, Israfilov ve Tozman 2008,
Israfilov ve Tozman 2011, Jafarov 2019a, Jafarov 2019b, Kinj vd. 2017, Ali vd. 2018

tarafindan ele alinmistar.

M, (Lp) Morrey uzaylar: ve M, (1o, w) agirhikh Morrey uzaylarinda trigonometrik
polinomlarla en iyi yaklagim Z. Cakir, C. Aykol, D. Soylemez, A. Serbetci tarafindan
caligllmigtir (Cakir vd. 2019, Gakir vd. 2020).

Yaklagim teorisinde degigken iislii uzaylar yaklagimin lokal oldugunu gostermek icin
3



kullanighdir. V.S. Guliyev, A. Ghorbanalizadeh ve Y. Sawano tarafindan M, x)({o)
degisken iislii Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz ve
ters problemleri incelenmis, diizgiinliik modiilii yardimiyla K-fonksiyonelleri karak-
terize edilmis ve Bernstein esitsizligi elde edilmistir (Guliyev vd. 2019). Ayrica
My (Lo, w) degisken tislii agirhikli Morrey uzaylarinda trigonometrik polinom-
larla yaklagimin diiz ve ters teoremleri de Z. Cakir, C. Aykol, V.S. Guliyev ve A.
Serbet¢i tarafindan ispatlanmigtir (Cakir vd. 2021).

Bu tezde M, \(Ip) Morrey uzaylari, M, \(lp, w) agirhklh Morrey uzaylar ve

My (Lo, w) degisken tislit agirlikli Morrey uzaylar: gibi Morrey tipli uzaylarda
trigonometrik polinomlarla yaklasim incelenecektir. Tezin ikinci boliimiinde temel
tanim ve kavramlara yer verilecektir. Uctincii boliimiin birinci kesiminde M, (o)
Morrey uzaylarinin tanimi ve bazi ozellikleri verilecektir. Ayrica Morrey uzay-
larinda diizgiinliik modiilii, en iyi yaklagim ve K-fonksiyonellerinin tanimi yapila-
caktir. Bu boliimiin ikinci kesiminde ise Morrey uzaylarinda trigonometrik poli-
nomlarla en iyi yaklagim arastirilacaktir. Morrey uzaylarinda yaklagimin diiz ve
ters teoremlerinin ispatlanabilmesi icin gerekli olan bazi yardimci lemmalar verile-
cektir. Diizgiinliitk modiilii yardimiyla K-fonksiyonelleri karakterize edilip, bu uza-
ylarda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein egitsizligi elde edilecektir. Ayrica
Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz ve ters teoremleri
ispatlanacaktir. Doérdiincii boliimiin birinci kesiminde M, y({p, w) agirhkli Mor-
rey uzaylarinin tanimi ve bu uzaylarda diizgiinliik modiilii, en iyi yaklagim ve K-
fonksiyonellerinin tanimi verilecektir. Bu boliimiin ikinci kesiminde ise agirlikli Mor-
rey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagimin arastirilabilmesi igin
ihtiyac duyulan yardimei lemmalar ispatlanacaktir. Diizgiinliik modiilii yardimiyla
K-fonksiyonelleri karakterize edilecektir. Ayrica bu uzaylarda trigonometrik poli-
nomlar i¢in Bernstein esitsizligi elde edilecektir. Agirlikli Morrey uzaylarinda trigonometrik
polinomlarla yaklagimin diiz ve ters problemleri incelenecektir. Besinci boliimiin bir-
inci kesiminde M,y z) (o, w) degisken {islii agirhikl Morrey uzaylar: tanimlanacak-
tir. Bu uzaylarda diizgiinliik modiilii ve en iyi yaklagimin tanimi verilecektir. Bu

boliimiin ikinci kesiminde ise yaklagim teorisinin diiz ve ters teoremlerinin ispat1 icin

4



gerekli olan yardimci lemmalar verilecektir. K-fonksiyonelleri tanimlanip, diizgiin-
likk modiilii yardimiyla karakterize edilecektir. Ayrica bu uzaylarda trigonometrik
polinomlar i¢in Bernstein esitsizligi elde edilecektir. Degigsken iislii agirlikli Mor-
rey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz ve ters problemleri ince-

lenecektir. Son boliimde ise elde edilen sonuclarin analizi yapilacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tamim 2.1 X bir K cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger bir
X =K o — ]

doniisimii Vo, y € X ve Va € K igin

(N1)||z]| >0 ve |jz|| =0 2x=10

(N2) flaz] = [alJ2]

(N3) [z +yll < llll + llyll

ozelliklerini sagliyorsa bu déniigiime X iizerinde norm denir. (X, ||.||) ikilisine normlu

bir vektor uzay1 denir. (X, ||.]|) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir.

Tanim 2.2 (Cebir ve o- Cebir) X bir kiime olmak tizere X in alt kiimelerinin
bir A simifi igin

(1) XeA

(i7) Her E € Aigin E°=X\F € A

(iii) k = 1,2, ...,n icin B}, € A ise kLZJlEk e A

ozellikleri saglaniyorsa bu durumda A sinifina X iizerinde bir cebirdir denir. Eger
(1ii) sart1 yerine

Herne N icin E, € A= OL_lenGA

sart1 konulursa A cebirine bir o— cebiri ad1 verilir.

Tanim 2.3 (Olgii) (X, .A) bir élciilebilir uzay olsun. A iizerinde tanimh genisletil-
mis reel degerli bir i fonksiyonu

(i) n (@) =0

(i) Her A € Aigin u(A) >0

(73i) Her ayrik (A,) dizisi i¢in u ( Ej An) = i w(Ay)

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyog?ijl(;ii den?l"z.lEger her A € Aigin 1 (A) < oo ise

1 ye sonlu 6lcii adi verilir.



Tanim 2.4 (Olgii Uzay1) X bir kiime, A, X in alt kiimelerinin bir o-cebiri ve
p olgii olmak tizere (X, A, p) tigliisiine bir lgii uzayr A daki her bir kiimeye de

A-olciilebilir kiime veya kisaca olgiilebilir kiime adi verilir.
Tanim 2.5 (Olgiilebilir Fonksiyon) (X,.A) bir slciilebilir uzay ve f: X — R
bir fonksiyon olsun. Eger Vo € R igin
f7at+oo))={reX: f(x)>a}eA
oluyorsa f ye olciilebilir fonksiyon denir. X iizerindeki olgiilebilir fonksiyonlarin

ailesi M (X, A) ile.gosterilir.

Tanim 2.6 (Lebesgue Uzay1) (X, i) bir sl¢ii uzayr ve M, f : X — C tammh

p—olciilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 < p < oo olmak iizere
IP(X) = fGM:/|f|pd,u<oo
X

sinifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

f fonksiyonunun LP normu

Q\f\pdu)p,l <p< o0

esssup |f(7)], p = oo
zeX

I1F1l, =

ile tamimlanir ve bu norm ile L? ye Lebesgue uzay1 denir, burada

6552161)P(|f($)| =inf {A:p({zr e X:[f(x)] > A}) =0}

dir.

Teorem 2.1 (Holder Esitsizligi) p > 1 ve é - % = 1 olmak tizere f € LP, g €

L4 olsun. Bu durumda fg € L ve

1Fgll e < 1 f 1l 191l 2o

saglanir (Neri 1971).



Teorem 2.2 (Minkowski Esitsizligi) p > 1 icin eger f, g € LP ise (f +g) € L?
ve

1f+ gl < 1A + Nl e

dir (Neri 1971).

Teorem 2.3 (Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo, (X, pu) ve
(Y, v) olcii uzaylar olsun. f, (X, ) x (Y,rv) carpim uzay: iizerinde olgiilebilir bir

fonksiyon olmak iizere

p

[ [l | aw < AVICRZOIRTE

Y X X Y

esitsizligi saglanir (Grafakos 2004)

Tanim 2.7 (Trigonometrik Polinom) 0 < k < n ve a;, b, € C olmak iizere

T (x) :aO—I—Z(ak coskx + bysinkz), x€R (2.1)
k=1

n-inci dereceden kompleks trigonometrik polinomdur. (2.1) de Euler formiilii kul-

lanilirsa

T(z)= Y ac™, zeR (2.2)

olarak yazilabilir (Rudin 1987).
Benzer bigimde 0 < k < n, ax, by € R ve a, # 0 ya da b, # 0 olmak iizere
t(r) =ap+ Z (ag cos kx + by sin kx)
k=1

n-inci dereceden reel trigonometrik polinomdur (Powell 1981).

Tamim 2.8 (En Iyi Yaklagim) I, = [0, 2] olmak iizere 7,, derecesi n-yi gecmeyen
trigonometrik polinomlarin sinifi, C(ly), 2m-periyodik siirekli fonksiyonlarin simfi ve
f € C(lp) olsun. Bu durumda f fonksiyonuna trigonometrik polinomlarla en iyi

yaklagimi
B = ot If = Tullew (23

ile tanimlanir.



Tanim 2.9 (Siireklilik Modiilii) Herhangi bir X metrik uzaymda verilen bir f
fonksiyonunun siireklilik modiilii
w(t) :=w(f,t):= sup |[f(z)=f(y)l, =0

lz—y[<t
r,yeX

seklinde tammlanir, burada X = R, R, I; ya da [a,b] olarak simirlandirilabilir

(Devore ve Lorentz 1993).

Eger Iy araliginda siirekli bir f fonksiyonu i¢in w(f,t) = o(t) oluyorsa bu durumda
f fonksiyonu sabittir. Bundan dolay: siireklilik modiilii daha yiiksek diizgiinliigii
olgmek icin kullanigh degildir. Diizgiinliik modiilii, en iyi yaklagimin oranini, ters
teoremleri ve diger bazi benzer problemleri ele almak i¢in bize daha iyi bir arac

saglamaktadir. Simdi L,(Ip) uzaymda diizgiinlitk modiiltinii tanimlayalim.

Tamm 2.10 (Diizgiinliik Modiilii) N := {1,2, ...} olmak tizere f € L,(Ip),p > 1

ve
T

Ajf(x) =) () (=) fz+st), r€N (2.4)

s=0

olsun. Bu durumda Q" (f, -, L,(y)) : [0, 00] — [0, 400), f fonksiyonunun L, (1) daki
r-inci mertebeden diizgiinliik modiilii
Q(f,h, Lp(lo)) == sup  [|ALfllL ), h =0 (2.5)
0<t<min{2x,h}

olarak tamimlanir.

f, fi, fa € Ly(Ip), 1 < p < oo, olmak tizere diizgiinlitk modiilii agagidaki ozellikleri

saglar.
1. (Uggen esitsizligi) Q" (f1 + fa, b, Ly(Lo)) < U (f1, h, Lp(Lo)) + Q7 (f2, h, Lp(1o)).
2. Q' (cf, h, Ly(Io)) = |¢| 0 (f, h, Ly (o).
3. Q(f,nh, Ly(Io)) < n"S¥'(f, h, Lp(Ip)).

4. X > 0 olmak tizere Q"(f, Ah, L,(1p)) < (A +1)"Q"(f, h, L,(1y)) gergeklenir.
9



Tanim 2.11 (Maksimal Fonksiyon) f fonksiyonunun I daki M f Hardy-Littlewood
maksimal fonksiyonu

M (z) = sup

e |f(t)|dt, = € I
r>0 |1(z,7)] Io(z,r)

olarak tamimlanir.

Tanim 2.12 (Muckenhoupt Simifi) Eger herhangi bir I C [y aralig1 i¢in

() i frre <

olacak bi¢imde C' > 1 varsa w agirlik fonksiyonu 1 < p < oo olmak iizere A,(Ip)
Muckenhoupt simfindandir denir, burada 1/p + 1/p’ = 1 geklindedir. Ayrica p =1
ise her x € [j i¢in

Muw(z) < Cw(z) (2.7)

olacak bicimde C' > 1 varsa w € A;(lp) olur, p = oo ise A(lp) = U A,(1p)
1<p<oo
olarak tamimlanir.
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3. MORREY UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK POLINOMLARLA
YAKLASIM

Bu boliimiin birinci kesiminde M,, ) (Ip) Morrey uzaylarimin tanimi ve baz 6zellikleri
verilecektir. Ayrica Morrey uzaylarinda diizgiinlitk modiilii, en iyi yaklagim ve K-
fonksiyonellerinin tanimi yapilacaktir. Bu boliimiin ikinci kesiminde ise Morrey
uzaylarinda trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagim aragtirilacaktir. Morrey u-
zaylarinda yaklagimin diiz ve ters teoremlerinin ispatlanabilmesi i¢in gerekli olan bazi
yardimci lemmalar verilecektir. Diizgiinliik modiilii yardimiyla K-fonksiyonelleri
karakterize edilip, bu uzaylarda trigonometrik polinomlar icin Bernstein esitsizligi
elde edilecektir. Ayrica M, (/) Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla

yaklagimin diiz ve ters teoremleri ispatlanacaktir.

C*®(Iy), C*°(R) deki elemanlarim Iy a kisitlamasi ile elde edilen tiim fonksiyon-
larin kiimesi ve //\/lva\(Io), C>(lp) m M, (Ip) Morrey uzaylarindaki kapanisi ol-
sun. Trigonometrik polinomlarm simifi M, (/y) Morrey uzayinda yogun olmadig:
icin Morrey uzaylarindaki fonksiyonlarin trigonometrik polinomlara yaklagimi kolay
degildir (Guliyev vd. 2019, Triebel 2014). Eger f € M, (lo) yerine f € M, (lo)
alinirsa bu durumda f fonksiyonun M,, \(Ip) uzaymdaki en iyi yaklagimi olan 7,, €
7, trigonometrik polinomunun varhg: garanti edilemez. Bundan dolay: ./K/lvp, A(Zo)

uzayinda yaklagim teorisinin diiz ve ters teoremleri ispatlanacaktir.
3.1 Morrey Uzaylar1 ve Temel Ozellikleri

Bu kesimde Morrey uzaylarimin tanimi ve bazi temel 6zellikleri verilecektir. Ayrica
Morrey uzaylarinda diizgiinliik modiilii, en iyi yaklagim ve K-fonksiyonellerinin

tanimi yapilacaktir.

Tanim 3.1 (Morrey Uzaylar:)
102[0,27'(], ](:L‘,T):(:E—r,x+7")CR, [O(I,’I“):I(.%’,T)m[o
olsun. 0 < A <1 vel < p < oo olmak iizere

2
£y 510y = sup{r ™2 (L f Il roery) =+ @ € Lo, 0 <7 < 2}
11



normu sonlu olacak bicimdeki f € L,(Iy) fonksiyonlarimin simifina Morrey uzaylar:

denir (Morrey 1938).

1. M, (1p) Morrey uzaylar: bir Banach uzayidir.

2. X=01ise
1/p
T N R
0<r<2m
z€lp 10(1.7,,,)
= N llzp0)
olup M, 0(Io) = L,({y) elde edilir.
3. A=1ise M,1(ly) = Loo(Ip) olur. Gercekten,
f € Loo(Ip) olsun. Bu durumda
el [ rerdy | <.
Jo(z,r)
esitsizligi gerceklenir. Boylece
1l a0y < WML

olur. Buradan f € M, 1({y) elde edilir.

f € M,1(1p) olsun. Temel Lebesgue Teoremi’ne gore
lim [ 1f )P dy=If (@)F
r=o |Io (z,7)|

Io(z,r)
dir. Bu durumda
1
1

@)= tim | o / FOPy | <1l

r—o | |[Io(z, 7
Io(z,r)

elde edilir. Boylece
I e ro) < N pty s 20)

saglanir. Dolaywsiyla f € Lo (Ip) dir.
12



4. Eger A < 0yada A > 1, ise M, (Iy) = O(Ip) olur, burada O(Iy), I, tizeride
sifira denk fonksiyonlarmn simifidir (Stein 1970). Gergekten;
A <0ve fe M,i(lp) olsun. Bu durumda

1/p 1/p
_ A
/ FOPdy| < sw / F)Pay|
0<r<2m
Io(z,r) z€lp Io(z,r)

gerceklenir, burdan

0 < [fllzpttot@ry < I F g, o 20) 77

elde edilir. r — oo i¢in limit alinirsa

1/p

. i »
0 < lim / |f ()" dy < Hf”Mp,A(Io) rlggorp

T—00

Jo(z,r)
olur. A <0 ve ||f|| Mya(lo) < 0© oldugundan f (x) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
A < 0 iken M, 5(1y) = ©(1y) gergeklenir.
A>1ve f e M,i(l) olsun. Bu durumda

1 1
p p
1 1
f(x)] = lim —/ f)Pdy| =lim —/ Pd
F@l =t |t [ 1w i [ L[ 1r@ray
Ip(z,r) Io(z,r)
1 1
. 1 » A1 . 1 » . oA-1
= lm | < [f@)Fdy | ro < lim | [f (W) dy | limr
Io(z,r) Io(z,r)
1/p
_ LA . A1
= s [ [Py |t =,
0<r<2m r—0 ’ r—0
z€lp Io(z,r)

elde edilir. A > 1 ve ||f||MM([0
Dolayisiyla A > 1 iken M, (1y) = ©(Iy) gergeklenir.

) < 0o oldugundan f(z) = 0 elde edilir.

5. Eger 0 < \; < Xy <1, ise budurumda M,, ,(ly) C M, (Ip) saglanir. Ayrica
f e M,a(ly), ise f € L,(Ip) olur. Boylece f € Ly(1y) dur.

Lebesgue uzaylari ile karsilagtirildiginda Morrey uzaylar: agagidaki dikkat gekici 6zel-

liklere sahiptir.
13



1. f(z) = 2= =Y/P fonsiyonu M, »(Iy) Morrey uzaymdadir.

2. M, (Io) Morrey uzay1 yansimal degildir (Sawano ve Tanaka 2015, Ornek 5.2;
Yang ve Yuan 2011, Teorem 1.3).

3. C*(1y), C*(R) nin I, a kisitlamasi olmak tizere M,, \(1y) Morrey uzay:r C* (1)
uzayini kapali ve yogun bir alt uzay olarak icermez (Triebel 2014, Onerme

2.16).

4. My(Iy) Morrey uzay: ayrilabilir degildir (Triebel 2014, Onerme 2.16).

Yukaridaki ozellikler A = 0 igin M, (ly) = L,(lp) oldugundan saglanmaz. Bu
ozellikler temel almarak C*(ly) m M, \(Ip) Morrey uzaylarindaki kapanisi olarak

.//\/lvp, A(Lp) uzaym tammlayabiliriz.

Lemma 3.1 0 < A <1, 1< p < oo olmak iizere her f € M, \(Ip), icin

Chiarenza ve Frasca 1987 deki uygun sonug kullanilarak,

1M fllay a(z0) < ClLF Nl Ay 2 00) (3.1)

esitsizligi elde edilir, burada pozitif C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir.

N:={1,2,..}, Al f(z) := i (O (=1) Tt f(x+st), reNve 0 <A< 1,p>1

s
s=0

olmak tizere her f € M, \(Ip) i¢in

() = [ 181

0

olsun. Simdi M, \(Ip) Morrey uzaymda diizgiinlitk modiiliinii tanmimlayalim.

Tanim 3.2 (Morrey Uzaylarinda Diizgiinliik Modiilii) 0 < A < 1,1 <p < o0
ve h > 0 olmak iizere f € M, \(Ip) olsun. Bu durumda Q"(f, -, M, 1(1p)) : [0, 00] —
[0, +00) f fonksiyonunun M,, ,(Ip) Morrey uzaymdaki r-inci mertebeden diizgiinliik

modiilii
Q" (f, h, Mpa(lo)) == sup  [los(f)llmyam), 7TEN
0<6<min{27,h}
olarak tamimlanir.

14



Tanim 3.3 (Homojen Sobolev-Morrey Uzay1) W; (Ip) homogen Sobolev-Morrey

uzayl, Iy da ) tiirevi mevcut ve

Hf”W;YA(IO) = Hf(T)HMp,A(Io)

normu sonlu olacak bigimdeki f € L{(ly) fonksiyonlarimin sinifidir.

Tanim 3.4 (Homojen Olmayan Sobolev-Morrey Uzay1) W) ,(ly) homojen

olmayan Sobolev-Morrey uzayi

1 1wy o) = i) + 15 Nty a0

normu sonlu olacak bigimdeki f € WI; 1 (1p) fonksiyonlarimmdan olusan homojen Sobolev-

Morrey uzayimin alt sinifidir.

Tanmim 3.3 ve Tanim 3.4 te A = 0 alinirsa sirasiyla homojen Sobolev uzay: ve homojen

olmayan Sobolev uzay: elde edilir.

Lemma 3.2 f € W M,,(Ip), € NU{0},0< A< 1vel<p< ooolsun. Bu

durumda her r € N i¢in C' > 0 sabiti ile

o5 atyntio) < C8 17| aty 020

esitsizligi gergeklenir.

fspat. f € WM, (Iy) olsun. Bu durumda £ € M, (1) ve

t t

A:f(x):/---/f(T)(x—l—tl—i—tg+...+tr)dt1...dtT
0 0
15



olur.

5
r 1 r
1750 sty = |5 [ 16857
0 Mp,)\(lo)
§ t t
1
< 5// . ./,f(r)(.+t1+t2+...+tr)\dt1...dtrdt
0 0 0 My a(Io)
5 5
1
<5 y/.../\f(r>(.+t1+t2+...+tT)|dt1...dtr
0 0 My (Io)
5 s t1tttp_1+6
1 1
<6 o= / 4 / 3 / |f(r)(- + t)|dt p dty...dt, 1
0 0 t14..Ate_1 Mp x(lo)
5 F) O+(r—1)6
T 1 1 (r)
<o [ |5 FO( 4 ¢)|dt dty..dt
0 0 0 Mp,/\(IO)
rd

Mpﬁ/\(IO)

< O8" | M| am, a10)

< O | £ty 10

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Lemma 3.3 f € M,,({),0 <A <1lvel<p< ooolsun. Bu durumda her r € N

icin C' > 0 sabiti ile

Hag(fw/‘/lp,)\(fo) <C HfHMp,/\(IO)

esitsizligi gergeklenir.
16



Ispat. Ucgen esitsizligi kullamlarak

0
175Dt = |5 [ 17Ol

0 Mp,)\(IO)

5 T
L R SRIC Vet (S

s=0

<S5 [ i

5 | o

= [l r) + D> ()
s=1

dt

Mp,)\(IO)

Mp,/\(IO)

+ 03 [ isersora]

Mp,/\(IO) s=1

1 s
5 | I+l

p,A({0)

Mp,/\(IO)
& 1 rd
< Mllaa,aao + 0 5 [ 176+ o
s=1 0 Mp,A(IO)
1 rd
< Wt #7235 [ 150w
My Ao

elde edilir. R de f fonksiyonu 27-periyodik oldugundan genelligi bozmadan rd < 27
alabiliriz ve (3.1) esitsizliginden
175 (P a0y < 1Oty a0y + 72 CNF Ot 1209

=C ||f(')||Mp,A([0)

elde edilir. =

Lemma 3.3 ten 0 < A < 1, 1 < p < oo olmak tlizere her f € M, (lp) i¢in
Q(f, h, Mpa(lo)) < Cllfllmy a0y Ve her fi, fo € Mya(lo) igin
Q(f1+ for s Mpa(Lo)) < (f1, -, Mpa(Lo)) + Q7 (fa2, -, Mpa(1o))

elde edilir. Ayrica f € //\/lvp,,\(lo) i¢in (lsiH(l) Q" (f, h, //\/lvp, A({o)) = 0 gergeklenir (Guliyev
vd. 2019).

Tanim 3.5 (Morrey Uzaylarinda En Iyi Yaklasim) 0 < A < 1 ve p > 1
olmak tizere f € M, (/) fonksiyonu i¢in 7,, derecesi n yi ge¢gmeyen trigonometrik

polinomlarin siifinda en iyi yaklagim

En(f) Myr(to) = Aot 1f = Tl mya(2o)
17



olarak tamimlanir.

Tanim 3.6 (K-fonksiyoneli) 0 < A < 1,1 < p < oo ve r > 1 olmak iizere

f € M, (1p) fonksiyonu icin K- fonksiyoneli

Kol sy = 3o {1 = 9l sy + 197 I ny a0y 5t > 0
p,

olarak tamimlanir.

3.2 Morrey Uzaylarinda Yaklasim Teorisinin Diiz ve Ters Teoremleri

Bu kesimde M, (lyp) Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla en iyi yak-
lagim arastirilacaktir. Ana sonuclarin ispatinda kullanilacak lemma ve ispatlar1 ver-
ilecektir. Diizgiinliik modiilii yardimiyla K-fonksiyonelleri karakterize edilip, bu
uzaylarda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein esitsizligi elde edilecektir. Ayrica
Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz ve ters teoremleri

ispatlanacaktir.

Asagidaki lemmada M, »(/y) Morrey uzayinda K —fonksiyonellerinin diizgiinliik mo-

diillii yardimiyla karakterizasyonu elde edilecektir.

Lemma 3.4 f € M, (ly),0 <A< 1vel<p< ooolsun. Bu durumda her r € N

icin ¢, C' > 0 sabitleri ile
c Qr(f: h7 MP,)\<IO)) < KT(f? h)Mp,)\(IO) < CQr(fv h: MIL)\(IO))a 0<h <c

saglanir.

Ispat. g € W" M, (Iy) olsun. Bu durumda ¢ € M, (1) ve boylece g™ € L;(Iy)

olur. Dolayisiyla

t t

ATg(x) :/---/g(T)(x—i—tl—|—t2+...+tr)dt1...dtr
0 0
18



yazabiliriz. Genellegtirilmis Minkowski esitsizligi ve (3.1) kullanilarak

5
1
V(g h Mya() = s |5 / A7g()dt
0<6<min{2m,h}
Mp)\(IO)
5| t t
1
sup _/ / /yg” + it +to + ...+ t)|dty..dE, dt
0<§<m1n{27rh 0
0 Mpa(lo)
h h

1

< h_/ /|gr> Sty by ) |dE
0 0 My (Io)
h h t1+..+tr_1+h
|l L 1 Q dt b dt...d
— — E |g (+t)| t t1...dt._1
0 0 t14...4+tr—1 My (o)
(r—=1)h
/ (. 4 )|t dt,..dt,
My, (o)
L[ o
7 |9 (- +1t)|dt
0 My, 2 (Io)

< ¢ h' HMQ T)HMp)\ Io)

< el (19| My (10)
elde edilir. Boylece K,(f, h)m, (1) fonksiyonelinin tanimindan herhangi bir f € M, \(1o)
icin

QT(fa h7 Mp,)\(IO)) S Qr(f -9, h7 Mp,)\(IO)) + QT(g’ h7 Mp,z\(‘[()))
< e (I = glamty o) + 27197 My 0 10)

< K (f, h) My a(io)

olur. Ters esitsizligi ispatlamak igin f €M, \(Ip), r > 1, h > 0 olmak iizere Steklov

tipi doniisiimii tanimlayacagiz:

frn(@)

h 4 1)
/ %/ / r+s+1f <(L’ 4
% 0 0 s=0

19
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Basit hesaplamalarla

| frn(x) = f(2)]

1 4
5_/
0
I iaany (x+ (t1 + .. +t))dt1...dtr dé

_2/ 1
A 5"
s=0
5 16 0
- E/ y/ /A +tr dtl dtr d(s
0 0

elde edilir. Genellestirilmis Minkowski egitsizligi kullanilirsa

SN

Nm\:‘

-j’lcﬂwﬂﬁv(x+r‘

s=|

S(tl + ... +tr)> dty...dt, | do

<

ST~
S

h 0 0

2 1
Hf?“,h - f”./\/lp,AUo) < E/ y / ) '/Acl+~~~+trf($)dtl"'dtr do
h 0 0 My, 5 (Io)
5 5
1
S sup _r/ ' '/A721+.4.+wf($)dt1...dtr
0 0 Mp,/\(IO)
) 5 5 S+t 4..+tr_1
1
= sup T_1/~--/ - / A% f(z)dt | dity...dt,—4
%chgh 5 5 T
0 0 t1+...+tr—1 MP,A(IO)
) 5 0+(r—1)6
1 1
< sup T_l/.../ 1 / A f ()| dt dty...dt,
n<s<n 0 0 ’
0 0 0 My A (1o)
] T
< swp |5 [ 1807
hS(SSh 5 s
0 Mp,)\(IO)
) 5
<7r sup —/]AZf(m)\du
0<s<h || 0
0 Mp,/\(IO)
<7 Q"(f, h, M, (1))
elde edilir. f, ) doniistimiiniin diferensiyellenmesiyle
2 h 1 r—1 T
— _ r+s+1 L AT
h/gr e () Atsw



elde edilir. Dolayisiyla

h r—1 r
i< [$X 05 ) 1wl

h
1 T
5 [ 180 )
0

r

r\" 1
AT’
=) = [ 18w
0

olur. Boylece

1 [ty S € (10— Fll 10

< b7 (f, h, Mya(To))

elde edilir, buradan

Kr(fv h)Mp,)\(IO) < Hf - fr,hHMp,)\(Io) + hTHf?E;L)HMp,A(IO)

< O (f, h, Mp (o))

olur. m

0<A<1vel<p< oo olmak iizere g € //\\/lJp7 A(1p) fonksiyonunun Fourier serisi

a o0
g(x) ~ 30 + tzlat costx + by sintx

ve S,(z,g) de n—inci kismi toplami olsun. g € ./\71,,,\(1'0) olmak iizere Lemma 3.2

nin ispat yontemi kullanilarak

lg = S Pty rti0) < CEn(g) a1 (10); (3:2)

En(g)Mp,A(Io) < CEn<g>Mp,A(10)7 (3‘3)

elde edilir, burada g, g fonksiyonunun eglenigidir.
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Lemma 3.5 » > 1 olsun. Bu durumda 0 < A < 1, 1 < p < oo olmak iizere
g€ WT.K/IVP,A(IO) icin C'= C(p, A, r) sabiti ile

¢ e
En(g)Mp,A(IO) < EHQ( )HMp.,)\(Ioﬁ neN

elde edilir.

Ispat. 0 < A < 1vel < p< oo olmak iizere g € ./K/lvn A(1p) fonksiyonunun Fourier
serisi

[e.o]

g(x) ~ Z a; costx + by sintx
=0

ve S, (z, g) de n—inci kismi toplami olsun.Bu durumda
g(x) ~ th costx — a;sintx
=0
olur.

Byi(x,g) := a;costx + bysintx, t €N

diyelim. M, \(Ip) normunda g(x) = ) B:(z, g) yazlabilir.
=0

Byi(z, g) = a; costx + by sintx
. (t +T7T T
= qucos | tx 5 5
(5) [owcost (e 5p) +busine (24 5]
= COS | — a4+ COS e _— Sin e -_—
2 )L ot !
+sin () |asint (4 55) — breost W)]
St |\ — a+ S1IN a -— ) — COS xr+ —
2 ) L™ ot ! 2

rm T rmT s
=B o) oo () + B (o 59) sin ()
ta:+2tgcos 5 + Dy tgsm 5

) + bsin <tx+ — — —)

ve

B, (z,¢") =B, (:v + %,g)

oldugundan

f:Bt(a:,g = By(z,9) —l—cos( )ZBt
—l—sm( )ZBt
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T = 1 T = 1 ~(r
= By(z, g) + cos <—> Z t—rBt(:v,g(r)) + sin <7> Z t—TBt(x,g( )

gerceklenir. Bu durumda

9@) = Su(w.9) = 3 Bulw,g)
= co8 (%) Z trBt(:v g ))+sin< W) Z t—lr Wz, g
t=n-+1 t=n-+1
olur. o .
S B = 3 Sl o) = Sia(eng™)]
— Z tir {[St(a:,g(”) . g(’”)(x)} _ [gtil(%g(r)) — g™ (a:)]}

t=n+1

—t_;l <tl - (Hll)r> [Su(2, g") — g ()] — (ni Ty [Sn(x,g") — g7 ()]
> i = 3 (5= grgy) S -5
T el ) 1)

esitlikleri g6z oniine alinip (3.2) esitsizligi kullanilarak

= /1 1 . .
19 — Sn( @)y 1) < tz; <tT n 1)T) 15:( -, 9™) — ¢ )||M,,,A<Io>

1 i . - _(r
s CXCURT RS St ) N ER AU R

ey I

= /1 1 1
<C - E,(¢™ E.(q"
- { Z (tr (t + 1)r) t(g )Mp,/\(IO) + (n + 1)r (g )MP,A(IO)

t=n+1

> /1 1 1
C E - E. (5 E, ~(r)
+ { <tr (t + 1)7‘) t(g )Mp,/\(lo) + (TL + 1)r (9 )Mp,A(IO)

t=n+1

+ )—gr)HMp,A(IO)

elde edilir. (3.3) esitsizligi kullamlarak

> /1 1 1
g = S Dty ntr0) < CEn(9") a1 000) { )3 <z7 S+ 1)r) Ty 1)r}

t=n+1
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~(r N 1 ! .
+CEL(G) My (1) { Z (t_r o+ 1)T) i (n+ DT}

t=n+1
C

< mEn<g(T))Mp,A(IO)

elde edilir. Boylece
En(ﬂ)/\/lp,)\(lo) < Hf - Sn( '>g)HMp,A(Io)

< —E(9") My A1)

IN
|
=)

(T)HMP,)\(IO)
olur. m
S.N. Bernstein 1912 yilinda polinomlarin L., normlarini hesaplayarak kendi adiyla

anilan egitsizligi ispatladi. 1 < p < oo olmak iizere derecesi n € N U {0} olan

herhangi bir 7" polinomu i¢in Zygmund tarafindan elde edilen
1T, ) < CRFI Tl 2y

Bernstein esitisizliginin genel hali Devore ve Lorentz 1993 te bulunabilir. Agagidaki

lemma Morrey uzayinda Bernstein esitsizligini ifade etmektedir.

Lemma 3.6 (Morrey Uzaylarinda Bernstein Esitsizligi) f € M, \(lo),
0<A<1lve 1< p<ooolsun. Bu durumda her 7;, trigonometrik polinomu ve

k € Nicin C, n den bagimsiz bir sabit olmak {izere

1Ty 2 26) < O (| Tl a0 (20, 7 € NU {0}

p,>\(10

esitsizligi gergeklenir.

Ispat. Istenilen sonu¢ Guliyev vd. 2019, Lemma 5.2 deki esitsizlikte iterasyon

yapilarak elde edilir. =

Teorem 3.1 (Diiz Teorem) f € /qp’,\(fo), 0<A<1vel<p<ooolsun. Bu

durumda her r € N igin

1
En(f)/\/lp,,\(fo) <C QT(fv ﬁu MPJ\(]O))J nz=r

gerceklenir, burada C' > 0, n den bagimsiz bir sabittir.
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Ispat. g € WUWI,’ A(lp) olsun. Lemma 3.5 kullanlarak

Eo(f)Myrtio) < Eulf = 9)myatio) + Enl9) My 1)
O T
< |If = gllmp o) + ;Hg( Mty a0
elde edilir. Bu esitsizlik her g € WTMVp7 A(1o) i¢in saglandigindan, K-fonksiyonelinin
tanimindan ve Lemma 3.4 ten

1 1
BDatuin <O (£1) SO0t Mya(1)
M. x(Io)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Teorem 3.2 (Ters Teorem) [ € /K/lvp7k([g), 0<A<1lvel<p< ooolsun. Bu

durumda her r € N igin

1 C =
Qr(fv Ew/\/lp,)\(lo)) < W {Eﬂ(f)Mp,A(lo) + Z m' 1Em(f)Mp,)\(IO)} , neN

m=1

saglanir, burada C' > 0, n den bagimsiz bir sabittir.

Ispat. T, € 7, ./f\/lvp’A(Io) da f fonksiyonuna en iyi yaklagan polinom olsun. j =

1,2, ..., tamsayilar: i¢in

1 : Ly
e (rn) =t i gl + 1900 )
Mp,x(lo) "

gEWT My, (To)
.
<N = Tor atyai) + Tk lad, a0

olur. Lemma 3.6 kullanilarak

J
TS ayacto) < T = Ts o) + D MTa = TS a0
1=0

J
<C { ||T1 _ T0||MP’A(IO) + Z 2(l+1)7’||T2i+1 — Ty Mp,A(IO)}
1=0
<C {El(f)Mp,A(Io) + EO(f)Mp,A(Io)

J
3026 { By ()t ) + Ezi<f>Mp,A<fo>}}

=0
=0

J
<C {Eo(f)Mp,A(m +2 2 )Mp,ﬂfo)}

=1

J
- {EO(f)MPv%(IO) +2"Ey (f)Mp,A(Io) + Z 2(Z+1)TE2i(f)Mp,A(Io)} |
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elde edilir. ,
2’L

2(z'+1)7”E2i (f)Mp,)\(IO) < 92r Z mr_lEm(f)Mp,A(Io)
m=2i—141
oldugundan ¢ > 1 i¢in
1735l
<C Eo(f) p.A(To) + 27 El(f + 2% Z m'” lE My x(To)

<C EO(f)Mp,A(Io) + Z mrilEm(f)Mp,A(Io)

gergeklenir. 27 < n < 2771 olacak bigimde j secilerek (3.4) ten

2(j+1)rE2]_+1 (f)/vlpﬁx(lo)
2(G+1)r

Eoivr (f) My (o) =

1
< EQ(JJFI)TEQJ'H (f)Mp,A(IO)

2j
1 i,
< ﬁ Z m 1Em(f)/\/lp,>\(fo)'

m=2J-141

elde edilir. Lemma 3.4 ten

1 1
Qr(fa ) Mp,)x(IO)) S CKT (f7 _)
n Mp )\(IO)

1
< C’E2J'+1 (f) My, (Io) + HTQJH HMp)\ ({o)

2
< Z m" ™ B My, (lo)
2i-

m=
9i
My, A (Lo) + Z mrilEm(f)Mp,A(IO)
< —

m=1

< 4 Bolf)mpaimo) + Zm”Em(f)Mp,A(m}

m=1

gerceklenir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m
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4. AGIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA TRIGONOMETRIK POLIi-
NOMLARLA YAKLASIM

Bu boliimiin birinci kesiminde M), \(1y, w) agirlikli Morrey uzaylarinin tanimi ve bu
uzaylarda diizgiinliik modiilii, en iyi yaklagim ve K-fonksiyonellerinin tanimi verile-
cektir. Bu boliimiin ikinci kesiminde ise agirlikli Morrey uzaylarinda trigonometrik
polinomlarla en iyi yaklagimin aragtirilabilmesi igin gerekli olan yardimci lemmalar
ispatlanacaktir. Diizgiinliik modiilii yardimiyla K-fonksiyonelleri karakterize edile-
cektir. Ayrica bu uzaylarda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein esitsizligi elde
edilecektir. Agirlikli Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz

ve ters problemleri incelenecektir.

M, (I, w) agirhkl Morrey uzaylart C*(lp) uzaym kapali yogun altuzay olarak
icermez, bu w = 1 durumunda Triebel 2014 tarafindan ispatlanmigtir. /T/l/n A(Lo, w)
y1 C*(Ip) uzaymin M, » (1, w) agirhikh Morrey uzaylarindaki kapanisi olarak tanim-
layalm. 1 < p < oo, w € A,(Iy) ve /Wp, A({o, w), trigonometrik polinomlarm
M, (1o, w) agirhikl Morrey uzaylarindaki kapamis: olmak iizere ./K/lvp, A(Zo, w) uzayinda

yaklagim teorenin diiz ve ters teoremleri ispatlanacaktir.
4.1 Agirlikli Morrey Uzaylar:

Iy =10,2n], I(x,r)=(x—r,x+7r)CR, Iyz,r)=1I(x,r)NI

gosterimini kullanacagiz. Ayrica w pozitif, 2r—periyodik ve Iy da lokal integral-

lenebilir bir agirlik fonksiyonudur.

w, Iy tizerinde tanimh bir agirhik fonksiyonu olsun. I tizerinde
1/p

1l = / @) w () de
Io

normu sonlu olacak bigimdeki tiim olgiilebilir fonksiyonlarin sinifina L, (I, w) agir-

liklh Lebesgue uzay: denir.
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Tanim 4.1 (Agirlikli Morrey Uzaylar:)

_A
||f||Mp,>\(IO7w) = Slel}:) w(]<x77n)) P ”f”Lp,w(Io(Iﬂ"))
z€lp
o<r<2m

normu sonlu olacak bigimdeki f € L,(Iy, w) fonksiyonlarmim simifina agirlikli Morrey

uzay1 denir, burada

1/p
I lspuiiien = (. 1f0Fwioar)
o(z,r

seklindedir.

Bu tamm ile M, \(Io, w) agirhkl Morrey uzay1 bir Banach uzayidir. Eger w = 1
ve 0 < A < 1 ise bu durumda M, \(Ip,w) = M,y(lp) olur. Eger A = 0 ise
L, . (Io) agirhikl Lebesgue uzaylari elde edilir. Eger A = 1 ise w agirlik fonksiyonuna
gore Lebesgue diferensiyellenebilme teoreminden M, (I, w) = Lo (o) elde edilir

(Torchinsky 1986).

Komori ve Shirai tarafindan ispatlanan M,, \(Iy, w) uzayinda M maksimal fonksi-

yonun sinirhiligini ifade eden asagidaki teoreme ihtiyac duyacagiz.

Teorem 4.1 1 <p < o00,0 <\ <1vew e A,(ly) olmak iizere M, \(lp, w) agirhkh
Morrey uzaylarinda M Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu smirlidir

(Komori ve Shirai 2009).

N = {1,2,.}, ATf(z) = 3 () (=1 f(etst), reNved<A<1,p>1

s
s=0

olmak tizere her f € M, \(Ip, w) i¢in

é
(D) =5 [ 1515wt

olsun. Simdi M, »({op, w) agirhklh Morrey uzaylarinda diizgiinlitk modiiliinti tanim-

layalim.
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Tanim 4.2 (Agirlikli Morrey Uzaylarinda Diizgiinliik Modiilii) f € M, (1, w),

0<A<1,1<p<ooveh>0olsun. Bu durumda

Qr(fa h’M’p«\(IO’w)) = sSup ||O-g(f)||Mp,)\(IO7w)7 reN

0<6<min{27,h}
olarak tanimlanan Q"(f,-, M, \(lo,w)) : [0,00] — [0,400) fonksiyonuna f fonksi-

yonunun M, »(/p, w) uzaymmdaki r-inci mertebeden diizgiinliik modiilii denir.

0 <X <1 1< p < oo olmak iizere Sonu¢ 4.3 ten her f € M, (lp,w) icin
Qr(f» h7Mp,>\(I()7w)) < CHfHMp,,\(Io,w) ve her fi, f € Mp,/\(IOaw) igin

Q" (f1+ for s Mpa(Lo,w)) < Q7 (f1, -, Mpa(low)) + Q7 (fa, -, Mpa(lo, w))

elde edilir.

Tanim 4.3 (Agirlikhh Morrey Uzaylarinda En Tyi Yaklasim) f € M, ,(Io, w),

0<A<1vep>1igin f fonksiyonunun P, smifindaki en iyi yaklagim

En(f)Mpy,\(lg,w) = THGI;; Hf - Tn”/\/lp,)\(lo,w)

seklindedir.

Tanim 4.4 (Homojen Agirlikli Sobolev-Morrey Uzay1) W’ M,, (Iy, w) ho-

mojen agirlikli Sobolev-Morrey uzayi, Iy da f() tiirevi mevcut ve

1F v aty o) = Ity o)

normu sonlu olacak bigimdeki f € L!*°(I,) fonksiyonlarmin simfidir.

Tanim 4.5 (Homojen Olmayan Agirliklh Sobolev-Morrey Uzay1) W™ M, \(Ip, w)

homojen olmayan agirlikli Sobolev-Morrey uzay1

L F Wty oy = 1 lay (o) + 11 Ny (o)

normu sonlu olacak bicimdeki f € W"Mn Ao, w) fonksiyonlarindan olugan homojen

agirlikli Sobolev-Morrey uzayimin alt sinifidir.
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Eger A = 0 ise bu durumda WM, o(lo, w) = W}, (Io) agirhkh Sobolev uzaymna
denktir ve eger w = 1 ise bu durumda WM, \(Ip, 1) = W} ,(Iy) Sobolev-Morrey

uzayina denktir.

Tanim 4.6 (K-fonksiyoneli) 0 <A <1,1<p<oo,we Ay(ly) ver > 1 olmak

tizere f € M, (I, w) fonksiyonu igin K- fonksiyoneli

Ko (f, ) My (fow) = gewrj\'l/lrii([mw){]\f — llaty wttom) + 1197 at, Aoy} > 0

olarak tamimlanir.

4.2 Agirlikli Morrey Uzaylarinda Yaklasim Teorisinin Diiz ve Ters Teo-

remleri

Bu kesimde M, (1o, w) agirlikli Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla en
iyi yaklagimin aragtirilabilmesi icin gerekli olan yardimci lemmalar ispatlanacaktir.
Diizgiinliik modiilii yardimiyla K-fonksiyonelleri karakterize edilecektir. Ayrica bu
uzaylarda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein esitsizligi elde edilecektir. Agir-
likli Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz ve ters problem-

leri incelenecektir.

Lemma 4.1 f € WM, \(Ip,w),r € NU{0},0< A <1,1<p<oovew e Ay(ly)

olsun. Bu durumda her r € N i¢in f fonksiyonundan bagimsiz C' > 0 sabiti ile
LAG] <co £
g My a(Io,w) — M A (Lo,w)
elde edilir.

Ispat. f € W;)\M(Io,w) olsun. Bu durumda ™ € M, (I, w) ve

t t
A;';f(x)_/o /0 FO x4+t 4ty + o+ t,)dty.dE,
30



olur. Buradan
1 )
o | N -dtH
O o / o,

1 ) t t
< H_/ / / ]f(")('+t1+t2+...+tr)|dt1...dtrdtH
(S 0 Mp,)x(IOaw)

1
Dty 4ty + ...+ t,)|dt
(V/ /|f ! 2 )| e Mp,)\(-[07w)

tid ot 1+6
5T 1/ / / |F( +u)]du}dt1...dtr,1
ti+. 1

<4

My A (Lo,w)
o+(r—1)6 ")

<o - (- +u du” dty..dt,
<5 s [ O et

1 7o -
=0"||= (4w duH

: / O+l
<O MO e oy
<O (| £ p, s o)

elde edilir. =

Sonug 4.1 f € W;w(lo), re NU{0}, 1 < p < oo vew € A,(Ip) olsun. Bu

durumda her r € N igin f fonksiyonundan bagimsiz C' > 0 sabiti ile

o5 (O Lptio) < CO" N fllviry o)

elde edilir.

Sonug 4.2 f € W;’/\([O), re NU{0},1<p<oove0<\<1olur. Bu durumda
her r € N i¢in f fonksiyonundan bagimsiz C' > 0 sabiti ile
03ttt < €8 11l i

elde edilir.

Sonug 4.3 f € M, \(lp,w), 0 <A <1, 1<p<oovew € Ay(ly) olsun. Bu
durumda her r» € N i¢in f fonksiyonundan bagimsiz C' > 0 sabiti ile
||0-g(f)||Mp,>\(IO7w) < C||f||Mp,>\(IO7w)

elde edilir.
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Ispat. Ucgen esitsizligi kullamlarak

r 1 ' r
||O-5(f)||Mp,)\(IO’w) B Hg/ |Atf('>|dﬁH/vtpA Io,w

w)
=[5 [ e ssofa],

p/\([07w)
<S> . tdtH
_;S) : / s
1 1) r 4
—|I= - dtH |- - tdtH
|5 [ 1o vy T 205 [ 1ol

1 S0

— -t+u duH

- / sl
1 rd

- +u duH

: / e+,

')
%/ e,

<1 F Ity o) + (5
s=1

<1 F vty atrow) + (5
s=1

< HfHMp,A(Io,w) + 72"
elde edilir.
R de f fonksiyonu 27-periyodik oldugundan genelligi bozmaksizin rd < 27 alabiliriz.
Teorem 4.1 den
175y r o) < NIy ) + 72" COINF Nty 0 (2009

= O )1 F v (20,)

elde edilir. m

Asgagidaki lemma M, 5 (1o, w) agirhiklh Morrey uzaylarinda K -fonksiyonelinin diizgiin-

litk modiilii yardimiyla karakterizasyonunu ifade eder.

Lemma 4.2 f € M, \(Ip,w),0 <A <1, 1<p<oovew e Ay(l) olsun. Bu

durumda her r € N ve 0 < h < ¢ i¢in ¢, C' > 0 sabiti ile
c Qr(fa haMp,)\<107w>) < K <f7 ) A(o,w) < C QT(fah MpA([Oa ))

elde edilir.

Ispat. g € WM, (Iy,w) olsun. Bu durumda g™ € M, (I, w) ve ¢ € Ly(Iy)

olur. Boylece

Nig(x / / (x4t + by + ...+ t,)dty..dt,
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yazabiliriz. Minkowski esitsizligi ve Teorem 4.1 den

Q"(f, hy Mpa(lp, w)) == sup Hé/ |AYg ]dtH
16|<h My, a(To,w)
< sup - / H/ / 90+t 4ty + o+ 1) b1 dt
15|<h 0 My (To,w)

<h

Y Oty + g+ .o+ t,)|dt...
hT/O /0|9 ( 1 2 )’ 1 M, (o)

1 h h 1 t1+...+tr—1+h -
- h?'nhr_l / = / H 99+ ) Yty 1 vt

t1+.+tr—1
h+(r— l)h
/ 47 + ) |d“” dty...dt,
My, A(To,w)
h h/o 9" (- +u \duH "
< e Mg < 19 ey

Dolayisiyla herhangi bir f € M, x(lo, w) igin K.(f, h) m, , (1o,w) fonksiyonelinin tanimin-

dan

Qr(f> ha Mp,)\(jm w)) S Qr(f -9, h7 Mp,)\(jm w)) + Qr(ga h7 Mp,A([Oa ’U}))
< e(lf = gllmprtromy + B 19 | ay (10.0)
< cK, (f h) My A (To,w)

elde edilir.

Ters esitsizligi ispatlamak igin Steklov tipi doniisiimii tanimlayalim. » > 1, A > 0

olmak tizere her f € M, \(Ip, w) i¢in Steklov tipi doniigiim

fnh(x) :
2 h 1 § s r—1 r_ s
B gﬁ (5—/ / > O+ (t1+...+tr))dt1...dtr)d5
2 0 0 s=0
seklindedir.
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Basit hesaplamalarla

| frn()

- z/g 57“/ / ’"+S+1f(:v—|—T;8(751—|—...+tr))dt1...dtr>d5‘
— /1 y/ /Z )Tt f (o = (t1+ A+ t))dt. dt)dé‘

_ %/ / / Digeovn, ().t ) ]

2

elde edilir. Norm alarak genellestirilmis Minkowski egitsizligi uygulanirsa

9 h 1 1) 1)
||fr,h - f”MpA(IO,w) S E/l y/ c / AT;1+.A.+tT.f(.T)dt1...

do

Mp,A([va)

< sup r/ / At1+ o f(2)dy A
%S(SS]‘L p,>\( va)
O+t14...+tr—1
= sup ||— / / / AL f(x)dt)dtl...dt,q_l
h<s<h 0 5t 1ot tr_1 r Mpa(To,w)

0+(r—1)6
< su H / AL f dtH dty..dt,
%éézh o / / 0 | )| My, (To,w) '

1 rd
< sup ‘—/ |AT |dtH
%gdgh (S 0 p)\ Io w)
1 /9
<r su ’—/ A f(z duH
Ogégh 0 Jo | f< )| My (To,w)

=7 (f, hy Mya(To, w))

olur. f, fonksiyonun diferensiyellenmesiyle

[Lh%Z@(_l)HSH(T—S) N Séf( z)dé

elde edilir. Boylece

, 2 M1\ .
O] yZ(J(T_S) [y ()
2 s=0
r—1

2

= >0 (=

s=0

/ Dy f (@)
r—1 r—s

_ %Z@(T;)T;h/o " AL du

s=0
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olur. Dolayisiyla

1ty sty < €rh N0 f o)

S crh_TQT(f7 h7 Mp,)\(][)y w))
gerceklenir. Boylece

Kr(fa h)Mp,/\(lo,w) < ||f - f’"vhHMp-,)\(Imw) + hr’|f£T’3‘|Mp’A(IO7w)
< C(f, hy MyA(lo, w))

elde edilir. =

0<A<1vel<p< oo olmak iizere g € Mp, A({o, w) fonksiyonunun Fourier serisi

(%}
~

5 +Zat costx + by sintx (4.1)

t=1

g9(z)

ve S,(z,g) de n—inci kismi toplami olsun. w € A;(lp) kosulu altinda Lemma
4.1 in ispat yontemi kullanilarak ve Hunt vd. 1973, Hunt ve Young 1974 te agirlikh

Lebesgue uzaylarinda verilen uygun sonuglar uygulanarak

19 = S 9y 1 tt0.0) < CER(G) My (10,0 (42)

En(g)Mp,A(IOM) < OEn(g)Mp,A(Io,w)’ (4'3)

elde edilir,burada g, g fonksiyonunun eslenigidir.

Lemma 4.3 w € Ay(ly) ver > 1 olsun. Budurumda 0 < A <1, 1 < p < oo olmak

tizere herhangi bir g € W’”./T/l/py,\(fg, w) igin C'= C(p, A\, w, r) sabiti ile

¢«
En(g)/\/lp’)\(lo,w) S ﬁ“g( )HMP,,\(IO#U)? n € N

elde edilir.

Ispat. 0 < A <1vel < p < oo olmak iizere g € ./K/lvp, A(Zo, w) fonksiyonunun Fourier
serisi

g(x) ~ Z ay costx + by sintx
=0
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ve Sy (x, f) de n—inci kismi toplami olsun. Bu durumda
o0
g(x) ~ thcostx — azsintx
=0
olur.

Bi(z,g) := a;costx + bysintx, teN

dersek M, \(Ip, w) normunda g(z) = ) Bi(z, g) olur.
=0

Bi(z,g) = a; costx + by sintx

cos <t + m MT) +b (t + MT MT)
=a T+ ——-— S — - —
¢ 2 2 esin (b 2 2

g [eost(o ) vt (e )|
= COS — CcOos
5 Qy T o7 t sint(x o

+sin o asint (o + 57 )~ beost (o + )|
sin — |a; s — ) —
in 5 a;sint( x o ;cost(x 57

= Bt<m—i— Zﬂ,g)cos? +Bt<x—|— 2ﬂ,g>sin%

ve

Bt (37, g(r)> = tTBt (.CC + %, g)

oldugundan

ZBt(x,g) = Bo(m,g) —I—COS%TZBt(x 5f ,g) —I—sm—ZBt<x+ —,g)
t=0 t=1

rT 1 rT 1
—Bo(x,g)—i—cos 2 E trBt<x’g >+sm 5 tgltrBt<$’g )

=1
elde edilir. Bu durumda

o0

g9(z) = Su(x,9) = > Bi(z,g)
t=n+1
N N | ~(r
:cos? Z trBt(x g( )) —I—sm? Z t—TBt(x,g( ))
t=n-+1 t=n+1
olur.
— 1 = 1
> 5 Bn) = 30 g[S d) (o)
t=n-+1 t=n-+1
= 1
zlggﬂ;{ﬁﬂﬂgm)—g”mﬂ}—[&;&%gm)—ﬁ”@ﬂ}
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[e.9]

=3 (5 o) [$09) —0@)] - g[S 0”) — 0 )

(n+1)r
olmas1 ve
=1 . = /1 1 . i
> pBild”) = (t_T Tt 1)7")[ (,g") 4 )(I)}
t=n-+1 t=n-+1

goz oniine almirsa (4.2) den

= /1 1
Hg Sn( H/\/tm(fow)S Z (t_r_ (t_|_1)'r)‘

St( g g(r)) - g(r)

t=n-+1 My A (Lo,w)
1
+——1S,(-, ¢ = g
(n+1)r (9") =g My (Io,w)
X < )‘S L) = g™
Z t+1) t( g ) J My x (Toyw)
1
+—S, (-, ") — g™
(n+1) (+37) -3 My (Io,w)
<C{ i (l_ 1 )E(g(r)) Lt g (4 }
— tr (t + ].)T t Mpa(lo,w) (n —+ 1)7’ n My A (To,w)
t=n—+1
+ ¢ i (l__l )£ (5) T O )
P—rl tr (t+ 1)T k MP)\(I():w) (n+ 1)7“ n Mp)\(l(],w)

elde edilir. Basit hesaplamalar ve (4.3) esitsizliginden

Hg ~ Sal ’g)HMp,A(Io,w)

< CEn(g(T))Mp,A(Io,w){ t:zn;l (% Tt +11)7"> MO +1 1)T}

+ CEn(ﬁ(r))Mp,AUo,w){ t:nzﬂ (tl a (t+11)r) 0 i 1)7“}
C

5(r)
= (n + 1)’"E”(g ) My r o

gerceklenir. Boylece

En(9) My o) < Hg — Sl g)HMm(lo,w)
C , C o
< FE"(Q( ))Mpyk(lo,w) < EHQ )HMP,)\(IO,M))
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elde edilir. =

Agagidaki lemma agirlikli Morrey uzaylarinda Bernstein esitsizligini ifade etmekte-

dir.

Lemma 4.4 (Agirlikli Morrey Uzaylarinda Bernstein Esitsizligi) f € M, \(lo, w),
w e A)lp), 0 < A< 1lvel < p < oo olsun. Bu durumda herhangi bir 7,

trigonometrik polinomu ve k£ € N i¢in n den bagimsiz C' sabiti ile
Tty a0y < ORI Tty nto)s 1 € NU {0}

elde edilir.

Ispat. Ispat Ky 1993 teki L, (I, w) agirhkh Lebesgue uzaylarmda Bernstein esit-

sizliginin ispat1 kullanilarak Lemma 4.1 in ispatina benzer bicimde elde edilir. =

Teorem 4.2 (Diiz Teorem) [ € ./K/lvp’,\(lg,w), 0< A<l l<p<oovew €

A,(1y) olsun. Bu durumda her » € N i¢in f ve n den bagimsiz C' > 0 ile

1
En(f) myattow) < C Q° (f, EaMpJ\(]Oaw)> , n>r

elde edilir.

Ispat. g € W’”]T/l/n,\(]o, w) olsun. Lemma 4.3 ten

En(f) myrtonw) < Enlf = 9)Mystow) + En(9) Myr (10 ,0)
Ci o
< IF = gllmyattom + 197 g, 1000
elde edilir.

Bu esitsizlik her g € V.V’"/T/lJp’ Ao, w) i¢in saglandigindan K-fonksiyonelinin tanimin-

dan ve Lemma 4.2 den

Eo(Dtyatio < C Ko (£ <0 (f, %, Myallo,w))

Mp A Lo,w)

gerceklenir. Boylece ispat tamamlanir. m
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Sonug 4.4 f € ./T/l/p,,\(fo), 0<A<1lvel<p< oo olsun. Bu durumda her r € N

icin
1
En(f)./\/lp,)\([()) < C QT(fa ﬁa MP,/\([O))u nzr

gergeklenir, burada C' > 0, n den bagimsiz bir sabittir (Cakir vd. 2019).

L,(Iy) Lebesgue uzaylarinda

sup |Af(@) 2,0, h >0, 7 €N

[t|<h

olarak tammlanan diizgiinlilk modiilii i¢in benzer sonu¢ Stechkin (Stechkin 1951)
tarafindan ispatlanmgtir. Ayrica w € A,(Ip) olmak tizere L,(lp,w) = Ly (1)

agirlikli Lebesgue uzaylarinda benzer sonug Ky (Ky 1993) tarafindan ispatlanmigtar.

Teorem 4.3 (Ters Teorem) f € /Wp,,\(lg,w), 0<A<l,l<p<oovew €

A,(1y) olsun. Bu durumda her » € N igin f ve n den bagimsiz C' > 0 sabiti ile

n

m=1

elde edilir.

ispat. T, € P,, /f\/lvpyA(Io,w) uzayinda f fonksiyonuna en iyi yakinsayan polinom

olsun. Herhangi bir j = 1,2, ..., tamsayis1 i¢in

1

1
KT( 9 _) = lnf { _ w + _ (T’) w }
f n Mp,)\(107w) geW(r)Mp,/\(IO,w) Hf g||Mp,)\(IO7 ) nr Hg ||Mp,/\(107 )

L
< = Tortlatyattoy + N5 vttt
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olur. Lemma 4.4 kullanilarak

J
TS Nty attoy < T = Ta7 o) + 3 Tt — T [l aa
1=0

{||T1 To||MM<zow+Z2““ IToes1 = Tos Lty ncto)

p,)\(107w)

{ My (To,w) T+ EU(f)Mp,A(Io,w)

X 2(’+1)T{E22+1 () Myr(Tow) T+ EZ"(f)MM(IO’w)}}

=0

J
< C{Eﬂ(f)MPTA(IO,w) + Z 2<Z+1)TE2i(f)Mp,A(10,w)}

1=0

C

J
Eo(f)Mp,)\(]O,’u)) + 2TE1(f)Mp,A(Io,w) + Z 2(1+1)7‘E2i (f)Mp,A(Io,w)}

=1

elde edilir.

2(i+1)TE2i (f) o) < 227’ Z m’r’ lE p i
m=2i—141

oldugundan ¢ > 1 igin

H J+1 HMp)\ Io,w)

IA

C{Eo(f)Mp,A(Io,w) —+ 2TE1<f) \(Io,w) 227' Z m' 1E My A (To w)}

27
C{E‘)(f VM) + Y E(f )Mp,A(Imw)}

m=1

IN

gerceklenir. 2/ < n < 277! olacak bicimde j secerek 4.4 ten

200" Boir (f) My p (o)

E2j+1 (f)Mp,)\(]va) =

2(+1)r
1 1
j+1)r r—
< EQ(” " By (f) My (o) < v > T () My toa)-
m=27—-141

40



elde edilir. Lemma 4.2 den
, 1 1
Q (fa_aMp,)\<107w)> S CKr(f7_)
n n/ My x(Io,w)

1
< CEgi+a(f) Mys(Tow) + §||T2J'+1 [ Ay 7 o)

27

< — Z mr_lEm<f)Mp,>\(IO7w)

m=27-1+4+1
27

+ _{E()(f)MP,AUW) > mrflEm(f)Mp,mo,w)}

m=1

C N
< _{Eo(f)/vip)\(]o,w) + Z m 1Em(f)Mp,A(10,w)}
m=1

nr

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.5 f € ./\A/l/p,)\(fo), l1<p<oove0<A\<1olsun. Bu durumda her » € N
icin
r 1 C - r—1
(£ Moalin)) < Zo{ BP0 m Bl Dttty m €N

elde edilir, burada C' > 0 f ve n den bagimsiz bir sabittir (Cakir vd. 2019).

Sonug 4.6 f € L,.,(ly), 1 <p<oovew € A, olsun. Bu durumda her r € N
icin
r 1 ¢ - r—1
Q <f7 E7Lp,w([0)> < F{EO(f)Lp,w(lo) +> m Em(f)Lp,w(Io)}7 n€N

m=1

elde edilir, burada C' > 0 f ve n den bagimsiz bir sabittir (Ky 1993).

L,(Iy) Lebesgue uzaylarinda benzer sonu¢ A.F. Timan (Timan 1963), A.F. Timan ve
M.F. Timan (Timan, A.F. ve Timan, M.F. 1950) tarafindan ispatlanmistir. w € A,
olmak tizere L,(ly, w) agirhikli Lebesgue uzaylarinda benzer sonug farkh diizgiinliik

modiilii kullamlarak Haciyeva (Haciyeva 1986) tarafindan ispatlanmigtir.
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5. DEGISKEN USLU AGIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA
TRIGONOMETRIK POLINOMLARLA YAKLASIM

Bu boliimiin birinci kesiminde M,y x.)({o, w) degisken iislii agirhkli Morrey uzay-
lar1 tanimlanacaktir. Bu uzaylarda diizgiinliik modiilii ve en iyi yaklagimin tanimi
ile bazi temel kavramlar verilecektir. Ikinci kesiminde ise yaklasim teorisinin diiz
ve ters teoremlerinin ispati i¢in ihtiya¢ duyulan bazi lemmalar verilecektir. K-
fonksiyonellerini tanimlanip, diizgiinlitk modiilii yardimiyla karakterize edilecektir.
Ayrica bu uzaylarda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein esitsizligi elde edile-

cektir.

Trigonometrik polinomlarm smift M) x) (Lo, w) degisken {islii agirlikli Morrey u-
zaylarinda yogun degildir. Bundan dolayr bu uzaylarda yaklagim teorisinin temel
problemlerinin ¢oziimii miimkiin degildir. Bu yiizden bu bolimiin ikinci kesiminde
yaklagim teorisinin diiz ve ters teoremlerinin ispat1 /f\/lvp(.)v\(.)(lg, w), My Lo, w)
degisken iislii agirlikli Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarin kapanisi ol-

mak tizere Mvp(.), 2y ({o, w) uzaylarinda ispatlanacaktir.
5.1 Degisken Uslii Agirlikli Morrey Uzaylar:

Iy =10,27] ve p(-) : Iy — [1, 00) dlgiilebilir fonksiyon olsun.

p_:=ess inf p(z) > 1, py := esssup p(z) < oo olmak iizere
IEIO Z‘GIO
1<p-<plr)<py <oo (5.1)
seklindedir.

Tanmim 5.1 Eger

p(@) - ply)] < ——2

1
- —yl < = 1 5.2
_—1Og|$—y|7 |I y|—2 T,y € o ( )

esitsizligi gergekleniyorsa bu durumda p(x) lokal logaritmik Holder sartini sagliyor

denir, burada A = A(p) > 0, x ve y den bagimsizdir.
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Tanim 5.2 w, Iy da pozitif 2r—periyodik ve lokal integrallenebilen agirlik fonksi-

yonudur. Eger

sup Lol ~Hlwllz, 0, oy 0™ Iz, (o) < 00
0

esitsizligi saglaniyorsa w agirlik fonksiyonu A,y (/o) Muckenhoupt sinifindandir denir

(Diening 2005, Kopaliani 2007), burada Ly.y(1o)

‘ ) [P@
£ lly000 = i { [ <
n>0 Io n
normu ile degisken {islii Lebesgue uzaylaridir ve z% + % =1 dir.
o

Ly (Lo, w) agirhikh degisken iislii Lebesgue uzaylar

HfHLp(.)(IO,w) = waHLp(.)(IO)

olacak bicimdeki 27-periyodik olciilebilir fonksiyonlarin sinifidir.

A(+) : Iy — [0, 1] slgiilebilir fonksiyon olsun.
0<A_=inf AMz) <supA(z)=A; <1 (5.3)
zelp xz€ly

bicimindedir.

Iki parametre ile donatilmis Morrey uzaylari, lokal regiilerligi ve global regiilerligi
Lebesgue uzaylarindan daha kesin olarak tamimlar. p lokal regiilerligi, A\ ise global
regiilerligi tanimlar. f € L' [0, 27] fonksiyonunun Fourier serisi

/ IOy <« (5.4)

|z — 1]

[z—1,2-41)N[0,2x]
Dini kosulunu saglayan x noktalarinda f (z) e yakinsar. Fourier serisinin yakin-
samasi da dahil olmak {izere bir¢ok yaklagim problemi, Dini kriterinden goriildiigii
gibi fonksiyonlarin lokal ¢zelligine dayanir. Fourier serisi ¢érneginden de anlasila-
cagl gibi, p nin 6nemli bir rol oynadigi goriilmektedir. Bu boliimde () gosteri-
mini parametrenin bulundugu yere gore degisiklik gosterdigini ifade etmek icin kul-

lanacagiz. p(-) nmin siirekli olmasi gerekirken A(-) min sadece 6lgiilebilir ve sinirh
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olmas1 gerekmektedir, bu ise lokal regiilerligin yaklagim teoride gerekli oldugunu
gosterir (Maeda vd. 2013, Teorem 4.4, Sawano ve Shimomura 2013, Teorem 4.1,

Sawano ve Shimomura 2014, Teorem 3.3).

Tanim 5.3 (Degisken Uslii Morrey Uzaylar1) Mpya) (o) degisken iislii Mor-

rey uzaylari

Lya(f) = sup @) / ) P9 dy (5.5)
z€ly Io(z,r)
o<t<2m

modiilii sonlu olacak bigimde tiim 27-periyodik 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesidir,

bu uzaydaki norm ise

f
171500 = 151 = inf {1 > 02 Ty () < 1} (5.6)

seklinde tanimlanir.

My (Lo) uzaylarmdaki bir diger norm ise

1fllz = sup 750 | X0l oo 1) (5.7)

z€ly
0<t<2m

seklindedir.

Lemma 5.1 f € M, x)({o) igin

£l = [1f]l2

saglanir (Almeida vd. 2008, Lemma 3).

Degisken iislit Morrey uzaylari ile ilgili daha fazla bilgi Imeida vd. 2008, Guliyev vd.
2010, Izuki 2014, Rafeiro 2013 makalelerinde yer almaktadir.

Tanim 5.4 (Degisken Uslii Agirlikli Morrey Uzaylari) Mpyae) (Lo, w) degisken
iisli agirhikhh Morrey uzaylar: [y da
HfHM (A To,w) = SUP Tp(z) HwHL (o To(z,7) HfXIo(x r)HLp() ({o,w) (5.8)

xzecly
o<r<2m

normu sonlu olacak bigimde 27-periyodik integrallenebilen f fonksiyonlarinin kiime-
sidir.
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Lemma 5.2 f € M) (lo,w) ve w € Apy(Lo) olsun. A(:), (5.3) kosulunu, p(-)
de (5.1) ve (5.2) kogullarlm saglasim. Bu durumda

M f | My aco oy < ClF My ac (o) (5.9)

esitsizligi gergeklenir, burada C, f fonksiyonundan bagimsiz pozitif sabittir (Guliyev
vd. 2018, Sonug 3.1).

Tanim 5.5 (Degisken Uslii Agirlikli Morrey Uzaylarinda Diizgiinliik Mo-
dulii) f € M,y (1o, w) olsun, A(+), (5.3) kosulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kogullarim

saglasin. 7 € N ve 0, h > 0 olmak iizere

(f> h; M (IO’ )) sup ||0-g(f)||Mp(~)7)\(~)(107w) (510)

0<d<min{2x,h}
biciminde tammlanan Q7(f, -; My aey(lo,w)) : [0,00] — [0,+00) fonksiyonuna

Mpyae) (Lo, w) uzaymda f fonk51yonun r-inci mertebeden diizgiinliik modulii denir,

burada
Nif(r) =3 () (—1)™+*+ f(z + st) (5.11)
olmak tizere ) 5
(D) =5 [ 1515w (512)

seklindedir. Boylece

QN (f, b My (To, w)) = w(f, R)

olur.

A(+), (5.3) kosulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kosullarini saglasin. Bu durumda Lemma
5.4 ten her f € My (1o, w) igin

(f h, M (107 )) < CHfHMP(‘),)\(‘)(Iva) (513)
ve her fla f2 € Mp(-),)\(-)([07 ’LU) 1(;1I1

Q"(fi + fa, s My (Lo, w)) < Q7 (fr, 5, Mpyacy(1o)) + Q7 (f2, -, Mpeyac) (Lo, w))
(5.14)
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elde edilir.

Tanim 5.6 (En Iyi Yaklagim) A(-), (5.3) ve p(-) (5.1) ve (5.2) kosullarim sagla-
mak tizere f € M) (Lo, w) icin

En(f)/\/lp(.)_,k(.)(fo,w) = Tirelg,n ||f - TnHMp(.),)\(.)(Io,w)

seklinde tanimlanir.

5.2 Degisken Uslii Agirlhikli Morrey Uzaylarinda Yaklasim Teorisinin

Diiz ve Ters Teoremleri

Bu kesiminde yaklagim teorisinin diiz ve ters teoremlerinin ispati i¢in ihtiyac duyulan
bazi lemmalar verilecektir. /K/lvp(.), A (Lo, w), Mpyaey (Lo, w) degisken tislii agirlikh
Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarin kapanigi olmak tizere .//\/lvp(% Ay (Lo, w)

uzaylarinda yaklagim teorisinin diiz ve ters teoremleri ispatlanacaktir.

Tanim 5.7 N:={1,2,...} ve r € NU {0} olsun. W;(,)’A(,)(IO, w) homojen Sobolev-

Morrey uzay1

1 i

p(.)’A(.)(Io,’w) = ||f(r)||Mp(4),>\(.)(Io7w) < 0

olacak bicimde Iy da f() zayif tiirevi mevcut olan tiim f € L!¢(Iy, w) fonksiyon-
larimin simifidir.

W /\(,)(IO) homojen olmayan Sobolev-Morrey uzay1

1 fllw

p(.),,\(.)(lo,w) = ’|f|’Mp(.)’A(.)(]0,w) + Hf(r)HMp(,)’/\(_)(Imw) < 00

olacak bicimde tiim f € W;(,),/\(,)(Io,w) fonksiyonlarindan olugsan Sobolev-Morrey

uzayinin alt sinifidir.

fe Wg(.)?/\(,)(fo) olsun. Her z € Iy, r € N ve t > 0 i¢in

t t
A{f(x):/---/f(”(xjttl+-~-+tr)dt1---dtT (5.15)
0 0
seklindedir.

Asgagidaki lemmay1 ispatlamak i¢in (5.15) i kullanacagiz.
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Lemma 5.3 f € W;(,))\(,)(Io,w) ve w € Ap)(1op) olsun. Eger A(-), (5.3) kosulunu,
p(-) de (5.1) ve (5.2) kosullarim sagliyorsa bu durumda s > 0 i¢in

Q" (f, b Mpeyaey (Lo, w)) < Co" Hf(T)||/\4P(M(,)(10,w)7 d>0

gerceklenir.

Ispat. f € W’”l o, w) olsun, bu durumda f ™ e My (Lo, w) olur.
Q" (f, h; My (I 0, w)) tamminda (5.15) kullanilarak ve r kere genellegtirilmis Minkows-

ki esitsizligi uygulanarak
1 /9
L INT ’dt‘
Hé/ ‘ t <) My, ae) Hosw)

5t t
%/// f(’”)<-+t1+---+tr>
0 0
0
5_1r// f(?“)(._|_t1_|_...+tr>
0 0

gerceklenir. u = t; + 1o + - - - + ¢, dersek, bu durumda

dt,

Mypyac) (Ho,w)

<o

. dt,

Moy (Tosw)

1
I3 [ laroofe],
5 Jo My a¢) (Tosw)
5 5 St+tot+t,
<5l / /{1 / ()| dufata - at
— . u u PR r
> 51 5 ? Mp(),a¢) To,w)
0 0 toteettr
5 5 . ré
righ [ [ ool e
5t 70 / Myoray o)
0 0 0
1 rd
ol [l e,
0 /) M) ) Hosw)
0
<7 §"||Mf"
Mp(.)yA(-)(Ioﬂ'U)

saglanir. Maksimal fonksiyonun degisken iislii agirhikli Morrey uzaylarindaki sinir-

liligi ifade eden (5.9) esitsizligi kullanilirsa

1 6
5[ 1o, g <0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

f(?“)

Mpyac) (Ho,w)
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Lemma 5.4 f € My (lo,w) ve w € Ayy(Lp) olsun. Eger A(-), (5.3) kosulunu,
p(-) de (5.1) ve (5.2) kosullarinm sagliyorsa bu durumda her i > 0 i¢in

(f h M (IO, )) <2 ”fHMp(»),A(-)(IOﬂU)

elde edilir.

Ispat. (5.10) ve (5.11) den iicgen esitsizligi kullanilarak

Q(f, b Mpyae) (To, w)

sup H(S/ ‘Z —1)" st (4 st) ’dtH

0<6<m1n(27rh
5
™1
< 3 Ol /
0<0<min(2m,h) 5 8 0 0

My ac) (Ho,w)

£+ st) ‘dtH
Mp(y,ac) (Hosw)

1[0 1

w15/ ol + 3 Oll5 [ e +snla] }

0<§<m1n 2 h 0 ( ) Mp(~) A (IO,U/) szl S 0 ( ) Mp(.%)\@)(fmw)
80

sup { f + ( ) / 4 u ‘duH }
0<(5<m1n(27r h) My ) Ho,w) Z ) My, acy To,w)

o Ul SOl [ el
0<6<m1n 2m,h) Mpyae) Hosw) Z 0 ()2 () (Ho,w)

1 rd
< sup { f +r2" / f+ u)‘duH }

0<§<min(2m,h) Moy a) Ho,w) T(S My ae) Hosw)

elde edilir. R de f fonksiyonu 27-periyodik oldugundan genelligi bozmaksizin rd <
27 alabiliriz ve maksimal fonksiyonun degisken iislii agirlikli Morrey uzaylarindaki

siirhihgini ifade eden (5.9) esitsizliginden

O (f, by My aey (I, w)) < sup

{11 +r2¢] 7]
0<5<min(27,h) Mpyacy Ho,w)

Mp(~),)\(')(107w)}

=l

Mpyac) (Ho,w)

elde edilir. =

Tanim 5.8 (K-fonksiyoneli) f € M) . (lo, w) ve r > 1 i¢in K-fonksiyoneli

(1) = ot - el o)
(10) st = s B o I = 9ttt 19ty 100

biciminde tanimlanir.
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Agagidaki lemma h > 0 i¢in K-fonksiyoneli K, ( f, t> o) ile
M)A To,w
Q" (f, hy My a) (o, w)) diizgiinliik modiiliiniin denk oldugunu gostermektedir.

Lemma 5.5 f € M) (lo,w) ve w € Ayy(Lp) olsun. Eger (), (5.3) kogsulunu,
p(-) de (5.1) ve (5.2) kogullari saghyorsa bu durumda A > 0 ve her r € N igin
c Q"(f, hMpoyae) (Lo, w))
Kr<,h> < CO(f, by My (To, w)),
f Moo (f A() (o, w))

saglanir, burada ¢, C' > 0 sabitleri f ve h den bagimsizdir.

Ispat. g € Wy o, w) olsun. K, ( fs t)M — fonksiyonelinin tanimi goz
p(),A() (o,
oniine alindiginda, her f € M,y ) (o, w) icin Lemma 5.3 ve Lemma 5.4 ten

Q"(f, hs Mpyay (o, w)) < Q(f = g, by Mpeyae) (Lo, w)) + Q7 (g, s My a¢) (Lo, w))
< COO) (IF = 9mtyey sty + 9" ||Mp(.),k(<)uo,w>)
< 20K, (f.h)

p(-)A() To,w)

elde edilir.

Esitsizligin diger tarafini ispatlamak icin Steklov tipi doniigiimii tanimlayalim. Her

[ e MyoyanUo,w) ve h > 0 igin

a2 L2t

*(tit -+tT)>dt1 o dtdS

r- kez
olsun. Bu durumda
frh - fH
Moy (Tosw)
) T .
= Hh/ 5,,/ / )r+s+1f<gj—|— (tl+"'+tr)>dt1"'dtrd5H
h
Tkez
— D f(0) dt ---dtrchH
Hh/g 5r/ / Bt o 1 Mo o)
rkoz
1 1) 4
S sup y/ / Al f(o) diy---dt,
h<s<h 0 0 v Moy aey To,w)
r-kez
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elde edilir.
Boylece t =ty + - - - + t, alinirsa

e,
My, (Tosw)
6+t1+ Ftr—1
< sup T/ / f(-)dt dty---dt,_y
%S(ggh 5 t1+- -+t Mp(.))\(.)(fo,w)
rkcz
1 1 rd
S sup _r/ o / Agf()dt dtl cee dtT,1
h<s<n 0" Jo 0 " Mo, (Tosw)
r-kez
=7 sup — / / / )dt} dty--- dt,,_lH
h<s<h 0 ot My a) Ho,w)
gerceklenir.

Degisken {islii Lebesgue uzayi icin Minkowski integral esitsizliginden

=1,
Mp(yac) (To,w)

<rC su / /H /N dtH ty - dt,
(P ’L<6Eh 5t 0 Moy a¢) Hosw) '

< C(r,p(+)) sup Hé/ AV f dtH
0<d<min (27,h) My ac) Hosw)
< O(r,p(-)QY(f, by Mpyae (Lo, w))

elde edilir.

Aymi zamanda, f,.(x), z e gore diferensiyellenirse

r—1

h 4
-1y 2 [ r r+s+1/< r )’“—1 1 ( r—s )
S _— ~1 A K
fr,h (fE) h % 5" — | ( ) o r_ s =24 T+ , tr dtTd(S
2 h 1 r—1 r T;S(S r
= —/ = (—1)”5“/ ( ) N <x+t>dtd5
hJw 6" =\ 0 r—s J
2 " 1 = r r+s+1 erT:S(; T r
_Eé s | e / (—5) At s (w)duds

elde edilir. Dolayisiyla

|
—_

r

15 w) = (1) () A, f(w) o

50

D‘|NJ
m\:\;‘
%) =

3

S

w
Il
o



olur. Boylece

| <7 32 (1) oo () ()
r+1 71 - h
= 2h7" ; : (ris> %/0 ‘A%J(m)‘dé
r1 1L " =
<) ) = ()

gerceklenir.

Q" (f, hy Mpya) (o, w)) tanimindan

ES O My ney (o) < C0, RS, By My oy (To, w))

olur. Sonug olarak

K (s.1) < 1F = Foall sepncstond + BIES st
Mp(.),,\(.)(foﬂu)

S CQ(f, b My (Lo, w))

elde edilir. =

a = .
g(x) ~ 30 + ; agcostr + bysintz (5.16)
g € ./\/l ) (Lo, w) fonksiyonun Fourier serisi olsun. A(:), (5.3) kosulunu, p(-) de

(5.1) ve (5.2) kogullarim saglasin ve S, (z, g) n-inci kismi toplamlar dizisi olsun. w €
Apy(Ip) kosulu altinda Lemma 5.3 iin ispat metodu kullanilarak ve degisken iislii
agirlikli Lebesgue uzaylarinda verilen Israfilov ve Testici 2018b deki uygun sonug

uygulanarak

||g - Sn('7g)||Mp(4)7)\(.)(Io,w) < CEn(g)Mp(.),)\(.)(Io,w) (517)

E, (g)/\/lp(.),)\(‘)(fo,w) < ckE, (g)MP(.),)\(A)(Io,w) (5 18)

elde edilir, burada g, g fonksiyonunun eslenik fonksiyonudur.
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Lemma 5.6 g € W" ./\/l Aoy (T, w), w € Ayy(Ip) ve r > 1 olsun. Eger A(-), (5.3)
kogulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kogullarini sagliyorsa bu durumda

c T
En(g)Mp(.)»\(A)(Io,w) < FHQ( )HMP(.),)\(.)(Io,w)v neN,

gerceklenir, burada C' sabiti g ve n den bagimsizdir.

ispat.
g(x) ~ Z aicostx + by sintx
t=0
g e ./\/l () (o, w) nin Fourier serisi ve S,,(x, g) de kismi toplamlar dizisi olsun. Bu
durumda
g(x) ~ th costx — a;sintx
=0
olur.
Byi(x,g) := a;costx + bysintx, teN
olarak tammlayalim. O halde M, x)({o,w) normu ile g(x) = > By(z, g) olur.
=0
By(z,g) = a; costx + by sintx
<t L r7r>+b (t L 7“7T)
=ascos (tx + — — — sin (txr + — — —
’* 22 e 2 2
7 Loveost(e+ ) + bsint (o 57
= cos —-|agcost{z + o sint | x o
woin g [asint(e+ ) —becost(a+ 57|
n — |a; sin — ) -
sin - |arsint(z + o pcost(z + o
= Bt<x—|— %,g) cos% + Bt($+ %,g) sin%
ve
Bu(wg”) =B+ 5.0)
t\ T, g e+ o g
oldugundan

ZBt(x,g) = By(z,9) +COS%TZBt<;1: 5 ,g) +sm—ZBt<x+ —,g)
t=0 t=1

T o= 1 T e 1
— 0 - (r) i il 5(r)
= By(z,9) + cos 5 E tTBt<x,g ) +sin 3 ;Zl trBt (m,g )

t=1
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elde edilir. Bu durumda

o)~ Su(.9) = 3 Bil.g)
olur.
> 5 Bieg") = 30 F[Si(w0") = S (o9
t=n+1 t=n+1
- % H{[800.0) =] =[S0 -]
:til (- (t+11)”>[ (2:9) = " (a)] - (n+11>r[ r(9) =)
olmas1 ve
i B - i (5= ) [s) - 1)
S

olmasi goz oniine almirsa (5.17) esitsizliginden

= /1 1
< 1 RGN
Hg S HMP(M yo,w) — t:;-l (tr (t—}- 1)7‘) St( 9 ) g Moy (Toow)
1
+ Sn . (Y _ 4
(n + l)r ( g ) g Mp(.),k()(fo,w)

S, ( .’g(T)) _ g(r)

3 G @r)

il M) Hosw)

1
+ | [ (") =
(n+1) ( ) My ac) Tosw)
<o 3 (5~ i) o) —_—ye }
— el tr (t+1>r Mpy,ac) Ho,w) (n+1)r n My ae) Hosw)

= /1 1 1
C{ (_ _ )E &) E, (3" }
+ t;l tr (t+1) (9 )Mp<‘>,x<»>(107w) * (n+1)r (9 )Mp<»>,x(-)(107w)
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elde edilir. (5.18) esitsizliginden

— S (- H
Hg (-.9) Mpyac)Ho,w)
= /1 1 1
<O o 5, () )
( >Mp<~>,x<->(107w) t;l o (t+1) (n+1)r
= /1 1 1
+ OB, (5 (> (- )+ }
( )Mp(.),x()(foﬂﬂ) tzn;l tr (t+ 1)r <n+1)r

C
< ————FE, (g™
= (n+ 1)r (g >Mp(~),)\(')([0,w)

gerceklenir. Boylece
En(g)Mp(.)’A(.)(Io,w) < Hg - Sn< '7g)||Mp(')7/\(')(IO7w)
<E,

(g(r)) M) How) = ||g(7") HMM-),A«)(IW)

elde edilir. =

Simdi degigken iislii agirhikli Morrey uzaylarinda Bernstein esitsizligini verecegiz.
S.N. Bernstein 1912 yilinda trigonometrik polinomlarin L., normlar1 i¢in kendi
adiyla anilan egitsizliklerin ilkini ispatlamigtir. Akgun 2011b de yer alan esitsizligin
genel hali herhangi bir T,, € 7,, i¢in

||T7Ek)||Lp(.)(]0»w) S anHTnHLP(.)(IOﬂU)’ k S N
seklindedir, burada p(-), (5.1) ve (5.2) kogullarimi saglamaktadir.

Agagidaki Lemmada degisken fiislii agirlikli Morrey uzaylarinda Bernstein egitsizligi

ifade edilecektir:

Lemma 5.7 (Degisken Uslii Agirlikli Morrey Uzaylarinda Bernstein Esit-
sizligi) A(+), (5.3) kosulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kosullarin saglasm ve w € A,y (/o)

olsun. Bu durumda her 7;, € 7,, trigonometrik polinomu ve k£ € N i¢in

||Trgk)||/\/lp(.),>\(.)(10,w) < an||Tn||Mp(.),A(.)(10,w)7 neNU {O}

gerceklenir, burada C' sabiti n den bagimsizdir.
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Ispat. Ispat Israfilov ve Testici 2018b, Lemma 5 te ispatlanan Lyy(Ip, w) da Bern-

stein egitsizligi kullanilarak Lemma 5.3 dekine benzer sekilde elde edilir. m

Teorem 5.1 (Diiz Teorem)f € ./f\Avp(.),A(.)(IO, w) ve w € Ayy(Ip) olsun. A(+), (5.3)
kosulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kogullarim saglasin. Bu durumda

1
En(f) My a0y o) < C V' (f, =5 Mpyae (o, w), n € N

gerceklenir, burada C' > 0 sabiti f ve n den bagimsizdir.

Ispat. g € W;(.)7A(.)(]07 w) olsun. Lemma 5.6 ten
En(f)./\/lp(.)»\(.)(fo,w) < En(f - g)Mp(.)A(.)(Io,’LU) + En(Q)Mp(')’A(,)(IO,w)
C T
< ||f i g||/\/lp(4),>\(.)(107w) + FHQ( )HMP(.),)\(.)(IO,w)

elde edilir. Bu esitsizlik her g € W;(% AC) (Ip, w) icin saglandigindan K-fonksiyonelinin

tammindan ve Lemma 5.5 ten

1
E, w) < C’Kr< ,—)
(f)Mp(-M(J(IO’ ) = / N/ Mp(yac) (How)

oo 1
< CQ(f, E;Mp(.),x(-)([t);w))

geceklenir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 5.1 f € /f\;l/p(.)y,\(.)(lo) olsun. A(+), (5.3) kosulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2)

kogullarini saglasin. Bu durumda

1
En(f)/\/lp(.),,\(.)(fo) < cQ (fa ﬁ; Mp(~),/\(~)(10>>7 n €N

elde edilir, burada C' > 0, f ve n den bagimsiz bir sabittir (Guliyev vd. 2019).

Teorem 5.2 (Ters Teorem) f € /K/lvp(.),,\(.)(lo,w) ve w € Apy(Lo) olsun. A(-),
(5.3) kogulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kogullarin saglasin. Bu durumda

T 1 C - r—
Q(f, E;Mp(~),)\(~)<107w>> < F{Eo(f)M,,(.),A(.)(fo,w) +> m lEm<f>Mp(.),)\(.)(lo,w)}
m=1

elde edilir, burada n € N ve C' > 0 sabiti f ve n den bagimsizdir.
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Ispat. T, € 7T, Mp( (y(lo, w) uzaymda f fonksiyonuna en iyi yakinsayan polinom

olsun. Herhangi bir j = 1,2, ..., tamsayis1 i¢cin K-fonksiyonelinin tanimindan

K (1, L

n>Mp(~),)\(-)([07w)

1
: _ (r)
gEW;(;,Ii(f')(Io,w) { ||f gHMp(')A(-)(IO’w) n” Hg HMP(')”\(')(IO’w)}

1
<||f = Tt HMp(~),>\(-)(]07w) + FHTQ(;ll HMp(.),,\(»)(Imw)

elde edilir. Lemma 5.7 kullamlarak

175 vty o) < NTE = Tl gt ZHTQHI—T soaoTow)

J
< c{ 173 = Tollae,, roy oy + 3 20 [ Tyser — Ty ||Mp(.),k(_)(,o,w)}
1=0

S C{El(f)/\/lp()7/\()([0,w) + EO(f)Mp()7,\()(IO7w)

J

+

2(i+1)T{E2i+1(f)Mp(-),A< (tow) + Bai (f) )’“')(Io’w)}}

=0

J
= O{Eo(f)/‘/‘p«m(»(fmw) + Z Q(l“)TE?i(f)Mm-),A(-)(IO’w)}
=0

J
C{EO(f)Mp(.),AU(Io,w) + 2TE1<f)Mp(.),>\(.)(Io,w) + Z 2(l+1)TE2”L (f)/\/lp(.))\(.)(lo,w)}
=1

elde edilir.

2(i+1)rE2i (f)/\/lp(.),x(.)(]o,w) < 2% Z mr_lEm(f)Mp(.),A(.)([o,w) (519)

m=2i—141

oldugundan her 7 > 1 igin

| T5i+1 ) ||Mp(»),/\(-)(107w)
27

< C{EO(f) Mpy,acy Ho,w) +2" El(f) My ae) Hosw) + 227‘ Z mr_lEm(f)MP(-)y)\(')(IO’w)}

m=2

27
< C{Eo(f)/\/lp(.),,\(.)(lo,w) + Z mrilEm(f)Mp(,),,\(-)(Io,w)}
m=1
26



gerceklenir. 2/ < n < 27! olacak bicimde j secerek 5.19 dan

_ 200" Byiin (f) My ync (o)
E21+1(f)Mp(-),A(-)(IO7w) - 2(]+1)T

1

S 52(j+1)TE2j+1 (f)Mp(A)VA(.)(onw)

2j
1 —
S ﬁ Z m 1Em(f)/\/lp(‘)7)\(‘)([07w).

m=2i—-141
saglanir. Lemma 5.5 ten

1 1
O (f, =3 Moy ae (T, w SCKT( ,—)
(f n w( )’A()( 0 )) f n Mp(.),x(.)(lo,w)
1
< CE2j+1(f)Mp(.),A(.)(Io,w) + FHTZJ"H ||Mp(.),>\(.)(10,w)
o) g
S F Z mr_lEM(f)Mp(A)’A(,)(Io,w)
27141
27
+ E{E0<f)./\/lp(.),x(.)(lo,w) + Z mrilEm(f>Mp(,),A(-)(Io,w)}
m=1
O . r—1
= _{Eo(f)Mm-),A(-)(Iva) T Z m Em(f)Mp(-),A(-)(Iva)}'
m=1

n?"

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 5.2 f € /\71,(.),,\(.)([0) olsun. A(+), (5.3) kogulunu, p(:) de (5.1) ve (5.2)

kosullarini saglasin. Bu durumda her » € N igin

. ¢ ~
Q <f7 57 'Mp(~),)\(~) (‘[0)) S F{EO(f)Mp(J,)\(»)(IO) + Z m lEm(f)Mp(.)A(.)(I())}
m=1

saglanir, burada n € N ve C' > 0 sabiti f ve n den bagimsizdir (Guliyev vd. 2019).
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6. TARTISMA VE SONU(C

Tezin ii¢iincii boliimiiniin birinci kesiminde M,, 5(1y) Morrey uzaylarinda diizgiinliik
modiilii, en iyi yaklagim ve K-fonksiyonellerinin tanimi yapilmigtir. Bu boliimiin
ikinci kesiminde ise Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla en iyi yaklagim
aragtirilmigtir. Morrey uzaylarinda yaklagimin diiz ve ters teoremlerinin ispatlanabilmesi
icin gerekli olan baz1 yardimci lemmalar verilmistir. Diizgiinliik modiilii yardimiyla
K-fonksiyonelleri karakterize edilip, bu uzaylarda trigonometrik polinomlar icin
Bernstein esitsizligi elde edilmistir. Ayrica M, y(1y) Morrey uzaylarinda trigonometrik

polinomlarla yaklasimin diiz ve ters teoremleri ispatlanmigtir.
Lemma 6.1 f € M, (lp),0<A<1vel<p< ooolsun. Bu durumda her r € N
icin ¢, C' > 0 sabitleri ile

c QU (f, h, Mpa(Io)) < Ko (f, h)pmyaro) < CU(f, hy Mpa(lp)), 0<h <c(r,\)

saglanir.

Lemma 6.2 (Morrey Uzaylarinda Bernstein Esitsizligi) f € M, \(lo),
0<A<1lve 1<p<ooolsun. Bu durumda C, n den bagimsiz bir sabit olmak

iizere her T, trigonometrik polinomu ve k£ € N icin
1T tyntr0) < O | Tl 10), 1 € NU {0}

esitsizligi gergeklenir.

Teorem 6.1 (Diiz Teorem) [ € /T/l/p’,\(lo), 0<A<1vel<p<ooolsun. Bu

durumda her r € N igin

1
En(f)Mp,)\(Io) <C QT(fa ;7 Mp,/\(lo))a nzr

gerceklenir, burada C' > 0, n den bagimsiz bir sabittir.
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Teorem 6.2 (Ters Teorem) [ € /T/l/p,,\([g), 0<A<1lvel<p<ooolsun. Bu
durumda her r € N i¢in

1 C .
Q(f, EaMp,)\(IO)) < v {Eo(f)Mp,A(JO) + Z m” 1Em(f)Mp,A(IO)} ,neN
m=1

saglanir, burada C' > 0, n den bagimsiz bir sabittir.

Doérdiincii boliimiin birinci kesiminde M, 5 (1o, w) agirhikl Morrey uzaylarimin tanimi
ve bu uzaylarda diizgiinliik modiilii, en iyi yaklasim ve K-fonksiyonellerinin tanimi
verilmigtir. Bu boliimiin ikinci kesiminde ise agirlikli Morrey uzaylarinda trigonometrik
polinomlarla en iyi yaklagimin arastirilabilmesi icin gerekli olan yardimci lemmalar
ispatlanmigtir. Diizgiinliik modiilii yardimiyla K -fonksiyonelleri karakterize edilmistir.
Ayrica bu uzaylarda trigonometrik polinomlar i¢in Bernstein esitsizligi elde edilmistir.
Agirlikh Morrey uzaylarinda trigonometrik polinomlarla yaklagimin diiz ve ters prob-

lemleri incelenmigtir.

Lemma 6.3 f € M, \(lp,w),0 <A <1 1<p<oovew e Ay(l) olsun. Bu

durumda her r € N ve 0 < h < ¢(r, A\, w) icin ¢, C' > 0 sabiti ile
c Qr(ga hv Mp,/\(IO’ w)) S Kr(f> h)Mp,A(IO,w) S C QT(f? h7 Mp)\([(b w))

elde edilir.

Lemma 6.4 (Agirlikli Morrey Uzaylarinda Bernstein Esitsizligi) f € M, \(Io, w),
w e AL, 0 <A< 1lvel < p < oo olsun. Bu durumda herhangi bir 7,

trigonometrik polinomu ve k € N i¢in n den bagimsiz C' sabiti ile
1T My rtto0) < CF | Tl ty oy 1 € NU{O}

elde edilir.

Teorem 6.3 (Diiz Teorem) [ € ./K/lvp,,\(lg,w), 0<A<L,l<p<oovew €
A,(Iy) olsun. Bu durumda her » € N i¢in f ve n den bagimsiz C' > 0 ile
1
En(f) myattow) < C Q° (f, ﬁaMp)\(]Oaw)> , n=>r

elde edilir.
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Teorem 6.4 (Ters Teorem) f € //\Zp,,\(lg,w), 0<A<l,l<p<oovew €
A,(1y) olsun. Bu durumda her r € N igin i ile

C n
Q" <f7 %7Mp,)\(107w)> < F{Eo(f)Mp,A(Io7w) + ;mr_lEm(f)Mp’A(Iw)}, neN

elde edilir, burada C' > 0, f ve n den bagimsiz bir sabittir.

Besinci boliimiin birinci kesiminde M,y z)(fo, w) degisken iislii agirhikli Morrey
uzaylar: tanimlamigtir. Bu uzaylarda diizgiinliik modiilii ve en iyi yaklagimin tanimi
ile baz1 temel kavramlar verilmistir. Ikinci kesiminde ise yaklagim teorisinin diiz
ve ters teoremlerinin ispat1 i¢in ihtiya¢ duyulan bazi lemmalar verilmigtir. K-
fonksiyonellerini tanimlanip, diizgiinliik modiilii yardimiyla K-fonksiyonelleri karak-
terize edilmigtir. Ayrica bu uzaylarda trigonometrik polinomlar igin Bernstein egit-

sizligi elde edilmigtir.

Lemma 6.5 f € M. (lo,w) ve w € Ayy(Ip) olsun. Eger A(+), (5.3) kogulunu,
p(+) de (5.1) ve (5.2) kosullarim saghyorsa bu durumda ~ > 0 ve her r € N i¢in

¢ U (f, hiMy) a0 (o, w))

<K, <f7 h) < O (f, by Mpya) (Lo, w)),
Moy osw)

saglanir, burada ¢, C' > 0 sabitleri f ve h den bagimsizdir.

Lemma 6.6 (Degisken Uslii Agirhikli Morrey Uzaylarinda Bernstein Esit-
sizligi) A(-), (5.3) kosulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kosullarini saglasin ve w € A,y (/o)

olsun. Bu durumda her 7T,, € 7,, trigonometrik polinomu ve k£ € N i¢in

T3 My to) < N1 Tl g n € NU{0}

p()AC) Tow)s

gerceklenir, burada C' sabiti n den bagimsizdir.

Teorem 6.5 (Diiz Teorem)f € /f\Avp(.),A(.)(IO, w) ve w € Apy(1o) olsun. A(-), (5.3)

kosulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kogullarim saglasin. Bu durumda
1
En(f)Mp(.),A(.)(Io,w) <CQ (fv E; Mp('),)\(')(jmw))? neN

gergeklenir, burada C' > 0 sabiti f ve n den bagimsizdir.
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Teorem 6.6 (Ters Teorem) f € ./Wp(.)’,\(.)(fo,w) ve w € Apy(lp) olsun. A(:),
(5.3) kogulunu, p(-) de (5.1) ve (5.2) kosullarimi saglasin. Bu durumda

r 1 C - r—
Q (f? 57 Mp(~),)\(~) (-[Oa w)) S E{Eo(f)Mp(»),/\(-)(IOﬂU) + Z m 1Em<f)Mp(.),,\(.)(Io,w)}
m=1

elde edilir, burada n € N ve C' > 0 sabiti f ve n den bagimsizdir.

M, (1p) Morrey uzaylar: 1938 yilinda Morrey tarafindan ikinci dereceden eliptik
kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri ve varyasyonlar analizi teorisindeki prob-
lemlerle ilgilenirken ortaya ¢ikarilmigtir. Morrey uzaylarinin kismi diferensiyel denk-
lemlerin ¢oziimlerinin regiilerlik 6zelliklerinin ¢aligilmasi ve kesin 6n esitsizliklerinin
bulunmasi gibi konularda énemli uygulamalar1 vardir. Daha sonra Morrey uzay-
larinin Navier-Stokes ve Schrodinger denklemleri, siireksiz katsayili eliptik problem-

ler ve potansiyel teorisinde 6nemli uygulamalar: ortaya ¢ikmigtir.

Yaklagim teorisi son yillarda bircok matematikcinin ilgisini ¢eken oldukga giincel
ve popiiler bir konudur. Bilgisayarlarin gelismesiyle bu alandaki aragtirmalar daha
da giiglenmistir. Son zamanlarda bu teori o kadar gok geniglemistir ki analizin
diger tiim dallar ile 6nemli ¢lgiide kesigir hale gelmistir. Ayrica bir¢ok uygulamali
bilimler ve miihendislik dallarindaki uygulamalarda yaklagim teorisi énemli bir rol
oynamaktadir. Bu alandaki temel problem normlu bir uzaydaki karigik bir fonksiy-
ona yakinsayan daha basit ve daha iyi 6zelliklere sahip (tiirevlenebilen, integral-
lenebilen, polinom veya rasyonel fonksiyon gibi) bir fonksiyon bulmaktir. Bu prob-
lemin ¢oziimii verilen bir fonksiyonla bu fonksiyona en iyi yaklagan eleman arasin-
daki hatanin hesaplanmasi, fonksiyonun belli karakteristik 6zelliklerinin (6rnegin,
diizgiinliik modiilii yardimiyla) degerlendirilmesi gibi bazi problemlerin ¢oziimii i¢in

bir temel olugturmaktadir.

Weierstrass teoremi ve Jackson esitsizligi yaklagim teorisinin temel araglaridir. Jack-
son esitsizliginin benzeri ortalama yaklagim ve daha yiiksek dereceli siireklilik mo-
diilii i¢in de gegerlidir (Timan 1963). S. Bernstein (Bernstein 1912) siirekli fonksi-

yon uzaylarinda bazi 6zel durumlar icin Jackson esitsizliginin tersini elde etmistir.
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Daha sonra E.S. Quade (Quade 1937), S.B. Stechkin (Stechkin 1951), A.F. Timan
(Timan 1963), A.F. ve M.F. Timan (Timan, A.F. ve Timan, M.F. 1950) vb. L,
Lebesgue uzaylar: da dahil olmak {izere Jackson esitsizliginin ters tip esitsizliklerini
ispatladilar. Bu tip esitsizlikler eglenik fonksiyonlarin 6zelliklerinin aragtirilmasinda,
mutlak yakinsak Fourier serilerinin ¢alisilmasinda (Stechkin 1951) ve ilgili problem-
lerde 6nemli rol oynamistir. Lebesgue uzaylari, agirlikli Lebesgue uzaylari, degisken
iislii Lebesgue uzaylari, agirlikli degisken iislii Lebesgue uzaylari, agirlikli Lorentz
uzaylari, Smirnov-Orlicz uzaylari, Morrey uzaylari, genellegtirilmis Morrey uzay-
lar1 ve Morrey-Smirnov uzaylari gibi bir ¢ok uzayda yaklagim teorisi galigilmigtir.
Yaklagimin lokal oldugunu gosteren degisken iisliit Morrey uzaylarinda da yaklasim
teorisinin diiz ve ters teoremleri incelenmistir. Dolayisiyla bu tezde M, \(1y) Mor-
rey uzaylari, M, »(lo, w) agirhikli Morrey uzaylar1 ve M) x.)(lo, w) degisken iislii
agirlikli Morrey uzaylar: gibi Morrey tipli uzaylarda elde edilen sonuclarin hem teori

hem de uygulama alaninda énemli gelismeler ortaya ¢ikarmasi beklenmektedir.
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