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OZET

Doktora Tezi

Kosegenlestirilebilir Olmayan Anakatsayili Iki Bilegenli

Burgers Denklem Sistemlerinin Simetri Siniflandirmasi

Daryoush TALATI

Ankara Universitesi
Fen bilimleri Enstitiisi

Fizik Mithendisligi Anabilim dal

Danigman: Yrd. Dog. Dr. Refik TURHAN

Belirli bir agirhik gsemasina gore tiirdeg, anakatsayisi kosegenlestirilebilir olmayan
iki bilegenli Burgers denklem sistemleri yiiksek simetri varligina gore siniflandirildi.
Ikinci dereceden sistemlerden ticiincii dereceden simetri, ticiincii dereceden sistem-
lerden ise besinci dereceden simetri kabul edenler belirlendi. Yiiksek simetriye sahip
oldugu belirlenen sistemler ayrica yiiksek kanonik korunum kanunlari agisindan da
aragtirildi. Bulunan onti¢ yeni yiiksek simetrili sistemden altisinin yiiksek korunum
kanunu da oldugu gozlendi. Sadece yiiksek simetrisi olan sistemlerin master simet-

rileri, yiiksek korunum kanunlu sistemlerin ise yapi iglemcileri aragtirildi.

Subat 2013, 59 sayfa

Anahtar Kelimeler: Iki bilegenli Burgers denklem sistemi, Cift-Hamiltonsal, Mas-

ter simetri



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

Symmetry Classification of Two Component

Burgers Systems with Nondiagonalizable Main Coefficient Matrix

Daryoush TALATI

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Engineering Physics

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Refik TURHAN

Two component Burgers systems with nondiagonalizable main matrix which are
homogeneous in a certain weighting scheme are classified for existence of a higher
symmetry. Second order systems are searched for existence of a third order, third
order systems are searched for existence of a fifth order symmetry. Systems obta-
ined to possess a higher symmetry are further investigated for higher conservation
laws. Out of thirteen newly obtained systems possessing a higher symmetry, six
are observed to possess higher canonical conservation law also. Systems with only
higher symmetry are investigated for their master symmetries. Systems with higher

conservation laws are investigated for their structure operators.

Februay 2013, 59 pages
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1. GIRIS

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler ve bunlarin ¢ok bilegenli sistem-
leri bir¢cok alanda ortaya ¢ikmaktadir. Dogrusal denklemlerin analizinde kullanilan
Fourier, Laplace doniisiim yontemleri gibi yontemler dogrusal olmayan denklem-
ler i¢in kullanigh olmadigindan dogrusal olmayan denklemlerin analitik ¢oziimlerine

ulagabilmek yakin zamanlara kadar miimkiin olmamaistir.

Zabusky ve Kruskal’in 1960’larin ortalarinda niimerik yontemlerle (Zabusky ve Krus-
kal 1965) daha sonra da analitik olarak Gardner ve digerlerinin (Gardner vd. 1967)
dikdortgensel kanal icindeki sig su yiizeyinde olusan dalgalari modellemek iizere
Korteweg ve de Vries tarafindan ortaya konulmug olan KdV denkleminin (Korte-
weg ve de Vries 1895) bazi ¢oziimelerini bulmalar1 ve bu ¢oziimlerin soliton olarak
adlandirdiklari, birbirleriyle etkilegimleri iist liste binen dalgalar yerine, carpisarak
sacgilan parcaciklarin davranigina benzer ¢oziimler oldugunu gostermeleri, dogrusal
olmayan denklemlerin matematiksel 6zelliklerinin aragtirilmaya baglanilmasi agisin-

dan ¢igir acic1 olmustur.

Sonraki yillarda integre edilebilir denklemlerin Lax formiilasyonu, oto-Backlund
dontigiimleri, Hirota formilasyonu, Painleve ozelligi, yiiksek simetriler, bu simet-
rilerin sonsuz sayida oldugunu gosteren simetri tekrar iglemcileri ve master simet-
riler, ylksek korunum yasalari ve bu yasalarin sonsuz sayida oldugunu gosteren
¢oklu-Hamiltonsal yapilar, formel simetri gibi yapilara sahip olabildikleri ortaya ko-

nulmustur.

Genel olarak integre edilebilirlikle ilgili yapilardan birinin varhgi gosterilebilmig bir
denklemin diger yapilara da sahip oldugu gozlenmistir. Ancak spesifik bir denk-
lem i¢in bu yapilardan birinin bulunmasi, diger yapilarin da varhigi ya da kolayca

bulunabilecegi anlamina gelmemektedir.



Anilan yapilardan sonsuz simetriler integre edilebilir denklemlerin hepsinin temel
ortak ozelligidir. Sadece simetri anlaminda integre edilebilir olup korunum yasalari
olmayan denklemler Calogero tarafindan ”C-integrable” olarak adlandirilmislardir
(Calogero 1991). Bu tiirden denklemler bir déniigiim ile dogrusal bir denklemle ilinti-
lendirilebilmektedirler. Ayni terminolojide, korunum yasalari anlaminda integre edi-
lebilir olan dogrusal olmayan denklemler ise ”S-integrable” olarak adlandirilmakta
ve bu tiirden denklemlerin, uygun baslangic kosullariyla, ters sacilma yontemiyle

integre edilebilecegi diigtiniilmektedir.

Ik olarak Ibragimov ve Shabat (Ibragimov ve Shabat 1980) ve eszamanl olarak
Fokas (Fokas 1980), yiiksek simetrinin varhgimi integre edilebilir olmanin 6n kogulu
olarak belirleyerek bazi denklemler sinifin1 bu agidan simiflandirmiglardir. Yiiksek
simetriler ve korunum yasalar1 esas alinarak bircok denklem ve denklem sistemleri
sinifi, gesitli aragtirmacilar tarafindan integre edilebilir olmasi muhtemel yeni sis-
temleri belirlemek {izere simflandirilagelmistir (Sokolov ve Shabat 1984, Mikhailov
ve Shabat 1985, Mikhailov ve Shabat 1986, Fokas 1987, Mikhailov vd. 1987, Mikha-
ilov vd. 1988). Bu yaklagimlarla yapilmig aragtirmalar, 1991’de (Mikhailov vd. 1991)
ve daha sonra 2000’de (Adler vd. 2000) ¢alismalarinda derlenmisgtir. Yiiksek simetri
ve korunum yasalari integre edilebilir olmasi muhtemel denklemlerin aragtirildigi

yegane nicelikler degildir.

Simetri ve korunan nicelikler iizerine kurulan diger yapilar1 temel alan siniflandirma
galigmalarindan, Lax formulasyonunu asas alarak yapilmig olan (Drinfeld ve Sokolov
1981, Svinolupov 1993), simetri tekrar iglemcilerine dayali (Giirses ve Karasu 1998),
Painleve ozelligine dayali (Kalkanh Karasu 1997, Sakovich 1999), ¢ift-Hamiltonsal

yapiya dayali (De Sole vd. 2010) siniflandirmalarima érnek galigmalaridir.

Bu tezde belirli bir semaya uygun olarak olusturulan iki bilegenli denklem sistemi
siniflarindaki yiiksek simtriye sahip sistemlerin belirlenmesi en temel amactir. Bu
amaca doniik olarak ikinci boliimde simetri ve simetrilerin sonsuzlugunu gostermek

iizere kullanilan yapilarin o6zet tamimlariyla baslayip, ti¢iincii boliimde ele aldigimiz



iki bilegenli Burgers denklem sistemleri siniflarini belirlemek i¢in kullandigimiz agirlik
semasini ve bu semaya uyan sistemler sinifindaki denklemleri birbirlerinden ayird et-
mek iizere kullandigimiz esdegerlilik olciitlerini agiklayacak, sonra da dordiincii ve
besginci boliimlerde simiflandirmamizin sonucu olarak ortaya ¢ikarmig oldugumuz bi-
birleriyle esdeger olmayan yeni denklem sistemlerini ve bu sistemler icin yiiksek
simetri diginda bulabilmig oldugumuz integre edilebilirlik ile ilgili diger yapilarin

listesini verecegiz.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu ¢aligmada ele alinan denklem sistemleri, bir zaman t ve bir uzunluk = bagimsiz

degiskenlerine bagh iki bagimh degisken u(t, z) ve v(t,z)" den olugan

w \ [ Flu,v]
v )\ Glu,v] )’
bigimindeki iki bilegenli evrimsel kismi diferansiyel denklem sistemleri (kisaca sis-

temler) olacaktir. Ancak sadelik agisimdan asagida verecegimiz tammlar1 skaler (tek

bilegen)
u = Flul,

durumu igin verecegiz. Burada verecegimiz tamimlarin keyfi sayidaki bagimsiz ve
bagiml degiskenler durumundaki daha genel halleri kapsamli olarak (notasyon ola-
rak da kendisine sadik kalmaya ozen gosterecegimiz) (Olver 1993) kitabinda ve-
rilmigtir. Yukaridaki ifadenin sag kisminda kogeli parantezle verilen F'[u] ile en
genelde bagimsiz degigkenler z, ¢, bagimh degisken u ve uw'nun (sadece) z’e gore
sonlu sayida dereceden tiirevlerini barindiran diizgiin (tiirevlenebilir) bir fonksi-
yon ifade edilmektedir. Yazim kolayligi acisindan x degiskenine gore kismi tiirevleri
g—z = Uy, % = Us, .., % = u,, bi¢iminde, z’e gore tiirev derecesini belirten alt indis

konumundaki bir sayiyla gosterecegiz.

En yiiksek tiirev derecesi k olan u;’ya bagh diizgiin bir F[u| diferansiyel fonksiyo-

nunun x’e gore toplam tiirevi

_dAF _9F OF  OF OF

DF) =" =2 gt .+
(F) dz ox + 8uu1+8u1u2+ +8uku(k+l)



ve daha yiiksek dereceden toplam tiirevler, geleneksel oldugu iizere,

nF
dfl:n :D (F)? TLEZ"F’

ile, D7tile de DD™! = D7'D = 1 varsaymmyla D islemcisinin bicimsel tersi goste-

rilecektir.
2.1 Simetri

integre edilebilirlik en temelde simetriler izerinden tanimlanmig bir kavramdir. O ne-
denle simetrinin tanimi da baglangi¢ noktamiz olmaktadir. Burada vermekte oldugu-
muz tanim, simiflandirmamiz acisindan kullanighiligi dolayisiyla evrimsel bigimdeki
simetri tanimidir. Simetrinin evrimsel bicimi ve yiiksek boyutlu uzaylarda daha
yaygin olarak kullanilan geleneksel bicimi esdegerdir. Her boyutta iyi kurulmus bu

egdegerlilik icin (Olver 1993) kitabina bakilabilir.

Tanim 1 : Herhangi bir diizgiin F[u] diferansiyel fonksiyonu i¢in F’in Frechet tiire-

vinin Q[u| diferansiyel fonksiyonu iizerine etkisi

d
Dr(Q) = d_sF[u + Q)] |o=o,

olarak tanimlanir. F[u]nun bagh oldugu en yiiksek tiirevli w,’in derecesi n olmak

tizere bu tamimdaki

DF:Z;gZ:Di

islemcidir.

Karakteristigi Q[u] olan, karakteristik bigimdeki Vg = Q[u]%- vektér alanma, ka-

rakteristigi F'[u] olan diger bir vektor alaninin Frechet tiirevinin etkisi Dp(Q), Q|u]



karakteristikli evrimsel vektor alaninin yiiksek dereceli tiirevlere genigletimi (prolon-

gation) olarak

i=0 v

tamimlanan prVpnun Fu] karakteristikli evrimsel vektér alanina etkisiyle

Dr(Q) = prVo(F),
aynidir (Olver 1993).

Bu nedenle bir vektor alaninin akimlariyla diger bir vektor alaninin akimlarinin
siradegigimli olmas1 anlamindaki simetrinin tanimi Frechet tiirevi tizerinden agagidaki

gibi verilebilmektedir.

Tanim 2 : Evrimsel bir

Ut = F[’LL],

denklemi, sonsuz-kiiciik iireteci karakteristik bicimde Vo = Q[u]S- olan vektor

alaninin tanimladig1 tek parametreli dontigiim grubu altinda degismez kaliyor

oQ
2L+ Dp(Q) — Do(F) =0, (1)

ise Vo = Q[u]Z'ya, ya da kisaca karakteristik Q[u]'va, ya da Vp vektor alanimin
Q ou Q

akimlarini tanimlayan evrimsel denklem bigimdeki

Ur = Q[U],



ifadesine u; = F'[u] denkleminin simetrisi denir.

Ornek 1 : (Olver 1993) Potansiyel formundaki ikinci dereceden

Uy = uy + U, (2.2)

Burgers denkleminin karakteristigi

F =uy+ul, (2.3)

ve bu karakteristigin Frechet tiirevi

Dy = D* 4 2u; D, (2.4)

olur. Bu denklem igin Q[x,t,u, uy, us,us] karakteristikli bir simetri varsayimi ile

(2.1)’in @ i¢in ¢dziimi

Qo = 1,

Q1 = u,

Q2 = 2tu; +z,

Qs = us+uj,

Qs = 2t(up+ud) + zuy,

Qs = 4t%(ug +u) + 4tuy + 2t + 22,

Qs = uz+ 3ujuy + ul,

Q7 = 2t(us+ 3ujug +ud) + x(ug + ul),

Qs = 4t%(uz + 3ujug + ui) + 4tz (ug + ui) + (2t + x)uy,

Qo = St*(us + 3ugug +ud) + 12622 (ug + u) + (12t + 6t2?)u,
46tz + 2°,

Qs = oz, t)e ™,



karakteristikli simetrileri ortaya ¢ikarir. Yukaridaki son karakteristikteki ¢(z, t), ¢y =
@4 11 denkleminin herhangi bir ¢oziimiidiir. Bu karakteristiklerle evrim parametreleri

7, =0,1,...,5, ¢ olmak tizere yazilacak

un, = [Ou]u,

ur, = [Ouu,

Ur, = [2t0, + x0y]u,

Uny = u = [0u,

Uy, = 2tuy + zug = [2t0; + x0,]u,

Up, = 4%, + dtug + 2t + 2 = [420, + 4t0; + (2t + 2°)0,|u,

Ur, = [p(x,t)e”"0y]u,

evrimsel denklem bigimindeki ifadeler anilan karakteristiklere karsilik gelen (simetri)

vektor alanlarimin akimlar: olmaktadar.

Evrimsel bir denklem i¢in yukaridaki Tanim (2.1) kullanilarak «'nun istenilen her-
hangi bir dereceye kadar tiirevlerini barindiran Q[u] karakteristikli bir simetrinin
var olup olmadig1 algoritmik olarak arastirilabilirdir. Ancak asagidaki tanim bun-
dan daha fazlasimi gerektirmektedir.

Tanim 3 : Evrimsel

up = Flu,

denklemi sonsuz sayida simetriye sahip ise simetri integre edilebilirdir.



2.2 Simetri Adim i§lemcisi

Evrimsel bir denklemin sonsuz sayida simetrisinin var oldugunu gosterebilmek baglica
iki durumda miimkiin olmaktadir. Bunlardan birincisi ele alinan denklemin simet-
rilerine uygulandiginda yine denklemin bagka bir simetrisini veren, agagida tanimi

verilmig olan, simetri tekrar iglemcisinin bulunmus olmasidir (Olver 1978).
Tanim 4 : Diferansiyelimsi R iglemcisi,
u = Flul,

denkleminin simetrilerine uygulandiginda yine denklemin baska bir simetrisini veren

ve denklem ile
R; = [Dp, R], (2.5)

siradegigim iligkisini saglayan bir iglemci ise R, u; = F[u] denklemin simetri tekrar

(recursion) iglemcisidir.

Yukaridaki tanima uyan bir simetri tekrar iglemcisi yazilabilmis herhangi bir denkle-

min, agagidaki ornekte de gosterildigi iizere, sonsuz sayida simetrileri oldugu aciktir.
Ornek 2 : KAV denklemi U = Uz + v icin

2 1
R = l)2 + gu + §U1D_1,

bir simetri tekrar iglemcisidir. Clinkii Tanim (2.5) deki

2 1
Rt = gut + gultD_l



2 1
= §(U3 + uuy) + g(u4 + uug +ud)D 7,

ile

2 1
Dugsuns, Rl = (D* +uD +u)(D* + Zu+ 2w D7)

2 1
—(D* + Sut gulDfl)(D?’ +uD + uy),

ifadesi birbirine esittir. Bu simetri adim iglemcisini kullanarak u,, = u; (z-6teleme)

simetrisinden baglanilarak
Ur, = R'uy, n=0,1,2,---

seklinde elde edilecek ifadeler, KdV denkleminin asagida ilk birkag tanesi verilmig

olan simetrileridir.

uT() = Ui,
Ur, = U3+ UU = Uy,
U, = u+§uu+guu —|—§u2u
n» = U5+ U 5 U2t + puu,
35

Upy, = U7+ gu% + Tuiug + §u2u3

—|—§u2u + Euu us + Eu3 + §u?’u

18 219 PP Tagt Ty

2.3 Master Simetri

Bir denklemin sonsuz sayida simetrisinin varligini gostermenin bir diger yolu da
agsagida tanimi verilen bir master simetrinin bulunabilmesidir (Fokas ve Fuchssteiner

1981, Oevel ve Fuchssteiner 1982, Fuchssteiner 1983).

10



Tanim 5 : Evrimsel
u = Flul,
denkleminin kendisi ve simetrileriyle siradegisimi (adjoint etkisi)
D (Qi) — Do, (M) = Q;
yine denklemin simetrisini veren ve Frechet tiirevi genel olarak integro-diferansiyel
Dy islemcisi olan M = M{u, [udz] integro-diferansiyel fonksiyonuna u, = FJu]

denkleminin master simetrisi denir.

Ornek 3 : M = x(ug + uuy) + %uQ diferansiyel fonksiyonu (normal bigimdeki)
Burgers denkleminin u; = us + wuy bir master simetrisidir. M ile master simetri

tanimindaki
Dy :x(D2+uD+u1)—|—u

olur. Denklemin x-0teleme simetrisinin karakteristigi () = u; i¢in
Do =D

ve sonucta
Dy(uq) — Dy, (M) = ug + uuy,

ile Burgers denkleminin kendisine, ayni sekilde

Das(ug + uty) — Doy, (M) = ug + 6uusg + 3uuy + u%,

11



ile de denklemin 3. dereceden simetrisine ulasilir. Bu gekilde elde edilen simetrilerin

master simetri ile siradegisimleri yine baska bir simetriyi ortaya cikarmaktadir.

Master simetri agagidaki ornekte verilen denklem igin simetrilerin sonsuzlugunu

gosterebilmenin yegane yolu olmustur.

Ornek 4 : Ibragimov-Shabat (Ibragimov ve Shabat 1980) denklemi
uy = ug + 3uuy + uud + 3u'uy,

icin
M = z(ug + 3uuy + Yuu? + 3u'uy) + ;Ug + Suqu® + %us

bir master simetridir.

Master simetri, isim bu ¢agrigimi yapiyor olsa da, denklemin bir simetrisi degildir.
Cogunlukla eldeki denklemin zamana ve/ya konuma dogrusal olarak bagl bir simet-

risinin zaman bagimli kisminin atilmasi sonrasi geriye kalan kismi olmaktadir.
2.4 Hamiltonsal ve Cift-Hamiltonsal Denklem

Simetrilerinin sonsuz sayida oldugu gosterilebilmig denklemlere simetri anlaminda
yva da kisaca simetri integre edilebilir denklemler denir. Bu denklemler sinifi i¢indeki
bir alt kiime ise simetrilerinin sonsuzlugu yanisira ayrica sonsuz korunan niceliklere
de sahip denklemlerdir. integre edilebilir olmanin bu ikinci ve daha kati anlami

agsagidaki tamimlar {izerinden yapilmaktadir (Magri 1978).
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Tanim 6 : Evrimsel

Ut = F[u]v

denklemi kayik-eglenik (skew-adjoint) ve Jacobi 6zdesligini saglayan dolayisiyla Ha-

miltonsal J islemcisi ve

0
E = -D)*
T
Euler iglemcisini gostermek iizere, korunan yogunluk fonsiyonu hfu] ile
u; = Flu] = JE(h[u))

korunum yasas: seklinde yazilabiliyor ise [ hfu]dz niceligine denklemin korunan ni-
celigi denir. Bir denklemi korunum ifadesi olarak yazmaya Hamiltonsal yazim da

denilir.
Tanim 7 : (Magri 1978) Evrimsel
u, = Flul,

denklemi, uyumlu, diger bir deyisle keyfi dogrusal kombinasyonlar1 J; + AJ, da her
A sabiti i¢in yine Hamiltonsal bir iglemci olan, J;, ve Jo Hamiltonsal iglemcileri ve

yogunluk fonksiyonlar1 holu], hy[u] ile

seklinde Hamiltonsal yazilabiliyor ise u; = F'[u] ¢ift-Hamiltonsal bir denklemdir.
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Ornek 5 : KdV
Uy = U3 + U
denklemi,
Jo =D+ %(uD + Du), Jo =D,
uyumlu Hamiltonsal iglemcileri ve yogunluk fonksyonlari
hy = %uQ, h, = —%u% + éu3,
ile
3 1 L, Lo, 13
u = Flu] = (D + g(uD + Du)) (E(iu )) =D (E(—§u1 + gu )) :
seklinde Hamiltonsal yazilabildigi i¢in ¢ift-Hamiltonsal bir denklemdir.
Tanim 8 : Cift-Hamiltonsal
ug = Flul,
denklemi herbiri birbirinin simetrisi olan

w, = Fiju] = J B(hu]) = L,E(hia[u]),  i=-1,0,1,2,--

sonsuz sayidaki Hamiltonsal u;, = F;[u] denklemler hiyerarsisinin F[u] = F[u] gibi

bir tyesidir.

Diger bir deyisle ¢ift-Hamiltonsal bir denklemin Hamiltonsal iglemcileri, denklemin
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sonsuz sayidaki korunan niceliklerinin ve simetrilerinin yazilabilmesini saglamaktadir.
Nitekim agagida belirtildigi tizere uyumlu Hamiltonsal iglemciler dogal olarak eldeki

denklemin bir simetri tekrar iglemcisini ortaya cikarirlar.
Teorem 1 : Cift-Hamiltonsal
uy, = Fifu] = J1E(ho[u]) = J2E(h1[u])

denkleminin yazildigi Hamiltonsal iglemcilerden Jo'nin bigimsel tersi olan iglemci

Jy ! ile gosterilmek fizere
R=1JJ;"!

F;.1 = RF; olacak sekilde, simetriler hiyerarsgisindeki her F; i¢in bir simetri tekrar

islemcisidir.
Ornek 6 : KAV denklemin yazildigi Hamiltonsal iglemcilerden
|
J1:D +§(UD+DU), JQZD,

Jo'nin bicimsel tersi olan iglemci J, ' = D! ile

KdV denklemi i¢in yukarida verilmis olan islemciden baskasi degildir.

Cift-Hamiltonsal olarak yazilabilmig biitiin denklemlerin simetrilerinin de ayn1 Ha-
miltonsal iglemcilerle fakat farkli korunan nicelikler iizerinden yine c¢ift-Hamiltonsal
oldugu, ¢ift-Hamiltonsal integre edilebilirlik teorisi 1978’de Magri tarafindan ortaya

konuldugundan beri biitiin 6rneklerde gozlenmis bir durumdur (Magri 1978). Bu

15



durumun tesadiifi bir durum olmayip ¢ift-Hamiltonsal yapiya sahip bir denklem igin
yapmin bir sonucu oldugu ¢ok yakin bir zamanda gosterilmistir (De Sole ve Kac

2012).

Tanim 9 : Cift-Hamiltonsal

U, = E[U} == JlE(hZ[UD = JQE(hH_l[U]), 1= —170, ]., 2, tee

denklemler hiyerarsisindeki her denklem wu;, = F;[u] tamamiyle integre edilebilirdir.
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3. MATERYAL VE YONTEMLER

Verili spesifik bir denklem ya da denklem sisteminin integre edilebilir olup olmadigini
aragtirmak soz konusu oldugunda, yapilabilirlik agisindan en gergekci yaklagim eldeki
sistemin makul bir dereceye kadar yiiksek dereceden en az bir simetrisinin var olup
olmadigina bakmaktir. Belirtildigi iizere bu islem algoritmik olarak yapilabilirdir.
Bu yaklagim ile aranilan dereceye kadar kendisine simetri bulunamamis bir sistemin
integre edilebilir olmayacagina hitkmedilemez ise de simetrisi bulunabilmig bir sistem
bagka simetrileri, simetri adim iglemcisi, master simetri ya da korunum kanunlarinin

var olup olmadigini arastirmak icin cesaret verici olmaktadir.

Bu gekilde en az bir yiiksek simetriye sahip, dolayisiyla integre edilebilir olmaya
aday sistemleri tespit etmek tlzere, bircok sistem simifi ele alinarak siif icindeki
hangi sistemlerin yiiksek dereceli bir simetriye sahip olduklar: cesitli siniflandirma

galigmalarimin konusu olmustur (Mikhailov vd. 1991, Adler vd. 2000).

Ele alinacak sistemler siifini

Uy _ F<u>u17u27U7v1702)
Ut n G(U’7 u17u27v7vl7f02) ’
gibi hangi degigkenlere bagh oldugu bilgisi diginda tamamen belirsiz F' ve G fonksi-

yonlariyla belirleyip, belirlenen sinifin
u; \ _ ( H(u,u1,up, uz, v, 01, v9,v3)
- ’
Ur K(U,U/l,UQ,U:g,U,Ul,'UQ,Ug)

gibi bir yiiksek dereceden yine belirsiz H ve K fonksiyonlariyla tanimlanmig bir si-
metri 6ngoriisii kiimesinden simetri kabul eden elemanlarini aramak prensip olarak
miimkiin ise de pratikte bu ancak, skaler (tek bilegenli) denklemler i¢in yapilabilmistir.
Yiiksek dereceden sistem siniflar1 s6z konusu oldugunda, ikinci dereceden, iki bilegenli

sistemlerin ele alindigi (Mikhailov vd. 1988) caligmasi istisna olmak {iizere, siniflar
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belirsiz fonksiyonlar olarak ele almak, hesabi acidan gergeklestirilebilir degildir.

3.1 Agirhk Semasi

Skaler evrimsel denklemlerin siniflandirmasindan ortaya c¢ikan bir sonug da hemen
hemen biitiin ilging integre edilebilir evrimsel denklemlerin belirli bir agirlik semasina
gore tiirdes polinomlar oldugudur. Bu nedenlerle, sistemlerin siniflandirilmasinda ele
alinacak sistem sinifin1 (ve olasi simetrilerini) bagimh degiskenlerin belirli bir agirlik
semasina uyan polinomlarinin belirsiz sabitlerle carpimlarindan olugturmak etkin
olarak kullanilagelmis bir yaklagimdir (Sanders ve Wang 1998, Olver ve Sokolov
1998, Foursov 2000a, Foursov 2000b, Sokolov ve Wolf 2001).

Bu yaklagimda

w = Flu,ug, ... up)

denklemi her a € R, igin

(z,t,u) = (a 'z, a "t a’u),

tek-parametreli olceklemeler grubu altinda degismez kaliyor ise denklem p-agirhginda

A-tiirdeg olarak adlandirilmaktadir.

Ornek 7 : KdV u;, = ug+uw; denklemi 3-agirhginda A = 2 icin tiirdesdir. Bu agirhik
semasina gore Burgers denklemi u; = ug + uuy 2-agirhginda A = 1 igin tiirdeg, bu
denklemin 3. dereceden simetrisi u; = ug + 3uug + 3u?u; + 3u? ise 3-agirhginda A = 1

i¢in tiirdeg bir denklemdir.

Bu yaklagimi kullanarak herbiri polinomlar olan terimleri sistematik olarak yazamak,

asagida orneklendigi tizere, oldukga kolaydir.
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Ornek 8 : A =1 igin tiirdes, p = 0,1,2,..,6 agirhgindaki polinom terimler Mli‘

kiimeleri olarak agagida verilmigtir.

My = {u},

Mll = {u2?u1}7

M} = {u? uuy, us},

M} = {u*, vPuy, v, uug, us},

M} = {u® wduy, vu?, uPug, uyus, uus, ug},

M} = {ub utug, wu?, udug, ud, uugug, uPug, ui, uyus, vy, us },
5

1 _ 7 3,2 4 3,2 3 2 2 2
Mg = {u",w’uy, uui, utug, vu, uuyug, U ug, uiug, UUS, UL U, U Uy, UsUs,
U1U4,'U/U5,U6}

Yapmig oldugumuz siniflandirmay
( Uy ) B ( F(u,uy, ... Uy, v,01,...,0,) )
vy )\ Guyug, .o U, 0,01, 0,) )]
bigimindeki ve her iki bagimh degiskenin de (u, v) ayn1 \; = Ay = 1 6lgeginde tiirdes:
(z,t,u,v) = (a *z,a "t a'u, a'v),

altinda degismez kalan, belirsiz sabit katsayili polinom terimlerden olusan sistem

siniflarindan

A) 2-agirlikli sistemler simifindaki bir sistemin 3-agirlikli sistemler sinifindan bir

simetri kabul etmesi,

B) 3-agirlikh sistemler siifindaki bir sistemin 5-agirlikli sistemler siifindan bir

simetri kabul etmesi koguluna dayandirdik.
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3.2 Sistem Siniflar:

Daha somut olarak yukaridaki (A) durumu, u ve v’nin her ikisinin de (1,1)-6lgeginde
tirdes oldugu, agirhigi 2 olan belirsiz ¢; ve k; sabit katsayili polinom terimlerden

olusan sistemler sinifi

Uy Cllly + Covy + csuny + cauvy + csugv + cguvy + crud
B +egu?v + couv? + v (3.1)
Vg N k1u2 + k:2v2 + kgum + ]{74U711 + k5ulv + k'61}?)1 + k7U3 ’ '

+kguv + kouv? + kygv®

ve bu sistemler simifinin simetrilerinin aranildigi (1,1)-6lgeginde tiirdes, 3-agirhikl,

belirsiz sabit [;, m; katsayil terimlerin olugturdugu sistemler sinifi

Ur l1u3 + l21}3 + l3UU2 + Z4UU2 + l5UQU + ZGUUQ
+Z7U% + lgul’l)l + lgU% + l10U2U1 + l11U,2?)1
+lguuqv 4 Lisuvvy + lauv? + Lisv?o; + Lgut
+lud + Lisuv? + Lguv? + lgv?

Uy miusg + MaUs + M3Ulz + MyUV2 + MsULV + MeUV2
+mqu? + mguivy + mov? + myguuy + myutv
+miguu v + mizuvvy + myguv* + mysvo; + myeu’
+mirudv + myguv? + myguv® + mogv?

olmaktadir.

Durum (B)’de ise (3.2) sistemler smifi olarak ele alinip bu sistemler smifina (1,1)-
olceginde tiirdeg, agirligi 5 olan sistemler sinifindan simetri aranilmigtir. Simetrinin
aranildigi siniftaki her bir bilesen 60’dan daha fazla terimden olugmaktadir. Cok

uzun olan bu smifi agik olarak yazmayacagiz.

Ancak yapmig oldugumuz siniflandirman detaylarini anlatabilmek i¢in agagidaki ba-

sit stmflandirma 6rneginden yararlanacagiz.

Ornek 9 : Agirhigr 3 ve 2-0lgeginde tiirdes, belirsiz d; sabit katsayili polinom terim-
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lerinden olusan skaler

Uy = uz + diuug (3.3)

denklem sinifini ele almig ve bu sinifdaki denklemlerden 2-6lgeginde tiirdes, 5 agirlikl
bir simetriya sahip olanlar1 tespit etmek istiyor olalim. Belirsiz sabit katsayilar c; ile

2-0lgeginde tiirdes, 5 agirlikli terimlerin olusturdugu simetriler sinifi

2
Ur = Us + CLuUs + CoUg Uy + c3uuy (3.4)

olur. Evrimsel (3.3) denklem simifinin karakteristigi olan

F = us + dyuuy

diferansiyel fonksiyonunun Frechet tiirevi

DF = D3 + d1UD -+ d1u1

islemcisi ve ayni sekilde 5. dereceden denklem simifi (3.4)’lin karakteristigi

2
S = us + cruus + ot ug + cauuy

icin

Ds = D’ + cyuD? + cyu; D? + (c3u? + cous) D + (2c3uuy + cyus)

Frechet tiirevlerine kolayca ulagiriz. Simetri kogulu (2.1)’deki %—f terimi, ele eldigimiz

simetri sinifinda agik ¢ bagimhilhigi 6ngoriilmedigi icin sifir olur. Kalan terimler

DF(S) - DS(F) =0,
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ornegimiz igin

<D3 + dluD + dlul) (U5 + cruus + couug + C3U2U1)
—(D® + cuD? + couy D* + (c3u® + coug) D + (2c3uuy + crug)) (us + dyuuy) = 0,

gerektitir. i§1emcileri uygulayip sonucu u ve tiirevlerinin katsayilari icin diizen-

ledigimizde

U1U5(361 — 5d1) + 3U,QU4(CQ + C1 — 5d1) + U%(?)CQ — ]_Odl) + 3UU1U3(203
—c1dy) + 3uud(2c3 — cydy) + 3utug(des — cady) = 0,

ifadesine ulagiriz. Bu son ifadenin u ve tiirevlerine herhangi bir sinir getirmeksizin

saglanmasi i¢in u ve tiirevlerinin katsayi faktorleri olarak ortaya cikan

(301 — 5d1), (CQ + C1 — 5d1), (362 — 10d1),
(203 — Cld1>, (203 — Cldl), (463 — Cle),

ifadelerinin hepsinin sifir olmasi gerekir. Bu ise belirsiz katsayilar:

_ 5 _ 10 _ 572
c1=3dy, c=3d, c3= gdp

3 3
seklinde tespit edebilmemizi saglar. Sonug olarak her d; degeri igin
Uy = ug + diuuy,
denkleminin
5 10 5
Uy = us + —dyuus + —diuiug + —douuy
3 3 6
simetrisine sahip oldugu ortaya cikar. Bu noktadan sonra d; sabitinin alabilecegi
sifirdan farkli her deger icin v = + ile vicin KdV deklemine, d; = 0 durumunda

ise dogrudan (u igin) 181 denklemine ulagiriz. Nihai olarak ele aldigimiz basit simifta

sadece 1s1 ve KdV denklemlerin birer yiiksek simetrileri oldugu, dolayisiyla da bu
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denklemlerin integre edilebilir olmaya aday denklemler oldugu sonucuna ulasiriz.
3.3 Dogrusal Donitisiimler Altinda Esdegerlilik
Yukarida terimlerinin se¢imini agiklamig oldugumuz siniflardaki sistemler

( u ) = ( a B > ( u ) + diisiik dereceli terimler
v ), S v ).

bi¢imindeki dogrusalimsi sistemlerdir. En yiiksek dereceli dogrusal terimlerin kat-

sayilarindan olugan

a B
o)
matrisini anakatsayr matrisi olarak adlandiralim.

Ele aldigimiz dogrusalims: sistemlerden (ve simetrilerinden) herhangi bir spesifik

sisteme yapilacak ve agagida (determinanti sifirdan farkl) S matrisiyle gosterilen

)-(22)(0)

S

N
< 2

dogrusal degisken degisimi sonrasinda baslangictaki denklemin dogrusal terimleri

Go)-Gonenes e,
(7) (5 5) (£).

bi¢imini alir. Bu sekildeki dogrusal degisken degistirmeler altinda birbirine dontigebilen

ST} <
o)
S Gn

3 §z<

N

sistemleri esdeger sistemler olarak ele alacagiz. Ciinkii bu tiirden dogrusal doniigiimle-

rin (S matrisinin) tersi ile her zaman varilan son sistemden geriye baslangigtaki ilk
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sisteme dontilebilir.

Integre edilebilirlik tammlar: bu tiirden dogrusal doniisiimlerden bagimsiz oldugu
icin herhangi bir degiskenler kiimesinde integre edilebilir oldugu gosterilebilmig bir
sisteme yapilacak dogrusal doniigtimlerle varilacak egsdeger sistemler de ayni integre
edilebilir sistemin yine integre edilebilir olan bagka goriintimleri olacaktir. Bu nedenle
dogrusal dontigimler altinda birbirine doniigebilen herhangi bir sistemler ailesinden
sadece birini bu ailenin temsilcisi olarak belirlemek tizere ele aldigimiz dogrusalimsi
sistemler siiflarindaki dogrusal terimlerin katsayisi olan anakatsayr matrisi igin

agagidaki teoremi kullanarak se¢im yapacagiz.

Teorem 2 (Jordan): Elemanlar1 (en genelde) kompleks sayilar olan herhangi bir

2x2

matrisini

S1 Sy a f S1 S !
83 S4 v 0 S3 5S4

benzerlik dontigiimiiyle kanonik Jordan matrislerinden

10 A O A e
(01)’ (o Ag) AL F Ay (0 /\) €70,

bir ve de sadece birine doniistiiren ve tersi olan bir

matrisi vardir.
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Teoremdeki son kanonik Jordan matrisindeki € # 0, yine benzerlik dontigtimleriyle
sifirdan farkli herhangi bir istenen degere getirilebilir. Bu nedenle bu matris siklikla
e = 1 degeri ile verilir. Bu spesifik egdegerliligi elde etmis oldugumuz sistemlerdeki

tiim katsayilari, estetik nedenlerle, tamsay1 olarak yazabilmek icin kullandik.

Yukardaki matrislerden ilk ikisi durumundaki sistem simiflar1 daha 6nceki siniflandir-
ma c¢aligmalarinda yogun olarak arastirilmig olup bu nedenle bu ¢aligmanin kapsami
diginda birakilmigtir (Sokolov ve Wolf 2001, Tsuchida ve Wolf 2005, Foursov 2003,
Foursov 2000a).

Dolayisiyla bu calismada yukaridaki Jordan kanonik matrislerinden sonuncusunun,
sistemlerdeki zaman parametresinin yeniden ol¢eklenebilmesi keyfiyetini de dikkate

alarak agagidaki iki durumunu

0 € 1 €

secerek siiflandirmamizi gerceklestirdik. Jordan teoremi ve sistemlerin evrim para-
metresi t’yi tekrar olgekleyebilme keyfiyeti, anakatsayis1 kosegenlestirilebilir olmayan
herhangi bir sistemin her zaman anakatsayis1 yukaridaki J; veya J, matrislerinden

biri olacak bicime getirilebilmesini garanti etmektedir.

Dolayisiyla bu iki matrisin herbiri secilerek siniflandirma tamamlandiginda, yukarida
agiklanan agirlik semasi kullanilarak ele alinan simiflardaki anakatsayisi kogegenlestiri-
lebilir olmayan biitiin sistemler, dogrusal degisken degigsimleri ve zaman yeniden

olceklemeleri egdegerliligi altinda tamamen tiiketilmis olmaktadir.

Bir garpan keyfiyeti altinda, yukaridaki (3.5) matrislerden J;, 2 x 2 tiim matrisler-
den determinant: sifir (dejenere) ve izsiz olanlarmin kanonik temsilcisi, J; ise 2 x 2
tiim matrislerden birim matrisle orantili olmayan fakat ¢ift kath bir 6zdegere sahip

matrislerin kanonik tek temsilcisidir. Bu bilgi, verili bir sistemin anakatsay1 matrisi
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Jordan kanonik bi¢imine getirilmeden de ele aldigimiz sinif i¢cinde kalip kalmadigina

karar verebilmeyi (agirhik semasina uyuma da bagh olarak) olanakli kilar.
3.4 Anakatsayis1 Kogegenlestirilebilir Olmayan Altsiniflar

Iki bilesenli sistemler integre edilebilirlik yonleriyle 1980’lerden itibaren literatiirde

yeralagelmektedir.

Integre edilebilirlik vurgusuyla ilk iki bilesenli denklem sistemi

Uy _ uzt+uu +vu
Uy B —2v5 — UV, ’
Hirota ve Satsuma (Hirota ve Satsuma 1981, Hirota ve Satsuma 1982) tarafindan or-

taya konuldu. Arastirmacilar bu sisteminin ¢ift-Hamiltonsal yapisinin yanisira ¢oklu

soliton ¢oziimleri oldugunu gosterdiler.

Yine aym tarihlerde benzer bir sistem

U | uz + 3uuy + 3vv
vy N VU + Uy ’
Ito (ito 1982) tarafindan ¢ift-Hamiltonsal yapilariyla birlikte ortaya konuldu.

Skaler denklemlerin siniflandirilmasi keyfi karakteristik 6ngoriileriyle (ele alinan simflarda
daraltma olmaksizin) yapilmistir. Ancak iki bilegenli sistemler i¢in sadece Mikhailov,
Shabat ve Sokolov (Mikhailov vd. 1991) ve Svinolupov (Svinolupov 1989) tarafindan
ikinci dereceden Burgers ve Schrodinger sistemlerinin siniflandirilmasi skaler denk-

lemlerdekine benzer bir genellikte yapilabilmigtir.

Yiiksek derecelere cikildikca hizla artan hesabi zorluk ele alinan sistem smiflarinin

ve bunlara ilintilendirilen yapilarin belirlenmesinde akilci se¢imler yapmay1 gerek-
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tirmektedir. Bu acidan cesitli arastirmacilar tarafindan integre edilebilirligin farkl
yonlerine dayali olarak gergeklegtirilmis olan ¢aligmalarin (Drinfeld ve Sokolov 1985,
Fuchssteiner 1982, Nutku ve Oguz 1990, Gerdt ve Zharkov 1990, Zharkov 1993, Kal-
kanh Karasu 1997, Foursov 2000 a, Foursov 2000 b, Foursov 2003, Giirses vd. 2001,
Giirses ve Karasu 1999, Giirses ve Karasu 1998, Sokolov ve Wolf 2001, Tsuchida ve
Wolf 2005) sonuglar1 kendilerinden sonra yapilan smiflandirma problemlerinin simif

belirleme tercihlerinde yol gosterici olmustur.

Bu ¢aligmada, formiilasyon itibariyla, simdiye kadar hicbir calismada ele alinmamaig

olan

A-T : A smifindaki (3.1) sistemlerden J; anakatsayili olanlarin B smifindan (3.2),

A-IT: A smufindaki (3.1) sistemlerden J, anakatsayili olanlarin B sinifindan (3.2),

B-I : Bsmifindaki (3.2) sistemlerden J; anakatsayili olanlarin 5-agirlikli, (1,1)-tiirdes

sistemler sinifindan,

B-II: B smifindaki (3.2) sistemlerden J, anakatsayili olanlarin 5-agirlikli, (1,1)-tiirdes

sistemler siifindan,

simetri kabul edenler, Tanim (2.1) kullamilarak integre edilebilir sistem adaylar ola-
rak tespit edilmistir. Ele alinan altsimiflardan A-I ve A-II i¢in Tamim (2.1) kul-
lanilarak aday sistemlerin tespiti EK-1’de detayl olarak verilmisgtir. B-I ve B-II

siniflari i¢in boyle bir detay takip edilebilir olmayacagi igin verilememistir.

Tespit edilen aday simetri integre edilebilir sistemlerin master simetrileri de, bir
istisna diginda, bulunarak simetri integre edilebilir olduklar1 ayrica gosterilmistir.
B smifinda elde edilen bazi sistemlerin korunum kanunlari da oldugu gozlenmis.

Korunum kanunlar1 olan bazi sistemlerin ¢oklu-Hamiltonsal yapilar1 da bulunarak
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tamamiyle integre edilebilir olduklar1 gosterilmigtir.

28



4. IKINCI DERECEDEN SISTEMLER

Bu boliimde kendisi ikinci dereceden olan (3.1) sinifindaki sistemlerden, tigiincii de-
receden (3.2) smifindan simetri kabul ettigi tespit edilen (A) smifi sistemler sunul-

maktadar.
4.1 A-I Sifi

Smiflandirma sonucunda (A) smifindaki anakatsay1 matrisi (3.5)’de verilen J; deje-

nere (sifir determinanth) sistemlerle ilgili olarak agagidaki teoreme ulagilmigtir.

Teorem 3 : Sistem simufi (3.1)'deki anakatsayisi dejenere ve izsiz olan sistemler-
den (3.2) siifindan bir simetri kabul eden herhangi bir sistem u,v degiskenlerine

yapilacak dogrusal doniigiimler ve x,t degigkenlerini tekrar olcekleyerek
(ut ):<v2+u21v+uv1)7 (4.1)
vy —uv® — vV
sistemine dontstiiriilebilir.
4.1.1 Sistem (4.1)

Bu sistem ic¢in

( z(vg + v + uvy) + uv )
Ml — 2 y
zv(vy +uv) — v

bir master simetridir. Dolayisiyla sistem simetri anlaminda integre edilebilirdir.
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4.2 A-II Sinifi

Smiflandirma sonucunda (A) smifindaki anakatsayr matrisi (3.5)de verilen Jo deje-

nere olmayan sistemlerle ilgili olarak agagidaki teoreme ulagilmigtir.

Teorem 4 : Sistem smifi (3.1)’deki anakatsayis1 dejenere ve birim matrisle orantili
olmayan fakat ¢ift kathi bir 6zdegere sahip sistemlerden (3.2) simfindan bir simetri
kabul eden herhangi bir sistem u, v degiskenlerine yapilacak dogrusal dontisiimler ve

x,t degiskenlerini tekrar clcekleyerek

Vg Vg + 2uv] — uv® — V10U

U Ug + Vo + 2uu + uv + uv

sistemine dontistiiriilebilir.
4.2.1 Sistem (4.2)

Bu sistem ic¢in

z(ug + 2uqu) + u?
M2 - )
x(vg + 2uvy) — vy

bir master simetridir. Dolayisiyla sistem simetri anlaminda integre edilebilirdir.
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5. UCUNCU DERECEDEN SISTEMLER

Bu béliimde kendisi tigiincii dereceden olan (3.2) smifindaki sistemlerden, besinci
dereceden 5-agirhiginda (1,1)-tiirdeg sistemler smifindan simetri kabul ettigi tespit

edilen (B) simfi sistemler sunulmaktadir.

Bu simifta ortaya cikan fakat bir 6énceki boliimde bulunmus olan ikinci dereceden
sistemlerden herhangi birinin simetrisi oldugu tespit edilen sistemler bu boliimde
verilen sistemler arasindan ayiklanmigtir. Dolayisiyla bu boliimde ortaya konulan 3.

dereceden sistemler 2. dereceden bir sistemin simetrisi olmayan sistemlerdir.

5.1 B-I Simifi

Smiflandirma sonucunda (B) simifindaki anakatsayr matrisi (3.5)’de verilen J; deje-

nere (sifir determinanth) sistemlerle ilgili olarak agagidaki teoreme ulagilmigtir.

Teorem 5 : Sistem sinifi (3.2)’deki anakatsayisi dejenere ve izsiz olan sistemlerden
5-agirhginda (1,1)-tiirdes sistemler siifindan bir simetri kabul eden herhangi bir
sistem u, v degigkenlerine yapilacak dogrusal dontigiimler ve x, ¢t degiskenlerini tekrar

olcekleyerek

Ut 203 — dvuy — 6uvy 4+ Suvuy — 10u vy + 4uvy

= 2 2,2 2 ) (5-1)
Vg dovy — 8v7uy + 4uv® — 8uvvy — v
w \ [ vs+ 2v0us + 3uvy + Huiug + 2utvr + duvy (5.2)
v ) —20vy + v3 — 2uvv; — 4v3uy ’ '

sistemlerinden bir ve sadece birine doniigtiiriilebilir.
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5.1.1 Sistem (5.1)

Bu sistem igin

Uy + 2uu
M3 - )
—vy — dvuy — 2uvy — 2uv

bir master simetridir. Dolayisiyla sistem simetri anlaminda integre edilebilirdir.

5.1.2 Sistem (5.2)

Bu sistemin 3,4, 5,6 ve 7. derecelerden simetrileri bulunmus ancak sistem icin simetri
iglemcisi ya da master simetri bulunamamistir. Dolayisiyla sistem simetri anlaminda

integre edilebilmeye aday bir denklemdir.

5.2 B-II Sinifi

Smiflandirma sonucunda (B) simifindaki anakatsay1 matrisi (3.5)’de verilen Jy deje-

nere olmayan sistemlerle ilgili olarak agagidaki teoreme ulasilmigtir.

Teorem 6 : Sistem simifi (3.2)’deki anakatsayisi dejenere ve birim matrisle orantili
olmayan fakat ¢ift katli bir 6zdegere sahip sistemlerden 5-agirhiginda (1,1)-tiirdes
sistemler siifindan bir simetri kabul eden herhangi bir sistem u,v degiskenlerine

yapilacak dogrusal doniigtimler ve x,t degigskenlerini tekrar olgekleyerek

im u3 + 3vz + uuy + 3vug + 6uvy + 3ut + Juqv;
= +3uuy + wvbu, + 3un, , (5.3)
vy v3 — 3V + 6uyv; — 3v*uy + 3v?
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Uy ug — 203 + 3ugu — 4ugv — 6uvy + 3u? + 3uju?
—8ujuv — 10ugv; — 4uv,

ve | T | vs 4 3uvy + dvgv + 6ugvy + Sugv? + 3ulvy + due? | (5-4)
+8uvyv — v?

Uy u3 + 3vs + 3ugu — 3ugv + 3ut + 3uu? — 3uyvy

B —3u1v? + 12090 + 90? + 120,02 (5.5)
ve | | v+ 9u9v — 3uwvy + 6uuv — 3ugvy — 6ugv? + 3wl | '

—12uviv + 91}% + 21v,0?

w \ [ uzvs + 3uug + 3utug + 3ut + uve + ugvy (5.6)
v | v3 — 3uvy + 3vyug + 3utv; + 207 ’ '
w \ [ us 4 Avg + 3uug + 3utug + 3ud + 2Muvg + 2 ug v (57)
v ) v3 — 3uvy + 3ulvy + 2 03 ’ '
g us + v3 + 3uug + 3uuy + 3u? — 2vuy — uvy

B —Aduvuy — 3ugv; — 2uPvy (5.8)
v || vs = 3uvg + 20vy + 6uvuy — 6uvy, — 4v?uy + 3utvy | '

—3uqv; + v%

Uy u3 + v3 + 3uuy + 3uuy + 3u? + vuy + 2uvy + 2uvuy

= +3uv; + U2’01 ) (59)
vy V3 — VU — uvuy + 3uyv; — vy + v}
Uy u3 + 3vz + 3uuy + 3uuy + 3u? + Yuvy — 12uvu,

B —30uvvy 4+ Yuyvy — 150%u; — 6ulv; — 1803w, (5.10)
ve | V3 — 3uvy + 6uvuy 4+ 6uvv; — 3ugv; + vy ’ '

—6v%0; + 3uly;
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s u3 + 6vs + 3uuy + 3utu; + 3u? — Yvuy — 24uvu,y

o +6uvv, — Yuiv; + 3v%uy — 120%0; (5.11)
Vg | vg + vy — 3uvy — 3ugv; — 120%uy + 3uPvy + 3020 | '

+6uvu; — 24uvv, + 9v?

sistemlerinden bir ve sadece bir sisteme donitistiiriilebilir.
5.2.1 Sistem (5.3)

Bu sistem igin, kisaca u; ve v, sistemdeki esitligin sag tarafin1 gostermek tizere,

M= [ T + 2usy + 4vy + Suug + dvuy + Tuvy + u® + 3uv
4 U + vy + 2uvy — Vv — uv? ’

bir master simetridir. Dolayisiyla sistem simetri anlaminda integre edilebilirdir.
5.2.2 Sistem (5.4)

Bu sistem i¢in, kisaca u; ve v; sistemdeki egitligin sag tarafini gostermek tizere,

Mo — 22U — Uy — 6v9 — 12uqv + 2u® — Suv — 16uv,
7\ 2z + Tug + 20u1v + 10u2v 4 16uv; + Suv? + 4vyv

bir master simetridir. Dolayisiyla sistem simetri anlaminda integre edilebilirdir.
5.2.3 Sistem (5.5)

Bu sistem i¢in, kisaca u; ve v; sistemdeki egitligin sag tarafini gostermek tizere,

2xu; + Sug + 1209 + 12uu — Suqgv + 2u® — 2uvy
Mg = —2uv? + 36vv + 83
220 + 3v9 + 6uv — 6uvy — 12uv? + 26vv + 1403

bir master simetridir. Dolayisiyla sistem simetri anlaminda integre edilebilirdir.
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5.2.4 Sistem (5.6)

Bu sistem
(1)
P1 = U,
1) 1,2 1,2
Po~ = —§u V1 — U101 — §U1,
1 _ 2,2 7,2 3 2 2 3 7,3 2,2
P3’ = UV — JUgUiu + V5 — FUTVL — FUIV] — duinu® + 2uquiy — 15V — vius,

korunan yogunluklarina sahiptir. Ayrica,

Kﬁ) = D?—u?’D —uu; + uy Dy,
K{Y = D3+ 4uD? + (9uy + 3v1 + 5u2)D + (Tug + 5vs + 16uuys + 3uvy + 2u®)
+(2u3 + 2v3 + 6uuy + 2uvy + 2uyvy + 6u? + 6uluy) DT 4+ uy Doy,
K%) = 6v1D + 3vy + (v3 — 3uvy + 3uyvy + 202 + 3u?v) D!
+DYvz — 3uvy + 3uyvy + 202 + 3uvy) + v Doy,

olmak tlizere

_ 1 1
JO = %D D(D +2u) D~ KO — Kgl)* KgQ)
DY (D—-2u)D 2v;D7'+2D 1y )’ —K%) Ké12) ’

Hamiltonsal iglemcileriyle sistem

w\ _ o Be ) o _ o B\
(o) =0 () = () o

seklinde ¢ift-Hamiltonsal olarak yazilabilmektedir. Dolayisiyla sistem tamamiyle in-

tegre edilebilirdir (Talati ve Turhan 2012).
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5.2.5 Sistem (5.7)

Bu sistem
(2) _
pPr= U,
(2 _ 1 A2
p% : = U1uv — §U1U1 - §U17
2) _ 3 3,2 3,2 2v,,2,2 1 2 23y2,3
Py = UVU — JUTUIV — JUTUL — UV U — SAUTV] — AUUT — GATUY

1 1 2
+Zu2v2 + Z)\UQ’

korunan yogunluklarina sahiptir. Ayrica,

8521) =—D7' [Dv; +viD + 2X ((D — 2u) of 0} (D + 2u)_1)} D™,
SZ = D (D —u+ 2A(D - 2) ) D
Sk = AD,

olmak tizere simplektik

2 2

g2 — S§1) ng)
- _8(2)* 8(2) )

12 22

ve Hamiltonsal

“\DYD-u)D D'y +v, Dt )’

islemcileriyle sistem

u N _ o B} @
()= ()
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bi¢ciminde Hamiltonsal ve simplektik yazilabilmektedir. Dolayisiyla sistem tama-

miyle integre edilebilirdir.

Sistem (5.7) u = p;/p ve v; = pq olmak tizere (p, q) degiskenlerinde

pe \ _ [ ps+AP*q + 3qppr)
0 g3 + \¢*p1 + 3paqy)
sistemine doniigiir. Bu son sistem Sasa-Satsuma sistemi olarak bilinmektedir (Sasa

ve Satsuma 1991).
5.2.6 Sistem (5.8)
Bu sistem 5. dereceden simetrisi olmanin yanisira agagida ilk ti¢ii verilmig olan ko-

runan yogunluklara da sahiptir.

3
4 =

/053) = uv,

pg” = v? + 3uyv; + 20%u; — Quouy + duv? — 3udv,

Dolayisiyla sistem korunum kanunu anlaminda da integre edilebilir olmaya adaydir.
5.2.7 Sistem (5.9)

Bu sistem 5. dereceden simetrisi olmanin yanisira asagida ilk ti¢ii verilmis olan ko-

runan yogunluklara da sahiptir.

)01 = U’u
4 _
py = = uv,
4 _ 2.2 2
p3’ = uv uLv° + vy,
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Dolayisiyla sistem korunum kanunu anlaminda da integre edilebilir olmaya adaydir.

5.2.8 Sistem (5.10)

Bu sistem 5. dereceden simetrisi olmanin yanisira asagida ilk ii¢ii verilmig olan ko-

runan yogunluklara da sahiptir.

o=

(5) _

102 = v,

(5) _ 1,3 1,22 2,3 4 1 2
p3’ = —3UuUV — UV + 3uv” + U — uvyy + U v + vy,

Dolayisiyla sistem korunum kanunu anlaminda da integre edilebilir olmaya adaydir.

5.2.9 Sistem (5.11)

Bu sistem 5. dereceden simetrisi olmanin yanisira agagida ilk ticti verilmig olan ko-

runan yogunluklara da sahiptir.

pP1- = U
(6)
102 - U7
6
,og )= wdv — 6uv? + wvd + Suvu, — Sv?uy — ugvy — 307,

Dolayisiyla sistem korunum kanunu anlaminda da integre edilebilir olmaya adaydir.
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6. SONUC

Tezin baglangicinda amaglamig oldugumuz anakatsayisi kogegenlestirilebilir olmayan
2. dereceden (1,1)-tiirdes sistemlerden 3. dereceden (1,1)-tiirdes simetriler simifindan
simetri kabul eden sistemlerin ve 3. dereceden (1,1)-tlirdes sistemlerden 5. derece-
den (1,1)-tiirdes simetri kabul eden ve dolayisiyla aday simetri integre edilebilir
sistemlerin tespitini gergeklestirmis bulunuyoruz. Sonug olarak 2. dereceden 2 adet,
3 dereceden ise (2. dereceden simetri kabul etmeyen) 11 adet yeni simetri integre

edilebilir olmaya aday sisteme ulagilmigtir.

Bulunan bu aday sistemlerden 2. dereceden olanlarin tiimiiniin, 3. dereceden olan-
larin ise 4 adedidin master simetrilerini de bularak simetri integre edilebilir ol-
duklarim gostermis bulunuyoruz. Ugiineii dereceden tespit edilen diger 7 sistemden
altisinin sadece simetri degil aynm1 zamanda yiiksek korunum kanunlari da oldugunu
tespit etmig bulunuyoruz. Yiiksek korunum kanunlari olan sistemlerden ikisinin
¢ift-Hamiltonsal iglemcilerini bularak bu sistemlerin tamamiyle integre edilebilir

oldugunu da gostermis bulunuyoruz.

Ortaya gikarmig oldugumuz sistemlerden sadece biri (5.2) halen aday simetri entegre
edilebilir sistem durumundadir. Bu sisteme herhangi bir yiiksek korunum yasasi,
master simetri ya da simetri tekrar iglemcisi bulabilmis degiliz. Ancak 3. dereceden
olan bu sistem, kendisinden yiiksek her derecede (4,5,6,7 teyid edildi) simetriye sa-
hip olmakla birlikte 2. derceden herhangi bir simetri kabul etmiyor goziikmektedir.
Bu haliyle sistem literatiirde bilinen orneklerle tezat tegkil etmektedir. Sistem bu

yontyle ilging olup incelenilmeye devam edilecektir.

Hamiltonsal iglemcilerini bulmug oldugumuz sistemlerden biri olan (5.7) sisteminin
ayrica Sasa-Satsuma sistemiyle tersi olmayan bir dontgiimle ilintili oldugunu tes-
pit ettik. Sasa-satsuma sistemi (Sasa ve Satsuma 1991) dogrusal olmayan optikte
kullanilan Dogrusal Olmayan Schrodinger sisteminden daha rafine optik atmalar

modellemek iizere geligtirilmis bir sistem oldugundan, elde etmig oldugumuz yeni sis-
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temlerin bazilarinin da benzer baglamlarda kullanim alani1 bulabilecegini diigtinmek-

teyiz.

Smiflandirma baglangicinda ele almig oldugumuz 2. dereceden sistemler sinifi (ana-
katsay1 se¢imi sonrasi) 16 adet, 3. dereceden simetriler sinifi ise 40 adet olmak tizere
toplamda 56 adet belirsiz sabit; 3. dereceden sistemler sinifi (anakatsay1 se¢imi son-
ras1) 36 adet ve bu smif i¢in belirlemis oldugumuz 5. dereceden simetriler sinifi 120
adet olmak iizere toplamda 156 adet belirsiz sabit icermektedir. Ikinci dereceden
sistemlerin belirsiz sabitler i¢in ortaya cikarmig oldugu cebirsel kosullar1t REDUCE
bilgisayar cebir sistemiyle ¢ozmek miimkiin olmus ancak 3. dereceden sistemlerin
siniflandirmasinda bu sekilde sadece bilgisayar tarafindan ¢oziimlere ulagilamamigtir.
Bu nedenle bu ikinci durumda cebirsel denklemlerin ¢oziimleri bilgisayarla etkilegimli

olarak bir¢ok alt durumun herbiri teker teker ele alinarak gerceklestirilmistir.

Elde etmis oldugumuz sistemlerin bu tezde konu edilememis yapilar1 ve ozelliklerini

sonraki caligmalarimizda ele almay1 diiginmekteyiz.
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EK 1 IKINCI DERECE SISTEMLERIN SIMETRI KOSULLARI

Evrimsel B sistemler sinifinin (3.1) karakteristigi olan

CrUy + CoUy + Cauty + cauvy + c5uiv + cgvvy + crud
+egu?v 4 couv? + c1pv®
F =

kg + kovy + ksuuy + kyuvy + ksugv + kgvvy + kru®
+ksu?v + kouv? + kigv®

diferansiyel fonksiyonunun Frechet tiirevi
F1 = 01D2 + (c50 + Cgu)D + (CQU2 + 208UU + 3C7u2 + ¢4 + 03u1),

(
Fo = D*+ (cgv + cyu) D + (3ciov® + 2couv + cgu® + cgvy + csuy),
F3 = ]{31D2 + (k‘5U + k’gU)D + (k’gvz + 2]{582“} + 3](?7’&2 + k4U1 + k’gul),
(

F4 = k2D2 + kGU + ]{34U)D + (3]{7101}2 + QkQUU + k8u2 + kZG’Ul + k:5u1)

bilegen islemcilerle

_( F1 F
o= () )
ve ayni sekilde 3. dereceden simetriler simfinin (3.2) karakteristigi

l1U,3 + l2U3 + lgUUg + Z4U,’UQ + l5U21} + ZGUUQ
+pu? + lguivy + lgv? + lou?uy + v
+l12U’LL1?] + l13UUU1 + l14U1U2 + l151}21}1 + l16u4
+l7u 4 Liguv? + lguv® + lv?

miusg + MoUs + M3UU2 + T4 UV + MEULV + MgV Vs
+mqu? + mguivy + mev? + myguuy + myutv
+FMUULV + MyzUVV, + Mg V2 + masv2vy + mogu?
+mi7utv + mgu®v? + myguv® + mogv?
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icin

S, = ULD?+ (Isv + lsu) D* + (l14v® + lLguv + Ligu? + lgvy + 2l7uy) D
+(ligv® + 2liguv? + 317w + dligu® + Lisv1v + ligugv
+20uvy + 2l0uru + Lyvg + lzus),

So = hD? + (lgv + lyu) D* + (I1sv* + liguv + lju® + 2lgvy + lguy ) D
+(4la0v® 4 3liguv? 4 201guv + li7u® + 25010 + 24u1v
+liguvy + lisuiu + lgve + lsus),

S; = mD? + (msv + mau)D? + (mygv® + miguv + migu® + mgu;
+2mquy ) D + (migv® + 2maguv® + 3miquv + dmygu® + migviv
+miouiv 4 2myuvy + 2miguiu + myve + maus),

S, = moD? + (mgv + mgu) D* + (my50* + misuv + myu® + 2mov,
+mguy) D + (4mggv® + 3miguv® + 2migu®v + myzu® + 2misviv

+2my4u1v + mazuvy + Mgt + mge + mss),
bilesen isglemcileriyle
= (3 5)
Frechet tiirevlerine ulagilir. Simetri kogulu
Dr(S) — Ds(F) =0,

empoze edildiginde, kisaca hangi degisken terimlerinin katsayisi olarak ortaya ciktiklar
da sistematik olarak (satir baslarina) not edilmis olan, belirsiz katsay1 sabitleri

¢, ki, l;, m;’lerin saglamasi gereken agagidaki cebirsel kogullara ulagilir.
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us = (camy — kyly) =0,

v (—caly 4+ comag + c1ls — koly) = 0,

uty @ (eamy + comg — ksly — kily) =0,

vuy : (cgmy + comy — ksly — kylg) = 0,

wvy : (—eqly + eamao + c3ly — ol + comy + c1ly — kyla — kaoly) = 0,

vuy @ (—cgly + cgma + csle — cals + comg + c1lg — kglo — kalg) = 0,

wyug : (esmy — 3esly + 2comy + 2comg + 2¢1l3 — 4ksly — kyilg) = 0,

viug : (cgmy — 3esly + comg + 2coms + 2¢1l5 — 3ksly — kaly — 2k1ly) = 0,
w?uz : (cgmy + camy + camig — 3kqla — kaly — kilyy) = 0,

uvug : (2comy + cgms + cams + camag — 2ksly — ksly — ksl — k1l13) = 0,
v2us 1 (3cromy + cgmis + comyy — koly — kslg — kilys) = 0,

uU1vs3 . (—C5l1 + C5MMy — 364[1 + Cng - 202[7 + CoTlg + 262m4 + Cllg

+201l4 - /{35l2 - 3]€4l2 - kzlg) = 0,

V13 1 (—4cgly + cema + cala — calg + 2comg + 2camg + 2¢1ly + 2¢11

—Aligly — 2kslo) = 0,

u2v3 . (—Cgll + cgmo + 367[2 — C413 “+ cymy + C3l4 — C2l10 + comq

+crliy — kgly — kaly — kalyy) =0,

uvvs - (-209[1 + 209m2 + 208l2 — Cﬁlg + cgmiy + C5l4 — C4l5 + cy4mg

+csls — calia + comys + cilys — 2kgly — kely — kals — kaliz) = 0,

U2’l)3 : (—3610[1 + 3010m2 + Cglg — C6l5 + cgMmg + C5l6 — 02l14 + CoM1s

+c1lis — 3kioly — kele — kalys) =0,
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ug : (—3esly + 2comy + comg + 2¢1l7 — 3ksly — kyl5) =0,

UV . (—30511 — 3C4l1 — Cglg + 202m8 + comps + comy + 2Cll8 + Cll5

—3k5l2 - 3]6412 - k215 - kll(’,) - O,

UU3Us : (-1807[1 + csms + 204m7 + cyms — 203[3 + 662m10 + 401[10

—18]€7lg — kglg — k3l5 - 3k73l4 - k1l12) = 07

VULUY (—66811 -+ 206m7 + cgmsg + csmy — 263l5 + 302m12 + 201[12

—6/€8l2 — k’5l8 — k’5l5 — 3]63[6 — 2]€1Z14) = O,

UvLU9 - (—608l1 + cgms — 2C5l3 — C4l3 + camg + cams + 63l5 + 202m12

+202m11 + 201[12 — 6k8l2 — 2k5l4 — k‘4l5 — k4l4 — nglg — k‘lllg) = 0,

VU1UY (-609[1 - 06l3 + CgTilg + 206m5 - C5l5 + 402m14 + CoMM13
+4Clll4 — 6]€9l2 — ]{?615 — 2/{3519 — 2/{Z5l6 — k416 — 2/{?1115) = O,
u3u2 . (Cgmg — C7l3 + Cq4M1o + 402m16 — k7l5 — 3k7l4 — kglll — k1l17) = 0,
wlous (2coms — cgls + csms + cgmyg + c4maz + 3camar — ksl
—2k8l4 - 3]€7l6 — ]{Z5l11 — kgllg — 2/61118) - O,
U’U2U2 . (3610m3 — Cglg -+ 209m5 + cgmig + cymiyg + 202m18 — k9l5
—koly — 2ksls — ksliz — kslis — 3kilig) = 0,
vy (—crols + 3cioms + cgmia + camag — kiols — kolg

_k5l15 - 4k1l20> = 07
U% . (—366l1 - Cgl4 + 202m9 + CoMg + 201[9 + Cll6 - 3k6l2 - leﬁ) = 0,

UULVy (—66811 — C5l3 + csmy — 26417 — 2C413 + camg + camy + Cglg
+esly — 2cali0 + comag 4+ 4deomiay + cilia + 4eilyy — 6kgly — ksly — kalg
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vu1vy 1 (—6cgly — 2c6l7 + cems + cema + csls — csls + csmg — 2¢4l5 + sl
—62112 + 262m14 + 202m13 + 201[14 + 201[13 — 6k‘9[2 — l{?ﬁlg

—2]€5l6 - 2k4l6 - 2k2l14) - 0,

UV (—GCgll - 3CGZ3 + cgmy — C4l8 + 204m9 + cymg + 203[9 -+ 03l6 — 202[11

+302m13 -+ 301[13 — 6]{?912 — 3k6l4 — 2]€4l9 — k’4l6 — k2l13> = O,

VUV (—1861011 — Cﬁlg — 306l5 - Cﬁl4 + 206m9 + 206m6 + 2C5l9 —+ C5l6

+C4l6 — 62113 + 66277115 + 661[15 — 18k10l2 — 2]{56[9 — 4k6l6 — 2k2115) = 0,

u3U2 : (—Cglg + CgMmy + 2C7l4 — 64110 + Cq4MN11 + Cgln — 402l16 + CoMyy

+crlir — kgly — krle — kalyy — kaolyz) =0,

U2UU2 . (—QCglg + 209m4 - Cgl5 + Cgl4 + CgMg + 367[6 - 66l10 + Cgl11
+eslin — calia + camas + cslis — 3calir + 2comag + 2¢1lig — 2kgls — 2kl

—kelin — kaliz — 2kalis) = 0,

UUZUQ . (—3610[3 + 3610m4 — 269[5 + 209m6 + QCglﬁ — 06l12 + cgmys + 65113
—calyg + camas + cslis — 2calig + 3camag + 3cilig — 3kiols — 3kols

_k6ll3 - k4ll5 - 3k2119) = 07

U3’02 . (—3010l5 — Clol4 + 3010m6 + Cgl6 — C@l14 + cgmys + C5l15
—Calig + 4camig + 4eilzg — 4kiols — kelis — 4kalag) = 0,
Ui’ . (—6C7l1 + csmy — 03l7 + 2C2m10 + 2C1[10 — 6]€7lg — ]{Zglg) = 0,
U%Ul . (—608l1 + cgmy — 265[7 + cymg — C4l7 + 202m12 + 20277111
+261l12 + 261[11 - 6]€8l2 - k’5l8 - k?4l8 - 2]@’3[9) = O,
2

U u% s (esmy — 3eqgly — 6eqly + esmag + 2c4miag + 12comag + 12¢1136

—3k7l8 - 6]€7l4 — k3l12 — k’glll) — O,

UUU% . (2097717 — 208l7 — 208l3 — 607[5 + 206m10 + c5mg + c4Mmio

+6C2m17 + 601l17 — 2kglg - 2/{38[4 - 6]67[6 - k‘5112 - 2]€3[14 - k’3ll3) = 0,
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(% U% : (30107717 - Cgl7 - 268l5 + cgMmig + CsMig + 2627’)’218 + 201l18

—]{ngg — 2k8[6 — 2/€5ll4 — ]{?3115) = O,

ulvf . (-669[1 — 206l7 + cgmg — C5l8 + csmg + Cglg —+ 26277114 -+ 26277113

+261l14 + 261[13 - 6]{’9[2 — k6l8 - 2k5l9 - 2]€4lg) = O,

U2U1U1 . (—208l7 — 4Cgl3 + cgms + CgMl1g — C5l10 + C5M11 — 2C4l10 + CqM12
—|—2c4m11 + 03l12 + Cgln + 602m17 + 6Cll17 — kglg — 4k8l4 — 6k7l9 — k5l11
_k:4112 - k4l11 - k3113) = O,

uouvy ¢ (—4dcgly — degls + 2comg — degls — 2¢6l10 + 2c6man + 2c6may + csmas
—cy4lia + 2¢4may + camas + 2¢3li4 + c3liz + 8camiug + 8cilig — 2kgls — dkgly

02u1v1 : (—6010[7 + 3010m8 — 469[5 — 66l12 + 306m14 + CgTl13 + C5l14 + CsM1sy

+C3l15 + 602m19 + 6C1[19 — 3]6’10[8 — 2l€glg — 4k916 — 2]€6l14 — 3]475115 — ]{Z4l15> = 0,
utuy : (csmag — 2¢7lio + csmug + deamag + cslig — krlia — 3klyy — ksliz) = 0,

u3UU1 : (20977110 — 208l10 -+ CgMM1g — 67112 + 466m16 + CsMyy + 3C4m17
+eslir — kslio — 2kslyy — 2krliy — 3kl — kslip — 2kslis) =0,
w?vuy 1 (3cigmao — 2colig + 2c9mus — cglia + cgmiy + 3cgmay + csmag + 2c4mag
+cglig — kolia — kolyy — 2kglyy — 2kglys — 3k7lys — 2kslis — 3kslig) = 0,
uv®uy 1 (—=2ci0l1g + 3eiomiz — coliz + 2comay + 2c6miag + c5Mag + camig + cslig

—kiolia — 2kolyy — kolys — 2kslys — 3kslig — 4kslay) = 0,
vhuy 1 (—erolia + 3ei0mag + comag + csmag + cslag — 2kiolis — kolys — 4kslag) = 0,
'Ui)’ . (—6C10l1 — Cﬁlg + cgMmyg + C4l9 —+ 20277115 —+ 201l15 — 6k10l2 — 2k6l9) = 0,

u%f : (—269l3 — Cslg + CgMyg + 307[9 — 06l10 + CeM11 — C4l11 + CqM13 + 63l13

+2C2m18 + 201l18 — 2]{?9[4 — Ql{fglg — kﬁln — ]{34l13) = 0,
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U’UU% . (-6010[3 — 209l8 — 209[5 + 209m9 + QCglg — Cﬁllg — 206l11 + 206m13
+C5113 + 2C4m15 + 263[15 + 602m19 + 6Cll19 — 6/{31()[4 — 4k'glg

—2k9l6 - 2]{6113 - 2k4l15) - O,

?J2’U% . <_3010l8 — 6Clol5 + 3010m9 + Cglg — 06l14 — 06l13 + 3c6m15

+2C5l15 + C4l15 + 1202m20 + 1201[20 — 6]€10l9 — 6]€10[6 — 3/{36l15) = 0,
utvy (—cslio + csmar + crlin + cemag — 3calis + camar + csliz
—kgliy — krliz — kyly7) = 0,
U3UU1 . (-209l10 + 20977111 - Cgl12 + cgmisz + 2C7l13 - 466116 + 2C6m17

+eslir — 2¢4lir + 2camug + 2¢3lis — 2kolyy — 2kglys — 2k7lys — keliz — 2kalis) = 0,

vy (—3c10l10 + 3c10mar — 2¢9lyi2 — colyy + 2comas — cgliy + cslis + csmas
+3crlis — 3cgliz + 3cgmag + 2¢5lis — calig + 3camig + 3czlig — 3kiolin

—3/{?9[13 — 3]{78[15 — 2k6118 —_ 3]€4l19) - O,

UU3U1 . (—3610[12 — 2610111 + 3010m13 — 269114 + 209m15 + 268l15 — 266l18

+4cgmag + 3eslig + deamag + deslag — Akolis — 4kolis — 3kelig — 4kalag) = 0,

vty 1 (=3erolis — cioliz + 3ciomus + colis — colig + Hegmag + deslag

+cylag — Dkiolis — 4kslan) = 0,
u’ (CSmlfi — crlig — k7117) =0,
uPv 1 (2comyg — 2cslis + cgmay — ksliz — 2kqlig) = 0,

utv? @ (3ci9mi — 3cglis + 2comar — cgliz + cgmag + crlig — koliy

—ngllg - 3]{?7[19) - 0,
’LLSUS . <_4010l16 + 3Clom17 — 209[17 + 269m18 + cgMig + 207[19

—kiolir — 2kolys — 3kslig — 4krlag) =0,

2 4
u v (-3010l17 + 3010m18 — Cgllg -+ 20977119 -+ 08l19 -+ CgMMoo
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+3c7lag — 2k10lis — 3kolig — 4kslag) = 0,
w’ : (—2c10lis + 3ciomag + 2comag + 2cslog — 3kiolig — 4kglag) = 0,
0%+ (=10l + 3cioman + Colag — 4kiolag) = 0,
us : (—ermy + kamy + kily — kyma) =0,
vs 1 (—camy + kily) =0,
uty : (—esmy — eyms + kymy + ksly — kgmao + kams + kils — kymy) = 0,
vuy : (—esmy — cams + kemy + ksly — ksmg + kams + kils — kymeg) = 0,
uvy : (—egmy — coms + ksly + kily) = 0,

vy : (—cemy — camis + ksly + kilg) = 0,

uius - (—4C3m1 — 201m7 + k5m1 + /{?311 - 4k3m2 + 2/<:2m7 + 2]€QTTL3

+2k1l7 -+ 2]{]1[3 — klmg) = 0,

vius . (—305m1 — C4MM1 — C1MNg + k‘ﬁml - 3k5m2 + k?4l1 — k:4m2

+l€2m8 + 2]{?27')15 + kllg + 2k51l5 - 2k’1m9) = 0,

u ug : (—3cymy — esms — cymag + ksmy + 3krly — 3kyma + kams

+k’3[3 — k3m4 + k’gmlo + k’lllo — k‘lmll) = 0,

uvus - (—208m1 — C5M3 — C3My5 — C1M12 + 2/<:9m1 + ngll - ngmg + kﬁmg

+k5l3 — k5m4 + k4m5 + k3l5 — k3m6 + k2m12 + k1l12 — k’lmlg) = 0,

v usg - (—Cgm1 — C5My — C11MM14 + 3]{7107’)11 + kgh — k’gmg + k6m5

+ksls — ksme + komig + kiliy — kymas) = 0,
U103 (—c5m1 — 304m1 — 202m7 — 3k4m2 + kglg -+ 2]{]27714 -+ kllg —+ 2]61[4) = 0,

V1Us3 - (—406m1 — CoTNg — 3k6m2 + k’4l2 + ngme + Qkfllg + lelg) = 0,
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wvs : (—cgmy — cams — comag + 3kely + ksly + kily1) = 0,

uvvg : (—2comy — cgmg — c4ms — comag + 2kgls + ksly + ksls + k1l13) = 0,
V23 1 (—=3ciomy — cgms — comug + kol + ksls + k1lys) = 0,

u3 : (—3csmy — cyms — 3ksmg + 2kemiy + komg + 2k1ly + kyls — kyms) = 0,

U2V (—305m1 — 364m1 — CoM3g — C1My — 3k5m2 — 3k4m2 + ngmg + k2m4

+2k1ls + kils + kily — kimg) = 0,

UU2Uq : (—18c7m1 - 203m7 - 463m3 - 20177110 - 18/€7m2 + k5m3
+2k4m7 + k4m3 + 2k3l7 + 2k3l3 — kgmg — k3m5 — 3k3m4 + 6k2m10

+6]€1110 — klmlg) = O,

VU2U7 (—608m1 - 205m7 — Cs5Mig — 3C3TTL5 — C1Mg — 6k8m2 + 2]{?67')17 + k6m3

+2]€5l7 + /{75l3 - k5m8 + kgl{, - 3k3m6 + 3k2m12 + 3]61112 - 2/{;1m14) = 0,

uugvy : (—6cgmy — 2c5ms3 — 2c4mg — czmg — 2c1myy — 6kgma + kgms — 2ksmy
—|—k‘4l3 + k:4m8 — k;4m4 + k?glg + k3l5 — 2k:3m9 + ngmlg + 2]{3277111 + 2]{31[12

+2]€1l11 - klmlg) = 0,

vugvy : (—6cgmy — cgmg — cymg — 2¢5ms — c4ms — cymyz — 6kgma + kgms
+kems + ksls + ksls — 2ksmg — 2ksme + kyls — kameg + dkomyy + kamas

+4k1liy + kilis — 2kymys) = 0,

’LLQUS : (—4C7m3 — C3Mqg — 4clm16 + kgmg + 3]€713 — k7m5 — 3k7m4 + k4m10

+kslio — ksmay + 4kamye + 4k1lig — kimar) = 0,

U2UU2 . (—SCgmg - 307m5 — C5Myg — C3M12 — 301m17 + 2k9m3 + 2]{78[3 — 2k8m4
+3k7ls — 3kyme + kemao + kslio — ksmar + kamag + kslia — ksmas + 3kaomay

+3k’1l17 — 2k‘1m18) = O,

2
UV Uy . (-2097713 — 208m5 — C5M1g — C3M14 — 201m18 + 3k10m3 + k?glg + k9m5
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—komy + 2kgls — 2kgmeg + kemig + kslia — ksmas + kamag + ksliy — ksmas

+2k2m18 —I— 2]61[18 — 3k1m19) = O,

3 .
V Uy - (—010m3 — CgMy — C5M14 — C1M19 + 2k‘10m5 + k9l5 — k9m6 + k6m14

+kslia — ksmas + kamag + kilig — 4kimag) = 0,
Ug . (—3cﬁm1 — CoMMy — 3/<36m2 + Qkfgmg + 2]431[9 + k1l6) == O,

uvaUy : (—begmy — csms — 2camy — 2c4msz — c3My — 2c9Mpg — 6kgmo — kgymiy
8 5113 7 3

+ksls + 2k3ly — ksmeg + dkamay + kilig + 4k1lyy) =0,

VU (—6comy — 2cemy — cyMmis — C5My — 2C4Ms — CaMya — Okomiy + kgmy
9 617 — C5M5 — Cs

+l€5l8 + ]{?5l4 - k5m6 - 2k4m6 + k‘3l6 + 2k2m13 + 2]€1l14 + 2k1l13) = 0,

uvgvy @ (—6comy — 3cgms — camg — camy — 2camyy — 6kgma — 2kgmy + kyly

—|—2/€3l9 + k3l6 + 2k2m13 + 3]6'1[13) = O,

VU1V2 (—18010m1 — CgTng — 3cﬁm5 — CgThly — CoMM13 — 18k10m2 — 2k6m6

+2k’5l9 -+ k5l6 + k4l6 -+ 4k2m15 + 6]51[15) = O,
uPvy 1 (—cgmz — crmy — camyg — deamag + 3krly — kyme + kslyy + kilyr) = 0,

U2’U'U2 . (-2697713 — CgMy — CgMMNy — CgMN1g — C4M12 — 302m17 + 2k8l4 — k8m6

+3krls + kslin + kslis + 2k1lis) = 0,

2
Uv vy (—3010m3 - 209m5 — CgMMy — CgM1g — C4M1q — 2027’”18 + k9l4 — k’gmﬁ

+2ksls + ksliz + kslis + 3k1lig) = 0,
v30y + (—3e10ms — Cromy — cgMmiy — Camig — koM + kol + kslys + 4k1la) = 0,
U? : (—607m1 - 203m7 - 6k;7m2 + k5m7 + k3l7 - k?gmg + Qkfgmlo + 2]€1l10) = O,

utvy : (—6cgmy — 2csmy — 2c4my — cymg — 6kgmy + kemy + kaly — kymg

—|—l€3l8 — Qkfgmg + 2k‘2m12 + 2k2m11 -+ 2k’1l12 + 2]61111) = O,
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UQU% : (—607m7 - 607m3 - 363m10 + l{fgm'y + 3k?7l7 - 3k7m8 - 6k7m4 + k:5m10

+2k4m10 + 3/63[10 — k3m12 — kgmu + 12]{?277116 + 12]€1l16) = O,

uvu% : (—degmy — 2cgms — 6erms — 2csmag — 2c3mag + 2komy + 2kgly; — 2kgms
—2kgmy — 6kymeg + 2kgmao + 2ks5l10 + kamiaoe + 2kslis — 2ksmiyy — ksmas

+6/€2m17 + 61{31[17) == 0,

'LL%UZ . (-2097717 — 208m5 — C5Mg — C3Miq + 3l€10m7 -+ k’gl7 — kgmg — 2k8m6

+kemao + kslia — ksmag + ksliy — ksmas + 2kamas + 2k1lis) = 0,

UﬂJ% : (-6097711 - 2C6m7 — Cs5MNg — C4MNg — 6k9m2 - k5m9 + k4l8 - 2k:4m9

+l€3l9 + 2]6277114 + 2k2m13 + 2k1l14 + 2]€1l13) = 0,

u2u1v1 : (—208m7 - 408m3 - 3c7m8 — C5Myg — 3C4m10 — 203m11 - 4k8m4 + 3k7l8

—6kymg + kemig + kalio + kamar + ksliz + 3kslyy — ksmas + 6kamyr + 6k1ly7) = 0,

uvuivy - (—409m7 — 409m3 — QCgmg — 4Cgm5 — 206m10 — C5M1g — 2C5m11 — 264m12
—C3MmM13 — 4]{397714 + Zkglg — 4k8m9 — 4k8m6 + k‘6m12 + 2k6m11 -+ k‘5l12 -+ 2k35l11

—ksmag + kalio + 2kslyy + 2k3liz — 2ksmys + 8kemys + 8kilig) = 0,

U2U1U1 : (—6610m7 — comg — 4cgms — ceMyy — C5Myg — C5My3 — CaMag + Kolg
—2komg — 4kome + kemiia + kemas + 2kslig + ksliz — 2ksmas + kalia — kamys

+kslis + 6kamag + 6k1l19) = 0,

U4U1 : (—5C7m10 — 4c3m16 + ]fgmlo —+ 3k7l10 — k7m12 — 3k7m11 + k5m16

+4k4m16 + 5k3116 — k3m17) = 0,

u3vu1 : (—4csm10 - 4c7m12 - 4c5m16 - 303m17 + 2k9m10 + 2k38l10 - 2k:8m11

+3]€7112 - 2k7m14 — 31{3777’1,13 + 4k6m16 + 4k5l16 + 3/{3477117 + 4]{73[17 — 2/€3m18) = 0,
U2U2U1 . (—309m10 — 308m12 — 307m14 — 305m17 — 203m18 + 3k10m10 + k’gllo

+komig — komay + 2kglia — ksmag — 2kgmas + 3k7lia — 3kymas + 3kemar + 3k5l17

—k5m18 + 2k4m18 -+ 3]{33[18 — 3k3m19) = 0,
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uvuy (—2c10map — 2comag — 2csMay — 2¢5Mag — c3Mag + 2kigMmas + kolio
—/{nglg + 2]€8l14 — 2k8m15 -+ 2k6m18 + 2/€5l18 — 2k5m19 + k4m19

+2ksl1g — 4ksmag) = 0,

vtuy 1 (—cromaa — comag — csmug + kigmaa + kolia — komus + kgmag + kslig
—3ksmag + ksla) =0,
'U? . (—6C10m1 — CgTng — 6k10m2 — k6m9 + k4l9 —+ 2k2m15 + 2]€1l15) = O,
U,Q?}% . (—209m3 — CgMg — CgMM1g — 204m11 - 2k:9m4 - k’gmg + 3k7l9 + ]{34l11
‘|—]€3l13 + 2/{3277118 + lellg) = 0,
UUU% : (-60107713 — 209m8 — 269m5 — CgM12 — 206m11 — C4M13 — 6k10m4
—2k9m9 — 2k9m6 + nglg —|— k’5l13 + k’4l13 + 2k53l15 —|— 6k2m19 + 6]’61[19) = 0,
UQU% . (—3010m8 - 6010m5 — CgMMyg — CgMM13 — 3k10m9 - 6k10m6 + kglg
+2kslis + kalis + 12komog + 12/€1l20) =0,
w'vy : (—csmag — 2crmyy — deamig + kel — kymus + kgmag + kalig + kslir) =0,
U3’UU1 . (—26977’110 — CgM1g — 208m11 — C7yM13 — 406m16 - 304m17 + ngln
—ksmag + 3krli3 — 2kymys + kemay + ksliy + kalir + 2kslig) = 0,
u2v2v1 . (-301077110 - 2097’”12 - 209m11 — CgM14 — C81M13 — 3c6-m17 - 204m18

+l€9[11 — k9m13 + 2k8l13 — 2k;8m15 + 3]€7l15 + k6m18 + 2]{I5l18 + k4118 + 3]{?3[19) = O,

3 .
uv-vy - (—3010m12 — 2c19m1 — 2c9Mig — CoMig — 2C6Mig — CaMig — KoM

+kolis — 2komas + 2kslis + kemig + 3kslig + kalig + 4kslag) = 0,
vl (—3c10maa — cromas — cemig — 2k1omas + kolis + kemag + 4kslag + kalag) = 0,
u® : (—4dezmag + ksmag + 3kl — kymay) = 0,

u5v . (—408m16 — 3077)’117 + 2k9m16 + 2k8l16 + 3k7l17 - 2k7m18) = 07
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U,4?}2 . (—409m16 — 308m17 — 2677’”18 + 3k10m16 —f- kgllﬁ —f- k9m17 + 2]€8l17

—]Cgmlg + 3k7l18 — 3k7m19) = 0,

uPv? (—4ci9mae — 3comar — 2csmag — crMag + 2kigmar + kol + 2kslis

—2ksmig + 3krlig — 4krmyg) = 0,

u2v4 . (—3010m17 — 209m18 — CgM19 + klomlg -+ k‘gllg — ]{nglg -+ 2]€8l19

—gkgmgo + 3k7120) = 0,

U,’U5 . (—2010m18 — CgMM19 + k’gllg — ngmg[) —I— 2k’8l20) = 0,

U6 : (_Clomlg - k10m20 —+ ]fglgo) =0.

Simetri olma kogulunun belirsiz katsayilar ¢;, k;, [;, m; icin ortaya ¢ikardigr yukaridaki
cebirsel kogullardaki (¢; = 0,¢0 = 1,k; = 0,ky = 0) se¢imi J; ve (¢ = 1,¢0 =
1,ky = 0,ky = 1) segimi Jo anakatsayr matrisi segimlerine kargilik gelmektedir. Bu
secimlerin herbiri sonrasinda yukaridaki cebirsel kogullarin tiimiiniin ¢oztimii olarak
ortaya cikan katsayi degerleri ilgili siniftaki simetri integre edilebilir olmaya aday

sistemi ve bu sistemin kabul etmekte oldugu yiiksek simetriyi ortaya ¢ikarmaktadir.
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