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OZET
Doktora Tezi
RICKART MODULLER TEORISINDE GENELLESTIRMELER
Burcu UNGOR

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Prof. Dr. Sait HALICIOGLU

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir. Birinei boliim tezin amacim icermektedir. Ikinci
bolimde calisma icinde kullanilan modil ve halka simiflarinin tamimlar: verilmek-
tedir. Uciincii boliimde Rickart, dual Rickart ve T-Rickart modiillerin, calismanim
daha sonraki boliimlerinde gerekli olan bazi 6zellikleri 6n bilgi olarak yer almaktadir.
Dordiincii bolimde Rickart modiillerin bir genellemesi ve genellestirilmis sag temel
projektif halkalarin modiil teorisine genislemesi olarak m-Rickart modiil kavrami
tanimlanmaktadir. 7-Rickart modiiller kullanilarak genellestirilmis sag temel pro-
jektif halkalarin baz ozellikleri elde edilmektedir. Ayrica w-Rickart modiil ile endo-
morfizma halkas1 arasindaki iligkiler incelenmektedir. Besginci boliimde dual Rickart
modiillerin bir genellemesi ve m-diizenli halkalarin modiil teorisine bir genislemesi
olarak dual m-Rickart modiil kavrami verilmekte ve dual 7-Rickart modiil ile en-
domorfizma halkas1 arasindaki iligkiler tizerinde durulmaktadir. Altinct boliim bir
M modiiliintin tam degismez bir alt modiilii /' olmak tizere M nin F-ters parcal
olma ozelligine ayrilmaktadir. Bu o0zellige sahip modiil sinifinin bazi 6zellikleri ve
karakterizasyonlar1 aragtirilmaktadir. Ayrica F' yerine M nin ikinci tekil alt modiilii
alinarak T-Rickart modiiller hakkinda sonuglar elde edilmektedir.

Ocak 2014, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler : Rickart modiil, dual Rickart modiil, 7-Rickart modiil, dual
m-Rickart modiil, T-Rickart modiil, genellegtirilmig sag (sol) temel projektif halka,

m-diizenli halka, F'-ters parcali modiil
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ABSTRACT
Ph.D. Thesis
GENERALIZATIONS IN THE THEORY OF RICKART MODULES
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This thesis consists of six chapters. The first chapter includes the purpose of the
thesis. In the second chapter, preparatory information that will be used later is
given. The third chapter is related to some known properties of Rickart modules,
dual Rickart modules and T-Rickart modules. In the fourth chapter, we introduce
m-Rickart modules as a generalization of Rickart modules and an extension of gener-
alized right principally projective rings to the module theoretic setting. We obtain
several results about generalized right principally projective rings by using m-Rickart
modules. Moreover, we investigate relations between a m-Rickart module and its en-
domorphism ring. In the fifth chapter, a dual m-Rickart module is defined as a
generalization of a dual Rickart module and an extension of w-regular rings to the
module theoretic setting. Also some relations between a dual 7-Rickart module and
its endomorphism ring are given. The sixth chapter is devoted to investigation of
various properties and characterizations of an F-inverse split module M where F
is a fully invariant submodule of M. Some results about T-Rickart modules are
obtained from this concept by replacing fully invariant submodule F' by the second

singular submodule of M.
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SIMGELER DIiZINI

Dogal sayilar kiimesi

f homomorfizmasinin cekirdegi

f homomorfizmasinin gortinti kiimesi

F < M nin f homomorfizmasindaki ters goriintii kiimesi
F<MvelCSign{meM:ImC F} kiimesi

I C S nin M deki sag sifirlayani

M sag R-modiil

M modiiliiniin injektif zarfi

M modiiliniin tekil alt modiili

M modiiliiniin ikinci tekil alt modiilii

M modiilinin radikali

M modiiliiniin sokulu

M modiiliiniin N alt modiiliine gore boliim modiilii

M — N sag R-modiil homomorfizmalarinin kiimesi

M modiiliiniin sag R-modiil endomorfizmalarinin halkasi

M; modiillerinin direkt toplami
M; modillerinin direkt ¢arpimi

N, M nin alt modiili

N, M nin dar alt modiili

N < M nin S deki sol sifirlayan

n pozitif tamsayisina gore kalan simiflarinin halkasi
Pozitif tamsayilar kiimesi

R halkasimin Jacobson radikali

R halkasinin kopyalarinin n defa direkt ¢arpimi

R halkas1 tizerindeki n X n tipinde matrislerin halkasi
Rasyonel sayilar cismi

Reel sayilar cismi

Tamsayilar halkasi
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1. GIRIS

Bu ¢aligmada, aksi belirtilmedikce, halkalar birimli ve modiiller sag modiil olarak
ele alinmaktadir. R bir halka ve M bir R-modiil olmak iizere M nin endomorfizma
halkas1 Endg(M) kisaca S ile gosterilmektedir. M bir (S, R)-bimodiil olmak {izere
ls(.) ve rp(.) sirasiyla M nin bir alt kiimesinin S deki sol sifirlayanini ve S nin bir

alt kiimesinin M deki sag sifirlayanini ifade etmektedir.

Bir halkanin bogtan farkli her alt kiimesinin sag (denk olarak, sol) sifirlayani bir
egkare eleman tarafindan tiretilirse halkaya Baer adi verilir (Kaplansky 1965). Hat-
tori (1960), Baer halkalar iizerine olan Kaplansky'nin (1965) ¢alismasinin motivasy-
onuyla temel projektif halkalar: tanimlamigtir. Halkanin her temel sol (sag) ide-
ali projektif ise (denk olarak, her elemanin sol (sag) sifirlayan1 bir egkare eleman
tarafindan tiretilirse) halkaya sol (sag) temel projektif veya sol (sag) Rickart halka
denir (Hattori 1960). Baer halka kavrami Rizvi ve Roman (2004) tarafindan modiil
teorisine genigletilmigtir. Bir A modiiliiniin her N alt modiili i¢in Ig(N) = Se ola-
cak bigimde e? = ¢ € S varsa M ye Baer modiil ad1 verilir (Rizvi ve Roman 2004).
M nin Baer olmasi igin gerek ve yeter sart S nin her sol ideali I i¢in 7y,(I) = eM
olacak bicimde €? = e € S bulunmasidir (Rizvi ve Roman 2004). Baer modiil
kavraminin ardindan Rizvi ve Roman (2005) keyfi f € S igin 7y (f) = eM olacak
bicimde e? = e € S varsa M ye Rickart modiil adin1 vermislerdir. Bu kavram temel
projektif halka (yani, Rickart halka) kavramimin modiil teorisindeki karsihigidir. Son
yillarda, Rickart modiiller Lee vd. (2010, 2012) ve Agayev vd. (2012) tarafindan da
caligilmigtir. Rickart modiillerin duali olarak Lee vd. (2011) dual Rickart modiilleri
tanimlayip ozelliklerini incelemislerdir. Keyfi f € S i¢in Imf = eM olacak bigimde
e? = e € S varsa M ye dual Rickart modil denir (Lee vd. 2011). Dual Rickart

modiiller von Neumann diizenli halkalarin modiil teorisindeki karsiligidir.

Temel projektif halkalarin bir genellestirmesi olarak Hirano (1983) genellegtirilmis
temel projektif halkalar1 tanimlamigtir. Bir R halkasinin keyfi z elemani i¢in Rz"
(z™R) projektif olacak bigimde n € Z* varsa (denk olarak, 2™ nin sol (sag) sifirlayam

bir egkare eleman tarafindan tiretilecek gsekilde n € Z*1 varsa) R ye genellestirilmis



sol (sag) temel projektif halka denir (Hirano 1983). Genellestirilmis temel projektif
halkalar Ohori (1984) ve Huh vd. (2002) tarafindan da incelenmigtir. Bu yaymlarin
motivasyonuyla, caligmanin bir boliimiinde Rickart modiillerin bir genellemesi ve
genellestirilmis temel projektif halkalarin modiil teorisine geniglemesi olarak 7-Rickart
modiiller tanimlanmaktadir. Rickart modiiller i¢in saglanan baz1 ozelliklerin -
Rickart modiiller i¢in de saglanip saglanmadigi incelenmektedir. Huh vd. (2002)
tarafindan, R genellestirilmis sag temel projektif halka ise e* = e € R icin eRe
halkasinin da genellegtirilmis sag temel projektif oldugu soylenmektedir. Buradan
yola cikarak “R genellestirilmis sag temel projektif halka ise e> = e € R icin
eR modiilii ne tiir genellestirilmis temel projektiflik ozelligi saglar?” sorusu akla
gelmektedir. m-Rickart modiil kavrami kullanilarak bu soruya ¢alisma igerisinde ce-
vap verilmektedir. Diger yandan, m-Rickart modiil ile onun endomorfizma halkasi
arasindaki iligkiler aragtirilmaktadir. m-Rickart modiiliin endomorfizma halkasinin
genellestirilmis sag temel projektif oldugu, fakat karsitinin endomorfizma halkasi
iizerinde diiz olan modiiller ile 1-orten-kisitlanabilir modiiller i¢in dogru oldugu

goriilmektedir.

Diger bir boliimde dual Rickart modiillerin bir genellemesi ve m-Rickart modiillerin
duali olarak, dual 7w-Rickart modiiller tanimlanmaktadir. Bu modil simifinin, 7-
diizenli halka sinifinin modiil teorisindeki karsihigi oldugu gosterilmektedir. Dual
Rickart modiller icin saglanan ozelliklerden hangilerinin dual 7-Rickart modiiller
icin de saglandigi arastirilmaktadir. Herhangi bir dual 7-Rickart modiil ile onun
endomorfizma halkas1 arasindaki iligkiler tizerinde durulmaktadir. Dual 7-Rickart
bir modiiliin endomorfizma halkasinin genellestirilmig sol temel projetif halka oldugu
gosterilmekte, fakat kargitinin 6z-es-iirete¢ modiiller igin dogru oldugu goriilmektedir.
Bu sonug yardimiyla, m-diizenli halkalarin genellegtirilmis sol temel projektif halka
oldugu bilgisi elde edilmektedir. Ayrica, (dual) m-Rickarthik yardimiyla endomor-
fizma halkasi 7-diizenli olan modiiller belirlenmektedir. (Dual) 7-Rickart modiiller
icin elde edilen bazi sonuglarin matris halkalarina uygulamalar: iizerinde de durul-

maktadir.

Asgari ve Haghany (2011) t-Baer modiilleri tammlamiglar ve bu modiil simfinin



ozelliklerini incelemiglerdir. Herhangi bir M modiiliinde, S nin I sol ideali igin
tpy(I) = {m € M | Im < Zy(M)} olsun. S nin her I sol ideali igin ty, (1)
alt modiili M nin bir direkt toplanani oluyorsa M ye t-Baer modil denir (As-
gari ve Haghany 2011). Keyfi f € S icin f~1(Za(M)) = tym(Sf) = tam(f) ve
N Y Zo(M)) = Zy(M) dir. Ayrica f € S icin ray(f) < fHZ(M)) dir. t-
J];G&fer modiillerin bir genellemesi olarak Ebrahimi Atani vd. (2012) tarafindan T-

Rickart modiiller tanimlanmigtir. Her f € S igin £3,(f) alt modiilii M nin bir direkt
toplanani oluyorsa M ye T-Rickart modil denir (Ebrahimi Atani vd. 2012).

F, bir M modiliintin alt modiili olsun. Eger her f € S icin fF C F oluyor-
sa F' ye tam degismez (fully invariant) denir. Ornegin Z(M), Zy(M), Soc(M),
Rad(M) ve R nin her bir sag ideali I i¢in M alt modiilleri M nin tam degismez alt
modiilleridir. Rickart modiiller ve T-Rickart modiiller iizerine yapilan ¢aligmalarin
motivasyonuyla, son boliimde, herhangi bir modiiliin tam degismez alt modiilleri
yardimiyla, hangi sartlar altinda bir Rickart modil elde edilebildigi tizerinde durul-
maktadir. Bunun icin, F' alt modiilii M de tam degismez olmak iizere, M nin F'-ters
par¢al, olmasi tanimlanmaktadir. Bu boliim boyunca F', goz 6niine alinan modiiliin
tam degismez bir alt modiilidiir. M nin, F-ters parcali olmasinin onemli ve ¢ok kul-
lanilan bir karakterizasyonu elde edilmektedir. Bu sonug yardimiyla, F-ters parcali
herhangi bir M modiilii igin M/F Rickart modiildiir. Hattori (1960), bir modiilii
burulmali ve burulmasiz parcgalarina ayirmanin miimkiin olup olmadigi problemi
iizerinde durmustur. Bir M modiiliiniin F-ters parcali olma kavrami yardimiyla,
M modiili, bir parcast Rickart ve diger parcast F' tarafindan belirlenen burulmali
kisim olacak sekilde parcalara ayrilmaktadir. Herhangi bir M modiiliiniin F-ters
parcali olmas1 T-Rickart modiil kavramindan daha geneldir. Zy(M) alt modiilii
goz oniine alindiginda, M nin Zy(M)-ters pargali olmasi ile T-Rickart olmas1 denk-
tir. Dolayisiyla bu calisma ile T-Rickart modiiller hakkinda bilinen caligmalara
katki yapilmaktadir. M nin T-Rickart olmasiyla, Z5(M) alt modiilii sayesinde, bir
Rickart modiil elde edilebilir. F-ters pargali modiil kavramini ¢aligmak i¢in moti-
vasyonlardan biri “eger M nin Zy(M) alt modiilii bir Rickart modiil bulunmasina

yol aciyorsa, M nin bagka hangi alt modiilleri sayesinde de bir Rickart modiil elde



edilebilir?” sorusudur. Bir halka kendi tizerinde modiil olarak goz ontine alindiginda,
tam degigsmez alt modiilleri idealleridir. Ters gortntiileri, halkanin direkt toplanani

olan idealleri yardimiyla da halkanin baz 6zellikleri belirlenmektedir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde halkalar ve modiiller ile ilgili, ¢caligmanin sonraki béliimlerinde kul-

lanilacak olan bazi tamimlar verilmektedir.

2.1 Bazi Tanim ve Teoremler

Tanim 2.1.1 Bir R halkasinin tiim maksimal sag ideallerinin (denk olarak, sol

ideallerinin) kesigimine Jacobson radikali denir ve J(R) ile gosterilir (Lam 1999).

Tanim 2.1.2 Tek maksimal sag (denk olarak, sol) ideali olan halkaya yerel (local)
halka denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.3 Bir halkanin sifirdan bagka iistel sifir (nilpotent) elemam yoksa

halkaya indirgenmis (reduced) denir (Lam 2001).

Tanim 2.1.4 M bir modil olsun. Eger f € S ve m € M igin fm = 0 olmasi
fM N Sm = 0 olmasim gerektirirse M ye indirgenmis (reduced) denir (Agayev vd.
2012).

Tamm 2.1.5 M bir modiil, N C M ve I C S olmak tizere ry(I) ={m € M : Im =
0} kiimesine I min M deki sag sifirlayan, ls(N) = {f € S : fN = 0} kiimesine N

nin S deki sol sifirlayans ad1 verilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.6 M bir modiill ve 0 # N < M olsun. Eger her 0 # L < M igin
NNL # 0ise N ye M nin esas (essential veya large) alt modiili ad1 verilir (Anderson
ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.7 Her alt modiilii bir direkt toplaninda esas alt modiil olan modiile

genisleyen (extending) denir (Dung vd. 1994).

Onerme 2.1.8 Bir M modiiliiniin genisleyen olmasi icin gerek ve yeter sart M =
Zy(M) & M’ olacak bigimde M’ < M olup Zy(M) ile M’ genisleyen ve Zy(M) nin
M'-injektif olmasidir (Dung vd. 1994).



Tanim 2.1.9 M bir modiill ve N < M olsun. Eger her K < M i¢cin N+ K =M
olmasi K = M olmasim gerektiriyorsa N ye M nin dar (small veya superfluous) alt

modiili adi verilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.10 Her bir f : K — M modiil monomorfizmasi ve her bir v : K — U
modiil homomorfizmas i¢in asagidaki diyagram degismeli olacak bicimde ¥ : M — U
modiil homomorfizmasi varsa U ya M -injektif modil denir. Eger U modiilii U-
injektif ise U ya yari injektif (quasi-injective), her M modiilii i¢in M-injektif ise U
ya injektif (injective) modiil ad1 verilir (Anderson ve Fuller 1992).

4
Y -
Y

0 - K f'M

Tanim 2.1.11 M bir modiil ve R nin sag ideallerinin bir toplulugu A olsun. Her

A € Aigin her f: A — M homomorfizmasi R ye geniglerse M ye A-injektif denir
(Smith 1981).

Tamm 2.1.12 Eger F injektif modiil ve 0 — M - E esas monomorfizma ise (E,1)
ikilisine M nin injektif zarfi (injective hull) denir ve E(M) ile gosterilir (Anderson
ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.13 Her bir f : M — K modil epimorfizmasi ve her bir v : U — K
modiil homomorfizmasi i¢in agagidaki diyagram degismeli olacak bigimde 7 : U — M
modiil homomorfizmas1 varsa U ya M -projektif modil denir. Eger U modiilii U-
projektif ise U ya yar: projektif (quasi-projective), her M modiilii i¢gin M-projektif
ise U ya projektif (projective) modiil ad1 verilir (Anderson ve Fuller 1992).

U

~

=2

M f‘K -0

Tamim 2.1.14 Bir M modiliiniin Z(M) = {m € M|rg(m) sag ideali Rg de esas}
alt modiiliine tekil (singular) alt modil denir. Eger Z(M) = M ise M ye tekil

(singular) modil, Z (M) = 0 ise M ye tekil olmayan (nonsingular) modil adi verilir

(Lam 1999).



Tanim 2.1.15 Eger R halkasi kendisi iizerinde sag modiil olarak alinirsa Z(Rpg) alt
modiiliine R nin sag tekil ideali (right singular ideal) denir. Benzer gekilde kendisi
tizerinde sol modiil olarak almirsa Z(zR) alt modiilii R nin sol tekil ideali (left

singular ideal) olarak adlandirihir (Lam 1999).
Lemma 2.1.16 Bir R halkasinin Z(Rpg) sag tekil ideali bir idealidir (Lam 1999).

Tanim 2.1.17 Bir M modiiliiniin Zy(M) ikinci tekil (Goldie torsion) alt modiilii
Z(M]Z(M)) = Zy(M)/Z(M) olarak tamimlanir (Lam 1999).

Teorem 2.1.18 R sag tekil olmayan bir halka olmak tizere bir M modiili icin

Z(M/Z(M)) =0 dir (Lam 1999).

Tanim 2.1.19 R bir halka ve e € R egkare eleman (idempotent) olsun. Eger her
x € R i¢in xe = exe oluyorsa e ye sol yari merkezi (left semicentral) egkare eleman

denir (Birkenmeier 1983).

Tanim 2.1.20 Bir R halkasiin her egkare elemam merkezde ise R ye abel (abelian)
halka denir (Agayev vd. 2010). Bir M modiilinde herhangi f € S, ¢? = ¢ € S ve
m € M igin fem = efm oluyorsa M ye abel (abelian) modil denir (Roos 1967).

Bir M modiiliiniin abel olmasi igin gerek ve yeter sart S nin abel halka olmasidir.

Tanim 2.1.21 Eger bir M modiliiniin N alt modiili i¢gin Homg(M, M)N C N
oluyorsa, yani M nin her f endomorfizmasi i¢cin fN C N ise N ye M de tam

degismez (fully invariant) denir. M nin her alt modiilii tam degismezse M ye duo

denir (Ozcan vd. 2006).

Tanim 2.1.22 Eger bir M modiiliiniin herhangi iki (keyfi) direkt toplananinin
kesigimi M nin bir direkt toplanani oluyorsa M ye SIP (SSIP) ye sahiptir denir
(Alkan ve Harmanci 2002).

Tanmim 2.1.23 R bir halka olsun.

e Her bir a € R icin a = aba olacak bicimde b € R varsa R ye von Neumann

duzenli (von Neumann regular) halka denir (Lam 2001).
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e Her bir a € R icin a™ = a"ba™ olacak bicimde b € R ve n € Z* varsa R ye
w-dizenli (m-regular) halka denir (Lam 2001).

e Her bir a € R icin a" = a"*'z olacak bicimde n € ZT ve # € R, ya da denk
olarak, a™ = ya"™! olacak bicimde n € ZT ve y € R varsa R ye giicli m-diizenli

(strongly m-regular) halka ad1 verilir (Lam 2001).

Onerme 2.1.24 R bir degismeli halka olsun. Asagidakiler denktir.
(1) R nin her asal ideali maksimaldir.
(2) Her a € R igin a" € a™Ra" olacak bigimde n € Z* vardr.

(Lam 2001).

Tanim 2.1.25 M bir modiil olsun. Eger her bir m € M i¢in m = m¢(m) olacak
bicimde M % R homomorfizmas: varsa M ye (Zelmanowitz anlaminda) dizenli

(regular) modil denir (Zelmanowitz 1972).

Tanim 2.1.26 Bir modiilde, eger bir direkt toplanana izomorf olan her alt modiil
de direkt toplanan oluyorsa modiile Cy sartin: saglar denir. Eger bir R halkasi sag

R-modiil olarak Cy sartin1 saglarsa R ye sag Cy halka adi verilir (Dung vd. 1994).

Tanim 2.1.27 M bir modiil olsun. Eger M/N bélim modilii M nin bir direkt
toplananina izomorf olacak bi¢cimdeki her N alt modiili de direkt toplanan oluyorsa

M ye Dy sartine saglar denir (Mohamed ve Miiller 1990).

Tanim 2.1.28 M ve N iki R-modiil olsun. Eger N nin, M nin bir direkt toplananina
izomorf olacak sekildeki her K alt modiilii bir direkt toplanani oluyorsa M ye N-Cs
modil denir (Lee vd. 2012).

Bir M modiiliiniin C5 sartini saglamasi icin gerek ve yeter sart M nin M-C5 modiil

olmasidir.

Onerme 2.1.29 M ve N iki R-modiil olsun. M nin N-C, olmas igin gerek ve
yeter sart M nin ve N nin sirasiyla her K ve L direkt toplananlar: i¢cin K nin L-Cs

olmasidir (Lee vd. 2012).



Tanim 2.1.30 M bir modiil olsun.
e Eger M nin alt modiillerinin her artan dizisi duruyorsa M ye Noetherian denir.

e Eger M nin alt modiillerinin her azalan dizisi duruyorsa M ye Artinian denir.

(Anderson ve Fuller 1992).

Onerme 2.1.31 Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.
(1) R sag direkt toplananlari lizerinde artan zincir sartin saglar.
(2) R sol direkt toplananlar iizerinde azalan zincir sartini saglar.

(3) R de sifirdan farkl dik eskare elemanlarin sonsuz kiimesi yoktur.

(Lam 1999).

Tanim 2.1.32 M bir modiil olsun.
e M nin her epimorfizmasi otomorfizma ise M ye Hopfian modil denir.

e Her f € S icin Kerf C Kerf? C --- C Kerf™ C --- artan dizisi duruyorsa M

ye gli¢li Hopfian (strongly Hopfian) modil denir.

e M nin her monomorfizmasi otomorfizma ise M ye es-Hopfian (co-Hopfian)

modul denir.

e Her f € Sicin Imf D Imf? D --- D Imf" D --- azalan dizisi duruyorsa M ye

glclii es-Hopfian (strongly co-Hopfian) modiil denir.
(Hmaimou vd. 2007).
Teorem 2.1.33 Bir R halkas: i¢in agagidakiler denktir.
(1) Her n € Z* i¢in M, (R) halkas: w-diizenlidir.
(2) Sonlu iiretilmis (finitely generated) her R-modiil es-Hopfiandir.

(Armendariz vd. 1978).



Onerme 2.1.34 Bir M modiilii i¢in agagidakiler denktir.

(1) M giiglii Hopfiandr.

(2) Her f € S icin Ker " = Kerf"™! olacak bigimde n € Z* vardr.

(3) Her f € S i¢in Imf™N Kerf™ = 0 olacak bigimde n € Z* vardir.
(Hmaimou vd. 2007).
Onerme 2.1.35 Bir M modiili i¢in agagidakiler denktir.

(1) M giiclii es-Hopfiandir.

(2) Her f € S i¢in Imf™ = Imf™*! olacak bicimde n € Z* vardur.

(3) Her f € S i¢in Imf"+ Kerf™ = M olacak bigimde n € Z* vardur.
(Hmaimou vd. 2007).

Tanim 2.1.36 M bir modiil olsun. Eger her bir f € S icin M = Kerf"® Imf"
olacak bi¢imde n > 1 tamsayist mevcutsa M ye Fitting modil denir (Hmaimou vd.

2007).

Onerme 2.1.37 R bir halka ve n € N olsun. Agagidakiler denktir.
(1) R™ giiclii es-Hopfian R-modiildiir.
(2) R™ Fitting modiildiir.
(3) M,(R) gliglii m-diizenli halkadir.

(Hmaimou vd. 2007).

Tanim 2.1.38 M bir modill ve n € Z* olsun. Eger M nin her n-iiretilmis
alt modiilii, M nin bir homomorf goriintiisii ise M ye n-drten-kisitlanabilir (n-

epiretractable) modil adi verilir (Ghorbani ve Vedadi 2009).

Tanim 2.1.39 M bir modiil olsun. Eger f € S icin M/fM = Kerf ise f ye yapils
(morphic) denir ve eger M nin her homomorfizmasi yapili ise M ye yapils (morphic)

modiil ad1 verilir (Nicholson ve Sanchez Campos 2005).
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Tanim 2.1.40 R bir halka olsun.

e Eger a € Rigin R/Ra = lr(a) ise a ya sol yapali, R nin her eleman sol yapili
ise R ye sol yapuli denir (Nicholson ve Sanchez Campos 2004).

e Eger a € R i¢in a" sol yapili olacak bi¢cimde n € Z* varsa a ya sol w-yapils, R

nin her elemani sol m-yapili ise R ye sol m-yapili denir (Huang ve Chen 2007).

Onerme 2.1.41 Bir yapili endomorfizmanin monomorfizma olmas1 i¢in gerek ve

yeter sart epimorfizma olmasidir (Nicholson ve Sanchez Campos 2005).

Onerme 2.1.42 R bir yerel halka ve J(R) nil olsun. Bu durumda R sol ve sag
m-yapihidir (Huang ve Chen 2007).

Onerme 2.1.43 Bir M modiilii icin agagidakiler denktir.
(1) M sol S-modiil olarak diiz (flat) modiildiir.

(2) n,k € N olmak iizere her f : M"™ — M* homomorfizmasi i¢in Ker f alt modiilii

M-tiretilmigtir.

(3) n € N olmak tizere her f : M™ — M homomorfizmasi i¢in Kerf alt modiilii

M-tiretilmigtir.
(Wisbauer 1991).

Teorem 2.1.44 M yar ayrik (quasi discrete) bir modiil olsun. M nin ayrik (dis-
crete) olmasi igin gerek ve yeter sart V. = {f € S|Imf << M} olmak iizere
J(S) =V ve S/V halkasinin diizenli olmasidir (Mohamed ve Miiller 1990).

Tanmim 2.1.45 R bir halka ve bir ideali I olsun. Eger a*>—a € I oldugunda e—a € I
olacak bicimde ¢? = e € aR (denk olarak ¢ = e € Ra) varsa eskare elemanlar I
ya gore gli¢li yikselir (idempotents lift strongly modulo I ) denir (Nicholson ve Zhou
2005).

Tanim 2.1.46 Eger R/Z>(Rpg) yar1 basit (semisimple) ve eskare elemanlar Zs(Rpg)
ye gore giiclii yiikselir ise R halkasina Zs(Rg)-yar: mikemmel (Zs(Rg)-semiperfect)
ad1 verilir (Nicholson ve Zhou 2005).
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Onerme 2.1.47 Her R yan Frobenius (QF) halka Z,(Rp)-yar miikemmeldir
(Yousif ve Zhou 2002).

Teorem 2.1.48 Bir R halkasi i¢in asagidakiler denktir.
(1) R halkas1 Zy(Rg)-yar1 mitkemmeldir.
(2) R = Zy(Rg) ® U olacak bigimde U yar1 basit (sag) ideali vardir.
(3) R/Z3(Rg) halkasi yar1 basittir.
(4) Her M modiili M = Z(M) @& X olacak bigimde X yar1 basit modiilii vardir.
(5) Her M modili i¢in M/Zy(M) yar1 basittir.
(6) Tekil olmayan her modiil injektiftir.

(Nicholson ve Zhou 2005).
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3. RICKART MODULLER TEORISIi UZERINE

Bu boéliimde Rickart modiil, dual Rickart modiil ve T-Rickart modiil kavramlarinin

tamimlar ve ileriki bolimlerde kullanilan bazi ozellikleri verilmektedir.

3.1 Rickart Modiil Tanimi ve Bazi1 Ozellikleri

Tanim 3.1.1 M bir modiil olsun. Eger her f € S i¢in ry/(f) = eM olacak bigimde

e? = e € S varsa M ye Rickart modiil denir (Rizvi ve Roman 2005).

Tanim 3.1.2 M bir modiil olsun. Eger her f € S igin Kerf alt modiilii M nin tam
degismez bir direkt toplanam ise M ye gii¢li Rickart (strongly Rickart) adi verilir
(Ebrahimi Atani vd. 2012).

Onerme 3.1.3 Bir M modiiliiniin gliclii Rickart olmasi icin gerek ve yeter sart

Rickart ve abel modiil olmasidir (Ebrahimi Atani vd. 2012).

. 7 7 10

Ornek 3.14 R = halkasi1 ve e = € R eskare elemani goz
0 Z 0 0

oniine alinsin. R sag R-modilii M ile gosterilsin. Endg(eR) = olup her

u 0
0 # u € Z igin Ker = 0 dir. Dolayisiyla eR Rickart R-modildiir. Diger
0 0

2 1 2 1 0 -1
taraftan €S = Rigin ry = 7 olup M nin bir
0 0 0 0 0 2

direkt toplanani degildir. Bu sebeple M modiilii Rickart degildir (Lee vd. 2010).

Ornek 3.1.5 Z-modiil olarak Z & Z, goz éniine almsm. (m,7) € Z & Zy olmak
tizere f(m,n) = (0,m) ile tammh f € S igin Kerf = 2Z & Z, dir. Kerf alt modiilii
Z ® Zs nin direkt toplanani olmadigindan Z & Zy Rickart degildir (Lee vd. 2010).

Teorem 3.1.6 Rickart modiillerin her direkt toplanam da Rickarttir (Lee vd. 2010).

Teorem 3.1.7 Bir M modiili i¢in asagidakiler denktir.

(1) M Rickarttir ve Cy sartini saglar.
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(2) S diizenli bir halkadir.
(3) Her f € S igin Kerf ve Imf alt modiilleri M nin direkt toplananlaridir.

(Ware 1971, Lee vd. 2010).

Tanim 3.1.8 Bir M modiiliiniin her N alt modiilii igin [g(N') = Se olacak bigimde

e? = e € S varsa M ye Baer modiil ad1 verilir (Rizvi ve Roman 2004).

Teorem 3.1.9 M bir modiil ve S halkas: sifirdan farkhi dik (orthogonal) eskare
elemanlarin sonsuz kiimesine sahip olmasin. Bu durumda M nin Rickart olmasi i¢in

gerek ve yeter sart M nin Baer olmasidir (Lee vd. 2010).

Tanim 3.1.10 M ve N iki R-modil olsun. Eger her f : M — N homomorfizmasi
icin Kerf alt moduli M nin bir direkt toplanam ise M ye N-Rickart modul denir
(Rizvi ve Roman 2009).

Teorem 3.1.11 Z = {1,2,...,n} olmak {izere R-modiillerin bir simfi {M;}er ve

her i, j € 7 igin M; modiili M;-C5 olsun. Bu durumda @ M; modiiliiniin Rickart
i€l

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her 4, j € Z i¢in M; nin M;-Rickart olmasidir (Lee

vd. 2012).

Tanim 3.1.12 M bir modiil olsun. Eger her f € S igin ry/(f) nin M de esas
olmasi f = 0 olmasi gerektirirse M ye K-tekil olmayan (K-nonsingular) modiil

denir (Rizvi ve Roman 2004).
Onerme 3.1.13 Her Rickart modiil K-tekil olmayandir (Lee vd. 2010).

Tanim 3.1.14 R bir halka olsun.

e Eger R nin her temel sol (sag) ideali projektif ise (denk olarak, her elemanin
sol (sag) sifirlayan1 bir egkare eleman tarafindan tiretilirse) R ye sol (sag)
temel projektif (left (right) principally projective) veya sol (sag) Rickart denir
(Hattori 1960).
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e Eger R nin keyfi x elemani i¢gin Rz" (z"R) projektif olacak bigimde n € Z7
varsa (denk olarak, z™ nin sol (sag) sifirlayani bir egkare eleman tarafindan
tiretilecek sekilde n € Z* varsa) R ye genellestirilmis sol (sag) temel projektif
(generalized left (right) principally projective) denir (Hirano 1983).

Onerme 3.1.15 Genellegtirilmis sag temel projektif abel halkalar direkt toplama
gore kapalidir (Huh vd. 2002).

Onerme 3.1.16 Bir R halkas: ve €2 = ¢ € R icin asagidakiler saglanir.
(1) Eger R temel projektif halka ise eRe de temel projektiftir.

(2) Eger R genellegtirilmig sag temel projektif halka ise e Re de genellestirilmis sag
temel projektiftir.

(Huh vd. 2002).
Onerme 3.1.17 Eger R genellestirilmis sag temel projektif bir halka ise R nin sag

tekil ideali Z(Rpg) nildir (Ohori 1984).

3.2 Dual Rickart Modiil Tanimi ve Bazi Ozellikleri

Tanim 3.2.1 M bir modiil olsun. Eger her f € S icin Imf = eM olacak bicimde
e? = e € S varsa M ye dual Rickart modiil denir (Lee vd. 2011).

Ornek 3.2.2 p bir asal say1 olmak tizere Z-modil olarak Z, dual Rickarttir.

Onerme 3.2.3 Bir R halkasinn von Neumann diizenli olmasi icin gerek ve yeter

sart R nin R-modil olarak dual Rickart olmasidir (Lee vd. 2011).

Teorem 3.2.4 Bir M modiili i¢in agagidakiler denktir.

(1) M dual Rickarttir ve Dy sartin saglar.

(2) M modiili Cy ile Dy sartlarim saglar ve her f € S i¢in Imf alt modiili M nin

bir direkt toplananina izomorftur.

(3) S diizenli bir halkadir.

(Lee vd. 2011).
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3.3 T-Rickart Modiil Tamimi ve Bazi1 Ozellikleri

Tanim 3.3.1 M bir modiil ve M nin bir alt modiili N olsun. Eger M nin her K
alt modiilii igin N N K < Zy(M) olmas1 K < Zy(M) olmasim gerektiriyorsa N ye
M nin t-esas (t-essential) alt modili denir (Asgari ve Haghany 2011). Eger N nin
M de kendisinden baska t-esas geniglemesi yoksa N ye M nin t-kapals (t-closed) alt
moduli ad1 verilir (Asgari ve Haghany 2011).

Tanim 3.3.2 Eger bir M modiiliiniin her t-kapali alt modiilii M nin bir direkt

toplanani ise M ye t-genigleyen (t-extending) denir (Asgari ve Haghany 2011).

Tanim 3.3.3 R bir halka olsun. Eger her serbest (free) R-modiil ¢-genigleyen ise
R ye sag 3-t-genisleyen halka ad1 verilir (Asgari ve Haghany 2011).

Tanim 3.3.4 M bir modil olsun.

e Eger S nin her sol ideali [ igin ty(I) = {m € M|Im < Zy(M)} alt modiilii

M nin bir direkt toplanani ise M ye t-Baer denir (Asgari ve Haghany 2011).

e Eger her f € S igin ty(f) = {m € M|fm € Zy(M)} alt modiilii M nin bir
direkt toplanani ise M ye T-Rickart denir (Ebrahimi Atani vd. 2012).

Ornek 3.3.5 Ornek 3.1.4 te goz ontline alinan eR modiilii T-Rickarttir, fakat M
modiilii T-Rickart degildir (Ebrahimi Atani vd. 2012).

Bu kavramlar arasindaki ilgi: genisleyen = t-genisleyen = t-Baer = T-Rickart.
Teorem 3.3.6 Bir R halkasi icin asagidakiler denktir.

(1) R sag Y-t-genigleyendir.

(2) Tekil olmayan her R-modiil projektiftir.

(3) Her R-modiil t-Baerdir.

(4) Her R-modiil T-Rickarttir.

(Asgari ve Haghany 2011, Ebrahimi Atani vd. 2012).
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4. 7-RICKART MODULLER

Bu boliimde 7-Rickart modiil kavrami tanimlanip 6zellikleri ve endomorfizma halkasi
ile iligkisi incelenmektedir. mw-Rickart modiil kavraminin Rickart modil kavramini
gerektirmedigini gosteren bir ornek verilmektedir. m-Rickart bir modiiliin her direkt
toplanani da m-Rickart olmasina ragmen m-Rickart modiillerin direkt toplamlarinin
m-Rickart olmadigi ornekle goriilmektedir. Fakat bazi abel m-Rickart modiillerin

direkt toplamlarinin da w-Rickart oldugu sonucu elde edilmektedir.

4.1 7-Rickart Modiillerin Ozellikleri

Tanim 4.1.1 M bir modil olsun. Eger her bir f € S igin ry(f™) = eM olacak

bicimde e? = ¢ € S ve n € Z* varsa M ye w-Rickart modiil denir.

Onerme 4.1.2 R halkasinm sag R-modiil olarak m-Rickart olmasi i¢in gerek ve

yeter sart R nin genellestirilmis sag temel projektif halka olmasidir.

Her yar1 basit, her tekil olmayan injektif ve her Baer modiil m-Rickarttir. Ayrica
her yar1 projektif giiclii es-Hopfian modiil, her yar1 injektif giicli Hopfian modiil,
her Artinian Noetherian modiil 7-Rickarttir (Sonug 4.1.32). Sag Artinian halka
tizerindeki her sonlu iiretilmis modiil 7-Rickarttir (Teorem 4.1.34), endomorfizma
halkas: genellegtirilmis sag temel projektif olan her serbest modiil 7-Rickarttir (Sonug
4.2.5), her sonlu iiretilmis projektif dizenli modil m-Rickarttir (Sonug 4.2.7) ve
degismeli m-diizenli bir halka tizerindeki her sonlu iiretilmis projektif modil 7-

Rickarttir (Onerme 4.2.13).

Rickart modiiller 7m-Rickart olmasina ragmen, m-Rickart modiiller Rickart olmaya-

bilir.

Ornek 4.1.3 Z® Z, sag Z-modiilii M ile gosterilsin. M nin endomorfizma halkasi
Z 0 a 0
S = dir. Herhangi bir f = | _ € S i¢in asagidaki durumlar
Lo 7o b ¢
vardir.
Durum 1. a =0, b=0,c¢=1yadaa=0, b==¢=1 ise f eskare elemandur.

Dolaysiyla ry(f) = (1 — f)M dir.
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Durum 2. a #0, b=0, c=1yadaa#0, b==c¢=11ise ry(f) =0 du.
Durum 3. a #0, b=c¢=0yadaa#0, b=1, ¢ =0 ise 7y (f) = 0® Z, dir.
Durum 4. a =0, b=1,¢=0ise f2 =0 olup ry(f?) = M dir.

Boylece M bir m-Rickart modiildiir, fakat Ornek 3.1.5 geregince M Rickart degildir.

Onerme 4.1.4 M bir Rickart modiil ise 7-Rickarttir. Eger S indirgenmis halka ise

karsit1 da dogrudur.

Ispat: M bir Rickart modiil ise 7-Rickart oldugu agiktir. M bir m-Rickart modiil,
S indirgenmisg halka ve f € S olsun. Bu durumda r,(f™) = eM olacak bigimde
n€Z" vee? =e e Svardir. n = 1 ise ispat biter. n > 1 olsun. S indirgenmis halka
oldugundan, e merkezi olup (fe)™ = 0 elde edilir. Boylece fe = 0 olup eM < 7y (f)
dir. Diger taraftan her zaman 7y, (f) < rp(f") = eM saglanir. Dolayisiyla M bir
Rickart modiildiir. U

Agayev vd. (2012) tarafindan indirgenmis modiillerin endomorfizma halkalarinin

indirgenmis oldugu gosterilmistir. Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.1.5 Eger M bir indirgenmis modiil ise M nin Rickart olmasi igin gerek ve

yeter sart m-Rickart olmasidir.

Ayrica Rickart halkalar i¢in Huh vd. (2002) nin ¢aligmasindan bilinen agagidaki

sonug Onerme 4.1.4 ten elde edilebilir.

Sonuc 4.1.6 R bir indirgenmis halka olsun. R nin sag Rickart halka olmasi icin

gerek ve yeter sart genellestirilmis sag temel projektif halka olmasidir.

Lemma 4.1.7 Eger M bir m-Rickart modiil ise S de her nil olmayan sol sifirlayan

sifirdan farkl bir eskare eleman igerir.

Ispat: § £ N C M olmak iizere I = Is(N) nil olmayan sol sifirlayan olsun ve tistel
sifir olmayan f € I alinsin. M modiilii m-Rickart oldugundan ry,(f™) = eM olacak
bigimde e* = e € S ve n € Z" vardir ve e # 1 dir. ry(I) C ra(f™) olmasi sebebiyle
(1 —e)ry(I) =0 dir. Boylece 1 —e € lg(rpy(1)) = ls(ra(ls(N))) = ls(IN) = I olup

ispat tamamlanir. 0
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Lemma 4.1.7 kullanilarak 7-Rickart modiiller, Rickart modiiller ve Baer modiiller

arasinda bir iligki agagidaki gibi kurulabilir.

Teorem 4.1.8 M bir modiil olsun. Eger S de sifirdan farkl dik egkare elemanlarin

sonsuz kiimesi yoksa ve J(S) = 0 ise agagidakiler denktir.
(1) M bir m-Rickart modiildiir.
(2) M bir Rickart modiildiir.

(3) M bir Baer modiildiir.

Ispat: (1) = (3) gerektirmesini ispatlamak yeterli olur. @ # N C M olmak iizere
I = ls(N) sol sifirlayam goz ontine alinsm. [ nil ise I C J(S) olup I = 0 elde edilir.
Bu nedenle I nin nil olmadigi durumu incelemek gerekir. Onerme 2.1.31 geregince S
sol direkt toplananlar tizerinde azalan zincir sartini saglar. Dolayisiyla I daki biitiin
sifirdan farkl egkare elemanlar arasindan S(1—e) = [g(eM) minimal olacak bi¢imde
e € I secilebilir. Simdi I Nig(eM) = 0 oldugu gosterilsin. I Nig(eM) =lg(NUeM)
dir. Eger I Nlg(eM) nil ise ispatlanmasi gereken birgey yoktur. Béylece I Nlg(eM)
nin nil olmadigl durumun incelenmesi gerekir. Eger I Nig(eM) # 0 ise Lemma 4.1.7
geregince 0 # f = f2 € I'Nlig(eM) vardir. fe =0 ve e+ (1 —e)f € I bir egkare
elemandir. g = e+ (1 —e)f olsun. Bu durumda ge = e ve g # 0 dir. Ayrica fg = f
dir. Buradan lg(gM) C ls(eM) elde edilip bu e nin se¢imi ile geligir. Bu sebeple
I'Nlig(eM) = 0 dir. Herhangi bir ¢ € I i¢in ¢(1 —e) € I Nig(eM) oldugundan
¢ = we dir. Dolayisiyla I C Se dir ve agik olarak Se = I = Ig(N) dir. Dolayisiyla
M bir Baer modiildiir. U

Sonuc 4.1.9 R bir halka olsun. Eger R de sifirdan farkli dik egkare elemanlarin

sonsuz kiimesi yoksa ve J(R) = 0 ise agagidakiler denktir.
(1) R bir genellegtirilmis sag temel projektif halkadir.
(2) R bir sag Rickart halkadir.

(3) R bir Baer halkadir.
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Sonuc 4.1.10 M bir modiil olsun. Eger S bir yar1 basit halka ise agagidakiler
denktir.

(1) M bir m-Rickart modiildiir.
(2) M bir Rickart modiildiir.
(3) M bir Baer modiildiir.

Ispat: S yar1 basit oldugundan J(S) = 0 dir ve S sol Artinian halkadir. Dolayisiyla
Onerme 2.1.31 geregince S de sifirdan farkli dik egkare elemanlarin sonsuz kiimesi

yoktur. Boylece Teorem 4.1.8 ispat1 bitirir. U

Sonuc 4.1.11 Eger M bir Noetherian (Artinian) modiil ve J(S) = 0 ise agagidakiler
denktir.

(1) M bir m-Rickart modiildiir.
(2) M bir Rickart modiildiir.
(3) M bir Baer modiildiir.

ispat: Eger M Noetherian ya da Artinian modiil ise S de sifirdan farkh dik egkare
elemanlarin sonsuz kiimesi yoktur. Bu nedenle Teorem 4.1.8 geregince istenilen elde

edilir. U

Bir m-Rickart modiilii igeren herhangi bir modiil 7m-Rickart olmak zorunda degildir.

-- Z 7 7 7 e
Ornek 4.1.12 R = halkas1 ve M = sag R-modili goz oniine
0 Z 7 7
x x 20 +3r 2y +3s
alimsin. Keyfi Y € M igin f - Y ile tanimh
r s r s 0 0
3k 3z
f € S homomorfizmasimin gekirdegi ry/(f) = ck,z € Z p dir.
—2k -2z

rar(f) alt modiilit M nin bir direkt toplanani degildir ve herhangi bir n > 2 tamsayisi

icin 7y (f) = ra(f™) oldugundan M bir 7-Rickart modiil degildir. Diger taraftan

Z Z 0
M nin N = alt modiili géz 6niine alinsin. Endg(N) = dir. N

0 0 0 0
bir Rickart modiil oldugundan m-Rickarttir.
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Rickart modiillerin her direkt toplanani da Rickarttir. Bu ozellik m-Rickart modiillerin

direkt toplananlar: icin de saglanir.
Onerme 4.1.13 Herhangi bir m-Rickart modiiliin her direkt toplanam da 7-Rickarttar.

Ispat: M = N @& P bir n-Rickart modiil ve Sy = Endz(N) olsun. Keyfi f € Sy
icin, g = f @0}, endomorfizmas: tamimlansin. Boylece g € S dir. Hipotez geregince
ru(g") = eM olacak bigimde e* = e € S ve n € ZT vardir ve g" = " $ 0,
dir. M = eM & Q olsun. P C eM oldugundan, eM = P @& L olacak bigimde
L alt modiilii vardir. Dolayisiyla M = eM & Q) = P& L& Q olur. M den N
iizerine olan izdiigim 7y : M — N ile gosterilsin. TNiger Q®L — N bir
izomorfizmadir. Béylece N = 7n(Q) @ my(L) dir. Bu durumda ry(f") = 7n(L)
oldugu iddia edilmektedir. ¢"(P @& L) = 0 olmasi sebebiyle ¢"(L) = 0 dir. Her
l e Liginl=nyn()+mp(l) dir. ¢g"(l) = g"nn(l) + g"7p(l) = 0 ve g"mp(l) =0 ve
9"y () = f"rn(l) oldugundan f"mn(L) = 0, boylece mn (L) C ry(f") elde edilir.
Ters kapsamay1 gormek igin z € ry(f") almsin ve x ¢ 7y (L) oldugu kabul edilsin.
Bu durumda x = n; + ny olacak bigimde ny € wy(L) ve 0 # ny € mn(Q) vardir.
Boylece my(q) = ns olacak bicimde g € @ bulunur. @ N7y (g") = 0 olmasi sebebiyle
9"(q) = (f"®0p,)(q) # 0 olur. ¢ =mn(q) +7p(q) ve g"mp(q) = (f" ®0,)mr(q) =0
oldugundan f"(q) = ¢"(¢) = f"7mn(q) # 0 olup = ¢ ry(f") elde edilir. Buradan
geliski bulunup 7 (f™) C wn (L) dir. Dolaysiyla ry(f™) = my (L) dir. O

Sonuc 4.1.14 R bir genellestirilmis sag temel projektif halka ve e? = e € R olsun.

Bu durumda eR bir m-Rickart moduldiir.

Sonuc 4.1.15 R; ve Ry halkalarmmin direkt toplami R olmak tizere eger R bir
genellestirilmis sag temel projektif halka ise R; ve R, halkalar1 da genellestirilmis

sag temel projektiftir.

m-Rickart modiiller kullanilarak genellestirilmis sag temel projektif halkalarin bir

karakterizasyonu agagidaki gibi verilebilir.

Teorem 4.1.16 Bir R halkasinin genellestirilmis sag temel projektif olmasi igin

gerek ve yeter sart her devirli projektif R-modiiliin 7-Rickart olmasidir.
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ispat: Eger her devirli projektif R-modiil 7-Rickart ise R nin genellestirilmis sag
temel projektif halka oldugu aciktir. R genellestirilmis sag temel projektif bir halka
ve M devirli projektif bir R-modiil olsun. Boéylece M = [ olacak bicimde R nin
bir direkt toplanan olan I sag ideali vardir. Onerme 4.1.4 geregince R sag R-
modiil olarak 7-Rickarttir ve Onerme 4.1.13 geregince I sag ideali de m-Rickart

olur. Dolayisiyla M nin 7-Rickart modiil oldugu goriiliir. U

Teorem 4.1.17 Bir R halkas: icin agagidaki sartlar goz ontine alinsin.
(1) Her serbest R-modiil 7-Rickarttir.
(2) Her projektif R-modiil 7-Rickarttir.
(3) Her diiz R-modiil 7-Rickarttir.

Bu durumda (3) = (2) < (1) dir. Ayrica sonlu gosterilmis (finitely presented)

modiiller igin (2) = (3) saglanir.

Ispat: (3) = (2) = (1) Acktir. (1) = (2) M bir projektif R-modiil olsun.
Dolayisiyla M bir serbest R-modiil F' nin direkt toplanani olur. (1) den F' modiilii
m-Rickarttir ve boylece Onerme 4.1.13 geregince M modiili 7-Rickart olur.

(2) = (3) Sonlu gosterilmis diiz modiiller projektif oldugundan aciktir. O

m-Rickart modiillerin direkt toplamlar1 7-Rickart olmayabilir.

. 7 7 7, 7
Ornek 4.1.18 R = halkas1 ve M = sag R-modili goz ontine
0 Z 7 7
7 7
alimsin. M nin N = ve K = alt modillerinin sifirdan farkh
0 0 7 7

her endomorfizmasi bir monomorfizmadir. Boylece N ve K modiilleri 7-Rickarttir

fakat Ornek 4.1.12 geregince M = N @& K modiilii 7-Rickart degildir.

Lemma 4.1.19 M bir modiil ve f € S olsun. Eger S nin bir merkezi eskare elemani

even €Z" igin ry(f") = eM ise ry (f**) = eM dir.
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Ispat: ra(f") < ra(f*) oldugu aciktir. Ters kapsamayr gormek igin m €
ry(f71) alinsin. Bu durumda fm € 7y (f") = eM ve boylece fm = efm elde
edilir. e merkezi oldugundan f"m = " 1fm = f"lefm = f""fem = ffem =0

olur. Dolayisiyla m € 7y (f™) olup ras(f*) < ra(f™) dir. O

Onerme 3.1.15 geregince genellestirilmig sag temel projektif abel halkalarin direkt
toplama gore kapali oldugu bilinmektedir. m-Rickart abel modiiller i¢in benzer bir

sonug asagidaki gibi elde edilebilir.

Onerme 4.1.20 M; ve M, abel m-Rickart R-modiiller olsun. Eger i # j igin
Homp(M;, M;) = 0 ise M; & M, modiilii m-Rickarttr.

. S 0
Ispat: M = M; & Ms ve i = 1,2 i¢in S; = Endg(M;) olsun. S halkasi !
0 Sy
. . fi .
seklindedir. € S alinsin. Bu durumda f; € Sy ve fy € Sy dir. ry, (f1) =

0 f

e1 My ve ra, (f') = ea M, olacak bigimde n,m € ZT ve €2 = ¢; € Sy, €3 = €3 € Sy

vardir. n ve m tamsayilar: i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur.
n

- . fi 0 er 0 .
(i) Eger n = m ise ry = M dir.
0 f 0 e
(7)) Eger n < m ise Lemma 4.1.19 geregince ryy, (f1) = rar, (f1*) = e1M; olur.
0 egr O e;r 0 0
Dolayisiyla S ' = 0 ve boylece ' M < ry S
0 fQ 0 €9 O €9 0 f2
. my fi 0
dir. € ry olsun. my € ry, (f") = etMy ve my €
mo | 0 f2
mq €1 0 mq . my
ras, (f3') = eaMy olup = dir. Bu nedenle €
mo 0 €9 meo mgo
ep 0 . Ji 0 ep 0 -
M dir. Buradan rj, < M elde edilir.
0 e 0 fo 0 e

(7ii) Eger m < n ise My abel oldugundan (ii) durumuna benzer sekilde ispat

yapilir. 0

Baz1 durumlarda m-Rickart modiillerin tam degismez alt modiilleri de m-Rickarttir.
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Lemma 4.1.21 M bir modil ve N tam degismez bir alt modiilii olsun. Eger M
m-Rickart ve N nin her endomorfizmas1 M nin bir endomorfizmasina geniglerse N

m-Rickarttir.

Ispat: f € Endgr(N) olsun. Hipotez geregince g|y = f olacak bigimde g € S
vardir ve M nin m-Rickart olmasindan dolay1 ry,(¢g™) = eM olacak bigimde n € Z*
ve €2 = e € S bulunur. ry(f") = N Nry(g") dir. N tam degismez oldugundan
rn(f™) = eN olup bu alt modiill N nin bir direkt toplanamidir. Boylece N modiilii
m-Rickarttir. O

Sonuc 4.1.22 R genellestirilmis sag temel projektif bir halka ve bir ideali / ol-
sun. Eger I nin her endomorfizmasi R nin bir endomorfizmasina genislerse I da

genellestirilmis sag temel projektiftir.
Agagidaki sonug Lemma 4.1.21 geregince kolayca elde edilir.

Onerme 4.1.23 M bir yan injektif modiil ve M nin injektif zarfi E(M) olsun.
Eger E(M) modiili 7-Rickart ise M modiilii de 7-Rickarttir.

Teorem 4.1.24 M bir yar1 injektif duo modiil olsun. Eger M modiilii m-Rickart ise

her alt modiili de m-Rickarttir.

Ispat: M bir 7-Rickart modiil, N bir alt modiilii ve f € Endg(N) olsun. M nin
yar1 injektifligi geregince f endomorfizmasi M nin bir g endomorfizmasina genisler.
Boylece ry(g") = eM olacak bigimde n € Z* ve e = e € S bulunur. N alt modiili

g endomorfizmasinda tam degismez kaldigindan Lemma 4.1.21 geregince istenilen

elde edilir. O

Tanim 4.1.25 M bir modiil olsun. Eger her f € S igin ry/(f) nin M de esas
olmasi f nin tistel sifir olmasimi gerektirirse M ye genellestirilmis KC-tekil olmayan

(generalized KC-nonsingular) modil ady verilir.

Her K-tekil olmayan modiil genellegtirilmig IC-tekil olmayandir. Kargit1 kat1 (rigid)

modiiller i¢in dogrudur.
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Lemma 4.1.26 M bir modiil olsun. Eger S bir m-diizenli halka ise M genellestirilmig

KC-tekil olmayan modiildiir.

Ispat: ry(f) alt modiilii M nin esas alt modiilii olacak bicimde f € S almsm.
Hipotez geregince f™ = f"gf™ olacak bicimde n € Z* ve g € S vardir. Bu durumda
gf™ € S bir egkare eleman olup rp(f") alt modiili M nin bir direkt toplanamdir.
ray(f) nin M de esas olmasi sebebiyle ry,(f™) de M nin esas alt modiilii olur.
Dolayisiyla 7y, (gf™) = M ve boylece gf™ = 0 elde edilir. Buradan f"gf™ = f* =0

bulunur. 0
Onerme 4.1.27 Her 7-Rickart modiil genellestirilmig /C-tekil olmayan modiildiir.

Ispat: M bir m-Rickart modiil ve f € S icin ra(f) alt modiilii M de esas olsun. Bu
durumda 7 (f™) = eM olacak bigimde e* = e € S ve n € Z' mevcuttur. Buradan
rar(f™) de M nin bir esas alt modiilii olup r3/(f™) = M elde edilir. Dolayisiyla
fr=0dr. O

Sonuc 4.1.28 R bir genellestirilmis sag temel projektif halka ise genellestirilmis

K-tekil olmayan R-modiildiir.

M bir modil olsun. T(sM) = {m € M | fm = 0 olacak bi¢gimde f € S mevcut}
kiimesi M nin S ye goére biitiin burulma (torsion) elemanlarimin kiimesi olsun. M

nin 7'(sM) alt kiimesi ¢ M ve Mg modiillerinin alt modiilii olmak zorunda degildir.

Ornek 4.1.29 e;; ler 3 x 3 matris birimleri olsun ve R = {(e11 + €22+ e33)a+ €120+
e13¢ + eg3d : a,b,c,d € Zs} halkasi ile M = {e12a + e13b + e3¢ : a,b,c € Zsy} sag

R-modili goz ontine alinsin.
f(elga + 613[) -+ 6230) = e12a + €1gb ve g(elga + €1gb -+ 6230) = (613 + 623)6

ile tanmmmh f,g € S alinsin. m = ey3l € M ve m' = e;pl € M igin fm = 0 ve
gm’ =0 dir. Fakat (m + m/)R = M oldugundan S de m + m’ elemamm sifirlayan
eleman yoktur. Dolaysiyla T'(¢M) alt kiimesi ¢M ve My modiillerinin alt modiilii

degildir.
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S degigsmeli bir bolge (commutative domain) ise T'(sM) alt kiimesi M nin (.S, R)-alt

modiili olur.

Onerme 4.1.30 M bir modiil ve S degismeli bir bolge olsun. Eger M modiili 7-

Rickart ise T'(sM) = 0 dir ve S nin sifirdan farkl her elemani bir monomorfizmadir.

Ispat: 0 # f € S olsun. M nin 7-Rickart olmasi geregince ry/(f") = eM olacak
bicimde n € Z* ve €2 = e € S vardir. Buradan f"e = 0 olur. S sifir bolensiz
oldugundan e = 0 olup ry,(f™) = 0 dir. Bu sebeple Kerf = 0 bulunur. Dolayisiyla
f bir monomorfizmadir. Diger taraftan m € T(sM) i¢in fm = 0 olacak bi¢imde
0 # f € S vardir. f nin monomorfizma olmasi sebebiyle m = 0 olup T(sM) = 0
dir. 0

Giiclii Hopfian, Fitting ve m-Rickart modil simiflar1 arasinda agagidaki gibi iligkiler

bulunmaktadir.
Onerme 4.1.31 Her abel 7-Rickart modiil giiclii Hopfian modiildiir.
Ispat: Lemma 4.1.19 ve Onerme 2.1.34 geregince istenilen sonug elde edilir. 0

Armendariz vd. (1978) tarafindan bir M modiliiniin Fitting modil olmas: i¢in

gerek ve yeter sartin S nin giiclii w-diizenli halka oldugu gosterilmistir.
Sonuc 4.1.32 Her Fitting modiil m-Rickarttir.

Sonuc 4.1.33 R bir halka ve n € Z* olsun. Eger M, (R) giglii 7-diizenli ise R"
bir m-Rickart R-modiildiir.

Ispat: M, (R) giiglii m-diizenli bir halka olsun. Onerme 2.1.37 geregince R"™ bir
Fitting R-modiil olur. Boylece m-Rickarttir. U

Teorem 4.1.34 Sag Artinian halka tizerindeki her sonlu tiretilmis modiil m-Rickarttir.

Ispat: R bir sag Artinian halka ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Bu
durumda M hem Artinian hem de Noetherian bir modiildiir. Dolayisiyla bir Fitting

modiil olur. Boylece Sonug 4.1.32 geregince ispat tamamlanir. U

Sonuc 4.1.35 Her sag Artinian halka genellestirilmis sag temel projektiftir.
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4.2 m-Rickart Modillerin Endomorfizma Halkalar:

Lemma 4.2.1 Eger M bir m-Rickart modiil ise S genellestirilmis sag temel projektif
halkadir.

Ispat: f € S olsun. Bu durumda ru(f™) = eM olacak bicimde ¢* = e € S ve
n € 7T vardir. Eger g € rg(f") ise gM < ry(f™) = eM dir. Boylece g = eg € eS
olup r5(f") < eS elde edilir. h € S olsun. f"ehM < f"eM = 0 olmasi sebebiyle
feh =0 olup eS < rg(f™) dir. Dolayisiyla rg(f") = eS dir. O

Onerme 3.1.16 geregince bilinen agagidaki sonuc Teorem 4.1.13 ve Lemma 4.2.1 den

de elde edilebilir.

Sonuc 4.2.2 Eger R bir genellestirilmis sag temel projektif halka ise herhangi bir

e? = e € R icin eRe halkasi da genellestirilmis sag temel projektiftir.

Asagidaki sonu¢ Teorem 4.1.34 ve Onerme 4.2.1 in Artinian halkalar iizerindeki

matris halkalarina bir uygulamasidir.

Sonuc 4.2.3 R bir sag Artinian halka olsun. Her n € Z7 i¢in M, (R) genellegtirilmis

sag temel projektif halkadir.

Ispat: n € Z* icin R" sag R-modiiliiniin endomorfizma halkasi M,,(R) oldugundan

ispat Teorem 4.1.34 geregince agiktir. U
1-orten-kisitlanabilir modiiller i¢in Lemma 4.2.1 in karsiti da dogrudur.

Onerme 4.2.4 M bir 1-6rten-kisitlanabilir modiil olsun. M nin 7-Rickart olmasi

i¢in gerek ve yeter sart S nin genellestirilmis sag temel projektif olmasidir.

ispat: M modili 7-Rickart ise S nin genellestirilmis sag temel projektif oldugu
Lemma 4.2.1 geregince bilinmektedir. S nin genellestirilmig sag temel projektif
oldugu kabul edilsin ve f € S alinsin. Bu durumda rg(f™) = eS olacak bigimde n €
7+ ve € = ¢ € S vardir. Boylece f"e = 0 olup eM < rp(f™) dir. Diger kapsamay1
gormek i¢in 0 # m € ry(f™) olsun. M nin 1-Orten-kisitlanabilir olmasi geregince

gM = mR sartini saglayan 0 # g € S bulunur. Dolayisiyla m = gm, olacak bigimde
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my € M vardir. Diger taraftan f"gM = f"mR = 0 olup f"g = 0 dir. Bu sebeple
g € rs(f") = eS elde edilir. Buradan g = eg olup m = gm; = egm; = em € eM
dir. Boylece ry (™) = eM dir. O

Sonuc 4.2.5 Bir serbest modiiliin 7-Rickart olmasi i¢in gerek ve yeter sart endo-

morfizma halkasinin genellestirilmis sag temel projektif olmasidir.

Diizenli bir modiiliin devirli her alt modiilii direkt toplanandir. Dolayisiyla diizenli

modiller 1-orten-kisitlanabilirdir.

Sonuc 4.2.6 M bir diizenli modiil olsun. S nin genellestirilmis sag temel projektif

olmasi icin gerek ve yeter sart M nin m-Rickart olmasidir.
Sonuc 4.2.7 Her sonlu tretilmis projektif diizenli modiil m-Rickarttir.

ispat: M sonlu iiretilmis projektif diizenli bir modiil olsun. Bu durumda M nin
endomorfizma halkas1 genellegtirilmiy sag temel projektiftir (Ware 1971). Boylece

Sonug 4.2.6 geregince M modiilii 7-Rickarttir. O

Tanim 4.2.8 R bir halka olmak iizere R-modiillerin bogtan farkli bir kiimesi

olsun. Bir R-modiil L i¢in
Te(U, L) = > {Imh|lh € Hom(U,L),U € U}

alt kiimesine U nun L deki izi (trace) denir, eger U sadece bir tek U modiiliinden

oluguyorsa kisaca Tr(U, L) seklinde yazihr (Wisbauer 1991).

Onerme 4.2.9 Bir R halkasi icin R-modiillerin bostan farkl bir kiimesi U ve L
bir R-modiil olsun. Tr(U, L) = L olmas igin gerek ve yeter sart L nin U-tiretilmis
olmasidir (Wisbauer 1991).

Asagidaki teorem, Lemma 4.2.1 in karsitinin endomorfizma halkasi iizerinde diiz

olan modiiller i¢in de dogru oldugunu ifade eder.

Teorem 4.2.10 M bir modiil ve f € S olmak iizere agagidakiler saglanir.

(1) Bir n € Z" igin eger f™S projektif sag S-modiil ise Tr(M, ry/(f™)) alt modiili

M nin bir direkt toplananidir.
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(2) Eger M bir diiz sol S-modiil ve S genellestirilmis sag temel projektif halka ise
R-modiil olarak M m-Rickarttir.

Ispat: (1) Bir n € Z* icin f™S projektif sag S-modiil olsun. Bu durumda rg(f") =
eS olacak bigimde e? = e € S vardir. Bu e egkare eleman igin Tr(M, 7y(f™)) = eM
oldugu iddia edilmektedir. f"eM = 0 olmasi sebebiyle eM < Tr(M,rp(f™)) dir.
g € Hom(M,ry(f™)) olsun. Boylece gM < rp(f™), yani f"gM = 0 ve buradan
f"g = 0 olur. Dolayisiyla g € rg(f™) = eS olup eg = g elde edilir. Bu sebeple
gM < egM < eM dir ve Hom(M,rp (f™))M < eM oldugu goriiliir.

(2) M diiz sol S-modiil ve S genellegtirilmis sag temel projektif halka olsun. Bir
f € S igin rg(f™) = eS olacak bigimde n € Z* ve ¢ = ¢ € S mevcut oldugundan
S projektif sag S-modiildiir. (1) in ispatinda oldugu gibi Tr(M,ry(f")) = eM
elde edilir. M nin sol S-modiil olarak diiz olmasi sebebiyle Onerme 2.1.43 geregince
ra(f7) M-iiretilmis modiildiir. Onerme 4.2.9 geregince de Tr(M, ra(f)) = ra ()
dir. Boylece ry(f™) = eM olur. O

Teorem 3.1.7 geregince eger S von Neumann diizenli halka ise M modiiliiniin Rickart

oldugu bilinmektedir. Benzer bir sonug¢ 7-Rickart modiiller i¢in de vardir.

Lemma 4.2.11 M bir modiil olsun. Eger S bir n-diizenli halka ise M modiilii
m-Rickarttir.

ispat: f € S olsun. S halkasi m-diizenli oldugundan f™* = f"¢f" olacak bigimde n €
Z*t ve g € S vardir. Burada ¢f™ bir egkare elemandir. Dolayisiyla 1 — ¢gf™ elemam
da egkare olup ry/(f") = (1 — gf™)M oldugu iddia edilmektedir. Keyfi m € M i¢in

[rA=gf™)ym = (f"=frgf")ym = (f"—f")m = 0 dir. Béylece (1—gf")M < ry(f")
olur. Keyfi m € 7y (f") igin gf"m = 0 olmast m = (1 — gf")m € (1 — gf")M
olmasini gerektirir. Dolayisiyla da ry (™) = (1 — gf™)M elde edilir. O

Asgagidaki lemma 7-diizenli halkalarla ilgili, daha sonra kullanilacak 6zellikleri icerir.
Lemma 4.2.12 Bir R halkas1 icin agagidakiler saglanir.

(1) R halkas1 7-diizenli ise keyfi e* = e € R igin eRe halkasi da w-diizenlidir.
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(2) Keyfi n € Z* i¢in M, (R) halkasi w-diizenli ise R halkasi da 7-diizenlidir.

(3) R degismeli halka olmak iizere R nin 7-diizenli olmasi i¢in gerek ve yeter sart

keyfi n € Z* i¢gin M,,(R) nin 7-diizenli olmasidir.

Ispat: (1) R bir 7-diizenli halka, ¢> = ¢ € R ve a € eRe olsun. Bu durumda

n n

a" = a"ra™ olacak bicimde n € Z* ve r € R mevcuttur. a” = a"e = ea” olmasi
sebebiyle a™ = a™(ere)a” elde edilir. Boylece eRe de m-diizenlidir.

(2) Tspat (1) 6zelliginden yapilir.

(3) R degismeli 7-diizenli bir halka olsun. Onerme 2.1.24 geregince R nin her asal
ideali maksimal olup her sonlu iiretilmig R-modiil es-Hopfian modiildiir (Vascon-
celos 1969). Boylece Teorem 2.1.33 geregince keyfi n € ZT icin M,(R) halkasi

r-diizenlidir. Ispatin devam (2) den elde edilir. O

Onerme 4.2.13 R degismeli 7-diizenli bir halka ise sonlu iiretilmis projektif her

R-modul m-Rickarttir.

ispat: M sonlu iiretilmis projektif bir R-modiil olsun. M nin endomorfizma halkasi
n € Z* ve e = e € M,(R) olmak iizere eM,,(R)e seklindedir. R degismeli 7-diizenli
halka oldugundan M, (R) halkasi 7-diizenli olup Lemma 4.2.12 geregince eM,,(R)e

de m-diizenlidir. Boylece Lemma 4.2.11 geregince M modiilii 7-Rickart olur. U
Asagidaki 6rnek Lemma 4.2.11 in kargitinin dogru olmayabilecegini gostermektedir.

Ornek 4.2.14 Z-modil olarak Z gbz oniine alinsin. Bu durumda Z nin endo-
morfizma halkas: kendisine izomorftur. Z modulu mRickarttir fakat halka olarak

m-diizenli degildir.

Teorem 3.1.7 geregince M nin Cy sartini saglayan Rickart modiil olmasi i¢in gerek
ve yeter sart S nin von Neumann diizenli olmasidir. C5 sartin1 saglayan modiiller

igin Lemma 4.2.11 in karsit1 dogru olur.

Teorem 4.2.15 M bir modiil olsun ve C5 sartini saglasin. M nin m-Rickart olmasi

icin gerek ve yeter gsart S nin 7-diizenli olmasidir.
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ispat: S halkasi1 w-diizenli ise M nin 7-Rickart oldugu Lemma 4.2.11 geregince bilin-
mektedir. 0 # f € S olsun. M modiilii 7-Rickart oldugundan Ker f™ bir n € Z* icin
M nin bir direkt toplananidir. Bu durumda M = Ker f*@® N olacak bicimde M nin N
alt modiilii vardir. f"|y bir monomorfizmadir. Cy sart1 sebebiyle f" N alt modilii M

nin bir direkt toplanani olur. Diger taraftan gf"|y = 1y olacak bi¢imde 0 # g € S

vardir. Béylece (f" — f"gf")M = (f* — frgf")(Kerf" @ N) = (f* — fgf")N =0
dir. Dolayisiyla f™* = f"gf™ olup S halkas1 7-diizenlidir. U

Asagidaki sonu¢ Onerme 4.2.13 ve Teorem 4.2.15 ten elde edilir.

Sonuc 4.2.16 R bir degismeli sag C5 halka olsun. Asagidakiler denktir.
(1) R halkas: m-diizenlidir.
(2) Her sonlu iiretilmis projektif R-modiil w-Rickarttir.

Her yar1 injektif modiil C5 sartim sagladigindan asagidaki sonug séylenebilir.

Sonuc 4.2.17 M bir yar injektif modiil olsun. M nin 7-Rickart olmasi i¢in gerek

ve yeter sart S nin 7-diizenli olmasidir.

Her 7-diizenli halka genellestirilmis sag temel projektiftir. Asagidaki sonug kargitinin

ne zaman dogru oldugunu gostermektedir.

Sonuc 4.2.18 R bir sag C5 halka olsun. R nin genellestirilmis sag temel projektif

olmasi icin gerek ve yeter sart m-diizenli olmasidir.

Asagidaki sonuc 7-diizenliligi saglayan matris halkalaria Onerme 4.2.11 ve Teorem
4.2.15 1s1ginda bir uygulamadir. Teorem 4.1.16 da devirli projektif modiillerin 7-
Rickart olmasi igin gerek ve yeter sart belirlenmigtir. Simdi her sonlu iiretilmisg

projektif modiillerin 7-Rickart olmas icin gerek ve yeter sart aragtirilmaktadir.

Teorem 4.2.19 R bir sag yar1 injektif halka olmak iizere asagidakiler denktir.
(1) Her n € Z* i¢in M, (R) halkas: w-diizenlidir.
(2) Her sonlu tiretilmig projektif R-modiil 7-Rickarttir.
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Ispat: (1) = (2) M sonlu iiretilmig projektif bir R-modiil olsun. Bu durumda
M = eR"™ olacak bigcimde n € Z* ve ¢* = e € M,(R) vardir. Dolayisiyla S halkast
eM,,(R)e halkasina izomorftur. (1) geregince S halkasi 7-diizenlidir. Boylece Lemma
4.2.11 geregince M modiilii 7-Rickarttir.

(2) = (1) Bir n € Z" igin M,,(R) halkas1 R" projektif R-modiiliiniin endomorfizma
halkasi olarak goriilebilir. (2) geregince R"™ modiilii w-Rickarttir ve hipotezden dolay1

yar1 injektiftir. Boylece Sonug 4.2.17 geregince M,,(R) halkasi m-diizenlidir. U

Lemma 4.2.20 M bir modiil olsun. S nin m-diizenli halka olmasi i¢in gerek ve
yeter sart her bir f € S i¢in Kerf” ve Im ™ alt modiilleri M nin direkt toplananlari

olacak bigimde n € Z* bulunmasidir.

Teorem 4.2.21 M bir 7-Rickart modiil olmak tizere S nin sag tekil ideali Z(Sg)
nildir ve boylece Z(Sg) C J(5) dir.

Ispat: f € Z(Ss) olsun. M modiilii 7-Rickart oldugundan ry,(f™) = eM olacak

2

bigimde n € ZT ve e = e € S mencuttur. Lemma 4.2.1 geregince rg(f™) = eS

dir. r5(f™) sag ideali S de esas oldugundan r5(f") = S olur. Bu durumda f" =
olup Z(Sg) nin nil oldugu goriiliir. Diger taraftan herhangi bir g € S ve f € Z(Ss)
i¢in az 6nceki tartigmaya gore (fg)" = 0 olacak bi¢cimde n € Z* vardir. Dolayisiyla

1 — fg tersinirdir. Boylece f € J(S5) olup Z(Ss) C J(S) elde edilir. O
Onerme 3.1.17 dan bilinen asagidaki sonu¢ Teorem 4.2.21 den elde edilebilir.

Sonuc 4.2.22 Genellestirilmis sag temel projektif bir R halkasinin sag tekil ideali
Z(Rg) nildir.

Onerme 4.2.23 Bir M modiilii icin agagidakiler denktir.

(1) S nin her bir eleman1 ya monomorfizmadir ya da iistel sifirdr.

(2) M pargalanamaz (indcomposable) m-Rickart modiildiir.

Ispat: (1) = (2) ¢> = e € S olsun. Eger e iistel sifir ise e = 0 dir. Eger e

monomorfizma ise keyfi m € M icin e(m — em) = 0 olmasi em = m olmasin
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gerektirir. Buradan e = 1 olup M pargalanamazdir. Ayrica herhangi bir f € S
i¢in 7y (f) = 0 dir ya da bir n € Z7 igin rp(f") = M dir. Bu sebeple M modiili
m-Rickarttir.

(2) = (1) f € S olsun. Bu durumda ry,(f™) alt modiilii M nin bir direkt toplanani
olacak bi¢gimde n € Z* vardir. M parcalanamaz oldugundan ry(f™) = 0 ya da
ry(f™) = M olmak zorundadir. Dolayisiyla f ya monomorfizmadir ya da tstel

sifirdir. O

Teorem 4.2.24 Bir M modiilii i¢in
(1) S Jacobson radikali nil olan bir yerel halkadr.
(2) M parcalanamaz m-Rickart modiildiir.
sartlar1 g6z oniine alindiginda (1) = (2) dir. Eger M yapili modiil ise (2) = (1) dir.

Ispat: (1) = (2) S nin her bir elemam ya monomorfizmadir ya da iistel sifirdar.
Onerme 4.2.23 geregince M parcalanamaz m-Rickarttir.

(2)= (1) f € Siginry(f™) = eM olacak bigimde n € Z" ve e? = e € S vardir. Eger
e = 0 ise f monomorfizmadir. M yapili modiil oldugundan Onerme 2.1.41 geregince
f tersinirdir. Eger e = 1 ise f® = 0 dir. Dolayisiyla 1 — f tersinirdir. Boylece
S nin yerel halka oldugu goriilir. 0 # f € J(S) olsun. f tersinir olmadigindan
ra(f™) = M olacak bigimde n € Z* vardir. Boylece J(.S) nildir. O

Asagidaki sonuc Teorem 4.2.24 ve Onerme 2.1.42 den elde edilebilir.

Sonuc 4.2.25 M pargalanamaz m-Rickart bir modiil olsun. Eger M yapil ise S

sol ve sag m-yapili halkadir.

Sonuc 4.2.26 Bir R halkas: icin agagidakiler goz oniine alinsin.
(1) R nin her eleman: ya diizenli ya da tustel sifirdir.
(2) R parcalanamaz genellestirilmis sag temel projektiftir.
(3) R yerel ve J(R) nildir.

Bu durumda (3) = (2) < (1) dir. Eger R sag yapili halka ise (2) = (3) tiir.
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5. DUAL 7-RICKART MODULLER

Bu boliimde dual w-Rickart modiil kavrami tamimlanmip ozellikleri incelenmektedir.
Dual 7-Rickart modiil kavraminin dual Rickart modiil kavramini gerektirmedigini
gosteren bir ornek verilmektedir. Dual 7-Rickart bir modiiliin her direkt toplanani
dual m-Rickart olmasina ragmen dual m-Rickart modiillerin direkt toplamlarinin dual
m-Rickart olmadigi ornekle gortilmektedir. Fakat bazi abel dual w-Rickart modiillerin

direkt toplamlarinin da dual 7-Rickart oldugu sonucu elde edilmektedir.

5.1 Dual 7-Rickart Modiillerin Ozellikleri

Tanim 5.1.1 M bir modil olsun. Her bir f € S i¢in Imf" = eM olacak bicimde

e? =eec S ven € Z" varsa M ye dual w-Rickart modiil denir.

Her yar1 basit modiil, sag kalitsal (right hereditary) halka tizerindeki her injektif
modiil dual w-Rickarttir. Ayrica her yar1 projektif giiclii es-Hopfian modiil, her
yar1 injektif giiclii Hopfian modiil, her Artinian Noetherian modiil dual 7-Rickart
modiildiir (Onerme 5.1.22). Sag Artinian halka iizerindeki her sonlu tiretilmig modiiller

de dual 7-Rickart modiil érnegidir (Teorem 5.1.24).

Onerme 5.1.2 Bir R halkasimim R-modiil olarak dual 7-Rickart olmasi i¢in gerek

ve yeter sart m-diizenli halka olmasidir.

ispat: R halkasi R-modiil olarak dual w-Rickart olsun ve f € R alinsin. Imf™ = eR
olacak bicimde ¢? = ¢ € R ve n € Z* vardir. Dolayisiyla e = f"z ve f* = ey
olacak bigimde x,y € R mevcuttur. Buradan f"zf" = ey = f" elde edilir ve
boylece R halkas1 m-diizenlidir. R nin 7-diizenli halka oldugu kabul edilsin ve g € R
olsun. ¢" = g"xg" olacak bicimde n € Z* ve x € R mevcuttur. Boylece g"x bir
eskare elemandir, bu eleman e ile gosterilsin. e € g"R ve ¢" = ¢g"zg" = eg" € eR
olmasi nedeniyle Img"” = eR bulunur. Dolayisiyla R halkasi R-modil olarak dual

m-Rickarttir. O

Her dual Rickart modil dual mRickarttir. Fakat her dual mRickart modil dual

Rickart olmak zorunda degildir.
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o Lo 2o 0 Zs y e
Ornek 5.1.3 R = halkas1 ve M = sag R-modili goz

0 Zs Ly o
oniine alinsin. Keyfi f € S icin

0 0 ax

f =

S

by cx+ bz

<
|

olacak bicimde @, b, ¢ € Z, vardir. Buradaki @, b, ¢ € Z, icin asagidaki durumlar
s0z konusudur.

Durum 1. @ =b=¢ =1 ise f epimorfizmadir.

_ _ _ _ 00
Durum 3. a=0,b=1,c¢=1yadaa=0,b=1,¢=0iseImf = | T, € Zs
Ty
olup M nin bir direkt toplanandir. i i
- _ 0=
Durum 4. a = 1, b =0, ¢ = 1 ise Imf = B | T € Zy p olup M nin bir
x
direkt toplananmdair. : :
- _ 0=
Durum 5. @ = 1, b = 0, ¢ = 0 ise Imf = | |T€Zyp olup M nin bir
0 0
direkt toplananidir. ) )
Durum 6. G =1, b= 1, ¢=0 ise f birim homomorfizmadir.

Durum 7. @ =b==¢ =0 ise f sifir homomorfizmasidir.

Her bir durum icin Imf™ alt modilii M nin bir direkt toplanani olacak bicimde

bir n € Z* vardir. Bu sebeple M dual w-Rickart modiildiir. Fakat ikinci durumda
70

Imf = B | T € Zy p olup M nin direkt toplanan1 olmadigindan M dual
0

T
Rickart degildir.

Onerme 5.1.4 Bir M modiilii dual Rickart ise dual 7-Rickarttar. Eger S indirgenmis
halka ise karsit1 da dogrudur.

ispat: M nin dual Rickart olmasi acik¢a dual m-Rickart olmasini gerektirir. S
indirgenmis halka ve M dual m-Rickart modiil olsun. Keyfi f € S i¢in Imf™ = eM
olacak bicimde n € ZT ve € = e € S vardir. Eger n = 1 ise ispat tamamlanir.

n > 1 olsun. (1 —e)f"M = 0 olup (1 —e)f™ = 0 elde edilir. S indirgenmis
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halka oldugundan, e merkezi egkare elemandir ve ((1 —e)f)" = 0 dir. Bdylece
(1 —e)f = 0 ve buradan f = ef bulunur. Dolayisiyla Imf < eM dir. Ayrica
eM = f"M < f(f"'YM < fM oldugundan eM < Imf olur. Sonug¢ olarak
eM = Imf ve boylece M dual Rickart modiildiir. U

Sonuc 5.1.5 Eger M bir indirgenmis modiil ise M nin dual Rickart olmasi i¢in

gerek ve yeter sart dual m-Rickart olmasidir.

Sonuc 5.1.6 R indirgenmis bir halka olsun. R nin von Neumann diizenli halka

olmasi i¢in gerek ve yeter sart m-diizenli halka olmasidir.

Lemma 5.1.7 Bir M modiiliiniin dual 7-Rickart ve S nin bélge olmasi icin gerek

ve yeter sart S nin sifirdan farkli her elemaninin bir epimorfizma olmasidir.

Ispat: S nin sifirdan farkh her elemani epimorfizma ise M nin dual 7-Rickart ve
S nin bolge oldugu agiktir. M dual m-Rickart ve S bolge olsun. 0 # f € S i¢in
Imf"™ = eM olacak bicimde n € Z* ve €2 = e € S vardir. Buradan f* = ef™ elde
edilir. S sifir bolensiz ve f # 0 oldugundan e = 1 dir ve Imf™ = M olur. Boylece
Imf = M olup f epimorfizmadir. U

Bir modiiliin 7-Rickart olmasi ile dual m-Rickart olmasi arasinda herhangi bir gerek-

tirme olmadig1 agagidaki orneklerden goriilmektedir.

Ornekler 5.1.8 (1) Z-modiil olarak Z dual 7-Rickart degildir fakat m-Rickarttir.

7 7
(2) R = halkas1 ve M = sag R-modiilii géz Oniine alinsin.
0 Z 0 0
.. Ty .. Yy ar ay
Keyfi f € S icin € M olmak tizere f = olacak
0 0 0 0 0 0

x
bigimde a € Z vardir. Burada M modili 7-Rickarttir. Keyfi Y € M igin
0

0
Ty 2z 2y
f = ile tanimh f € S almsin. Her n € Z* icin Imf™ =
0 0 0 0
2"7, 2"7

olup M nin bir direkt toplanani degildir. Bu sebeple M modiilii
0 0
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dual m-Rickart degildir.

(3) p bir asal say1 olmak lizere Zy~ sag Z-modiilii géz 6ntine alinsin. Her 0 #
f € Endy(Zye) i¢in fZyec = Zyeo oldugundan Z,e dual Rickarttir, boylece dual 7-
Rickarttir. Keyfi a € Zy~ icin f(a) = ap ile tamml f : Zyeo — Zyeo homomorfizmasi
alimsm. 0 # Kerf < Zp~ ve Zy~ parcalanamaz oldugundan Z,~ Rickart degildir.
Ayrica herhangi bir n € Z* igin Kerf™ alt modiilii de Zy~ un bir direkt toplanani

degildir. Dolayisiyla Zp~ modilii 7-Rickart degildir.
m-Rickart ve dual m-Rickart modiiller arasinda agagidaki iligkiler vardir.

Teorem 5.1.9 Bir M modiilii i¢in agsagidakiler saglanir.
(1) Eger M modiili dual m-Rickart ve Do sartini saglarsa m-Rickarttir.
(2) Eger M modiili 7-Rickart ve Cy sartini saglarsa dual m-Rickarttir.

(3) Eger M projektif yapili modiil ise m-Rickart olmasi i¢in gerek ve yeter sart

dual m-Rickart olmasidir.

Ispat: Keyfi f € S ve n € ZT icin M/Kerf" = Imf™ oldugundan Dy ve C,
sartlarindan (1) ve (2) nin saglandigi agiktir. Yapihh modiil tanimindan ve M nin

projektifliginden (3) kolayca elde edilir. O

Sonuc 5.1.10 Bir M modiili Cy ve D, sartlarim saglasin. Bu durumda M nin

dual 7-Rickart olmasi i¢in gerek ve yeter sart m-Rickart olmasidir.

Lemma 5.1.11 Bir M modiilii i¢in agagidakiler denktir.
(1) M dual 7-Rickarttir.

(2) Her bir f € Si¢in 0 — Imf™ - M — M/Imf"™ — 0 tam dizisi pargalanacak
(split) sekilde bir n € Z* vardir.

Ispat: Keyfi f € S ven € Z* igin 0 — Imf" — M — M/Imf™ — 0 tam dizisi goz
ontine alinsin. Bu dizinin parcalanmasi i¢in gerek ve yeter sart Im f™ nin M nin bir
direkt toplanan olmasidir, bunun ic¢in de gerek ve yeter sart M nin dual m-Rickart

modil olmasidir. O
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Dual 7-Rickart bir modiiliin her alt modiilii dual 7m-Rickart olmak zorunda degildir.

Ornek 5.1.12 Z-modiil olarak Q goz 6niine almsm. S = Endz(Q) = Q dur. S nin
her elemani ya izomorfizma ya da 0 oldugundan Q dual 7-Rickarttir. Q nun Z alt
modiili igin f(z) = 2x ile tamimh f € Endz(Z) goz 6niine alinsin. f nin herhangi bir

kuvvetinin gortiintiisii Z nin direkt toplanani olmadigindan Z dual 7m-Rickart degildir.
Onerme 5.1.13 Dual 7-Rickart modiiliin her direkt toplanani da dual m-Rickarttir.

ispat: M dual m-Rickart modiil ve N bir direkt toplanani olsun. M = N & P alinsin
ve Sy = Endg(N) olsun. Keyfi f € Sy icin g = f © 0}, € S dir. Hipotez geregince
Img™ = eM olacak bicimde n € Z* ve e? = e € S vardir, ayrica ¢" = f* @ 0y, dir.
Boylece eM = Img™ = f*"N < N olur. M = eM @& @ olacak bicimde M nin bir @)
alt modiilii bulunur. Dolayisiyla N = eM & (NN Q) = f"N & (N N Q) dir. Bu
sebeple N dual 7-Rickart olur. 0

Sonuc 5.1.14 R bir 7-diizenli halka olsun. Herhangi bir e = e € R i¢in eR bir
dual m-Rickart R-modiildiir.

Sonuc 5.1.15 R; ve Ry halkalarinin direkt toplami1 R; & Ry bir m-diizenli halka

olsun. Bu durumda R; ve Ry halkalar1 da w-duzenlidir.

m-diizenli halkalarin dual m-Rickart modiiller yardimiyla bir karakterizasyonu agagidaki
gibidir.
Teorem 5.1.16 Bir R halkasinin 7-diizenli olmas icin gerek ve yeter sart devirli

projektif her R-modiiliin dual m-Rickart olmasidir.

Ispat: Devirli projektif her R-modiil dual 7-Rickart ise R nin m-diizenli oldugu
aciktir. Qimdi R nin w-diizenli oldugu kabul edilsin ve M = mR projektif bir
modiil olsun. Bu durumda R = rgr(m) @ I olacak bigimde R nin bir sag ideali [
vardir. Burada I 5% M izomorfizmasi mevcuttur. Bir f € S icin Onerme 5.1.2
ve Onerme 5.1.13 geregince (o' f)"I = (o~ f"p)I alt modiilii I nmn bir direkt
toplanam olacak bigcimde n € Z* vardir. Dolayisiyla I min bir sag ideali K i¢in
I = (p7tfrp)l @ K seklinde yazilabilir. Boylece oI = (f"¢)I & oK olup M =
f"M @& pK elde edilir. Bu sebeple M dual m-Rickarttir. U
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Teorem 5.1.17 Bir R halkas1 icin agagidaki sartlar goz ontine alinsin.
(1) Her serbest R-modiil dual m-Rickarttir.
(2) Her projektif R-modiil dual 7-Rickarttir.
(3) Her diiz R-modiil dual w-Rickarttar.

Bu durumda (3) = (2) < (1) dir. Ayrica sonlu gosterilmis modiiller i¢in (2) = (3)

saglanir.

Ispat: (3) = (2) = (1) Aciktir. (1) = (2) M projektif R-modiil olsun. Dolayisiyla
M nin direkt toplanani oldugu bir serbest R-modiil F' vardir. (1) geregince F' dual
m-Rickarttir. Boylece Onerme 5.1.13 geregince M de dual m-Rickart olur.

(2) = (3) Sonlu gosterilmis diiz modiiller projektif oldugundan agiktir. O

Dual m-Rickart modiillerin direkt toplamlar:1 dual m-Rickart olmayabilir.

.. R R R R
Ornek 5.1.18 R = halkasit ve M = sag R-modiilii goz oniine

0 R R R
.. Ty ..
alinsin. Keyfi f € S igin € M olmak iizere
ros
f T oy ar +ur ay -+ us
r oS cx+tr cy+ts

olacak bicimde a,c,u,t € R vardir. a = ¢ =0, u = 3 ve t = 2 olacak gekilde f € S

x Yy 3r 3s . o
alinsin. Bu durumda f = olup herhangi bir n € Z* i¢in
r s 2r 2s
f x Yy 32" Hr 3(2" s
ros 2Mr 2"s
R R
dir ve f"M direkt toplanan degildir. Diger taraftan M nin N = ve
0 0
0 0
K= alt modiilleri i¢in Endg(N) ve Endg(K) halkalar1 R ye izomorftur.
R R

Dolayisiyla N ve K dual m-Rickart modiillerdir fakat M dual 7m-Rickart degildir.
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Lemma 5.1.19 M bir modiil ve f € S olsun. Eger Imf™ = eM olacak bigimde

merkezi €2 =e € S ve n € Z* varsa Imf"! = eM dir.

Ispat: f € S icin Imf™ = eM olacak bicimde merkezi €2 = ¢ € S ve n € Z* olsun.
Imf"* C Imf" oldugu agiktir. f"(z) € Imf" igin f"(z) = ef™(x) = f"e(x) tir.
e(z) € Imf" oldugundan e(z) = f™(y) olacak bigimde y € M mevcuttur. Boylece
fr(@) = () = £ () € Im o dir O

Onerme 5.1.20 My ve My abel R-modiiller olsun. Eger M; ve My dual m-Rickart
ve i # j igin Homp(M;, M;) = 0 ise My & M, dual 7-Rickart modiildiir.

Ispat: S; = Endgp(M,), S; = Endg(M,) ve M = M; & M, olsun. S halkas:
Sl 0 fl 0

seklinde alimabilir. f; € S; ve fo € S5 olmak ftizere e s
0 SQ 0 f2

alinsi. Bu durumda Imf* = e; M; ve Imf3* = es My olacak bigimde n,m € Z* ve

e? =e; € 51 ve €2 = ey € Sy, meveuttur. n ve m nin agagidaki durumlar goz oniine

almirsa: .
N s . i 0 er 0 ,
(7) Eger n = m ise Im = M dir.
0 fo 0 e
(i9) Eger n < m ise Lemma 5.1.19 geregince Imf] =Imf{"™ = e M; dir.
er O 0 m
' M < Im S oldugu aciktir. "l em S alisin.
0 es 0 f2 mo 0 f2
my
Burada m; € Imf{" = e;M; ve my € Imf]® = es M, dir. Dolayisiyla =
mo
er 0 my . B} my er 0O .
dir.  Boylece € M dir. Bu sebeple
0 e Mo Mo 0 e
0 er 0
| < | M elde edilir.
0 fo 0 e

(74i) Eger m < n ise My abel oldugundan ispat (ii) durumuna benzer sekilde

yapilir. U

Abel modiiller ile giiclii es-Hopfian modiiller arasinda dual 7-Rickart modiiller kul-

lanilarak agagidaki gerektirme verilebilir.
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Onerme 5.1.21 Eger M bir dual m-Rickart modil ve S abel halka ise M giiclii

es-Hopfiandar.
ispat: Lemma 5.1.19 ve Onerme 2.1.35 kulllanilarak ispat tamamlanir. 0
Onerme 5.1.22 Her Fitting modiil dual 7-Rickarttir.

Onerme 5.1.23 R bir halka ve n € Z* olsun. Eger M, (R) matris halkas: giiclii

m-duzenli ise R"™ dual 7m-Rickart R-moduldir.

Ispat: M, (R) giiclii m-diizenli bir halka olsun. Onerme 2.1.37 geregince R Fitting
R-modiildiir ve boylece dual m-Rickarttir. U

Teorem 5.1.24 Sag Artinian halka tizerindeki her sonlu tiretilmig R-modiil dual

m-Rickarttir.

ispat: R sag Artinian halka ve M sonlu tiretilis R-modiil olsun. Bu durumda M
hem Artinian hem de Noetherian modiildiir. Dolayisiyla M Fitting modiil olup dual
m-Rickarttir. O

Sonuc 5.1.25 Her sag Artinian halka 7-diizenlidir.

5.2 Dual m-Rickart Modillerin Endomorfizma Halkalar:

Bu boliimde dual 7-Rickart modiillerin endomorfizma halkalar1 ile iligkileri ince-

lenecektir.

Onerme 5.2.1 Eger M dual m-Rickart modiil ise S genellestirilmis sol temel pro-
jektif halkadir.

Ispat: Keyfi f € S icin hipotez geregince Imf™ = eM olacak bicimde €2 = ¢ € S
ve n € Z* vardir. Dolaywsiyla lg(f"M) = S(1 —e) = ls(f™) dir. Boylece S nin
genellestirilmis sol temel projektif halka oldugu goriiliir. U

Onerme 5.2.1 ve Teorem 5.1.13 ten agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 5.2.2 Eger R bir 7-diizenli halka ise herhangi bir ¢ = ¢ € R igin eRe
genellestirilmis sol temel projektif halkadir.
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Ispat: Bir n € Z* ve f € S icin Sf" = S/ls(f") oldugundan ispat Onerme 5.2.1
den aciktir. O

Asagidaki sonu¢ Teorem 5.1.24 ve Onerme 5.2.1 in Artinian halkalar iizerindeki

matris halkalarina bir uygulamasidir.

Sonuc 5.2.3 R bir sag Artinian halka olsun. Her n € Z* igin M,,(R) genellegtirilmis
sol temel projektif halkadir.

Ispat: n € Z" icin R" sag R-modiiliiniin endomorfizma halkas1 M, (R) oldugundan

ispat Teorem 5.1.24 geregince agiktir. O

Bir modiil biitiin boliim modiillerini eg-tiretirse modiile 6z-eg-trete¢ (self-cogenerator)
ad1 verilir (Wisbauer 1991). Asagidaki sonug Onerme 5.2.1 in karsitinin 6z-eg-ireteg

modiiller i¢in dogru oldugunu gosterir.

Teorem 5.2.4 M bir modiil ve f € S olsun.

(1) Eger bir n € Z* i¢in Sf™ projektif sol S-modiil ise N = [ {Kerg | g € S,
Imf"™ < Kerg} alt modiilii M nin bir direkt toplananidir.

(2) Eger M 06z-es-tireteg bir modiil ve S genellestirilmig sol temel projektif halka

ise M dual m-Rickarttir.

Ispat: (1) Bir n € Z% icin Sf" projektif sol S-modiil olsun. Sf™ = S/ls(f")
oldugundan Ig(f™) = Se olacak bigimde ¢? = e € S vardir. ef"M = 0 olmasi
nedeniyle f"M < (1 —e)M dir. N nin tanim geregince N < (1 —e)M dir. Imf™ <
Kerg olacak bigimde g € S alinsin. Bu durumda ¢gf"M = 0 olup ¢gf" = 0 dir.
Dolayisiyla g € Ig(f™) = Se ve ge = g olur. Buradan g(1—e)M = 0 olup (1—e)M <
Kerg elde edilir. Béylece (1 —e)M < N oldugundan (1 —e)M = N dir.

(2) M bz-eg-iireteg bir modiil ve S genellegtirilmis sol temel projektif halka olsun.
f € Sign lg(f") = Se ve M/Imf™ modiilii M tarafindan eg-tiretilecek gekilde
e? =e € Sven € Z" vardir. Bu sebeple ({ Kerg | ¢ € Hom(M/Imf", M)} = 0 dir
(Wisbauer 1991). Dolayisiyla Imf* = ({ Kerg | g € S, Imf™ < Kerg} olur. Béylece
(1) deki sartlar saglandigindan Im f™ alt modiilii M nin bir direkt toplanaidir. [
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Bir M modiilii i¢in eger S von Neumann diizenli halka ise M nin dual Rickart modiil
oldugu Teorem 3.2.4 den bilinmektedir. Benzer bir sonu¢ dual 7-Rickart modiiller

icin de bulunmaktadir.
Lemma 5.2.5 M bir modiil olsun. Eger S halkasi 7-diizenli ise M dual 7-Rickarttir.

Ispat: f € S almsm. S halkast m-diizenli oldugundan " = f"gf™ olacak bicimde
n € Z* ve g € S vardir. Burada f"g eskare elemandir, bu eleman e ile gosterilsin.
f"M = ef"M < eM oldugu aciktir. Keyfi m € M igin em = f"gm € f"M dir.
Boylece Im f™* = eM elde edilir. Dolayisiyla M dual m-Rickarttir. U

Her giiclii m-diizenli halka 7m-diizenli oldugundan asagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 5.2.6 Endomorfizma halkas: giiclii m-diizenli olan her modiil dual 7-Rickarttir.

Sonug 5.2.6 nmin karsit1 dogru degildir. Dual 7-Rickart bir modiiliin endomorfizma

halkasinin giicli m-diizenli olmayabilecegi asagidaki ornekten goriilmektedir.

Ornek 5.2.7 D bir béliimlii halka olsun. D iizerinde tabam {e; € M |i=1,2,---}
olan sonsuz bir vektér uzayr M alinsin ve S = Endp(M) olsun. M yari basit
sag D-modiil oldugundan dual 7-Rickarttir. Ayrica S diizenli halkadir (Wisbauer
1991), dolayisiyla m-diizenlidir. S nin giiglii m-diizenli oldugu kabul edilsin. Her
i=1,2,3,--- igin f(e;) = e;4q ile tammh f € S gz 6niine almsin. Kabul geregince
fm = fr*1g olacak bicimde n € Z* ve g € S vardir. Boylece f*S = f*1S olup
f"M = f"*'M elde edilir. Her i igin f"(e;) = e;1n, oldugundan f"M = >eD #
fPHM olup celigki bulunur. Dolayisiyla S giiclii w-diizenli halka degildir.wn

Onerme 5.2.8 R bir degismeli 7-diizenli halka olsun. Sonlu tiretilmis projektif her

R-modul dual 7-Rickarttir.

ispat: M sonlu tiretilmis projektif bir R-modiil olsun. M nin endomorfizma halkasi,
bir n € ZT ve € = e € M,(R) igin eM,(R)e dir. R degismeli m-diizenli bir halka
oldugundan M, (R) halkas1 da 7-diizenli olup, Lemma 4.2.12 geregince eM,,(R)e de
m-diizenlidir. Dolayisiyla Lemma 5.2.5 geregince M dual m-Rickarttir. U
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Teorem 5.2.9 Bir M modiili D, sartini saglasin. M nin dual 7-Rickart olmasi icin

gerek ve yeter sart S nin 7-diizenli olmasidir.

ispat: Eger S halkasi m-diizenli ise Lemma 5.2.5 geregince M dual w-Rickarttir. M
nin dual 7-Rickart oldugu kabul edilsin ve 0 # f € S olsun. Bu durumda Im f" alt
modiilii M nin bir direkt toplanani olacak bi¢imde n € Z* vardir. M /Ker f™ = Im ™
oldugundan Dy sart1 Ker f™ nin de M nin bir direkt toplanani olmasini gerektirir.

Lemma 4.2.20 geregince S halkas1 w-diizenlidir. 0

Her yar1 projektif modiil D, sartin saglar. Onerme 5.2.8 ve Teorem 5.2.9 geregince

agagidaki sonug elde edilir.
Sonuc 5.2.10 R bir degigmeli halka olsun. Asagidakiler denktir.

(1) R halkasi m-diizenlidir.
(2) Her sonlu tiretilmig projektif R-modiil dual 7-Rickarttir.

Sonuc 5.2.11 M bir yar projektif modiil olsun. M nin dual 7-Rickart modiil olmas:

i¢in gerek ve yeter sart S halkasinin 7-diizenli olmasidir.

Asagidaki sonug 7-diizenliligi saglayan matris halkalarma Onerme 5.2.5 ve Teorem
5.2.9 1ig1ginda bir uygulamadir. Teorem 5.1.16 da devirli projektif modiillerin dual
m-Rickart olmasi i¢in gerek ve yeter sart belirlenmigtir. Simdi her sonlu iiretilmis

projektif modiillerin dual 7-Rickart olmasi igin gerek ve yeter sart arastirilmaktadir.

Teorem 5.2.12 Bir R halkas: icin agagidakiler denktir.

(1) Her n € Z* i¢in M, (R) halkas1 7-diizenlidir.
(2) Her sonlu iiretilmis projektif R-modiil dual w-Rickarttar.

Ispat: (1) = (2) M sonlu iiretilmis projektif R-modiil olsun. M = eR"™ olacak
bicimde n € ZT ve ¢ = e € M,(R) vardir. Dolaysiyla S = eM,(R)e olur. (1)
geregince S halkasi 7m-diizenlidir. Boylece Lemma 5.2.5 ten M dual m-Rickarttir.

(2) = (1) Bir n € Z" igin R™ projektif R-modiiliiniin endomorfizma halkasi1 M, (R)
ye izomorftur. (2) geregince R" dual m-Rickarttir. Sonug 5.2.11 geregince de M, (R)
halkas1 7-diizenlidir. U
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Sonuc 5.2.13 M bir yar1 projektif modiil ve NV tam degismez bir alt modiili olsun.
Eger M dual w-Rickart ise M /N de dual m-Rickarttir.

Ispat: f € Solsun ve m : M — M/N dogal epimorfizma olmak {izere agsagidaki
diyagram goz oniine alinsin.

M —"~ M/N

v

M —— M/N
N alt modiilii M de tam degismez oldugundan Kermr C Ker (7 f) dir. Carpan Teoremi
geregince f*m = wf olacak bicimde bir tek f* homomorfizmasi vardir. Boylece
¢ : S — Endg(M/N) homomorfizmasi keyfi f € S igin ¢(f) = f* ile tamimlanir.
M yar projektif oldugundan ¢ ortendir. Dolaysiyla Endg(M/N) = S/Kerp dir.
Sonug 5.2.11 geregince S halkasi m-diizenli olup S/Kery de m-diizenlidir. Lemma
5.2.5 geregince M /N dual m-Rickart olur. O

Sonuc 5.2.14 M bir yar1 projektif duo modiil olsun. Eger M dual m-Rickart ise
M nin her N alt modiili i¢in M/N de dual 7-Rickarttir.

Sonuc 5.2.15 Eger M bir yar projektif dual 7-Rickart modiil ise M/Rad(M) ve
M /Soc(M) de dual m-Rickarttir.

Onerme 5.2.16 M bir dual m-Rickart modiil olsun. Bu durumda goriintisi M de

dar olan M nin her endomorfizmas: ustel sifirdir.

Ispat: Imf alt modiilii M nin dar alt modiilii olacak bicimde f € S olsun. Imf™
M nin bir direkt toplanam olacak bigimde n € Z* vardir. Ayrica Imf™ de M nin
dar alt modiilidiir. Dolaysiyla f* = 0 dir. U

Sonuc 5.2.17 M bir dual 7-Rickart ayrik modiil olsun. J(S) nil ve S/J(S) von

Neumann diizenlidir.

Ispat: M ayrik oldugundan Teorem 2.1.44 geregince J(.S) goriintiisit M de dar olan
endomorfizmalardan olusur. Onerme 5.2.16 geregince J (S) nildir ve yine Teorem

2.1.44 geregince S/J(S) von Neumann diizenli olur. O
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Teorem 5.2.18 M bir modiil olsun. Asagidakiler denktir.
(1) M dual 7-Rickarttir.

(2) S genellestirilmig sol temel projektif halkadir ve her bir f € S igin f"M =
ra(ls(f™M)) olacak bigimde n € Z* vardir.

Ispat: (1) = (2) Onerme 5.2.1 geregince f € S icin f"M = ry(Ig(f"M)) olacak
bigimde n € Z* bulundugunu gostermek yeterlidir. M nin dual 7-Rickart olmas
sebebiyle f € S icin f"M = eM olacak bicimde e? = ¢ € S ve n € Z* mevcuttur.
Ayrica ry(Is(f"M)) = ry(ls(eM)) = eM = f*M dir.

(2) = (1) f € S alinsin. S bir genellestirilmis sol temel projektif halka oldugundan
Is(f"M) = Se olacak bigimde €2 = e € S ve n € Z* vardir. Hipotez geregince
"M = ry(ls(f"M)) = ry(Se) = (1 — e)M olur. Boylece M bir dual 7-Rickart

modiil olur. O

Sonuc 5.2.19 Bir M modiliniin dual 7-Rickart olmas igin gerek ve yeter sart
f"M = ry(Is(f"M)) ve rp(Is(f*M)) alt modiilii M nin bir direkt toplanam olacak

bicimde n € Z* olmasidir.

Teorem 5.2.20 M bir dual mRickart modil olsun. Bu durumda S nin sol tekil
ideali Z(S) nil ve boylece Z(5S) C J(S) dir.

Ispat: f € Z(3S) olsun. M dual 7-Rickart oldugundan Im(f") = eM olacak
bicimde n € ZT ve €2 = e € S vardir. Onerme 5.2.1 geregince Is(f") = S(1 —e)
dir. lg(f™) sol ideal olarak S de esas oldugundan lg(f") = S olur. Bu durumda
f™ = 0 olup Z(sS) nildir. Diger taraftan keyfi ¢ € S ve f € Z(5S) igin benzer
bir tartigmayla (gf)™ = 0 olacak bigimde n € Z* mevecuttur. Dolayisiyla 1 — gf
tersinirdir. Boylece f € J(S) olup Z(sS) C J(S) dir. O

Sonuc 5.2.21 Bir 7-diizenli R halkasimin sol tekil ideali Z(gR) nildir.

Onerme 5.2.22 M bir modiil olsun. Asagidakiler denktir.

(1) M pargalanamaz dual 7-Rickart modiildiir.
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(2) S her eleman: ya epimorfizmadir ya da tistel sifirdir.

Ispat: (1) = (2) f € S olsun. Bir n € Z* i¢in f"M alt modiilii M nin bir direkt
toplananmidir. M parcalanamaz oldugundan f*"M = 0 ya da f"M = M dir. Bu
durumda f epimorfizma ya da tistel sifir olur.

(2) = (1) e = e € S olsun. Eger e tstel sifir ise e = 0 olur. Eger e epimorfizma ise
e = 1 dir. Dolayisiyla M pargalanamaz bir modiildiir. Ayrica f € S igin fM = M
ya da bir n € Z" icin f"M = 0 oldugundan M dual w-Rickarttir. O

Teorem 5.2.23 Bir M modiili icin asagidaki sartlar goz ontine alinsin.
(1) S yerel halka ve J(S) nildir.
(2) M pargalanamaz dual 7-Rickart modildiir.

Bu durumda (1) = (2) dir. Eger M yapili modiil ise (2) = (1) dir.

Ispat: (1) = (2) S nin her bir elemam ya epimorfizmadir ya da iistel sifirdar.
Onerme 5.2.22 geregince M parcalanamaz dual m-Rickart olur.

(2) = (1) f € Solsun. f"M = eM olacak bigimde n € Z* ve ¢* = e € S mevcuttur.
Eger e = 1 ise f epimorfizma olur. M yapili bir modiil oldugundan Onerme 2.1.41
geregince [ tersinirdir. Eger e = 0 ise f™ = 0 olup 1 — f tersinirdir. Bu sebeple S
halkasi yereldir. 0 # f € J(S) alinsm. f tersinir olmadigi ve M yapili oldugu igin f
Onerme 5.2.22 geregince iistel sifirdir. Boylece .J(S) nil olur. U

Teorem 5.2.23 ve Onerme 2.1.42 geregince agagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 5.2.24 M parcalanamaz dual m-Rickart bir modiil olsun. Eger M yapili ise

S sol ve sag m-yapili halkadir.

R bir halka ve a € R olsun. Eger her b € R i¢in b = ar olacak bicimde r € R varsa

R ye a-béliinebilir (a-divisible) halka denir.
Sonuc 5.2.25 Bir R halkas: i¢in agagidakiler goz oniine alinsin.
(1) Her a € R igin R halkas1 a-boliinebilir ya da a iistel sifirdir.

(2) R parcalanamaz m-diizenlidir.
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(3) R yerel ve J(R) nildir.

Bu durumda (3) = (2) < (1) dir. Eger R sag yapili halka ise (2) = (3) tiir.
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6. F-TERS PARCALI MODULLER

6.1 F-Ters Parcali Modiillerin Ozellikleri

Bu bolumde F' bir M modiiliiniin tam degismez alt modiilii olmak tizere M nin
F-ters parcali olmasi tanimlanip, bazi karakterizasyonlari elde edilmektedir. Ayrica

F-ters parcali M modiiliiniin temel ozellikleri incelenmektedir.

Tanim 6.1.1 F' bir M modiiliiniin tam degigsmez bir alt modiilii olsun. Eger her
f € Sicin f71(F) alt modiilii M nin bir direkt toplanani oluyorsa M ye F-ters

par¢aly (F-inverse split) modil denir.

Bu boliim boyunca aksi belirtilmedikge F', goz ontine alinan M modiiliintin tam
degismez bir alt modiiliini gosterecektir. Her M modiiliiniin M-ters parcali modiil
oldugu aciktir. Her yar1 basit M modili F-ters parcalidir ve boylece yar1 basit bir
halka tizerindeki her M modiilii de F-ters parcalidir. Bir M modiili ve f € S igin
Kerf = f71(0) oldugundan M nin Rickart olmas: icin gerek ve yeter sart O-ters

parcali olmasidir.

Onerme 6.1.2 Parcalanamaz F'-ters parcali her M modili Rickart veya F' = M
dir.

ispat: M pargalanamaz F-ters parcali bir modiil olsun. M nin birim endomorfiz-
masi 1 olmak tizere 17}(F) = F oldugundan F' = 0 veya F' = M dir. F' = 0 olmasi

M nin Rickart olmasini gerektirir. 0

Teorem 6.1.3 Bir M modiilii icin asagidakiler denktir.
(1) M modiilii F-ters parcahdir.

(2) M = F@® N ve F = eM olacak bicimde N Rickart modiilii ve sol yar1 merkezi

e? =e € S vardur.

(3) M = F & N olacak bigimde N Rickart modiilii vardur.
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Ispat: (1) = (2) M bir F-ters parcali modiil olsun ve 1,; ile M nin birim endo-
morfizmast gosterilsin. Boylece 13/ (F) = F alt modiilii M nin bir direkt toplanam
olup M = F @ N olacak bigimde M nin bir N alt modiili vardir. f € Endg(N)
olsun. 1p @ f € S olup bu homomorfizma g ile gosterilsin. ¢~ *(F) = F&® Kerf
dir. Kabul geregince g~!(F') alt modiilii M nin bir direkt toplanamdir. Bu sebeple
Kerf de N nin bir direkt toplanani olur. Dolayisiyla N Rickarttir. Diger taraftan
F = eM olacak bicimde e? = e € S vardir. Keyfi h € S icin heM < eM oldugundan
he = ehe elde edilir. Boylece e sol yar1 merkezidir.

(3) = (1) N Rickart modiil olmak iizere M = F @& N olsun ve f € S alnsin.
my ile N {izerine olan izdiisiim gosterilsin. Bu durumda 7y f|, € Endg(N) dir ve
F nin tam degismez alt modiil olmas1 f~'(F) = F& Ker(my f),) olmasim gerek-
tirir. NV Rickart oldugundan Ker(my f|,) alt modiilii NV nin bir direkt toplananidir.
Dolayisiyla f~*(F) de M nin bir direkt toplanan olur.

(2) = (3) Agktir. O

Onerme 6.1.4 Bir M modiilii i¢in asagidakiler denktir.

(1) Her f € S icin f~'(F) = eM olacak bicimde sol yar1 merkezi ¢* = ¢ € S

vardir.
(2) Her f € Sigin f~1(F) alt modiilii M nin tam degigmez bir direkt toplanamdir.
(3) M = F & N olacak bigimde N gii¢lii Rickart modiilii vardar.

(4) M modiilii F-ters pargalidir ve M nin F' yi kapsayan her direkt toplanani tam

degismezdir.

(5) M = F& N ve her f € Sicin f~}(F)N N alt modiilii N nin tam degismez

bir direkt toplanani olacak bicimde bir N alt modiilii vardir.

Ispat: (1) = (2) Agktir. (2) = (1) f € S alnsm. (2) geregince f~1(F) =
eM olacak bi¢imde €? = ¢ € S vardir. f~1(F) alt modiilii M de tam degismez
oldugundan her g € S icin geM < eM olmasi ge = ege olmasimi gerektirir. Boylece
e sol yar1 merkezi egkare elemandir.

(2) = (4) M nin F-ters parcali modiil oldugu agiktir. N alt modiilii M nin bir
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direkt toplanam ve I C N olsun. Bu durumda N = eM olacak bicimde e = e € S
vardir. (1 —e)7Y(F) = eM olup (2) geregince N alt modiilii M de tam degismezdir.
(4) = (2) f € S olsun. M modiilii F-ters parcali oldugundan f~!(F') alt modiili M
nin bir direkt toplananmdir. Ayrica F' nin tam degismez alt modiil olmasi sebebiyle
F C f7Y(F) dir. Dolayisiyla (4) ten ispat biter.

(2) = (3) M nin F-ters parcali oldugu (2) den bilinmektedir. Teorem 6.1.3 geregince
M = F & N olacak bi¢gimde bir N Rickart modiilii vardir. f € Endg(N) alinsin.
Kerf nin N de tam degismez oldugu iddia edilmektedir. Bunu gérmek icin g €
Endg(N) ve n € Kerf almsm. Bu durumda n € (0, @ f)"'(F) olup (2) den
0, @ 9) (O @ f)"1(F) < (0, ® f)~'(F) dir. Béylece (0, @ g)(n) € (0, ® f)~'(F)
olur. Dolayisiyla fgn € FN N = 0 ve buradan gn € Kerf elde edilir. Bu sebeple
Ker f alt modiilii N de tam degismez olup N gii¢lii Rickarttir.

(3) = (5) M = F @ N ve N giiclii Rickart bir modiil olsun. Bu durumda N = eM
olacak bigimde € = ¢ € S vardir ve Endg(N) = eSe dir. f € S almsin. Keyfi
r € f7Y(F)N N igin F alt modiili M de tam degismez oldugundan efe(z) =
ef(r) € FNeM = 0 olup # € Ker(efe) dir. Buradan f~'(F) N N C Ker(efe)
elde edilir. Simdi y € Ker(efe) < N almsin. f(y) = a + b olacak bigimde a € F
ve b € N vardir. y € N = eM oldugundan efe(y) = ef(y) = 0 dir. Ayrica
ef(y)=ea+eb=ea+bolup ea =—-bec FNN =0 dir. Bunedenle f(y)=a € F
ve boylece y € f~1(F) N N olur. Dolayisiyla f~1(F) N N = Ker(efe) dir. N nin
giiglii Rickart olmasi nedeniyle f~!(F) N N alt modiilii N nin tam degismez bir
direkt toplananidir.

(5) = (2) M nin bir N alt modili i¢gin M = F & N olsun ve f € S alinsin.
Modiilarite sart1 geregince f~'(F) = F & (f~'(F) N N) olur. (5) sartindan dolay1
f7H(F) alt modiilii M nin bir direkt toplanamdir. ¢ € S ve my : M — N dogal
izdiigiim olsun. Bu durumda g = (1 — 7x)g + myg seklinde yazilir. Ayrica 1 — 7y :
M — F dir. Boylece (1 — wy)g(f~1(F)) C F olur. Diger taraftan myg(f1(F)) =
ang(F) + 7ng(f~H(F) N N) oldugu acgiktir. F ve f~'(F) N N sirasiyla M ve N
de tam degismez oldugundan myg(F) = 0 ve mx(f~1(F)NN) = f~}(F) N N olup
ang(fTH(F)NN) =rmngan(fHE)NN) < f7YF)N N dir. Keyfi z € f~'(F) icin
9(2) = (1= mx)g(e) +mrg(x) € (1—mn)g(f~ (F)) +mng(f~ (F)) < F+(f1(F)n
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N) = f~Y(F) dir. Bu sebeple g(f~}(F)) < f~(F) olup f~'(F) alt modiilii M nin

tam degigsmez bir alt modiilidiir. U

Bir R halkasinda I nin ideal olmasi igin gerek ve yeter sart I nin R sag R-modiiliiniin

tam degismez alt modiilii olmasidir.

Tanim 6.1.5 R bir halka ve bir ideali I olsun. Eger R sag R-modiil olarak I-ters

parcali ise R ye sag I-ters parcaly halka ad1 verilir.

R nin [ ideali i¢in sol I-ters pargali halka olmasi benzer gekilde tanimlanir. Agagidaki

ornek geregince bir R halkasinin /-ters pargali olma kavrami sol-sag simetrik degildir.

. F F
Ornek 6.1.6 F' bir cisim olmak tzere R = halkasi ve R nin I =
0 F
F F 0 0
ideali goz ontine alinsimn. R nin J = sag ideali icin R=1&® J
0 0 0 F

dir. J basit R-modiil oldugundan Rickarttir. Boylece Teorem 6.1.3 geregince R sag
I-ters parcalidir. Diger taraftan [ ideali R nin esas sol idealidir. Bu sebeple R sol
R-modiiliintin bir direkt toplanani olamaz. Dolayisiyla R sol I-ters parcali halka

degildir.

Uyar1 6.1.7 R bir halka ve I bir ideali olsun. Eger R halkasi I-ters parcali ise her
k € K icin k~'I = rg(k) olacak bigimde R nin bir K sag ideali vardir.

Ispat: Teorem 6.1.3 geregince R = I & K olacak bi¢cimde R nin bir K sag ideali
vardir. Keyfi £ € K icin kx € [ olmast kx = 0 olmasimi gerektirir. Boylece
k=T = rg(k) oldugu aciktir. O

Onerme 6.1.8 R bir halka ve bir ideali I olsun. Eger R sag [-ters parcal ise
A= {f"YI)| f € Endg(R)} olmak iizere her R-modiil A-injektiftir. Eger R sag
Rickart halka ise karsit1 da dogrudur.

Ispat: M bir R-modil, A € A ve a : A — M bir homomorfizma olsun. R sag
I-ters parcali oldugundan A sag ideali R nin bir direkt toplanamidir. Dolayisiyla

a homomorfizmas: R ye yiikselir. Boylece M modiilii A-injektiftir. Karsiti icin R
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sag Rickart halka olsun. [ sag R-modiil olarak A-injektif ve I € A olmasi sebebiyle
R = I & J olacak bicimde R nin bir J sag ideali vardir. Ayrica R nin sag Rickart
olmasi J nin de R-modiil olarak Rickart olmasini gerektirir. Teorem 6.1.3 geregince

R sag I-ters parcahdir. O

Teorem 6.1.9 Bir M modiili i¢in agagidakiler denktir.

(1) M modiilii F-ters parcal ve her f € S i¢in Kerf alt modiilii f~!(F) nin bir

direkt toplananidir.

(2) M Rickart ve F' alt modiilii M nin bir direkt toplananidir.

Ispat: (1) = (2) M bir F-ters parcah modiil ve f € S olsun. Bu durumda f~!(F)
alt modiilii M nin bir direkt toplanamdir. Kerf de f~!(F) nin bir direkt toplanan
oldugundan M nin de direkt toplanani olur. Bu sebeple M Rickarttir. Ayrica
Teorem 6.1.3 geregince F' de M nin direkt toplananidir.

(2) = (1) M Rickart modiil ve F alt modiilii M nin bir direkt toplanani olsun.
M nin M = F @& N olacak bicimde bir N alt modiilii vardir. Bu durumda N
Rickart olup Teorem 6.1.3 geregince M modiilii F-ters parcalidir. M Rickart ve her
f € Sicin Kerf de f~'(F) nin bir alt modiilii oldugundan aynm zamanda bir direkt
toplananidir. 0

Lemma 6.1.10 M bir F-ters parcali modil ve N de M nin tam degismez bir
alt modiilii olsun. Eger N nin her endomorfizmasi M nin bir endomorfizmasina

geniglerse N alt modiilii (N N F')-ters pargalidir.

Ispat: Ilk olarak N N F nin N de tam degismez oldugu gosterilsin. f € Endg(N)
almsin. Hipotez geregince g, = f olacak bigimde g € S vardir. N ve F' alt modiilleri
M de tam degismez oldugundan f(NNF) =g(NNF) < g(N)Ng(F) < NNF
dir. h € Endg(N) olsun. Yine hipotez geregince a|, = h olacak bicimde a € S
mevcuttur. M nin F-ters pargali olmasi sebebiyle a1 (F) = eM olacak bigimde ¢* =
e € S vardir. N alt modiili M de tam degismez oldugundan ej,, homomorfizmasi
Endg(N) nin bir eskare elemamdir. A~'(N N F) C e, N oldugu agiktir. Diger

kapsamay1 gormek i¢in n € N alimsin. Bu durumda he| n = aen € NNF ve boylece
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elyn € h"'(NNF) dir. Dolaysiyla ¢)N C h""(NNF) olup h '(NNF) =e N
elde edilir. Bu sebeple N modiilii (N N F)-ters parcalidir. O

Bir M modiliiniin yari-injektif olmasi i¢in gerek ve yeter sart injektif zarfi F(M)

de tam degismez olmasidir.

Onerme 6.1.11 M bir yari-injektif modiil olsun.

1. E(M) nin tam degismez bir alt modiilii F' olmak {izere eger E(M) modiilii
F-ters pargali ise M de (M N F)-ters parcalhdir.

2. Eger M bir duo modiil ve keyfi bir K alt modiili i¢in K-ters parcali ise M
nin her N alt modiilii (N N K)-ters pargalidir.

Ispat: (1) Lemma 6.1.10 un bir sonucu olarak elde edilir.

(2) M bir duo modiil ve bir K alt modiilii igin K-ters pargali olsun. M nin bir N
alt modiilii ve f € Endg(N) alinsin. M yari-injektif oldugundan f homomorfizmasi
M nin bir ¢ homomorfizmasma genisler. Bu durumda g~ (K) = eM olacak bigimde
e? = e € S vardir. N alt modiilii M de tam degismez oldugundan Lemma 6.1.10

geregince ispat biter. U

Onerme 6.1.12 M bir F-ters parcali modiil olsun. Bu durumda M nin her N
direkt toplanani (N N F')-ters parcalidir.

ispat: M nin bir direkt toplanani N olsun. Bu durumda M = N @& K olacak
bicimde M nin bir K alt modiili vardir. Keyfi h € Endg(N) i¢in A(N N F) =
(h@0k)(NNF) <h(N)N(h®0k)(F) < NNF olmas: sebebiyle N N F alt modiilii
N de tam degismezdir. f € Endg(N) almsin. Boylece f @ 1 € Solur, g = f @ 1g
olsun. M modiilii F-ters pargali oldugundan ¢~!(F) alt modiili M nin bir direkt
toplanamdir. Diger taraftan F' nin M de tam degismez olmasi1 F' = (NNF)&(KNF)
olmasmi gerektirir. Dolaysiyla ¢7'(F) = f"Y(N N F) & (K N F) dir. Buradan
SHNNF)nin N nin bir direkt toplanani oldugu elde edilir. Boylece N de (NN F)-

ters parcahdir. O

Sonuc 6.1.13 Bir R halkas i¢in agagidakiler denktir.
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(1) Her M serbest R-modiilii i¢in M, F-ters pargali olacak bi¢gimde M nin bir F

tam degismez alt modiili vardir.

(2) Her M projektif R-modiilii i¢in M, F-ters pargali olacak bigimde M nin bir

F tam degismez alt modiili vardir.

Teorem 6.1.14 R bir halka olsun. Agagidakiler denktir.
(1) R sag I-ters parcal olacak bi¢cimde R nin bir I ideali vardir.

(2) Her M devirli projektif R-modiilii igin M, F-ters pargali olacak bigimde M

nin bir F' tam degismez alt modiili vardir.

Ispat: (1) = (2) M devirli projektif bir R-modiil olsun. Bu durumda M modiilii
R sag R-modiiliintin bir direkt toplanani J ye izomorftur. Bu izomorfizma o : J —
M ile gosterilsin. Onerme 6.1.12 geregince J de (J N I)-ters parcalidir. M nin
a(J N I) alt modiilii N ile gosterilsin. Keyfi f € S i¢in a ' fa € Endg(J) dir
ve J NI sag ideali J de tam degismez oldugundan a~'fa(J NI) C J NI olur.
Bu sebeple f(N) C N olup N alt modiili M de tam degismezdir. M nin N-ters
parcali oldugu iddia edilmektedir. f € S alinsin. J nin (J N I)-ters pargali olmasi
nedeniyle J = [(a™! fa)"}(JNI)] @ K olacak bigimde J nin bir K sag ideali vardir.
Boylece M = af(a ' fa) ' (J N 1)) + aK dir. a(a'fa)(JNI)) = fHN)
olup M = f71(N) + aK elde edilir. Ayrica bu toplam direkt toplamdir. Bunu
gormek i¢in x € f~1(N) N aK alnsin. Bu durumda x = ak olacak bicimde k € K
ve fr = fak € N mevcuttur. Dolaysiyla o 'fr = a 'fak € JN I olup k €
[(a”'fa)™(JNI)NK =0 dir. Buradan x = 0 ve de M = f~}(N) & aK olur.
Boylece M modiilii N-ters parcahidir.

(2) = (1) Agktir. O

Onerme 6.1.15 M bir yar1 projektif modiil olsun. Bu durumda M nin F-ters
parcali olmas i¢in gerek ve yeter sart M nin K C F' olacak bigimdeki her K alt
modiilii i¢cin M/K nn (F/K)-ters parcali modiil olmasidir.

Ispat: M bir F-ters parcall modill, K C F olacak bicimde K < M ve f €
Endg(M/K) olsun. 7 : M — M/K dogal izdiigim olmak iizere, M yar1 projektif
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oldugundan fm = 7g olacak bigimde g € S vardir. Bu durumda f(F/K) = fn(F) =
mg(F) < n(F) = F/K olup F/K alt modilii M/K da tam degismezdir. Teorem
6.1.3 geregince M = F' & N olacak bicimde N Rickart modiilii bulunur. Buradan
M/K = (F/K) + ((N + K)/K) elde edilir. Ayrica (F/K)N (N + K)/K) =0
oldugundan M/K = (F/K)® ((N + K)/K) dir. Diger yandan N = ((N + K)/K)
ve N Rickart olmasi nedeniyle (N + K')/K modiili de Rickarttir. Dolayisiyla M/K
modiili F'/K-ters pargalidir. Eger her K < F < M igin M/K modilii F/K-ters

pargali ise 0zel olarak K = 0 i¢in M nin F-ters parcali oldugu goriiliir. U

Lemma 6.1.16 M bir F-ters parcali modiil ve N de M nin F'yi kapsayan bir direkt
toplanani olsun. M nin her K direkt toplanani icin N N K alt modiilii de M nin bir
direkt toplanandair.

Ispat: M nin bir direkt toplanam K olsun. Bu durumda N = eM ve K = fM
olacak bicimde e, f € S egkare elemanlar1 mevcuttur. F C eM oldugundan eM =
(1—e) Y (F) dir. ((1—e)f)"YF) = (eMNfM)&(1—f)M oldugu iddia edilmektedir.
Bunu gormek icin m € ((1 —e)f)"'(F) alnsin. fm € (1 —e)"'(F) olup m = fm +
(1= f)ym € (eMNfM)&(1— f)M dir. Buradan ((1—e)f) " (F) C (eMNfM)&(1—
f)M elde edilir. Diger kapsamay1 gormek igin z+y € (eM N fM)®(1— f)M alinsin.
Boylece (1—e)f(z+y) = (1—e)fr+(1—e)fy=(1—e)z+(1—e)f(1—fly=0€ F
ve buradan z +y € ((1 —e)f)"'(F) dir. Dolayisiyla (eM N fM) @ (1 — f)M C
(1 —e)f)"Y(F) olur. M modiilii F-ters parcali oldugundan ((1 — e)f)~'(F) alt
modili M nin bir direkt toplananidir. O halde eM N fM de M nin bir direkt

toplanani olur. O
Lemma 6.1.16 geregince agagidaki sonug kolayca elde edilir.

Onerme 6.1.17 M bir F-ters parcali modiil olsun.
1. M nin her bir direkt toplananm1 K icin F' N K da M nin direkt toplanandir.

2. M modili F yi kapsayan direkt toplananlar: i¢in SIP ye sahiptir.

Onerme 6.1.18 Bir M modiilii i¢in agagidakiler denktir.
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(1) M modilii F-ters parcali ve F' yi kapsayan direkt toplananlari igin SSIP ye
sahiptir.

(2) S nin her sol ideali [ i¢in (F : I) alt modiilii M nin bir direkt toplananidir.

(3) S nin her alt kiimesi [ i¢in (F : I) alt modiilii M nin bir direkt toplananidir.

Ispat: (1) = (3) S nin bir alt kitmesi I olsun. (F : I) = () f~Y(F) dir. M
fel

modiilii F-ters parcali odugundan her f € I igin f~!(F) alt modiilii M nin bir direkt

toplananidir. Ayrica F nin M de tam degismez olmasi her f € I igin F C f~1(F)

olmasii gerektirir. (1) geregince () f~'(F) de M nin bir direkt toplanani olur.
fel
(3) = (2) Acgiktar. (2) = (1) Her f € Sigin f~!(F) = (F : Sf) olmas1 sebebiyle M

modiilii F-ters pargalhidir. {e;M < M :¢;> =¢; € S,F C e;M,i € J} kiimesi goz
oniine alinsin ve S nin ) | S(1—e;) sol ideali I ile gésterilsin. [ e;M = (F : I) oldugu

= ieJ
iddia edilmektedir. Bunu gérmek i¢in m € [ e;M alinsm. Bu durumda her i € J
ieJ
icin m = e;m olup S(1 — e;)m = 0 dir. Boylece Im C F olur ve () e;M C (F : 1)

dir. Simdi m € (F : I) almsin. I'm C F olmas: her ¢ € J igin T;Leé (1 —e;) Y(F)

olmasmi gerektirir. F C e; M oldugundan her i € J i¢in (1 — ¢;) ' (F) = ¢;M dir.

Dolayisiyla i € J olmak iizere (F': I) C e;M olup (F': I) C [ e;M elde edilir. Bu

sebeple ﬂJ e; M alt modiili M nin bir direkt toplananidir. < O
ic

Teorem 6.1.19 Bir M modiilii i¢in agagidakiler denktir.
(1) M modiilii F-ters parcalidir.

(2) S nin her sonlu tiretilmig sol ideali I i¢in (F' : I) alt modiilii M nin bir direkt

toplananmdar.

(3) S nin her sonlu alt kiimesi I i¢in (F : I) alt modiili M nin bir direkt

toplananidir.

Ayrica, eger S sifirdan farkh dik egkare elemanlarin sonsuz bir kiimesine sahip degilse

yukaridaki sartlara denk olarak:

(4) S nin her sol ideali I i¢in (F : I) alt modiilii M nin bir direkt toplananmdir.
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Ispat: (1) = (2) n € Z* olmak iizere S nin sonlu iiretilmig bir sol ideali ] =<
fi, fa, ..., fu > olsun. n iizerine tiimevarim ile ispat tamamlanacaktir. Eger n = 1
ise sonug aciktir. m > 1 olsun ve n — 1 i¢in iddianin dogru oldugu kabul edilsin. Bu
durumda S nin J =< fi, fo, ..., fu_1 > sol ideali i¢in (F : J) alt modiilii M nin bir
direkt toplanamidir. Diger taraftan (F : I) = (F : J) N f,”"(F) dir ve (1) geregince
f» '(F) de M nin bir direkt toplanamidir. (F : J) ve f,”'(F) alt modiilleri F' yi
kapsadigindan Onerme 6.1.17 geregince (F: I) de M nin bir direkt toplanamdir.
(2) = (1) F alt modiilii M de tam degismez oldugundan her f € S igin f~1(F) =
{m € M : Sfm C F} dir. Boylece (2) geregince f~1(F) alt modiilii M nin bir
direkt toplananidir.

(1) = (3) n € Z" olmak iizere S nin sonlu bir alt kiimesi I = {fi, fs,..., fn} i¢in
ispat (1) = (2) nin ispatina benzer olarak yapilir.

(3) = (1) Her f € S igin f~(F) = (F : {f}) oldugundan agiktir.

(1) = (4) Teorem 6.1.3 geregince M = F' & N olacak bigimde bir N Rickart modiilii
vardir. Hipotez geregince de S, dolayisiyla Endg(N) sifirdan farkli dik egkare el-
emanlarin sonsuz bir kiimesine sahip degildir. Boylece Teorem 3.1.9 geregince N
bir Baer modiil olur. S nin bir sol ideali I olsun ve 7 : M — N dogal izdiigim
olmak tizere T = {nf|n : f € [} goz Oniine alinsin. J = Endg(N)T olmak iizere
(F:I)=F®ry(J) dir. N nin Baer olmasi ry(J) nin N nin bir direkt toplanani
olmasini gerektirir. Boylece (F' : I) alt modiili M nin bir direkt toplanani olur.

(4) = (1) Onerme 6.1.18 geregince aciktur. O

6.2 [F-Ters Parcali Modiillerin Direkt Toplamlari

Onerme 6.2.1 Z bir indeks kiimesi olmak iizere R-modiillerin bir sinifi {M;}icr

olsun. Eger her ¢ € 7 igin M; modiili @ M; de tam degismez ise her i € Z i¢in
i€
M; nin Fj-ters pargali olmasi igin gerek ve yeter sart @ M; nin @ Fi-ters parcgali
i€ i€
olmasidir.

Ispat: i € T olmak iizere @ M; modiilii @ Fi-ters parcali ise Onerme 6.1.12
i€T i€T

geregince M; de Fj-ters parcali olur. Simdi her ¢ € Z i¢in M; nin Fj-ters parcal

oldugu kabul edilsin. M = @ M,;, F' = @ F, olsunvei, j € Zicin f;; € Hompg(M;, M;)

€L 1€l
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olmak iizere f = (f;;) € S almsin. Hipotez geregince i # j olacak bi¢imdeki her

i,j € T igin Hompg(M;, M;) = 0 dir ve her i € Z igin f;'(F;) alt modiilii M; nin

direkt toplanamidir. Diger taraftan f~*(F) = @ f;;* (F;) dir. Boylece f~1(F) de M
i€z

nin bir direkt toplanani olur. U

Onerme 6.2.1 deki her i € 7 i¢in M; nin @ M; modiiliiniin tam degismez alt modiilii
i€
olmas1 kabulii agagida goriildiigii gibi gereksiz degildir.

. 7 7
Ornek 6.2.2 R = halkasi goz ontine alinsin ve R sag R-modiili M ile
0 Z

Z
gosterilsin. M nin N = ve K = alt modiilleri O-ters parcalidir

0 0 0 Z
fakat M = N @ K modiilii Ornek 3.1.4 geregince O-ters parcali degildir.

Bir M modiiliiniin abel olmasi i¢in gerek ve yeter sart her direkt toplananinin M de

tam degismez alt modiil olmasidir.

Sonuc 6.2.3 Z bir indeks kiimesi olmak iizere R-modiillerin bir simfi {M,};c7 ve

@ M; abel modiil olsun. Bu durumda her i € Z igin M; nin Fj-ters pargali olmasi
i€T
icin gerek ve yeter sart @ M; nin € Fj-ters parcal olmasidir.
i€ i€T
Onerme 6.2.4 R bir halka ve bir I ideali i¢in sag [-ters pargali olsun. Her M abel

serbest R-modiilii J bir indeks kiimesi olmak tizere € I-ters pargalidir.
J

Ispat: M bir abel serbest R-modiil olsun. J bir indeks kiimesi ve her i € J

icin R; = R olmak tizere M modilii @ R; seklindedir. Bu durumda Sonug 6.2.3
eJ
geregince R nin I-ters pargali olmas1 M nin € I-ters parcali olmasini gerektirir. [
J

Onerme 6.2.5 Bir M modiilii i¢in asagidaki sartlar goz niine alinsimn.
(1) M modiilii F-ters parcaldir.

(2) n € Z* olsun. M nin n tane kopyasinin direkt toplami her ¢ = 1,--- ,n i¢in
F; = F olmak tizere @ Fj-ters pargalidir.
i=1

Bu durumda (2) = (1) dir. Ayrica S von Neumann diizenli halka ise (1) = (2) dir.
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Ispat: (1) = (2) n € Z* ve T = {1,2,...,n} olsun. Teorem 6.1.3 geregince
M = F @& N olacak bigimde bir N Rickart modiilii bulunur. Bu durumda g M =
(@PF)® (P N) olur. Ayrica @ F alt modiili @ M de tam degigmezdir.z Diger
yaIndan EngR(N ) = eSe olacakI bigimde e € S g§kare elemani vardir ve boylece
Endgr(p N) = M,(Endg(N)) dir. S von Neumann diizenli bir halka ve von Neu-
mann dIiizenli olma 6zelligi Morita degismez oldugundan End R(EP N) halkas1 da von

Neumann diizenlidir. Teorem 3.1.7 geregince @ N Rickarttir. Dolayisiyla @ M
z z
modiili @ F-ters pargalidir. (2) = (1) Onerme 6.1.12 geregince agiktir. O
z

Lemma 6.2.6 Herhangi bir Von Neumann diizenli halka tizerindeki her sonlu tiretilmis
projektif M modiilii F-ters parcali olacak bicimde bir tam degismez F' alt modiiliine

sahiptir.

ispat: R von Neumann diizenli bir halka ve M sonlu iiretilmig projektif bir R-modiil
olsun. Bu durumda M sonlu iiretilmis serbest bir N modiiliintin direkt toplananidir.
Burada N modiili her ¢ = 1,--- ;n € Nicin R; = R olmak tizere Gn}Ri seklinde
alinabilir. R von Neumann diizenli oldugundan bir [ ideali icin [ —tlgrls parcalidir.

Onerme 6.2.5 geregince her ¢ = 1,---  n i¢gin I; = I olmak tizere N modili € I;-
i=1

ters parcalidir. Dolayisiyla Onerme 6.1.12 geregince M modiilii (M N (6 I))-ters
i=1
parcalidir. O

Onerme 6.2.7 Herhangi bir Von Neumann diizenli halka tizerindeki her sonlu
gosterilmis M modiilii F-ters pargali olacak bigimde bir tam degigmez F' alt modiiliine

sahiptir.

Ispat: R von Neumann diizenli bir halka ve M sonlu gosterilmig bir R-modiil
olsun. Bu durumda M diiz modildir. Ayrica M sonlu gosterilmis oldugundan

sonlu tiretilmig ve projektif olur. Boylece Lemma 6.2.6 ile ispat tamamlanir. U

6.3 Goreceli F-Ters Parcali Modiiller

Ters pargali modiil olma 6zelligine sahip modiillerin direkt toplamlarinin ayni 6zellige
sahip olmayabilecegi 6.2 Boliimden bilinmektedir. Bu modiillerin direkt toplam-
larinin da ters parcali modiil olma ozelligine sahip oldugu durumlar: incelemek igin

bu boliimde goreceli F-ters parcali modiil kavrami tanimlanmaktadir.
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Tanim 6.3.1 M ile N iki R-modil ve N nin tam degismez bir alt modiili F' olsun.
Eger her f : M — N homomorfizmasi igin f~!(F) alt modiilii M nin bir direkt
toplanani oluyorsa M modiiline N ye gore F-ters parcali veya kisaca N-F-ters

parcaly ad1 verilir.

Agikca bir M modiiliintin F-ters parcali olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin M-

F-ters parcali olmasidir.

Teorem 6.3.2 M ile N iki R-modiil ve N nin tam degismez bir alt modiilii F' olsun.
M nin N-F-ters parcali olmasi icin gerek ve yeter sart M nin her direkt toplanan

M; ve N nin her direkt toplanani Ny igin M; in Ni-(F N Ny)-ters parcal olmasidir.

ispat: M modiilii N-F-ters parcali, M; ve N; sirasiyla M ve N nin direkt toplanan-
lar1 ve f : My — N; bir homomorfizma olsun. Bu durumda M = M; & M, olacak
bigimde M nin bir M, alt modili vardir ve f &0y, : M — N olur. g = f&0),, ile
gosterilsin. M modiilii N-F-ters pargali oldugundan ¢g~!(F) alt modiilii M nin bir
direkt toplanamdir. m;+msy € g~ '(F) alinsmn. Buradan g(m;+ms) = fm; € FNN,
olup g7 1(F) C fYFNNy)® M, elde edilir. Ayrica keyfim;+my € f~H(FNN;)® M,
icin g(my +my) = fmy € F olup f~Y(F N Ny) @& M, C g~ '(F) dir. Dolayisiyla
g N (F) = f~Y(FNN;)® M, dir. Boylece f~'(FNN;y) de M; in bir direkt toplanam
olur. Bu sebeple M; modiilii N;-(F N Np)-ters pargalidir. Karsit olarak eger M nin
ve N nin sirasiyla her M; ve Nj direkt toplananlari igin M; modiili Ni-(F N Ny)-ters

parcali ise M nin N-F-ters parcali oldugu acgiktir. O

Sonuc 6.3.3 Bir M modiili i¢in agagidakiler denktir.
(1) M modiilii F-ters parcalidir.

(2) M nin her N ve K direkt toplananlar1 ve her f : M — K homomorfizmasi
icin f| v H(F N K) alt modiilii N nin bir direkt toplananidir.

Teorem 6.3.4 Z = {1,2,...,n} olmak tizere R-modiillerin bir sinifi {M,};cz ve her

i, j € T i¢in M; modiilii M;-C5 olsun. Bu durumda @ M; modiiliiniin Z,(P M,)-
i€l €L

ters parcali olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢, j € Z i¢in M; nin M;-Z5(M,)-ters

parcali olmasidir.

61



Ispat: Eger EB M; modiilii Zz(@ M;)-ters pargali ise Teorem 6.3.2 geregince her 1,
j € T igin ]\fznin M]-—Zz(Mj)—‘Egs parcali oldugu aciktir. Simdi her i, 7 € Z i¢in
M; nin M;-Z5(M;)-ters parcali oldugu kabul edilsin. Ispat: tamamlamak icin n = 2
alinmasi yeterlidir. M = M; & M, olsun ve f € Endg(M) nin matris gosterimi f;; :
M; — M; olmak tizere f = fi1 + fo1 + fia + fao olsun. Sirasiyla M; ve M, modilleri
Zo(My)-ters parcali ve Zy(Ms)-ters parcalidir. Bu durumda My = Zy(M;) @ Ly ve
My = Z3(My) @ Lao olacak bigimde Lq; ve Loy Rickart modiilleri vardir. Sirasiyla
fia : My — My ve for : My — My igin kabul geregince My = f,'(Zo(M)) @ Lo
ve My = fy'(Zy(Ms)) @ Ly olacak bicimde Lip < My ve Ly < M; bulunur.
Zy(My) < [ (Za(Ms)) ve Zo(Mz) < fi'(Za(M)) oldugundan fy'(Zs(Ms)) =
Zy(My) @ [ 1 (Z2(M2)) N Luy] ve fio'(Za(My)) = Zo(Ms) © [ 5! (Z2(Mi)) N Las] dir.
Buradan M = Zo(M;)®Za(Ma)®[for (Zo( My))NL11 )8 [ f15' (Zo(M1))NLag) B L19® Loy
elde edilir. Zy(M) = Zy(My) ® Zy(Ms) olmast nedeniyle [f5,'(Zo(Ms)) N Liy] ®
[f12" (Zo(M1)) N Loy] @ L12 @ Loy tekil olmayan bir modiildiir. Ayrica [fy," (Zo(My)) N
L] & Loy ve [fl_gl(ZQ(Ml)) N Loo] & L1z modiilleri goreceli Cy dir ve Teorem 6.3.2
geregince de [fo; (Zo(Ms)) N L11] @ Loy ve [f15 (Zo(M1)) N Lay] @ Ly modiilleri birbir-
lerine gore goreceli Zy(+)-ters parcalidir. Her iki modiil de tekil olmayan oldugundan
Teorem 3.1.11 geregince [fo;'(Za(Ms)) N Liy] @ [f15 (Zo(My)) N Layg] @ Lias @ Loy
Rickarttir. Boylece M modiilii Zy(M)-ters pargalidir. O

Endomorfizma halkas1 von Neumann diizenli olan her modiiliin C5 sartini sagladigi
Teorem 3.1.7 den bilinmektedir. Onerme 6.2.5(1) = (2) de géz 6niine alinan modiiliin
endormorfizma halkasinin von Neumann diizenli olmasi sart1 Teorem 6.3.4 geregince

agagidaki gibi zayiflatilabilir.

Sonuc 6.3.5 M bir Zy(M)-ters pargali ve Cy sartini saglayan bir modiil olsun. Bu

durumda n € N ve her ¢ € {1,2,...,n} igin M; = M olmak iizere @ M; modiilii
i=1

Z(€p M;)-ters parcaldir.

=1

Onerme 6.3.6 R bir sag Zs(Rp)-ters pargali sag Cy halka olsun. Bu durumda her
P sonlu iiretilmis projektif R-modiil Zs(P)-ters pargahdir.
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ispat: P sonlu iiretilmig projektif bir R-modiil olsun. Bu durumda P sonlu tiretilmig
bir F' serbest R-modiilintin direkt toplananidir. Sonug 6.3.5 geregince F' modiilii

Zy(F)-ters parcalidir. Béylece Onerme 6.1.12 den ispat tamamlanir. O

Lemma 6.3.7 Z bir indeks kiimesi olmak {izere R-modiillerin bir smifi {M;};cr

olsun. @ M; modiiliiniin bir F' tam degismez alt modiiliiniin olmasi igin gerek ve
i€
yeter sart her ¢ € 7 i¢in M; nin, j € Z ve f € Hompg(M;, M;) olmak tizere fF; C I

olacak bicimde bir F; tam degismez alt modiilii olmasidir.

Ispat: @ M; modiiliintin bir tam degismez at modiilii F' olsun ve her i € Z igin M;
i€T
nin FNM; alt modiilii F; ile gosterilsin. ¢ € Z alinsin. Bu durumda F; alt modiili M;

de tam degismezdir. j # i olacak bicimdeki keyfi j € 7 ve f € Hompg(M;, M;) igin
f® O|@i#kez w, € EndR(g M;) endomorfizmasi g ile gosterilsin. F' alt modiilii g% M;
de tam degismez oldugundan herhangi = € F; igin f(x) = g(z) € F dir. Boylece
fF; C Fj oldugu goriiliir. Simdi her 4 € Z icin M; nin tam degismez alt modiili
F; olsun ve her j € Z ve f € Homg(M;, M;) icin fF; C F; oldugu kabul edilsin.
9ij € Homp(M;, M;) olmak iizere keyfi g = [g;;] € Endr(@ M;) ve z € @ F; igin
gr € G% F; elde edilir. Dolayisiyla 62 F; alt modiili GBI MililIe tam degi:gmzeezzdir. O
ic ic ic
Onerme 6.3.8 Z bir indeks kiimesi olmak iizere R-modiillerin bir smifi {M,;}icz ve
N bir R-modiil olsun. Her i € 7 i¢gin M; nin, j € Z ve f € Hompg(M;, M;) olmak
tizere fF; C Fj olacak bicimde bir F; tam degismez alt modiilii oldugu kabul edilsin.

Bu durumda asagidakiler saglanir.

(1) Eger N modiili SIP ye sahip ve Z sonlu ise N nin @ M;-@P F;-ters parcali olmasi
i€ i
i¢gin gerek ve yeter sart N nin her ¢ € [ igin M;-Fj-ters parcali olmasidir.

(2) Eger N modilii SSIP ye sahip ve Z keyfi ise N nin @MZ-@ Fi-ters parcal
olmasi icin gerek ve yeter sart /N nin her ¢ € [ igin Mi—Fi—téi pargeazh olmasidir.
(3) Eger N modiilii SSIP ye sahip ve Z keyfi ise N nin [[ M;-]] Fi-ters parcah
olmasi i¢in gerek ve yeter sart N nin her ¢ € [ igin MZ-—FZ-—tgé pari;eazh olmasidir.

Ispat: (1) Z = {1,2,...,n} olsun. Eger N modiilii @ M;-@ F;-ters parcali ise Teo-
i€ €T

rem 6.3.2 geregince her ¢ € [ i¢in N nin M;-Fj-ters parcali oldugu gorilir. Simdi

her i € 7 i¢gin N nin M;-F;-ters parcal oldugu kabul edilsin ve f € Homg(N, @ M;)

€L
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alinsin. Heri € Zicin ; : EB M; — M; dogal izdiigiim olmak tizere f = (7w f,..., m.f)
seklindedir. Ayrica f‘l(d}e %z) = ((mif) "' () dir. Kabul geregince her i € Z icin

(mi f)H(F;) alt modiili ]z\§ Inin birz(eilirekt toplananidir. N SIP ye sahip oldugundan

f *1(@ F;) de N nin bir direkt toplanani olur.

(2) VZSI(S) onermeleri (1) e benzer sekilde ispatlanir. O

Sonuc 6.3.9 7 = {1,2,...,n} olmak iizere R-modiillerin bir siifi {M,},cz olsun.

Her ¢ € Z igin M; nin, j € Z ve f € Homp(M;, M;) olmak iizere fF; C F} olacak

bigimde bir F; tam degismez alt modiili oldugu kabul edilsin. Bu durumda her

J € T icin M; nin @ M;-@ F;-ters parcali olmasi igin gerek ve yeter sart her i € Z

i€ ieT
icin M; nin M;-Fj-ters parcali olmasidir.

ispat: J € Z almsm. Eger M; modili €@ M;-€p Fi-ters parcali ise Teorem 6.3.2
geregince her ¢ € Z ic¢in M;-Fj-ters parzgeafh olzieggu goriiltir. Simdi M, nin her
it € T i¢in M;-Fi-ters parcali oldugu kabul edilsin. Dolayisiyla M; modili Fj-
ters parcalidir, ayrica Onerme 6.1.17 geregince F; alt modiilinii kapsayan direkt

toplananlari igin SIP ye sahiptir. Boylece Onerme 6.3.8(1) dekine benzer bir tartigmayla

ispat tamamlanir. O

Teorem 6.3.10 Z = {1, 2, ...,n} olmak iizere R-modiillerin bir sinifi {M; };cz olsun.
Her ¢« < j € 7 icin M; nin M;-injektif oldugu kabul edilsin. Bu durumda bir R-
modiill N ve N nin tam degismez bir alt modiilii F i¢in @ M; nin N-F-ters pargal

i€T
olmasi icin gerek ve yeter sart her ¢ € Z icin M; nin N-F-ters parcal olmasidir.

Ispat: N bir R-modil olsun. Eger @MZ modiilii N-F-ters parcali ise Teorem
6.3.2 geregince her ¢ € 7 i¢in M; nin lJGVI—F -ters parcali oldugu goriiliir. Simdi her
1 € T i¢in M; nin N-F-ters parcali oldugu kabul edilsin. n = 2 alinsin ve f €
Hompg(M; @ M, N) olsun. Bu durumda ¢y, : M; — M; @ M, igerim olmak iizere
fin, € Hompg(M;, N) dir, burada i = 1,2 i¢in fip;, homomorfizmasi f; ile gosterilsin.
Béylece My = f;(F) @ L, ve My = f;*(F) @ Ly olacak bicimde M; ve M nin
sirastyla Ly ve Ly alt modiilleri vardir. f; ' (F) @ f, '(F) € f~Y(F) olmasi nedeniyle
fHF) = fH )Y fy RS [f~Y(F)N (L, & Ly)] dir. Teorem 6.3.2 geregince i = 1,2
i¢cin L; modiilii N-F-ters par¢alidir. Ayrica f‘z;BLQ (F)=fYF)N (L ® Ly) dir. L,
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modiilii Lo-injektif ve Ly N [f~(F) N (Ly & Ly)] = 0 oldugundan L; & Ly = L1 & K
ve f7YF)N (L ® Ly) C K olacak bicimde L; & Ly nin bir K alt modiilii vardir.
Acgikga f‘;l(F) = [TYF)N(L1®Ly) dir. K = Ly oldugundan K modiilii de N-F-ters
parcalidir. Boylece fl;l(F ) alt modiili K nin bir direkt toplananidir. Dolayisiyla
F"YF)N(Ly ® L) de Ly & Ly nin bir direkt toplanam olur. Bu durumda f~(F)
de M; & Ms nin bir direkt toplananidir. Bu sebeple M; & M modili N-F-ters

n—1 n
parcahidir. Simdi @ M; nin N-F-ters pargali oldugu kabul edilsin ve @ M; nin N-F-
i=1 i=1
n—1

ters pargali oldugu gosterilsin. @ M; modiilii M,-injektif ve M,, modiilii N-F-ters
i=1

n

parcali oldugundan o6nceki tartigma geregince @ M; modiili N-F-ters pargalidir.
i=1

Boylece n lizerine tiimevarimla ispat tamamlanir. U

Sonuc 6.3.11 Z = {1,2,...,n} olmak tlizere R-modiillerin bir smifi {M;};cz olsun.
Her i € 7 igin M; nin, j € Z ve f € Hompg(M;, M;) olmak tizere fF; C F; olacak
bicimde bir F; tam degismez alt modiilii oldugu ve her ¢ < j € 7 i¢in M; nin M;-
injektif oldugu kabul edilsin. Bu durumda @ M; nin @ F;-ters pargali olmasi i¢in

= i€
gerek ve yeter sart her ¢,j € 7 icin M; nin M;-Fj-ters parcali olmasidir.

ispat: Eger @ M; modiilii € Fi-ters pargali ise Teorem 6.3.2 geregince her i, j € T
i€ i€

icin M; nin M;-Fj-ters parcal oldugu gortliir. Simdi her ¢,j € Z icin M; nin M;-

Fj-ters parcali oldugu kabul edilsin. Sonug 6.3.9 geregince her ¢ € 7 i¢in M; modiili

P M;- Fi-ters pargalidir. Ayrica Teorem 6.3.10 goz oniine almarak € M; nin

€T i€l ieT
&P Fi-ters pargal oldugu elde edilir. O
1€l

6.4 Z,(-)-Ters Parcali Modiiller

Bu kisimda bir modiiliin keyfi F' tam degismez alt modiilii yerine ikinci tekil alt
modiilii alinarak Z(-)-ters pargali modiil olmanin bazi 6zellikleri incelenmektedir.
T-Rickart modiil kavrami ile Zs(-)-ters parcall modiil kavrami denk oldugundan
burada elde edilen sonuclar sayesinde T-Rickart modiiller hakkinda daha fazla bilgi

sahibi olunmaktadir.

Onerme 6.4.1 Her parcalanamaz genisleyen M modiilii Zo(M)-ters pargali veya

tekil olmayan bir modiildiir.
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ispat: M parcalanamaz genigleyen bir modiil olsun. Zy(M) alt modilit M nin
kapali (closed) alt modiilii oldugu i¢in M nin bir direkt toplanamdir. Bu durumda
Zy(M) = 0 veya Zy(M) = M dir. Boylece M tekil olmayan veya Zs(M )-ters pargal

bir modiil olur. U

Teorem 6.4.2 M bir Rickart modiil olsun. Eger M genisleyen bir modiil ise Z5(M)-

ters parcahdir.

Ispat: Onerme 2.1.8 geregince M nin genigleyen olmasi i¢in gerek ve yeter sart M =
Zo(M) & M’ olacak bicimde M’ < M bulunmasi, M’ ile Zy(M) nin genigleyen ve
Zs(M) nin M'-injektif olmasidir. Teorem 3.1.6 geregince M’ bir Rickart modildiir.
Dolayisiyla Teorem 6.1.3 goz oniine alinarak M nin Zy(M)-ters parcali oldugu

goriiliir. U

Onerme 6.4.3 Bir Z(Rp)-yar1 mitkemmel R halkasi iizerindeki her M modiilii
Zo(M)-ters pargalidir.

Ispat: M bir R-modil olsun. Teorem 2.1.48 geregince M = Zs(M) @& N olacak
bicimde N yar1 basit modiili vardir. N Rickart modil oldugundan Teorem 6.1.3
geregince de M modiilii Zy(M)-ters pargal olur. O

Eger bir M modiilii Zy(M)-ters pargali ise Teorem 6.1.3 geregince M /Zy(M) Rickart
modiildiir, fakat karsit1 agagidaki ornekte goriildiigii gibi genelde dogru degildir.
Ornek 6.4.4 P = {p e Z | p asal} olsun ve M = [] Z, sag Z-modiilii géz éniine
peP
alinsim. Burada Z(M) = Ly ve Zy(M) = Z(M) dir. M/Zy(M) genigleyen ve
peP
tekil olmayan bir modiil oldugundan Rickarttir. Diger taraftan Zo(M) alt modiili M

nin bir direkt toplanani olmadigindan Teorem 6.1.3 geregince M modiilii Zs(M )-ters

parcali degildir.

Uyar1 6.4.5 Ornek 6.4.4 goz oéniine almarak bir M modiilii ve N alt modiilii i¢in
eger M /N bir Zy(M/N)-ters parcali modiil ise M nin Zy(M)-ters pargali olmaya-
bilecegi soylenir. Ornek 6.4.4 te M/Zy(M) Rickart ve tekil olmayan modiildiir,
dolayisiyla da Zy(M/Zy(M))-ters pargalidir, fakat M modiili Zs(M)-ters pargal
degildir.
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Asagidaki drnekler geregince Rickart modiil olma ve Z,(-)-ters pargali modiil olma

ozellikleri birbirlerini gerektirmez.

Ornekler 6.4.6 (1) Ornek 6.4.4 teki M modiilii géz 6niine almsin. M nin Zy(M)-
ters pargali olmadigr bilinmektedir. Diger yandan S = [] Z, von Neumann diizenli
halkadir. Teorem 3.1.7 geregince de M Rickarttir. <

(2) Z4 sag Z-modiil olarak gbz oniine alinsin. Z(Zy) = Z4 = Z3(Z4) olmast se-
bebiyle Z, modiilii Z,(Z4)-ters pargalidir. Diger yandan f(1) = 2 ile tammh f €
Endy(Z,) igin r7,(f) = 274 olup 2Z4 alt modiilii Z, tin bir direkt toplanani degildir.

Dolayisiyla Z, Rickart degildir.

Onerme 6.4.7 Eger M bir Z(M)-ters parcall modiil ise Z(M)-ters parcalidir.
Kargit1 R sag tekil olmayan bir halka ise dogrudur.

Ispat: M bir Z(M)-ters parcal modiil olsun. Bu durumda Z(M) alt modiilii M
nin bir direkt toplanamdir. Z(M) nin Zy(M) de esas alt modiil olmas: nedeniyle
Z(M) = Zy(M) olur. Boylece M modiilii Zy(M)-ters parcalidir. Karsiti igin R nin
sag tekil olmayan halka olmasi Teorem 2.1.18 geregince Z(M) = Zy(M) olmasim
gerektirir. Dolayisiyla ispat biter. U

Teorem 6.4.8 M ve M’ iki R-modiil ve M % M bir epimorfizma olsun. Eger M
modiilii Zy(M)-ters pargali ve Kerf tekil ise M’ de Zy(M')-ters pargalidir.

Ispat: Teorem 6.1.3 geregince M = Zy(M) @ K olacak bigimde bir K Rickart tekil
olmayan modiilii vardir. Burada Zy(M) C f~Y(Zy(M') ve f~1(Zy(M')) Kerf =
Zy(M') olur. Zy(M') ve Ker f Goldie torsion modiiller olup Goldie torsion modiiller
sinifi geniglemeye gore kapali oldugundan f~1(Zy(M’) modiilii de Goldie torsion
olur. M nin Goldie torsion alt modiilii Zy(M) oldugundan f~'(Zy(M') C Zy(M)
dir. Boylece f~1(Zy(M') = Zy(M) elde edilir. Bu sebeple M' = Zy(M') + f(K)
dir. Bu toplamin direkt toplam oldugunu gérmek igin Zy(M') N f(K) = 0 oldugu
gosterilmelidir. f orten oldugundan Zo(M') = f(f~1(Z2(M"))) = f(Z2(M)) dir.
y € Zo(M') N f(K) almsm. y = f(x) = f(k) olacak bi¢imde = € Zy(M) ve
k € K vardir. Buradan z — k € Kerf olur. Kerf tekil oldugundan yani Kerf C
Z(M) C Zy(M) oldugundan k € Zy(M) elde edilir. Bu sebeple k = 0 dir. Ayrica
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Kerf C Z(M) olmas1 f|x : K — f(K) nn izomorfizma olmasmi gerektirir. K

Rickart oldugundan f(K') modiilii de Rickart olup ispat tamamlanir. O

Asgagidaki sonug yar1 basit halkalarin Zs(-)-ters pargali modiilleri kullanarak elde

edilen bir karakterizasyonudur.

Teorem 6.4.9 Bir R halkasi i¢in agagidakiler denktir.
(1) Her M modiilii Zy(M)-ters parcal ve Zy(M) projektiftir.

(2) R yar basittir.

Ispat: (1) = (2) M bir R-modiil olsun. M nin Z,(M)-ters parcali olmasi ve Teorem
6.1.3 geregince M = Z3(M) & N olacak bigimde Rickart bir N modiili vardir.
Burada N bir tekil olmayan modildiir. Hipotez geregince de Zs(M) projektiftir.
Ayrica Teorem 3.3.6 goz 6niine alinarak N nin projektif oldugu goriiliir. Dolayisiyla
M projektiftir. Boylece R yar1 basittir.

(2) = (1) M bir R-modiil ve f € S olsun. R yar1 basit oldugundan M de yar1 basit
olup 0 — f~H(Zy(M)) = M — M/f~1(Zy(M)) — 0 kisa tam dizisi pargalamir. Bu
sebeple M modiilii Zy(M)-ters pargalidir. Ayrica Zy(M) de projektiftir. O

R bir halka olsun. Eger R sag R-modilii Zy(Rpg)-ters parcali ise R ye sag Zs(Rpg)-
ters parcali halka ad1 verilir. Diger bir deyisle, her a € R igin a='(Zy(Rg)) = {b €
R | ab € Zy(RR)} sag ideali R nin bir direkt toplanam oluyorsa R sag Zy(Rg)-
ters parcali halkadir. Sol Z(-)-ters pargali halkalar benzer sekilde tanimlanir. Sol
Zy(rR)-ters parcali halka ve sag Zs(Rpg)-ters parcal halka olma 6zellikleri arasinda
bir iligki yoktur.

Ornek 6.4.10 R = | halkasi goz ontine alinsin. R sag tekil olmayan bir
0 Zs
01 . ' 00
halkadir ve x = _ | olmak iizere Z(gR) = {0, 2} dir. Ayrica m = | e
00 01
0 Zy
R olmak fizere Z(,(R/Z(rR))) = {0,m} olup Zy(rR) = dir. Burada
0 Zy
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Z 0 Z 0
R = Z5(rR) ® dir. Rickart sol R-modiildiir. Boylece Teorem

0 0 0 0
2 0
6.1.3 geregince R sol Zy(gR)-ters parcali halkadir. Diger taraftan y = | €R
0
. 0 Z : o o
icin rr(y) = olup sag ideal olarak R nin bir direkt toplanani degildir.
0 Zo

Bu sebeple R sag Rickart halka degildir. R nin sag tekil olmayan bir halka olmasi
nedeniyle de R aym zamanda sag Zs(Rpg)-ters pargali halka degildir.

Uyar:1 6.4.11 Her sol Rickart halka sol tekil olmayan bir halkadir ve boylece sol
Zs(-)-ters parcalidir, fakat sol Z,(-)-ters pargali olup sol Rickart olmayan halkalar
da meveuttur. Ornek 6.4.10 da goz 6niine aliman R halkas: buna bir érnektir, yani sol
Zs(rR)-ters parcali olmasina ragmen sol Rickart degildir. Agik olarak, bir halkanin
sol (sag) Rickart olmasi igin gerek ve yeter sart sol (sag) Z(R)-ters pargali ve sol

(sag) tekil olmayan olmasidir.

Ters parcali modil olma ozelligi genellikle bir modiilden o modiili kapsayan bir

bagka modiile ge¢gmez. Bunun icin asagidaki érnek mevcuttur.

Ornek 6.4.12 Ornek 6.4.10 daki R halkasi goz oniine alinsin ve R sag R-modiili M

ile, ayrica M nin alt modili N ile gosterilsin. | €S eskare ele-
0 Zy 01
0 0
mani icin N = | M dir. N basit modiil oldugundan Rickarttir. /V nin tekil
01

olmayan modiil olmas1 Z,(N)-ters pargali olmasim gerektirir, fakat Ornek 6.4.10

geregince M nin Zy(M)-ters pargali olmadigi bilinmektedir.
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