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Ankara Üniversitesi Fen Fakültesi Matematik Bölümü
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Gazi Üniversitesi Eğitim Fakültesi Matematik Bölümü
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Prof. Dr. İbrahim DEMİR
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ÖZET

Doktora Tezi

RICKART MODÜLLER TEORİSİNDE GENELLEŞTİRMELER

Burcu ÜNGÖR

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman : Prof. Dr. Sait HALICIOĞLU

Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm tezin amacını içermektedir. İkinci

bölümde çalışma içinde kullanılan modül ve halka sınıflarının tanımları verilmek-

tedir. Üçüncü bölümde Rickart, dual Rickart ve T-Rickart modüllerin, çalışmanın

daha sonraki bölümlerinde gerekli olan bazı özellikleri ön bilgi olarak yer almaktadır.

Dördüncü bölümde Rickart modüllerin bir genellemesi ve genelleştirilmiş sağ temel

projektif halkaların modül teorisine genişlemesi olarak π-Rickart modül kavramı

tanımlanmaktadır. π-Rickart modüller kullanılarak genelleştirilmiş sağ temel pro-

jektif halkaların bazı özellikleri elde edilmektedir. Ayrıca π-Rickart modül ile endo-

morfizma halkası arasındaki ilişkiler incelenmektedir. Beşinci bölümde dual Rickart

modüllerin bir genellemesi ve π-düzenli halkaların modül teorisine bir genişlemesi

olarak dual π-Rickart modül kavramı verilmekte ve dual π-Rickart modül ile en-

domorfizma halkası arasındaki ilişkiler üzerinde durulmaktadır. Altıncı bölüm bir

M modülünün tam değişmez bir alt modülü F olmak üzere M nin F -ters parçalı

olma özelliğine ayrılmaktadır. Bu özelliğe sahip modül sınıfının bazı özellikleri ve

karakterizasyonları araştırılmaktadır. Ayrıca F yerine M nin ikinci tekil alt modülü

alınarak T-Rickart modüller hakkında sonuçlar elde edilmektedir.

Ocak 2014, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler : Rickart modül, dual Rickart modül, π-Rickart modül, dual

π-Rickart modül, T-Rickart modül, genelleştirilmiş sağ (sol) temel projektif halka,

π-düzenli halka, F -ters parçalı modül
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

GENERALIZATIONS IN THE THEORY OF RICKART MODULES

Burcu ÜNGÖR

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Sait HALICIOĞLU

This thesis consists of six chapters. The first chapter includes the purpose of the

thesis. In the second chapter, preparatory information that will be used later is

given. The third chapter is related to some known properties of Rickart modules,

dual Rickart modules and T-Rickart modules. In the fourth chapter, we introduce

π-Rickart modules as a generalization of Rickart modules and an extension of gener-

alized right principally projective rings to the module theoretic setting. We obtain

several results about generalized right principally projective rings by using π-Rickart

modules. Moreover, we investigate relations between a π-Rickart module and its en-

domorphism ring. In the fifth chapter, a dual π-Rickart module is defined as a

generalization of a dual Rickart module and an extension of π-regular rings to the

module theoretic setting. Also some relations between a dual π-Rickart module and

its endomorphism ring are given. The sixth chapter is devoted to investigation of

various properties and characterizations of an F -inverse split module M where F

is a fully invariant submodule of M . Some results about T-Rickart modules are

obtained from this concept by replacing fully invariant submodule F by the second

singular submodule of M .

January 2014, 75 pages

Key Words : Rickart module, dual Rickart module, π-Rickart module, dual π-

Rickart module, T-Rickart module, generalized right (left) principally projective

ring, π-regular ring, F -inverse split module
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Z+ Pozitif tamsayılar kümesi

J(R) R halkasının Jacobson radikali

Rn R halkasının kopyalarının n defa direkt çarpımı

Mn(R) R halkası üzerindeki n× n tipinde matrislerin halkası

Q Rasyonel sayılar cismi

R Reel sayılar cismi

Z Tamsayılar halkası
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1. GİRİŞ

Bu çalışmada, aksi belirtilmedikçe, halkalar birimli ve modüller sağ modül olarak

ele alınmaktadır. R bir halka ve M bir R-modül olmak üzere M nin endomorfizma

halkası EndR(M) kısaca S ile gösterilmektedir. M bir (S,R)-bimodül olmak üzere

lS(.) ve rM(.) sırasıyla M nin bir alt kümesinin S deki sol sıfırlayanını ve S nin bir

alt kümesinin M deki sağ sıfırlayanını ifade etmektedir.

Bir halkanın boştan farklı her alt kümesinin sağ (denk olarak, sol) sıfırlayanı bir

eşkare eleman tarafından üretilirse halkaya Baer adı verilir (Kaplansky 1965). Hat-

tori (1960), Baer halkalar üzerine olan Kaplansky’nin (1965) çalışmasının motivasy-

onuyla temel projektif halkaları tanımlamıştır. Halkanın her temel sol (sağ) ide-

ali projektif ise (denk olarak, her elemanın sol (sağ) sıfırlayanı bir eşkare eleman

tarafından üretilirse) halkaya sol (sağ) temel projektif veya sol (sağ) Rickart halka

denir (Hattori 1960). Baer halka kavramı Rizvi ve Roman (2004) tarafından modül

teorisine genişletilmiştir. Bir M modülünün her N alt modülü için lS(N) = Se ola-

cak biçimde e2 = e ∈ S varsa M ye Baer modül adı verilir (Rizvi ve Roman 2004).

M nin Baer olması için gerek ve yeter şart S nin her sol ideali I için rM(I) = eM

olacak biçimde e2 = e ∈ S bulunmasıdır (Rizvi ve Roman 2004). Baer modül

kavramının ardından Rizvi ve Roman (2005) keyfi f ∈ S için rM(f) = eM olacak

biçimde e2 = e ∈ S varsa M ye Rickart modül adını vermişlerdir. Bu kavram temel

projektif halka (yani, Rickart halka) kavramının modül teorisindeki karşılığıdır. Son

yıllarda, Rickart modüller Lee vd. (2010, 2012) ve Agayev vd. (2012) tarafından da

çalışılmıştır. Rickart modüllerin duali olarak Lee vd. (2011) dual Rickart modülleri

tanımlayıp özelliklerini incelemişlerdir. Keyfi f ∈ S için Imf = eM olacak biçimde

e2 = e ∈ S varsa M ye dual Rickart modül denir (Lee vd. 2011). Dual Rickart

modüller von Neumann düzenli halkaların modül teorisindeki karşılığıdır.

Temel projektif halkaların bir genelleştirmesi olarak Hirano (1983) genelleştirilmiş

temel projektif halkaları tanımlamıştır. Bir R halkasının keyfi x elemanı için Rxn

(xnR) projektif olacak biçimde n ∈ Z+ varsa (denk olarak, xn nin sol (sağ) sıfırlayanı

bir eşkare eleman tarafından üretilecek şekilde n ∈ Z+ varsa) R ye genelleştirilmiş
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sol (sağ) temel projektif halka denir (Hirano 1983). Genelleştirilmiş temel projektif

halkalar Ohori (1984) ve Huh vd. (2002) tarafından da incelenmiştir. Bu yayınların

motivasyonuyla, çalışmanın bir bölümünde Rickart modüllerin bir genellemesi ve

genelleştirilmiş temel projektif halkaların modül teorisine genişlemesi olarak π-Rickart

modüller tanımlanmaktadır. Rickart modüller için sağlanan bazı özelliklerin π-

Rickart modüller için de sağlanıp sağlanmadığı incelenmektedir. Huh vd. (2002)

tarafından, R genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ise e2 = e ∈ R için eRe

halkasının da genelleştirilmiş sağ temel projektif olduğu söylenmektedir. Buradan

yola çıkarak “R genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ise e2 = e ∈ R için

eR modülü ne tür genelleştirilmiş temel projektiflik özelliği sağlar?” sorusu akla

gelmektedir. π-Rickart modül kavramı kullanılarak bu soruya çalışma içerisinde ce-

vap verilmektedir. Diğer yandan, π-Rickart modül ile onun endomorfizma halkası

arasındaki ilişkiler araştırılmaktadır. π-Rickart modülün endomorfizma halkasının

genelleştirilmiş sağ temel projektif olduğu, fakat karşıtının endomorfizma halkası

üzerinde düz olan modüller ile 1-örten-kısıtlanabilir modüller için doğru olduğu

görülmektedir.

Diğer bir bölümde dual Rickart modüllerin bir genellemesi ve π-Rickart modüllerin

duali olarak, dual π-Rickart modüller tanımlanmaktadır. Bu modül sınıfının, π-

düzenli halka sınıfının modül teorisindeki karşılığı olduğu gösterilmektedir. Dual

Rickart modüller için sağlanan özelliklerden hangilerinin dual π-Rickart modüller

için de sağlandığı araştırılmaktadır. Herhangi bir dual π-Rickart modül ile onun

endomorfizma halkası arasındaki ilişkiler üzerinde durulmaktadır. Dual π-Rickart

bir modülün endomorfizma halkasının genelleştirilmiş sol temel projetif halka olduğu

gösterilmekte, fakat karşıtının öz-eş-üreteç modüller için doğru olduğu görülmektedir.

Bu sonuç yardımıyla, π-düzenli halkaların genelleştirilmiş sol temel projektif halka

olduğu bilgisi elde edilmektedir. Ayrıca, (dual) π-Rickartlık yardımıyla endomor-

fizma halkası π-düzenli olan modüller belirlenmektedir. (Dual) π-Rickart modüller

için elde edilen bazı sonuçların matris halkalarına uygulamaları üzerinde de durul-

maktadır.

Asgari ve Haghany (2011) t-Baer modülleri tanımlamışlar ve bu modül sınıfının

2



özelliklerini incelemişlerdir. Herhangi bir M modülünde, S nin I sol ideali için

tM(I) = {m ∈ M | Im ≤ Z2(M)} olsun. S nin her I sol ideali için tM(I)

alt modülü M nin bir direkt toplananı oluyorsa M ye t-Baer modül denir (As-

gari ve Haghany 2011). Keyfi f ∈ S için f−1(Z2(M)) = tM(Sf) = tM(f) ve⋂
f∈S

f−1(Z2(M)) = Z2(M) dir. Ayrıca f ∈ S için rM(f) ≤ f−1(Z2(M)) dir. t-

Baer modüllerin bir genellemesi olarak Ebrahimi Atani vd. (2012) tarafından T-

Rickart modüller tanımlanmıştır. Her f ∈ S için tM(f) alt modülü M nin bir direkt

toplananı oluyorsa M ye T-Rickart modül denir (Ebrahimi Atani vd. 2012).

F , bir M modülünün alt modülü olsun. Eğer her f ∈ S için fF ⊆ F oluyor-

sa F ye tam değişmez (fully invariant) denir. Örneğin Z(M), Z2(M), Soc(M),

Rad(M) ve R nin her bir sağ ideali I için MI alt modülleri M nin tam değişmez alt

modülleridir. Rickart modüller ve T-Rickart modüller üzerine yapılan çalışmaların

motivasyonuyla, son bölümde, herhangi bir modülün tam değişmez alt modülleri

yardımıyla, hangi şartlar altında bir Rickart modül elde edilebildiği üzerinde durul-

maktadır. Bunun için, F alt modülü M de tam değişmez olmak üzere, M nin F -ters

parçalı olması tanımlanmaktadır. Bu bölüm boyunca F , göz önüne alınan modülün

tam değişmez bir alt modülüdür. M nin, F -ters parçalı olmasının önemli ve çok kul-

lanılan bir karakterizasyonu elde edilmektedir. Bu sonuç yardımıyla, F -ters parçalı

herhangi bir M modülü için M/F Rickart modüldür. Hattori (1960), bir modülü

burulmalı ve burulmasız parçalarına ayırmanın mümkün olup olmadığı problemi

üzerinde durmuştur. Bir M modülünün F -ters parçalı olma kavramı yardımıyla,

M modülü, bir parçası Rickart ve diğer parçası F tarafından belirlenen burulmalı

kısım olacak şekilde parçalara ayrılmaktadır. Herhangi bir M modülünün F -ters

parçalı olması T-Rickart modül kavramından daha geneldir. Z2(M) alt modülü

göz önüne alındığında, M nin Z2(M)-ters parçalı olması ile T-Rickart olması denk-

tir. Dolayısıyla bu çalışma ile T-Rickart modüller hakkında bilinen çalışmalara

katkı yapılmaktadır. M nin T-Rickart olmasıyla, Z2(M) alt modülü sayesinde, bir

Rickart modül elde edilebilir. F -ters parçalı modül kavramını çalışmak için moti-

vasyonlardan biri “eğer M nin Z2(M) alt modülü bir Rickart modül bulunmasına

yol açıyorsa, M nin başka hangi alt modülleri sayesinde de bir Rickart modül elde
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edilebilir?” sorusudur. Bir halka kendi üzerinde modül olarak göz önüne alındığında,

tam değişmez alt modülleri idealleridir. Ters görüntüleri, halkanın direkt toplananı

olan idealleri yardımıyla da halkanın bazı özellikleri belirlenmektedir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde halkalar ve modüller ile ilgili, çalışmanın sonraki bölümlerinde kul-

lanılacak olan bazı tanımlar verilmektedir.

2.1 Bazı Tanım ve Teoremler

Tanım 2.1.1 Bir R halkasının tüm maksimal sağ ideallerinin (denk olarak, sol

ideallerinin) kesişimine Jacobson radikali denir ve J(R) ile gösterilir (Lam 1999).

Tanım 2.1.2 Tek maksimal sağ (denk olarak, sol) ideali olan halkaya yerel (local)

halka denir (Lam 2001).

Tanım 2.1.3 Bir halkanın sıfırdan başka üstel sıfır (nilpotent) elemanı yoksa

halkaya indirgenmiş (reduced) denir (Lam 2001).

Tanım 2.1.4 M bir modül olsun. Eğer f ∈ S ve m ∈ M için fm = 0 olması

fM ∩ Sm = 0 olmasını gerektirirse M ye indirgenmiş (reduced) denir (Agayev vd.

2012).

Tanım 2.1.5 M bir modül, N ⊆M ve I ⊆ S olmak üzere rM(I) = {m ∈M : Im =

0} kümesine I nın M deki sağ sıfırlayanı, lS(N) = {f ∈ S : fN = 0} kümesine N

nin S deki sol sıfırlayanı adı verilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.6 M bir modül ve 0 6= N ≤ M olsun. Eğer her 0 6= L ≤ M için

N∩L 6= 0 ise N ye M nin esas (essential veya large) alt modülü adı verilir (Anderson

ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.7 Her alt modülü bir direkt toplanında esas alt modül olan modüle

genişleyen (extending) denir (Dung vd. 1994).

Önerme 2.1.8 Bir M modülünün genişleyen olması için gerek ve yeter şart M =

Z2(M) ⊕M ′ olacak biçimde M ′ ≤ M olup Z2(M) ile M ′ genişleyen ve Z2(M) nin

M ′-injektif olmasıdır (Dung vd. 1994).
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Tanım 2.1.9 M bir modül ve N ≤ M olsun. Eğer her K ≤ M için N + K = M

olması K = M olmasını gerektiriyorsa N ye M nin dar (small veya superfluous) alt

modülü adı verilir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.10 Her bir f : K → M modül monomorfizması ve her bir γ : K → U

modül homomorfizması için aşağıdaki diyagram değişmeli olacak biçimde γ : M → U

modül homomorfizması varsa U ya M-injektif modül denir. Eğer U modülü U -

injektif ise U ya yarı injektif (quasi-injective), her M modülü için M -injektif ise U

ya injektif (injective) modül adı verilir (Anderson ve Fuller 1992).

U

0 K M-
�
�
���γ

-
f

ppppp
ppp6
γ

Tanım 2.1.11 M bir modül ve R nin sağ ideallerinin bir topluluğu A olsun. Her

A ∈ A için her f : A → M homomorfizması R ye genişlerse M ye A-injektif denir

(Smith 1981).

Tanım 2.1.12 Eğer E injektif modül ve 0→M
i→ E esas monomorfizma ise (E, i)

ikilisine M nin injektif zarfı (injective hull) denir ve E(M) ile gösterilir (Anderson

ve Fuller 1992).

Tanım 2.1.13 Her bir f : M → K modül epimorfizması ve her bir γ : U → K

modül homomorfizması için aşağıdaki diyagram değişmeli olacak biçimde γ : U →M

modül homomorfizması varsa U ya M-projektif modül denir. Eğer U modülü U -

projektif ise U ya yarı projektif (quasi-projective), her M modülü için M -projektif

ise U ya projektif (projective) modül adı verilir (Anderson ve Fuller 1992).

U

M K 0

pppppppp	
γ

?

γ

-
f

-

Tanım 2.1.14 Bir M modülünün Z(M) = {m ∈M |rR(m) sağ ideali RR de esas}

alt modülüne tekil (singular) alt modül denir. Eğer Z(M) = M ise M ye tekil

(singular) modül, Z(M) = 0 ise M ye tekil olmayan (nonsingular) modül adı verilir

(Lam 1999).
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Tanım 2.1.15 Eğer R halkası kendisi üzerinde sağ modül olarak alınırsa Z(RR) alt

modülüne R nin sağ tekil ideali (right singular ideal) denir. Benzer şekilde kendisi

üzerinde sol modül olarak alınırsa Z(RR) alt modülü R nin sol tekil ideali (left

singular ideal) olarak adlandırılır (Lam 1999).

Lemma 2.1.16 Bir R halkasının Z(RR) sağ tekil ideali bir idealidir (Lam 1999).

Tanım 2.1.17 Bir M modülünün Z2(M) ikinci tekil (Goldie torsion) alt modülü

Z(M/Z(M)) = Z2(M)/Z(M) olarak tanımlanır (Lam 1999).

Teorem 2.1.18 R sağ tekil olmayan bir halka olmak üzere bir M modülü için

Z(M/Z(M)) = 0 dır (Lam 1999).

Tanım 2.1.19 R bir halka ve e ∈ R eşkare eleman (idempotent) olsun. Eğer her

x ∈ R için xe = exe oluyorsa e ye sol yarı merkezi (left semicentral) eşkare eleman

denir (Birkenmeier 1983).

Tanım 2.1.20 Bir R halkasının her eşkare elemanı merkezde ise R ye abel (abelian)

halka denir (Agayev vd. 2010). Bir M modülünde herhangi f ∈ S, e2 = e ∈ S ve

m ∈M için fem = efm oluyorsa M ye abel (abelian) modül denir (Roos 1967).

Bir M modülünün abel olması için gerek ve yeter şart S nin abel halka olmasıdır.

Tanım 2.1.21 Eğer bir M modülünün N alt modülü için HomR(M,M)N ⊆ N

oluyorsa, yani M nin her f endomorfizması için fN ⊆ N ise N ye M de tam

değişmez (fully invariant) denir. M nin her alt modülü tam değişmezse M ye duo

denir (Özcan vd. 2006).

Tanım 2.1.22 Eğer bir M modülünün herhangi iki (keyfi) direkt toplananının

kesişimi M nin bir direkt toplananı oluyorsa M ye SIP (SSIP) ye sahiptir denir

(Alkan ve Harmancı 2002).

Tanım 2.1.23 R bir halka olsun.

• Her bir a ∈ R için a = aba olacak biçimde b ∈ R varsa R ye von Neumann

düzenli (von Neumann regular) halka denir (Lam 2001).
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• Her bir a ∈ R için an = anban olacak biçimde b ∈ R ve n ∈ Z+ varsa R ye

π-düzenli (π-regular) halka denir (Lam 2001).

• Her bir a ∈ R için an = an+1x olacak biçimde n ∈ Z+ ve x ∈ R, ya da denk

olarak, an = yan+1 olacak biçimde n ∈ Z+ ve y ∈ R varsa R ye güçlü π-düzenli

(strongly π-regular) halka adı verilir (Lam 2001).

Önerme 2.1.24 R bir değişmeli halka olsun. Aşağıdakiler denktir.

(1) R nin her asal ideali maksimaldir.

(2) Her a ∈ R için an ∈ anRan olacak biçimde n ∈ Z+ vardır.

(Lam 2001).

Tanım 2.1.25 M bir modül olsun. Eğer her bir m ∈ M için m = mφ(m) olacak

biçimde M
φ→ R homomorfizması varsa M ye (Zelmanowitz anlamında) düzenli

(regular) modül denir (Zelmanowitz 1972).

Tanım 2.1.26 Bir modülde, eğer bir direkt toplanana izomorf olan her alt modül

de direkt toplanan oluyorsa modüle C2 şartını sağlar denir. Eğer bir R halkası sağ

R-modül olarak C2 şartını sağlarsa R ye sağ C2 halka adı verilir (Dung vd. 1994).

Tanım 2.1.27 M bir modül olsun. Eğer M/N bölüm modülü M nin bir direkt

toplananına izomorf olacak biçimdeki her N alt modülü de direkt toplanan oluyorsa

M ye D2 şartını sağlar denir (Mohamed ve Müller 1990).

Tanım 2.1.28 M veN ikiR-modül olsun. EğerN nin, M nin bir direkt toplananına

izomorf olacak şekildeki her K alt modülü bir direkt toplananı oluyorsa M ye N-C2

modül denir (Lee vd. 2012).

Bir M modülünün C2 şartını sağlaması için gerek ve yeter şart M nin M -C2 modül

olmasıdır.

Önerme 2.1.29 M ve N iki R-modül olsun. M nin N -C2 olması için gerek ve

yeter şart M nin ve N nin sırasıyla her K ve L direkt toplananları için K nın L-C2

olmasıdır (Lee vd. 2012).

8



Tanım 2.1.30 M bir modül olsun.

• Eğer M nin alt modüllerinin her artan dizisi duruyorsa M ye Noetherian denir.

• Eğer M nin alt modüllerinin her azalan dizisi duruyorsa M ye Artinian denir.

(Anderson ve Fuller 1992).

Önerme 2.1.31 Bir R halkası için aşağıdakiler denktir.

(1) R sağ direkt toplananları üzerinde artan zincir şartını sağlar.

(2) R sol direkt toplananları üzerinde azalan zincir şartını sağlar.

(3) R de sıfırdan farklı dik eşkare elemanların sonsuz kümesi yoktur.

(Lam 1999).

Tanım 2.1.32 M bir modül olsun.

• M nin her epimorfizması otomorfizma ise M ye Hopfian modül denir.

• Her f ∈ S için Kerf ⊆ Kerf 2 ⊆ · · · ⊆ Kerfn ⊆ · · · artan dizisi duruyorsa M

ye güçlü Hopfian (strongly Hopfian) modül denir.

• M nin her monomorfizması otomorfizma ise M ye eş-Hopfian (co-Hopfian)

modül denir.

• Her f ∈ S için Imf ⊇ Imf 2 ⊇ · · · ⊇ Imfn ⊇ · · · azalan dizisi duruyorsa M ye

güçlü eş-Hopfian (strongly co-Hopfian) modül denir.

(Hmaimou vd. 2007).

Teorem 2.1.33 Bir R halkası için aşağıdakiler denktir.

(1) Her n ∈ Z+ için Mn(R) halkası π-düzenlidir.

(2) Sonlu üretilmiş (finitely generated) her R-modül eş-Hopfiandır.

(Armendariz vd. 1978).
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Önerme 2.1.34 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M güçlü Hopfiandır.

(2) Her f ∈ S için Kerfn = Kerfn+1 olacak biçimde n ∈ Z+ vardır.

(3) Her f ∈ S için Imfn∩ Kerfn = 0 olacak biçimde n ∈ Z+ vardır.

(Hmaimou vd. 2007).

Önerme 2.1.35 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M güçlü eş-Hopfiandır.

(2) Her f ∈ S için Imfn = Imfn+1 olacak biçimde n ∈ Z+ vardır.

(3) Her f ∈ S için Imfn+ Kerfn = M olacak biçimde n ∈ Z+ vardır.

(Hmaimou vd. 2007).

Tanım 2.1.36 M bir modül olsun. Eğer her bir f ∈ S için M = Kerfn⊕ Imfn

olacak biçimde n ≥ 1 tamsayısı mevcutsa M ye Fitting modül denir (Hmaimou vd.

2007).

Önerme 2.1.37 R bir halka ve n ∈ N olsun. Aşağıdakiler denktir.

(1) Rn güçlü eş-Hopfian R-modüldür.

(2) Rn Fitting modüldür.

(3) Mn(R) güçlü π-düzenli halkadır.

(Hmaimou vd. 2007).

Tanım 2.1.38 M bir modül ve n ∈ Z+ olsun. Eğer M nin her n-üretilmiş

alt modülü, M nin bir homomorf görüntüsü ise M ye n-örten-kısıtlanabilir (n-

epiretractable) modül adı verilir (Ghorbani ve Vedadi 2009).

Tanım 2.1.39 M bir modül olsun. Eğer f ∈ S için M/fM ∼= Kerf ise f ye yapılı

(morphic) denir ve eğer M nin her homomorfizması yapılı ise M ye yapılı (morphic)

modül adı verilir (Nicholson ve Sanchez Campos 2005).
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Tanım 2.1.40 R bir halka olsun.

• Eğer a ∈ R için R/Ra ∼= lR(a) ise a ya sol yapılı, R nin her elemanı sol yapılı

ise R ye sol yapılı denir (Nicholson ve Sanchez Campos 2004).

• Eğer a ∈ R için an sol yapılı olacak biçimde n ∈ Z+ varsa a ya sol π-yapılı, R

nin her elemanı sol π-yapılı ise R ye sol π-yapılı denir (Huang ve Chen 2007).

Önerme 2.1.41 Bir yapılı endomorfizmanın monomorfizma olması için gerek ve

yeter şart epimorfizma olmasıdır (Nicholson ve Sanchez Campos 2005).

Önerme 2.1.42 R bir yerel halka ve J(R) nil olsun. Bu durumda R sol ve sağ

π-yapılıdır (Huang ve Chen 2007).

Önerme 2.1.43 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M sol S-modül olarak düz (flat) modüldür.

(2) n, k ∈ N olmak üzere her f : Mn →Mk homomorfizması için Kerf alt modülü

M -üretilmiştir.

(3) n ∈ N olmak üzere her f : Mn → M homomorfizması için Kerf alt modülü

M -üretilmiştir.

(Wisbauer 1991).

Teorem 2.1.44 M yarı ayrık (quasi discrete) bir modül olsun. M nin ayrık (dis-

crete) olması için gerek ve yeter şart ∇ = {f ∈ S|Imf << M} olmak üzere

J(S) = ∇ ve S/∇ halkasının düzenli olmasıdır (Mohamed ve Müller 1990).

Tanım 2.1.45 R bir halka ve bir ideali I olsun. Eğer a2−a ∈ I olduğunda e−a ∈ I

olacak biçimde e2 = e ∈ aR (denk olarak e2 = e ∈ Ra) varsa eşkare elemanlar I

ya göre güçlü yükselir (idempotents lift strongly modulo I) denir (Nicholson ve Zhou

2005).

Tanım 2.1.46 Eğer R/Z2(RR) yarı basit (semisimple) ve eşkare elemanlar Z2(RR)

ye göre güçlü yükselir ise R halkasına Z2(RR)-yarı mükemmel (Z2(RR)-semiperfect)

adı verilir (Nicholson ve Zhou 2005).
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Önerme 2.1.47 Her R yarı Frobenius (QF) halka Z2(RR)-yarı mükemmeldir

(Yousif ve Zhou 2002).

Teorem 2.1.48 Bir R halkası için aşağıdakiler denktir.

(1) R halkası Z2(RR)-yarı mükemmeldir.

(2) R = Z2(RR)⊕ U olacak biçimde U yarı basit (sağ) ideali vardır.

(3) R/Z2(RR) halkası yarı basittir.

(4) Her M modülü M = Z(M)⊕X olacak biçimde X yarı basit modülü vardır.

(5) Her M modülü için M/Z2(M) yarı basittir.

(6) Tekil olmayan her modül injektiftir.

(Nicholson ve Zhou 2005).

12



3. RICKART MODÜLLER TEORİSİ ÜZERİNE

Bu bölümde Rickart modül, dual Rickart modül ve T-Rickart modül kavramlarının

tanımları ve ileriki bölümlerde kullanılan bazı özellikleri verilmektedir.

3.1 Rickart Modül Tanımı ve Bazı Özellikleri

Tanım 3.1.1 M bir modül olsun. Eğer her f ∈ S için rM(f) = eM olacak biçimde

e2 = e ∈ S varsa M ye Rickart modül denir (Rizvi ve Roman 2005).

Tanım 3.1.2 M bir modül olsun. Eğer her f ∈ S için Kerf alt modülü M nin tam

değişmez bir direkt toplananı ise M ye güçlü Rickart (strongly Rickart) adı verilir

(Ebrahimi Atani vd. 2012).

Önerme 3.1.3 Bir M modülünün güçlü Rickart olması için gerek ve yeter şart

Rickart ve abel modül olmasıdır (Ebrahimi Atani vd. 2012).

Örnek 3.1.4 R =

 Z Z

0 Z

 halkası ve e =

 1 0

0 0

 ∈ R eşkare elemanı göz

önüne alınsın. R sağ R-modülü M ile gösterilsin. EndR(eR) =

 Z 0

0 0

 olup her

0 6= u ∈ Z için Ker

 u 0

0 0

 = 0 dır. Dolayısıyla eR Rickart R-modüldür. Diğer

taraftan

 2 1

0 0

 ∈ S ∼= R için rM

 2 1

0 0

 =

 0 −1

0 2

Z olup M nin bir

direkt toplananı değildir. Bu sebeple M modülü Rickart değildir (Lee vd. 2010).

Örnek 3.1.5 Z-modül olarak Z ⊕ Z2 göz önüne alınsın. (m,n) ∈ Z ⊕ Z2 olmak

üzere f(m,n) = (0,m) ile tanımlı f ∈ S için Kerf = 2Z⊕ Z2 dir. Kerf alt modülü

Z⊕ Z2 nin direkt toplananı olmadığından Z⊕ Z2 Rickart değildir (Lee vd. 2010).

Teorem 3.1.6 Rickart modüllerin her direkt toplananı da Rickarttır (Lee vd. 2010).

Teorem 3.1.7 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M Rickarttır ve C2 şartını sağlar.
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(2) S düzenli bir halkadır.

(3) Her f ∈ S için Kerf ve Imf alt modülleri M nin direkt toplananlarıdır.

(Ware 1971, Lee vd. 2010).

Tanım 3.1.8 Bir M modülünün her N alt modülü için lS(N) = Se olacak biçimde

e2 = e ∈ S varsa M ye Baer modül adı verilir (Rizvi ve Roman 2004).

Teorem 3.1.9 M bir modül ve S halkası sıfırdan farklı dik (orthogonal) eşkare

elemanların sonsuz kümesine sahip olmasın. Bu durumda M nin Rickart olması için

gerek ve yeter şart M nin Baer olmasıdır (Lee vd. 2010).

Tanım 3.1.10 M ve N iki R-modül olsun. Eğer her f : M → N homomorfizması

için Kerf alt modülü M nin bir direkt toplananı ise M ye N-Rickart modül denir

(Rizvi ve Roman 2009).

Teorem 3.1.11 I = {1, 2, ..., n} olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I ve

her i, j ∈ I için Mi modülü Mj-C2 olsun. Bu durumda
⊕
i∈I

Mi modülünün Rickart

olması için gerek ve yeter şart her i, j ∈ I için Mi nin Mj-Rickart olmasıdır (Lee

vd. 2012).

Tanım 3.1.12 M bir modül olsun. Eğer her f ∈ S için rM(f) nin M de esas

olması f = 0 olmasını gerektirirse M ye K-tekil olmayan (K-nonsingular) modül

denir (Rizvi ve Roman 2004).

Önerme 3.1.13 Her Rickart modül K-tekil olmayandır (Lee vd. 2010).

Tanım 3.1.14 R bir halka olsun.

• Eğer R nin her temel sol (sağ) ideali projektif ise (denk olarak, her elemanın

sol (sağ) sıfırlayanı bir eşkare eleman tarafından üretilirse) R ye sol (sağ)

temel projektif (left (right) principally projective) veya sol (sağ) Rickart denir

(Hattori 1960).
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• Eğer R nin keyfi x elemanı için Rxn (xnR) projektif olacak biçimde n ∈ Z+

varsa (denk olarak, xn nin sol (sağ) sıfırlayanı bir eşkare eleman tarafından

üretilecek şekilde n ∈ Z+ varsa) R ye genelleştirilmiş sol (sağ) temel projektif

(generalized left (right) principally projective) denir (Hirano 1983).

Önerme 3.1.15 Genelleştirilmiş sağ temel projektif abel halkalar direkt toplama

göre kapalıdır (Huh vd. 2002).

Önerme 3.1.16 Bir R halkası ve e2 = e ∈ R için aşağıdakiler sağlanır.

(1) Eğer R temel projektif halka ise eRe de temel projektiftir.

(2) Eğer R genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ise eRe de genelleştirilmiş sağ

temel projektiftir.

(Huh vd. 2002).

Önerme 3.1.17 Eğer R genelleştirilmiş sağ temel projektif bir halka ise R nin sağ

tekil ideali Z(RR) nildir (Ohori 1984).

3.2 Dual Rickart Modül Tanımı ve Bazı Özellikleri

Tanım 3.2.1 M bir modül olsun. Eğer her f ∈ S için Imf = eM olacak biçimde

e2 = e ∈ S varsa M ye dual Rickart modül denir (Lee vd. 2011).

Örnek 3.2.2 p bir asal sayı olmak üzere Z-modül olarak Zp dual Rickarttır.

Önerme 3.2.3 Bir R halkasının von Neumann düzenli olması için gerek ve yeter

şart R nin R-modül olarak dual Rickart olmasıdır (Lee vd. 2011).

Teorem 3.2.4 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M dual Rickarttır ve D2 şartını sağlar.

(2) M modülü C2 ile D2 şartlarını sağlar ve her f ∈ S için Imf alt modülü M nin

bir direkt toplananına izomorftur.

(3) S düzenli bir halkadır.

(Lee vd. 2011).
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3.3 T-Rickart Modül Tanımı ve Bazı Özellikleri

Tanım 3.3.1 M bir modül ve M nin bir alt modülü N olsun. Eğer M nin her K

alt modülü için N ∩K ≤ Z2(M) olması K ≤ Z2(M) olmasını gerektiriyorsa N ye

M nin t-esas (t-essential) alt modülü denir (Asgari ve Haghany 2011). Eğer N nin

M de kendisinden başka t-esas genişlemesi yoksa N ye M nin t-kapalı (t-closed) alt

modülü adı verilir (Asgari ve Haghany 2011).

Tanım 3.3.2 Eğer bir M modülünün her t-kapalı alt modülü M nin bir direkt

toplananı ise M ye t-genişleyen (t-extending) denir (Asgari ve Haghany 2011).

Tanım 3.3.3 R bir halka olsun. Eğer her serbest (free) R-modül t-genişleyen ise

R ye sağ Σ-t-genişleyen halka adı verilir (Asgari ve Haghany 2011).

Tanım 3.3.4 M bir modül olsun.

• Eğer S nin her sol ideali I için tM(I) = {m ∈ M |Im ≤ Z2(M)} alt modülü

M nin bir direkt toplananı ise M ye t-Baer denir (Asgari ve Haghany 2011).

• Eğer her f ∈ S için tM(f) = {m ∈ M |fm ∈ Z2(M)} alt modülü M nin bir

direkt toplananı ise M ye T-Rickart denir (Ebrahimi Atani vd. 2012).

Örnek 3.3.5 Örnek 3.1.4 te göz önüne alınan eR modülü T-Rickarttır, fakat M

modülü T-Rickart değildir (Ebrahimi Atani vd. 2012).

Bu kavramlar arasındaki ilgi: genişleyen ⇒ t-genişleyen ⇒ t-Baer ⇒ T-Rickart.

Teorem 3.3.6 Bir R halkası için aşağıdakiler denktir.

(1) R sağ Σ-t-genişleyendir.

(2) Tekil olmayan her R-modül projektiftir.

(3) Her R-modül t-Baerdir.

(4) Her R-modül T-Rickarttır.

(Asgari ve Haghany 2011, Ebrahimi Atani vd. 2012).
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4. π-RICKART MODÜLLER

Bu bölümde π-Rickart modül kavramı tanımlanıp özellikleri ve endomorfizma halkası

ile ilişkisi incelenmektedir. π-Rickart modül kavramının Rickart modül kavramını

gerektirmediğini gösteren bir örnek verilmektedir. π-Rickart bir modülün her direkt

toplananı da π-Rickart olmasına rağmen π-Rickart modüllerin direkt toplamlarının

π-Rickart olmadığı örnekle görülmektedir. Fakat bazı abel π-Rickart modüllerin

direkt toplamlarının da π-Rickart olduğu sonucu elde edilmektedir.

4.1 π-Rickart Modüllerin Özellikleri

Tanım 4.1.1 M bir modül olsun. Eğer her bir f ∈ S için rM(fn) = eM olacak

biçimde e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ varsa M ye π-Rickart modül denir.

Önerme 4.1.2 R halkasının sağ R-modül olarak π-Rickart olması için gerek ve

yeter şart R nin genelleştirilmiş sağ temel projektif halka olmasıdır.

Her yarı basit, her tekil olmayan injektif ve her Baer modül π-Rickarttır. Ayrıca

her yarı projektif güçlü eş-Hopfian modül, her yarı injektif güçlü Hopfian modül,

her Artinian Noetherian modül π-Rickarttır (Sonuç 4.1.32). Sağ Artinian halka

üzerindeki her sonlu üretilmiş modül π-Rickarttır (Teorem 4.1.34), endomorfizma

halkası genelleştirilmiş sağ temel projektif olan her serbest modül π-Rickarttır (Sonuç

4.2.5), her sonlu üretilmiş projektif düzenli modül π-Rickarttır (Sonuç 4.2.7) ve

değişmeli π-düzenli bir halka üzerindeki her sonlu üretilmiş projektif modül π-

Rickarttır (Önerme 4.2.13).

Rickart modüller π-Rickart olmasına rağmen, π-Rickart modüller Rickart olmaya-

bilir.

Örnek 4.1.3 Z⊕Z2 sağ Z-modülü M ile gösterilsin. M nin endomorfizma halkası

S =

 Z 0

Z2 Z2

 dir. Herhangi bir f =

 a 0

b c

 ∈ S için aşağıdaki durumlar

vardır.

Durum 1. a = 0, b = 0, c = 1 ya da a = 0, b = c = 1 ise f eşkare elemandır.

Dolayısıyla rM(f) = (1− f)M dir.
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Durum 2. a 6= 0, b = 0, c = 1 ya da a 6= 0, b = c = 1 ise rM(f) = 0 dır.

Durum 3. a 6= 0, b = c = 0 ya da a 6= 0, b = 1, c = 0 ise rM(f) = 0⊕ Z2 dir.

Durum 4. a = 0, b = 1 , c = 0 ise f 2 = 0 olup rM(f 2) = M dir.

Böylece M bir π-Rickart modüldür, fakat Örnek 3.1.5 gereğince M Rickart değildir.

Önerme 4.1.4 M bir Rickart modül ise π-Rickarttır. Eğer S indirgenmiş halka ise

karşıtı da doğrudur.

İspat: M bir Rickart modül ise π-Rickart olduğu açıktır. M bir π-Rickart modül,

S indirgenmiş halka ve f ∈ S olsun. Bu durumda rM(fn) = eM olacak biçimde

n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S vardır. n = 1 ise ispat biter. n > 1 olsun. S indirgenmiş halka

olduğundan, e merkezi olup (fe)n = 0 elde edilir. Böylece fe = 0 olup eM ≤ rM(f)

dir. Diğer taraftan her zaman rM(f) ≤ rM(fn) = eM sağlanır. Dolayısıyla M bir

Rickart modüldür. �

Agayev vd. (2012) tarafından indirgenmiş modüllerin endomorfizma halkalarının

indirgenmiş olduğu gösterilmiştir. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuc. 4.1.5 Eğer M bir indirgenmiş modül ise M nin Rickart olması için gerek ve

yeter şart π-Rickart olmasıdır.

Ayrıca Rickart halkalar için Huh vd. (2002) nin çalışmasından bilinen aşağıdaki

sonuç Önerme 4.1.4 ten elde edilebilir.

Sonuc. 4.1.6 R bir indirgenmiş halka olsun. R nin sağ Rickart halka olması için

gerek ve yeter şart genelleştirilmiş sağ temel projektif halka olmasıdır.

Lemma 4.1.7 Eğer M bir π-Rickart modül ise S de her nil olmayan sol sıfırlayan

sıfırdan farklı bir eşkare eleman içerir.

İspat: ∅ 6= N ⊆M olmak üzere I = lS(N) nil olmayan sol sıfırlayan olsun ve üstel

sıfır olmayan f ∈ I alınsın. M modülü π-Rickart olduğundan rM(fn) = eM olacak

biçimde e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ vardır ve e 6= 1 dir. rM(I) ⊆ rM(fn) olması sebebiyle

(1− e)rM(I) = 0 dır. Böylece 1− e ∈ lS(rM(I)) = lS(rM(lS(N))) = lS(N) = I olup

ispat tamamlanır. �
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Lemma 4.1.7 kullanılarak π-Rickart modüller, Rickart modüller ve Baer modüller

arasında bir ilişki aşağıdaki gibi kurulabilir.

Teorem 4.1.8 M bir modül olsun. Eğer S de sıfırdan farklı dik eşkare elemanların

sonsuz kümesi yoksa ve J(S) = 0 ise aşağıdakiler denktir.

(1) M bir π-Rickart modüldür.

(2) M bir Rickart modüldür.

(3) M bir Baer modüldür.

İspat: (1) ⇒ (3) gerektirmesini ispatlamak yeterli olur. ∅ 6= N ⊆ M olmak üzere

I = lS(N) sol sıfırlayanı göz önüne alınsın. I nil ise I ⊆ J(S) olup I = 0 elde edilir.

Bu nedenle I nın nil olmadığı durumu incelemek gerekir. Önerme 2.1.31 gereğince S

sol direkt toplananlar üzerinde azalan zincir şartını sağlar. Dolayısıyla I daki bütün

sıfırdan farklı eşkare elemanlar arasından S(1−e) = lS(eM) minimal olacak biçimde

e ∈ I seçilebilir. Şimdi I ∩ lS(eM) = 0 olduğu gösterilsin. I ∩ lS(eM) = lS(N ∪ eM)

dir. Eğer I ∩ lS(eM) nil ise ispatlanması gereken birşey yoktur. Böylece I ∩ lS(eM)

nin nil olmadığı durumun incelenmesi gerekir. Eğer I ∩ lS(eM) 6= 0 ise Lemma 4.1.7

gereğince 0 6= f = f 2 ∈ I ∩ lS(eM) vardır. fe = 0 ve e + (1 − e)f ∈ I bir eşkare

elemandır. g = e+ (1− e)f olsun. Bu durumda ge = e ve g 6= 0 dır. Ayrıca fg = f

dir. Buradan lS(gM) ( lS(eM) elde edilip bu e nin seçimi ile çelişir. Bu sebeple

I ∩ lS(eM) = 0 dır. Herhangi bir ϕ ∈ I için ϕ(1 − e) ∈ I ∩ lS(eM) olduğundan

ϕ = ϕe dir. Dolayısıyla I ⊆ Se dir ve açık olarak Se = I = lS(N) dir. Dolayısıyla

M bir Baer modüldür. �

Sonuc. 4.1.9 R bir halka olsun. Eğer R de sıfırdan farklı dik eşkare elemanların

sonsuz kümesi yoksa ve J(R) = 0 ise aşağıdakiler denktir.

(1) R bir genelleştirilmiş sağ temel projektif halkadır.

(2) R bir sağ Rickart halkadır.

(3) R bir Baer halkadır.
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Sonuc. 4.1.10 M bir modül olsun. Eğer S bir yarı basit halka ise aşağıdakiler

denktir.

(1) M bir π-Rickart modüldür.

(2) M bir Rickart modüldür.

(3) M bir Baer modüldür.

İspat: S yarı basit olduğundan J(S) = 0 dır ve S sol Artinian halkadır. Dolayısıyla

Önerme 2.1.31 gereğince S de sıfırdan farklı dik eşkare elemanların sonsuz kümesi

yoktur. Böylece Teorem 4.1.8 ispatı bitirir. �

Sonuc. 4.1.11 Eğer M bir Noetherian (Artinian) modül ve J(S) = 0 ise aşağıdakiler

denktir.

(1) M bir π-Rickart modüldür.

(2) M bir Rickart modüldür.

(3) M bir Baer modüldür.

İspat: Eğer M Noetherian ya da Artinian modül ise S de sıfırdan farklı dik eşkare

elemanların sonsuz kümesi yoktur. Bu nedenle Teorem 4.1.8 gereğince istenilen elde

edilir. �

Bir π-Rickart modülü içeren herhangi bir modül π-Rickart olmak zorunda değildir.

Örnek 4.1.12 R =

 Z Z

0 Z

 halkası ve M =

 Z Z

Z Z

 sağ R-modülü göz önüne

alınsın. Keyfi

 x y

r s

 ∈ M için f

 x y

r s

 =

 2x+ 3r 2y + 3s

0 0

 ile tanımlı

f ∈ S homomorfizmasının çekirdeği rM(f) =


 3k 3z

−2k −2z

 : k, z ∈ Z

 dir.

rM(f) alt modülü M nin bir direkt toplananı değildir ve herhangi bir n ≥ 2 tamsayısı

için rM(f) = rM(fn) olduğundan M bir π-Rickart modül değildir. Diğer taraftan

M nin N =

 Z Z

0 0

 alt modülü göz önüne alınsın. EndR(N) =

 Z 0

0 0

 dır. N

bir Rickart modül olduğundan π-Rickarttır.
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Rickart modüllerin her direkt toplananı da Rickarttır. Bu özellik π-Rickart modüllerin

direkt toplananları için de sağlanır.

Önerme 4.1.13 Herhangi bir π-Rickart modülün her direkt toplananı da π-Rickarttır.

İspat: M = N ⊕ P bir π-Rickart modül ve SN = EndR(N) olsun. Keyfi f ∈ SN
için, g = f ⊕ 0|P endomorfizması tanımlansın. Böylece g ∈ S dir. Hipotez gereğince

rM(gn) = eM olacak biçimde e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ vardır ve gn = fn ⊕ 0|P

dir. M = eM ⊕ Q olsun. P ⊆ eM olduğundan, eM = P ⊕ L olacak biçimde

L alt modülü vardır. Dolayısıyla M = eM ⊕ Q = P ⊕ L ⊕ Q olur. M den N

üzerine olan izdüşüm πN : M → N ile gösterilsin. πN|Q⊕L
: Q ⊕ L → N bir

izomorfizmadır. Böylece N = πN(Q) ⊕ πN(L) dir. Bu durumda rN(fn) = πN(L)

olduğu iddia edilmektedir. gn(P ⊕ L) = 0 olması sebebiyle gn(L) = 0 dır. Her

l ∈ L için l = πN(l) + πP (l) dir. gn(l) = gnπN(l) + gnπP (l) = 0 ve gnπP (l) = 0 ve

gnπN(l) = fnπN(l) olduğundan fnπN(L) = 0, böylece πN(L) ⊆ rN(fn) elde edilir.

Ters kapsamayı görmek için x ∈ rN(fn) alınsın ve x /∈ πN(L) olduğu kabul edilsin.

Bu durumda x = n1 + n2 olacak biçimde n1 ∈ πN(L) ve 0 6= n2 ∈ πN(Q) vardır.

Böylece πN(q) = n2 olacak biçimde q ∈ Q bulunur. Q∩rM(gn) = 0 olması sebebiyle

gn(q) = (fn⊕ 0|P )(q) 6= 0 olur. q = πN(q) +πP (q) ve gnπP (q) = (fn⊕ 0|P )πP (q) = 0

olduğundan fn(q) = gn(q) = fnπN(q) 6= 0 olup x /∈ rN(fn) elde edilir. Buradan

çelişki bulunup rN(fn) ⊆ πN(L) dir. Dolayısıyla rN(fn) = πN(L) dir. �

Sonuc. 4.1.14 R bir genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ve e2 = e ∈ R olsun.

Bu durumda eR bir π-Rickart modüldür.

Sonuc. 4.1.15 R1 ve R2 halkalarının direkt toplamı R olmak üzere eğer R bir

genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ise R1 ve R2 halkaları da genelleştirilmiş

sağ temel projektiftir.

π-Rickart modüller kullanılarak genelleştirilmiş sağ temel projektif halkaların bir

karakterizasyonu aşağıdaki gibi verilebilir.

Teorem 4.1.16 Bir R halkasının genelleştirilmiş sağ temel projektif olması için

gerek ve yeter şart her devirli projektif R-modülün π-Rickart olmasıdır.

21



İspat: Eğer her devirli projektif R-modül π-Rickart ise R nin genelleştirilmiş sağ

temel projektif halka olduğu açıktır. R genelleştirilmiş sağ temel projektif bir halka

ve M devirli projektif bir R-modül olsun. Böylece M ∼= I olacak biçimde R nin

bir direkt toplanan olan I sağ ideali vardır. Önerme 4.1.4 gereğince R sağ R-

modül olarak π-Rickarttır ve Önerme 4.1.13 gereğince I sağ ideali de π-Rickart

olur. Dolayısıyla M nin π-Rickart modül olduğu görülür. �

Teorem 4.1.17 Bir R halkası için aşağıdaki şartlar göz önüne alınsın.

(1) Her serbest R-modül π-Rickarttır.

(2) Her projektif R-modül π-Rickarttır.

(3) Her düz R-modül π-Rickarttır.

Bu durumda (3) ⇒ (2) ⇔ (1) dir. Ayrıca sonlu gösterilmiş (finitely presented)

modüller için (2) ⇒ (3) sağlanır.

İspat: (3) ⇒ (2) ⇒ (1) Açıktır. (1) ⇒ (2) M bir projektif R-modül olsun.

Dolayısıyla M bir serbest R-modül F nin direkt toplananı olur. (1) den F modülü

π-Rickarttır ve böylece Önerme 4.1.13 gereğince M modülü π-Rickart olur.

(2) ⇒ (3) Sonlu gösterilmiş düz modüller projektif olduğundan açıktır. �

π-Rickart modüllerin direkt toplamları π-Rickart olmayabilir.

Örnek 4.1.18 R =

 Z Z

0 Z

 halkası ve M =

 Z Z

Z Z

 sağ R-modülü göz önüne

alınsın. M nin N =

 Z Z

0 0

 ve K =

 0 0

Z Z

 alt modüllerinin sıfırdan farklı

her endomorfizması bir monomorfizmadır. Böylece N ve K modülleri π-Rickarttır

fakat Örnek 4.1.12 gereğince M = N ⊕K modülü π-Rickart değildir.

Lemma 4.1.19 M bir modül ve f ∈ S olsun. Eğer S nin bir merkezi eşkare elemanı

e ve n ∈ Z+ için rM(fn) = eM ise rM(fn+1) = eM dir.
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İspat: rM(fn) ≤ rM(fn+1) olduğu açıktır. Ters kapsamayı görmek için m ∈

rM(fn+1) alınsın. Bu durumda fm ∈ rM(fn) = eM ve böylece fm = efm elde

edilir. e merkezi olduğundan fnm = fn−1fm = fn−1efm = fn−1fem = fnem = 0

olur. Dolayısıyla m ∈ rM(fn) olup rM(fn+1) ≤ rM(fn) dir. �

Önerme 3.1.15 gereğince genelleştirilmiş sağ temel projektif abel halkaların direkt

toplama göre kapalı olduğu bilinmektedir. π-Rickart abel modüller için benzer bir

sonuç aşağıdaki gibi elde edilebilir.

Önerme 4.1.20 M1 ve M2 abel π-Rickart R-modüller olsun. Eğer i 6= j için

HomR(Mi,Mj) = 0 ise M1 ⊕M2 modülü π-Rickarttır.

İspat: M = M1 ⊕M2 ve i = 1, 2 için Si = EndR(Mi) olsun. S halkası

 S1 0

0 S2


şeklindedir.

 f1 0

0 f2

 ∈ S alınsın. Bu durumda f1 ∈ S1 ve f2 ∈ S2 dir. rM1(f
n
1 ) =

e1M1 ve rM2(f
m
2 ) = e2M2 olacak biçimde n,m ∈ Z+ ve e21 = e1 ∈ S1, e

2
2 = e2 ∈ S2

vardır. n ve m tamsayıları için aşağıdaki durumlar söz konusudur.

(i) Eğer n = m ise rM

 f1 0

0 f2

n =

 e1 0

0 e2

M dir.

(ii) Eğer n < m ise Lemma 4.1.19 gereğince rM1(f
n
1 ) = rM1(f

m
1 ) = e1M1 olur.

Dolayısıyla

 f1 0

0 f2

m  e1 0

0 e2

 = 0 ve böylece

 e1 0

0 e2

M ≤ rM

 f1 0

0 f2

m
dir.

 m1

m2

 ∈ rM

 f1 0

0 f2

m olsun. m1 ∈ rM1(f
m
1 ) = e1M1 ve m2 ∈

rM2(f
m
2 ) = e2M2 olup

 m1

m2

 =

 e1 0

0 e2

 m1

m2

 dir. Bu nedenle

 m1

m2

 ∈ e1 0

0 e2

M dir. Buradan rM

 f1 0

0 f2

m ≤
 e1 0

0 e2

M elde edilir.

(iii) Eğer m < n ise M2 abel olduğundan (ii) durumuna benzer şekilde ispat

yapılır. �

Bazı durumlarda π-Rickart modüllerin tam değişmez alt modülleri de π-Rickarttır.
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Lemma 4.1.21 M bir modül ve N tam değişmez bir alt modülü olsun. Eğer M

π-Rickart ve N nin her endomorfizması M nin bir endomorfizmasına genişlerse N

π-Rickarttır.

İspat: f ∈ EndR(N) olsun. Hipotez gereğince g|N = f olacak biçimde g ∈ S

vardır ve M nin π-Rickart olmasından dolayı rM(gn) = eM olacak biçimde n ∈ Z+

ve e2 = e ∈ S bulunur. rN(fn) = N ∩ rM(gn) dir. N tam değişmez olduğundan

rN(fn) = eN olup bu alt modül N nin bir direkt toplananıdır. Böylece N modülü

π-Rickarttır. �

Sonuc. 4.1.22 R genelleştirilmiş sağ temel projektif bir halka ve bir ideali I ol-

sun. Eğer I nın her endomorfizması R nin bir endomorfizmasına genişlerse I da

genelleştirilmiş sağ temel projektiftir.

Aşağıdaki sonuç Lemma 4.1.21 gereğince kolayca elde edilir.

Önerme 4.1.23 M bir yarı injektif modül ve M nin injektif zarfı E(M) olsun.

Eğer E(M) modülü π-Rickart ise M modülü de π-Rickarttır.

Teorem 4.1.24 M bir yarı injektif duo modül olsun. Eğer M modülü π-Rickart ise

her alt modülü de π-Rickarttır.

İspat: M bir π-Rickart modül, N bir alt modülü ve f ∈ EndR(N) olsun. M nin

yarı injektifliği gereğince f endomorfizması M nin bir g endomorfizmasına genişler.

Böylece rM(gn) = eM olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S bulunur. N alt modülü

g endomorfizmasında tam değişmez kaldığından Lemma 4.1.21 gereğince istenilen

elde edilir. �

Tanım 4.1.25 M bir modül olsun. Eğer her f ∈ S için rM(f) nin M de esas

olması f nin üstel sıfır olmasını gerektirirse M ye genelleştirilmiş K-tekil olmayan

(generalized K-nonsingular) modül adı verilir.

Her K-tekil olmayan modül genelleştirilmiş K-tekil olmayandır. Karşıtı katı (rigid)

modüller için doğrudur.
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Lemma 4.1.26 M bir modül olsun. Eğer S bir π-düzenli halka iseM genelleştirilmiş

K-tekil olmayan modüldür.

İspat: rM(f) alt modülü M nin esas alt modülü olacak biçimde f ∈ S alınsın.

Hipotez gereğince fn = fngfn olacak biçimde n ∈ Z+ ve g ∈ S vardır. Bu durumda

gfn ∈ S bir eşkare eleman olup rM(fn) alt modülü M nin bir direkt toplananıdır.

rM(f) nin M de esas olması sebebiyle rM(fn) de M nin esas alt modülü olur.

Dolayısıyla rM(gfn) = M ve böylece gfn = 0 elde edilir. Buradan fngfn = fn = 0

bulunur. �

Önerme 4.1.27 Her π-Rickart modül genelleştirilmiş K-tekil olmayan modüldür.

İspat: M bir π-Rickart modül ve f ∈ S için rM(f) alt modülü M de esas olsun. Bu

durumda rM(fn) = eM olacak biçimde e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ mevcuttur. Buradan

rM(fn) de M nin bir esas alt modülü olup rM(fn) = M elde edilir. Dolayısıyla

fn = 0 dır. �

Sonuc. 4.1.28 R bir genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ise genelleştirilmiş

K-tekil olmayan R-modüldür.

M bir modül olsun. T (SM) = {m ∈ M | fm = 0 olacak biçimde f ∈ S mevcut}

kümesi M nin S ye göre bütün burulma (torsion) elemanlarının kümesi olsun. M

nin T (SM) alt kümesi SM ve MR modüllerinin alt modülü olmak zorunda değildir.

Örnek 4.1.29 eij ler 3×3 matris birimleri olsun ve R = {(e11 +e22 +e33)a+e12b+

e13c + e23d : a, b, c, d ∈ Z2} halkası ile M = {e12a + e13b + e23c : a, b, c ∈ Z2} sağ

R-modülü göz önüne alınsın.

f(e12a+ e13b+ e23c) = e12a+ e13b ve g(e12a+ e13b+ e23c) = (e13 + e23)c

ile tanımlı f, g ∈ S alınsın. m = e231 ∈ M ve m′ = e121 ∈ M için fm = 0 ve

gm′ = 0 dır. Fakat (m + m′)R = M olduğundan S de m + m′ elemanını sıfırlayan

eleman yoktur. Dolayısıyla T (SM) alt kümesi SM ve MR modüllerinin alt modülü

değildir.
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S değişmeli bir bölge (commutative domain) ise T (SM) alt kümesi M nin (S,R)-alt

modülü olur.

Önerme 4.1.30 M bir modül ve S değişmeli bir bölge olsun. Eğer M modülü π-

Rickart ise T (SM) = 0 dır ve S nin sıfırdan farklı her elemanı bir monomorfizmadır.

İspat: 0 6= f ∈ S olsun. M nin π-Rickart olması gereğince rM(fn) = eM olacak

biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S vardır. Buradan fne = 0 olur. S sıfır bölensiz

olduğundan e = 0 olup rM(fn) = 0 dır. Bu sebeple Kerf = 0 bulunur. Dolayısıyla

f bir monomorfizmadır. Diğer taraftan m ∈ T (SM) için fm = 0 olacak biçimde

0 6= f ∈ S vardır. f nin monomorfizma olması sebebiyle m = 0 olup T (SM) = 0

dır. �

Güçlü Hopfian, Fitting ve π-Rickart modül sınıfları arasında aşağıdaki gibi ilişkiler

bulunmaktadır.

Önerme 4.1.31 Her abel π-Rickart modül güçlü Hopfian modüldür.

İspat: Lemma 4.1.19 ve Önerme 2.1.34 gereğince istenilen sonuç elde edilir. �

Armendariz vd. (1978) tarafından bir M modülünün Fitting modül olması için

gerek ve yeter şartın S nin güçlü π-düzenli halka olduğu gösterilmiştir.

Sonuc. 4.1.32 Her Fitting modül π-Rickarttır.

Sonuc. 4.1.33 R bir halka ve n ∈ Z+ olsun. Eğer Mn(R) güçlü π-düzenli ise Rn

bir π-Rickart R-modüldür.

İspat: Mn(R) güçlü π-düzenli bir halka olsun. Önerme 2.1.37 gereğince Rn bir

Fitting R-modül olur. Böylece π-Rickarttır. �

Teorem 4.1.34 Sağ Artinian halka üzerindeki her sonlu üretilmiş modül π-Rickarttır.

İspat: R bir sağ Artinian halka ve M sonlu üretilmiş bir R-modül olsun. Bu

durumda M hem Artinian hem de Noetherian bir modüldür. Dolayısıyla bir Fitting

modül olur. Böylece Sonuç 4.1.32 gereğince ispat tamamlanır. �

Sonuc. 4.1.35 Her sağ Artinian halka genelleştirilmiş sağ temel projektiftir.
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4.2 π-Rickart Modüllerin Endomorfizma Halkaları

Lemma 4.2.1 Eğer M bir π-Rickart modül ise S genelleştirilmiş sağ temel projektif

halkadır.

İspat: f ∈ S olsun. Bu durumda rM(fn) = eM olacak biçimde e2 = e ∈ S ve

n ∈ Z+ vardır. Eğer g ∈ rS(fn) ise gM ≤ rM(fn) = eM dir. Böylece g = eg ∈ eS

olup rS(fn) ≤ eS elde edilir. h ∈ S olsun. fnehM ≤ fneM = 0 olması sebebiyle

fneh = 0 olup eS ≤ rS(fn) dir. Dolayısıyla rS(fn) = eS dir. �

Önerme 3.1.16 gereğince bilinen aşağıdaki sonuç Teorem 4.1.13 ve Lemma 4.2.1 den

de elde edilebilir.

Sonuc. 4.2.2 Eğer R bir genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ise herhangi bir

e2 = e ∈ R için eRe halkası da genelleştirilmiş sağ temel projektiftir.

Aşağıdaki sonuç Teorem 4.1.34 ve Önerme 4.2.1 in Artinian halkalar üzerindeki

matris halkalarına bir uygulamasıdır.

Sonuc. 4.2.3 R bir sağ Artinian halka olsun. Her n ∈ Z+ için Mn(R) genelleştirilmiş

sağ temel projektif halkadır.

İspat: n ∈ Z+ için Rn sağ R-modülünün endomorfizma halkası Mn(R) olduğundan

ispat Teorem 4.1.34 gereğince açıktır. �

1-örten-kısıtlanabilir modüller için Lemma 4.2.1 in karşıtı da doğrudur.

Önerme 4.2.4 M bir 1-örten-kısıtlanabilir modül olsun. M nin π-Rickart olması

için gerek ve yeter şart S nin genelleştirilmiş sağ temel projektif olmasıdır.

İspat: M modülü π-Rickart ise S nin genelleştirilmiş sağ temel projektif olduğu

Lemma 4.2.1 gereğince bilinmektedir. S nin genelleştirilmiş sağ temel projektif

olduğu kabul edilsin ve f ∈ S alınsın. Bu durumda rS(fn) = eS olacak biçimde n ∈

Z+ ve e2 = e ∈ S vardır. Böylece fne = 0 olup eM ≤ rM(fn) dir. Diğer kapsamayı

görmek için 0 6= m ∈ rM(fn) olsun. M nin 1–örten-kısıtlanabilir olması gereğince

gM = mR şartını sağlayan 0 6= g ∈ S bulunur. Dolayısıyla m = gm1 olacak biçimde
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m1 ∈ M vardır. Diğer taraftan fngM = fnmR = 0 olup fng = 0 dır. Bu sebeple

g ∈ rS(fn) = eS elde edilir. Buradan g = eg olup m = gm1 = egm1 = em ∈ eM

dir. Böylece rM(fn) = eM dir. �

Sonuc. 4.2.5 Bir serbest modülün π-Rickart olması için gerek ve yeter şart endo-

morfizma halkasının genelleştirilmiş sağ temel projektif olmasıdır.

Düzenli bir modülün devirli her alt modülü direkt toplanandır. Dolayısıyla düzenli

modüller 1-örten-kısıtlanabilirdir.

Sonuc. 4.2.6 M bir düzenli modül olsun. S nin genelleştirilmiş sağ temel projektif

olması için gerek ve yeter şart M nin π-Rickart olmasıdır.

Sonuc. 4.2.7 Her sonlu üretilmiş projektif düzenli modül π-Rickarttır.

İspat: M sonlu üretilmiş projektif düzenli bir modül olsun. Bu durumda M nin

endomorfizma halkası genelleştirilmiş sağ temel projektiftir (Ware 1971). Böylece

Sonuç 4.2.6 gereğince M modülü π-Rickarttır. �

Tanım 4.2.8 R bir halka olmak üzere R-modüllerin boştan farklı bir kümesi U

olsun. Bir R-modül L için

Tr(U , L) =
∑
{Imh|h ∈ Hom(U,L), U ∈ U}

alt kümesine U nun L deki izi (trace) denir, eğer U sadece bir tek U modülünden

oluşuyorsa kısaca Tr(U,L) şeklinde yazılır (Wisbauer 1991).

Önerme 4.2.9 Bir R halkası için R-modüllerin boştan farklı bir kümesi U ve L

bir R-modül olsun. Tr(U , L) = L olması için gerek ve yeter şart L nin U -üretilmiş

olmasıdır (Wisbauer 1991).

Aşağıdaki teorem, Lemma 4.2.1 in karşıtının endomorfizma halkası üzerinde düz

olan modüller için de doğru olduğunu ifade eder.

Teorem 4.2.10 M bir modül ve f ∈ S olmak üzere aşağıdakiler sağlanır.

(1) Bir n ∈ Z+ için eğer fnS projektif sağ S-modül ise Tr(M, rM(fn)) alt modülü

M nin bir direkt toplananıdır.
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(2) Eğer M bir düz sol S-modül ve S genelleştirilmiş sağ temel projektif halka ise

R-modül olarak M π-Rickarttır.

İspat: (1) Bir n ∈ Z+ için fnS projektif sağ S-modül olsun. Bu durumda rS(fn) =

eS olacak biçimde e2 = e ∈ S vardır. Bu e eşkare elemanı için Tr(M, rM(fn)) = eM

olduğu iddia edilmektedir. fneM = 0 olması sebebiyle eM ≤ Tr(M, rM(fn)) dir.

g ∈ Hom(M, rM(fn)) olsun. Böylece gM ≤ rM(fn), yani fngM = 0 ve buradan

fng = 0 olur. Dolayısıyla g ∈ rS(fn) = eS olup eg = g elde edilir. Bu sebeple

gM ≤ egM ≤ eM dir ve Hom(M, rM(fn))M ≤ eM olduğu görülür.

(2) M düz sol S-modül ve S genelleştirilmiş sağ temel projektif halka olsun. Bir

f ∈ S için rS(fn) = eS olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S mevcut olduğundan

fnS projektif sağ S-modüldür. (1) in ispatında olduğu gibi Tr(M, rM(fn)) = eM

elde edilir. M nin sol S-modül olarak düz olması sebebiyle Önerme 2.1.43 gereğince

rM(fn) M -üretilmiş modüldür. Önerme 4.2.9 gereğince de Tr(M, rM(fn)) = rM(fn)

dir. Böylece rM(fn) = eM olur. �

Teorem 3.1.7 gereğince eğer S von Neumann düzenli halka ise M modülünün Rickart

olduğu bilinmektedir. Benzer bir sonuç π-Rickart modüller için de vardır.

Lemma 4.2.11 M bir modül olsun. Eğer S bir π-düzenli halka ise M modülü

π-Rickarttır.

İspat: f ∈ S olsun. S halkası π-düzenli olduğundan fn = fngfn olacak biçimde n ∈

Z+ ve g ∈ S vardır. Burada gfn bir eşkare elemandır. Dolayısıyla 1− gfn elemanı

da eşkare olup rM(fn) = (1− gfn)M olduğu iddia edilmektedir. Keyfi m ∈ M için

fn(1−gfn)m = (fn−fngfn)m = (fn−fn)m = 0 dır. Böylece (1−gfn)M ≤ rM(fn)

olur. Keyfi m ∈ rM(fn) için gfnm = 0 olması m = (1 − gfn)m ∈ (1 − gfn)M

olmasını gerektirir. Dolayısıyla da rM(fn) = (1− gfn)M elde edilir. �

Aşağıdaki lemma π-düzenli halkalarla ilgili, daha sonra kullanılacak özellikleri içerir.

Lemma 4.2.12 Bir R halkası için aşağıdakiler sağlanır.

(1) R halkası π-düzenli ise keyfi e2 = e ∈ R için eRe halkası da π-düzenlidir.
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(2) Keyfi n ∈ Z+ için Mn(R) halkası π-düzenli ise R halkası da π-düzenlidir.

(3) R değişmeli halka olmak üzere R nin π-düzenli olması için gerek ve yeter şart

keyfi n ∈ Z+ için Mn(R) nin π-düzenli olmasıdır.

İspat: (1) R bir π-düzenli halka, e2 = e ∈ R ve a ∈ eRe olsun. Bu durumda

an = anran olacak biçimde n ∈ Z+ ve r ∈ R mevcuttur. an = ane = ean olması

sebebiyle an = an(ere)an elde edilir. Böylece eRe de π-düzenlidir.

(2) İspat (1) özelliğinden yapılır.

(3) R değişmeli π-düzenli bir halka olsun. Önerme 2.1.24 gereğince R nin her asal

ideali maksimal olup her sonlu üretilmiş R-modül eş-Hopfian modüldür (Vascon-

celos 1969). Böylece Teorem 2.1.33 gereğince keyfi n ∈ Z+ için Mn(R) halkası

π-düzenlidir. İspatın devamı (2) den elde edilir. �

Önerme 4.2.13 R değişmeli π-düzenli bir halka ise sonlu üretilmiş projektif her

R-modül π-Rickarttır.

İspat: M sonlu üretilmiş projektif bir R-modül olsun. M nin endomorfizma halkası

n ∈ Z+ ve e2 = e ∈Mn(R) olmak üzere eMn(R)e şeklindedir. R değişmeli π-düzenli

halka olduğundan Mn(R) halkası π-düzenli olup Lemma 4.2.12 gereğince eMn(R)e

de π-düzenlidir. Böylece Lemma 4.2.11 gereğince M modülü π-Rickart olur. �

Aşağıdaki örnek Lemma 4.2.11 in karşıtının doğru olmayabileceğini göstermektedir.

Örnek 4.2.14 Z-modül olarak Z göz önüne alınsın. Bu durumda Z nin endo-

morfizma halkası kendisine izomorftur. Z modülü π-Rickarttır fakat halka olarak

π-düzenli değildir.

Teorem 3.1.7 gereğince M nin C2 şartını sağlayan Rickart modül olması için gerek

ve yeter şart S nin von Neumann düzenli olmasıdır. C2 şartını sağlayan modüller

için Lemma 4.2.11 in karşıtı doğru olur.

Teorem 4.2.15 M bir modül olsun ve C2 şartını sağlasın. M nin π-Rickart olması

için gerek ve yeter şart S nin π-düzenli olmasıdır.
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İspat: S halkası π-düzenli ise M nin π-Rickart olduğu Lemma 4.2.11 gereğince bilin-

mektedir. 0 6= f ∈ S olsun. M modülü π-Rickart olduğundan Kerfn bir n ∈ Z+ için

M nin bir direkt toplananıdır. Bu durumdaM = Kerfn⊕N olacak biçimdeM ninN

alt modülü vardır. fn|N bir monomorfizmadır. C2 şartı sebebiyle fnN alt modülü M

nin bir direkt toplananı olur. Diğer taraftan gfn|N = 1N olacak biçimde 0 6= g ∈ S

vardır. Böylece (fn − fngfn)M = (fn − fngfn)(Kerfn ⊕N) = (fn − fngfn)N = 0

dır. Dolayısıyla fn = fngfn olup S halkası π-düzenlidir. �

Aşağıdaki sonuç Önerme 4.2.13 ve Teorem 4.2.15 ten elde edilir.

Sonuc. 4.2.16 R bir değişmeli sağ C2 halka olsun. Aşağıdakiler denktir.

(1) R halkası π-düzenlidir.

(2) Her sonlu üretilmiş projektif R-modül π-Rickarttır.

Her yarı injektif modül C2 şartını sağladığından aşağıdaki sonuç söylenebilir.

Sonuc. 4.2.17 M bir yarı injektif modül olsun. M nin π-Rickart olması için gerek

ve yeter şart S nin π-düzenli olmasıdır.

Her π-düzenli halka genelleştirilmiş sağ temel projektiftir. Aşağıdaki sonuç karşıtının

ne zaman doğru olduğunu göstermektedir.

Sonuc. 4.2.18 R bir sağ C2 halka olsun. R nin genelleştirilmiş sağ temel projektif

olması için gerek ve yeter şart π-düzenli olmasıdır.

Aşağıdaki sonuç π-düzenliliği sağlayan matris halkalarına Önerme 4.2.11 ve Teorem

4.2.15 ışığında bir uygulamadır. Teorem 4.1.16 da devirli projektif modüllerin π-

Rickart olması için gerek ve yeter şart belirlenmiştir. Şimdi her sonlu üretilmiş

projektif modüllerin π-Rickart olması için gerek ve yeter şart araştırılmaktadır.

Teorem 4.2.19 R bir sağ yarı injektif halka olmak üzere aşağıdakiler denktir.

(1) Her n ∈ Z+ için Mn(R) halkası π-düzenlidir.

(2) Her sonlu üretilmiş projektif R-modül π-Rickarttır.
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İspat: (1) ⇒ (2) M sonlu üretilmiş projektif bir R-modül olsun. Bu durumda

M ∼= eRn olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ Mn(R) vardır. Dolayısıyla S halkası

eMn(R)e halkasına izomorftur. (1) gereğince S halkası π-düzenlidir. Böylece Lemma

4.2.11 gereğince M modülü π-Rickarttır.

(2) ⇒ (1) Bir n ∈ Z+ için Mn(R) halkası Rn projektif R-modülünün endomorfizma

halkası olarak görülebilir. (2) gereğince Rn modülü π-Rickarttır ve hipotezden dolayı

yarı injektiftir. Böylece Sonuç 4.2.17 gereğince Mn(R) halkası π-düzenlidir. �

Lemma 4.2.20 M bir modül olsun. S nin π-düzenli halka olması için gerek ve

yeter şart her bir f ∈ S için Kerfn ve Imfn alt modülleri M nin direkt toplananları

olacak biçimde n ∈ Z+ bulunmasıdır.

Teorem 4.2.21 M bir π-Rickart modül olmak üzere S nin sağ tekil ideali Z(SS)

nildir ve böylece Z(SS) ⊆ J(S) dir.

İspat: f ∈ Z(SS) olsun. M modülü π-Rickart olduğundan rM(fn) = eM olacak

biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S mencuttur. Lemma 4.2.1 gereğince rS(fn) = eS

dir. rS(fn) sağ ideali S de esas olduğundan rS(fn) = S olur. Bu durumda fn = 0

olup Z(SS) nin nil olduğu görülür. Diğer taraftan herhangi bir g ∈ S ve f ∈ Z(SS)

için az önceki tartışmaya göre (fg)n = 0 olacak biçimde n ∈ Z+ vardır. Dolayısıyla

1− fg tersinirdir. Böylece f ∈ J(S) olup Z(SS) ⊆ J(S) elde edilir. �

Önerme 3.1.17 dan bilinen aşağıdaki sonuç Teorem 4.2.21 den elde edilebilir.

Sonuc. 4.2.22 Genelleştirilmiş sağ temel projektif bir R halkasının sağ tekil ideali

Z(RR) nildir.

Önerme 4.2.23 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) S nin her bir elemanı ya monomorfizmadır ya da üstel sıfırdır.

(2) M parçalanamaz (indcomposable) π-Rickart modüldür.

İspat: (1) ⇒ (2) e2 = e ∈ S olsun. Eğer e üstel sıfır ise e = 0 dır. Eğer e

monomorfizma ise keyfi m ∈ M için e(m − em) = 0 olması em = m olmasını
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gerektirir. Buradan e = 1 olup M parçalanamazdır. Ayrıca herhangi bir f ∈ S

için rM(f) = 0 dır ya da bir n ∈ Z+ için rM(fn) = M dir. Bu sebeple M modülü

π-Rickarttır.

(2) ⇒ (1) f ∈ S olsun. Bu durumda rM(fn) alt modülü M nin bir direkt toplananı

olacak biçimde n ∈ Z+ vardır. M parçalanamaz olduğundan rM(fn) = 0 ya da

rM(fn) = M olmak zorundadır. Dolayısıyla f ya monomorfizmadır ya da üstel

sıfırdır. �

Teorem 4.2.24 Bir M modülü için

(1) S Jacobson radikali nil olan bir yerel halkadır.

(2) M parçalanamaz π-Rickart modüldür.

şartları göz önüne alındığında (1)⇒ (2) dir. Eğer M yapılı modül ise (2)⇒ (1) dir.

İspat: (1) ⇒ (2) S nin her bir elemanı ya monomorfizmadır ya da üstel sıfırdır.

Önerme 4.2.23 gereğince M parçalanamaz π-Rickarttır.

(2)⇒ (1) f ∈ S için rM(fn) = eM olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S vardır. Eğer

e = 0 ise f monomorfizmadır. M yapılı modül olduğundan Önerme 2.1.41 gereğince

f tersinirdir. Eğer e = 1 ise fn = 0 dır. Dolayısıyla 1 − f tersinirdir. Böylece

S nin yerel halka olduğu görülür. 0 6= f ∈ J(S) olsun. f tersinir olmadığından

rM(fn) = M olacak biçimde n ∈ Z+ vardır. Böylece J(S) nildir. �

Aşağıdaki sonuç Teorem 4.2.24 ve Önerme 2.1.42 den elde edilebilir.

Sonuc. 4.2.25 M parçalanamaz π-Rickart bir modül olsun. Eğer M yapılı ise S

sol ve sağ π-yapılı halkadır.

Sonuc. 4.2.26 Bir R halkası için aşağıdakiler göz önüne alınsın.

(1) R nin her elemanı ya düzenli ya da üstel sıfırdır.

(2) R parçalanamaz genelleştirilmiş sağ temel projektiftir.

(3) R yerel ve J(R) nildir.

Bu durumda (3) ⇒ (2) ⇔ (1) dir. Eğer R sağ yapılı halka ise (2) ⇒ (3) tür.
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5. DUAL π-RICKART MODÜLLER

Bu bölümde dual π-Rickart modül kavramı tanımlanıp özellikleri incelenmektedir.

Dual π-Rickart modül kavramının dual Rickart modül kavramını gerektirmediğini

gösteren bir örnek verilmektedir. Dual π-Rickart bir modülün her direkt toplananı

dual π-Rickart olmasına rağmen dual π-Rickart modüllerin direkt toplamlarının dual

π-Rickart olmadığı örnekle görülmektedir. Fakat bazı abel dual π-Rickart modüllerin

direkt toplamlarının da dual π-Rickart olduğu sonucu elde edilmektedir.

5.1 Dual π-Rickart Modüllerin Özellikleri

Tanım 5.1.1 M bir modül olsun. Her bir f ∈ S için Imfn = eM olacak biçimde

e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ varsa M ye dual π-Rickart modül denir.

Her yarı basit modül, sağ kalıtsal (right hereditary) halka üzerindeki her injektif

modül dual π-Rickarttır. Ayrıca her yarı projektif güçlü eş-Hopfian modül, her

yarı injektif güçlü Hopfian modül, her Artinian Noetherian modül dual π-Rickart

modüldür (Önerme 5.1.22). Sağ Artinian halka üzerindeki her sonlu üretilmiş modüller

de dual π-Rickart modül örneğidir (Teorem 5.1.24).

Önerme 5.1.2 Bir R halkasının R-modül olarak dual π-Rickart olması için gerek

ve yeter şart π-düzenli halka olmasıdır.

İspat: R halkası R-modül olarak dual π-Rickart olsun ve f ∈ R alınsın. Imfn = eR

olacak biçimde e2 = e ∈ R ve n ∈ Z+ vardır. Dolayısıyla e = fnx ve fn = ey

olacak biçimde x, y ∈ R mevcuttur. Buradan fnxfn = ey = fn elde edilir ve

böylece R halkası π-düzenlidir. R nin π-düzenli halka olduğu kabul edilsin ve g ∈ R

olsun. gn = gnxgn olacak biçimde n ∈ Z+ ve x ∈ R mevcuttur. Böylece gnx bir

eşkare elemandır, bu eleman e ile gösterilsin. e ∈ gnR ve gn = gnxgn = egn ∈ eR

olması nedeniyle Imgn = eR bulunur. Dolayısıyla R halkası R-modül olarak dual

π-Rickarttır. �

Her dual Rickart modül dual π-Rickarttır. Fakat her dual π-Rickart modül dual

Rickart olmak zorunda değildir.
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Örnek 5.1.3 R =

 Z2 Z2

0 Z2

 halkası ve M =

 0 Z2

Z2 Z2

 sağ R-modülü göz

önüne alınsın. Keyfi f ∈ S için

f

 0 x

y z

 =

 0 ax

by cx+ bz


olacak biçimde a, b, c ∈ Z2 vardır. Buradaki a, b, c ∈ Z2 için aşağıdaki durumlar

söz konusudur.

Durum 1. a = b = c = 1 ise f epimorfizmadır.

Durum 2. a = 0, b = 0, c = 1 ise f 2 = 0 dır.

Durum 3. a = 0, b = 1, c = 1 ya da a = 0, b = 1, c = 0 ise Imf =


 0 0

x y

 | x, y ∈ Z2


olup M nin bir direkt toplananıdır.

Durum 4. a = 1, b = 0, c = 1 ise Imf =


 0 x

0 x

 | x ∈ Z2

 olup M nin bir

direkt toplananıdır.

Durum 5. a = 1, b = 0, c = 0 ise Imf =


 0 x

0 0

 | x ∈ Z2

 olup M nin bir

direkt toplananıdır.

Durum 6. a = 1, b = 1, c = 0 ise f birim homomorfizmadır.

Durum 7. a = b = c = 0 ise f sıfır homomorfizmasıdır.

Her bir durum için Imfn alt modülü M nin bir direkt toplananı olacak biçimde

bir n ∈ Z+ vardır. Bu sebeple M dual π-Rickart modüldür. Fakat ikinci durumda

Imf =


 0 0

0 x

 | x ∈ Z2

 olup M nin direkt toplananı olmadığından M dual

Rickart değildir.

Önerme 5.1.4 BirM modülü dual Rickart ise dual π-Rickarttır. Eğer S indirgenmiş

halka ise karşıtı da doğrudur.

İspat: M nin dual Rickart olması açıkça dual π-Rickart olmasını gerektirir. S

indirgenmiş halka ve M dual π-Rickart modül olsun. Keyfi f ∈ S için Imfn = eM

olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S vardır. Eğer n = 1 ise ispat tamamlanır.

n > 1 olsun. (1 − e)fnM = 0 olup (1 − e)fn = 0 elde edilir. S indirgenmiş
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halka olduğundan, e merkezi eşkare elemandır ve ((1 − e)f)n = 0 dır. Böylece

(1 − e)f = 0 ve buradan f = ef bulunur. Dolayısıyla Imf ≤ eM dir. Ayrıca

eM = fnM ≤ f(fn−1)M ≤ fM olduğundan eM ≤ Imf olur. Sonuç olarak

eM = Imf ve böylece M dual Rickart modüldür. �

Sonuc. 5.1.5 Eğer M bir indirgenmiş modül ise M nin dual Rickart olması için

gerek ve yeter şart dual π-Rickart olmasıdır.

Sonuc. 5.1.6 R indirgenmiş bir halka olsun. R nin von Neumann düzenli halka

olması için gerek ve yeter şart π-düzenli halka olmasıdır.

Lemma 5.1.7 Bir M modülünün dual π-Rickart ve S nin bölge olması için gerek

ve yeter şart S nin sıfırdan farklı her elemanının bir epimorfizma olmasıdır.

İspat: S nin sıfırdan farklı her elemanı epimorfizma ise M nin dual π-Rickart ve

S nin bölge olduğu açıktır. M dual π-Rickart ve S bölge olsun. 0 6= f ∈ S için

Imfn = eM olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S vardır. Buradan fn = efn elde

edilir. S sıfır bölensiz ve fn 6= 0 olduğundan e = 1 dir ve Imfn = M olur. Böylece

Imf = M olup f epimorfizmadır. �

Bir modülün π-Rickart olması ile dual π-Rickart olması arasında herhangi bir gerek-

tirme olmadığı aşağıdaki örneklerden görülmektedir.

Örnekler 5.1.8 (1) Z-modül olarak Z dual π-Rickart değildir fakat π-Rickarttır.

(2) R =

 Z Z

0 Z

 halkası ve M =

 Z Z

0 0

 sağ R-modülü göz önüne alınsın.

Keyfi f ∈ S için

 x y

0 0

 ∈ M olmak üzere f

 x y

0 0

 =

 ax ay

0 0

 olacak

biçimde a ∈ Z vardır. Burada M modülü π-Rickarttır. Keyfi

 x y

0 0

 ∈ M için

f

 x y

0 0

 =

 2x 2y

0 0

 ile tanımlı f ∈ S alınsın. Her n ∈ Z+ için Imfn = 2nZ 2nZ

0 0

 olup M nin bir direkt toplananı değildir. Bu sebeple M modülü
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dual π-Rickart değildir.

(3) p bir asal sayı olmak üzere Zp∞ sağ Z-modülü göz önüne alınsın. Her 0 6=

f ∈ EndZ(Zp∞) için fZp∞ = Zp∞ olduğundan Zp∞ dual Rickarttır, böylece dual π-

Rickarttır. Keyfi a ∈ Zp∞ için f(a) = ap ile tanımlı f : Zp∞ → Zp∞ homomorfizması

alınsın. 0 6= Kerf � Zp∞ ve Zp∞ parçalanamaz olduğundan Zp∞ Rickart değildir.

Ayrıca herhangi bir n ∈ Z+ için Kerfn alt modülü de Zp∞ un bir direkt toplananı

değildir. Dolayısıyla Zp∞ modülü π-Rickart değildir.

π-Rickart ve dual π-Rickart modüller arasında aşağıdaki ilişkiler vardır.

Teorem 5.1.9 Bir M modülü için aşağıdakiler sağlanır.

(1) Eğer M modülü dual π-Rickart ve D2 şartını sağlarsa π-Rickarttır.

(2) Eğer M modülü π-Rickart ve C2 şartını sağlarsa dual π-Rickarttır.

(3) Eğer M projektif yapılı modül ise π-Rickart olması için gerek ve yeter şart

dual π-Rickart olmasıdır.

İspat: Keyfi f ∈ S ve n ∈ Z+ için M/Kerfn ∼= Imfn olduğundan D2 ve C2

şartlarından (1) ve (2) nin sağlandığı açıktır. Yapılı modül tanımından ve M nin

projektifliğinden (3) kolayca elde edilir. �

Sonuc. 5.1.10 Bir M modülü C2 ve D2 şartlarını sağlasın. Bu durumda M nin

dual π-Rickart olması için gerek ve yeter şart π-Rickart olmasıdır.

Lemma 5.1.11 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M dual π-Rickarttır.

(2) Her bir f ∈ S için 0 → Imfn → M → M/Imfn → 0 tam dizisi parçalanacak

(split) şekilde bir n ∈ Z+ vardır.

İspat: Keyfi f ∈ S ve n ∈ Z+ için 0→ Imfn →M →M/Imfn → 0 tam dizisi göz

önüne alınsın. Bu dizinin parçalanması için gerek ve yeter şart Imfn nin M nin bir

direkt toplananı olmasıdır, bunun için de gerek ve yeter şart M nin dual π-Rickart

modül olmasıdır. �
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Dual π-Rickart bir modülün her alt modülü dual π-Rickart olmak zorunda değildir.

Örnek 5.1.12 Z-modül olarak Q göz önüne alınsın. S = EndZ(Q) ∼= Q dur. S nin

her elemanı ya izomorfizma ya da 0 olduğundan Q dual π-Rickarttır. Q nun Z alt

modülü için f(x) = 2x ile tanımlı f ∈ EndZ(Z) göz önüne alınsın. f nin herhangi bir

kuvvetinin görüntüsü Z nin direkt toplananı olmadığından Z dual π-Rickart değildir.

Önerme 5.1.13 Dual π-Rickart modülün her direkt toplananı da dual π-Rickarttır.

İspat: M dual π-Rickart modül ve N bir direkt toplananı olsun. M = N⊕P alınsın

ve SN = EndR(N) olsun. Keyfi f ∈ SN için g = f ⊕ 0|P ∈ S dir. Hipotez gereğince

Imgn = eM olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S vardır, ayrıca gn = fn ⊕ 0|P dir.

Böylece eM = Imgn = fnN ≤ N olur. M = eM ⊕ Q olacak biçimde M nin bir Q

alt modülü bulunur. Dolayısıyla N = eM ⊕ (N ∩ Q) = fnN ⊕ (N ∩ Q) dir. Bu

sebeple N dual π-Rickart olur. �

Sonuc. 5.1.14 R bir π-düzenli halka olsun. Herhangi bir e2 = e ∈ R için eR bir

dual π-Rickart R-modüldür.

Sonuc. 5.1.15 R1 ve R2 halkalarının direkt toplamı R1 ⊕ R2 bir π-düzenli halka

olsun. Bu durumda R1 ve R2 halkaları da π-düzenlidir.

π-düzenli halkaların dual π-Rickart modüller yardımıyla bir karakterizasyonu aşağıdaki

gibidir.

Teorem 5.1.16 Bir R halkasının π-düzenli olması için gerek ve yeter şart devirli

projektif her R-modülün dual π-Rickart olmasıdır.

İspat: Devirli projektif her R-modül dual π-Rickart ise R nin π-düzenli olduğu

açıktır. Şimdi R nin π-düzenli olduğu kabul edilsin ve M = mR projektif bir

modül olsun. Bu durumda R = rR(m) ⊕ I olacak biçimde R nin bir sağ ideali I

vardır. Burada I
ϕ→ M izomorfizması mevcuttur. Bir f ∈ S için Önerme 5.1.2

ve Önerme 5.1.13 gereğince (ϕ−1fϕ)nI = (ϕ−1fnϕ)I alt modülü I nın bir direkt

toplananı olacak biçimde n ∈ Z+ vardır. Dolayısıyla I nın bir sağ ideali K için

I = (ϕ−1fnϕ)I ⊕ K şeklinde yazılabilir. Böylece ϕI = (fnϕ)I ⊕ ϕK olup M =

fnM ⊕ ϕK elde edilir. Bu sebeple M dual π-Rickarttır. �
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Teorem 5.1.17 Bir R halkası için aşağıdaki şartlar göz önüne alınsın.

(1) Her serbest R-modül dual π-Rickarttır.

(2) Her projektif R-modül dual π-Rickarttır.

(3) Her düz R-modül dual π-Rickarttır.

Bu durumda (3) ⇒ (2) ⇔ (1) dir. Ayrıca sonlu gösterilmiş modüller için (2) ⇒ (3)

sağlanır.

İspat: (3)⇒ (2)⇒ (1) Açıktır. (1)⇒ (2) M projektif R-modül olsun. Dolayısıyla

M nin direkt toplananı olduğu bir serbest R-modül F vardır. (1) gereğince F dual

π-Rickarttır. Böylece Önerme 5.1.13 gereğince M de dual π-Rickart olur.

(2) ⇒ (3) Sonlu gösterilmiş düz modüller projektif olduğundan açıktır. �

Dual π-Rickart modüllerin direkt toplamları dual π-Rickart olmayabilir.

Örnek 5.1.18 R =

 R R

0 R

 halkası ve M =

 R R

R R

 sağ R-modülü göz önüne

alınsın. Keyfi f ∈ S için

 x y

r s

 ∈M olmak üzere

f

 x y

r s

 =

 ax+ ur ay + us

cx+ tr cy + ts


olacak biçimde a, c, u, t ∈ R vardır. a = c = 0, u = 3 ve t = 2 olacak şekilde f ∈ S

alınsın. Bu durumda f

 x y

r s

 =

 3r 3s

2r 2s

 olup herhangi bir n ∈ Z+ için

fn

 x y

r s

 =

 3(2n−1)r 3(2n−1)s

2nr 2ns



dir ve fnM direkt toplanan değildir. Diğer taraftan M nin N =

 R R

0 0

 ve

K =

 0 0

R R

 alt modülleri için EndR(N) ve EndR(K) halkaları R ye izomorftur.

Dolayısıyla N ve K dual π-Rickart modüllerdir fakat M dual π-Rickart değildir.
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Lemma 5.1.19 M bir modül ve f ∈ S olsun. Eğer Imfn = eM olacak biçimde

merkezi e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ varsa Imfn+1 = eM dir.

İspat: f ∈ S için Imfn = eM olacak biçimde merkezi e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ olsun.

Imfn+1 ⊆ Imfn olduğu açıktır. fn(x) ∈ Imfn için fn(x) = efn(x) = fne(x) tir.

e(x) ∈ Imfn olduğundan e(x) = fn(y) olacak biçimde y ∈ M mevcuttur. Böylece

fn(x) = fn(fn(y)) = fn+1(fn−1(y)) ∈ Imfn+1 dir. �

Önerme 5.1.20 M1 ve M2 abel R-modüller olsun. Eğer M1 ve M2 dual π-Rickart

ve i 6= j için HomR(Mi,Mj) = 0 ise M1 ⊕M2 dual π-Rickart modüldür.

İspat: S1 = EndR(M1), S2 = EndR(M2) ve M = M1 ⊕ M2 olsun. S halkası S1 0

0 S2

 şeklinde alınabilir. f1 ∈ S1 ve f2 ∈ S2 olmak üzere

 f1 0

0 f2

 ∈ S

alınsın. Bu durumda Imfn1 = e1M1 ve Imfm2 = e2M2 olacak biçimde n,m ∈ Z+ ve

e21 = e1 ∈ S1 ve e22 = e2 ∈ S2 mevcuttur. n ve m nin aşağıdaki durumları göz önüne

alınırsa:

(i) Eğer n = m ise Im

 f1 0

0 f2

n =

 e1 0

0 e2

M dir.

(ii) Eğer n < m ise Lemma 5.1.19 gereğince Imfn1 =Imfm1 = e1M1 dir. e1 0

0 e2

M ≤ Im

 f1 0

0 f2

m olduğu açıktır.

 m1

m2

 ∈ Im

 f1 0

0 f2

m alınsın.

Burada m1 ∈ Imfm1 = e1M1 ve m2 ∈ Imfm2 = e2M2 dir. Dolayısıyla

 m1

m2

 = e1 0

0 e2

 m1

m2

 dir. Böylece

 m1

m2

 ∈

 e1 0

0 e2

M dir. Bu sebeple

Im

 f1 0

0 f2

m ≤
 e1 0

0 e2

M elde edilir.

(iii) Eğer m < n ise M2 abel olduğundan ispat (ii) durumuna benzer şekilde

yapılır. �

Abel modüller ile güçlü eş-Hopfian modüller arasında dual π-Rickart modüller kul-

lanılarak aşağıdaki gerektirme verilebilir.
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Önerme 5.1.21 Eğer M bir dual π-Rickart modül ve S abel halka ise M güçlü

eş-Hopfiandır.

İspat: Lemma 5.1.19 ve Önerme 2.1.35 kulllanılarak ispat tamamlanır. �

Önerme 5.1.22 Her Fitting modül dual π-Rickarttır.

Önerme 5.1.23 R bir halka ve n ∈ Z+ olsun. Eğer Mn(R) matris halkası güçlü

π-düzenli ise Rn dual π-Rickart R-modüldür.

İspat: Mn(R) güçlü π-düzenli bir halka olsun. Önerme 2.1.37 gereğince Rn Fitting

R-modüldür ve böylece dual π-Rickarttır. �

Teorem 5.1.24 Sağ Artinian halka üzerindeki her sonlu üretilmiş R-modül dual

π-Rickarttır.

İspat: R sağ Artinian halka ve M sonlu üretiliş R-modül olsun. Bu durumda M

hem Artinian hem de Noetherian modüldür. Dolayısıyla M Fitting modül olup dual

π-Rickarttır. �

Sonuc. 5.1.25 Her sağ Artinian halka π-düzenlidir.

5.2 Dual π-Rickart Modüllerin Endomorfizma Halkaları

Bu bölümde dual π-Rickart modüllerin endomorfizma halkaları ile ilişkileri ince-

lenecektir.

Önerme 5.2.1 Eğer M dual π-Rickart modül ise S genelleştirilmiş sol temel pro-

jektif halkadır.

İspat: Keyfi f ∈ S için hipotez gereğince Imfn = eM olacak biçimde e2 = e ∈ S

ve n ∈ Z+ vardır. Dolayısıyla lS(fnM) = S(1 − e) = lS(fn) dir. Böylece S nin

genelleştirilmiş sol temel projektif halka olduğu görülür. �

Önerme 5.2.1 ve Teorem 5.1.13 ten aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuc. 5.2.2 Eğer R bir π-düzenli halka ise herhangi bir e2 = e ∈ R için eRe

genelleştirilmiş sol temel projektif halkadır.
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İspat: Bir n ∈ Z+ ve f ∈ S için Sfn ∼= S/lS(fn) olduğundan ispat Önerme 5.2.1

den açıktır. �

Aşağıdaki sonuç Teorem 5.1.24 ve Önerme 5.2.1 in Artinian halkalar üzerindeki

matris halkalarına bir uygulamasıdır.

Sonuc. 5.2.3 R bir sağ Artinian halka olsun. Her n ∈ Z+ için Mn(R) genelleştirilmiş

sol temel projektif halkadır.

İspat: n ∈ Z+ için Rn sağ R-modülünün endomorfizma halkası Mn(R) olduğundan

ispat Teorem 5.1.24 gereğince açıktır. �

Bir modül bütün bölüm modüllerini eş-üretirse modüle öz-eş-üreteç (self-cogenerator)

adı verilir (Wisbauer 1991). Aşağıdaki sonuç Önerme 5.2.1 in karşıtının öz-eş-üreteç

modüller için doğru olduğunu gösterir.

Teorem 5.2.4 M bir modül ve f ∈ S olsun.

(1) Eğer bir n ∈ Z+ için Sfn projektif sol S-modül ise N =
⋂
{Kerg | g ∈ S,

Imfn ≤ Kerg} alt modülü M nin bir direkt toplananıdır.

(2) Eğer M öz-eş-üreteç bir modül ve S genelleştirilmiş sol temel projektif halka

ise M dual π-Rickarttır.

İspat: (1) Bir n ∈ Z+ için Sfn projektif sol S-modül olsun. Sfn ∼= S/lS(fn)

olduğundan lS(fn) = Se olacak biçimde e2 = e ∈ S vardır. efnM = 0 olması

nedeniyle fnM ≤ (1− e)M dir. N nin tanımı gereğince N ≤ (1− e)M dir. Imfn ≤

Kerg olacak biçimde g ∈ S alınsın. Bu durumda gfnM = 0 olup gfn = 0 dır.

Dolayısıyla g ∈ lS(fn) = Se ve ge = g olur. Buradan g(1−e)M = 0 olup (1−e)M ≤

Kerg elde edilir. Böylece (1− e)M ≤ N olduğundan (1− e)M = N dir.

(2) M öz-eş-üreteç bir modül ve S genelleştirilmiş sol temel projektif halka olsun.

f ∈ S için lS(fn) = Se ve M/Imfn modülü M tarafından eş-üretilecek şekilde

e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ vardır. Bu sebeple
⋂
{ Kerg | g ∈ Hom(M/Imfn,M)} = 0 dır

(Wisbauer 1991). Dolayısıyla Imfn =
⋂
{ Kerg | g ∈ S, Imfn ≤ Kerg} olur. Böylece

(1) deki şartlar sağlandığından Imfn alt modülü M nin bir direkt toplanaıdır. �
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Bir M modülü için eğer S von Neumann düzenli halka ise M nin dual Rickart modül

olduğu Teorem 3.2.4 den bilinmektedir. Benzer bir sonuç dual π-Rickart modüller

için de bulunmaktadır.

Lemma 5.2.5 M bir modül olsun. Eğer S halkası π-düzenli ise M dual π-Rickarttır.

İspat: f ∈ S alınsın. S halkası π-düzenli olduğundan fn = fngfn olacak biçimde

n ∈ Z+ ve g ∈ S vardır. Burada fng eşkare elemandır, bu eleman e ile gösterilsin.

fnM = efnM ≤ eM olduğu açıktır. Keyfi m ∈ M için em = fngm ∈ fnM dir.

Böylece Imfn = eM elde edilir. Dolayısıyla M dual π-Rickarttır. �

Her güçlü π-düzenli halka π-düzenli olduğundan aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuc. 5.2.6 Endomorfizma halkası güçlü π-düzenli olan her modül dual π-Rickarttır.

Sonuç 5.2.6 nın karşıtı doğru değildir. Dual π-Rickart bir modülün endomorfizma

halkasının güçlü π-düzenli olmayabileceği aşağıdaki örnekten görülmektedir.

Örnek 5.2.7 D bir bölümlü halka olsun. D üzerinde tabanı {ei ∈M | i = 1, 2, · · · }

olan sonsuz bir vektör uzayı M alınsın ve S = EndD(M) olsun. M yarı basit

sağ D-modül olduğundan dual π-Rickarttır. Ayrıca S düzenli halkadır (Wisbauer

1991), dolayısıyla π-düzenlidir. S nin güçlü π-düzenli olduğu kabul edilsin. Her

i = 1, 2, 3, · · · için f(ei) = ei+1 ile tanımlı f ∈ S göz önüne alınsın. Kabul gereğince

fn = fn+1g olacak biçimde n ∈ Z+ ve g ∈ S vardır. Böylece fnS = fn+1S olup

fnM = fn+1M elde edilir. Her i için fn(ei) = ei+n olduğundan fnM =
∑
i>n

eiD 6=

fn+1M olup çelişki bulunur. Dolayısıyla S güçlü π-düzenli halka değildir.

Önerme 5.2.8 R bir değişmeli π-düzenli halka olsun. Sonlu üretilmiş projektif her

R-modül dual π-Rickarttır.

İspat: M sonlu üretilmiş projektif bir R-modül olsun. M nin endomorfizma halkası,

bir n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ Mn(R) için eMn(R)e dir. R değişmeli π-düzenli bir halka

olduğundan Mn(R) halkası da π-düzenli olup, Lemma 4.2.12 gereğince eMn(R)e de

π-düzenlidir. Dolayısıyla Lemma 5.2.5 gereğince M dual π-Rickarttır. �
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Teorem 5.2.9 Bir M modülü D2 şartını sağlasın. M nin dual π-Rickart olması için

gerek ve yeter şart S nin π-düzenli olmasıdır.

İspat: Eğer S halkası π-düzenli ise Lemma 5.2.5 gereğince M dual π-Rickarttır. M

nin dual π-Rickart olduğu kabul edilsin ve 0 6= f ∈ S olsun. Bu durumda Imfn alt

modülü M nin bir direkt toplananı olacak biçimde n ∈ Z+ vardır. M/Kerfn ∼= Imfn

olduğundan D2 şartı Kerfn nin de M nin bir direkt toplananı olmasını gerektirir.

Lemma 4.2.20 gereğince S halkası π-düzenlidir. �

Her yarı projektif modül D2 şartını sağlar. Önerme 5.2.8 ve Teorem 5.2.9 gereğince

aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuc. 5.2.10 R bir değişmeli halka olsun. Aşağıdakiler denktir.

(1) R halkası π-düzenlidir.

(2) Her sonlu üretilmiş projektif R-modül dual π-Rickarttır.

Sonuc. 5.2.11 M bir yarı projektif modül olsun. M nin dual π-Rickart modül olması

için gerek ve yeter şart S halkasının π-düzenli olmasıdır.

Aşağıdaki sonuç π-düzenliliği sağlayan matris halkalarına Önerme 5.2.5 ve Teorem

5.2.9 ışığında bir uygulamadır. Teorem 5.1.16 da devirli projektif modüllerin dual

π-Rickart olması için gerek ve yeter şart belirlenmiştir. Şimdi her sonlu üretilmiş

projektif modüllerin dual π-Rickart olması için gerek ve yeter şart araştırılmaktadır.

Teorem 5.2.12 Bir R halkası için aşağıdakiler denktir.

(1) Her n ∈ Z+ için Mn(R) halkası π-düzenlidir.

(2) Her sonlu üretilmiş projektif R-modül dual π-Rickarttır.

İspat: (1) ⇒ (2) M sonlu üretilmiş projektif R-modül olsun. M ∼= eRn olacak

biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ Mn(R) vardır. Dolayısıyla S ∼= eMn(R)e olur. (1)

gereğince S halkası π-düzenlidir. Böylece Lemma 5.2.5 ten M dual π-Rickarttır.

(2) ⇒ (1) Bir n ∈ Z+ için Rn projektif R-modülünün endomorfizma halkası Mn(R)

ye izomorftur. (2) gereğince Rn dual π-Rickarttır. Sonuç 5.2.11 gereğince de Mn(R)

halkası π-düzenlidir. �
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Sonuc. 5.2.13 M bir yarı projektif modül ve N tam değişmez bir alt modülü olsun.

Eğer M dual π-Rickart ise M/N de dual π-Rickarttır.

İspat: f ∈ S olsun ve π : M → M/N doğal epimorfizma olmak üzere aşağıdaki

diyagram göz önüne alınsın.

M

f

��

π //M/N

f∗

��
M π

//M/N

N alt modülü M de tam değişmez olduğundan Kerπ ⊆ Ker(πf) dir. Çarpan Teoremi

gereğince f ∗π = πf olacak biçimde bir tek f ∗ homomorfizması vardır. Böylece

ϕ : S → EndR(M/N) homomorfizması keyfi f ∈ S için ϕ(f) = f ∗ ile tanımlanır.

M yarı projektif olduğundan ϕ örtendir. Dolayısıyla EndR(M/N) ∼= S/Kerϕ dir.

Sonuç 5.2.11 gereğince S halkası π-düzenli olup S/Kerϕ de π-düzenlidir. Lemma

5.2.5 gereğince M/N dual π-Rickart olur. �

Sonuc. 5.2.14 M bir yarı projektif duo modül olsun. Eğer M dual π-Rickart ise

M nin her N alt modülü için M/N de dual π-Rickarttır.

Sonuc. 5.2.15 Eğer M bir yarı projektif dual π-Rickart modül ise M/Rad(M) ve

M/Soc(M) de dual π-Rickarttır.

Önerme 5.2.16 M bir dual π-Rickart modül olsun. Bu durumda görüntüsü M de

dar olan M nin her endomorfizması üstel sıfırdır.

İspat: Imf alt modülü M nin dar alt modülü olacak biçimde f ∈ S olsun. Imfn

M nin bir direkt toplananı olacak biçimde n ∈ Z+ vardır. Ayrıca Imfn de M nin

dar alt modülüdür. Dolayısıyla fn = 0 dır. �

Sonuc. 5.2.17 M bir dual π-Rickart ayrık modül olsun. J(S) nil ve S/J(S) von

Neumann düzenlidir.

İspat: M ayrık olduğundan Teorem 2.1.44 gereğince J(S) görüntüsü M de dar olan

endomorfizmalardan oluşur. Önerme 5.2.16 gereğince J(S) nildir ve yine Teorem

2.1.44 gereğince S/J(S) von Neumann düzenli olur. �
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Teorem 5.2.18 M bir modül olsun. Aşağıdakiler denktir.

(1) M dual π-Rickarttır.

(2) S genelleştirilmiş sol temel projektif halkadır ve her bir f ∈ S için fnM =

rM(lS(fnM)) olacak biçimde n ∈ Z+ vardır.

İspat: (1) ⇒ (2) Önerme 5.2.1 gereğince f ∈ S için fnM = rM(lS(fnM)) olacak

biçimde n ∈ Z+ bulunduğunu göstermek yeterlidir. M nin dual π-Rickart olması

sebebiyle f ∈ S için fnM = eM olacak biçimde e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ mevcuttur.

Ayrıca rM(lS(fnM)) = rM(lS(eM)) = eM = fnM dir.

(2) ⇒ (1) f ∈ S alınsın. S bir genelleştirilmiş sol temel projektif halka olduğundan

lS(fnM) = Se olacak biçimde e2 = e ∈ S ve n ∈ Z+ vardır. Hipotez gereğince

fnM = rM(lS(fnM)) = rM(Se) = (1 − e)M olur. Böylece M bir dual π-Rickart

modül olur. �

Sonuc. 5.2.19 Bir M modülünün dual π-Rickart olması için gerek ve yeter şart

fnM = rM(lS(fnM)) ve rM(lS(fnM)) alt modülü M nin bir direkt toplananı olacak

biçimde n ∈ Z+ olmasıdır.

Teorem 5.2.20 M bir dual π-Rickart modül olsun. Bu durumda S nin sol tekil

ideali Z(SS) nil ve böylece Z(SS) ⊆ J(S) dir.

İspat: f ∈ Z(SS) olsun. M dual π-Rickart olduğundan Im(fn) = eM olacak

biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S vardır. Önerme 5.2.1 gereğince lS(fn) = S(1 − e)

dir. lS(fn) sol ideal olarak S de esas olduğundan lS(fn) = S olur. Bu durumda

fn = 0 olup Z(SS) nildir. Diğer taraftan keyfi g ∈ S ve f ∈ Z(SS) için benzer

bir tartışmayla (gf)n = 0 olacak biçimde n ∈ Z+ mevcuttur. Dolayısıyla 1 − gf

tersinirdir. Böylece f ∈ J(S) olup Z(SS) ⊆ J(S) dir. �

Sonuc. 5.2.21 Bir π-düzenli R halkasının sol tekil ideali Z(RR) nildir.

Önerme 5.2.22 M bir modül olsun. Aşağıdakiler denktir.

(1) M parçalanamaz dual π-Rickart modüldür.
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(2) S her elemanı ya epimorfizmadır ya da üstel sıfırdır.

İspat: (1) ⇒ (2) f ∈ S olsun. Bir n ∈ Z+ için fnM alt modülü M nin bir direkt

toplananıdır. M parçalanamaz olduğundan fnM = 0 ya da fnM = M dir. Bu

durumda f epimorfizma ya da üstel sıfır olur.

(2) ⇒ (1) e2 = e ∈ S olsun. Eğer e üstel sıfır ise e = 0 olur. Eğer e epimorfizma ise

e = 1 dir. Dolayısıyla M parçalanamaz bir modüldür. Ayrıca f ∈ S için fM = M

ya da bir n ∈ Z+ için fnM = 0 olduğundan M dual π-Rickarttır. �

Teorem 5.2.23 Bir M modülü için aşağıdaki şartlar göz önüne alınsın.

(1) S yerel halka ve J(S) nildir.

(2) M parçalanamaz dual π-Rickart modüldür.

Bu durumda (1) ⇒ (2) dir. Eğer M yapılı modül ise (2) ⇒ (1) dir.

İspat: (1) ⇒ (2) S nin her bir elemanı ya epimorfizmadır ya da üstel sıfırdır.

Önerme 5.2.22 gereğince M parçalanamaz dual π-Rickart olur.

(2)⇒ (1) f ∈ S olsun. fnM = eM olacak biçimde n ∈ Z+ ve e2 = e ∈ S mevcuttur.

Eğer e = 1 ise f epimorfizma olur. M yapılı bir modül olduğundan Önerme 2.1.41

gereğince f tersinirdir. Eğer e = 0 ise fn = 0 olup 1 − f tersinirdir. Bu sebeple S

halkası yereldir. 0 6= f ∈ J(S) alınsın. f tersinir olmadığı ve M yapılı olduğu için f

Önerme 5.2.22 gereğince üstel sıfırdır. Böylece J(S) nil olur. �

Teorem 5.2.23 ve Önerme 2.1.42 gereğince aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuc. 5.2.24 M parçalanamaz dual π-Rickart bir modül olsun. Eğer M yapılı ise

S sol ve sağ π-yapılı halkadır.

R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer her b ∈ R için b = ar olacak biçimde r ∈ R varsa

R ye a-bölünebilir (a-divisible) halka denir.

Sonuc. 5.2.25 Bir R halkası için aşağıdakiler göz önüne alınsın.

(1) Her a ∈ R için R halkası a-bölünebilir ya da a üstel sıfırdır.

(2) R parçalanamaz π-düzenlidir.
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(3) R yerel ve J(R) nildir.

Bu durumda (3) ⇒ (2) ⇔ (1) dir. Eğer R sağ yapılı halka ise (2) ⇒ (3) tür.
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6. F -TERS PARÇALI MODÜLLER

6.1 F -Ters Parçalı Modüllerin Özellikleri

Bu bölümde F bir M modülünün tam değişmez alt modülü olmak üzere M nin

F -ters parçalı olması tanımlanıp, bazı karakterizasyonları elde edilmektedir. Ayrıca

F -ters parçalı M modülünün temel özellikleri incelenmektedir.

Tanım 6.1.1 F bir M modülünün tam değişmez bir alt modülü olsun. Eğer her

f ∈ S için f−1(F ) alt modülü M nin bir direkt toplananı oluyorsa M ye F -ters

parçalı (F -inverse split) modül denir.

Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe F , göz önüne alınan M modülünün tam

değişmez bir alt modülünü gösterecektir. Her M modülünün M -ters parçalı modül

olduğu açıktır. Her yarı basit M modülü F -ters parçalıdır ve böylece yarı basit bir

halka üzerindeki her M modülü de F -ters parçalıdır. Bir M modülü ve f ∈ S için

Kerf = f−1(0) olduğundan M nin Rickart olması için gerek ve yeter şart 0-ters

parçalı olmasıdır.

Önerme 6.1.2 Parçalanamaz F -ters parçalı her M modülü Rickart veya F = M

dir.

İspat: M parçalanamaz F -ters parçalı bir modül olsun. M nin birim endomorfiz-

ması 1 olmak üzere 1−1(F ) = F olduğundan F = 0 veya F = M dir. F = 0 olması

M nin Rickart olmasını gerektirir. �

Teorem 6.1.3 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M modülü F -ters parçalıdır.

(2) M = F ⊕N ve F = eM olacak biçimde N Rickart modülü ve sol yarı merkezi

e2 = e ∈ S vardır.

(3) M = F ⊕N olacak biçimde N Rickart modülü vardır.
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İspat: (1) ⇒ (2) M bir F -ters parçalı modül olsun ve 1M ile M nin birim endo-

morfizması gösterilsin. Böylece 1−1M (F ) = F alt modülü M nin bir direkt toplananı

olup M = F ⊕ N olacak biçimde M nin bir N alt modülü vardır. f ∈ EndR(N)

olsun. 1F ⊕ f ∈ S olup bu homomorfizma g ile gösterilsin. g−1(F ) = F⊕ Kerf

dir. Kabul gereğince g−1(F ) alt modülü M nin bir direkt toplananıdır. Bu sebeple

Kerf de N nin bir direkt toplananı olur. Dolayısıyla N Rickarttır. Diğer taraftan

F = eM olacak biçimde e2 = e ∈ S vardır. Keyfi h ∈ S için heM ≤ eM olduğundan

he = ehe elde edilir. Böylece e sol yarı merkezidir.

(3) ⇒ (1) N Rickart modül olmak üzere M = F ⊕ N olsun ve f ∈ S alınsın.

πN ile N üzerine olan izdüşüm gösterilsin. Bu durumda πNf|N ∈ EndR(N) dir ve

F nin tam değişmez alt modül olması f−1(F ) = F⊕ Ker(πNf|N ) olmasını gerek-

tirir. N Rickart olduğundan Ker(πNf|N ) alt modülü N nin bir direkt toplananıdır.

Dolayısıyla f−1(F ) de M nin bir direkt toplananı olur.

(2) ⇒ (3) Açıktır. �

Önerme 6.1.4 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) Her f ∈ S için f−1(F ) = eM olacak biçimde sol yarı merkezi e2 = e ∈ S

vardır.

(2) Her f ∈ S için f−1(F ) alt modülü M nin tam değişmez bir direkt toplananıdır.

(3) M = F ⊕N olacak biçimde N güçlü Rickart modülü vardır.

(4) M modülü F -ters parçalıdır ve M nin F yi kapsayan her direkt toplananı tam

değişmezdir.

(5) M = F ⊕ N ve her f ∈ S için f−1(F ) ∩ N alt modülü N nin tam değişmez

bir direkt toplananı olacak biçimde bir N alt modülü vardır.

İspat: (1) ⇒ (2) Açıktır. (2) ⇒ (1) f ∈ S alınsın. (2) gereğince f−1(F ) =

eM olacak biçimde e2 = e ∈ S vardır. f−1(F ) alt modülü M de tam değişmez

olduğundan her g ∈ S için geM ≤ eM olması ge = ege olmasını gerektirir. Böylece

e sol yarı merkezi eşkare elemandır.

(2) ⇒ (4) M nin F -ters parçalı modül olduğu açıktır. N alt modülü M nin bir
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direkt toplananı ve F ⊆ N olsun. Bu durumda N = eM olacak biçimde e2 = e ∈ S

vardır. (1− e)−1(F ) = eM olup (2) gereğince N alt modülü M de tam değişmezdir.

(4)⇒ (2) f ∈ S olsun. M modülü F -ters parçalı olduğundan f−1(F ) alt modülü M

nin bir direkt toplananıdır. Ayrıca F nin tam değişmez alt modül olması sebebiyle

F ⊆ f−1(F ) dir. Dolayısıyla (4) ten ispat biter.

(2)⇒ (3) M nin F -ters parçalı olduğu (2) den bilinmektedir. Teorem 6.1.3 gereğince

M = F ⊕ N olacak biçimde bir N Rickart modülü vardır. f ∈ EndR(N) alınsın.

Kerf nin N de tam değişmez olduğu iddia edilmektedir. Bunu görmek için g ∈

EndR(N) ve n ∈ Kerf alınsın. Bu durumda n ∈ (0|F ⊕ f)−1(F ) olup (2) den

(0|F ⊕ g)(0|F ⊕ f)−1(F ) ≤ (0|F ⊕ f)−1(F ) dir. Böylece (0|F ⊕ g)(n) ∈ (0|F ⊕ f)−1(F )

olur. Dolayısıyla fgn ∈ F ∩ N = 0 ve buradan gn ∈ Kerf elde edilir. Bu sebeple

Kerf alt modülü N de tam değişmez olup N güçlü Rickarttır.

(3) ⇒ (5) M = F ⊕N ve N güçlü Rickart bir modül olsun. Bu durumda N = eM

olacak biçimde e2 = e ∈ S vardır ve EndR(N) = eSe dir. f ∈ S alınsın. Keyfi

x ∈ f−1(F ) ∩ N için F alt modülü M de tam değişmez olduğundan efe(x) =

ef(x) ∈ F ∩ eM = 0 olup x ∈ Ker(efe) dir. Buradan f−1(F ) ∩ N ⊆ Ker(efe)

elde edilir. Şimdi y ∈ Ker(efe) ≤ N alınsın. f(y) = a + b olacak biçimde a ∈ F

ve b ∈ N vardır. y ∈ N = eM olduğundan efe(y) = ef(y) = 0 dır. Ayrıca

ef(y) = ea+ eb = ea+ b olup ea = −b ∈ F ∩N = 0 dır. Bu nedenle f(y) = a ∈ F

ve böylece y ∈ f−1(F ) ∩ N olur. Dolayısıyla f−1(F ) ∩ N = Ker(efe) dir. N nin

güçlü Rickart olması nedeniyle f−1(F ) ∩ N alt modülü N nin tam değişmez bir

direkt toplananıdır.

(5) ⇒ (2) M nin bir N alt modülü için M = F ⊕ N olsun ve f ∈ S alınsın.

Modülarite şartı gereğince f−1(F ) = F ⊕ (f−1(F ) ∩ N) olur. (5) şartından dolayı

f−1(F ) alt modülü M nin bir direkt toplananıdır. g ∈ S ve πN : M → N doğal

izdüşüm olsun. Bu durumda g = (1− πN)g + πNg şeklinde yazılır. Ayrıca 1− πN :

M → F dir. Böylece (1 − πN)g(f−1(F )) ⊆ F olur. Diğer taraftan πNg(f−1(F )) =

πNg(F ) + πNg(f−1(F ) ∩ N) olduğu açıktır. F ve f−1(F ) ∩ N sırasıyla M ve N

de tam değişmez olduğundan πNg(F ) = 0 ve πN(f−1(F ) ∩ N) = f−1(F ) ∩ N olup

πNg(f−1(F ) ∩N) = πNgπN(f−1(F ) ∩N) ≤ f−1(F ) ∩N dir. Keyfi x ∈ f−1(F ) için

g(x) = (1−πN)g(x)+πNg(x) ∈ (1−πN)g(f−1(F ))+πNg(f−1(F )) ≤ F +(f−1(F )∩
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N) = f−1(F ) dir. Bu sebeple g(f−1(F )) ≤ f−1(F ) olup f−1(F ) alt modülü M nin

tam değişmez bir alt modülüdür. �

Bir R halkasında I nın ideal olması için gerek ve yeter şart I nın R sağ R-modülünün

tam değişmez alt modülü olmasıdır.

Tanım 6.1.5 R bir halka ve bir ideali I olsun. Eğer R sağ R-modül olarak I-ters

parçalı ise R ye sağ I-ters parçalı halka adı verilir.

R nin I ideali için sol I-ters parçalı halka olması benzer şekilde tanımlanır. Aşağıdaki

örnek gereğince bir R halkasının I-ters parçalı olma kavramı sol-sağ simetrik değildir.

Örnek 6.1.6 F bir cisim olmak üzere R =

 F F

0 F

 halkası ve R nin I = F F

0 0

 ideali göz önüne alınsın. R nin J =

 0 0

0 F

 sağ ideali için R = I ⊕ J

dir. J basit R-modül olduğundan Rickarttır. Böylece Teorem 6.1.3 gereğince R sağ

I-ters parçalıdır. Diğer taraftan I ideali R nin esas sol idealidir. Bu sebeple R sol

R-modülünün bir direkt toplananı olamaz. Dolayısıyla R sol I-ters parçalı halka

değildir.

Uyarı 6.1.7 R bir halka ve I bir ideali olsun. Eğer R halkası I-ters parçalı ise her

k ∈ K için k−1I = rR(k) olacak biçimde R nin bir K sağ ideali vardır.

İspat: Teorem 6.1.3 gereğince R = I ⊕ K olacak biçimde R nin bir K sağ ideali

vardır. Keyfi k ∈ K için kx ∈ I olması kx = 0 olmasını gerektirir. Böylece

k−1I = rR(k) olduğu açıktır. �

Önerme 6.1.8 R bir halka ve bir ideali I olsun. Eğer R sağ I-ters parçalı ise

A = {f−1(I) | f ∈ EndR(R)} olmak üzere her R-modül A-injektiftir. Eğer R sağ

Rickart halka ise karşıtı da doğrudur.

İspat: M bir R-modül, A ∈ A ve α : A → M bir homomorfizma olsun. R sağ

I-ters parçalı olduğundan A sağ ideali R nin bir direkt toplananıdır. Dolayısıyla

α homomorfizması R ye yükselir. Böylece M modülü A-injektiftir. Karşıtı için R
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sağ Rickart halka olsun. I sağ R-modül olarak A-injektif ve I ∈ A olması sebebiyle

R = I ⊕ J olacak biçimde R nin bir J sağ ideali vardır. Ayrıca R nin sağ Rickart

olması J nin de R-modül olarak Rickart olmasını gerektirir. Teorem 6.1.3 gereğince

R sağ I-ters parçalıdır. �

Teorem 6.1.9 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M modülü F -ters parçalı ve her f ∈ S için Kerf alt modülü f−1(F ) nin bir

direkt toplananıdır.

(2) M Rickart ve F alt modülü M nin bir direkt toplananıdır.

İspat: (1) ⇒ (2) M bir F -ters parçalı modül ve f ∈ S olsun. Bu durumda f−1(F )

alt modülü M nin bir direkt toplananıdır. Kerf de f−1(F ) nin bir direkt toplananı

olduğundan M nin de direkt toplananı olur. Bu sebeple M Rickarttır. Ayrıca

Teorem 6.1.3 gereğince F de M nin direkt toplananıdır.

(2) ⇒ (1) M Rickart modül ve F alt modülü M nin bir direkt toplananı olsun.

M nin M = F ⊕ N olacak biçimde bir N alt modülü vardır. Bu durumda N

Rickart olup Teorem 6.1.3 gereğince M modülü F -ters parçalıdır. M Rickart ve her

f ∈ S için Kerf de f−1(F ) nin bir alt modülü olduğundan aynı zamanda bir direkt

toplananıdır. �

Lemma 6.1.10 M bir F -ters parçalı modül ve N de M nin tam değişmez bir

alt modülü olsun. Eğer N nin her endomorfizması M nin bir endomorfizmasına

genişlerse N alt modülü (N ∩ F )-ters parçalıdır.

İspat: İlk olarak N ∩ F nin N de tam değişmez olduğu gösterilsin. f ∈ EndR(N)

alınsın. Hipotez gereğince g|N = f olacak biçimde g ∈ S vardır. N ve F alt modülleri

M de tam değişmez olduğundan f(N ∩ F ) = g(N ∩ F ) ≤ g(N) ∩ g(F ) ≤ N ∩ F

dir. h ∈ EndR(N) olsun. Yine hipotez gereğince α|N = h olacak biçimde α ∈ S

mevcuttur. M nin F -ters parçalı olması sebebiyle α−1(F ) = eM olacak biçimde e2 =

e ∈ S vardır. N alt modülü M de tam değişmez olduğundan e|N homomorfizması

EndR(N) nin bir eşkare elemanıdır. h−1(N ∩ F ) ⊆ e|NN olduğu açıktır. Diğer

kapsamayı görmek için n ∈ N alınsın. Bu durumda he|Nn = αen ∈ N∩F ve böylece
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e|Nn ∈ h−1(N ∩ F ) dir. Dolayısıyla e|NN ⊆ h−1(N ∩ F ) olup h−1(N ∩ F ) = e|NN

elde edilir. Bu sebeple N modülü (N ∩ F )-ters parçalıdır. �

Bir M modülünün yarı-injektif olması için gerek ve yeter şart injektif zarfı E(M)

de tam değişmez olmasıdır.

Önerme 6.1.11 M bir yarı-injektif modül olsun.

1. E(M) nin tam değişmez bir alt modülü F olmak üzere eğer E(M) modülü

F -ters parçalı ise M de (M ∩ F )-ters parçalıdır.

2. Eğer M bir duo modül ve keyfi bir K alt modülü için K-ters parçalı ise M

nin her N alt modülü (N ∩K)-ters parçalıdır.

İspat: (1) Lemma 6.1.10 un bir sonucu olarak elde edilir.

(2) M bir duo modül ve bir K alt modülü için K-ters parçalı olsun. M nin bir N

alt modülü ve f ∈ EndR(N) alınsın. M yarı-injektif olduğundan f homomorfizması

M nin bir g homomorfizmasına genişler. Bu durumda g−1(K) = eM olacak biçimde

e2 = e ∈ S vardır. N alt modülü M de tam değişmez olduğundan Lemma 6.1.10

gereğince ispat biter. �

Önerme 6.1.12 M bir F -ters parçalı modül olsun. Bu durumda M nin her N

direkt toplananı (N ∩ F )-ters parçalıdır.

İspat: M nin bir direkt toplananı N olsun. Bu durumda M = N ⊕ K olacak

biçimde M nin bir K alt modülü vardır. Keyfi h ∈ EndR(N) için h(N ∩ F ) =

(h⊕ 0K)(N ∩F ) ≤ h(N)∩ (h⊕ 0K)(F ) ≤ N ∩F olması sebebiyle N ∩F alt modülü

N de tam değişmezdir. f ∈ EndR(N) alınsın. Böylece f ⊕ 1K ∈ S olur, g = f ⊕ 1K

olsun. M modülü F -ters parçalı olduğundan g−1(F ) alt modülü M nin bir direkt

toplananıdır. Diğer taraftan F nin M de tam değişmez olması F = (N∩F )⊕(K∩F )

olmasını gerektirir. Dolayısıyla g−1(F ) = f−1(N ∩ F ) ⊕ (K ∩ F ) dir. Buradan

f−1(N ∩F ) nin N nin bir direkt toplananı olduğu elde edilir. Böylece N de (N ∩F )-

ters parçalıdır. �

Sonuc. 6.1.13 Bir R halkası için aşağıdakiler denktir.
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(1) Her M serbest R-modülü için M , F -ters parçalı olacak biçimde M nin bir F

tam değişmez alt modülü vardır.

(2) Her M projektif R-modülü için M , F -ters parçalı olacak biçimde M nin bir

F tam değişmez alt modülü vardır.

Teorem 6.1.14 R bir halka olsun. Aşağıdakiler denktir.

(1) R sağ I-ters parçalı olacak biçimde R nin bir I ideali vardır.

(2) Her M devirli projektif R-modülü için M , F -ters parçalı olacak biçimde M

nin bir F tam değişmez alt modülü vardır.

İspat: (1) ⇒ (2) M devirli projektif bir R-modül olsun. Bu durumda M modülü

R sağ R-modülünün bir direkt toplananı J ye izomorftur. Bu izomorfizma α : J →

M ile gösterilsin. Önerme 6.1.12 gereğince J de (J ∩ I)-ters parçalıdır. M nin

α(J ∩ I) alt modülü N ile gösterilsin. Keyfi f ∈ S için α−1fα ∈ EndR(J) dir

ve J ∩ I sağ ideali J de tam değişmez olduğundan α−1fα(J ∩ I) ⊆ J ∩ I olur.

Bu sebeple f(N) ⊆ N olup N alt modülü M de tam değişmezdir. M nin N -ters

parçalı olduğu iddia edilmektedir. f ∈ S alınsın. J nin (J ∩ I)-ters parçalı olması

nedeniyle J = [(α−1fα)−1(J ∩ I)]⊕K olacak biçimde J nin bir K sağ ideali vardır.

Böylece M = α
(
(α−1fα)−1(J ∩ I)

)
+ αK dir. α

(
(α−1fα)−1(J ∩ I)

)
= f−1(N)

olup M = f−1(N) + αK elde edilir. Ayrıca bu toplam direkt toplamdır. Bunu

görmek için x ∈ f−1(N) ∩ αK alınsın. Bu durumda x = αk olacak biçimde k ∈ K

ve fx = fαk ∈ N mevcuttur. Dolayısıyla α−1fx = α−1fαk ∈ J ∩ I olup k ∈

[(α−1fα)−1(J ∩ I)] ∩ K = 0 dır. Buradan x = 0 ve de M = f−1(N) ⊕ αK olur.

Böylece M modülü N -ters parçalıdır.

(2) ⇒ (1) Açıktır. �

Önerme 6.1.15 M bir yarı projektif modül olsun. Bu durumda M nin F -ters

parçalı olması için gerek ve yeter şart M nin K ⊆ F olacak biçimdeki her K alt

modülü için M/K nın (F/K)-ters parçalı modül olmasıdır.

İspat: M bir F -ters parçalı modül, K ⊆ F olacak biçimde K ≤ M ve f ∈

EndR(M/K) olsun. π : M → M/K doğal izdüşüm olmak üzere, M yarı projektif
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olduğundan fπ = πg olacak biçimde g ∈ S vardır. Bu durumda f(F/K) = fπ(F ) =

πg(F ) ≤ π(F ) = F/K olup F/K alt modülü M/K da tam değişmezdir. Teorem

6.1.3 gereğince M = F ⊕ N olacak biçimde N Rickart modülü bulunur. Buradan

M/K = (F/K) +
(
(N + K)/K

)
elde edilir. Ayrıca (F/K) ∩

(
(N + K)/K

)
= 0

olduğundan M/K = (F/K)⊕
(
(N +K)/K

)
dır. Diğer yandan N ∼=

(
(N +K)/K

)
ve N Rickart olması nedeniyle (N +K)/K modülü de Rickarttır. Dolayısıyla M/K

modülü F/K-ters parçalıdır. Eğer her K ≤ F ≤ M için M/K modülü F/K-ters

parçalı ise özel olarak K = 0 için M nin F -ters parçalı olduğu görülür. �

Lemma 6.1.16 M bir F -ters parçalı modül ve N de M nin F yi kapsayan bir direkt

toplananı olsun. M nin her K direkt toplananı için N ∩K alt modülü de M nin bir

direkt toplananıdır.

İspat: M nin bir direkt toplananı K olsun. Bu durumda N = eM ve K = fM

olacak biçimde e, f ∈ S eşkare elemanları mevcuttur. F ⊆ eM olduğundan eM =

(1−e)−1(F ) dir. ((1−e)f)−1(F ) = (eM∩fM)⊕(1−f)M olduğu iddia edilmektedir.

Bunu görmek için m ∈ ((1− e)f)−1(F ) alınsın. fm ∈ (1− e)−1(F ) olup m = fm+

(1−f)m ∈ (eM∩fM)⊕(1−f)M dir. Buradan ((1−e)f)−1(F ) ⊆ (eM∩fM)⊕(1−

f)M elde edilir. Diğer kapsamayı görmek için x+y ∈ (eM∩fM)⊕(1−f)M alınsın.

Böylece (1−e)f(x+y) = (1−e)fx+(1−e)fy = (1−e)x+(1−e)f(1−f)y = 0 ∈ F

ve buradan x + y ∈ ((1 − e)f)−1(F ) dir. Dolayısıyla (eM ∩ fM) ⊕ (1 − f)M ⊆

((1 − e)f)−1(F ) olur. M modülü F -ters parçalı olduğundan ((1 − e)f)−1(F ) alt

modülü M nin bir direkt toplananıdır. O halde eM ∩ fM de M nin bir direkt

toplananı olur. �

Lemma 6.1.16 gereğince aşağıdaki sonuç kolayca elde edilir.

Önerme 6.1.17 M bir F -ters parçalı modül olsun.

1. M nin her bir direkt toplananı K için F ∩K da M nin direkt toplananıdır.

2. M modülü F yi kapsayan direkt toplananları için SIP ye sahiptir.

Önerme 6.1.18 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.
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(1) M modülü F -ters parçalı ve F yi kapsayan direkt toplananları için SSIP ye

sahiptir.

(2) S nin her sol ideali I için (F : I) alt modülü M nin bir direkt toplananıdır.

(3) S nin her alt kümesi I için (F : I) alt modülü M nin bir direkt toplananıdır.

İspat: (1) ⇒ (3) S nin bir alt kümesi I olsun. (F : I) =
⋂
f∈I

f−1(F ) dir. M

modülü F -ters parçalı oduğundan her f ∈ I için f−1(F ) alt modülü M nin bir direkt

toplananıdır. Ayrıca F nin M de tam değişmez olması her f ∈ I için F ⊆ f−1(F )

olmasını gerektirir. (1) gereğince
⋂
f∈I

f−1(F ) de M nin bir direkt toplananı olur.

(3) ⇒ (2) Açıktır. (2) ⇒ (1) Her f ∈ S için f−1(F ) = (F : Sf) olması sebebiyle M

modülü F -ters parçalıdır. {eiM ≤ M : ei
2 = ei ∈ S, F ⊆ eiM, i ∈ J} kümesi göz

önüne alınsın ve S nin
∑
i∈J

S(1−ei) sol ideali I ile gösterilsin.
⋂
i∈J

eiM = (F : I) olduğu

iddia edilmektedir. Bunu görmek için m ∈
⋂
i∈J

eiM alınsın. Bu durumda her i ∈ J

için m = eim olup S(1 − ei)m = 0 dır. Böylece Im ⊆ F olur ve
⋂
i∈J

eiM ⊆ (F : I)

dir. Şimdi m ∈ (F : I) alınsın. Im ⊆ F olması her i ∈ J için m ∈ (1 − ei)−1(F )

olmasını gerektirir. F ⊆ eiM olduğundan her i ∈ J için (1 − ei)−1(F ) = eiM dir.

Dolayısıyla i ∈ J olmak üzere (F : I) ⊆ eiM olup (F : I) ⊆
⋂
i∈J

eiM elde edilir. Bu

sebeple
⋂
i∈J

eiM alt modülü M nin bir direkt toplananıdır. �

Teorem 6.1.19 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M modülü F -ters parçalıdır.

(2) S nin her sonlu üretilmiş sol ideali I için (F : I) alt modülü M nin bir direkt

toplananıdır.

(3) S nin her sonlu alt kümesi I için (F : I) alt modülü M nin bir direkt

toplananıdır.

Ayrıca, eğer S sıfırdan farklı dik eşkare elemanların sonsuz bir kümesine sahip değilse

yukarıdaki şartlara denk olarak:

(4) S nin her sol ideali I için (F : I) alt modülü M nin bir direkt toplananıdır.
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İspat: (1) ⇒ (2) n ∈ Z+ olmak üzere S nin sonlu üretilmiş bir sol ideali I =<

f1, f2, . . . , fn > olsun. n üzerine tümevarım ile ispat tamamlanacaktır. Eğer n = 1

ise sonuç açıktır. n > 1 olsun ve n− 1 için iddianın doğru olduğu kabul edilsin. Bu

durumda S nin J =< f1, f2, . . . , fn−1 > sol ideali için (F : J) alt modülü M nin bir

direkt toplananıdır. Diğer taraftan (F : I) = (F : J) ∩ fn−1(F ) dir ve (1) gereğince

fn
−1(F ) de M nin bir direkt toplananıdır. (F : J) ve fn

−1(F ) alt modülleri F yi

kapsadığından Önerme 6.1.17 gereğince (F : I) de M nin bir direkt toplananıdır.

(2) ⇒ (1) F alt modülü M de tam değişmez olduğundan her f ∈ S için f−1(F ) =

{m ∈ M : Sfm ⊆ F} dir. Böylece (2) gereğince f−1(F ) alt modülü M nin bir

direkt toplananıdır.

(1) ⇒ (3) n ∈ Z+ olmak üzere S nin sonlu bir alt kümesi I = {f1, f2, . . . , fn} için

ispat (1) ⇒ (2) nin ispatına benzer olarak yapılır.

(3) ⇒ (1) Her f ∈ S için f−1(F ) = (F : {f}) olduğundan açıktır.

(1)⇒ (4) Teorem 6.1.3 gereğince M = F ⊕N olacak biçimde bir N Rickart modülü

vardır. Hipotez gereğince de S, dolayısıyla EndR(N) sıfırdan farklı dik eşkare el-

emanların sonsuz bir kümesine sahip değildir. Böylece Teorem 3.1.9 gereğince N

bir Baer modül olur. S nin bir sol ideali I olsun ve π : M → N doğal izdüşüm

olmak üzere T = {πf |N : f ∈ I} göz önüne alınsın. J = EndR(N)T olmak üzere

(F : I) = F ⊕ rN(J) dir. N nin Baer olması rN(J) nin N nin bir direkt toplananı

olmasını gerektirir. Böylece (F : I) alt modülü M nin bir direkt toplananı olur.

(4) ⇒ (1) Önerme 6.1.18 gereğince açıktır. �

6.2 F -Ters Parçalı Modüllerin Direkt Toplamları

Önerme 6.2.1 I bir indeks kümesi olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I
olsun. Eğer her i ∈ I için Mi modülü

⊕
i∈I

Mi de tam değişmez ise her i ∈ I için

Mi nin Fi-ters parçalı olması için gerek ve yeter şart
⊕
i∈I

Mi nin
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı

olmasıdır.

İspat: i ∈ I olmak üzere
⊕
i∈I

Mi modülü
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı ise Önerme 6.1.12

gereğince Mi de Fi-ters parçalı olur. Şimdi her i ∈ I için Mi nin Fi-ters parçalı

olduğu kabul edilsin. M =
⊕
i∈I

Mi, F =
⊕
i∈I

Fi olsun ve i, j ∈ I için fij ∈HomR(Mj,Mi)
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olmak üzere f = (fij) ∈ S alınsın. Hipotez gereğince i 6= j olacak biçimdeki her

i, j ∈ I için HomR(Mj,Mi) = 0 dır ve her i ∈ I için f−1ii (Fi) alt modülü Mi nin

direkt toplananıdır. Diğer taraftan f−1(F ) =
⊕
i∈I

f−1ii (Fi) dir. Böylece f−1(F ) de M

nin bir direkt toplananı olur. �

Önerme 6.2.1 deki her i ∈ I için Mi nin
⊕
i∈I

Mi modülünün tam değişmez alt modülü

olması kabulü aşağıda görüldüğü gibi gereksiz değildir.

Örnek 6.2.2 R =

 Z Z

0 Z

 halkası göz önüne alınsın ve R sağ R-modülü M ile

gösterilsin. M nin N =

 Z Z

0 0

 ve K =

 0 0

0 Z

 alt modülleri 0-ters parçalıdır

fakat M = N ⊕K modülü Örnek 3.1.4 gereğince 0-ters parçalı değildir.

Bir M modülünün abel olması için gerek ve yeter şart her direkt toplananının M de

tam değişmez alt modül olmasıdır.

Sonuc. 6.2.3 I bir indeks kümesi olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I ve⊕
i∈I

Mi abel modül olsun. Bu durumda her i ∈ I için Mi nin Fi-ters parçalı olması

için gerek ve yeter şart
⊕
i∈I

Mi nin
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı olmasıdır.

Önerme 6.2.4 R bir halka ve bir I ideali için sağ I-ters parçalı olsun. Her M abel

serbest R-modülü J bir indeks kümesi olmak üzere
⊕
J
I-ters parçalıdır.

İspat: M bir abel serbest R-modül olsun. J bir indeks kümesi ve her i ∈ J

için Ri = R olmak üzere M modülü
⊕
i∈J

Ri şeklindedir. Bu durumda Sonuç 6.2.3

gereğince R nin I-ters parçalı olması M nin
⊕
J
I-ters parçalı olmasını gerektirir. �

Önerme 6.2.5 Bir M modülü için aşağıdaki şartlar göz önüne alınsın.

(1) M modülü F -ters parçalıdır.

(2) n ∈ Z+ olsun. M nin n tane kopyasının direkt toplamı her i = 1, · · · , n için

Fi = F olmak üzere
n⊕
i=1

Fi-ters parçalıdır.

Bu durumda (2) ⇒ (1) dir. Ayrıca S von Neumann düzenli halka ise (1) ⇒ (2) dir.
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İspat: (1) ⇒ (2) n ∈ Z+ ve I = {1, 2, . . . , n} olsun. Teorem 6.1.3 gereğince

M = F ⊕ N olacak biçimde bir N Rickart modülü bulunur. Bu durumda
⊕
I
M =

(
⊕
I
F ) ⊕ (

⊕
I
N) olur. Ayrıca

⊕
I
F alt modülü

⊕
I
M de tam değişmezdir. Diğer

yandan EndR(N) = eSe olacak biçimde e ∈ S eşkare elemanı vardır ve böylece

EndR(
⊕
I
N) = Mn(EndR(N)) dir. S von Neumann düzenli bir halka ve von Neu-

mann düzenli olma özelliği Morita değişmez olduğundan EndR(
⊕
I
N) halkası da von

Neumann düzenlidir. Teorem 3.1.7 gereğince
⊕
I
N Rickarttır. Dolayısıyla

⊕
I
M

modülü
⊕
I
F -ters parçalıdır. (2) ⇒ (1) Önerme 6.1.12 gereğince açıktır. �

Lemma 6.2.6 Herhangi bir Von Neumann düzenli halka üzerindeki her sonlu üretilmiş

projektif M modülü F -ters parçalı olacak biçimde bir tam değişmez F alt modülüne

sahiptir.

İspat: R von Neumann düzenli bir halka ve M sonlu üretilmiş projektif bir R-modül

olsun. Bu durumda M sonlu üretilmiş serbest bir N modülünün direkt toplananıdır.

Burada N modülü her i = 1, · · · , n ∈ N için Ri = R olmak üzere
n⊕
i=1

Ri şeklinde

alınabilir. R von Neumann düzenli olduğundan bir I ideali için I-ters parçalıdır.

Önerme 6.2.5 gereğince her i = 1, · · · , n için Ii = I olmak üzere N modülü
n⊕
i=1

Ii-

ters parçalıdır. Dolayısıyla Önerme 6.1.12 gereğince M modülü
(
M ∩ (

n⊕
i=1

Ii)
)
-ters

parçalıdır. �

Önerme 6.2.7 Herhangi bir Von Neumann düzenli halka üzerindeki her sonlu

gösterilmişM modülü F -ters parçalı olacak biçimde bir tam değişmez F alt modülüne

sahiptir.

İspat: R von Neumann düzenli bir halka ve M sonlu gösterilmiş bir R-modül

olsun. Bu durumda M düz modüldür. Ayrıca M sonlu gösterilmiş olduğundan

sonlu üretilmiş ve projektif olur. Böylece Lemma 6.2.6 ile ispat tamamlanır. �

6.3 Göreceli F -Ters Parçalı Modüller

Ters parçalı modül olma özelliğine sahip modüllerin direkt toplamlarının aynı özelliğe

sahip olmayabileceği 6.2 Bölümden bilinmektedir. Bu modüllerin direkt toplam-

larının da ters parçalı modül olma özelliğine sahip olduğu durumları incelemek için

bu bölümde göreceli F -ters parçalı modül kavramı tanımlanmaktadır.
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Tanım 6.3.1 M ile N iki R-modül ve N nin tam değişmez bir alt modülü F olsun.

Eğer her f : M → N homomorfizması için f−1(F ) alt modülü M nin bir direkt

toplananı oluyorsa M modülüne N ye göre F -ters parçalı veya kısaca N-F -ters

parçalı adı verilir.

Açıkça bir M modülünün F -ters parçalı olması için gerek ve yeter şart M nin M -

F -ters parçalı olmasıdır.

Teorem 6.3.2 M ile N iki R-modül ve N nin tam değişmez bir alt modülü F olsun.

M nin N -F -ters parçalı olması için gerek ve yeter şart M nin her direkt toplananı

M1 ve N nin her direkt toplananı N1 için M1 in N1-(F ∩N1)-ters parçalı olmasıdır.

İspat: M modülü N -F -ters parçalı, M1 ve N1 sırasıyla M ve N nin direkt toplanan-

ları ve f : M1 → N1 bir homomorfizma olsun. Bu durumda M = M1 ⊕M2 olacak

biçimde M nin bir M2 alt modülü vardır ve f ⊕ 0|M2
: M → N olur. g = f ⊕ 0|M2

ile

gösterilsin. M modülü N -F -ters parçalı olduğundan g−1(F ) alt modülü M nin bir

direkt toplananıdır. m1+m2 ∈ g−1(F ) alınsın. Buradan g(m1+m2) = fm1 ∈ F∩N1

olup g−1(F ) ⊆ f−1(F∩N1)⊕M2 elde edilir. Ayrıca keyfi m1+m2 ∈ f−1(F∩N1)⊕M2

için g(m1 + m2) = fm1 ∈ F olup f−1(F ∩ N1) ⊕M2 ⊆ g−1(F ) dir. Dolayısıyla

g−1(F ) = f−1(F ∩N1)⊕M2 dir. Böylece f−1(F ∩N1) de M1 in bir direkt toplananı

olur. Bu sebeple M1 modülü N1-(F ∩N1)-ters parçalıdır. Karşıt olarak eğer M nin

ve N nin sırasıyla her M1 ve N1 direkt toplananları için M1 modülü N1-(F ∩N1)-ters

parçalı ise M nin N -F -ters parçalı olduğu açıktır. �

Sonuc. 6.3.3 Bir M modülü için aşağıdakiler denktir.

(1) M modülü F -ters parçalıdır.

(2) M nin her N ve K direkt toplananları ve her f : M → K homomorfizması

için f|N
−1(F ∩K) alt modülü N nin bir direkt toplananıdır.

Teorem 6.3.4 I = {1, 2, ..., n} olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I ve her

i, j ∈ I için Mi modülü Mj-C2 olsun. Bu durumda
⊕
i∈I

Mi modülünün Z2(
⊕
i∈I

Mi)-

ters parçalı olması için gerek ve yeter şart her i, j ∈ I için Mi nin Mj-Z2(Mj)-ters

parçalı olmasıdır.
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İspat: Eğer
⊕
i∈I

Mi modülü Z2(
⊕
i∈I

Mi)-ters parçalı ise Teorem 6.3.2 gereğince her i,

j ∈ I için Mi nin Mj-Z2(Mj)-ters parçalı olduğu açıktır. Şimdi her i, j ∈ I için

Mi nin Mj-Z2(Mj)-ters parçalı olduğu kabul edilsin. İspatı tamamlamak için n = 2

alınması yeterlidir. M = M1⊕M2 olsun ve f ∈ EndR(M) nin matris gösterimi fij :

Mj →Mi olmak üzere f = f11 + f21 + f12 + f22 olsun. Sırasıyla M1 ve M2 modülleri

Z2(M1)-ters parçalı ve Z2(M2)-ters parçalıdır. Bu durumda M1 = Z2(M1)⊕ L11 ve

M2 = Z2(M2) ⊕ L22 olacak biçimde L11 ve L22 Rickart modülleri vardır. Sırasıyla

f12 : M2 → M1 ve f21 : M1 → M2 için kabul gereğince M2 = f−112 (Z2(M1)) ⊕ L12

ve M1 = f−121 (Z2(M2)) ⊕ L21 olacak biçimde L12 ≤ M2 ve L21 ≤ M1 bulunur.

Z2(M1) ≤ f−121 (Z2(M2)) ve Z2(M2) ≤ f−112 (Z2(M1)) olduğundan f−121 (Z2(M2)) =

Z2(M1)⊕ [f−121 (Z2(M2))∩L11] ve f−112 (Z2(M1)) = Z2(M2)⊕ [f−112 (Z2(M1))∩L22] dir.

BuradanM = Z2(M1)⊕Z2(M2)⊕[f−121 (Z2(M2))∩L11]⊕[f−112 (Z2(M1))∩L22]⊕L12⊕L21

elde edilir. Z2(M) = Z2(M1) ⊕ Z2(M2) olması nedeniyle [f−121 (Z2(M2)) ∩ L11] ⊕

[f−112 (Z2(M1))∩L22]⊕L12⊕L21 tekil olmayan bir modüldür. Ayrıca [f−121 (Z2(M2))∩

L11] ⊕ L21 ve [f−112 (Z2(M1)) ∩ L22] ⊕ L12 modülleri göreceli C2 dir ve Teorem 6.3.2

gereğince de [f−121 (Z2(M2))∩L11]⊕L21 ve [f−112 (Z2(M1))∩L22]⊕L12 modülleri birbir-

lerine göre göreceli Z2(·)-ters parçalıdır. Her iki modül de tekil olmayan olduğundan

Teorem 3.1.11 gereğince [f−121 (Z2(M2)) ∩ L11] ⊕ [f−112 (Z2(M1)) ∩ L22] ⊕ L12 ⊕ L21

Rickarttır. Böylece M modülü Z2(M)-ters parçalıdır. �

Endomorfizma halkası von Neumann düzenli olan her modülün C2 şartını sağladığı

Teorem 3.1.7 den bilinmektedir. Önerme 6.2.5(1)⇒ (2) de göz önüne alınan modülün

endormorfizma halkasının von Neumann düzenli olması şartı Teorem 6.3.4 gereğince

aşağıdaki gibi zayıflatılabilir.

Sonuc. 6.3.5 M bir Z2(M)-ters parçalı ve C2 şartını sağlayan bir modül olsun. Bu

durumda n ∈ N ve her i ∈ {1, 2, . . . , n} için Mi = M olmak üzere
n⊕
i=1

Mi modülü

Z2(
n⊕
i=1

Mi)-ters parçalıdır.

Önerme 6.3.6 R bir sağ Z2(RR)-ters parçalı sağ C2 halka olsun. Bu durumda her

P sonlu üretilmiş projektif R-modül Z2(P )-ters parçalıdır.
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İspat: P sonlu üretilmiş projektif birR-modül olsun. Bu durumda P sonlu üretilmiş

bir F serbest R-modülünün direkt toplananıdır. Sonuç 6.3.5 gereğince F modülü

Z2(F )-ters parçalıdır. Böylece Önerme 6.1.12 den ispat tamamlanır. �

Lemma 6.3.7 I bir indeks kümesi olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I
olsun.

⊕
i∈I

Mi modülünün bir F tam değişmez alt modülünün olması için gerek ve

yeter şart her i ∈ I için Mi nin, j ∈ I ve f ∈ HomR(Mi,Mj) olmak üzere fFi ⊆ Fj

olacak biçimde bir Fi tam değişmez alt modülü olmasıdır.

İspat:
⊕
i∈I

Mi modülünün bir tam değişmez at modülü F olsun ve her i ∈ I için Mi

nin F∩Mi alt modülü Fi ile gösterilsin. i ∈ I alınsın. Bu durumda Fi alt modülü Mi

de tam değişmezdir. j 6= i olacak biçimdeki keyfi j ∈ I ve f ∈ HomR(Mi,Mj) için

f ⊕ 0|⊕i 6=k∈IMk
∈ EndR(

⊕
i∈I

Mi) endomorfizması g ile gösterilsin. F alt modülü
⊕
i∈I

Mi

de tam değişmez olduğundan herhangi x ∈ Fi için f(x) = g(x) ∈ F dir. Böylece

fFi ⊆ Fj olduğu görülür. Şimdi her i ∈ I için Mi nin tam değişmez alt modülü

Fi olsun ve her j ∈ I ve f ∈ HomR(Mi,Mj) için fFi ⊆ Fj olduğu kabul edilsin.

gij ∈ HomR(Mj,Mi) olmak üzere keyfi g = [gij] ∈ EndR(
⊕
i∈I

Mi) ve x ∈
⊕
i∈I

Fi için

gx ∈
⊕
i∈I

Fi elde edilir. Dolayısıyla
⊕
i∈I

Fi alt modülü
⊕
i∈I

Mi de tam değişmezdir. �

Önerme 6.3.8 I bir indeks kümesi olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I ve

N bir R-modül olsun. Her i ∈ I için Mi nin, j ∈ I ve f ∈ HomR(Mi,Mj) olmak

üzere fFi ⊆ Fj olacak biçimde bir Fi tam değişmez alt modülü olduğu kabul edilsin.

Bu durumda aşağıdakiler sağlanır.

(1) Eğer N modülü SIP ye sahip ve I sonlu ise N nin
⊕
i∈I

Mi-
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı olması

için gerek ve yeter şart N nin her i ∈ I için Mi-Fi-ters parçalı olmasıdır.

(2) Eğer N modülü SSIP ye sahip ve I keyfi ise N nin
⊕
i∈I

Mi-
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı

olması için gerek ve yeter şart N nin her i ∈ I için Mi-Fi-ters parçalı olmasıdır.

(3) Eğer N modülü SSIP ye sahip ve I keyfi ise N nin
∏
i∈I

Mi-
∏
i∈I

Fi-ters parçalı

olması için gerek ve yeter şart N nin her i ∈ I için Mi-Fi-ters parçalı olmasıdır.

İspat: (1) I = {1, 2, ..., n} olsun. Eğer N modülü
⊕
i∈I

Mi-
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı ise Teo-

rem 6.3.2 gereğince her i ∈ I için N nin Mi-Fi-ters parçalı olduğu görülür. Şimdi

her i ∈ I için N nin Mi-Fi-ters parçalı olduğu kabul edilsin ve f ∈ HomR(N,
⊕
i∈I

Mi)
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alınsın. Her i ∈ I için πi :
⊕
i∈I

Mi →Mi doğal izdüşüm olmak üzere f = (π1f, . . . , πnf)

şeklindedir. Ayrıca f−1(
⊕
i∈I

Fi) =
⋂
i∈I

(πif)−1(Fi) dir. Kabul gereğince her i ∈ I için

(πif)−1(Fi) alt modülü N nin bir direkt toplananıdır. N SIP ye sahip olduğundan

f−1(
⊕
i∈I

Fi) de N nin bir direkt toplananı olur.

(2) ve (3) önermeleri (1) e benzer şekilde ispatlanır. �

Sonuc. 6.3.9 I = {1, 2, ..., n} olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I olsun.

Her i ∈ I için Mi nin, j ∈ I ve f ∈ HomR(Mi,Mj) olmak üzere fFi ⊆ Fj olacak

biçimde bir Fi tam değişmez alt modülü olduğu kabul edilsin. Bu durumda her

j ∈ I için Mj nin
⊕
i∈I

Mi-
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı olması için gerek ve yeter şart her i ∈ I

için Mj nin Mi-Fi-ters parçalı olmasıdır.

İspat: j ∈ I alınsın. Eğer Mj modülü
⊕
i∈I

Mi-
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı ise Teorem 6.3.2

gereğince her i ∈ I için Mi-Fi-ters parçalı olduğu görülür. Şimdi Mj nin her

i ∈ I için Mi-Fi-ters parçalı olduğu kabul edilsin. Dolayısıyla Mj modülü Fj-

ters parçalıdır, ayrıca Önerme 6.1.17 gereğince Fj alt modülünü kapsayan direkt

toplananları için SIP ye sahiptir. Böylece Önerme 6.3.8(1) dekine benzer bir tartışmayla

ispat tamamlanır. �

Teorem 6.3.10 I = {1, 2, ..., n} olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I olsun.

Her i < j ∈ I için Mi nin Mj-injektif olduğu kabul edilsin. Bu durumda bir R-

modül N ve N nin tam değişmez bir alt modülü F için
⊕
i∈I

Mi nin N -F -ters parçalı

olması için gerek ve yeter şart her i ∈ I için Mi nin N -F -ters parçalı olmasıdır.

İspat: N bir R-modül olsun. Eğer
⊕
i∈I

Mi modülü N -F -ters parçalı ise Teorem

6.3.2 gereğince her i ∈ I için Mi nin N -F -ters parçalı olduğu görülür. Şimdi her

i ∈ I için Mi nin N -F -ters parçalı olduğu kabul edilsin. n = 2 alınsın ve f ∈

HomR(M1 ⊕M2, N) olsun. Bu durumda ιMi
: Mi → M1 ⊕M2 içerim olmak üzere

fιMi
∈ HomR(Mi, N) dir, burada i = 1, 2 için fιMi

homomorfizması fi ile gösterilsin.

Böylece M1 = f−11 (F ) ⊕ L1 ve M2 = f−12 (F ) ⊕ L2 olacak biçimde M1 ve M2 nin

sırasıyla L1 ve L2 alt modülleri vardır. f−11 (F )⊕f−12 (F ) ⊆ f−1(F ) olması nedeniyle

f−1(F ) = f−11 (F )⊕f−12 (F )⊕[f−1(F )∩(L1⊕L2)] dir. Teorem 6.3.2 gereğince i = 1, 2

için Li modülü N -F -ters parçalıdır. Ayrıca f−1|L1⊕L2
(F ) = f−1(F )∩ (L1⊕L2) dir. L1

64



modülü L2-injektif ve L1 ∩ [f−1(F )∩ (L1 ⊕L2)] = 0 olduğundan L1 ⊕L2 = L1 ⊕K

ve f−1(F ) ∩ (L1 ⊕ L2) ⊆ K olacak biçimde L1 ⊕ L2 nin bir K alt modülü vardır.

Açıkça f−1|K (F ) = f−1(F )∩(L1⊕L2) dir. K ∼= L2 olduğundan K modülü de N -F -ters

parçalıdır. Böylece f−1|K (F ) alt modülü K nın bir direkt toplananıdır. Dolayısıyla

f−1(F ) ∩ (L1 ⊕ L2) de L1 ⊕ L2 nin bir direkt toplananı olur. Bu durumda f−1(F )

de M1 ⊕ M2 nin bir direkt toplananıdır. Bu sebeple M1 ⊕ M2 modülü N -F -ters

parçalıdır. Şimdi
n−1⊕
i=1

Mi ninN -F -ters parçalı olduğu kabul edilsin ve
n⊕
i=1

Mi ninN -F -

ters parçalı olduğu gösterilsin.
n−1⊕
i=1

Mi modülü Mn-injektif ve Mn modülü N -F -ters

parçalı olduğundan önceki tartışma gereğince
n⊕
i=1

Mi modülü N -F -ters parçalıdır.

Böylece n üzerine tümevarımla ispat tamamlanır. �

Sonuc. 6.3.11 I = {1, 2, ..., n} olmak üzere R-modüllerin bir sınıfı {Mi}i∈I olsun.

Her i ∈ I için Mi nin, j ∈ I ve f ∈ HomR(Mi,Mj) olmak üzere fFi ⊆ Fj olacak

biçimde bir Fi tam değişmez alt modülü olduğu ve her i < j ∈ I için Mi nin Mj-

injektif olduğu kabul edilsin. Bu durumda
⊕
i∈I

Mi nin
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı olması için

gerek ve yeter şart her i, j ∈ I için Mi nin Mj-Fj-ters parçalı olmasıdır.

İspat: Eğer
⊕
i∈I

Mi modülü
⊕
i∈I

Fi-ters parçalı ise Teorem 6.3.2 gereğince her i, j ∈ I

için Mi nin Mj-Fj-ters parçalı olduğu görülür. Şimdi her i, j ∈ I için Mi nin Mj-

Fj-ters parçalı olduğu kabul edilsin. Sonuç 6.3.9 gereğince her i ∈ I için Mi modülü⊕
i∈I

Mi-
⊕
i∈I

Fi-ters parçalıdır. Ayrıca Teorem 6.3.10 göz önüne alınarak
⊕
i∈I

Mi nin⊕
i∈I

Fi-ters parçalı olduğu elde edilir. �

6.4 Z2(·)-Ters Parçalı Modüller

Bu kısımda bir modülün keyfi F tam değişmez alt modülü yerine ikinci tekil alt

modülü alınarak Z2(·)-ters parçalı modül olmanın bazı özellikleri incelenmektedir.

T-Rickart modül kavramı ile Z2(·)-ters parçalı modül kavramı denk olduğundan

burada elde edilen sonuçlar sayesinde T-Rickart modüller hakkında daha fazla bilgi

sahibi olunmaktadır.

Önerme 6.4.1 Her parçalanamaz genişleyen M modülü Z2(M)-ters parçalı veya

tekil olmayan bir modüldür.
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İspat: M parçalanamaz genişleyen bir modül olsun. Z2(M) alt modülü M nin

kapalı (closed) alt modülü olduğu için M nin bir direkt toplananıdır. Bu durumda

Z2(M) = 0 veya Z2(M) = M dir. Böylece M tekil olmayan veya Z2(M)-ters parçalı

bir modül olur. �

Teorem 6.4.2 M bir Rickart modül olsun. Eğer M genişleyen bir modül ise Z2(M)-

ters parçalıdır.

İspat: Önerme 2.1.8 gereğince M nin genişleyen olması için gerek ve yeter şart M =

Z2(M) ⊕M ′ olacak biçimde M ′ ≤ M bulunması, M ′ ile Z2(M) nin genişleyen ve

Z2(M) nin M ′-injektif olmasıdır. Teorem 3.1.6 gereğince M ′ bir Rickart modüldür.

Dolayısıyla Teorem 6.1.3 göz önüne alınarak M nin Z2(M)-ters parçalı olduğu

görülür. �

Önerme 6.4.3 Bir Z2(RR)-yarı mükemmel R halkası üzerindeki her M modülü

Z2(M)-ters parçalıdır.

İspat: M bir R-modül olsun. Teorem 2.1.48 gereğince M = Z2(M) ⊕ N olacak

biçimde N yarı basit modülü vardır. N Rickart modül olduğundan Teorem 6.1.3

gereğince de M modülü Z2(M)-ters parçalı olur. �

Eğer bir M modülü Z2(M)-ters parçalı ise Teorem 6.1.3 gereğince M/Z2(M) Rickart

modüldür, fakat karşıtı aşağıdaki örnekte görüldüğü gibi genelde doğru değildir.

Örnek 6.4.4 P = {p ∈ Z | p asal} olsun ve M =
∏
p∈P
Zp sağ Z-modülü göz önüne

alınsın. Burada Z(M) =
⊕
p∈P
Zp ve Z2(M) = Z(M) dir. M/Z2(M) genişleyen ve

tekil olmayan bir modül olduğundan Rickarttır. Diğer taraftan Z2(M) alt modülü M

nin bir direkt toplananı olmadığından Teorem 6.1.3 gereğince M modülü Z2(M)-ters

parçalı değildir.

Uyarı 6.4.5 Örnek 6.4.4 göz önüne alınarak bir M modülü ve N alt modülü için

eğer M/N bir Z2(M/N)-ters parçalı modül ise M nin Z2(M)-ters parçalı olmaya-

bileceği söylenir. Örnek 6.4.4 te M/Z2(M) Rickart ve tekil olmayan modüldür,

dolayısıyla da Z2(M/Z2(M))-ters parçalıdır, fakat M modülü Z2(M)-ters parçalı

değildir.
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Aşağıdaki örnekler gereğince Rickart modül olma ve Z2(·)-ters parçalı modül olma

özellikleri birbirlerini gerektirmez.

Örnekler 6.4.6 (1) Örnek 6.4.4 teki M modülü göz önüne alınsın. M nin Z2(M)-

ters parçalı olmadığı bilinmektedir. Diğer yandan S =
∏
p∈P
Zp von Neumann düzenli

halkadır. Teorem 3.1.7 gereğince de M Rickarttır.

(2) Z4 sağ Z-modül olarak göz önüne alınsın. Z(Z4) = Z4 = Z2(Z4) olması se-

bebiyle Z4 modülü Z2(Z4)-ters parçalıdır. Diğer yandan f(1) = 2 ile tanımlı f ∈

EndZ(Z4) için rZ4(f) = 2Z4 olup 2Z4 alt modülü Z4 ün bir direkt toplananı değildir.

Dolayısıyla Z4 Rickart değildir.

Önerme 6.4.7 Eğer M bir Z(M)-ters parçalı modül ise Z2(M)-ters parçalıdır.

Karşıtı R sağ tekil olmayan bir halka ise doğrudur.

İspat: M bir Z(M)-ters parçalı modül olsun. Bu durumda Z(M) alt modülü M

nin bir direkt toplananıdır. Z(M) nin Z2(M) de esas alt modül olması nedeniyle

Z(M) = Z2(M) olur. Böylece M modülü Z2(M)-ters parçalıdır. Karşıtı için R nin

sağ tekil olmayan halka olması Teorem 2.1.18 gereğince Z(M) = Z2(M) olmasını

gerektirir. Dolayısıyla ispat biter. �

Teorem 6.4.8 M ve M ′ iki R-modül ve M
f→ M ′ bir epimorfizma olsun. Eğer M

modülü Z2(M)-ters parçalı ve Kerf tekil ise M ′ de Z2(M
′)-ters parçalıdır.

İspat: Teorem 6.1.3 gereğince M = Z2(M)⊕K olacak biçimde bir K Rickart tekil

olmayan modülü vardır. Burada Z2(M) ⊆ f−1(Z2(M
′) ve f−1(Z2(M

′)/ Kerf ∼=

Z2(M
′) olur. Z2(M

′) ve Kerf Goldie torsion modüller olup Goldie torsion modüller

sınıfı genişlemeye göre kapalı olduğundan f−1(Z2(M
′) modülü de Goldie torsion

olur. M nin Goldie torsion alt modülü Z2(M) olduğundan f−1(Z2(M
′) ⊆ Z2(M)

dir. Böylece f−1(Z2(M
′) = Z2(M) elde edilir. Bu sebeple M ′ = Z2(M

′) + f(K)

dır. Bu toplamın direkt toplam olduğunu görmek için Z2(M
′) ∩ f(K) = 0 olduğu

gösterilmelidir. f örten olduğundan Z2(M
′) = f

(
f−1
(
Z2(M

′)
))

= f
(
Z2(M)

)
dir.

y ∈ Z2(M
′) ∩ f(K) alınsın. y = f(x) = f(k) olacak biçimde x ∈ Z2(M) ve

k ∈ K vardır. Buradan x − k ∈ Kerf olur. Kerf tekil olduğundan yani Kerf ⊆

Z(M) ⊆ Z2(M) olduğundan k ∈ Z2(M) elde edilir. Bu sebeple k = 0 dır. Ayrıca
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Kerf ⊆ Z(M) olması f |K : K → f(K) nın izomorfizma olmasını gerektirir. K

Rickart olduğundan f(K) modülü de Rickart olup ispat tamamlanır. �

Aşağıdaki sonuç yarı basit halkaların Z2(·)-ters parçalı modülleri kullanarak elde

edilen bir karakterizasyonudur.

Teorem 6.4.9 Bir R halkası için aşağıdakiler denktir.

(1) Her M modülü Z2(M)-ters parçalı ve Z2(M) projektiftir.

(2) R yarı basittir.

İspat: (1)⇒ (2) M bir R-modül olsun. M nin Z2(M)-ters parçalı olması ve Teorem

6.1.3 gereğince M = Z2(M) ⊕ N olacak biçimde Rickart bir N modülü vardır.

Burada N bir tekil olmayan modüldür. Hipotez gereğince de Z2(M) projektiftir.

Ayrıca Teorem 3.3.6 göz önüne alınarak N nin projektif olduğu görülür. Dolayısıyla

M projektiftir. Böylece R yarı basittir.

(2) ⇒ (1) M bir R-modül ve f ∈ S olsun. R yarı basit olduğundan M de yarı basit

olup 0→ f−1(Z2(M))→ M → M/f−1(Z2(M))→ 0 kısa tam dizisi parçalanır. Bu

sebeple M modülü Z2(M)-ters parçalıdır. Ayrıca Z2(M) de projektiftir. �

R bir halka olsun. Eğer R sağ R-modülü Z2(RR)-ters parçalı ise R ye sağ Z2(RR)-

ters parçalı halka adı verilir. Diğer bir deyişle, her a ∈ R için a−1(Z2(RR)) = {b ∈

R | ab ∈ Z2(RR)} sağ ideali R nin bir direkt toplananı oluyorsa R sağ Z2(RR)-

ters parçalı halkadır. Sol Z2(·)-ters parçalı halkalar benzer şekilde tanımlanır. Sol

Z2(RR)-ters parçalı halka ve sağ Z2(RR)-ters parçalı halka olma özellikleri arasında

bir ilişki yoktur.

Örnek 6.4.10 R =

 Z Z2

0 Z2

 halkası göz önüne alınsın. R sağ tekil olmayan bir

halkadır ve x =

 0 1

0 0

 olmak üzere Z(RR) = {0, x} dir. Ayrıca m =

 0 0

0 1

 ∈
R olmak üzere Z

(
R

(R/Z(RR))
)

= {0,m} olup Z2(RR) =

 0 Z2

0 Z2

 dir. Burada
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R = Z2(RR) ⊕

 Z 0

0 0

 dir.

 Z 0

0 0

 Rickart sol R-modüldür. Böylece Teorem

6.1.3 gereğince R sol Z2(RR)-ters parçalı halkadır. Diğer taraftan y =

 2 0

0 0

 ∈ R
için rR(y) =

 0 Z2

0 Z2

 olup sağ ideal olarak R nin bir direkt toplananı değildir.

Bu sebeple R sağ Rickart halka değildir. R nin sağ tekil olmayan bir halka olması

nedeniyle de R aynı zamanda sağ Z2(RR)-ters parçalı halka değildir.

Uyarı 6.4.11 Her sol Rickart halka sol tekil olmayan bir halkadır ve böylece sol

Z2(·)-ters parçalıdır, fakat sol Z2(·)-ters parçalı olup sol Rickart olmayan halkalar

da mevcuttur. Örnek 6.4.10 da göz önüne alınan R halkası buna bir örnektir, yani sol

Z2(RR)-ters parçalı olmasına rağmen sol Rickart değildir. Açık olarak, bir halkanın

sol (sağ) Rickart olması için gerek ve yeter şart sol (sağ) Z2(R)-ters parçalı ve sol

(sağ) tekil olmayan olmasıdır.

Ters parçalı modül olma özelliği genellikle bir modülden o modülü kapsayan bir

başka modüle geçmez. Bunun için aşağıdaki örnek mevcuttur.

Örnek 6.4.12 Örnek 6.4.10 daki R halkası göz önüne alınsın ve R sağ R-modülü M

ile, ayrıca M nin

 0 0

0 Z2

 alt modülü N ile gösterilsin.

 0 0

0 1

 ∈ S eşkare ele-

manı için N =

 0 0

0 1

M dir. N basit modül olduğundan Rickarttır. N nin tekil

olmayan modül olması Z2(N)-ters parçalı olmasını gerektirir, fakat Örnek 6.4.10

gereğince M nin Z2(M)-ters parçalı olmadığı bilinmektedir.
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(Haziran 2003)
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Ulusal Konferanslar

1) III. Ankara Matematik Günleri, Ankara Üniversitesi, Ankara,
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