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Bu tezde tek de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n integral dönüşümleri incelenmi̧s ve baz¬
uygulamalar¬ verilmi̧stir. Bu kapsamda, ilk olarak Jacobi polinomlar¬, genelleştirilmi̧s
Laguerre polinomlar¬, Hermite polinomlar¬n¬n ve sonlu ortogonal polinomlar¬n Fourier
dönüşümleri verilmi̧s, hemen ard¬ndan sonlu ortogonal polinom ailesi olan Routh-Roma-
novski polinomlar¬n¬n çeşitli özellikleri incelenmi̧s ve Fourier dönüşümleri hesaplanm¬̧st¬r.
Daha sonra, simetrik ortogonal polinomlar¬n¬n özel durumu olan genelleştirilmi̧s ultra-
küresel polinomlar¬n, genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬n, (�1;1) aral¬¼g¬nda ortogo-
nal olan polinomlar¬n iki sonlu ailesinin Fourier dönüşümleri elde edilmi̧stir. Ayr¬ca,
Jacobi ortogonal polinomlar¬n¬n ve özel durumlar¬olan Legendre, Gegenbauer, birinci ve
ikinci tür Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümleri incelenmi̧stir. Son olarak,
ortogonal polinom aç¬l¬mlar¬n¬n Laplace dönüşümleri ele al¬nm¬̧s ve çeşitli uygulamalar¬
verilmi̧stir.
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examined and some applications are given. In this context, �rstly, Fourier transforms
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nite orthogonal polynomials are given, then various properties of Routh-Romanovski
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1. G·IR·IŞ

·Integral dönüşüm, belirli bir f(x) fonksiyonu ve K(x; s) çekirdek fonksiyonunun

çarp¬m¬n¬n integrallenmesi ile yeni bir F (s) fonksiyonu üreten bir operatördür ve

F (s) =

Z b

a

K(x; s)f(x)dx

eşitli¼gi ile ifade edilir. Çekirdek fonksiyon olarak çeşitli özel fonksiyonlar¬ içeren

Fourier, Laplace, Beta, Mellin, vb. dönüşümleri gibi birçok integral dönüşüm mate-

matik, �zik ve mühendisli¼gin birçok probleminde önemli rol oynamaktad¬r.

Bu süreçten sonraki aşamada diferensiyel denklemlerin çözümlerinde, çok büyük

tamsay¬lar¬n ve polinomlar¬n çarp¬mlar¬nda, kompleks analizde, kriptolojide, görüntü

analizi, görüntü �ltreleme, görüntü s¬k¬̧st¬rma, elektron mikroskobu yöntemi gibi

birçok alanda kullan¬lan Fourier dönüşümü, hemmühendisler hem de matematikçiler

için çok yönlü bir araç haline gelmi̧stir.

Çekirdek fonksiyonuK(x; s) = e�isx olmak üzere her sonlu [�L;L] aral¬¼g¬nda parçal¬

sürekli ve
R1
�1 jf(x)j dx integrali yak¬nsak olan bir f(x) fonksiyonunun Fourier dönüşü-

mü

F (s) = F(f (x)) =
Z 1

�1
f(x)e�isxdx

ve ters Fourier dönüşümü

F�1 (F ) = f(x) =
1

2�

Z 1

�1
F (s)eisxds

şeklinde tan¬mlan¬r (Davies 2002).

Di¼ger bir integral dönüşüm, çekirdek fonksiyonu K(x; s) = e�sx olarak seçildi¼ginde

x � 0 için tan¬ml¬ olan L > 0 için [0; L] üzerinde Riemann anlam¬nda integral-

lenebilir bir f(x) fonksiyonunun Laplace dönüşümü

L (f(x)) =
Z 1

0

f(x)e�sxdx

olarak tan¬mlan¬r (Widder 1941).

Laplace dönüşümü, diferensiyel denklemleri çözmek için kullan¬̧sl¬bir araç olmas¬n¬n

yan¬s¬ra �zik, mühendislik ve otomasyon problemlerinde çeşitli uygulamalara sahip-

tir.
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Ortogonal polinomlar nümerik analiz, yaklaş¬m teorisi, kombinatorik, graph teori,

kodlama teorisi, say¬lar teorisi gibi matemati¼gin birçok alan¬nda; olas¬l¬k teorisi,

stokastik süreçler, kuantum mekani¼gi, kat¬hal �zi¼gi, optik, dijital sinyal i̧sleme gibi

di¼ger birçok alanda da çok say¬da uygulamalara sahiptir.

J � R üzerinde �(x) � 0 a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzere polinomlar¬n lineer uzay¬

üzerinde tan¬mlanan bir iç çarp¬m

hu; vi =
Z
J

u(x)v(x)�(x)dx

olsun. Bu iç çarp¬ma göre hpk; pli = 0; l 6= k özelli¼gini sa¼glayan fpkgk�0 polinom-

lar¬n¬n dizisi ortogonal polinomlar¬n bir sistemini oluşturur (Szegö 1975). Klasik

sürekli ortogonal polinom aileleri Laguerre polinomlar¬, Hermite polinomlar¬ve özel

durumlar¬Legendre, Chebychev ve ultraküresel polinomlar¬veren Jacobi polinom-

lard¬r. Bu polinomlar¬n, matematik ve �zi¼gin birçok dal¬nda çok say¬da uygulamalar¬

görülmektedir (Hochstadt 1971).

(i) P (a;b)k (x) Jacobi polinomlar¬: [�1; 1] aral¬¼g¬nda

�(x) = (1� x)a(1 + x)b (a; b > �1)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir (Rainville 1960).

(ii) L(a)k (x) genelleştirilmi̧s Laguerre polinomlar¬: [0;1) aral¬¼g¬nda

�(x) = xae�x (a > �1)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir (Rainville 1960).

(iii) Hk(x) Hermite polinomlar¬: (�1;1) aral¬¼g¬nda

�(x) = e�x
2

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir (Rainville 1960).

Bu polinomlar �; �; 
; �; " reel parametreler ve k bir do¼gal say¬olmak üzere

(�x2 + �x+ 
)y
00

k + (�x+ ")y
0

k = k(� + (k � 1)�)yk (1.1)

formundaki ikinci basamaktan bir diferensiyel denklemin polinom çözümleridir (Boch-

ner 1929). Masjed-Jamei (Masjed-Jamei 2002) çal¬̧smas¬nda, (1.1) denkleminin sonlu
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ortogonal polinom çözümlere sahip olabilece¼gini göstermi̧s ve böylesi bir denklemin

çözümleri olan aşa¼g¬daki sonlu ortogonal polinom ailelerini incelemi̧stir.

(iv)

x(x+ 1)y
00

k (x) + ((2� a)x+ b+ 1)y
0

k(x)� k(k + 1� a)yk(x) = 0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemin çözümü olanM (a;b)
k (x) polinom ailesi [0;1)

aral¬¼g¬nda �(x) = xb(1 + x)�(a+b) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre sonlu ortogonal polinom

ailesidir ve

M
(a;b)
k (x) = (�1)kk!

kX
n=0

0@ a� (k + 1)

n

1A0@ b+ k

k � n

1A (�x)n
formunda tan¬mlan¬r.

(v)

x2y
00

k (x) + ((2� a)x+ 1)y
0

k(x)� k(k + 1� a)yk(x) = 0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemin çözümü olan N (a)
k (x) polinom ailesi [0;1)

aral¬¼g¬nda �(x) = x�ae(�1=x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre sonlu ortogonal polinom aile-

sidir ve

N
(a)
k (x) = (�1)k

kX
n=0

n!

0@ a� (k + 1)

n

1A0@ k

k � n

1A (�x)n
formunda tan¬mlan¬r.

(vi)

(1 + x2)y
00

k (x) + (3� 2p)xy
0

k(x)� k(k + 2� 2p)yk(x) = 0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemin çözümü olan I(a)k (x) polinomlar¬(�1;1)

aral¬¼g¬nda �(x) = (1+x2)�(a�1=2) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre sonlu ortogonal polinom

ailesidir ve

I
(a)
k (x) = k!

[ k2 ]X
n=0

(�1)n
0@ a� 1

k � n

1A0@ k � n

n

1A (2x)k�2n
formunda tan¬mlan¬r.

Fourier dönüşümü yard¬m¬ ile baz¬ortogonal polinom sistemlerinin birbirleri üze-

rine eşlenebildi¼gi gösterilmi̧stir (Erdélyi vd. 1954). Bunun en iyi bilinen örne¼gi
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Hermite polinomlar¬n¬n e�
x2

2 ile çarp¬m¬olan Hermite fonksiyonlar¬d¬r. Bu fonksi-

yonlar Fourier dönüşümlerinin özfonksiyonlar¬d¬r (Koelink 1996, Koepf ve Masjed-

Jamei 2007, Koornwinder 1985). Fourier-Jacobi dönüşümü yard¬m¬ile klasik Jacobi

polinomlar¬n¬n Wilson polinomlar¬ile eşlenebildi¼gi Koornwinder�in (Koornwinder

1985) ile verilen çal¬̧smas¬nda görülmektedir. Di¼ger yandan Koelink (Koelink 1996),

Fourier dönüşümü yard¬m¬ ile Jacobi polinomlar¬ ve Hahn polinomlar¬n¬n birbir-

leri üzerine eşlenebildi¼gini göstermi̧stir. Jacobi polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümünü

sürekli Hahn polinomlar¬cinsinden ifade etmi̧s ve Jacobi polinomlar¬ile sürekli Hahn

polinomlar¬aras¬ndaki ili̧skiyi incelemi̧stir. Sonraki y¬llarda simetrik ortogonal poli-

nomlar olan genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬, genelleştirilmi̧s ultraküresel poli-

nomlar¬, Routh-Romanovski polinomlar¬ve sonlu klasik ortogonal polinomlar için

Fourier dönüşümleri hesaplanm¬̧s ve bu Fourier dönüşümü yard¬m¬ile yeni ortogonal

fonksiyon aileleri elde edilmi̧stir (Koepf ve Majed-Jamei 2007, Masjed-Jamei 2004,

Masjed-Jamei vd. 2014, Masjed-Jamei ve Koepf 2012, Masjed-Jamei ve Koepf 2013).

Di¼ger yandan, [a; b] aral¬¼g¬nda ortogonal olan bir P (x) polinomunun

bP (�) = Z b

a

P (x)ei�xdx

sonlu Fourier dönüşümü 2015�de yap¬lan (Dixit vd. 2015) isimli çal¬̧smada incelen-

mi̧stir.

Fourier dönüşümüne benzer olarak ortogonal polinomlar¬n Laplace dönüşümleri de

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r (Lee 2020, Ricci vd. 2021). Laguerre polinomlar¬cinsinden seriye aç¬lan

fonksiyonlar¬n Laplace dönüşümünü hesaplamak için bir metod Francesco G. Tricomi

taraf¬ndan verilmi̧stir. Ayn¬metod Ricci, Caratelli ve Mainardi (Ricci vd. 2021)

taraf¬ndan ortogonal polinom aç¬l¬mlar¬na uygulanm¬̧s ve çeşitli nümerik sonuçlar

verilmi̧stir.

Bu tez çal¬̧smas¬nda, sonlu ve sonsuz klasik ortogonal polinom ailelerinin (Koelink

1996, Koepf ve Majsed-Jamei 2007, Masjed-Jamei 2004), simetrik ortogonal poli-

nomlar olan genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬ve genelleştirilmi̧s ultraküresel poli-

nomlar¬n Fourier dönüşümleri (Masjed-Jamei ve Koepf 2012) ele al¬nacak ve Parse-

val özdeşli¼gi yard¬m¬ile elde edilen ortogonal fonksiyon aileleri incelenecektir. Ja-

cobi, Legendre, Gegenbauer, birinci ve ikinci çeşit Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu
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Fourier dönüşümleri incelenecektir (Dixit vd. 2015). Ayr¬ca, ortogonal polinom

aç¬l¬mlar¬n¬n Laplace dönüşümleri ele al¬nacak ve çeşitli uygulamalar¬verilecektir

(Ricci vd. 2021).
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde tez çal¬̧smas¬ile ilgili gerekli olan temel tan¬m ve toeremler verilecektir.

Tan¬m 2.1 R(z) > 0 olmak üzere

� (z) =

1Z
0

�z�1e��d� (2.1)

genelleştirilmi̧s integrali ile tan¬mlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

B (z1; z2) Beta fonksiyonu z1 > 0 ve z2 > 0 olmak üzere

B (z1; z2) =

Z 1

0

�z1�1 (1� �)z2�1 d�

=

Z 1

0

�z1�1

(1 + �)z1+z2
d�

=
� (z1) � (z2)

� (z1 + z2)
= B (z2; z1) (2.2)

formunda ifade edilir (Rainville 1960).

Tan¬m 2.2 � s¬f¬r ya da pozitif bir tamsay¬ve a kompleks ya da reel bir say¬olmak

üzere (a)� ifadesi

(a)� =
�(a+ �)

� (a)
= a(a+ 1):::(a+ � � 1) ; � = 1; 2; ::: (2.3)

(a)0 = 1

ile tan¬ml¬d¬r. Bu ifadeye Pochhammer sembolü denir (Rainville 1960).

Lemma 2.1 (a)� Pochhammer sembolü

(1)� = � ! (2.4)

(a)2� = 22�
�a
2

�
�

�
a+ 1

2

�
�

(2.5)

(a)��n =
(a)�

(�a� � + 1)n (�1)
n (2.6)

(��)k =
(�1)k � !
(� � k)! ; k; � 2 N (2.7)

(� + 1)k =
(� + k)!

� !
; k; � 2 N (2.8)

(�a)� = (�1)� (a� � + 1)� (2.9)�
a+

1

2

�
�

=
(2a)2�
22� (a)�

(2.10)
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temel özelliklerini sa¼glar. Bunlar¬n birkaç¬n¬n ispat¬na bakal¬m:

·Ispat. Pochhammer sembolünün tan¬m¬ndan,

(��)k = (��) (�� + 1):::(�� + k � 1)

= (�1)k �(� � 1):::(� � k + 1)

olup son eşitlik (� � k)! ile çarp¬l¬p bölünürse

(��)k =
(�1)k � !
(� � k)!

bulunur.

Benzer şekilde Pochhammer sembolü tan¬m¬ndan,

(a)��n = a(a+ 1):::(a+ � � n� 1)

=
(a)�

(a+ � � n) ::: (a+ � � 1)

=
(a)�

(�a� � + n) ::: (�a� � + 1) (�1)n

=
(a)�

(�a� � + 1)n (�1)
n

elde edilir. Son olarak yine Pochhammer sembolü tan¬m¬gere¼gince,

(a)2� = a(a+ 1):::(a+ 2� � 1)

= 22�
�a
2

��a+ 1
2

�
:::

�
a+ 2� � 1

2

�
= 22�

��a
2

��a+ 2
2

�
:::

�
a+ 2� � 2

2

����
a+ 1

2

��
a+ 3

2

�
:::

�
a+ 2� � 1

2

��
= 22�

�a
2

�
�

�
a+ 1

2

�
�

bulunur.

Tan¬m 2.3 sFt genelleştirilmi̧s hipergeometrik fonksiyonu

sFt

�
a1; :::; as
b1; :::; bt

j x
�
=

1X
�=0

(a1)� ::: (as)�
(b1)� ::: (bt)�

x�

� !
(2.11)

olarak tan¬mlan¬r (Rainville 1960) ve bu seri8>>><>>>:
tüm x�ler için yak¬nsakt¬r , s � t

jxj < 1 için yak¬nsakt¬r , s = t+ 1

tüm x 6= 0�ler için ¬raksakt¬r , s > t+ 1

.

Burada (a)� Pochhammer sembolünü ifade etmektedir.
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Sonuç 2.1 s = 2 ve t = 0 özel durumunda sFt genelleştirilmi̧s hipergeometrik

fonksiyonu

2F0

�
a1; a2
� j x

�
=

1X
�=0

(a1)� (a2)�
x�

� !
,

s = 2 ve t = 1 özel durumunda 2F1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu

2F1

�
a1; a2
b1

j x
�
=

1X
�=0

(a1)� (a2)�
(b1)�

x�

� !
; jxj < 1 ,

ve s = 3; t = 2 durumunda ise 3F2 hipergeometrik fonksiyonu

3F2

�
a1; a2; a3
b1; b2

j x
�
=

1X
�=0

(a1)� (a2)� (a3)�
(b1)� (b2)�

x�

� !
; jxj < 1

formunda yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.4 f; g ve h reel parametreler olmak üzere Gauss diferensiyel denklemi

x (x� 1) y00 + [h� (f + g + 1) x] y0 � fgy = 0 (2.12)

ile tan¬ml¬d¬r. Frobenius yöntemi kullan¬larak x = 0 düzgün ayk¬r¬noktas¬civar¬nda

y =
P1

n=0 �nx
n+c formunda serisel çözümü aran¬rsa hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden

y1 = 2F1

0@ f; g

h
j x

1A
y2 = x1�h 2F1

0@ f � h+ 1; g � h+ 1

2� h
j x

1A
şeklinde çözümler elde edilir. Böylece, h parametresi s¬f¬r ya da herhangi bir po-

zitif tamsay¬olmad¬¼g¬taktirde, (2.12) Gauss diferensiyel denkleminin genel çözümü

hipergeometrik fonksiyonu cinsinden A1 ve A2 key�sabitler olmak üzere jxj < 1 için

y = A1 2F1

0@ f; g

h
j x

1A+ A2 x1�h 2F1

0@ f � h+ 1; g � h+ 1

2� h
j x

1A (2.13)

formunda yaz¬l¬r (Alt¬n 2020).

Tan¬m 2.5 qk : R ! R tan¬ml¬bir fonksiyon, k 2 N0 = f0; 1; 2; :::g ve �k 6= 0 için

�0; �1; :::; �k lar sabit say¬lar olsunlar.

qk (x) = �kx
k + �k�1x

k�1 + :::+ �1x+ �0
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şeklinde tan¬mlanan qk (x) fonksiyonuna k-y¬nc¬dereceden bir polinom denir. Bu-

rada k say¬s¬polinomun derecesi ve �0; �1; :::; �k say¬lar¬da polinomun katsay¬lar¬d¬r.

E¼ger �k = 1 ise qk (x) polinomu monik polinom olarak isimlendirilir.

Tan¬m 2.6 F cismi reel say¬lar cismi, X uzay¬ reel katsay¬l¬ polinomlar¬n uzay¬

olsun. Standart toplama ve çarpma i̧slemlerine göre (X;+; :) lineer uzay¬üzerinde

bir iç çarp¬m, �(x) fonksiyonu J � R aral¬¼g¬nda pozitif bir fonksiyon olmak üzere

hu; vi =
Z
J

u(x) v(x) �(x) dx

şeklinde tan¬mlan¬r. h:; :i : X �X ! F iç çarp¬m fonksiyonu

i) hu; vi = hv; ui

ii) hu; ui � 0 ve hu; ui = 0, u = 0

iii) hcu+ dv; wi = c hu;wi+ d hv; wi (c; d sabitler)

özelliklerini sa¼glar.

Tan¬m 2.7 J � R aral¬¼g¬nda k�y¬nc¬dereceden #k (x) ve #l (x) polinomlar¬reel

de¼gerli ve integrallenebilir olsunlar. J � R aral¬¼g¬nda � (x) � 0 a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre bu polinomlar¬n ortogonalli¼gi k; l 2 N0 ve k 6= l için

h#k; #li =
Z
J

#k(x)#l(x)�(x)dx = 0 (2.14)

eşitli¼gi ile tan¬mlanmaktad¬r ve k = l durumunda ise #k(x) polinomlar¬n¬n normu

k#kk = h#k; #ki1=2 =

0@Z
J

#2k(x)�(x)dx

1A1=2

; k = 0; 1; :::

şeklinde tan¬mlan¬r (Hochstadt 1971). Ayr¬ca k; l 2 N0 için

h#k; #li =
Z
J

#k(x)#l(x)�(x)dx =

8<: 0; k 6= l

1; k = l

eşitli¼gi ile tan¬mlanan f#k(x)g (k 2 N0) polinom kümesi ortonormal küme olarak

adland¬r¬l¬r.
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Teorem 2.1 (Favard Teoremi) J = [b; c] aral¬¼g¬nda � (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonal olan f#kg (k = 0; 1; :::) polinom ailesi, Kk; Lk ve Mk katsay¬lar¬k ya

ba¼gl¬sabitler olmak üzere

x#k (x) = #k+1 (x) + Lk#k (x) +Mk#k�1 (x) ; #�1 (x) = 0; #0 (x) = 1 (2.15)

üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar ve bu polinom ailesi

Z c

b

� (x)#k (x)#l (x) dx =

 
k�1Y
i=0

Mi+1

Z c

b

� (x) dx

!
�k;l (2.16)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬ gerçekler (Chihara 1978). Burada �k;l Kronecker deltay¬

gösterir ve

�k;l =

8<: 1; k = l

0; k 6= l

ile tan¬mlan¬r.

Teorem 2.2 Bir J aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s,

L [y] = a (x) y
00
+ b (x) y

0
+ c (x) y = 0 (2.17)

denklemini göz önünde bulundural¬m. L� nin self-adjoint olmad¬¼g¬ durumlarda,

(2.17) denklemi

g (x) =
1

a
exp

�Z x b (t)

a (t)
dt

�
ile çarp¬larak g (x)L [y] ifadesi self-adjoint olur. Bu durumda, ikinci basamaktan

(2.17) şeklindeki her lineer diferensiyel denklem g (x) ile çarp¬larak

d

dx

�
r (x)

dy

dx

�
+ s (x) y = 0

self-adjoint formuna getirilebilir (Alt¬n 2020). Burada

r (x) = exp

�Z x b (t)

a (t)
dt

�
s (x) =

c (x)

a (x)
exp

�Z x b (t)

a (t)
dt

�
dir.
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Tan¬m 2.8 (S-L problemi) (b; c) aral¬¼g¬nda tan¬ml¬bir s¬n¬r de¼ger problemi, �1; �2;


1 ve 
2 sabitler ve q (x) ; q
0
(x) ; r (x) ve � (x) fonksiyonlar¬ [b; c] aral¬¼g¬nda sürekli

fonksiyonlar olmak üzere�
q (x)#

0

k (x)
�0
+ (�k� (x)� r (x))#k (x) = 0 ; q (x) > 0; � (x) > 0 (2.18)

denklemi ve 8<: �1#k (b) + 
1#
0

k (b) = 0

�2#k (c) + 
2#
0

k (c) = 0
(2.19)

s¬n¬r koşullar¬ile verilsin. Bu şekilde verilen probleme regüler Sturm-Liouville prob-

lemi denir. Di¼ger yandan x = b veya x = c s¬n¬r noktalar¬nda q (x) = 0 ya da (b; c)

aral¬¼g¬sonsuz ise bu probleme singüler Sturm-Liouville problemi denir.

Teorem 2.3 (2.18)-(2.19) Sturm-Liouville sisteminde q (x) ; r (x) ve � (x) katsay¬

fonksiyonlar¬[b; c] aral¬¼g¬nda sürekli olsunlar. Bununla birlikte �k ve �l özde¼gerleri-

ne kaŗs¬l¬k gelen #k ve #l özfonksiyonlar¬ayn¬aral¬kta diferensiyellenebilir olsunlar.

Böylece #k ve #l özfonksiyonlar¬[b; c] aral¬¼g¬nda � (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre or-

togonaldir (Alt¬n 2020).

·Ispat. #k ve #l özfonksiyonlar¬(2.18) diferensiyel denkleminin �k ve �l özde¼gerlerine

kaŗs¬l¬k gelen iki çözümü olsunlar. #k fonksiyonu (2.18)-(2.19) probleminin bir

çözümü ise �
q (x)#

0

k (x)
�0
+ (�k� (x)� r (x))#k (x) = 0 (2.20)

ve 8<: �1#k (b) + 
1#
0

k (b) = 0

�2#k (c) + 
2#
0

k (c) = 0

koşullar¬gerçeklenecektir. Burada k indisine ba¼gl¬bu eşitlik l indisine ba¼gl¬ola-

rak tekrar yaz¬l¬r ve denklemler s¬ras¬yla #l (x) ve #k (x) ile çarp¬larak taraf tarafa

ç¬kar¬ld¬ktan sonra (b; c) aral¬¼g¬nda integre edilirse

(�l � �k)
Z c

b

� (x)#k (x)#l (x) dx

= q (c)
h
#k (c)#

0

l (c)� #
0

k (c)#l (c)
i
� q (b)

h
#k (b)#

0

l (b)� #
0

k (b)#l (b)
i

elde edilir. #k ve #l s¬n¬r koşullar¬n¬gerçekledi¼ginden

#k (c)#
0

l (c)� #
0

k (c)#l (c) = 0 ve #k (b)#
0

l (b)� #
0

k (b)#l (b) = 0

11



olup buradan

(�l � �k)
Z c

b

� (x)#k (x)#l (x) dx = 0

elde edilir. l 6= k için Z c

b

� (x)#k (x)#l (x) dx = 0

gerçeklenir. Bu durumda #k ve #l çözümleri, (b; c) aral¬¼g¬nda (2.18) s¬n¬r koşullar¬

alt¬nda � (x) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. YaniZ c

b

� (x)#k (x)#l (x) dx =

�Z c

b

� (x)#2k (x) dx

�
�k;l (2.21)

gerçeklenir.

Şimdi de özel durumda regüler Sturm-Liouville problemini de içeren Sturm-Liouville

probleminin simetrik bir genellemesini verelim.

Tan¬m 2.9 Her k 2 Z+ için �k (�x) = (�1)k �k (x) eşitli¼gini sa¼glayan �k (x)

fonksiyonuna simetrik bir fonksiyon denir.

Tan¬m 2.10 (Sturm-Liouville Probleminin Simetrik Bir Genellemesi)

B(x); C(x); D(x); E(x) ve F (x) key�fonksiyonlar ve f�kg sabitler dizisi olmak üzere

B(x)�
00

k(x) + C(x)�
0

k(x) +

�
�kD(x) + E(x) +

1� (�1)k
2

F (x)

�
�k(x) = 0 (2.22)

diferensiyel denklemini sa¼glayan simetrik fonksiyonlar¬n bir dizisi f�k(x)g
1
k=0 olsun.

F (x) = 0 oldu¼gunda (2.22) denklemi, (2.18) regüler Sturm-Liouville problemine

eş de¼ger olur. �k(x), (2.22) denkleminin �k(�x) = (�1)k�k(x) koşulunu sa¼glayan

simetrik çözümü oldu¼gundan B(x); D(x); E(x) ve F (x) çift fonksiyon, C(x) ise tek

fonksiyondur (Masjed-Jamei 2007a, 2020).

Teorem 2.4 �k(x) fonksiyonu, (2.22) denkleminin �k(�x) = (�1)k�k(x) koşulunu

sa¼glayan bir simetrik çözümü iseZ �

��
W �(x)�k(x)�l(x)dx =

�Z �

��
W �(x)�2k(x)dx

�
�k;l (2.23)

ortogonallik özelli¼gini sa¼glar. Burada

W �(x) = D(x) exp

�Z
C(x)�B0

(x)

B(x)
dx

�
=

D(x)

B(x)
exp

�Z
C(x)

B(x)
dx

�
(2.24)
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a¼g¬rl¬k fonksiyonudur. C(x) > 0 için W �(x) pozitif ve [��; �] aral¬¼g¬nda çift olan bir

fonksiyondur (Masjed-Jamei 2007a, 2020).

(2.22) diferensiyel denkleminde,

B(x) = x2(�x2 + �) = B(�x)

C(x) = x(
x2 + �) = �C(�x)

D(x) = x2 = D(�x)

E(x) = 0 = E(�x)

F (x) = �� = F (�x) (2.25)

ve �k = �k(
 + (k � 1)�) özel olarak seçilirse,

x2(�x2+�)�
00

k(x)+x(
x
2+ �)�

0

k(x)� (k(
+(k�1)�)x2+(1� (�1)k)�=2)�k(x) = 0

(2.26)

denklemi elde edilir. Burada k = 2l ve k = 2l+1 için elde edilen denklemlere Frobe-

nius metodu uygulanarak x = 0 düzgün ayk¬r¬noktas¬civar¬nda y =
P1

n=0 enx
n+c

formunda serisel çözüm aran¬rsa ve elde edilen çözümler birleştirilirse, (2.26) denk-

leminin polinom çözümü,

Sk

0@ 
 �

� �
j x

1A =

[k=2]X
n=0

0@ [k=2]

n

1A0@[k=2]�(n+1)Y
j=0

(2j + (�1)k+1 + 2[k=2])�+ 

(2j + (�1)k+1 + 2)� + �

1Axk�2n
(2.27)

olarak bulunur (Masjed-Jamei 2007b, 2020). Burada
Q�1
j=0 aj = 1 olarak kabul

edilmektedir ve �
k

2

�
=

8<: k
2
; k çift ise

k�1
2

; k tek ise

dir. Bu polinomun monik formu

Sk

0@ 
 �

� �
j x

1A =

[k=2]�1Y
j=0

(2j + (�1)k+1 + 2)� + �
(2j + (�1)k+1 + 2[k=2])�+ 


�
[k=2]X
n=0

0@ [k=2]

n

1A0@[k=2]�(n+1)Y
j=0

(2j + (�1)k+1 + 2[k=2])�+ 

(2j + (�1)k+1 + 2)� + �

1Axk�2n (2.28)
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şeklinde yaz¬labilir. Ayn¬zamanda Sk monik polinomlar¬

Sk

0@ 
 �

� �
j x

1A = xk 2F1

0@ � [k=2] ; (� � �)=2� � [(k + 1)=2]

�(
 + (2k � 3)�)=2�
j � �

�x2

1A (2.29)

hipergeometrik gösterime sahiptir (Masjed-Jamei 2007b, Çelik 2020).

Teorem 2.5 Sk monik polinomlar¬

Sk+1(x) = xSk(x) + �k

0@ 
 �

� �

1ASk�1(x); (2.30)

S0(x) = 1; S1(x) = x; k = 1; 2; :::

üç terimli rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬gerçekler. Burada �k

0@ 
 �

� �

1A katsay¬s¬

�k

0@ 
 �

� �

1A =
��k2 + ((
 � 2�)� � (�1)k��)k + (
 � 2�)�(1� (�1)k)=2

(2�k + 
 � �)(2�k + 
 � 3�)
(2.31)

şeklinde tan¬mlan¬r (Masjed-Jamei 2007b, 2020).

Teorem 2.6 Sk monik polinomlar¬

Z �

��
W �

0@ 
 �

� �
j x

1A Sk

0@ 
 �

� �
j x

1ASl
0@ 
 �

� �
j x

1A dx (2.32)
=

0@(�1)k kY
j=1

�j

0@ 
 �

� �

1AZ �

��
W �

0@ 
 �

� �
j x

1A dx
1A �k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glarlar. Burada

W �

0@ 
 �

� �
j x

1A = x2 exp

�Z
(
 � 4�)x2 + (� � 2�)

x(�x2 + �)
dx

�

= exp

�Z
(
 � 2�)x2 + �
x(�x2 + �)

dx

�
(2.33)

şeklindedir (Masjed-Jamei 2007a, 2020, Çelik 2020).

Şimdi de tez boyunca kullanaca¼g¬m¬z Fourier dönüşümü ve Laplace dönüşümünün

tan¬mlar¬n¬verelim.
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Tan¬m 2.11 Bir f fonksiyonu her sonlu [�L;L] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli veR1
�1 jf(x)j dx integrali yak¬nsak olsun. O taktirde,

F (f (x)) = 1

2�

Z 1

�1
f(x)e�isxdx (2.34)

ifadesine f nin Fourier dönüşümü denir. Fourier teorisinin Parseval özdeşli¼gi

f; g 2 L2 (R) için Z 1

�1
f (x) g (x)dx =

1

2�

Z 1

�1
F(f (x))F (g(x))dx (2.35)

biçiminde tan¬mlan¬r (Davies 2002).

NOT: Baz¬kaynaklarda f fonksiyonunun Fourier dönüşümü ayr¬ca

F (f (x)) = 1p
2�

Z 1

�1
f(x)e�isxdx

olarak da verilebilmektedir.

Tan¬m 2.12 f(x) fonksiyonu p üstel mertebeli,M veK pozitif sabitler olmak üzere

e�px jf(x)j �M; 8x > K

koşulunu sa¼gl¬yorsa bir f(x) fonksiyonunun tüm x � 0 (reel say¬lar¬) için tan¬ml¬

Laplace dönüşümü

Lff(x)g =
Z 1

0

f(x)e�sxdx (2.36)

olarak tan¬mlan¬r (Widder 1941).
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3. KLAS·IK ORTOGONAL POL·INOMLARIN FOURIER

DÖNÜŞÜMLER·I

k pozitif bir tamsay¬ve �; �; 
; �; " parametreleri k dan ba¼g¬ms¬z reel parametreler

olmak üzere�
�x2 + �x+ 


�
y
00

k (x) + (�x+ ") y
0

k (x)� k (� + (k � 1)�) yk (x) = 0 (3.1)

formundaki bir diferensiyel denklemini self-adjoint forma dönüştürmek için pozitif

bir z (x) fonksiyonu ile çarparsak�
�x2 + �x+ 


�
z (x) y

00

k (x) + (�x+ ") z (x) y
0

k (x)� k (� + (k � 1)�) z (x) yk (x) = 0

yaz¬labilir. Bu denklemin self-adjoint olabilmesi için��
�x2 + �x+ 


�
z (x)

�0
= (�x+ ") z (x)

olmal¬d¬r. Buradan

z (x) = e
R (�x+")�(�x2+�x+
)

0

�x2+�x+

dx
=

1

�x2 + �x+ 

e
R

�x+"

�x2+�x+

dx

elde edilir. Böylece bu diferensiyel denklem self-adjoint formdah�
�x2 + �x+ 


�
z (x) y

0

k (x)
i0
= k (� + (k � 1)�) z (x) yk (x) (3.2)

şeklinde yaz¬l¬r.

1929� da Bochner, böylesi bir denklemin ortogonal polinom çözümlerinin Jacobi

polinomlar¬, genelleştirilmi̧s Laguerre polinomlar¬ve Hermite polinomlar¬oldu¼gunu

göstermi̧stir (Bochner 1929, Szegö 1975). 2002�de ise Masjed-Jamei bu denklemin

sonlu ortogonal polinom çözümlere sahip olabilece¼gini göstermi̧s ve bu denklemin

çözümleri olan s¬ras¬ ile Jacobi, Laguerre ve ultraküresel polinomlarla ili̧skili olan

M
(a;b)
k (x) ; N

(a)
k (x) ; I

(a)
k (x) sonlu ortogonal polinom aileleri üzerine çal¬̧sm¬̧st¬r (Mas-

jed-Jamei 2002). Böylece bu denklemin çözümü olan sonsuz klasik ortogonal poli-

nom aileleri ve sonlu klasik ortogonal polinom aileleri olmak üzere 6 tane farkl¬

ortogonal polinom ailesi vard¬r.

Bu bölümde ilk olarak klasik ortogonal polinomlar¬n tan¬mlar¬verilecektir ve litera-

türde var olan Fourier dönüşümleri üzerine çal¬̧s¬lacakt¬r.
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3.1 Jacobi Polinomlar¬ve Fourier Dönüşümleri

(3.2) eşitli¼ginde özel olarak

� = �1; � = 0; 
 = 1; � = �a� b� 2; " = �a+ b

de¼gerleri seçildi¼ginde Jacobi diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklem self-

adjoint formda

h
(1� x)1+a (1 + x)1+b y0k (x)

i0
= �k (k + a+ b+ 1) (1� x)a (1 + x)b yk (x) (3.3)

şeklinde yaz¬l¬r. Serisel çözümü aran¬rsa

P
(a;b)
k (x) =

1

2k

kX
n=0

0@ a+ k

k � n

1A0@ b+ k

n

1A (x+ 1)k�n (x� 1)n (3.4)

şeklinde bir aç¬k polinom çözümüne sahip oldu¼gu görülür (Rainville 1960). Ayr¬ca

hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

P
(a;b)
k (x) =

(a+ 1)k
k!

2F1

0@ �k; k + a+ b+ 1

a+ 1
j 1� x

2

1A (3.5)

=
(a+ 1)k
k!

kX
n=0

(�k)n (a+ b+ k + 1)n
2nn! (a+ 1)n

(1� x)n

formunda yaz¬labilir ve Jacobi ortogonal polinomlar¬

P
(a;b)
k (x) =

(�1)k

2kk!
(1� x)�a (1 + x)�b d

k

dxk

n
(1� x)k+a (1 + x)k+b

o
(3.6)

Rodrigues formülü ile tan¬mlan¬r. Bu polinomlar k; l 2 N0 içinZ 1

�1
(1� x)a (1 + x)b P (a;b)k (x)P

(a;b)
l (x) dx

=
2a+b+1� (a+ k + 1)� (b+ k + 1)

k! (a+ b+ 2k + 1)� (a+ b+ k + 1)
�k;l (3.7)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Rainville 1960).

Şimdi Jacobi polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümünü uygulayaca¼g¬m¬z özel fonksiyonlar¬8<: u (x) = (1� tanh x)p (1 + tanhx)q P (a;b)k (tanh x)

v (x) = (1� tanh x)r (1 + tanhx)t P (c;d)l (tanhx)
(3.8)
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu belirlenen fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier dönüşümü

mevcuttur. Öncelikle u(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde edelim:

F (u (x)) =

Z 1

�1
e�isx (1� tanh x)p (1 + tanhx)q P (a;b)k (tanh x) dx

=

Z 1

�1
(1� y)p�1+

1
2
is (1 + y)q�1�

1
2
is P

(a;b)
k (y) dy

= 2p+q�1
Z 1

0

zp�1+
1
2
is (1� z)q�1�

1
2
is P

(a;b)
k (1� 2z) dz (3.9)

formunda olup burada s¬ras¬yla tanh x = y ve y = 1�2z de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬lm¬̧st¬r

ve
dy

dx
= (cosh x)�2 = (1� tanh x) (1 + tanh x) ,

1� tanh x
1 + tanhx

= e�2x

eşitlikleri kullan¬lm¬̧st¬r. (3.9) eşitli¼ginde (3.5) ile verilen Jacobi polinomlar¬n¬n

hipergeometrik gösterimi ve (2.2) ile verilen Beta integrali kullan¬lmas¬yla

F (u (x)) = 2p+q�1 (a+ 1)k
k!

kX
n=0

(�k)n (a+ b+ k + 1)n
n! (a+ 1)n

B

�
p+ k +

1

2
is; q � 1

2
is

�

= 2p+q�1
(a+ 1)k
k!

B

�
p+

1

2
is; q � 1

2
is

� kX
n=0

(�k)n (a+ b+ k + 1)n
�
p+ 1

2
is
�
n

n! (a+ 1)n (p+ q)n

= 2p+q�1
(a+ 1)k
k!

B

�
p+

1

2
is; q � 1

2
is

�
3F2

0@ �k; a+ b+ k + 1; p+ 1
2
is

a+ 1; p+ q
j 1

1A
= 2p+q�1

�
�
p+ 1

2
is
�
�
�
q � 1

2
is
�

� (p+ q + k)
i�kpk

�s
2
; p; b� q + 1; a� p+ 1; q

�
(3.10)

elde edilir. Burada pk (x;�; �; 
; �) sürekli Hahn polinomlar¬d¬r ve

pk (x;�; �; 
; �) (3.11)

= ik
(�+ 
)k (�+ �)k

k!
3F2

�
�k; k + �+ � + 
 + � � 1; �+ ix

�+ 
; �+ �
j 1
�

ile tan¬ml¬d¬r. Burada R (p) , R (q) > 0 d¬r (Koelink 1996).

Benzer şekilde v(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F (v (x)) =

Z 1

�1
e�isx (1� tanh x)r (1 + tanhx)t P (c;d)l (tanh x) dx (3.12)

= 2r+t�1
�
�
r + 1

2
is
�
�
�
t� 1

2
is
�

� (r + t+ l)
i�lpl

�s
2
; r; d� t+ 1; c� r + 1; t

�
olarak elde edilir.
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(3.8) eşitli¼ginde tan¬mlanan u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬göz önünde bulundurarak

(3.11) ve (3.12) eşitliklerinde elde edilen u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşüm-

lerine (2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi uygulan¬rsa

2�

Z 1

�1
(1� tanh x)p+r (1 + tanhx)q+t P (a;b)k (tanh x)P

(c;d)
l (tanh x) dx

= il�k2p+q+r+t�2
Z 1

�1

�
�
p+ 1

2
is
�
�
�
q � 1

2
is
�
�
�
r � 1

2
is
�
�
�
t+ 1

2
is
�

� (p+ q + k) � (r + t+ l)

�pk
�s
2
; p; b� q + 1; a� p+ 1; q

�
pl

�s
2
; r; d� t+ 1; c� r + 1; t

�
(3.13)

elde edilir. Di¼ger taraftan (3.13) eşitli¼ginin sol taraf¬nda

a = c = p+ r � 1 ve b = d = q + t� 1

ifadeleri seçilirse ve daha sonra (3.7) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬göz önüne al¬n¬rsa (3.13)

denklemi son olarakZ 1

�1
� (p+ is) � (q � is) � (r � is) � (t+ is)

�pk (s; p; t; r; q) pl (s; r; q; p; t) ds

= 2�
� (p+ q + k) � (r + t+ k) � (p+ r + k) � (q + t+ k)

k! (p+ q + r + t+ 2k � 1) � (p+ q + r + t+ k � 1) �k;l

şeklinde ifade edilir. Bunlar¬n bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 (3.11) ile tan¬mlanan sürekli Hahn polinomlar¬R (p) ; R (q) ; R (r) ;

R (t) > 0 için

1

2�

Z 1

�1
� (p+ is) � (q � is) � (r � is) � (t+ is) (3.14)

�pk (s; p; t; r; q) pl (s; r; q; p; t) ds

=
� (p+ q + k) � (r + t+ k) � (p+ r + k) � (q + t+ k)

k! (p+ q + r + t+ 2k � 1) � (p+ q + r + t+ k � 1) �k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir (Koelink 1996).

3.2 Genelleştirilmi̧s Laguerre Polinomlar¬ve Fourier Dönüşümleri

(3.2) eşitli¼ginde özel olarak

� = 0; � = 1; 
 = 0; � = �1; " = a+ 1
19



de¼gerleri seçildi¼ginde genelleştirilmi̧s Laguerre diferensiyel denklemi elde edilir ve bu

denklem self-adjoint formda

h
x1+ae�xy

0

k (x)
i0
= �kxae�xyk (x) (3.15)

şeklinde yaz¬l¬r. Serisel çözümü aran¬rsa

L
(a)
k (x) =

1

k!

kX
n=0

k!

n!

0@ a+ k

k � n

1A (�x)n (3.16)

şeklinde bir aç¬k polinom çözümüne sahip oldu¼gu görülür. Ayr¬ca hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

L
(a)
k (x) = (�1)k (a+ 1)k 1F1

0@ �k

a+ 1
j x

1A (3.17)

= (�1)k (a+ 1)k
kX
n=0

(�k)n
n! (a+ 1)n

xn

olarak yaz¬labilir ve genelleştirilmi̧s Laguerre ortogonal polinomlar¬

L
(a)
k (x) = (�1)k x�aex d

k

dxk
�
xk+ae�x

	
(3.18)

Rodrigues formülü ile tan¬mlan¬r. Bu polinomlar k; l 2 N0 için

Z 1

0

xae�xL
(a)
k (x)L

(a)
l (x) dx = k!� (a+ k + 1) �k;l (3.19)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Andrews vd. 1999). a = 0 özel durumunda L(a)k (x)

genelleştirilmi̧s Laguerre polinomlar¬Lk(x) Laguerre polinomlar¬na indirgenir.

Şimdi L(a)k (x) polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümü için uygulayaca¼g¬m¬z özel fonksi-

yonlar¬ 8<: u (x) = epx�
1
2
exL

(a)
k (ex)

v (x) = eqx�
1
2
exL

(b)
l (e

x)
(3.20)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu belirlenen fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier dönüşümü
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mevcuttur. Öncelikle u(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde edelim:

F (u (x)) =

Z 1

�1
e�isxepx�

1
2
exL

(a)
k (ex) dx =

Z 1

0

y�is�1+pe�
y
2L

(a)
k (y) dy

= (�1)k (a+ 1)k
kX
n=0

(�k)n
n! (a+ 1)n

�Z 1

0

y�is�1+p+ne�
y
2 dy

�

= (�1)k (a+ 1)k
kX
n=0

(�k)n (p� is)n
(a+ 1)n n!

2p�is+n� (p� is+ n)

= (�1)k (a+ 1)k 2p�is� (p� is) 2F1

0@ �k; p� is

a+ 1
j 2

1A . (3.21)

Burada ilk olarak ex = y de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬lm¬̧st¬r, Gamma fonksiyonunun

tan¬m¬ve

Z 1

0

y�p�is+k�1e�
1
2y dy = 2p+is�k� (p+ is� k)

belirli integrali kullan¬lm¬̧st¬r. Benzer i̧slemler uygulanarak v(x) fonksiyonunun

Fourier dönüşümü

F (v (x)) =

Z 1

�1
e�isxeqx�

1
2
exL

(b)
l (e

x) dx (3.22)

= (�1)l (b+ 1)l 2q�is� (q � is) 2F1

0@ �l; q � is

b+ 1
j 2

1A

elde edilir.

(3.20) eşitli¼ginde tan¬mlanan u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬göz önünde bulundurarak

(3.21) ve (3.22) eşitliklerinde elde edilen u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşü-
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müne (2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi uygulan¬rsa

2�

Z 1

�1
e(p+q)xe�e

x

L
(a)
k (ex)L

(b)
l (e

x) dx (3.23)

= 2�

Z 1

0

yp+q�1e�tL
(a)
k (y)L

(b)
l (y) dy

= (�1)k+l (a+ 1)k (b+ 1)l
Z 1

�1
2p�is� (p� is) 2q�is� (q � is)

�2F1

0@ �k; p� is

a+ 1
j 2

1A
2F1

0@ �l; q � is

b+ 1
j 2

1Ads
= 2p+q (�1)k+l (a+ 1)k (b+ 1)l

Z 1

�1
� (p� is) � (q � is)

�2F1

0@ �k; p� is

a+ 1
j 2

1A
2F1

0@ �l; q � is

b+ 1
j 2

1Ads
elde edilir. Son olarak (3.23) eşitli¼ginde

a = b = p+ q � 1

ifadeleri seçilerek ve daha sonra (3.19) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ göz önüne al¬narak

aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 3.1 Genelleştirilmi̧s Laguerre polinomlar¬R(a) > 0Z 1

�1
� (p� is) � (a+ 1� p� is)

� 2F1

0@ �k; p� is

a+ 1
j 2

1A
2F1

0@ �l; a+ 1� p� is

b+ 1
j 2

1Ads
=

�k!� (a+ 1)

2a (a+ 1)k
�k;l (3.24)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir.

3.3 Hermite Polinomlar¬ve Fourier Dönüşümleri

(3.2) eşitli¼ginde özel olarak

� = 0; � = 0; 
 = 1; � = �2; " = 0
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de¼gerleri seçildi¼ginde Hermite diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklem self-

adjoint formda h
e�x

2

y
0

k (x)
i0
= �2ke�x2yk (x) (3.25)

şeklinde yaz¬l¬r. Serisel çözümü aran¬rsa

Hk (x) =

[ k2 ]X
n=0

(�1)n n!

0@ k � n

n

1A0@ k

k � n

1A (2x)k�2n (3.26)

şeklinde bir aç¬k polinom çözümüne sahip oldu¼gu görülür. Ayr¬ca hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

Hk (x) = (2x)
k
2F0

0@ �k
2
; �k+1

2

�
j � 1
x2

1A (3.27)

olarak yaz¬labilir ve Hermite ortogonal polinomlar¬

Hk (x) = (�1)k ex
2 dk

dxk
e�x

2

(3.28)

Rodrigues formülü ile tan¬mlan¬r. Bu polinomlar k; l 2 N0 içinZ 1

�1
e�x

2

Hk (x)Hl (x) dx = 2
kk!
p
��k;l (3.29)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Andrews vd. 1999).

Şimdi gösterelim ki f(x) = e�x
2
fonksiyonunun Fourier dönüşümü kendisidir. Bunu

göstermek için

P (x) =
2p
�

�Z 1

0

e�u
2

cos (2xu) du

�
integrali ile başlayal¬m. Bu eşitli¼gin her iki yan¬nda x�e göre türev al¬p daha sonra

bir kez k¬smi integrasyon uygularsak

dP

dx
= �2xP

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin çözümü

P (x) = �e�x
2

(3.30)

olarak bulunur. Burada x = 0 yaz¬lmas¬yla � sabiti

P (0) = � =
2p
�

Z 1

0

e�u
2

du =
2p
�

p
�

2
= 1
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bulunur. Sonuç olarak

P (x) = e�x
2

elde edilir. Bu durumda P (x)� in tan¬m¬ndan ve eisx = cos sx + i sin sx Euler

formülünden

e�x
2

=
1p
�

Z 1

�1
e�u

2

e2iuxdu (3.31)

ifadesine ulaş¬l¬r. Böylece e�x
2
fonksiyonunun Fourier dönüşümünün kendisine eşit

oldu¼gu gösterilmi̧stir. Benzer olarak Hermite polinomlar¬n¬n tan¬m¬kullan¬larak

v (x) = e�
x2

2 Hk (x)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyonun Fourier dönüşümü de

1p
2�

Z 1

�1
eiuxe�

u2

2 Hk (u) du = i
ke�

x2

2 Hk (x)

ifadesine eşit olur. Bu eşitlik gösterir ki ik; Fourier dönüşümünün özde¼gerleri ve

e�
x2

2 Hk (x) fonksiyonu da Fourier dönüşümünün özfonksiyonudur (Andrews vd. 1999).

3.4 N
(a)
k (x) Polinomlar¬ve Fourier Dönüşümleri

(3.2) eşitli¼ginde özel olarak

� = 1; � = 0; 
 = 0; � = �a+ 2; " = 1

de¼gerleri seçildi¼ginde N (a)
k (x) polinomlar¬n¬n diferensiyel denklemi elde edilir ve bu

denklem self-adjoint formdah
x2�ae�

1
xy

0

k (x)
i0
= k (k + 1� a)x�ae� 1

xyk (x) (3.32)

şeklinde yaz¬l¬r. Frobenius metodu uygulanarak x = 0 düzgün ayk¬r¬noktas¬civar¬nda

y =
P1

n=0 �nx
n+c formunda serisel çözümü aran¬rsa

N
(a)
k (x) = (�1)k

kX
n=0

n!

0@ a� k � 1

n

1A0@ k

k � n

1A (�x)n (3.33)

şeklinde bir aç¬k polinom çözümüne sahip oldu¼gu görülür. Ayr¬ca hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

N
(a)
k (x) = k!xk

0@ a� k � 1

k

1A
1F1

0@ �k

a� 2k
j 1
x

1A
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olarak yaz¬labilir ve

N
(a)
k (x) = (�1)k xae 1x d

k

dxk

�
x2k�ae�

1
x

�
, k = 0; 1; :::

Rodrigues formülü ile tan¬mlan¬r. Bu polinomlar [0;1) aral¬¼g¬nda x�ae� 1
x a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre sonlu ortogonaldir. Yani k; l = 0; 1; 2; :::; N0 < a�1
2
;

N0 = maks fk; lg içinZ 1

0

x�ae�
1
xN

(a)
k (x)N

(a)
l (x) dx =

k! (a� k � 1)!
a� 2k � 1 �k;l (3.34)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Masjed-Jamei 2002).

Şimdi N (a)
k (x) polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümü için uygulayaca¼g¬m¬z özel fonksi-

yonlar¬ 8<: u (x) = e�px�
1
2
e�xN

(a)
k (ex)

v (x) = e�qx�
1
2
e�xN

(b)
l (ex)

(3.35)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu belirlenen fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier dönüşümü

mevcuttur. Öncelikle u(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde edelim:

F (u (x)) =

Z 1

�1
e�isxe�(px+

1
2
e�x)N

(a)
k (ex) dx =

Z 1

0

y�is�1�pe�
1
2yN

(a)
k (y) dy

= (�1)k
kX
n=0

(a� k � 1)!k! (�1)n

(a� k � 1� n)!n! (k � n)!

�Z 1

0

y�is�1�p+ne�
1
2y dy

�

= (�1)k 2p+is� (p+ is)
kX
n=0

(�k)n (k + 1� a)n
(1� p� is)n

(2�1)
n

n!

= (�1)k 2p+is� (p+ is) 2F1

0@ �k; k + 1� a

1� p� is
j 1
2

1A : (3.36)

Burada ilk olarak ex = y de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬lm¬̧st¬r veZ 1

0

y�p�is+k�1e�
1
2y dy = 2p+is�k� (p+ is� k)

belirli integrali kullan¬lm¬̧st¬r. Benzer i̧slemler uygulanarak v(x) fonksiyonunun

Fourier dönüşümü

F (v (x)) =

Z 1

�1
e�isxe�(qx+

1
2
e�x)N

(b)
k (ex) dx (3.37)

= (�1)l 2q+is� (q + is) 2F1

0@ �l; l + 1� b

1� q � is
j 1
2

1A
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elde edilir.

(3.35) eşitli¼ginde tan¬mlanan u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬göz önünde bulundurarak

(3.36) ve (3.37) eşitliklerinde elde edilen u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşüm-

lerine (2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi uygulan¬rsa

2�

Z 1

�1
e�(p+q)xe�e

�x
N
(a)
k (ex)N

(b)
l (ex) dx (3.38)

= 2�

Z 1

0

y�(p+q+1)xe�
1
yN

(a)
k (y)N

(b)
l (y) dy

= (�1)k+l 2p+q
Z 1

�1
� (p+ is) � (q + is)

�2F1

0@ �k; k + 1� a

1� p� is
j 1
2

1A
2F1

0@ �l; l + 1� b

1� q � is
j 1
2

1Ads
elde edilir. Son olarak (3.38) eşitli¼ginde

a = b = p+ q + 1

ifadesi seçilerek ve daha sonra (3.34) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬dikkate al¬narak aşa¼g¬daki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2 K
(1)
k (x;�; �) = 2F1

0@ �k; k � �� �

1� �� x
j 1
x

1A özel fonksiyonu

1

2�

Z 1

�1
� (�+ ix) � (� � ix)K(1)

k (ix;�; �)K
(1)
l (�ix; �; �) dx (3.39)

=
k!� (�+ � + 1� k)
(�+ � � 2k) 2�+� �k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. Burada � + � > 2k dir (Koepf ve Masjed-Jamei

2007).

Sonuç 3.2 Yukar¬daki teorem k = l = 0 durumunda

1

2�

Z 1

�1
� (�+ ix) � (� � ix) = � (�+ �)

2�+�

sonucunu verir.
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3.5 M
(a;b)
k (x) Polinomlar¬ve Fourier Dönüşümleri

(3.2) eşitli¼ginde özel olarak

� = 1; � = 1; 
 = 0; � = 2� a; " = b+ 1

de¼gerleri seçildi¼ginde M (a;b)
k (x) polinomlar¬n¬n diferensiyel denklemi elde edilir ve

bu denklem self-adjoint formdah
x1+b (1 + x)1�a�b y

0

k (x)
i0
= k (k + 1� a)xb (1 + x)�a�b yk (x) (3.40)

şeklinde yaz¬l¬r. Frobenius yöntemi kullan¬larak x = 0 düzgün ayk¬r¬noktas¬civar¬nda

y =
P1

n=0 �nx
n+c formunda serisel çözümü aran¬rsa

M
(a;b)
k (x) = (�1)k k!

kX
n=0

0@ a� (k + 1)

n

1A0@ b+ k

k � n

1A (�x)n (3.41)

şeklinde bir aç¬k polinom çözümüne sahip oldu¼gu görülür. Ayr¬ca hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

M
(a;b)
k (x) = (�1)k k!

0@ b+ k

k

1A
2F1

0@ �k; k � a+ 1

b+ 1
j �x

1A
olarak yaz¬labilir ve

M
(a;b)
k (x) = (�1)k (1 + x)

a+b

xb
dk

dxk

�
xk+b (1 + x)k�a�b

�
, k = 0; 1; :::

Rodrigues formülü ile tan¬mlan¬r. Bu polinomlar [0;1) aral¬¼g¬nda xb

(1+x)a+b
a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre sonlu ortogonaldir. Yani k; l = 0; 1; 2; :::; N0 < a�1
2
ve

b > �1; N0 = maks fk; lg içinZ 1

0

xb

(1 + x)a+b
M

(a;b)
k (x)M

(a;b)
l (x) dx (3.42)

=

�
k! (a� (k + 1))! (b+ k)!

(a� (2k + 1)) (a+ b� (k + 1))!

�
�k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Masjed-Jamei 2002).

Şimdi M (a;b)
k (x) polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümü için uygulayaca¼g¬m¬z özel fonksi-

yonlar¬ 8<: u (x) = e�x

(1+ex)�+�
M

(a;b)
k (ex)

v (x) = e
x

(1+ex)
+�
M

(c;d)
l (ex)

(3.43)
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu belirlenen fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier dönüşü-

mü mevcuttur. Öncelikle u(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde edelim:

F (u (x)) (3.44)

=

Z 1

�1
e�isx

e�x

(1 + ex)�+�
M

(a;b)
k (ex) dx =

Z 1

0

y�is�1
y�

(1 + y)�+�
M

(a;b)
k (y) dy

= (�1)k k!

0@ b+ k

k

1A kX
n=0

(�1)n (�k)n (k � a+ 1)n
(b+ 1)n n!

 Z 1

0

y��is�1+n

(1 + y)�+�
dy

!

= (�1)k (b+ k)!
b!

kX
n=0

(�1)n (�k)n (k � a+ 1)n
(b+ 1)n n!

� (�� is+ n) � (� + is� n)
� (�+ �)

=
(�1)k � (b+ k + 1)� (�� is) � (� + is)

� (b+ 1)� (�+ �)
3F2

0@ �k; k � a+ 1; �� is

b+ 1; 1� � � is
j 1

1A .

Burada ilk olarak ex = y de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬lm¬̧st¬r, daha sonras¬nda (2.2) ile

verilen Beta integrali ve Pochhammer sembolünün

� (�+ n) = (�)n � (�) ; � (�� n) = (�1)n � (�)
(1� �)n

temel özellikleri kullan¬lm¬̧st¬r. Benzer i̧slemler uygulanarak v(x) fonksiyonunun

Fourier dönüşümü

F (v (x)) =

Z 1

�1
e�isx

e
x

(1 + ex)
+�
M

(c;d)
l (ex) dx (3.45)

=
(�1)l � (d+ l + 1)� (
 � is) � (� + is)

� (d+ 1)� (
 + �)
3F2

0@ �l; l � c+ 1; 
 � is

d+ 1; 1� � � is
j 1

1A

elde edilir.

(3.43) de tan¬mlanan u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬göz önünde bulundurarak (3.44) ve

(3.45) eşitliklerinde elde edilen u(x) ve v (x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşümlerine
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(2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi uygulan¬rsa

2�

Z 1

�1

e(�+
)x

(1 + ex)�+�+
+�
M

(a;b)
k (ex)M

(c;d)
l (ex) dx (3.46)

= 2�

Z 1

0

y�+
�1

(1 + y)�+�+
+�
M

(a;b)
k (y)M

(c;d)
l (y) dy

= (�1)k+l � (b+ k + 1)� (d+ l + 1)

� (b+ 1)� (�+ �) � (d+ 1)� (
 + �)

�
Z 1

�1
� (�� is) � (� + is) � (
 � is) � (� + is)

� 3F2

0@ �k; k � a+ 1; �� is

b+ 1; 1� � � is
j 1

1A
3F2

0@ �l; l � c+ 1; 
 � is

d+ 1; 1� � � is
j 1

1Ads
elde edilir. Di¼ger taraftan (3.46) eşitli¼ginin sol taraf¬nda

b = d = �+ 
 � 1 ve a = c = � + � � 1

ifadeleri seçilerek ve daha sonra (3.42) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ göz önüne al¬narak

(3.46) denklemi son olarak

(2�) k! (� + � � k)! (�+ 
 � 1� k)!
(� + � � 2k) (�+ � + 
 + � � k � 1)!

�2 (�+ 
) � (� + �) � (
 + �)

(�1)k+l � (�+ 
 + k) � (�+ 
 + l)
�k;l

=

Z 1

�1
� (�� is) � (� + is) � (
 � is) � (� + is) 3F2

0@ �k; k � � � �; �� is

�+ 
; 1� � � is
j 1

1A
�3F2

0@ �l; l � � � �; 
 � is

�+ 
; 1� � � is
j 1

1Ads (3.47)

şeklinde ifade edilir. Bunlar¬n bir sonucu olarak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 3.3

K
(2)
k (x; a1; b1; c1; d1) =

� (a1 + d1 + k)

� (a1 + d1)
3F2

0@ �k; k � b1 � c1; d1 � x

a1 + d1; 1� c1 � x
j 1

1A (3.48)

özel fonksiyonu

1

2�

Z 1

�1
� (a1 + ix) � (b1 � ix) � (c1 + ix) � (d1 � ix) (3.49)

�K(2)
k (ix; a1; b1; c1; d1)K

(2)
l (�ix; d1; c1; b1; a1) dx

=
k!

(b1 + c1 � 2k)
� (b1 + c1 + 1� k) � (a1 + d1 + k) � (c1 + d1) � (a1 + b1)

� (a1 + b1 + c1 + d1 � k)
�k;l
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ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. Burada a1 + d1 > �k; b1 + c1 > 2k; a1 + b1 > 0 ve

c1 + d1 > 0 d¬r (Koepf ve Masjed-Jamei 2007).

Sonuç 3.3 Yukar¬daki teorem k = l = 0 özel durumunda

1

2�

Z 1

�1
� (a1 + ix) � (b1 � ix) � (c1 + ix) � (d1 � ix)

=
� (a1 + d1) � (b1 + c1) � (c1 + d1) � (a1 + b1)

� (a1 + b1 + c1 + d1)

sonucunu verir. Elde edilen bu eşitlik Barnes� in 1908� deki ilk lemmas¬n¬ ifade

etmektedir (Bailey 1972, Whittaker ve Watson 1962).

3.5.1 M
(a;b)
k (x) polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümlerinin bir

uygulamas¬

(3.48) eşitli¼ginde tann¬mlanan K(2)
k (x; a1; b1; c1; d1) özel fonksiyonunun Ramanujan

integraline göre ortogonal olabilece¼gini iddia etmek için

Zk (m) =

Z 1

�1
3F2

0@ �k; k � � � 
; �� x

�+ �; 1� 
 � x
j 1

1A (� � x)m
(1� � � x)m

(3.50)

� dx

� (1� �+ x) � (1� � + x) � (1� 
 � x) � (1� � � x)

şeklinde tan¬mlanan integrali ele alal¬m. Bu integralin aç¬k de¼geri

Zk (m) =
kX
l=0

(�k)l (k � � � 
)l
(�+ �)l l!

(3.51)

�
Z 1

�1

(�� x)l (� � x)m
(1� 
 � x)l (1� � � x)m

� dx

� (1� �+ x) � (1� � + x) � (1� 
 � x) � (1� � � x)

formunda yaz¬labilir. Son eşitlikte tan¬mlanan integraleZ 1

�1

dx

� (�+ x) � (� + x) � (
 � x) � (� � x) (3.52)

=
� (�+ � + 
 + � � 3)

� (�+ 
 � 1) � (�+ � � 1) � (� + 
 � 1) � (� + � � 1)

Ramanujan integrali (Ramanujan 1920) uygulanarak ve

(�� x)l
� (1� �+ x) =

(�1)l

� (1� �+ x� l) ve
(� � x)m

� (1� � + x) =
(�1)m

� (1� � + x�m)
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ba¼g¬nt¬lar¬yerine yaz¬larak

Zk (m) =
kX
l=0

(�k)l (k � � � 
)l
(�+ �)l l!

(�1)l+m (3.53)

�
Z 1

�1

dx
�(1��+x�l)�(1��+x�m)�(1�
�x+l)�(1���x+m)

=
kX
l=0

(�1)l+m (�k)l (k � � � 
)l
(�+ �)l l!

� � (1� �� � � 
 � �)
� (1� �� 
) � (1� � � �) � (1� �� � +m� l) � (1� 
 � � �m+ l)

=
(�1)m � (1� �� � � 
 � �)

� (1� �� 
) � (1� � � �) � (1� �� � +m) � (1� 
 � � �m)

� 3F2

0@ �k; k � � � 
; �+ � �m

�+ �; 1� 
 � � �m
j 1

1A
bulunur.

Di¼ger taraftan Gosper-Saalschütz özdeşli¼gi

3F2 =

0@ �; �; 


�; "
j 1

1A (3.54)

=
�2

cos (��) cos ("�) + cos (��) cos (��) cos (
�)

� � (�)

� (� � �) � (� � �) � (� � 
)
� (")

� ("� �) � ("� �) � ("� 
)

biçiminde ifade edilir, burada " = �+�+
+1�� d¬r (Andrews vd. 1999). Böylece

bu özdeşlik kullan¬larak belirli integral Zk (m)�nin son de¼geri

Zk (m) (3.55)

=
�2

[cos ((�+ �)�) cos ((� + 
)�)� cos ((�+ �)�) cos ((
 + �)�)]

� � (�+ �)

� (�+ � + k) � (�+ � + 
 + � � k) � (� � � +m)

� 1

� (1� 
 � � �m+ k) � (1 + � � � �m� k)

� 1

� (1� �� 
) � (1� � � �) � (1� �� � +m)

şeklinde verilir. (3.50) ile verilen integral bize gösterir ki Teorem 3.3�de tan¬mlanan

K
(2)
k (x; a1; b1; c1; d1) özel fonksiyonu Ramanujan integrali yard¬m¬yla ortogonaldir.
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Başka bir deyi̧sle

Z 1

�1
3F2

0@ �k; k � � � 
; � � x

�+ �; 1� � � x
j 1

1A
3F2

0@ �m;m� � � 
; �� x

�+ �; 1� 
 � x
j 1

1A (3.56)

� dx

� (1� �+ x) � (1� � + x) � (1� 
 � x) � (1� � � x) = Ak�k;m

eşitli¼gi varsay¬lmaktad¬r. Burada 3F2 (:) hipergeometrik fonksiyonlar¬cinsinden Hahn

polinomlar¬

pk (x) =
(a+ c)k(a+ d)k

k!
3F2

0@ �k; a+ b+ c+ d+ k; a� x

a+ c; a+ d
j 1

1A
şeklinde ifade edilebildi¼ginden yukar¬daki eşitlikZ 1

�1
pk (x) pl (x)

dx

� (1� a+ x) � (1� b+ x) � (1� c� x) � (1� d� x)

=
1

(1� a� b� c� d� 2k)

� � (2� a� b� c� d� k)
� (1� a� c� k) � (1� a� d� k) � (1� b� c� k) � (1� b� d� k)�k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬verir (Koepf ve Masjed-Jamei 2007).

3.6 I
(a)
k (x) Polinomlar¬ve Fourier Dönüşümleri

(3.2) eşitli¼ginde özel olarak

� = 1; � = 0; 
 = 1; � = 3� 2a; " = 0

de¼gerleri seçildi¼ginde I(a)k (x) polinomlar¬n¬n diferensiyel denklemi elde edilir ve bu

denklem self-adjoint formdah�
1 + x2

� 3
2
�a
y
0

k (x)
i0
= k (k + 2� 2a)

�
1 + x2

� 1
2
�a
yk (x) (3.57)

şeklinde yaz¬l¬r. Frobenius yöntemi uygulanarak

I
(a)
k (x) = k!

[ k2 ]X
n=0

(�1)n
0@ a� 1

k � n

1A0@ k � n

n

1A (2x)k�2n (3.58)
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formundaki polinom çözümüne sahip oldu¼gu gösterilebilir. Ayr¬ca hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

I
(a)
k (x) =

(�4i)k (a� k)k (3=2� a)k
(k + 2� 2a)k

2F1

0@ �k; k + 2� 2a

3=2� a
j 1� ix

2

1A (3.59)

şeklinde yaz¬labilir ve

I
(a)
k (x)

=
(�2)k (a� k)k
(2a� 2k � 1)k

�
1 + x2

�a� 1
2
dk

dxk

��
1 + x2

�k�(a� 1
2)
�
, k = 0; 1; ::

Rodrigues formülü ile tan¬mlan¬r. Bu polinomlar (�1;1) aral¬¼g¬nda (1 + x2)�(a�
1
2)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre sonlu ortogonaldir. Yani k; l = 0; 1; 2; :::; N0 < a� 1 içinZ 1

�1

�
1 + x2

��(a� 1
2) I

(a)
k (x) I

(a)
l (x) dx (3.60)

=
k!22k�1

p
��2 (a) � (2a� 2k)

(a� k � 1) � (a� k) � (a� k + 1=2) � (2a� k � 1)�k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Masjed-Jamei 2002).

Şimdi I(a)k (x) polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümü için uygulayaca¼g¬m¬z özel fonksi-

yonlar¬ 8<: u (x) = (1 + x2)
�(p� 1

4
)
I
(a)
k (x)

v (x) = (1 + x2)
�(q� 1

4
)
I
(b)
l (x)

(3.61)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu belirlenen fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier dönüşümü

mevcuttur. Öncelikle u(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde edelim:Z 1

�1
e�isx

�
1 + x2

��(p� 1
4) I

(a)
k (x) dx (3.62)

=
(�4i)k (a� k)k (3=2� a)k

(k + 2� 2a)k

�
Z 1

�1
e�isx (1� ix)�(p�

1
4) (1 + ix)�(p�

1
4)

 
kX
n=0

(�k)n (k + 2� 2a)n
(3=2� a)n n!2n

(1� ix)n
!
dx

=
(�4i)k (a� k)k (3=2� a)k

(k + 2� 2a)k

kX
n=0

(�k)n (k + 2� 2a)n
(3=2� a)n n!2n

�
Z 1

�1
e�isx (1� ix)�p+

1
4
+n (1 + ix)�p+

1
4 dx .

Burada integrali hesaplamak için

E�n (s; p) =

Z 1

�1
e�isx (1� ix)�p+

1
4
+n (1 + ix)�p+

1
4 dx (3.63)
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diyelim. E¼ger R (w + v) > 1 iseZ 1

�1
e�isx (1� ix)�w (1 + ix)�v dx (3.64)

=

8>>><>>>:
�

�(w)
(s=2)

w+v
2
�1Ww�v

2
; 1�w�v

2
(2s) ; s > 0

�
�(v)

(�s=2)
w+v
2
�1W v�w

2
; 1�w�v

2
(�2s) ; s < 0

dir ve burada Wp;q (s) fonksiyonu 2q =2 Z için

Wp;q (s) = s
1=2e�s=2

8>>>>>><>>>>>>:

�(�2q)
�(1=2�q�p)s

q
1F1

0@ 1=2 + q � p

2q + 1
j s

1A
+ �(2q)

�(1=2+q�p)s
�q

1F1

0@ 1=2� q � p

�2q + 1
j s

1A

9>>>>>>=>>>>>>;
(3.65)

şeklinde tan¬mlanan ikinci tür Whittaker fonksiyonlar¬n¬ ifade eder (Erdélyi vd.

1954). Dolay¬s¬yla R (2p� n� 1=2) < 1 ve n+ 3=2� 2p =2 Z için (3.63) eşitli¼gi

E�n (s; p) =

8>>><>>>:
�

�(p�n�1=4) (s=2)
p�n=2�5=4W�n

2
;�p+n=2+3=4 (2s) ; s > 0

�
�(p�1=4) (�s=2)

p�n=2�5=4Wn
2
;�p+n=2+3=4 (�2s) ; s < 0

(3.66)

ifadesine eşit olur. Böylece (3.62) eşitli¼gi

F (u (x)) = (�4i)k (a� k)k (3=2� a)k
(k + 2� 2a)k

kX
n=0

(�k)n (k + 2� 2a)n
(3=2� a)n n!2n

E�n (s; p) (3.67)

şeklinde elde edilir. Basitlik için

K
(3)
k (s; q1; q2) =

kX
n=0

(�k)n (k + 2� 2q2)n
(3=2� q2)n n!2n

E�n (s; q1) (3.68)

olarak tan¬mlan¬rsa, (3.67) ile verilen u (x) fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F (u (x)) = (�4i)k (a� k)k (3=2� a)k
(k + 2� 2a)k

K
(3)
k (s; p; a) (3.69)

formunda ifade edilir (Masjed-Jamei vd. 2014). Benzer i̧slemler uygulanarak v (x)

fonksiyonunun Fourier dönüşümü ise

F (v (x)) = (�4i)l (b� l)l (3=2� b)l
(l + 2� 2b)l

K
(3)
l (s; q; b) (3.70)
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şeklinde elde edilir. Son olarak (3.61) de tan¬mlanan u (x) ve v (x) fonksiyonlar¬n¬

göz önünde bulundurarak (3.69) ile (3.70) eşitliklerinde elde edilen u (x) ve v (x)

fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşümlerine (2.35) ile ifade edilen Parseval özdeşli¼gini

uygulad¬¼g¬m¬zda

2�

Z 1

�1

�
1 + x2

��(p+q�1=2)
I
(a)
k (x) I

(b)
l (x) dx (3.71)

=
(�4i)k (a� k)k (3=2� a)k

(k + 2� 2a)k
(4i)l (b� l)l (3=2� b)l

(l + 2� 2b)l
�
Z 1

�1
K
(3)
k (s; p; a)K

(3)
l (s; q; b) ds

elde edilir. (3.71) eşitli¼ginde

a = b = p+ q � 1=2

ifadesi seçilerek ve daha sonra (3.60) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬dikkate al¬narak aşa¼g¬daki

sonuç verilebilir.

Sonuç 3.4 (3.68) eşitli¼ginde tan¬mlanan K(3)
k (s; q1; q2) özel fonksiyonuZ 1

�1
K
(3)
k (s; p; a)K

(3)
l (s; a� p+ 1=2; a) ds = (k + 2� 2a)k

(a� k)k (3=2� a)k
(3.72)

� �3=2k!�2 (a) � (2a� 2k)
(a� k � 1) � (a� k) � (a� k + 1=2) � (2a� k � 1)�k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. Burada k; l = 0; 1; :::; N0 < 2p � 3=2 < a � 1=2;

N0 = maxfk; lg; n+ 3=2� 2p =2 Z dir (Masjed-Jamei vd. 2014).
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4. ROUTH-ROMANOVSKI POL·INOMLARININ FOURIER

DÖNÜŞÜMLER·I

Bu bölümde, (�1;1) aral¬¼g¬nda I(a)k (x) polinomlar¬n¬genelleştiren çok daha kap-

saml¬sonlu ortogonal polinom ailesi tan¬mlanacak ve bu polinomlar¬n Fourier dönüşüm-

leri incelenecektir.

k pozitif bir tamsay¬ve �; �; 
; �; " parametreleri k dan ba¼g¬ms¬z reel parametreler

olmak üzere (3.1) ile verilen diferensiyel denklemde özel olarak

� = p2 + r2; � = 2 (pq + rt) ; 
 = q2 + t2

� = 2 (1� a) (p2 + r2); " = b (pt� qr) + 2 (1� a) (pq + rt)

de¼gerleri seçilirse�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

�
y
00

k (x)

+
�
2 (1� a) (p2 + r2)x+ b (pt� qr) + 2 (1� a) (pq + rt)

�
y
0

k (x)

�k (k + 1� 2a)
�
p2 + r2

�
yk (x) = 0 (4.1)

denklemi elde edilir. Burada p; q; r; t parametreleri pt � qr > 0 olacak şekilde reel

parametrelerdir. Bu denklemin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden çözümünü

bulmak için ilk olarak (3.1) eşitli¼ginde verilen diferensiyel denkleminin monik poli-

nom çözümü elde edilmelidir.

(3.1) diferensiyel denkleminde x = cu+ d dönüşümü uygulan¬rsa

�x2 + �x+ 
 = �c2u2 + 2�cdu+ �d2 + �cu+ �d+ 


ve

�x+ " = �cu+ �d+ "

olacakt¬r. Türevler ise

y
0
=

dy

dx
=
dy

du

du

dx
=
1

c

dy

du

y
00
=

d

dx

�
dy

dx

�
=
d

dx

�
1

c

dy

du

�
=

d

du

�
1

c

dy

du

�
du

dx

=

�
1

c

d2y

du2

�
1

c
=
1

c2
d2y

du2
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şeklinde de¼gi̧sece¼ginden, bu sonuçlar (3.1) denkleminde yerine konulursa ve 1
�
ile

çarp¬l¬rsa, �
u2 +

2�d+ �

�c
u+

�d2 + �d+ 


�c2

�
d2y

du2
+

�
�

�
u+

"+ �d

�c

�
dy

du

�k
�
(� + (k � 1)�) y = 0 (4.2)

bulunur. (4.2) eşitli¼ginde

�d2 + �d+ 
 = 0 ve
2�d+ �

�c
= �1

oldu¼gu varsay¬l¬rsa

c = �
p
�2 � 4�

�

ve d =
�� �

p
�2 � 4�

2�

(4.3)

formunda yaz¬labilir. Böylece c ve d de¼gerlerinin (4.2) eşitli¼ginde yerine yaz¬lmas¬yla,

u (u� 1) d
2y

du2
+

 
�

�
u+

2�"� �� � �
p
�2 � 4�


�2�
p
�2 � 4�


!
dy

du
� k

�
(� + (k � 1)�) y = 0

(4.4)

Gauss diferensiyel denkleminin özel bir durumu elde edilir (Koepf 1988). Burada

f = �k; g = k � 1 + �

�
ve h =

2�"� �� � �
p
�2 � 4�


�2�
p
�2 � 4�


ba¼g¬nt¬lar¬tan¬mlan¬rsa (4.4) eşitli¼gi

u (u� 1) d
2y

du2
+ ((f + g + 1)u� h) dy

du
+ fgy = 0 (4.5)

formunda yaz¬labilir. Elde edilen bu Gauss diferensiyel denkleminin hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden polinom çözümü

Pk

0@ � "

� � 

j �
p
�2 � 4�

�

u+
�� �

p
�2 � 4�

2�

1A (4.6)

= A 2F1

0@ f; g

h
j u

1A
= A 2F1

0B@ �k; k � 1 + �
�

2�"�����
p
�2�4�


�2�
p
�2�4�


j u

1CA
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şeklinde ifade edilebilir. Böylece x = cu+d dönüşümünden u = x�d
c
olup bu çözüme

kaŗs¬l¬k gelen (3.1) denkleminin çözümü ise,

Pk

0@ � "

� � 

j x

1A (4.7)

= A 2F1

0B@ �k; k � 1 + �
�

2�"�����
p
�2�4�


�2�
p
�2�4�


j �
 

�xp
�2 � 4�


+
� �

p
�2 � 4�


2
p
�2 � 4�


!1CA

şeklinde yaz¬labilir. (4.7) eşitli¼ginden

i) Pk

0@ � "

� � 

j x

1A
= A� 2F1

0B@ �k; k � 1 + �
�

2�"���+�
p
�2�4�


2�
p
�2�4�


j ��xp
�2 � 4�


� � �
p
�2 � 4�


2
p
�2 � 4�


1CA
(4.8)

ii) Pk

0@ � "

� � 

j x

1A
= A�� 2F1

0B@ �k; k � 1 + �
�

�(2�"���)+�
p
�2�4�


2�
p
�2�4�


j �xp
�2 � 4�


+
� +

p
�2 � 4�


2
p
�2 � 4�


1CA

formunda monik alt durumlar elde edilir. Yukar¬daki ili̧skilerin her ikisi de ikinci

formül (ii) nin argüman¬nda yaln¬zca bir eksi i̧saretiyle farkl¬laşmaktad¬r. Başka

bir deyi̧sle, ilk formül (i) de Pk

0@ �� , � "

�� ,� � ,� 

j x

1A durumu ele al¬n¬rsa, o

zaman (4.8) eşitli¼ginin ikinci formülüne ulaş¬lacakt¬r. Bu durumda ana çözüm olarak

yaln¬zca formül (ii) kullan¬lmal¬d¬r. Böylece formül (ii) ye kaŗs¬l¬k gelen monik çözüm

için A�� katsay¬s¬

A�� =
k!
�p

�2 � 4�

�k h�

�� � 2�"+ �
p
�2 � 4�


�
=
�
2�
p
�2 � 4�


�i
k

�k (�k)k
�
k � 1 + �

�

�
k

(4.9)
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şeklinde verilir. Di¼ger taraftan

kX
n=0

0@ k

n

1A
2F1

0@ n� k; 1� b� � k

1� a� � k
j 1
w�

1A� v�
w�
x

�n

=
(b�)k

(�w�)k (a�)k
2F1

0@ �k; a�

b�
j v�x+ w�

1A (4.10)

özdeşli¼gi ( Koepf ve Masjed-Jamei 2006) dikkate al¬narak bu özdeşlik ile (4.8) eşitli¼ginde

verilen ikinci formüldeki hipergeometrik fonksiyon kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda

a� = k � 1 + �

�
, b� =

�� � 2�"+ �
p
�2 � 4�


2�
p
�2 � 4�


(4.11)

v� =
�p

�2 � 4�

, w� =

� +
p
�2 � 4�


2
p
�2 � 4�


ifadeleri elde edilir. Dolay¬s¬yla bu ifadeler do¼grultusunda (4.10) eşitli¼gi

2F1

0B@ �k k � 1 + �
�

���2�"+�
p
�2�4�


2�
p
�2�4�


j �xp
�2 � 4�


+
� +

p
�2 � 4�


2
p
�2 � 4�


1CA (4.12)

=
(�1)k

�
k � 1 + �

�

�
k�

���2�"+�
p
�2�4�


2�
p
�2�4�


�
k

kX
n=0

0@ k

n

1A � +p�2 � 4�

2
p
�2 � 4�


!k�n 
�p

�2 � 4�


!n

�2F1

0BBBB@
n� k 2�"����(�+(2k�2)�)

p
�2�4�


2�
p
�2�4�


� �
�
� 2k + 2

j 2
p
�2 � 4�


� +
p
�2 � 4�


1CCCCAxn

şeklinde bulunur. Son olarak (4.9) ile (4.12) eşitlikleri (4.8) de tan¬mlanan ikinci

formülde yerine yaz¬ld¬¼g¬nda ve gerekli sadeleştirmeler yap¬ld¬¼g¬nda (3.1) eşitli¼ginde
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verilen diferensiyel denklemin monik polinom çözümü

Pk

0@ � "

� � 

j x

1A (4.13)

=
kX
n=0

0@ k

n

1A 2�

� +
p
�2 � 4�


!n�k

�2F1

0BBB@
n� k; 2�"���

2�
p
�2�4�


+ 1� �
2�
� k

2� �
�
� 2k

j 2
p
�2 � 4�


� +
p
�2 � 4�


1CCCAxn

şeklinde elde edilir (Koepf ve Masjed-Jamei 2006). Böylece (4.13) eşitli¼gi dikkate

al¬narak ve bu eşitlikte �; �; 
; �; " de¼gerleri yerine yaz¬larak (4.1) denkleminin hiper-

geometrik fonksiyonlar cinsinden çözümü

yk (x) = J
(a;b)
k (x; p; q; r; t) (4.14)

= (�1)k ((pq + rt) + i (pt� qr))k (k + 1� 2a)k

�
kX
n=0

0@ k

n

1A� p2 + r2

(pq + rt) + i (pt� qr)

�n

� 2F1

0@ n� k; a� k � ib=2

2a� 2k
j 2 (pt� qr)
(pt� qr)� i (pq + rt)

1Axn
formunda yaz¬labilir. (4.1) diferensiyel denklemi Teorem 2.2 kullan¬larak self-adjoint

formda yaz¬l¬rsa��
(px+ q)2 + (rx+ t)2

�1�a
eb arctan

px+q
rx+t y

0

k (x)
�0

(4.15)

= k (k + 1� 2a)
�
p2 + r2

� �
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t yk (x)

elde edilir. Sturm-Liouville teoremini uygulayarak yani, k indisine ba¼gl¬bu eşitlik l

indisine ba¼gl¬olarak tekrar yaz¬l¬r ve denklemler s¬ras¬yla yl (x) ve yk (x) ile çarp¬l¬p

taraf tarafa ç¬kar¬ld¬ktan sonra (�1;1) aral¬¼g¬nda integre edildi¼gindeh�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

�1�a
eb arctan

px+q
rx+t

�
y
0

k (x) yl (x)� yk (x) y
0

l (x)
�i1

�1

= (�k � �l)
�
p2 + r2

�
�
Z 1

�1

�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t J

(a;b)
k (x; p; q; r; t) J

(a;b)
l (x; p; q; r; t) dx
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elde edilir. Burada �k = k (k + 1� 2a) ve maxdeg
�
y
0
k (x) yl (x)� yk (x) y

0
l (x)

�
=

k + l � 1 dir. Eşitli¼gin sol taraf¬N0 � a� 1=2 (N0 = maxfk; lg) , p; q; r; t; b 2 R ve

pt� qr > 0 için s¬f¬r olupZ 1

�1

�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t

�J (a;b)k (x; p; q; r; t) J
(a;b)
l (x; p; q; r; t) dx = 0 , k 6= l (4.16)

elde edilir. Yani bu polinom ailesi, k; l = 0; 1; :::; N0 � a � 1=2; N0 = maxfk; lg,

p; q; r; t; b 2 R ve pt� qr > 0 için (�1;1) aral¬¼g¬nda

	(a;b) (x; p; q; r; t) =
�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir.

4.1 Routh-Romanovski Polinomlar¬n¬n Normu

Routh-Romanovski polinomlar¬n¬n normunu hesaplamak için ilk olarak Rodrigues

formülü elde edilmelidir. Genel olarak ortogonal polinomlar¬n Rodrigues formülü

ck
�(x)

dk

dxk
P k(x)�(x)

formunda olup burada �(x); ilgili ortogonal polinomun a¼g¬rl¬k fonksiyonu, ck k�ya

ba¼gl¬sabit bir de¼ger ve P (x) ilgili ortogonal polinomun ikinci mertebeden diferen-

siyel denklemindeki y00 nün katsay¬s¬na kaŗs¬l¬k gelen bir fonksiyondur. Böylece

J
(a;b)
k (x; p; q; r; t) polinomunun Rodrigues formülü

J
(a;b)
k (x; p; q; r; t) =

(�1)k�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t

(4.17)

� dk

dxk
�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

�k�a
eb arctan

px+q
rx+t

şeklinde elde edilir. Bu eşitlik�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t J

(a;b)
k (x; p; q; r; t)

ile çarp¬l¬p daha sonra (�1;1) aral¬¼g¬nda integre edildi¼gindeZ 1

�1
	(a;b) (x; p; q; r; t)

�
J
(a;b)
k (x; p; q; r; t)

�2
dx (4.18)

= (�1)k
Z 1

�1
J
(a;b)
k (x; p; q; r; t)

dk

dxk
�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

�k�a
eb arctan

px+q
rx+t dx
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bulunur. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda k kez k¬smi integrasyon uyguland¬¼g¬nda

=
k!(p2 + r2)k� (2a� k)

� (2a� 2k)

Z 1

�1

�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

�k�a
eb arctan

px+q
rx+t dx (4.19)

elde edilir. Burada integrali de¼gerlendirmek için

I� =

Z 1

�1

�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

�k�a
eb arctan

px+q
rx+t dx (4.20)

diyelim. Ayn¬zamanda Cauchy Beta integrali R (
) > 0;R (�) > 0 ve

R (
 + �) > 1 için

1

2�

Z 1

�1

du

(�+ iu)
 (� � iu)�
=
� (
 + � � 1)
� (
) � (�)

(�+ �)1�(
+�) (4.21)

ile verilir (Askey 1987, Cauchy 1825). Özellikle

(�� iu)c+id (�+ iu)c�id =
�
�2 + u2

�c
e(2d arctan

u
�) (4.22)

eşitli¼gi dikkate al¬narak (4.21) eşitli¼gindenZ �=2

��=2
ewu cosv udu =

2�v� (v + 1) �

�
�
1 + v+iw

2

�
�
�
1 + v�iw

2

� (4.23)

elde edilir (Askey 1987). Elde edilen bu sonucu kullanarak (4.20) ile tan¬mlanan

integralin aç¬k ifadesini ve daha sonra normunu elde edebiliriz. Gerçekten de, (4.20)

eşitli¼ginde

x =
(pt� qr) tanu� (pq + rt)

p2 + r2

de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬ld¬¼g¬nda integrasyon aral¬¼g¬
�
��
2
; �
2

�
aral¬¼g¬olup gerekli sadeleş-

tirmeler sonras¬nda

I� =

Z �=2

��=2

 
(pt� qr)2

p2 + r2

!k�a �
1 + tan2 u

�k�a+1
�pt� qr
p2 + r2

exp

�
b arctan

p tanu� r
r tanu+ p

�
du

=
(pt� qr)2k�2a+1

(p2 + r2)k�a+1

Z �=2

��=2
cos2a�2k�2 u exp

�
b(u� arctan r

p
)

�
du

=
(pt� qr)2k�2a+1

(p2 + r2)k�a+1
exp

�
�b arctan r

p

�Z �=2

��=2
ebu (cosu)2a�2k�2 du

yaz¬labilir. Burada (4.23) sonucu kullan¬larak w = b ve v = 2a� 2k � 2 için

I� =
(pt� qr)2k�2a+1

(p2 + r2)k�a+1
exp

�
�b arctan r

p

�
22k�2a+2� (2a� 2k � 1)�

� (a� k + ib=2) � (a� k � ib=2) (4.24)
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elde edilir. Böylece (4.19) eşitli¼giZ 1

�1
	(a;b) (x; p; q; r; t)

�
J
(a;b)
k (x; p; q; r; t)

�2
dx

=
k!(p2 + r2)k� (2a� k)

� (2a� 2k)
(pt� qr)2k�2a+1

(p2 + r2)k�a+1

� exp
�
�b arctan r

p

�
22k�2a+2� (2a� 2k � 1)�

� (a� k + ib=2) � (a� k � ib=2)
şeklinde bulunur. Böylelikle Routh-Romanovski polinomlar¬için normunu aşa¼g¬daki

sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.1 J
(a;b)
k (x; p; q; r; t) Routh-Romanovski polinomlar¬

1

2�

Z 1

�1

�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t

�J (a;b)k (x; p; q; r; t) J
(a;b)
l (x; p; q; r; t) dx

=
22k�2a+1 (pt� qr)2k�2a+1 e�b arctan

r
p

(p2 + r2)�a+1 (2a� 2k � 1)

� k!� (2a� k)
� (a� k + ib=2) � (a� k � ib=2)�k;l (4.25)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar. Burada k; l = 0; 1; :::; N0 � a� 1=2; N0 = maxfk; lg,

p; q; r; t; b 2 R ve pt� qr > 0 d¬r.

Di¼ger taraftan, (4.25) ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬n a¼g¬rl¬k fonksiyonu (4.22)

eşitli¼gi dikkate al¬narak�
(px+ q)2 + (rx+ t)2

��a
eb arctan

px+q
rx+t

= ((px+ q) + i (rx+ t))�a�ib=2 ((px+ q)� i (rx+ t))�a+ib=2

= j (p+ ir)�a�ib=2 j2
�
x+

q + it

p+ ir

��a�ib=2�
x+

q � it
p� ir

��a+ib=2
(4.26)

şeklinde basitleştirilebilir ve bu a¼g¬rl¬k fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen ortogonallik aral¬¼g¬

(�1;1) dur. (4.14) ile ifade edilen J (a;b)k (x; p; q; r; t) polinomlar¬n¬n standart formu

p = 1; q = 0; r = 0; t = 1 özel durumlar¬için

I
(a;b)
k (x) = J

(a;b)
k (x; 1; 0; 0; 1) (4.27)

= (�i)k (k + 1� 2a)k
kX
n=0

0@ k

n

1A
� 2F1

0@ n� k; a� k � ib=2

2a� 2k
j 2

1A (�ix)n
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elde edilir. Bu durumda (4.10) ile verilen özdeşli¼gi dikkate al¬narak (4.27) eşitli¼gin-

deki polinomlar

I
(a;b)
k (x) = (2i)k (1� a+ ib=2)k 2F1

0@ �k; 1 + k � 2a

1� a+ ib=2
j 1� ix

2

1A
= k! (2i)k P

(�a+ib=2;�a�ib=2)
k (ix) (4.28)

şeklinde yaz¬labilir. Burada P (a;b)k (x) polinomu (3.5) eşitli¼ginde tan¬mlanan Ja-

cobi ortogonal polinomlar¬d¬r (Askey 1987). Son olarak (4.25) eşitli¼ginde verilen

J
(a;b)
k (x; p; q; r; t) Routh-Romanovski polinomlar¬n¬n p = 1; q = 0; r = 0; t = 1 özel

durumlar¬ olan I(a;b)k (x) standart polinomlar¬n¬n ortogonallik ba¼g¬n¬t¬s¬ aşa¼g¬daki

şekilde verilir.

Sonuç 4.2 I
(a;b)
k (x) standart polinomlar¬

1

2�

Z 1

�1

�
1 + x2

��a
eb arctanxI

(a;b)
k (x) I

(a;b)
l (x) dx

=
k!22k�2a+1� (2a� k)

(2a� 2k � 1) � (a� k + ib=2) � (a� k � ib=2)�k;l (4.29)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. Burada k; l = 0; 1; :::; N0 � a � 1=2; N0 =

maxfk; lg ve b 2 R dir (Masjed-Jamei vd. 2014).

4.2 I
(a;b)
k (x) Polinomlar¬n¬n Fourier Dönüşümleri

(4.29) ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ve (2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi dikkate

al¬narak Routh-Romanovski polinomlar¬cinsinden Fourier dönüşümünü uygulaya-

ca¼g¬m¬z özel fonksiyonlar¬8<: u (x) = (1 + x2)
��
e� arctanxI

(a;b)
k (x)

v (x) = (1 + x2)
�

e� arctanxI

(c;d)
k (x)

(4.30)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu şekilde tan¬mlanan fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier

dönüşümü mevcuttur. Öncelikle u (x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde ede-
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lim:

F (u (x)) =

Z 1

�1
e�isx

�
1 + x2

���
e� arctanxI

(a;b)
k (x) dx

= (2i)k (1� a+ ib=2)k
Z 1

�1
e�isx (1� ix)��+

i�
2 (1 + ix)���

i�
2

�
 

kX
n=0

(�k)n (k + 1� 2a)n
(1� a+ ib=2)n n!2n

(1� ix)n
!
dx

= (2i)k (1� a+ ib=2)k
kX
n=0

(�k)n (k + 1� 2a)n
(1� a+ ib=2)n n!2n

�
Z 1

�1
e�isx (1� ix)��+n+

i�
2 (1 + ix)���

i�
2 dx . (4.31)

Burada integrali hesaplamak için

V �n (s;�; �) =

Z 1

�1
e�isx (1� ix)��+n+

i�
2 (1 + ix)���

i�
2 dx (4.32)

diyelim. (3.64) ile (3.65) eşitli¼ginde verilen ifadeler kullan¬larak R (2�� n) < 1 ve

n+ 1� 2� =2 Z için (4.32) eşitli¼gi

V �n (s;�; �) =

8>>><>>>:
�

�(��n�i�=2) (s=2)
��1�n=2Wn+i�

2
; 1+n
2
�� (2s) ; s > 0

�
�(�+i�=2)

(�s=2)��1�n=2Wn+i�
2
; 1+n
2
�� (�2s) ; s < 0

(4.33)

formunda bulunur. Burada Wn+i�
2
; 1+n
2
�� (s) fonksiyonu n+ 1� 2� =2 Z için

Wn+i�
2
; 1+n
2
�� (s) = s

1=2e�s=2

8>>>>>><>>>>>>:

�(2��n�1)
�(��n�i�=2)s

1+n�2�
2 1F1

0@ 1� �� i�=2

2 + n� 2�
j s

1A
+ �(1+n�2�)

�(1���i�=2)s
2��n�1

2 1F1

0@ �� n� i�=2

2�� n
j s

1A

9>>>>>>=>>>>>>;
dir (Erdélyi vd. 1954). Böylece (4.31) eşitli¼gi

F (u (x)) = 2kik� (1� a+ k + ib=2)
� (1� a+ ib=2)

kX
n=0

(�k)n (k + 1� 2a)n
(1� a+ ib=2)n n!2n

V �n (s;�; �) (4.34)

şeklinde elde edilir. Basitlik için

K
(4)
k (s; q1; q2; q3; q4) =

kX
n=0

(�k)n (k + 1� 2q3)n
(1� q3 + iq4=2)n n!2n

V �n (s; q1; q2) (4.35)
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olarak tan¬mlan¬rsa, (4.34) ile verilen u (x) fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F (u (x)) = 2kik� (1� a+ k + ib=2)
� (1� a+ ib=2) K

(4)
k (s;�; �; a; b) (4.36)

formunda ifade edilir. Benzer i̧slemler uygulanarak v (x) fonksiyonunun Fourier

dönüşümünden ise

F (v (x)) = (�i)l 2l� (1� c+ l � id=2)
� (1� c� id=2) K

(4)
l (s; 
;��; c;�d) (4.37)

elde edilir. Son olarak (4.30) da tan¬mlanan u (x) ve v (x) fonksiyonlar¬n¬gözönünde

bulundurarak (4.36) ve (4.37) eşitliklerinde elde edilen u (x) ve v (x) fonksiyonlar¬n¬n

Fourier dönüşümlerine (2.35) ile ifade edilen Parseval özdeşli¼gini uygulad¬¼g¬m¬zda

2�

Z 1

�1

�
1 + x2

��(�+
)
e(�+�) arctanxI

(a;b)
k (x) I

(c;d)
l (x) dx (4.38)

= (�1)l ik+l2k+l� (1� a+ k + ib=2) � (1� c+ l � id=2)
� (1� a+ ib=2) � (1� c� id=2)

�
Z 1

�1
K
(4)
k (s;�; �; a; b)K

(4)
l (s; 
;��; c;�d) ds

elde ederiz. Di¼ger taraftan, (4.38) eşitli¼ginin sol taraf¬nda

a = c = �+ 
 ve b = d = � + �

ifadeleri seçilerek ve daha sonra (4.29) ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬gözönüne al¬narak aşa¼g¬-

daki teorem elde edilir.

Teorem 4.1 (4.35) eşitli¼ginde tan¬mlanan K(4)
k (s; q1; q2; q3; q4) özel fonksiyonuZ 1

�1
K
(4)
k (s;�; �; c; d)K

(4)
l (s; c� �; � � d; c;�d) ds (4.39)

=
�22�2ck!

(2c� 2k � 1)
� (2c� k) �2 (1� c� id=2)

� (c� k + id=2) � (c� k � id=2) �2 (1� c+ k + id=2)�k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. Burada k; l = 0; 1; :::; N0 < 2� � 1 � c � 1=2;

N0 = maxfk; lg; n+ 1� 2� =2 Z ve �; d 2 R dir (Masjed-Jamei vd. 2014).
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5. S·IMETR·IK ORTOGONAL POL·INOMLARININ FOURIER

DÖNÜŞÜMLER·I

Bu bölümde, ilk olarak simetrik ortogonal polinomlar¬n¬n tan¬mlar¬hat¬rlat¬lacakt¬r

(Masjed-Jamei 2007a, 2020). Daha sonra simetrik ortogonal polinomlar¬n¬n Fourier

dönüşümleri (Masjed-Jamei ve Koepf 2012) ele al¬nacak ve Parseval özdeşli¼gi yard¬m¬

ile elde edilen ortogonal fonksiyon aileleri incelenecektir. Bölüm 2�de detayl¬bir şe-

kilde simetrik ortogonal polinomlar¬n tan¬m¬, ilgili teoremleri, sa¼glad¬¼g¬diferensiyel

denklem ve bunlar¬n monik polinom çözümleri verilmi̧stir. Burada tekrar

x2(�x2+�)�
00

k(x)+x(
x
2+ �)�

0

k(x)� (k(
+(k�1)�)x2+(1� (�1)k)�=2)�k(x) = 0

(5.1)

denklemini ve bu denklemin monik polinom çözümünü

Sk

0@ 
 �

� �
j x

1A =

[k=2]�1Y
m=0

(2m+ (�1)k+1 + 2)� + �
(2m+ (�1)k+1 + 2[k=2])�+ 
 (5.2)

�
[k=2]X
n=0

0@ [k=2]

n

1A0@[k=2]�(n+1)Y
m=0

(2m+ (�1)k+1 + 2[k=2])�+ 

(2m+ (�1)k+1 + 2)� + �

1Axk�2n
ele alal¬m. (5.1) denkleminin özel durumu olarak dört tane simetrik ortogonal poli-

nom ailesi bulunur. Bunlar genelleştirilmi̧s ultraküresel polinomlar, genelleştirilmi̧s

Hermite polinomlar¬, (�1;1) aral¬¼g¬nda x�2�(1 + x2)�� a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

ortogonal olan sonlu simetrik polinomlar ve (�1;1) aral¬¼g¬nda x�2�e(�
1
x2
) a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre ortogonal olan sonlu simetrik polinomlard¬r.

5.1 Genelleştirilmi̧s Ultraküresel Polinomlar ve Fourier

Dönüşümleri

Genelleştirilmi̧s Ultraküresel polinomlar ilk defa 1978 y¬l¬nda Chihara taraf¬ndan

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Özel olarak (5.1) denkleminde

(�; �; 
; �) = (�1; 1;�2� � 2� � 2; 2�) (5.3)

de¼gerleri seçildi¼ginde, genelleştirilmi̧s ultraküresel polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬
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x2(�x2 + 1)�00k(x)� 2x((� + � + 1)x2 � �)�
0

k(x) (5.4)

+
�
k(2� + 2� + k + 1)x2 + ((�1)k � 1)�

	
�k(x) = 0

diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) çözümünde (5.3) de¼ger-

leri yerine yaz¬ld¬¼g¬nda genelleştirilmi̧s ultraküresel polinomlar¬n monik formu

Sk

0@ �2� � 2� � 2 2�

� 1 1
j x

1A =

[k=2]�1Y
m=0

2m+ 2� + 2� (�1)k
�2m� (2� + 2� + 2� (�1)k + 2 [k=2])

�
[k=2]X
n=0

0@ [k=2]

n

1A0@[k=2]�(n+1)Y
m=0

(�2m� (2� + 2� + 2� (�1)k + 2[k=2]))
2m+ 2� + 2� (�1)k

1Axk�2n
şeklindedir. Bu polinomlar¬n a¼g¬rl¬k fonksiyonu (2.33) eşitli¼ginden

W

0@ �2� � 2� � 2 2�

� 1 1
j x

1A = exp

�Z
(
 � 2�)x2 + �
x(�x2 + �)

dx

�
= x2�(1� x2)�

dir ve bu fonksiyon x = �1 ve x = 1�de s¬f¬r olaca¼g¬ndan ortogonallik aral¬¼g¬[�1; 1]

dir. Böylece genelleştirilmi̧s ultraküresel polinomlar¬Teorem 2.6�dan � + 1=2 > 0;

(�1)2� = 1 ve � + 1 > 0 için

Z 1

�1
x2�(1� x2)� Sk

0@ �2� � 2� � 2 2�

� 1 1
j x

1ASl
0@ �2� � 2� � 2 2�

� 1 1
j x

1A dx
=

0@(�1)k kY
m=1

�m

0@ �2� � 2� � 2 2�

� 1 1
j x

1AZ 1

�1
x2�(1� x2)�dx

1A �k;l
=

 
kY

m=1

(m+ (1� (�1)m)�)(m+ (1� (�1)m)� + 2�)
(2m+ 2� + 2� � 1)(2m+ 2� + 2� + 1)

�(� + 1
2
)�(� + 1)

�(� + � + 3
2
)

!
�k;l (5.5)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Masjed-Jamei 2007a). BuradaZ 1

�1
x2�(1� x2)�dx = 2

Z 1

0

x2�(1� x2)�dx

= B(� + 1=2; � + 1)

=
�(� + 1

2
)�(� + 1)

�(� + � + 3
2
)
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ve (2.31) eşitli¼ginden

�m

0@ �2� � 2� � 2 2�

� 1 1

1A
=

�m2 � (2� + 2(1� (�1)m)�)m� 2�(� + �)(1� (�1)m)
(2m+ 2� + 2� � 1)(2m+ 2� + 2� + 1)

=
(m+ (1� (�1)m)�)(m+ (1� (�1)m)� + 2�)
(2m+ 2� + 2� � 1)(2m+ 2� + 2� + 1)

dir. Ayn¬zamanda (2.29) eşitli¼ginden genelleştirilmi̧s ultraküresel polinomlar¬n¬n

hipergeometrik gösterimi

U
(�;�)
k (x) = Sk

0@ �2� � 2� � 2 2�

� 1 1
j x

1A
= xk 2F1

0@ �
�
k
2

�
; � � + 1

2
�
�
k+1
2

�
�� � � � k + 1

2

j 1
x2

1A (5.6)

formunda yaz¬l¬r (Masjed-Jamei 2007b).

(5.5) ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬, (2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi ve

(�1)2� = 1 gerçekli¼gi dikkate al¬narak genelleştirilmi̧s ultraküresel polinomlar¬cinsin-

den Fourier dönüşümünü uygulayaca¼g¬m¬z özel fonksiyonlar¬

�
u (x) = (tanhx)2a (1� tanh2 x)bU (�;�)k (tanh x) , (�1)2a = 1
v (x) = (tanhx)2c (1� tanh2 x)dU (
;�)l (tanhx) , (�1)2c = 1

(5.7)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu belirlenen fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier dönüşümü
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mevcuttur. Öncelikle u(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde edelim:

F(u(x)) =

Z 1

�1
e�isx(tanh x)2a(1� tanh2 x)bU (�;�)k (tanh x)dx (5.8)

=

Z 1

�1
(1 + t)�

is
2 (1� t) is2 t2a(1� t2)b�1U (�;�)k (t)dt

= 22b�1
Z 1

0

(1� y)� is
2 y

is
2 (1� 2y)2ayb�1(1� y)b�1U (�;�)k (1� 2y)dy

= 22b�1
Z 1

0

(1� y)b�1� is
2 yb�1+

is
2 (1� 2y)2a+k

�

0B@ [ k2 ]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
1
2
� ��

�
k+1
2

��
n

(��� � � k + 1=2)n n!

1

(1� 2y)2n

1CA dy
= 22b�1

[ k2 ]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
1
2
� ��

�
k+1
2

��
n

(��� � � k + 1=2)n n!

�
�Z 1

0

(1� y)b�1� is
2 yb�1+

is
2 (1� 2y)2a+k�2ndy

�
:

Burada s¬ras¬yla tanh x = t ve t = 1 � 2y de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬lm¬̧st¬r. Di¼ger

yandan R (
) > R (�) > 0 ve jxj � 1 için

2F1

0@ �; �



j x

1A =
�(
)

� (�) � (
 � �)

Z 1

0

(1� z)
���1z��1(1� xz)��dz (5.9)

eşitli¼gi Gauss hipergeometrik fonksiyonunun integral gösterimidir (Bailey 1935, Koepf

1988). (5.8) eşitli¼gi (5.9) integrali cinsinden gösterilebilir. Sonuç olarak u(x) fonksiyo-

nunun Fourier dönüşümü

F(u(x)) = 22b�1B

�
b+

is

2
; b� is

2

� [ k2 ]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
1
2
� ��

�
k+1
2

��
n

(��� � � k + 1=2)n n!
(5.10)

�2F1

0@ 2n� k � 2a; b+ is
2

2b
j 2

1A
olarak bulunur.

Aç¬klama 5.1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu jxj � 1 için yak¬nsak oldu¼gundan

(5.10) eşitli¼ginde elde edilen

2F1

0@ 2n� k � 2a; b+ is
2

2b
j 2

1A
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hipergeometrik fonksiyonunda x = 2 =2 [�1; 1] olup bu seri için R(b) > 0 ve

R(2a+ k � 2n) > �1 koşuluna ihtiyaç vard¬r.

Basitlik için

T
(1)
k (x; q1; q2; q3; q4) (5.11)

=

[ k2 ]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
1
2
� q3 �

�
k+1
2

��
n

(�q3 � q4 � k + 1=2)n n!
2F1

0@ 2n� k � 2q1; q2 + x
2

2q2
j 2

1A
şeklinde tan¬mlan¬rsa (5.10) eşitli¼gi

F (u (x)) = 22b�1

� (2b)
�

�
b+

is

2

�
�

�
b� is

2

�
T
(1)
k (is; a; b; �; �) (5.12)

formunda ifade edilir. Benzer i̧slemler uygulanarak v(x) fonksiyonunun Fourier

dönüşümü

F (v (x)) = 22d�1

� (2d)
�

�
d+

is

2

�
�

�
d� is

2

�
T
(1)
l (is; c; d; 
; �) (5.13)

şeklinde elde edilir.

(5.7) de tan¬mlanan u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬gözönünde bulundurarak (5.12) ile

(5.13) eşitliklerinde elde edilen u(x) ve v(x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşümlerine

(2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gini uygulad¬¼g¬m¬zda

2�

Z 1

�1
(tanh x)2(a+c)(1� tanh2 x)b+dU (�;�)k (tanh x)U

(
;�)
l (tanh x)dx(5.14)

= 2�

Z 1

�1
t2(a+c)(1� t2)b+d�1U (�;�)k (t)U

(
;�)
l (t)dt

=
22b+2d�2

� (2b) � (2d)

Z 1

�1
�

�
b+

is

2

�
�

�
b� is

2

�
�

�
d+

is

2

�
�

�
d� is

2

�
�T (1)k (is; a; b; �; �)T

(1)
l (is; c; d; 
; �)ds

elde ederiz. Di¼ger taraftan (5.14) eşitli¼ginin sol taraf¬nda

� = 
 = a+ c ve � = � = b+ d� 1 (5.15)

ifadeleri seçilerek ve daha sonra (5.5) ortogonallik ili̧skisi gözönüne al¬narak (5.14)
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denklemi son olarak

1

2�

Z 1

�1
�

�
b+

is

2

�
�

�
b� is

2

�
�

�
d+

is

2

�
�

�
d� is

2

�
(5.16)

�T (1)k (is; a; b; a+ c; b+ d� 1)T (1)l (�is; c; d; a+ c; b+ d� 1) ds

=
� (2b) � (2d) �

�
a+ c+ 1

2

�
� (b+ d)

22b+2d+2k�2�
�
a+ c+ b+ d+ 1

2

�
�

kY
m=1

(m+ (1� (�1)m)(a+ c))(m+ (1� (�1)m)(a+ c) + 2b+ 2d� 1)
(m+ a+ c+ b+ d� 3

2
)(m+ a+ c+ b+ d� 1

2
)

�k;l

şeklinde yaz¬l¬r. Burada
Q0
m=1 (:) = 1, b; d > 0 ve a+ c > �1

2
dir.

Sonuç 5.1 (5.16) eşitli¼ginde

� (2z) =
22z�1p
�
� (z) �

�
z +

1

2

�
formunda tan¬mlanan Duplication Legendre formülü (Rainville 1960) uygulan¬rsa,

k = l = 0 ve a = c = 0 için (5.16) eşitli¼gi,

1

2�

Z 1

�1
� (�+ ix) � (� + ix) � (
 � ix) � (� � ix) dx (5.17)

=
� (�+ �) � (�+ 
) � (� + �) �(� + 
)

� (�+ � + 
 + �)

Barnes beta integralini verir (Whittaker ve Watson 1927).

(4.21) eşitli¼ginde tan¬mlanan Cauchy beta integralinin sonuçlar¬ndan biri, yaniZ �=2

��=2
e2bx (cosx)2a�2 dx =

22�2a�� (2a� 1)
� (a+ ib) � (a� ib)

� (a+ ib) � (a� ib) = 22�2a�� (2a� 1)R �=2
��=2 e

2bx (cosx)2a�2 dx
(5.18)

eşitli¼gi (Askey 1987) kullan¬larak (5.16) ile ifade edilen ortogonallik ili̧skisine kaŗs¬l¬k

gelen a¼g¬rl¬k fonksiyonu,

�

�
b+

is

2

�
�

�
b� is

2

�
�

�
d+

is

2

�
�

�
d� is

2

�
(5.19)

=
24�2b�2d�2� (2b� 1) � (2d� 1)R �=2

��=2 e
sx (cosx)2b�2 dx

R �=2
��=2 e

sx (cosx)2d�2 dx

formunda basitleştirilir.
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O halde,

W � (x;�) =

Z �=2

��=2
ex� (cos�)2��2 d� =

22�2��� (2�� 1)
�
�
�+ ix

2

�
�
�
�� ix

2

� (5.20)

şeklinde tan¬mlanarak aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 5.1 (5.11) eşitli¼ginde tan¬mlanan T (1)k (x; q1; q2; q3; q4) özel fonksiyonuZ 1

�1

T
(1)
k (ix; a; b; a+ c; b+ d� 1)T (1)l (�ix; c; d; a+ c; b+ d� 1)

W � (x; b)W � (x; d)
dx (5.21)

=
(2d� 1) (2b� 1)

�22k+1
�
�
a+ c+ 1

2

�
� (b+ d)

�
�
a+ c+ b+ d+ 1

2

�
�

kY
m=1

(m+ (1� (�1)m)(a+ c))(m+ (1� (�1)m)(a+ c) + 2b+ 2d� 2)
(m+ a+ c+ b+ d� 3

2
)(m+ a+ c+ b+ d� 1

2
)

�k;l

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. Burada b; d > 1
2
; a + c > �1

2
ve W � (x; :) ifadesi

ise (5.20) eşitli¼gindeki gibi tan¬ml¬d¬r (Masjed-Jamei ve Koepf 2012).

Sonuç 5.2 b = d = 1 ve p = a+ c > �1
2
için (5.21) ba¼g¬nt¬s¬Z 1

�1

x2

sinh2
�
�x
2

�T (1)k (ix; a; 1; p; 1)T
(1)
l (�ix; p� a; 1; p; 1) dx

=
�
�
p+ 1

2

�
�
�
p+ 2

3

�
�22k�1�

�
p+ 3

2
+ k
�
�
�
p+ 5

2
+ k
�

�
kY

m=1

(m+ (1� (�1)m)p)(m+ (1� (�1)m)p+ 2)�k;l

formuna indirgenir.

5.2 Genelleştirilmi̧s Hermite Polinomlar¬ve Fourier Dönüşümleri

Genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬n¬n çeşitli özellikleri daha önce Chihara (1978)

ve Szegö (1975) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu polinomlar Masjed-Jamei (2007a) taraf¬n-

dan verilen dört parametreli simetrik ortogonal polinomlar¬n özel durumu olarak da

kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Özel olarak (5.1) denkleminde

(�; �; 
; �) = (0; 1;�2; 2�) (5.22)
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de¼gerleri seçildi¼ginde, genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬

x2�
00

k(x)� 2x(x2 � �)�
0

k(x) + (2kx
2 � ((�1)k � 1)�)�k(x) = 0 (5.23)

diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) çözümünde (5.22)

de¼gerleri yerine yaz¬ld¬¼g¬nda genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬n¬n monik formu

Sk

0@ �2 2�

0 1
j x

1A =

[k=2]�1Y
m=0

2m+ 2� + 2 + (�1)k+1
�2

�
[k=2]X
n=0

0@ [k=2]

n

1A0@[k=2]�(n+1)Y
m=0

�2
2m+ 2� + 2 + (�1)k+1

1Axk�2n
şeklindedir. Bu polinomlar¬n a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬(2.33) eşitli¼ginden

W

0@ �2 2�

0 1
j x

1A = exp

�Z
(
 � 2�)x2 + �
x(�x2 + �)

dx

�
= x2�e�x

2

dir ve bu fonksiyon x = �1 ve x =1 da s¬f¬r oldu¼gundan genelleştirilmi̧s Hermite

polinomlar¬n¬n ortogonallik aral¬¼g¬(�1;1) dur. Böylece genelleştirilmi̧s Hermite

polinomlar¬Teorem 2.6�dan � + 1=2 > 0 ve (�1)2� = 1 içinZ 1

�1
x2�e�x

2

Sk

0@ �2 2�

0 1
j x

1ASl
0@ �2 2�

0 1
j x

1A dx
=

0@(�1)k kY
m=1

�m

0@ �2 2�

0 1
j x

1A1A�(� + 1
2
)�k;l

=

 
1

2k

kY
m=1

(1� (�1)m)� +m
!
�(� +

1

2
)�k;l (5.24)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Masjed-Jamei 2007a). Burada (2.31) eşitli¼ginden

�m

0@ �2 2�

0 1

1A = �1
2
m� 1� (�1)

m

2
�

dir. Ayn¬zamanda (2.29) eşitli¼ginden genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬

H
(�)
k (x) = Sk

0@ �2 2�

0 1
j x

1A
= xk 2F0

0@ �
�
k
2

�
; � � + (�1)k

2
�
�
k
2

�
�

j � 1
x2

1A (5.25)
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şeklinde hipergeometrik gösterimine sahiptir (Masjed-Jamei 2007a).

(5.24) ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬, (2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi ve

(�1)2� = 1 gerçekli¼gi dikkate al¬narak genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬cinsinden

Fourier dönüşümünü uygulayaca¼g¬m¬z özel fonksiyonlar¬8<: f (x) = x2�e�
1
2
x2H

(�)
k (x) , (�1)2� = 1

g (x) = x2
e�
1
2
x2H

(�)
l (x) , (�1)2
 = 1

(5.26)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu belirlenen fonksiyonlar¬n her ikisi için de Fourier dönüşümü

mevcuttur. Öncelikle f(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde edelim:

F(f(x)) =

Z 1

�1
e�isxx2�e�

1
2
x2H

(�)
k (x) dx (5.27)

=

Z 1

�1
e�isxx2�+ke�

1
2
x2

�

0@[k=2]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
�� + (�1)k

2
�
�
k
2

��
n

n!

�
�x�2

�n1A dx
=

[k=2]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
�� + (�1)k

2
�
�
k
2

��
n

n!
(�1)n

�
�Z 1

�1
e�isxx2�+k�2ne�

1
2
x2dx

�
:

Burada belirli integrali de¼gerlendirmek için

Pk;n (s;�) =

Z 1

�1
e�isxx2�+k�2ne�

1
2
x2dx (5.28)

diyelim. Yukar¬daki integrali hesaplaman¬n iki yolu vard¬r. ·Ilk olarak (5.28) eşitli¼ginde

(�1)2� = 1 oldu¼guna dikkat edilerek ve e�isx fonksiyonunun Taylor seri aç¬l¬m¬kul-

lan¬larak, k = 2l için Pn;k (s;�)�y¬do¼grudan

P2l;n (s;�) =

Z 1

�1

 1X
p=0

(�isx)p

p!

!
x2�+2l�2ne�

1
2
x2dx (5.29)

=

1X
p=0

(�1)p ipsp
p!

�Z 1

�1
xp+2�+2l�2ne�

1
2
x2dx

�

=
1X
r=0

(�1)r s2r
(2r)!

�
2
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0
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1
2
x2dx

�
=

1X
r=0

(�1)r s2r
(2r)!

2r+�+l�n+
1
2�

�
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2

�
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şeklinde hesaplayabiliriz. BuradaZ 1

0

t�p�is+k�1e�
1
2tdt = 2p+is�k� (p+ is� k)

integrali kullan¬lm¬̧st¬r ve (5.29)�da p nin tek oldu¼gu durumlardaZ 1

�1
xp+2�+2l�2ne�

1
2
x2dx = 0

oldu¼gu not edilmelidir. Ayn¬zamanda (5.29) eşitli¼gini basitleştirmek için

� (�+ n) = (�)n � (�) ; � (�� n) =
(�1)n � (�)
(1� �)n

ve (2m)! =

�
1

2

�
m

22mm!

ba¼g¬nt¬lar¬n¬kullanmam¬z gerekir. Böylece bu ba¼g¬nt¬lar¬da kullanarak (5.29) eşitli¼gi,

P2l;n (s;�) (5.30)

=
1X
r=0

(�1)r s2r2r+�+l�n+ 1
2�
�
�+ l � n+ 1

2

� �
�+ l � n+ 1

2

�
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1
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22rr!
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�
�+ l � n+ 1

2

�
1F1

0@ �+ l � n+ 1
2

1=2
j �s

2

2

1A
şeklinde elde edilir. Bu hesaplama benzer şekilde P2l+1;n (s;�) için de uygulanabilir.

Sadece bu s¬rada p = 0; 2; 4; ::: içinZ 1

�1
xp+2�+2l+1�2ne�

1
2
x2dx = 0

olaca¼g¬n¬not etmeliyiz. Benzer i̧slemleri tekrar uygulad¬¼g¬m¬zda

P2l+1;n (s;�) (5.31)

= (�is) 2�+l�n+ 3
2�

�
�+ l � n+ 3

2

�
1F1

0@ �+ l � n+ 3
2

3=2
j �s

2

2

1A
elde ederiz. Böylece (5.30) ve (5.31) ba¼g¬nt¬lar¬n¬birleştirerek ve iyi bilinen�

k + 1

2

�
�
�
k

2

�
=
1� (�1)k

2

özdeşli¼gini kullanarak

Pk;n (s;�) = 2��n+
1
2
+[ k+12 ]�

�
�� n+ 1

2
+

�
k + 1

2

��
(5.32)
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sonucuna ulaş¬r¬z. Pk;n (s;�)�y¬hesaplaman¬n di¼ger bir yolu, s¬ras¬ile k = 2l;

k = 2l + 1�i dikkate alarak e�isx = cos (sx)� i sin (sx) Euler formülünü ve cos (sx)

ve sin (sx) trigonometrik fonkiyonlar¬n¬n

cos(sx) =

1X
r=0

(�1)r (sx)2r

(2r)!
ve sin (sx) =

1X
r=0

(�1)r (sx)2r+1

(2r + 1)!

Taylor seri aç¬l¬mlar¬n¬kullanarak elde edilmesidir (Erdélyi 1954). Böylece

(�1)2� = 1 oldu¼guna dikkat edilerek, k = 2l için Pk;n (s;�)

P2l;n (s;�) (5.33)

=
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1A
ve k = 2l + 1 için Pk;n (s;�)

P2l+1;n (s;�) (5.34)

=
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olarak elde edilir. Sonuç olarak (5.27) eşitli¼gi
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1A (5.35)

şeklinde basitleştirilir. Di¼ger taraftan

1F1

0@ �



j x

1A = ex 1F1
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j �x

1A (5.36)
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Kummer formülüne (Koepf 1988) göre (5.35) ba¼g¬nt¬s¬
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şekline dönüştürülebilir. Şimdi, (5.37) eşitli¼gi dakkate al¬narak basitlik için
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1A (5.38)

şeklinde tan¬mlan¬rsa sonuç olarak (5.37) eşitli¼gi

F (f (x)) = (�i)
1�(�1)k

2 2�+
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�
�+

1

2
+

�
k + 1

2

��
e�

1
2
s2T

(2)
k (s;�; �) (5.39)

formunda yaz¬l¬r. Benzer i̧slemler uygulanarak g(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F (g (x)) = (�i)
1�(�1)l
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s2T
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l (s; 
; �) (5.40)

şeklinde elde edilir.

(5.26) da tan¬mlanan f(x) ve g(x) fonksiyonlar¬n¬gözönünde bulundurarak (5.39) ile

(5.40) eşitliklerinde elde edilen f(x) ve g(x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşümlerine

(2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gini uygulad¬¼g¬m¬zda
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Z 1
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e�s

2

T
(2)
k (s;�; �)T

(2)
l (s; 
; �) ds

elde ederiz. Son olarak (5.41) eşitli¼ginde

� = � = �+ 


ifadesi seçilerek ve daha sonra (5.24) ortogonallik ili̧skisi gözönüne al¬narak aşa¼g¬daki

teorem elde edilir.
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Teorem 5.2 (5.38) eşitli¼ginde tan¬mlanan T (2)k (x; p1; p2) özel fonksiyonuZ 1
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T
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�� �k;l (5.42)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. Burada �; � > �1
2
ve (�1)2� = 1 dir (Masjed-

Jamei ve Koepf 2012).

5.3 (�1;1) Aral¬¼g¬nda x�2�(1 + x2)�� A¼g¬rl¬k Fonksiyonuna Göre Sonlu

Simetrik Ortogonal Polinomlar¬n¬n Fourier Dönüşümleri

Bu polinomlar Masjed-Jamei (2007a) taraf¬ndan verilen simetrik ortogonal polinom-

lar¬n özel bir durumu olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Özel olarak (5.1) denkleminde

(�; �; 
; �) = (1; 1;�2� � 2� + 2;�2�) (5.43)

de¼gerleri seçildi¼ginde, bu polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬
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k (x)
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�
k (2� + 2� � (k + 1))x2 +

�
1� (�1)k

�
�
�
�k (x) = 0 (5.44)

diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) çözümünde (5.43)

de¼gerleri yerine yaz¬ld¬¼g¬nda bu denklemin monik polinom çözümü
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şeklindedir ve bu monik çözüm (2.29) eşitli¼ginden
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hipergeometrik gösterimine sahiptir (Masjed-Jamei 2007b). Bu polinomlar¬n a¼g¬rl¬k

fonksiyonlar¬(2.33) eşitli¼ginden

W
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1 1
j x

1A = x�2�(1 + x2)��

elde edilir.�
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sonlu polinom ailesi (�1;1) aral¬¼g¬nda x�2� (1 + x2)��

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. Yani, Teorem 2.6�dan, N0 = max fl; kg �

� + � � 1=2; � < 1=2; (�1)2� = 1 ve � > 0 için
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(5.47)

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r (Masjed-Jamei 2002, 2007a). Burada (2.31) eşitli¼gin-

den
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dir.

Şimdi (5.47) ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ve (2.35) ile verilen Parseval özdeşli¼gi,

(�1)2� = 1 gerçekli¼gi dikkate al¬narak monik polinomlar¬cinsinden Fourier dönüşü-

münü uyguyalaca¼g¬m¬z özel fonksiyonlar¬8<: u (x) = x�2a (1 + x2)
�b
A
(�;�)
k (x) , (�1)2a = 1

v (x) = x�2c (1 + x2)
�d
A
(
;�)
l (x) , (�1)2c = 1

(5.50)
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu şekilde tan¬mlanan fonksiyonlar¬n her ikisi içinde Fourier

dönüşümü mevcuttur. Öncelikle u (x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde ede-

lim:
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Burada belirli integrali de¼gerlendirmek için

Rk;n (s; a; b) =
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�
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��b
dx (5.52)

diyelim. Yukar¬daki integrali hesaplaman¬n iki yolu vard¬r. ·Ilk olarak (5.52) eşitli¼ginde

(�1)2a = 1 oldu¼guna dikkat edilerek, k = 2l için Rk;n (s; a; b)�y¬do¼grudan
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oldu¼gu ve (2.2) eşitli¼ginde tan¬mlanan üçüncü tür Beta integrali kullan¬lm¬̧st¬r. Ayn¬

zamanda (5.53) eşitli¼gini basitleştirmek için
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ba¼g¬nt¬lar¬n¬kullanmam¬z gerekmektedir. Bu durumda
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elde edilir. Bu hesaplama benzer şekilde R2l+1;n (s; a; b) için de uygulanabilir. Sadece

bu s¬rada p = 0; 2; 4; ::: içinZ 1

�1
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dx = 0

olaca¼g¬n¬not etmeliyiz. Benzer i̧slemleri uygulayarak
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elde ederiz. Böylece (5.54) ve (5.55) ba¼g¬nt¬lar¬birleştirilerek ve iyi bilinen�
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sonucuna ulaş¬l¬r. Rk;n (s; a; b)�y¬hesaplaman¬n di¼ger bir yolu, s¬ras¬ile k = 2l;

k = 2l + 1�i dikkate alarak e�isx = cos (sx)� i sin (sx) Euler formülünü ve cos (sx)
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ve sin (sx) trigonometrik fonkiyonlar¬n¬n
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ve benzer şekilde k = 2l + 1 için Rk;n (s; a; b)
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elde edilir. Sonuç olarak (5.51) eşitli¼gi
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şeklinde basitleştirilir. Şimdi basitlik için

T
(3)
k (x; q1; q2;q3; q4) (5.60)
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olarak tan¬mlan¬rsa, (5.59) eşitli¼gi
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formunda ifade edilir. Benzer i̧slemler uygulanarak v(x) fonksiyonunun Fourier

dönüşümü
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şeklinde elde edilir.

(5.50) de tan¬mlanan u (x) ve v (x) fonksiyonlar¬n¬gözönünde bulundurarak (5.61) ile

(5.62) eşitliklerinde elde edilen u (x) ve v (x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşümlerine

(2.35) ile ifade edilen Parseval özdeşli¼gini uygulad¬¼g¬m¬zda
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elde ederiz. Di¼ger taraftan, (5.63) eşitli¼ginin sol taraf¬nda
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ifadeleri seçilerek ve daha sonra (5.47) ortogonallik ili̧skisi gözönüne al¬narak aşa¼g¬-

daki teorem elde edilir.

Teorem 5.3 (5.60) eşitli¼ginde tan¬mlanan T (3)k (x; q1; q2;q3; q4) özel fonksiyonu
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2
dir (Masjed-Jamei ve Koepf

2013).

5.4 (�1;1) Aral¬¼g¬nda x�2�e(�
1
x2
) A¼g¬rl¬k Fonksiyonuna Göre Sonlu

Simetrik Ortogonal Polinomlar¬n¬n Fourier Dönüşümleri

Bu polinomlar bir önceki duruma benzer olarak, belirtilen ana özelliklere sahip olan

simetrik ortogonal polinomlar¬n bir başka sonlu dizisi olarak kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Özel olarak (5.1) denkleminde
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; �) = (1; 0;�2� + 2; 2) (5.66)

de¼gerleri seçildi¼ginde, bu polinomlar¬n sa¼glad¬¼g¬
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diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) çözümünde (5.66)

de¼gerleri yerine yaz¬ld¬¼g¬nda bu denklemin monik polinom çözümü
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biçimindedir ve bu monik çözüm (2.29) eşitli¼ginden
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formunda hipergeometrik gösterime sahiptir (Masjed-Jamei 2007b).

Bu polinomlar¬n a¼g¬rl¬k fonksiyonu (2.33) eşitli¼ginden
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ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glar (Masjed-Jamei 2007a). Burada (2.31) eşitli¼ginden
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k (x) polinomlar¬n¬n Fourier dönüşümleri için uygulanan i̧slemler benzer şe-

kilde B(�)k (x) polinomlar¬na da uygulanarak bu polinomlar¬n Fourier dönüşümleri

elde edilebilir. (5.71) ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬, (2.35) ile verilen Parseval

özdeşli¼gi ve (�1)2� = 1 gerçekli¼gi dikkate al¬narak monik polinomlar¬ cinsinden
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şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu şekilde tan¬mlanan fonksiyonlar¬n her ikisi içinde Fourier

dönüşümü mevcuttur. Öncelikle f (x) fonksiyonunun Fourier dönüşümünü elde ede-
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Yine burada integrali de¼gerlendirmek için

Sk;n (s;�) =

Z 1

�1
e�isxx�2�+k�2ne�

1
2x2 dx (5.75)
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layabiliriz. Bu yüzden (�1)2� = 1 oldu¼guna dikkat edilerek, k = 2l için Sk;n (s;�)

de¼gerini Z 1

0

t�p�is+k�1e�
1
2tdt = 2p+is�k� (p+ is� k)

belirli integrali ve hipergeometrik bir form cinsinden son toplam¬n¬basitleştirmek

için de

� (�+ n) = (�)n � (�) ; � (�� n) =
(�1)n � (�)
(1� �)n

ve (2m)! =

�
1

2

�
m

22mm!

ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak, ayn¬zamanda p�nin tek de¼geri içinZ 1

�1
xp�2�+2l�2ne

� 1
2x2 dx = 0

oldu¼gu not edilerek do¼grudan

S2l;n (s;�) =

Z 1

�1

 1X
p=0

(�isx)p

p!

!
x�2�+2l�2ne�

1
2x2 dx (5.76)

=
1X
p=0

(�1)p ipsp
p!

�Z 1

�1
xp�2�+2l�2ne�

1
2x2 dx

�

=
1X
r=0

(�1)r s2r
(2r)!

�
2

Z 1

0

x2r�2�+2l�2ne�
1
2x2 dx

�
=

1X
r=0

(�1)r s2r
(2r)!

2�r+��l+n�
1
2�

�
�r + �� l + n� 1

2

�

= 2��l+n�
1
2�

�
�� l + n� 1

2

�
0F2

0@ �
1
2
; � �+ l � n+ 3

2

j s
2

8

1A
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elde edilir. Bununla birlikte benzer i̧slemler k = 2l + 1 için yap¬l¬rsa p = 0; 2; 4; :::

için Z 1

�1
xp�2�+2l+1�2ne�

1
2x2 dx = 0

oldu¼gunu not ederek

S2l+1;n (s;�) =

Z 1

�1

 1X
p=0

(�isx)p

p!

!
x�2�+2l+1�2ne�

1
2x2 dx (5.77)

=

1X
p=0

(�1)p ipsp
p!

�Z 1

�1
xp�2�+2l+1�2ne�

1
2x2 dx

�

= (�is)
1X
r=0

(�1)r s2r
(2r + 1)!

�
2

Z 1

0

x2r�2�+2l�2n+2e�
1
2x2 dx

�

= (�is) 2��l+n� 3
2�

�
�� l + n� 3

2

�
0F2

0@ �
3
2
; � �+ l � n+ 5

2

j s
2

8

1A
elde edilir. Böylece (5.76) ve (5.77) ba¼g¬nt¬lar¬birleştirilerek ve iyi bilinen

�
k + 1

2

�
�
�
k

2

�
=
1� (�1)k

2

özdeşli¼gi kullan¬larak

Sk;n (s;�) = 2�+n�
1
2
�[ k+12 ]�

�
�+ n� 1

2
�
�
k + 1

2

��
(�is)

1�(�1)k
2

� 0F2

0@ �

1� (�1)k
2
; � �� n+ 3

2
+
�
k+1
2

� j s28
1A (5.78)

sonucuna ulaş¬l¬r. Sonuç olarak (5.74) eşitli¼gi

F (f (x)) = 2��
1
2
�[ k+12 ]�

�
�� 1

2
�
�
k + 1

2

��
(�is)

1�(�1)k
2 (5.79)

�
[ k2 ]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
�� 1

2
�
�
k+1
2

��
n�

� + (�1)k
2

�
n

2n

n!

� 0F2

0@ �

1� (�1)k
2
; � �� n+ 3

2
+
�
k+1
2

� j s28
1A

68



şeklinde basitleştirilir. Basitlik için

T
(4)
k (x; p1; p2) (5.80)

= x
1�(�1)k

2

[ k2 ]X
n=0

�
�
�
k
2

��
n

�
p1 � 1

2
�
�
k+1
2

��
n�

p2 +
(�1)k
2

�
n

2n

n!

� 0F2

0@ �

1� (�1)k
2
; � p1 � n+ 3

2
+
�
k+1
2

� j x28
1A

olarak tan¬mlan¬rsa, (5.79) eşitli¼gi

F (f (x)) = 2��
1
2
�[ k+12 ]�

�
�� 1

2
�
�
k + 1

2

��
(�i)

1�(�1)k
2 T

(4)
k (s;�; �) (5.81)

formunda elde edilir. Benzer i̧slemler uygulanarak g(x) fonksiyonunun Fourier dönüşümü

F (g (x)) = 2
�
1
2
�[ l+12 ]�

�

 � 1

2
�
�
l + 1

2

��
(�i)

1�(�1)l
2 T

(4)
l (s; 
; �) (5.82)

elde edilir.

(5.73) te tan¬mlanan f (x) ve g (x) fonksiyonlar¬n¬gözönünde bulundurarak (5.81) ile

(5.82) eşitliklerinde elde edilen f (x) ve g (x) fonksiyonlar¬n¬n Fourier dönüşümlerine

(2.35) ile ifade edilen Parseval özdeşli¼gini uygulad¬¼g¬m¬zda

2�

Z 1

�1
x�2(�+
)e�

1
x2B

(�)
k (x)B

(�)
l (x) dx (5.83)

= i
(�1)k�(�1)l

2
�
�
�� 1

2
�
�
k+1
2

��
�
�

 � 1

2
�
�
l+1
2

��
2��+

1
2
+[ k+12 ]2�
+

1
2
+[ l+12 ]

�
Z 1

�1
T
(4)
k (s;�; �)T

(4)
l (s; 
; �) ds

elde ederiz. Son olarak (5.83) eşitli¼ginde

� = � = �+ 


ifadeleri seçilerek ve daha sonra (5.71) ortogonallik ili̧skisi gözönüne al¬narak aşa¼g¬-

daki teorem elde edilir.

Teorem 5.4 (5.80) eşitli¼ginde tan¬mlanan T (4)k (x; p1; p2) özel fonksiyonu

1

2�

Z 1

�1
T
(4)
k (x;�; �)T

(4)
l (x; � � �; �) dx (5.84)

= 2��+1+2[
k+1
2 ]

kY
m=1

2(�1)m(m� �) + 2�
(2m� 2� � 1)(2m� 2� + 1)

�
�
�
� � 1

2

�
�
�
�� 1

2
�
�
k+1
2

��
�
�
� � �� 1

2
�
�
k+1
2

���k;l
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ortogonallik ili̧skisine sahiptir. Burada l; k = 0; 1; :::; N0 = max fl; kg � � � 1
2
;

(�1)2� = 1 ve 1
2
< � < � � 1

2
dir (Masjed-Jamei ve Koepf 2013).
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6. JACOBI POL·INOMLARININVEÖZEL DURUMLARININ SONLU

FOURIER DÖNÜŞÜMLER·I

Bu bölümde, [�; �] aral¬¼g¬nda ortogonal olan bir P (x) polinomunun

bP (�) = Z �

�

ei�xP (x) dx (6.1)

sonlu Fourier dönüşümü incelenecektir. ·Ilk olarak bölüm 3 te tan¬mlanan P (�;�)k

Jacobi ortogonal polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümleri ile ilgili formüller ve-

rilecektir. Daha sonra Jacobi ortogonal polinomlar¬n¬n özel durumlar¬olan Pk (x)

Legendre polinomu, C(p)k (x) Gegenbauer polinomu, birinci ve ikinci çeşit Tk (x) ve

Uk (x) Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümleri ile ilgili formüller ve-

rilecektir.

Bununla birlikte üstel fonksiyonun k¬smi toplamlar¬için Ek gösterimi

Ek (x) =
kX
l=0

xl

l!
(6.2)

şeklinde tan¬mlanarak sonuçlar¬n ço¼guEk formülü yard¬m¬yla ifade edilecektir (Grad-

shteyn ve Ryzhik 2007). Böylece P (x) polinomunun sonlu Fourier dönüşümlerini

elde etmek için aşag¬daki verilen eşitlikler kullan¬lacakt¬r.

Lemma 6.1 � herhangi bir say¬ve n � 0 bir tamsay¬olmak üzereZ 1

�1
xnei�xdx =

(�1)n n!
(i�)n+1

�
ei�En (�i�)� e�i�En (i�)

�
(6.3)

ve Z 1

0

xnei�xdx =
(�1)n n!
(i�)n+1

�
ei�En (�i�)� 1

�
(6.4)

dir.

·Ispat. (6.3) eşitli¼ginin sol taraf¬nda xn = u ve ei�xdx = dv denilip k¬smi integrasyon

uygulan¬rsa Z 1

�1
xnei�xdx =

xn

i�
ei�x j1�1 �

Z 1

�1

n

i�
xn�1ei�xdx

=
ei�

i�
� (�1)

n e�i�

i�
�
Z 1

�1

n

i�
xn�1ei�xdx
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bulunur. xn�1 = u ve ei�xdx = dv de¼gi̧sken de¼gi̧simi için tekrar k¬smi integrasyon

uygulan¬rsa

=
ei�

i�
� (�1)

n e�i�

i�
� n

i�

�
xn�1

i�
ei�x j1�1 �

Z 1

�1

1

i�
(n� 1)xn�2ei�xdx

�
=

ei�

i�
� (�1)

n e�i�

i�
� nei�

(i�)2
+
(�1)n�1 ne�i�

(i�)2
+

n

(i�)2

Z 1

�1
(n� 1)xn�2ei�xdx

bulunur. Yine xn�2 = u ve ei�xdx = dv denilip k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

=
ei�

i�
� (�1)

n e�i�

i�
� nei�

(i�)2
+
(�1)n�1 ne�i�

(i�)2

+
n (n� 1)
(i�)2

�
xn�2

i�
ei�x j1�1 �

Z 1

�1

1

i�
(n� 2)xn�3ei�xdx

�
=

ei�

i�
� nei�

(i�)2
+
n (n� 1) ei�

(i�)3

+
(�1)n+1 e�i�

i�
+
(�1)n�1 ne�i�

(i�)2
+
(�1)n�1 n (n� 1) e�i�

(i�)3

�n (n� 1) (n� 2)
(i�)3

Z 1

�1
xn�3ei�xdx

= ei�
2X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

+ (�1)n�1 e�i�
2X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

(�1)k

+
1

(i�)3
(�n)3

Z 1

�1
xn�3ei�xdx

elde edilir. Benzer şekilde k¬smi integrasyon uygulanarak devam edilirse

= ei�
n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

+ (�1)n�1 e�i�
n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

(�1)k + 1

(i�)n
(�n)n

Z 1

�1
ei�xdx

= ei�
n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

+ (�1)n�1 e�i�
n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

(�1)k + 1

(i�)n+1
(�n)n

�
ei� � e�i�

�
= ei�

n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

+ (�1)n�1 e�i�
n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

(�1)k + (�1)n

(i�)n+1
n!
�
ei� � e�i�

�
bulunur. Bu son eşitlik

=
(�1)n

(i�)n+1
n!ei�

 
1 +

(i�)n+1

(�1)n n!

n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

!
(6.5)

+
(�1)n

(i�)n+1
n!e�i�

 
�1 + (�1)

n�1 (i�)n+1

(�1)n n!

n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

(�1)k
!
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formunda yaz¬labilir. Burada

(�n)k
(�1)n n! =

(�n) (�n+ 1) ::: (�n+ k � 1)
(�1)n n!

=
(�1)k n (n� 1) ::: (n� k + 1)

(�1)n n!

=
1

(n� k)! (�1)n�k

eşitli¼gi kullan¬larak,  
1 +

(i�)n+1

(�1)n n!

n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

!

=

nX
k=0

(�n)k
(�1)n n! (i�)

n�k

=
nX
k=0

(�i�)n�k

(n� k)! =
nX
k=0

(�i�)k

k!
= En (�i�)

ve  
�1 + (�1)

n�1 (i�)n+1

(�1)n n!

n�1X
k=0

(�n)k
(i�)k+1

(�1)k
!

=
nX
k=0

(i�)n�k (�n)k
n!

(�1)k+1

=
nX
k=0

(i�)n�k
(�1)k n (n� 1) ::: (n� k + 1)

n!
(�1)k+1

=
nX
k=0

(i�)n�k

(n� k)! (�1) = �
nX
k=0

(i�)k

k!
= �En (i�)

ifadeleri elde edilir. Son olarak elde edilen bu ifadeler (6.5) eşitli¼ginde yerine yaz¬larakZ 1

�1
xnei�xdx =

(�1)n

(i�)n+1
n!ei�En (�i�)�

(�1)n

(i�)n+1
n!e�i�En (i�)

=
(�1)n n!
(i�)n+1

�
ei�En (�i�)� e�i�En (i�)

�
eşitli¼gi bulunur.

(6.3) eşitli¼ginde integral aral¬¼g¬[0; 1] olarak al¬n¬rsa ve benzer i̧slemler uygulan¬rsaZ 1

0

xnei�xdx =
(�1)n n!
(i�)n+1

�
ei�En (�i�)� 1

�
eşitli¼gi elde edilir.
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6.1 Jacobi Polinomlar¬n¬n Sonlu Fourier Dönüşümleri

qk; k�y¬nc¬dereceden bir polinom olmak üzere bu polinomun sonlu Fourier aç¬l¬m-

lar¬n¬elde etmek için

F (qk) =

Z 1

�1
e�i�xqk (x) dx

eşitli¼gini ele alal¬m. Bu eşitlik

F (qk) = �
1

i�

Z 1

�1

de�i�x

dx
qk (x) dx

şeklinde ifade edilebilir. Burada � 1
i�
de�i�x

dx
dx = dv ve qk (x) = u de¼gi̧sken de¼gi̧simi

ile k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

F (qk) = �
1

i�

�
e�i�qk (1)� ei�qk (�1)

�
+
1

i�
F
�
q
0

k

�
bulunur. Elde edilen bu eşitlikte � 1

i�
de�i�x

dx
dx = dv ve q

0
k (x) = u de¼gi̧sken de¼gi̧simi

yap¬larak tekrar k¬smi integrasyon uygulan¬rsa

F (qk)

= � 1
i�

�
e�i�qk (1)� ei�qk (�1)

�
� 1

(i�)2

h
e�i�q

0

k (1)� ei�q
0

k (�1)
i

+
1

(i�)2
F
�
q
00

k

�
elde edilir. Benzer şekilde (m+ 1) kez k¬smi integrasyon uyguland¬¼g¬nda

F (qk)

= �
mX
n=0

1

(i�)n+1

h
e�i�q

(n)

k (1)� ei�q(n)k (�1)
i
+

1

(i�)m+1
F
�
q
(m+1)

k

�
; m 2 Z+

bulunur. Burada k dan sonraki terimler için q
(m+1)

k � 0 olup aç¬k çözüm

F (qk) = �e�i�
kX
n=0

q
(n)

k (1)

(i�)n+1
+ ei�

kX
n=0

q
(n)

k (�1)
(i�)n+1

; k 2 Z+ (6.6)

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikte qk = P
(a;b)
k al¬n¬rsa

F
�
P
(a;b)
k

�
(6.7)

= �e�i�
kX
n=0

dn

dxn
P
(a;b)
k (1)

1

(i�)n+1
+ ei�

kX
n=0

dn

dxn
P
(a;b)
k (�1) 1

(i�)n+1

şeklinde yaz¬labilir. Böylece (6.7) eşitli¼gini dikkate alarak Jacobi polinomlar¬n¬n

sonlu Fourier dönüşümleri için çeşitli formüller aşa¼g¬daki teorem ile verilir.
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Teorem 6.1 P
(a;b)
k (x) Jacobi polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümleri � 6= 0 için

[
P
(a;b)
k (�) = 2ei� (a+ 1)k

kX
n=0

(a+ b+ k + 1)n
(k � n)! (a+ 1)n

�
e�2i�En (2i�)� 1
(�2i�)n+1

�

= 2

kX
n=0

(a+ b+ k + 1)n
(k � n)! (�2i�)n+1

�
h
(�1)k�n e�i� (b+ n+ 1)k�n � ei� (a+ n+ 1)k�n

i
ve � = 0 için

[
P
(a;b)
k (0) =

(a+ b+ k + 1)

2

240@ a+ k

k � 1

1A� (�1)k�1
0@ b+ k

k � 1

1A35
şeklindedir (Dixit vd. 2015).

·Ispat. ·Ilk formül, (3.5) ile verilen Jacobi ortogonal polinomlar¬n¬n hipergeometrik

gösterimleri kullan¬larak elde edilir. P (a;b)k (x) Jacobi polinomlar¬n¬n hipergeometrik

gösterimlerinin sonlu Fourier dönüşümleri

[
P
(a;b)
k (�) =

(a+ 1)k
k!

kX
n=0

(�k)n (a+ b+ k + 1)n
n! (a+ 1)n

Z 1

�1

�
1� x
2

�n
ei�xdx

şeklinde ifade edilebilir. Burada 1�x
2
= u de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬larak 1 � 2u = x

olur ve (�k)n =
(�1)nk!
(k�n)! temel özelli¼gi de kullan¬larak

[
P
(a;b)
k (�) = 2ei� (a+ 1)k

kX
n=0

(�1)n (a+ b+ k + 1)n
n! (k � n)! (a+ 1)n

Z 1

0

e�2i�uundu

şeklinde bulunur. Burada Lemma 6.1 de verilen (6.4) ifadesi yerine yaz¬larak

[
P
(a;b)
k (�) = 2ei� (a+ 1)k

kX
n=0

(a+ b+ k + 1)n
(k � n)! (a+ 1)n

�
e�2i�En (2i�)� 1
(�2i�)n+1

�

formülü elde edilir. ·Ikinci formül için

d

dx
P
(a;b)
k (x) =

(a+ b+ k + 1)

2
P
(a+1;b+1)
k�1 (x) (6.8)

eşitli¼gini (Rainville 1960) dikkate alal¬m. Bu eşitli¼gin ard¬̧s¬k olarak tekrarlanmas¬yla

dk

dxk
P
(a;b)
k (x) =

(a+ b+ k + 1)n
2n

P
(a+n;b+n)
k�n (x) ; k = 0; 1; :::; n (6.9)
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elde edilir. Di¼ger taraftan Jacobi polinomlar¬n¬n x = �1 ve x = 1 noktas¬ndaki

de¼gerleri

P
(a;b)
k (1) =

0@ a+ k

k

1A =
(1 + a)k
k!

(6.10)

P
(a;b)
k (�1) = (�1)k

0@ b+ k

k

1A = (�1)k (1 + b)k
k!

şeklinde olup bu de¼gerler dikkate al¬narak (6.9) eşitli¼gi x = �1 ve x = 1 için

dn

dxn
P
(a;b)
k (1) =

(a+ b+ k + 1)n
2n

(a+ n+ 1)k�n
(k � n)! (6.11)

=
(a+ b+ 1)k+n
(a+ b+ 1)k

(a+ 1)k
(a+ 1)n

1

2n (k � n)!

=
(a+ 1)k

(a+ b+ 1)k

(a+ b+ 1)k+n
2n (k � n)! (a+ 1)n

dn

dxn
P
(a;b)
k (�1) = (�1)k�n (a+ b+ k + 1)n

2n
(b+ n+ 1)k�n
(k � n)!

= (�1)k+n (b+ 1)k
(a+ b+ 1)k

(a+ b+ 1)k+n
2n (k � n)! (b+ 1)n

şeklinde yaz¬labilir. Böylece, (6.11) ile verilen bu de¼gerler (6.7) eşitli¼ginde yerine

yaz¬larak Jacobi polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü için

[
P
(a;b)
k (�) = �e�i�

kX
n=0

(a+ b+ k + 1)n (a+ n+ 1)k�n

2n (k � n)! (i�)n+1

+(�1)k�n ei�
kX
n=0

(a+ b+ k + 1)n (b+ n+ 1)k�n

2n (k � n)! (i�)n+1

= 2

kX
n=0

(a+ b+ k + 1)n
(k � n)! (�2i�)n+1

�
h
(�1)k�n ei� (b+ n+ 1)k�n � e�i� (a+ n+ 1)k�n

i
(6.12)

formülü elde edilir.

� = 0 oldu¼gunda Jacobi polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümlerinin formülünü

elde etmek için (6.8) eşitli¼gini ele alal¬m. Burada (6.10) eşitli¼ginde verilen ifadeler
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gözönünde bulundurularak (6.8) eşitli¼gi x = �1 ve x = 1 için

d

dx
P
(a;b)
k (1) =

(a+ b+ k + 1)

2

(a+ 2)k�1
(k � 1)!

=
(a+ b+ k + 1)

2

0@ a+ k

k � 1

1A
d

dx
P
(a;b)
k (�1) = (�1)k�1 (a+ b+ k + 1)

2

(b+ 2)k�1
(k � 1)!

= (�1)k�1 (a+ b+ k + 1)
2

0@ b+ k

k � 1

1A
şeklinde yaz¬labilir. Bu ifadeler do¼grultusunda � = 0 oldu¼gunda Jacobi polinom-

lar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü için

[
P
(a;b)
k (0) =

(a+ b+ k + 1)

2

240@ a+ k

k � 1

1A� (�1)k�1
0@ b+ k

k � 1

1A35
formülü elde edilir.

Önceki teoremde elde edilen son formülün hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

yeniden ifade edilmesi ise aşa¼g¬daki teorem ile verilir.

Teorem 6.2 Jacobi polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü hipergeometrik fonksi-

yonlar cinsinden

[
P
(a;b)
k (�) =

(b+ 1)k
i�k!

(�1)k+1 e�i� 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

b+ 1
j �1
2i�

1A
+
(a+ 1)k
i�k!

ei� 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

a+ 1
j 1
2i�

1A (6.13)

şeklinde verilir.

·Ispat. Teorem 6.1�in � 6= 0 için Jacobi polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümleri

için verilen ikinci formülün ilk terimdeki ifade

(�1)k�n e�i� (a+ b+ k + 1)n (b+ n+ 1)k�n
(k � n)! (�2i�)n+1

formunda olup, bu ifade (2.4) ile (2.7) özellikleri ve

(b+ n+ 1)k�n =
(b+ 1)k
(b+ 1)n
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eşitli¼gi kullan¬larak

(�1)k+1 e�i� (b+ 1)k
2i�

(a+ b+ k + 1)n (�k)n (1)n
(b+ 1)n k!

un

n!

şeklinde basitleştirilir. Burada u = �1
2i�

olup n = 0 dan k ya kadar toplanarak

formüldeki ilk terim elde edilir. Bu ise hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

(b+ 1)k
i�k!

(�1)k+1 e�i� 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

b+ 1
j �1
2i�

1A
formunda yaz¬labilir ve yine Teorem 6.1� in � 6= 0 için sonlu Fourier dönüşümleri

için verilen ikinci formülün ikinci terimdeki ifadesi için benzer i̧slemler ve argümanlar

uyguland¬¼g¬nda hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

(a+ 1)k
i�k!

ei� 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

a+ 1
j 1
2i�

1A
formunda yaz¬labilir. Böylece bu eşitlikler do¼grultusunda Jacobi polinomlar¬n¬n

sonlu Fourier dönüşümünün hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

[
P
(a;b)
k (�) =

(b+ 1)k
i�k!

(�1)k+1 e�i� 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

b+ 1
j �1
2i�

1A
+
(a+ 1)k
i�k!

ei� 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

a+ 1
j 1
2i�

1A
formülü elde edilir.

Sonuç 6.1

Y
(�;�)
k (u) =

(�+ 1)k
k!

3F1

0@ �+ � + k + 1;�k; 1

�+ 1
j 1
u

1A (6.14)

formunda tan¬mlan¬rsa P (a;b)k (x) Jacobi polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü

[
P
(a;b)
k (�) =

1

i�

h
(�1)k+1 e�i�Y (b;a)k (�2i�) + ei�Y (a;b)k (2i�)

i
(6.15)

şeklinde elde edilir.
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6.2 Jacobi Polinomlar¬n¬n Özel Durumlar¬n¬n Sonlu Fourier

Dönüşümleri

Bu k¬s¬mda Jacobi polinomlar¬n¬n özel durumlar¬ve bunlar¬n sonlu Fourier dönüşüm-

lerinin formülleri verilecektir.

i) Legendre polinomlar¬

a = b = 0 için Jacobi polinomlar¬n¬n bir özel hali Pk (x) = P
(0;0)
k (x) Legendre

polinomlar¬d¬r ve bu polinomlar

�
1� x2

�
y
00

k � 2xy
0

k + k (k + 1) yk = 0 (6.16)

diferensiyel denkleminin çözümüdür. Bu denklemin serisel çözümü aran¬rsa

Pk (x) = 2
k

kX
n=0

0@ k

n

1A0@ 1
2
(k + n� 1)

k

1Axn (6.17)

şeklinde bir aç¬k polinom çözümüne sahip oldu¼gu görülür. Ayr¬ca hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

Pk (x) = 2F1

0@ �k; k + 1

1
j 1� x

2

1A
=

kX
n=0

(�k)n (k + 1)n
(1)n n!

�
1� x
2

�n
(6.18)

formunda yaz¬labilir. Pk (x) Legendre ortogonal polinomlar¬

Pk (x) =
1

2kk!

dk

dxk
�
x2 � 1

�k
(6.19)

Rodrigues formülü ile de ifade edilebilir. Legendre polinomlar¬n¬n sonlu Fourier

dönüşümü için çeşitli formüller aşa¼g¬daki teorem ile verilir.
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Teorem 6.3 Pk (x) Legendre polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü

bPk (�) = 2k
kX
n=0

0@ k

n

1A0@ 1
2
(k + n� 1)

k

1A (�1)n n!
(i�)n+1

�
ei�En (�i�)� e�i�En (i�)

�
= ik

r
2�

�
Jk+ 1

2
(�)

= 2

kX
n=0

(k + n)!

(k � n)!n!
[e�i�En (2i�)� ei�]

(�2i�)n+1

= 2
kX
n=0

(k + n)!

(k � n)!n!

h
(�1)k+n e�i� � ei�

i
(�2i�)n+1

şeklinde tan¬mlanan dört eşde¼ger formdan biri ile verilir (Dixit vd. 2015).

·Ispat. ·Ilk formül (6.17) eşitli¼ginde tan¬mlanan Legendre polinom çözümü kul-

lan¬larak elde edilir. Pk (x) Legendre polinom çözümlerinin sonlu Fourier dönüşümü

bPk (�)
= 2k

kX
n=0

0@ k

n

1A0@ 1
2
(k + n� 1)

k

1AZ 1

�1
xnei�xdx

formunda olup burada Lemma 6.1 de verilen (6.3) ifadesi yerine yaz¬larak

bPk (�)
= 2k

kX
n=0

0@ k

n

1A0@ 1
2
(k + n� 1)

k

1A (�1)n n!
(i�)n+1

�
ei�En (�i�)� e�i�En (i�)

�
ilk formül elde edilir.bPk (�) için ikinci ifade Legendre polinomlar¬n¬n (6.19) ile verilen Rodrigues formülü
kullan¬larak elde edilir. Pk (x) Rodrigues formülünün sonlu Fourier dönüşümü

bPk (�) = 1

2kk!

Z 1

�1
ei�x

dk

dxk
�
x2 � 1

�k
dx (6.20)

olup k kez k¬smi integrasyon uyguland¬¼g¬nda ise

bPk (�) = (�i�)k

2kk!

Z 1

�1
ei�x

�
x2 � 1

�k
dx (6.21)

şeklinde elde edilir. Literatürde iyi bilinenZ 1

�1
ei�x

�
1� x2

�p�1
dx =

p
�

�
2

�

�p�1=2
� (p) Jp�1=2 (�) (6.22)
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eşitli¼ginde (Gradshteyn ve Ryzhik 2007) � = � ve p = k + 1 al¬narak

bPk (�) = ikr2�
�
Jk+1=2 (�)

bulunur. Burada Jq (�) fonksiyonu

Jq (�) =

1X
n=0

(�1)n (�=2)2n+q

n!� (n+ q + 1)

şeklinde tan¬mlanan Bessel fonksiyonudur (Rainville 1960).

Legendre polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümünün üçüncü formülü (6.18) ile ifade

edilen Legendre polinomlar¬n¬n hipergeometrik gösterimleri kullan¬larak elde edilir.

Böylece, Pk (x) Legendre hipergeometrik gösterimlerinin sonlu Fourier dönüşümü

bPk (�) = kX
n=0

(�k)n (k + 1)n
n!2

Z 1

�1
ei�x

�
1� x
2

�n
dx (6.23)

için 1�x
2
= u de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa 1 � 2u = x ve �2du = dx olur. (2.7) ve

(2.8) temel özellikleri de kullan¬larak

bPk (�) = 2ei� kX
n=0

(�1)n (k + n)!
(k � n)!n!2

Z 1

0

e�2i�uundu (6.24)

şeklinde bulunur. Burada Lemma 6.1 de verilen (6.4) ifadesi kullan¬larak

bPk (�) = 2 kX
n=0

(k + n)!

(k � n)!n!
[e�i�En (2i�)� ei�]

(�2i�)n+1

formülü elde edilir.

Son olarak (6.12) eşitli¼ginde, a = b = 0 al¬n¬rsa Pk (x) Legendre polinomlar¬n¬n sonlu

Fourier dönüşümünün son formülü

bPk (�) = �e�i�
kX
n=0

(k + n)!

2n (k � n)!n! (i�)n+1

+(�1)k ei�
kX
n=0

(�1)n (k + n)!
2n (k � n)!n! (i�)n+1

= 2

kX
n=0

(k + n)!

(k � n)!n!

h
(�1)k+n e�i� � ei�

i
(�2i�)n+1

elde edilir.
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ii) Gegenbauer polinomlar¬

Gegenbauer polinomlar¬P (a;b)k (x) Jacobi polinomlar¬n¬n özel durumu olup

C
(p)
k (x) =

(2p)k�
p+ 1

2

�
k

P
(p�1=2;p�1=2)
k (x) (6.25)

şeklinde tan¬mlan¬r. (3.3) eşitli¼ginde a = b = p� 1=2 al¬nmas¬yla

�
1� x2

�
y
00

k � (2p+ 1) xy
0

k + k (k + 2p) yk = 0

Gegenbauer polinomlar¬n¬n sa¼glad¬¼g¬diferensiyel denklemi elde edilir. Ayr¬ca (3.5)

eşitli¼ginde a = b = p � 1=2 olarak al¬n¬rsa Gegenbauer polinomlar¬hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

C
(p)
k (x) =

(2p)k
k!

2F1

0@ �k; k + 2p

p+ 1=2
j 1� x

2

1A
=

(2p)k
k!

kX
n=0

(�k)n (k + 2p)n�
p+ 1

2

�
n
n!

�
1� x
2

�n
(6.26)

formunda yaz¬labilir. Gegenbauer polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü için çeşitli

formüller aşa¼g¬daki teorem ile verilir.

Teorem 6.4 C
(p)
k (x) Gegenbauer polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü

d
C
(p)
k (�) = 2 (2p)k e

i�

kX
n=0

22n
(k + 2p)n (p)n
(k � n)! (2p)2n

�
e�2i�En (2i�)� 1
(�2i�)n+1

�

=
2 (2p)k (p)k
(2p)2k

kX
n=0

22n
(k + 2p)n (2p+ 2n)2k�2n
(k � n)! (p+ n)k�n

"
(�1)k�n e�i� � ei�

(�2i�)n+1

#

formülleri ile verilir. Ayr¬ca hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

d
C
(p)
k (�) =

(2p)k
i�k!

8>>>>>><>>>>>>:
(�1)k+1 e�i� 3F1

0@ k + 2p;�k; 1

p+ 1=2
j �1
2i�

1A
+ei� 3F1

0@ k + 2p;�k; 1

p+ 1=2
j 1
2i�

1A

9>>>>>>=>>>>>>;
şeklinde tan¬mlan¬r (Dixit vd. 2015).

·Ispat. Gegenbauer polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümünün ilk formülü (6.26)

ile ifade edilen Gegenbauer polinomlar¬n¬n hipergeometrik gösterimleri kullan¬larak
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elde edilir. Böylece C(p)k (x) hipergeometrik gösterimlerinin sonlu Fourier dönüşümü

d
C
(p)
k (�) =

(2p)k
k!

kX
n=0

(�k)n (k + 2p)n�
p+ 1

2

�
n
n!

Z 1

�1
ei�x

�
1� x
2

�n
dx

için 1�x
2
= u de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬larak ve (2.7), (2.10) temel özellikleri de kul-

lan¬larak

d
C
(p)
k (�) = 2 (2p)k e

i�

kX
n=0

22n
(k + 2p)n (p)n
n! (k � n)! (2p)2n

Z 1

0

e�2i�uundu

şeklinde bulunur. Burada Lemma 6.1 de verilen (6.4) ifadesinin yerine yaz¬lmas¬yla

d
C
(p)
k (�) = 2 (2p)k e

i�

kX
n=0

22n
(k + 2p)n (p)n
(k � n)! (2p)2n

�
e�2i�En (2i�)� 1
(�2i�)n+1

�
istenilen eşitlik elde edilir.

Gegenbauer polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümünün ikinci formülü (6.7) eşitli¼gi

kullan¬larak elde edilir. Gegenbauer polinomlar¬

C
(p)
k (x) =

(2p)k�
p+ 1

2

�
k

P
(p�1=2;p�1=2)
k (x)

şeklinde tan¬ml¬ olup (6.11) eşitli¼gindeki ifadelerde a = b = p � 1=2 al¬narak ve

(2.10) temel özelli¼gi kullan¬larak

dn

dxn
C
(p)
k (1) =

(2p)k�
p+ 1

2

�
k

22n (k + 2p)n (2p+ 2n)2k�2n
2n (k � n)! (p+ n)k�n

dn

dxn
C
(p)
k (�1) = (�1)k�n (2p)k�

p+ 1
2

�
k

22n (k + 2p)n (2p+ 2n)2k�2n
2n (k � n)! (p+ n)k�n

ifadeleri bulunur. Bu ifadeler (6.7) eşitli¼ginde yerine yaz¬larak Gegenbauer polinom-

lar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü için

d
C
(p)
k (�)

=
2 (2p)k (p)k
(2p)2k

kX
n=0

22n
(k + 2p)n (2p+ 2n)2k�2n
(k � n)! (p+ n)k�n

"
(�1)k�n e�i� � ei�

(�2i�)n+1

#

formülü elde edilir.

Ayr¬ca, Teorem 6.2�de Jacobi polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümlerinin hiperge-

ometrik fonksiyonlar cinsinden formülünü elde etmek için uygulanan i̧slemler benzer
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şekilde uygulanarak ve a = b = p � 1=2 al¬narak Gegenbauer polinomlar¬n¬n sonlu

Fourier dönüşümlerinin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

d
C
(p)
k (�) =

(2p)k
i�k!

8>>>>>><>>>>>>:
(�1)k+1 e�i� 3F1

0@ k + 2p;�k; 1

p+ 1=2
j �1
2i�

1A
+ei� 3F1

0@ k + 2p;�k; 1

p+ 1=2
j 1
2i�

1A

9>>>>>>=>>>>>>;
formülü bulunur.

iii) Chebyshev polinomlar¬

Birinci tür Chebyshev polinomlar¬P (a;b)k (x) Jacobi polinomlar¬n¬n a = b = �1=2

özel durumu olup (3.3) eşitli¼ginde a = b = �1=2 al¬nmas¬yla elde edilen

�
1� x2

�
y
00

k � xy
0

k + k
2yk = 0

diferensiyel denklemin polinom çözümleridir. Gerçekten, bu denklemin serisel

çözümünün (3.4) eşitli¼ginde a = b = �1=2 al¬nmas¬yla

P
(�1=2;�1=2)
k (x) =

[ k2 ]X
n=0

0@ k

2n

1A�x2 � 1�n xk�2n = Tk (x)
oldu¼gu görülür. Ayr¬ca, (3.5) eşitli¼ginde a = b = �1=2 olarak al¬n¬rsa birinci tür

Chebyshev polinomlar¬hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

Tk (x) = 2F1

0@ �k; k

1=2
j 1� x

2

1A
formunda yaz¬labilir.

Uk (x) ikinci tür Chebyshev polinomlar¬da P
(a;b)
k (x) Jacobi polinomlar¬n¬n

a = b = 1=2 özel durumu olup

�
1� x2

�
y
00

k � 3xy
0

k + k (k + 2) yk = 0

diferensiyel denklemin polinom çözümleridir. Gerçekten, bu denklemin serisel çözü-

münün (3.4) eşitli¼ginde a = b = �1=2 al¬nmas¬yla

P
(1=2;1=2)
k (x) =

kX
n=0

(�2)n
0@ k + n+ 1

k � n

1A (1� x)n = Uk (x) (6.27)

84



formunda oldu¼gu görülür. Ayr¬ca, (3.5) eşitli¼ginde a = b = 1=2 olarak al¬n¬rsa ikinci

tür Chebyshev polinomlar¬hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

Uk (x) = (k + 1) 2F1

0@ �k; k + 2

3=2
j 1� x

2

1A
formunda yaz¬labilir.

Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü için çeşitli formüller aşa¼g¬daki

teorem ile verilir.

Teorem 6.5 Birinci tür Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü

cTk (�) = kX
n=0

(�1)n+1 2nk (k + n)!n!

(2n)! (k � n)! (k + n)

"
(�1)k�n e�i� � ei�

(i�)n+1

#

formülü ile ve ikinci tür Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü ise

cUk (�) = ei�
kX
n=0

22n+1n!

0@ k + n+ 1

k � n

1A�e�2i�En (2i�)� 1
(�2i�)n+1

�

=
kX
n=0

22n+1
(k + n+ 1)!n!

(2n+ 1)! (k � n)!

"
(�1)k�n e�i� � ei�

(�2i�)n+1

#

şeklinde tan¬mlanan formüller ile verilir (Dixit vd. 2015).

·Ispat. Birinci tür Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü için formülü

elde etmek için (6.7) eşitli¼gi kullan¬lmal¬d¬r. (6.11) eşitli¼ginde verilen ifadelerde

a = b = �1=2 al¬narak

dn

dxn
Tk (1) =

k (k + n� 1)!
2n (k � n)!

�
1
2

�
n

dn

dxn
Tk (�1) = (�1)k�n k (k + n� 1)!

2n (k � n)!
�
1
2

�
n

ifadeleri bulunur. Bu ifadeler (6.7) eşitli¼ginde yerine yaz¬larak

cTk (�) = kX
n=0

1

(i�)n+1
k (k + n� 1)!
2n (k � n)!

�
1
2

�
n

h
(�1)k�n e�i� � ei�

i
elde edilir. Son olarak

(2n)! =

�
1

2

�
n

22nn!
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özelli¼gi de kullan¬larak birinci tür Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümü

için cTk (�) = kX
n=0

(�1)n+1 2nk (k + n)!n!

(2n)! (k � n)! (k + n)

"
(�1)k�n e�i� � ei�

(i�)n+1

#
formülü elde edilir.

·Ikinci tür Chebyshev polinomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümünün ilk formülünü elde

etmek için (6.27) eşitli¼ginde tan¬mlanan polinom çözümü kullan¬l¬r. Uk (x) ikinci tür

Chebyshev polinom çözümlerinin sonlu Fourier dönüşümü

cUk (�) = kX
n=0

(�2)n
0@ k + n+ 1

k � n

1AZ 1

�1
ei�x (1� x)n dx

için Lemma 6.1 denZ 1

�1
ei�x (1� x)n dx = �ei� n!

(i�)n+1
�
e�2i�En (2i�)� 1

�
ifadesi kullan¬l¬rsa

cUk (�) = ei� kX
n=0

22n+1n!

0@ k + n+ 1

k � n

1A�e�2i�En (2i�)� 1
(�2i�)n+1

�

formülü elde edilir. ·Ikinci formül, (6.7) eşitli¼ginde a = b = 1=2 al¬n¬rsa

cUk (�) = kX
n=0

22n+1
(k + n+ 1)!n!

(2n+ 1)! (k � n)!

"
(�1)k�n e�i� � ei�

(�2i�)n+1

#
olarak elde edilir.

6.3 Jacobi Polinomlar¬·Için Biortogonallik

·Integrallenebilen fonksiyonlar¬n dizisi�
�n (x) =

1p
2
ei�nx ; n 2 Z

�
olsun. n 6= m için

h�n (x) ; �m (x)i =
Z 1

�1
�n (x)�m (x) dx = 0

olup f�n (x)g fonksiyon dizisi ortogonal bir sistem oluşturur. Ayn¬zamanda n = m

için

k�n (x)k =
�Z 1

�1
�2n (x) dx

�1=2
=

r
e2i�n � 1
2i�n

; n = 0; 1; 2; :::
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bulunur. Bu sisteme kaŗs¬l¬k gelen ortonormal sistem her bir eleman¬n normuna

bölünmesiyle elde edilir ki bu daZ 1

�1

�n (x)�m (x)�
e2i�n�1
2i�n

�1=2 dx =
8<: 0 , n 6= m

1 , n = m

olmas¬d¬r. Bundan dolay¬[�1; 1] üzerinde tan¬mlanan her sürekli h fonksiyonu için

Fourier serisinde Euler fonksiyonlar¬kullan¬l¬rsa, h (x)�in kompleks formda Fourier

aç¬l¬m¬

h (x) =
1p
2

1X
n=�1

�n (h) e
i�nx (6.28)

formunda ve Fourier katsay¬lar¬ise

�n (h) =
1p
2

Z 1

�1
h (x) e�i�nxdx (6.29)

formunda olacakt¬r.

Di¼ger taraftan Parseval özdeşli¼giZ 1

�1
h (x) g (x)dx =

1X
n=�1

�n (h)�n (g) (6.30)

formunda olup bu özdeşlik

h (x) = P
(a;b)
k (x) ve g (x) = Q(a;b)k (x) := (1� x)a (1 + x)b P (a;b)k (x) (6.31)

şeklinde tan¬mlanan fonksiyonlar ile aç¬k hale getirilir. �n
�
Q
(a;b)
l (x)

�
sonlu Fourier

dönüşümleri Z 1

�1
(1� x)a (1 + x)b P (a;b)k (x) ei�xdx (6.32)

= Xk (�; a; b) 1F1

0@ a+ k + 1

a+ b+ 2k + 2
j �2i�

1A
formunda olup burada

Xk (�; a; b) =
(i�)k ei�

k!
2a+b+k+1B (k + a+ 1; k + b+ 1) (6.33)

dir (Olver vd. 2010) ve �n
�
P
(a;b)
k (x)

�
sonlu Fourier dönüşümü ise Teorem 6.1�den

elde edilir. Parseval özdeşli¼gi ve Jacobi polinomlar¬n¬n ortogonalli¼gi kullan¬larak
1X

n=�1
�n

�
P
(a;b)
k (x)

�
�n

�
Q
(a;b)
l (x)

�
=

2a+b+1� (a+ k + 1)� (b+ k + 1)

k! (a+ b+ 2k + 1)� (a+ b+ k + 1)
�k;l :
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eşitli¼gi bulunur. Burada k 6= l oldu¼gu durumlarda n = 0 için �0
�
Q
(a;b)
l (x)

�
= 0 d¬r.

Böylelikle Parseval özdeşli¼gi k 6= l için

X
n2Z;n6=0

�n

�
P
(a;b)
k (x)

�
�n

�
Q
(a;b)
l (x)

�
= 0 (6.34)

formunda yaz¬labilir. Bu ili̧skiyi basitleştirmek için (6.32) eşitli¼ginde � = ��n

de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬r ve

1F1

0@ p

p+ q
j r

1A = er 1F1

0@ q

p+ q
j �r

1A (6.35)

Kummer özdeşli¼gi kullan¬l¬rsa

�n

�
Q
(a;b)
l (x)

�
=

(�1)n nl
l!

2a+b+l+1=2B (l + a+ 1; l + b+ 1)

�1F1

0@ b+ l + 1

a+ b+ 2l + 2
j 2i�n

1A (6.36)

elde edilir. Benzer şekilde Teorem 6.2�de � = ��n de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa

�n

�
P
(a;b)
k (x)

�
(6.37)

=
(�1)n

2i�nk!

8>>>>>><>>>>>>:
(�1)k (b+ 1)k 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

b+ 1
j 1
2i�n

1A
� (a+ 1)k 3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

a+ 1
j �1
2i�n

1A

9>>>>>>=>>>>>>;
şeklinde elde edilir. Sonuç olarak (6.36) ile (6.37) ifadelerinin (6.34) eşitli¼ginde yerine

konulmas¬yla aşa¼g¬daki teorem üretilebilir.

Teorem 6.6

V
(a;b)
k;l (u;n) = (a+ 1)k n

l�1
3F1

0@ a+ b+ k + 1;�k; 1

a+ 1
j 1
u

1A
1F1

0@ a+ l + 1

a+ b+ 2l + 2
j u

1A
şeklinde özel fonksiyon tan¬mlan¬rsa, u = 2i�n için (6.34) eşitli¼gi

(�1)k
X

n2Z;n6=0

V
(b;a)
k;l (2i�n;n) = (�1)l�1

X
n2Z;n6=0

V
(a;b)
k;l (2i�n;n)
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olarak yaz¬l¬r. Özel durumda k çift, l tek tamsay¬ya da tersine k tek, l çift tam say¬

ise X
n2Z;n6=0

V
(b;a)
k;l (2i�n;n) =

X
n2Z;n6=0

V
(a;b)
k;l (2i�n;n)

eşitli¼gi elde edilir (Dixit vd. 2015).
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7. LAPLACE DÖNÜŞÜMÜ ·IÇ·IN TRICOMI YÖNTEM·I VE

ORTOGONAL POL·INOMLAR

Bu bölümde, ilk olarak Francesco G. Tricomi (Tricomi 1935) taraf¬ndan verilen bir

metod tan¬mlanacakt¬r. Daha sonra bu metod kullan¬larak Laguerre polinomlar¬

cinsinden seriye aç¬lan fonksiyonlar¬n Laplace dönüşümleri hesaplanacak ve çeşitli

uygulamalar verilecektir.

Tricomi metodu: F (r) analitik fonksiyonu sonsuzda regüler ise ve

F (r) =
1

r + s

1X
k=0

�k

�
r + s� 1
r + s

�k
eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde bir s reel say¬s¬ bulunabiliyorsa, u > 0 için Laguerre

polinomlar¬cinsinden

f (u) = e�su
1X
k=0

�kLk (u)

formunda mutlak ve düzgün yak¬nsak seriye aç¬lan f (u) fonksiyonunun Laplace

dönüşümü F (r) dir (Tricomi 1935).

Özel durumda s = 0 için, Tricomi metodu gere¼gince

F (r) =
1

r

1X
k=0

�k

�
r � 1
r

�k
$ f (u) =

1X
k=0

�kLk (u) (7.1)

şeklinde (F (r) ; f (u)) fonksiyon çifti bulunur.

Genelleştirilmi̧s Laguerre polinomlar¬hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden bölüm

3�te

L(p)n (x) =
(p+ 1)k
k!

1F1

0@ �k

p+ 1
j x

1A
şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayn¬zamanda Laguerre polinomlar¬n¬n (3.16) eşitli¼ginde

verilen polinom çözümü, p = 0 için

Ln (x) =

nX
k=0

0@ n

k

1A (�1)k xk
k!

(7.2)

şeklinde sonuçlan¬r. Bu eşitlik dikkate al¬narak Laguerre polinomlar¬cinsinden seriye

aç¬lan Bessel fonksiyonu

J0
�
2
p
x
�
=
1

e

1X
n=0

Ln (x)

n!
(7.3)
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formunda ifade edilebilir (Rainville 1960). Bununla birlikte ayn¬Bessel fonksiyonu,

Laguerre polinomlar¬cinsinden

J0
�
2
p
x
�
=

1X
n=0

(�1)n xn
(n!)2

(7.4)

formunda kuvvet serisi kullan¬larak başka bir aç¬l¬m ile ifade edilebilir (Dattoli ve

Ricci 2003). Burada (7.3) ve (7.4) eşitlikleri birbirine eşde¼gerdir. Gerçekten de,

(7.2) eşitli¼gi ile verilen Laguerre polinomlar¬(7.3) eşitli¼ginde yerine konulmas¬yla

J0
�
2
p
x
�
=

1

e

1X
n=0

1

n!

nX
m=0

0@ n

m

1A (�1)m xm
m!

=
1

e

1X
m=0

1X
n=m

0@ n

m

1A (�1)m xm
n!m!

=
1

e

1X
m=0

1X
n=m

(�1)m xm
(n�m)!(m!)2

=
1

e

1X
m=0

(�1)m xm
(m!)2

1X
n=m

1

(n�m)! =
1X
m=0

(�1)m xm
(m!)2

elde edilir ki, bu da eşde¼ger olduklar¬n¬gösterir.

Laguerre polinomlar¬cinsinden seri aç¬l¬mlar¬n¬, inversiyon veya ba¼glant¬katsay¬lar¬

kullan¬larak di¼ger polinom kümeleri cinsinden farkl¬aç¬l¬mlara dönüştürmek mümkündür.

Böylece yukar¬da verilen hususlar do¼grultusunda Tricomi metodu geni̧sletilerek farkl¬

Laplace fonksiyon çiftleri türetilebilir (Ben Cheikh ve Chaggara 2005, 2006).

Aşa¼g¬da, Laguerre polinomlar¬n¬n inversiyon katsay¬lar¬kullan¬larak belirli bir kuvvet

serisine kaŗs¬l¬k gelen Laplace dönüşümülerini elde etmek için bir yöntem ifade edile-

cektir ve bu yöntem ortogonal polinom aç¬l¬mlar¬na da uygulanacakt¬r (Ricci vd.

2021).

7.1 Laguerre Serisinin Laplace Dönüşümü ·Için Tricomi Yöntemi

f (u) fonksiyonunun tüm u � 0 (reelsay¬lar¬) için tan¬ml¬Laplace dönüşümü

L (f (u)) :=
Z 1

0

e�ruf (u) du = F (r) (7.5)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Ayn¬zamanda k-y¬nc¬dereceden Laguerre polinomlar¬n¬n Laplace

dönüşümü ise

L (Lk (u)) :=
Z 1

0

e�ruLk (u) du = F (r) =
1

r

�
r � 1
r

�k
(7.6)

şeklinde tan¬mlan¬r. Tricomi metodu gere¼gince Laguerre polinomlar¬cinsinden

f (u) = e�su
1X
k=0

�kLk (u) (7.7)

formunda seriye aç¬lan f (u) fonksiyonunun Laplace dönüşümü

L (f (u)) := 1

r + s

1X
k=0

�k

�
r + s� 1
r + s

�k
(7.8)

şeklinde yaz¬labilir.

7.2 Kuvvet Serisinin Laplace Dönüşümü

Laguerre polinomlar¬n¬n inversiyon katsay¬lar¬

uk =
kX
l=0

Il (k)Ll (u) (7.9)

formunda tan¬mlan¬r (Ben Cheikh ve Chaggara 2005, 2006). Burada eşitli¼gin her iki

taraf¬e�uLj (u) ile çarp¬l¬rsa ve daha sonra [0;1) aral¬¼g¬nda integre edilirseZ 1

0

uke�uLj (u) du =

kX
l=0

Z 1

0

Il (k) e
�uLj (u)Ll (u) du

= Ij (k)

Z 1

0

e�u [Lj (u)]
2 du

= Ij (k)

bulunur. Bulunan son eşitlikte j yerine l al¬n¬rsa

Il (k) =

Z 1

0

uke�uLl (u) du

formunda yaz¬l¬r. Burada (7.2) eşitli¼gi yerine yaz¬larak ve gamma fonksiyonu kul-

lan¬larak integral hesapland¬¼g¬nda

Il (k) = (�1)l
0@ k

l

1A k! = (�k)l (1)k(1)l
(7.10)
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formundad¬r. Bu durumda kuvvet serisi

1X
k=0

�ku
k =

1X
k=0

kX
l=0

�kIl (k)Ll (u) (7.11)

=

1X
l=0

 1X
k=l

�kIl (k)

!
Ll (u)

=
1X
l=0

�lLl (u)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

�l =
1X
k=l

�kIl (k) (7.12)

d¬r. Böylece Tricomi metodu gere¼gince aşag¬daki teorem ifade edilebilir.

Teorem 7.1 F (r) analitik fonksiyonu en az 1=r kadar azalan, sonsuzda regüler bir

fonksiyon ise ve

F (r) =
1

r + s

1X
l=0

�l

�
r + s� 1
r + s

�l
(7.13)

eşitli¼giyle ifade edilebiliyorsa, bu durumda

f (u) = e�su
1X
k=0

�ku
k (7.14)

şeklinde tan¬mlanan f (u) kuvvet serisinin Laplace dönüşümü F (r) dir. Burada �k

ve �l katsay¬lar¬(7.12) eşitli¼ginde, Il (k) ise (7.10) eşitli¼ginde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Dolas¬y¬yla, (7.12) koşulu alt¬nda

F (r) =
1

r + s

1X
l=0

�l

�
r + s� 1
r + s

�l
$ f (u) = e�su

1X
k=0

�ku
k (7.15)

(F (r) ; f (u)) fonksiyon çifti bulunur.

7.3 Ortogonal Polinom Aç¬l¬mlar¬n¬n Laplace Dönüşümü

Bir f (u) fonksiyonunun;

1) Laplace dönüşümünü sa¼glad¬¼g¬n¬,

2) Uygun bir s parametresi seçerek, belirli bir fQk (u)g ortogonal polinom

sistemine göre

f (u) = e�su
1X
k=0


kQk (u) (7.16)
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formunda seriye aç¬ld¬¼g¬n¬varsayal¬m.

Buradaki Qk (u) polinomlar¬, farkl¬bir Pl (u) ortogonal polinom sistemi cinsinden

Qk (u) =

kX
l=0

Cl (k)Pl (u) (7.17)

formunda ifade edilebilir (Ben Cheikh ve Chaggara 2005). Özellikle, Pl (u) = Ll (u)

Laguerre polinomlar¬olarak seçilirse, f (u) fonksiyonu

f (u) = e�su
1X
k=0


k

kX
l=0

Cl (k)Ll (u)

= e�su
1X
l=0

 1X
k=l


kCl (k)

!
Ll (u)

= e�su
1X
l=0

�lLl (u) (7.18)

şeklinde elde edilir. Burada

�l =
1X
k=l


kCl (k) (7.19)

formunda tan¬ml¬d¬r. Böylece bu dönüşüm alt¬nda f (u) fonksiyonu Laguerre poli-

nomlar¬cinsinden ifade edilir ve Tricomi metodu gere¼gince aşag¬daki teorem ifade

verilebilir.

Teorem 7.2 F (r) analitik fonksiyonu en az 1=r kadar azalan, sonsuzda regüler bir

fonksiyon ise ve s parametresinin uygun bir seçimi için

F (r) =
1

r + s

1X
l=0

�l

�
r + s� 1
r + s

�l
(7.20)

eşitli¼giyle ifade edilebiliyorsa, bu durumda

f (u) = e�su
1X
k=0


kQk (u) (7.21)

formunda tan¬mlanan kuvvet serisinin Laplace dönüşümü F (r) dir. Burada 
k ve

�l katsay¬lar¬(7.19) eşitli¼ginde verilmi̧stir (Ricci vd. 2021).

Dolas¬y¬yla, (7.19) koşulu alt¬nda

F (r) =
1

r + s

1X
l=0

�l

�
r + s� 1
r + s

�l
$ f (u) = e�su

1X
k=0


kQk (u) (7.22)

(F (r) ; f (u)) çifti bulunur.
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Örnek 7.1 Örne¼gin, Qk (u) = Hk (u) Hermite polinomlar¬olarak seçilsin. Bu du-

rumda (7.17) eşitli¼gi

Hk (u) =
kX
l=0

Cl (k)Ll (u)

formunda yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her taraf¬e�uLj (u) ile çarp¬l¬rsa ve daha sonra

[0;1) aral¬¼g¬nda integre edilirse

Z 1

0

Hk (u) e
�uLj (u) du =

kX
l=0

Cl (k)

Z 1

0

e�uLj (u)Ll (u) du

= Cj (k)

Z 1

0

e�u [Lj (u)]
2 du

= Cj (k)

bulunur. Bulunan son eşitlikte j yerine l al¬n¬rsa

Cl (k) =

Z 1

0

Hk (u) e
�uLl (u) du

elde edilir. Burada Hermite ve Laguerre seri aç¬l¬mlar¬yerine yaz¬larak ve gamma

fonksiyonu kullan¬larak integral hesapland¬¼g¬nda Cl (k) ba¼glant¬katsay¬lar¬

Cl (k) = (�1)l 2kk!

0@ k

l

1A 1X
n=0

(l � k)n (l � k + 1)n
(�k)n (�k + 1)n

(�1)n

4nn!
(7.23)

formunda bulunur (Ben Cheikh ve Chaggara 2006). Sonuç olarak Teorem 7.2�ye

göre Laplace dönüşümü

L
 
e�su

1X
k=0


kHk (u)

!
:=

1

r + s

1X
l=0

1X
k=l


kCl (k)

�
r + s� 1
r + s

�l
(7.24)

şeklinde sonuçlan¬r. Burada Cl (k) ba¼glant¬katsay¬lar¬yukar¬da aç¬k bir şekilde ifade

edilmi̧stir.

7.4 Say¬sal Sonuçlar

Bu bölümde, s = 0 varsay¬larak ve yukar¬da ifade edilen metodlar dikkate al¬narak

baz¬say¬sal örnekler verilecektir (Ricci vd. 2021).
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7.4.1 ei�u fonksiyonunun Laplace dönüşümü

f (u) = ei�u (7.25)

fonksiyonunu ele alal¬m. Bu fonksiyonun Laplace dönüşümü

L (f (u)) =

Z 1

0

e�ruf (u) du =

Z 1

0

e�ruei�udu

= � 1

r � i� e
�(r�i�) j10

=
1

r � i� = F (r) (7.26)

dir. f (u) fonksiyonunun Laguerre polinom cinsinden seri yaklaş¬m¬

fN (u) =
NX
l=0

�lLl (u) (7.27)

şeklinde verilir. Burada �l katsay¬lar¬

�l =

Z 1

0

e�uf (u)Ll (u) du =
i

�

�
1 +

i

�

�l�1
(7.28)

şeklinde bulunur. Tricomi metodu kullan¬larak F (r) Laplace dönüşümü

FN (r) =
1

r

NX
l=0

�l

�
r � 1
r

�l
(7.29)

formunda tahmin edilebilir (Ricci vd. 2021).
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Şekil 7.1 f (u) = ei�u fonksiyonunun N = 100 için ilgili fN (r) Laguerre polinom

seri yaklaş¬m¬ile kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Şekil 7.2 x = 1 için r = x+iy de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬ld¬¼g¬nda, f (u) = ei�u fonksiyo-

nunun F (r) Laplace dönüşümü ile N = 100 için kaŗs¬l¬k gelen FN (r) Tricomi seri

yaklaş¬m¬n¬n Laplace dönüşümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

7.4.2 J0 (2
p
u) fonksiyonunun Laplace dönüşümü

Bessel fonksiyonlar¬sonsuz serilerle tan¬mland¬¼g¬ndan terim terim Laplace dönüşümünü

alarak dönüşüm formüllerini elde etmek oldukça zordur. Gerçekten de ,

L
�
uk=2Jk

�
2
p
u
��

dönüşümünü hesaplamak için

uk=2Jk
�
2
p
u
�
=

1X
n=0

(�1)n uk+n
n!� (k + n+ 1)

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n terim terim Laplace dönüşümünü al¬rsak r > 0 için

L
�
uk=2Jk

�
2
p
u
��
=

1X
n=0

(�1)n

n!� (k + n+ 1)
L
�
uk+n

�
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buluruz. Di¼ger yandan,

L
�
uk+n

�
=
� (k + n+ 1)

rk+n+1

formülü ile

L
�
uk=2Jk

�
2
p
u
��
=

1

rk+1

1X
n=0

(�1)n

n!

�
1

r

�n
=

1

rk+1
e�1=r

dönüşümüne ulaş¬r¬z. Bu dönüşüm alt¬nda k = 0 için

f (u) = J0
�
2
p
u
�

(7.30)

fonksiyonunu ele alal¬m. Böylece f (u) fonksiyonun Laplace dönüşümü

L (f (u)) =
Z 1

0

e�ruf (u) du =
e�1=r

r
= F (r) (7.31)

şeklinde elde edilir. Bununla birlikte f (u) fonksiyonunun Laguerre polinom cinsin-

den seri yaklaş¬m¬

fN (u) =
NX
l=0

�lLl (u) (7.32)

şeklinde verilir. Burada

�l =

Z 1

0

e�uf (u)Ll (u) du =
1

el!
(7.33)

formundad¬r. Tricomi metodu kullan¬larak F (r) Laplace dönüşümü

FN (r) =
1

r

NX
l=0

�l

�
r � 1
r

�l
(7.34)

formunda tahmin edilebilir (Ricci vd. 2021).
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Şekil 7.3 f (u) = J0 (2
p
u) fonksiyonunun N = 100 için ilgili fN (r) Laguerre

polinom seri yaklaş¬m¬ile kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

Şekil 7.4 y = 1 için r = x + iy de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬ld¬¼g¬nda, f (u) = J0 (2
p
u)

fonksiyonunun F (r) Laplace dönüşümü ileN = 100 için kaŗs¬l¬k gelen FN (r) Tricomi

seri yaklaş¬m¬n¬n Laplace dönüşümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

7.4.3 sin (u) fonksiyonunun Laplace dönüşümü

f (u) = sin (u) (7.35)

fonksiyonunu ele alal¬m. Bu fonksiyonun Laplace dönüşümü

L (f (u)) =

Z 1

0

e�ruf (u) du =

Z 1

0

e�ru sin (u) du (7.36)

=

Z 1

0

e�ru
eiu � e�iu

2i
du

=
1

2i

Z 1

0

�
e�(r�i)u � e�(r+i)u

�
du

=
1

2i

�
e�(r�i)u

r � i +
e�(r+i)u

r + i

�1
0

=
1

2i

�
�0� 1
r � i +

0� 1
r + i

�
=
1

2i

2i

r2 + 1

=
1

r2 + 1
= F (r)
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şeklinde bulunur. Bununla birlikte f (u) fonksiyonunun Maclaurin seri yaklaş¬m¬

fN (u) =
NX
l=0

�lu
l (7.37)

şeklinde verilebilir. Burada

�l =
f (l) (0)

l!
=
1

l!
sin

�
�l

2

�
(7.38)

formunda olup f (l) (0) ; f (u) fonksiyonunun orijindeki l-yinci dereceden türevini

belirtir. (7.9) ve (7.10) eşitlikleri gözönünde bulundurularak (7.37) ile verilen aç¬l¬m¬

Teorem 7.1 kullan¬larak Laguerre polinomlar¬cinsinden

fN (u) =

NX
l=0

�lLl (u) (7.39)

formunda yeniden düzenlenebilir. Buradaki

�l =
NX
k=l

�kIl (k) (7.40)

ile tan¬ml¬d¬r. Böylece Tricomi metodu kullan¬larak F (r) Laplace dönüşümü

FN (r) =
1

r

NX
l=0

�l

�
r � 1
r

�l
(7.41)

formunda tahmin edilebilir (Ricci vd. 2021).
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Şekil 7.5 y = 1 için r = x + iy de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬ld¬¼g¬nda, f (u) = sin (u)

fonksiyonunun F (r) Laplace dönüşümü ileN = 100 için kaŗs¬l¬k gelen FN (r) Tricomi

seri yaklaş¬m¬n¬n Laplace dönüşümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬

7.4.4 e�u
2 fonksiyonunun Laplace dönüşümü

f (u) = e�u
2

(7.42)

fonksiyonunu ele alal¬m. Bu fonksiyon için Laplace dönüşümünün tan¬m¬kullan¬l¬rsa,

L (f (u)) = F (r) =

Z 1

0

e�ruf (u) du

=

Z 1

0

e�rue�u
2

du

=

Z 1

0

e�u
2�rudu =

Z 1

0

e�(u
2+ru)du

formunda olup buradaki e�(u
2+ru) ifadesinde tam kareyi tamamlamak için, r

2

4
ifadesini

ekleyip ç¬kararak

�
�
u2 + ru

�
= �

�
u2 + ru+

r2

4

�
+
r2

4

şeklinde yazabiliriz. Bu ifade integralde yerine konularak

F (r) =

Z 1

0

e
�
�
u2+ru+ r2

4

�
+ r2

4 du

= e
r2

4

Z 1

0

e�(u+
r
2)

2

du

bulunur. Bunun için t = u + r
2
de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬l¬rsa dt = du olur. ·Integral

s¬n¬rlar¬da t de¼gi̧skenine göre ayarlan¬rsa u = 0 için t = r
2
ve u ! 1 için t ! 1

olup

F (r) = e
r2

4

Z 1

r
2

e�t
2

dt (7.43)

formunda yaz¬l¬r. Burada e�u
2
ifadesinin integrali (erf) hata fonksiyonu ile ilgilidir.

Ancak, integralin alt s¬n¬r r
2
oldu¼gu için,Z 1

r
2

e�t
2

dt =

p
�

2
erf c

�r
2

�
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eşitli¼gi ile tan¬ml¬olan (erf c) tamamlay¬c¬hata fonksiyonunu kullanmam¬z gerekiyor.

Böyle tamamlay¬c¬hata fonksiyonu (7.43) eşitli¼ginde yerine yaz¬larak f (u) fonksi-

yonunun Laplace dönüşümü

F (r) = e
r2

4

p
�

2
erf c

�r
2

�
olarak elde edilir.

Bununla birlikte f (u) fonksiyonunun Hermite seri yaklaş¬m¬

fN (u) =

NX
l=0

�lHl (u) (7.44)

şeklinde tan¬mlan¬r. f (u) fonksiyonunun Hermite katsay¬lar¬n¬elde etmek için ise

f (u) =
P1

l=0 �lHl (u) şeklinde bir Hermite serisine aç¬lan bu eşitli¼gin her iki taraf¬

e�u
2
Hj (u) ile çarp¬l¬rsa ve daha sonra (�1;1) aral¬¼g¬nda integre edilirseZ 1

�1
f (u) e�u

2

Hj (u) du =
1X
l=0

�l

Z 1

�1
e�u

2

Hl (u)Hj (u) du

= �j

Z 1

�1
e�u

2

[Hj (u)]
2 du+

1X
l=0
l 6=j

�l

Z 1

�1
e�u

2

Hl (u)Hj (u) du

= �j2
jj!
p
�

bulunur. Bulunan son eşitlikte j yerine l al¬n¬rsa

�l =
1

2ll!
p
�

Z 1

�1
f (u) e�u

2

Hl (u) du (7.45)

elde edilir. Hk (u) Hermite polinomu, Ll (u) (l = 0; 1; 2; :::; k) Laguerre polinomlar¬

cinsinden

Hk (u) =

kX
l=0

Cl (k)Ll (u) (7.46)

formunda ifade edilebilir. Buradaki Cl (k) ba¼glant¬ katsay¬lar¬ (7.23) eşitli¼ginde

verilmi̧stir. Böylece, Teorem 7.2 kullan¬larak (7.44) aç¬l¬m¬Laguerre polinomlar¬

cinsinden

fN (u) =

NX
l=0

�lLl (u) (7.47)

şeklinde yeniden ifade edilebilir ve buradaki

�l =

NX
k=l

�kCl (k) (7.48)
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ile tan¬ml¬d¬r. Tricomi metodu kullan¬larak F (r) Laplace dönüşümü

FN (r) =
1

r

NX
l=0

�l

�
r � 1
r

�l
(7.49)

formunda ifade edilebilir (Ricci vd. 2021).

Şekil 7.6 x = 5 için r = x + iy de¼gi̧sken de¼gi̧simi yap¬ld¬¼g¬nda, f (u) = e�u
2

fonksiyonunun F (r) Laplace dönüşümü ile N = 16 için kaŗs¬l¬k gelen FN (r) Tricomi

seri yaklaş¬m¬n¬n Laplace dönüşümünün kaŗs¬laşt¬r¬lmas¬
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8. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tez çal¬̧smas¬nda tek de¼gi̧skenli ortogonal polinomlar¬n integral dönüşümleri in-

celenmi̧stir. ·Ilk olarak, k pozitif bir tamsay¬ ve �; �; 
; �; " parametreleri k dan

ba¼g¬ms¬z reel parametreler olmak üzere

�
�x2 + �x+ 


�
y
00

k (x) + (�x+ ") y
0

k (x)� k (� + (k � 1)�) yk (x) = 0

formundaki bir diferensiyel denklemin polinom çözümleri olan ilk üçü Jacobi, La-

guerre, Hermite klasik ortogonal polinomlar¬ve di¼ger üçü s¬ras¬ileM (a;b)
k (x) ; N

(a)
k (x) ;

I
(a)
k (x) sonlu ortogonal polinom ailelerinin Fourier dönüşümleri hesaplanm¬̧st¬r (Koelink

1996, Koepf ve Majsed-Jamei 2007, Masjed-Jamei 2004). Ayn¬zamanda Fourier

dönüşümü yard¬m¬yla Hermite polinomlar¬n¬n e�
x2

2 ile çarp¬m¬olan Hermite fonksiyon-

lar¬n¬n birbirleri üzerine eşlenebildi¼gi gösterilmi̧stir. Di¼ger taraftan Fourier dönüşümü

yard¬m¬ile Jacobi polinomlar¬ve Hahn polinomlar¬n¬n birbirleri üzerine eşlenebildi¼gi

gösterilmi̧stir (Koelink 1996). (�1;1) aral¬¼g¬nda I(a)k (x) polinomlar¬n¬genelleştiren

çok daha kapsaml¬sonlu ortogonal polinom ailesi olan Routh-Romanovski polinom-

lar¬ele al¬n¬p bu polinomlar¬n normu elde edilmi̧s ve Fourier dönüşümleri incelen-

mi̧stir (Masjed-Jamei vd. 2014). Daha sonra regüler S-L probleminin daha genel

bir durumu olan �k(�x) = (�1)k�k(x) simetri özelli¼gini sa¼glayan çözümlere sahip

B(x)�
00

k(x) + C(x)�
0

k(x) +

�
�kD(x) + E(x) +

1� (�1)k
2

F (x)

�
�k(x) = 0

problemi ele al¬nm¬̧s ve B(x); C(x); D(x); E(x) ve F (x) fonksiyonlar¬n¬n belli seçim-

leri için bu denklemin dört parametreli simetrik ortogonal çözümlerinin Fourier

dönüşümleri incelenmi̧stir. Yani bu polinomlar¬n özel durumu olarak simetrik or-

togonal polinomlar¬n¬n dört temel ailesi olan genelleştirilmi̧s ultraküresel polinom-

lar, genelleştirilmi̧s Hermite polinomlar¬, (�1;1) aral¬¼g¬nda x�2�(1 + x2)�� a¼g¬r-

l¬k fonksiyonuna göre sonlu simetrik ortogonal polinomlar ve (�1;1) aral¬¼g¬nda

x�2�e(�
1
x2
) a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre sonlu simetrik ortogonal polinomlar¬n Fourier

dönüşümleri hesaplanm¬̧s ve Parseval özdeşli¼gi yard¬m¬yla ortogonal fonksiyon aileleri

elde edilmi̧stir. Dahas¬Jacobi ortogonal polinomlar¬n¬n ve özel durumlar¬olan Pk (x)

Legendre, C(p)k (x) Gegenbauer, Tk (x) ve Uk (x) birinci ve ikinci tür Chebyshev poli-
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nomlar¬n¬n sonlu Fourier dönüşümleri ile ilgili formüller verilmi̧stir (Dixit vd. 2015).

Ayr¬ca Tricomi metodu kullan¬larak Laguerre polinomlar¬ cinsinden seriye aç¬lan

fonksiyonlar¬n Laplace dönüşümleri incelenmi̧stir. Ayn¬metod geni̧sletilerek orto-

gonal polinom aç¬l¬mlar¬na da uygulanm¬̧st¬r. Baz¬özel fonksiyonlar için Laplace

dönüşümü ile Tricomi Laplace dönüşümleri elde edilip bunlar¬n gra�kleri verilmi̧stir

( Ricci vd. 2021).
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