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Bu tezde tek degiskenli ortogonal polinomlarin integral doéniigiimleri incelenmis ve bazi
uygulamalar1 verilmigtir. Bu kapsamda, ilk olarak Jacobi polinomlari, genellestirilmis
Laguerre polinomlari, Hermite polinomlarinin ve sonlu ortogonal polinomlarin Fourier
doniistimleri verilmig, hemen ardindan sonlu ortogonal polinom ailesi olan Routh-Roma-
novski polinomlarinin gesitli 6zellikleri incelenmis ve Fourier dontisiimleri hesaplanmigtir.
Daha sonra, simetrik ortogonal polinomlarinin 6zel durumu olan genellestirilmis ultra-
kiiresel polinomlarin, genellestirilmis Hermite polinomlarin, (—o0, 00) araliginda ortogo-
nal olan polinomlarin iki sonlu ailesinin Fourier déniisiimleri elde edilmigtir. Ayrica,
Jacobi ortogonal polinomlarinin ve 6zel durumlar: olan Legendre, Gegenbauer, birinci ve
ikinci tiir Chebyshev polinomlarinin sonlu Fourier déniigiimleri incelenmigtir. Son olarak,
ortogonal polinom agilimlarinin Laplace doniigiimleri ele alinmig ve gesitli uygulamalar:
verilmigtir.
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In this thesis, integral transformations of orthogonal polynomials in one variable are
examined and some applications are given. In this context, firstly, Fourier transforms
of Jacobi polynomials, generalized Laguerre polynomials, Hermite polynomials and fi-
nite orthogonal polynomials are given, then various properties of Routh-Romanovski
polynomials, which are finite orthogonal polynomial family, are examined and Fourier
transforms are calculated. After then, Fourier transforms of generalized ultraspherical
polynomials, generalized Hermite polynomials and two finite orthogonal families over the
interval (—o0, 00), which are special cases of symmetric orthogonal polynomials, are ob-
tained. Moreover, finite Fourier transforms of Jacobi polynomials and their special cases
such as Legendre polynomials, Gegenbauer polynomials, first kind and second kind of
Chebyshev polynomials are studied. Finally, Laplace transforms of the expansions in
terms of orthogonal polynomials are discussed and their various applications are given.

January 2024, 109 pages

Key Words: Orthogonal Polynomial, Fourier Transform, Laplace Transform, Parseval
Identity, Differential Equation, Beta Function, Gamma Function

iii



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasinda sundugu 6zgiir calisma atmosferi, kiymetli yonlendirmeleri
ve destegi ile degerli hocam ve tez danigmanim sayin Prof. Dr. Rabia Aktas Kara-
man (Ankara Universitesi Matematik Anabilim Dali)” a ve bu siire zarfinda bana
her tiirlii kolaylhigi saglamak adina ugrasip didinen, maddi ve manevi desteklerini de-
rinden hissettiren, stresli oldugum zamanlarimda bana yardimci olan degerli aileme

ve sozliim Mehmet Rizgi¢’ a sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.

Enta MEMET
Ankara, Ocak 2024

v



ICINDEKILER

TEZ ONAY SAYFASI

ABS T RACT . .ottt ittt ettt et et ettt e e e
TESEKKUR. . .ottt ittt ittt ettt ettt e,
SIMGELER DIZINI . ... it
SEKILLER DIZINI ... ... i
1. GIRIS .ot e
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER .......c.ciiviuenenn...
3. KLASIK ORTOGONAL POLINOMLARIN FOURIER
DONUSUMLERI . ...ttt it it e e e

3.1 Jacobi Polinomlar1 ve Fourier Doniisiimleri .................
3.2 Genellestirilmis Laguerre Polinomlar: ve Fourier Doniistimleri . .
3.3 Hermite Polinomlar1 ve Fourier Doniistiimleri................

3.4 N ,ga) (z) Polinomlar1 ve Fourier Déniisiimleri . ................
3.5 M,ga’b) (z) Polinomlar1 ve Fourier Déniigtimleri................
3.5.1 M,ga’b) () polinomlarimin Fourier déniigiimlerinin bir
uygulamasi. . ... v it e i e e et it i e e
3.6 I\” (z) Polinomlar1 ve Fourier Déniigiimleri. . ................
4. ROUTH-ROMANOVSKI POLINOMLARININ FOURIER
DONUSUMLERI . ...ttt it it e e e
4.1 Routh-Romanovski Polinomlarimin Normu..................
4.2 [ ,ga’b) (z) Polinomlarinin Fourier Déniigiimleri.................
5. SIMETRIK ORTOGONAL POLINOMLARININ FOURIER
DONUSUMLERI ... ..ottt e it e e

5.1 Genellestirilmig Ultrakiiresel Polinomlar ve Fourier
Dontisimleri . .......c0 ittt ittt

5.2 Genellestirilmis Hermite Polinomlar: ve Fourier Doniisiimleri. . .

5.3 (—00,00) Araliginda z727(1 + 2?)™" Agirhk Fonksiyonuna Gére

Sonlu Simetrik Ortogonal Polinomlarinin Fourier Doniistimleri .

5.4 (—o00,00) Araliginda ) Agirlik Fonksiyonuna Gére Sonlu

Simetrik Ortogonal Polinomlarinin Fourier Déniigiimleri. . ... ..
6. JACOBI POLINOMLARININ VE OZEL DURUMLARININ

SONLU FOURIER DONUSUMLERI .....................
6.1 Jacobi Polinomlarimin Sonlu Fourier Doniistimleri . ...........
6.2 Jacobi Polinomlariin Ozel Durumlarimin Sonlu Fourier

DOontisimleri . . ... ..ttt it nneienesonnsns
6.3 Jacobi Polinomlar: icin Biortogonallik .....................

A%



7. LAPLACE DONUSUMU ICIN TRICOMI YONTEMI VE
ORTOGONAL POLINOMLAR

7.1 Laguerre Serisinin Laplace Déniisiimii I¢in Tricomi Yéntemi ... 91

7.2 Kuvvet Serisinin Laplace Doniisimii................c0o0... 92
7.3 Ortogonal Polinom Acilimlarinin Laplace Doniigimii. . ........ 93
7.4 Sayisal Sonuglar ......... ... i i i i e 95
7.4.1 ™ fonksiyonunun Laplace déniisiimii . . .................. 96
7.4.2 Jy(24/u) fonksiyonunun Laplace déniistimii ................ 97
7.4.3 sin (u) fonksiyonunun Laplace doniistimii . ................. 99
7.44 ¢ fonksiyonunun Laplace doniistimii.................... 101
8. TARTISMA VE SONUQC ......iiiiiiiiiiiiiiiinnenennn 104
KAYNAKLAR. . .ottt it ittt ittt i it iaenaennn 106

OZGECMIS . it e 109



I'(z)
B(l’l,l'g)
(a),
a1,0a2, ..., s
SFt b17b27 "'7bt
Pk (:Ba O-/,B,'Y,(S)
3, < —2w—2v—2
-1
— -2 2w
Sk 0 1
a,b
P](E ) x)
Ly ()

8

SHQmE
Sy
S— §/

=
s
N—
N—

DN~
(e

—
8

~

~—

2w

9
:>

SIMGELER DiZiNi

o)

Gamma fonksiyonu
Beta fonksiyonu
Pochhammer sembolii

Genellegtirilmis hipergeometrik fonksiyon
k-yinc1 dereceden siirekli Hahn polinomu

k-yinc1 dereceden genellegtirilmis ultrakiiresel polinomu

k-yinc1 dereceden genellegtirilmis Hermite polinomu

k-yinc1 dereceden Jacobi polinomu

k-yinc1 dereceden genellegtirilmis Laguerre polinomu
k-yinc1 dereceden Hermite polinomu

k-yinc1 dereceden Legendre polinomu

k-yinci dereceden Gegenbauer polinomu

k-yimeci dereceden birinci tiir Chebyshev polinomu
k-yinc1 dereceden ikinci tiir Chebyshev polinomu
Bessel fonksiyonu

f fonksiyonunun Fourier doniigtimii

sonlu Fourier doniigiimii

f fonksiyonunun Laplace doniisiimii

vii



SEKILLER DiZiNi

Sekil 7.1 f (u) = €™ fonksiyonunun N = 100 igin ilgili fx () Laguerre polinom
seri yaklagimi ile kargilagtirilmast ...........iviiiiiiiiiiii 96
Sekil 7.2 x = 1 i¢in 7 = z + iy degisken degisimi yapildiginda, f (u) = €™ fonksiyo-
nunun F' (r) Laplace doniigtimii ile N = 100 igin karsilik gelen Fly (r) Tricomi seri
yaklagiminin Laplace doniigiimiiniin kargilagtirilmast ..........oiiiiiiiiiii . 97
Sekil 7.3 f (u) = Jy (24/u) fonksiyonunun N = 100 i¢in ilgili fy (r) Laguerre polinom
seri yaklagimi ile karsilagtirilmast ... 98

Sekil 7.4 y = 1 igin r = z + iy degisken degigimi yapildiginda, f (u) = Jy (24/u)
fonksiyonunun F () Laplace doniigiimii ile N = 100 i¢in kargilik gelen Fiy () Tricomi
seri yaklagiminin Laplace doniisiimiiniin karsilagtirilmast ........cccooeeeveeeieinnnnn. 99
Sekil 7.5 y = 1 igin r = = + iy degisken degisimi yapildiginda, f (u) = sin (u)
fonksiyonunun F () Laplace déniigiimii ile N = 100 i¢in kargilik gelen Fiy () Tricomi
seri yaklagiminin Laplace doniigtimiiniin kargilagtirilmasi .........cooooooiiiiiiinno 100
Sekil 7.6 = = 5 igin r = x + iy degisken degisimi yapildiginda, f (u) = e~ fonksi-
yonunun F' (r) Laplace doniigiimii ile N = 16 igin karsilik gelen Fy (r) Tricomi seri

yaklagiminin Laplace dontigiimiiniin kargilagtirilmast ..........cceeiiiiiiiiiiiinnnnnnnnnnnn. 103

viii



1. GIRIiS

Integral doniisiim, belirli bir f(x) fonksiyonu ve K(z,s) cekirdek fonksiyonunun

carpiminin integrallenmesi ile yeni bir F'(s) fonksiyonu iireten bir operatérdiir ve

b
F(s):/ K(z,s)f(z)dx

esitligi ile ifade edilir. Cekirdek fonksiyon olarak cesitli 6zel fonksiyonlar1 iceren
Fourier, Laplace, Beta, Mellin, vb. doniistimleri gibi bir¢ok integral doniisiim mate-
matik, fizik ve miihendisligin bir¢ok probleminde 6nemli rol oynamaktadir.

Bu siiregten sonraki asamada diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde, ¢ok biiyiik
tamsayilarin ve polinomlarin carpimlarinda, kompleks analizde, kriptolojide, goriintii
analizi, goriintii filtreleme, goriintii sikigtirma, elektron mikroskobu yontemi gibi
bircok alanda kullanilan Fourier doniigiimii, hem miihendisler hem de matematikgiler
icin cok yonlii bir arag haline gelmistir.

Cekirdek fonksiyonu K (z, s) = e *** olmak iizere her sonlu [~ L, L] arahginda parcali
stirekli ve [ | f(x)| dz integrali yakinsak olan bir f(z) fonksiyonunun Fourier doniisii-

mi .

Fo)=F(f @)= [ fla)e s
ve ters Fourier doniigiimii

1 o0 )

FUP) = 1) = o [ Fls)eds
seklinde tanimlanir (Davies 2002).
Diger bir integral doniigiim, ¢ekirdek fonksiyonu K (z,s) = e~** olarak segildiginde
x > 0 igin tammh olan L > 0 i¢in [0, L] {izerinde Riemann anlaminda integral-

lenebilir bir f(x) fonksiyonunun Laplace déniigtimii

£(f(x)) = / " f@)eda

olarak tanimlanir (Widder 1941).
Laplace doniigtimii, diferensiyel denklemleri ¢ozmek i¢in kullanigh bir ara¢ olmasinin
yani sira fizik, miihendislik ve otomasyon problemlerinde cesitli uygulamalara sahip-

tir.



Ortogonal polinomlar niimerik analiz, yaklagim teorisi, kombinatorik, graph teori,
kodlama teorisi, sayilar teorisi gibi matematigin bir¢cok alaninda; olasilik teorisi,
stokastik siirecler, kuantum mekanigi, kat1 hal fizigi, optik, dijital sinyal isleme gibi
diger bir¢cok alanda da c¢ok sayida uygulamalara sahiptir.

J C R iizerinde &(x) > 0 agirhik fonksiyonu olmak iizere polinomlarin lineer uzay:

iizerinde tanimlanan bir i¢ ¢carpim

() = [ u@o(@(orts
J
olsun. Bu i¢ carpima gore (pi,p;) = 0, [ # k ozelligini saglayan {py.},-, polinom-

larinin dizisi ortogonal polinomlarin bir sistemini olugturur (Szegd 1975). Klasik
siirekli ortogonal polinom aileleri Laguerre polinomlari, Hermite polinomlar: ve 6zel
durumlar1 Legendre, Chebychev ve ultrakiiresel polinomlar: veren Jacobi polinom-
lardir. Bu polinomlarin, matematik ve fizigin bircok dalinda ¢ok sayida uygulamalar:

goriilmektedir (Hochstadt 1971).
(i) P,ga’b) (x) Jacobi polinomlart: [—1, 1] araliginda
) =01 —2)(1+2)° (a,b> —1)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Rainville 1960).

(ii) Léa) (x) genellestirilmis Laguerre polinomlar:: [0, 00) araliginda
E(z) =2%€"" (a>-1)

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Rainville 1960).

(iii) Hy(z) Hermite polinomlart: (—oo, 00) araliginda

(z) =e™*

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir (Rainville 1960).

Bu polinomlar «, 3,7, ¢, € reel parametreler ve k bir dogal say1 olmak {iizere
(az® + Bz +7)y;, + (0 + &)y, = k(3 + (k — 1)a)y, (1.1)

formundaki ikinci basamaktan bir diferensiyel denklemin polinom ¢oziimleridir (Boch-

ner 1929). Masjed-Jamei (Masjed-Jamei 2002) galigmasinda, (1.1) denkleminin sonlu
2



ortogonal polinom coziimlere sahip olabilecegini gostermis ve boylesi bir denklemin
¢oziimleri olan agagidaki sonlu ortogonal polinom ailelerini incelemigtir.
(iv)

w(x+ Dy, (z) + (2 — a)z + b+ Dy (@) — k(k + 1 — a)yp(z) =0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemin ¢oziimii olan M, ,ia’b) (x) polinom ailesi [0, 00)
arahginda &(z) = 2°(1 4+ )=+ agirlik fonksiyonuna gére sonlu ortogonal polinom

ailesidir ve

formunda tanimlanir.
(v)

22yp(@) + (2 = @)z + Dyg(r) — k(k + 1 — a)ye(z) = 0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemin ¢oziimii olan XV, ,ga) (x) polinom ailesi [0, c0)
araliginda &(r) = 27%(Y/*) agirlik fonksiyonuna gore sonlu ortogonal polinom aile-
sidir ve
k
a—(k+1 k
N = (T (~ay
n=0 n k—mn
formunda tanimlanir.
(vi)
(1 + %)y (2) + (3 = 2p)ay; (@) — k(k +2 — 2p)ys(a) = 0

ikinci basamaktan diferensiyel denklemin ¢6ziimii olan /. ’ga) (x) polinomlar: (—o0, 00)
arahginda &£(x) = (14 22)~(@=1/2) agirlik fonksiyonuna gore sonlu ortogonal polinom
ailesidir ve
4] a—1 k—n
a n k—2n
L) = kY (-1) (20)

n—0 k—mn n

formunda tanimlanir.
Fourier doniigiimii yardimi ile bazi ortogonal polinom sistemlerinin birbirleri {ize-

rine eglenebildigi gosterilmigtir (Erdélyi vd. 1954). Bunun en iyi bilinen 6rnegi
3



Hermite polinomlarinin e_é ile garpim1 olan Hermite fonksiyonlaridir. Bu fonksi-
yonlar Fourier doéniigiimlerinin 6zfonksiyonlaridir (Koelink 1996, Koepf ve Masjed-
Jamei 2007, Koornwinder 1985). Fourier-Jacobi doniigiimii yardimu ile klasik Jacobi
polinomlarimin Wilson polinomlar ile eglenebildigi Koornwinder’ in (Koornwinder
1985) ile verilen galigmasinda goriilmektedir. Diger yandan Koelink (Koelink 1996),
Fourier doniistimii yardimi ile Jacobi polinomlar1 ve Hahn polinomlarinin birbir-
leri {izerine eglenebildigini gostermistir. Jacobi polinomlarinin Fourier doniigiimiinii
siirekli Hahn polinomlar cinsinden ifade etmis ve Jacobi polinomlari ile siirekli Hahn
polinomlar: arasindaki iligkiyi incelemigtir. Sonraki yillarda simetrik ortogonal poli-
nomlar olan genellegtirilmis Hermite polinomlari, genellestirilmis ultrakiiresel poli-
nomlari, Routh-Romanovski polinomlar1 ve sonlu klasik ortogonal polinomlar igin
Fourier doniistimleri hesaplanmis ve bu Fourier déniisiimii yardima ile yeni ortogonal
fonksiyon aileleri elde edilmistir (Koepf ve Majed-Jamei 2007, Masjed-Jamei 2004,
Masjed-Jamei vd. 2014, Masjed-Jamei ve Koepf 2012, Masjed-Jamei ve Koepf 2013).

Diger yandan, [a, b] araliginda ortogonal olan bir P(z) polinomunun

P(u):/ P(z)e"*dx

sonlu Fourier doniigiimii 2015 de yapilan (Dixit vd. 2015) isimli ¢alismada incelen-
migtir.

Fourier doniisiimiine benzer olarak ortogonal polinomlarin Laplace doniisiimleri de
caligilmigtir (Lee 2020, Ricci vd. 2021). Laguerre polinomlar: cinsinden seriye agilan
fonksiyonlarin Laplace doniigiimiinii hesaplamak i¢in bir metod Francesco G. Tricomi
tarafindan verilmistir. Ayni metod Ricci, Caratelli ve Mainardi (Ricci vd. 2021)
tarafindan ortogonal polinom acgilimlarina uygulanmig ve cesitli niimerik sonuglar
verilmistir.

Bu tez galismasinda, sonlu ve sonsuz klasik ortogonal polinom ailelerinin (Koelink
1996, Koepf ve Majsed-Jamei 2007, Masjed-Jamei 2004), simetrik ortogonal poli-
nomlar olan genellestirilmis Hermite polinomlar: ve genellestirilmis ultrakiiresel poli-
nomlarin Fourier doniigtimleri (Masjed-Jamei ve Koepf 2012) ele alinacak ve Parse-
val ozdegligi yardimu ile elde edilen ortogonal fonksiyon aileleri incelenecektir. Ja-

cobi, Legendre, Gegenbauer, birinci ve ikinci gegit Chebyshev polinomlarinin sonlu
4



Fourier déniigiimleri incelenecektir (Dixit vd. 2015). Ayrica, ortogonal polinom
acilimlarimin Laplace doniistimleri ele alinacak ve cesitli uygulamalar1 verilecektir

(Ricci vd. 2021).



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde tez ¢calismasi ile ilgili gerekli olan temel tanim ve toeremler verilecektir.

Tanim 2.1 R(z) > 0 olmak iizere

(o)

I'(2) = / Nl A dA (2.1)
0
genellegtirilmis integrali ile tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

B (21, z9) Beta fonksiyonu z; > 0 ve z; > 0 olmak iizere

1
B(x,2) = / XS (1= 2=
0

[e’s) )\zl—l
= / 5 dA
0 (1 + )\) 1 2

e F (Zl) F (22) y
= Tata) - B (22, 21) (2.2)

formunda ifade edilir (Rainville 1960).

Tanmim 2.2 7 sifir ya da pozitif bir tamsay1 ve a kompleks ya da reel bir say1 olmak

tizere (a)_ ifadesi
 Tla+71)
(a)T - r (G)

(a)o = 1

ile tamimhdir. Bu ifadeye Pochhammer sembolii denir (Rainville 1960).

=ala+1)..(a+7—-1) ; 7T=12, .. (2.3)

Lemma 2.1 (a). Pochhammer sembolii

(a),, = 2% (g)T(agl)T (2:5)

_ (a),
(@)rn = (—a—71+41), (-1)" (2:6)

(—7), = ET “m o hren (2.7)
(rr1), = :k)! . kreEN (2.8)
(—a), = (=) (a—7+1), (2.9)
o, - 85



temel 6zelliklerini saglar. Bunlarin birkaginin ispatina bakalim:

Ispat. Pochhammer semboliiniin tanimindan,
(=7), = (=1)(=7+1)..(—7+k—-1)
= (-D)'7(r = 1)l —k+1)

olup son egitlik (7 — k)! ile garpilip boliiniirse

bulunur.

Benzer sekilde Pochhammer sembolii tanimindan,

(@), = ala+1).(a+7—n—-1)
(a),
(a+7—n)..(a+7—1)
(@),
(—a—74n)..(—a—717+1)(-1)"
(a),
(—a—T141), (-1)"

elde edilir. Son olarak yine Pochhammer sembolii tanimi geregince,

(a),, = ala+1)..(a+27—1)

- () -()

) ()5 (5

- ),(4)

bulunur. =

Tanmim 2.3 ,F, genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu
A1y eney O ay), ...(as), x”
oF (bl, b ”7> - ; <(b137 Ebt))T 7
olarak tanmmmlanir (Rainville 1960) ve bu seri
tim x’ler icin yakisaktir | s <t
|z| < 1 i¢in yakinsaktir ,s=t+1
tim = # O’ler icin wraksaktir |, s >¢t+1

Burada (a), Pochhammer semboliinii ifade etmektedir.
7

(

a+2r—1
2

(2.11)



Sonug 2.1 s = 2 ve t = 0 6zel durumunda ,F; genellestirilmis hipergeometrik

fonksiyonu
ai, Qo d x"
2 Fo ( o 17) = (a), (az): —
7=0
s =2 vet =1 6zel durumunda »F} Gauss hipergeometrik fonksiyonu

ai, o (al) ((lg) x7
F Tl = E U\ T 1

ve s = 3, t = 2 durumunda ise 3F, hipergeometrik fonksiyonu

o0

a1, ag, as (Cll) (a’2> (a’?’) z”
F: T = - - t— oz < 1
e ( b17 b2 ‘ > ; (bl)’T <b2>T 7! ’ ‘

formunda yazilir.

Tanim 2.4 f, g ve h reel parametreler olmak tizere Gauss diferensiyel denklemi

z@—1)y +[h—(f+g+1)aly — fgy=0 (2.12)

ile tamimhidir. Frobenius yontemi kullanilarak x = 0 diizgiin aykir1 noktasi civarinda

Yy = > o0 ppr" ¢ formunda serisel ¢oziimii aramrsa hipergeometrik fonksiyonlar

cinsinden
19
N = oI |1U
h
—h+1,9g—h+1
Y2 = Y oY d g T

2—h
seklinde c¢oziimler elde edilir. Boylece, h parametresi sifir ya da herhangi bir po-
zitif tamsay1 olmadig: taktirde, (2.12) Gauss diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii

hipergeometrik fonksiyonu cinsinden A; ve A, keyfi sabitler olmak iizere |z| < 1 igin

: —h41,9—h+1
Yy = Al 2F1 f J | Xz + A2 Il_h 2F1 f g | T (213)
h

2—h
formunda yazilir (Altin 2020).

Tanim 2.5 ¢ : R — R tamumh bir fonksiyon, & € Ny = {0, 1,2, ...} ve ay. # 0 i¢in

o, O, ..., lar sabit sayilar olsunlar.

@ (1) = ape® + op 12" 4 L+ g+ g
8



seklinde tanimlanan ¢ (x) fonksiyonuna k-yinci dereceden bir polinom denir. Bu-
rada £ sayis1 polinomun derecesi ve ag, a1, ..., ay sayilar: da polinomun katsayilaridir.

Eger oy = 1 ise g, (z) polinomu monik polinom olarak isimlendirilir.

Tanim 2.6 F' cismi reel sayilar cismi, X uzay1 reel katsayili polinomlarin uzayi
olsun. Standart toplama ve ¢arpma iglemlerine gore (X, +,.) lineer uzay: tizerinde

bir i¢ garpim, £(z) fonksiyonu J C R araliginda pozitif bir fonksiyon olmak iizere

(u,v) = /u(a:)v(x) &(x) dx

J

seklinde tammmlanir. (.,.) : X x X — F i¢ ¢arpim fonksiyonu
) (w0} = (o)

i) (u,u) >0 ve (u,u) =0 u=0

iii) (cu + dv,w) = ¢ (u,w) +d (v, w) (c,d sabitler)

ozelliklerini saglar.

Tanim 2.7 J C R araliginda k—ymcr dereceden 9y (z) ve ¥, (z) polinomlar: reel
degerli ve integrallenebilir olsunlar. J C R araliginda & () > 0 agirlik fonksiyonuna

gore bu polinomlarin ortogonalligi k,[ € Ny ve k # [ icin

(90, 01) = / (@)1 (2)€(x)dz = 0 (2.14)

J

esitligi ile tammlanmaktadir ve & = [ durumunda ise ¥4 (z) polinomlarimin normu

1/2
190l = (0, )2 = / P()e@)de | k=01,

J

seklinde tanmmmlanir (Hochstadt 1971). Ayrica k, [ € Ny igin

0, k#I

(O, ) = / Or(2)9i(2)&(x)da = 1, k=1

J

esitligi ile tamimmlanan {Jy(x)} (k € Ny) polinom kiimesi ortonormal kiime olarak

adlandirilir.



Teorem 2.1 (Favard Teoremi) J = [b,¢| araliginda £ (x) agirhik fonksiyonuna
gore ortogonal olan {J;} (k= 0,1, ...) polinom ailesi, K}, Ly ve M;, katsayilar1 k ya

bagh sabitler olmak iizere
2 () = Opy1 (@) + Ly (2) + MpOg—q ()5 V-1 (2) =0, Jo(z) =1  (2.15)

ii¢ terimli rekiirans bagintisini1 saglar ve bu polinom ailesi

/bcf () Uy () Y (x) dx = (H My /bcf (x) dx) Ok (2.16)

ortogonallik bagintisini gergekler (Chihara 1978). Burada dj,; Kronecker deltay:
gosterir ve

1, k=1

0, k#I

Opg =
ile tanumlanir.

Teorem 2.2 Bir J araliginda tanimlanmas,
Lyl =a(2)y +b(z)y +ec(@)y=0 (2.17)

denklemini gtz 6niinde bulunduralim. L’ nin self-adjoint olmadigi durumlarda,

(2.17) denklemi
1o Lo [ 20)

ile garpilarak ¢ (z) L [y] ifadesi self-adjoint olur. Bu durumda, ikinci basamaktan

(2.17) seklindeki her lineer diferensiyel denklem g () ile ¢arpilarak

%[r(z)g—ﬂ—i-S(m)y:O

self-adjoint formuna getirilebilir (Altin 2020). Burada

r(z) = exp{/x%dt}

0 = D [20)

10
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Tanim 2.8 (S-L problemi) (b, ¢) araliginda tanimli bir sinir deger problemi, 3, 35,
v, Ve 7y, sabitler ve q (z),q (z),r (z) ve & () fonksiyonlar [b, ] arahginda siirekli

fonksiyonlar olmak {iizere

!

(4@ 0, @) + (e (@) —r @) (2) =05 q(2) >0, £(x) >0 (218)
denklemi ve
By (b) + 7,9, (b) =0
By0k () + 7219;% (c)=0

sinir kosullari ile verilsin. Bu sekilde verilen probleme regiiler Sturm-Liouville prob-

(2.19)

lemi denir. Diger yandan = = b veya x = ¢ smir noktalarinda ¢ (z) = 0 ya da (b, ¢)

aralig1 sonsuz ise bu probleme singiiler Sturm-Liouville problemi denir.

Teorem 2.3 (2.18)-(2.19) Sturm-Liouville sisteminde ¢ (z),r (z) ve & (z) katsay:
fonksiyonlar [b, ¢] arahiginda siirekli olsunlar. Bununla birlikte p,, ve u, 6zdegerleri-
ne kargilik gelen 9, ve 1, tzfonksiyonlari ayni aralikta diferensiyellenebilir olsunlar.

Boylece 9 ve 0, 6zfonksiyonlar [b, ¢] araligida £ (x) agirhk fonksiyonuna gore or-

togonaldir (Altin 2020).

Ispat. ¥}, ve ¥, dzfonksiyonlar: (2.18) diferensiyel denkleminin s, ve j; dzdegerlerine
kargihk gelen iki ¢oziimii olsunlar. ¥, fonksiyonu (2.18)-(2.19) probleminin bir
¢Ozlimii ise

’

(a(2) 5 @) + (u€ (2) = 7 (@) I (2) = 0 (2.20)
ve
G190 (b) + 710 (b) = 0
Ba01 (¢) + 729}, () = 0
kosullar1 gerceklenecektir. Burada k indisine bagh bu egitlik [ indisine bagh ola-
rak tekrar yazilir ve denklemler sirasiyla ¢, (x) ve ¥ (z) ile garpilarak taraf tarafa

gikarildiktan sonra (b, ¢) araliginda integre edilirse
(=) [ € (@) @) 0 () d
b

= q() [0 ()9, (¢) = 0. () 01 ()| — q (b) [ () 0} (6) — W () 9 1)

elde edilir. 9, ve ¥; sinir kosullarimi gerceklediginden

!

Ui (€) 9 (€) = Uy, () Vi (¢) = 0 ve Uy (b) 9 (b) — U, (b) 9 () = O

11



olup buradan .
(= 10) | €@) 00 (e) 01 (@) do =0
elde edilir. [ # k icin
/bcﬁ(x)ﬁk () (z)dx =0
gergeklenir. Bu durumda ¥y ve 9; ¢oziimleri, (b, c) arahigimda (2.18) sinir kosullar:

altinda ¢ (z) agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani

/bcﬁ (z) Oy (z) O (x) do = (/bcf ()92 (z) d:v) O (2.21)
gerceklenir. m

Simdi de 6zel durumda regiiler Sturm-Liouville problemini de igeren Sturm-Liouville

probleminin simetrik bir genellemesini verelim.

Tamm 2.9 Her k € Z" icin ¢, (—z) = (—=1)* ¢, () esitligini saglayan ¢, (z)

fonksiyonuna simetrik bir fonksiyon denir.

Tanim 2.10 (Sturm-Liouville Probleminin Simetrik Bir Genellemesi)
B(z),C(x), D(z), E(x) ve F(x) keyfi fonksiyonlar ve { A} sabitler dizisi olmak iizere

1

#F@:)) Gu(1) =0 (2.22)

Bla)éilo) + Cla)oita) + (WD) + Bla) +
diferensiyel denklemini saglayan simetrik fonksiyonlarmm bir dizisi {¢;(z)},-, olsun.
F(z) = 0 oldugunda (2.22) denklemi, (2.18) regiiler Sturm-Liouville problemine
es deger olur. ¢, (z), (2.22) denkleminin ¢, (—z) = (—1)¥¢,(z) kosulunu saglayan
simetrik ¢oziimii oldugundan B(x), D(z), E(x) ve F(x) ¢ift fonksiyon, C(z) ise tek

fonksiyondur (Masjed-Jamei 2007a, 2020).

Teorem 2.4 ¢, () fonksiyonu, (2.22) denkleminin ¢, (—x) = (—1)*¢,(x) kosulunu

saglayan bir simetrik ¢oziimii ise

n

/_ Z W* (@) ()6 () dax = ( / W* () z(@dx) 5o (2.23)

-n

ortogonallik 6zelligini saglar. Burada

W*(z) = D(x)exp < / de)

)
- ggg exp ( / ggi;dgy) (2.24)




agirlik fonksiyonudur. C'(z) > 0 i¢in W*(z) pozitif ve [—n, ] araliginda ¢ift olan bir

fonksiyondur (Masjed-Jamei 2007a, 2020).

(2.22) diferensiyel denkleminde,

&

X

Q

xz

& O

X

o

X

()
(z)
(x) = 2" =D(-x)
()
()

ve A\, = —k(v+ (k — 1)a) 6zel olarak segilirse,

2(0a® + B)y (2) + 212 + 8)y(x) — (k(y+ (k — 1)a)z? + (1 - (—1))8/2)dy(z) = 0

(2.26)
denklemi elde edilir. Burada k& = 2] ve k = 2]+ 1 igin elde edilen denklemlere Frobe-
nius metodu uygulanarak z = 0 diizgiin aykir1 noktas: civarinda y =y~  e,z"**
formunda serisel ¢oziim aranirsa ve elde edilen ¢oziimler birlegtirilirse, (2.26) denk-

leminin polinom c¢oziimii,

5 2 (g \ (R0 o
Sk K | © :Z [k/2] H (2 + (=)™ + 2[k/2))a + v Lh—2n

a f o\ n o (2j + (=11 +2)5+0

(2.27)
olarak bulunur (Masjed-Jamei 2007b, 2020). Burada Hj;lo a; = 1 olarak kabul
edilmektedir ve
|:k:| g ,  kcift ise

% k tek ise

)

dir. Bu polinomun monik formu

[y s /1_][ 2]+ (—1)F +2)3 46
(6]

S
* (27 + (=) + 2[k/2))or +

]:

(2.28)

2j+ (DT +2)3+6
13

j=0

5|
[k/2] [k/2]—(n+1) .
S ( (24 + (D +2fk/2)a+7) i



seklinde yazilabilir. Ayni1 zamanda S, monik polinomlar:

a —(v + (2k — 3)a) /22 az’

hipergeometrik gosterime sahiptir (Masjed-Jamei 2007b, Celik 2020).

Teorem 2.5 S, monik polinomlar

§k+1(ZL’) = l’gk(l’)—l-Ak Sk_l(l’), (230)

So(z) = 1, Si(z) = =, k=1,2,..

ii¢ terimli rekiirans bagintisim gercekler. Burada A, J katsayisi
a B
A ¥ 0 _aBk? 4 ((v — 20)B — (—1D)*ad)k + (v — 2a)6(1 — (=1)%)/2
g a B B (2ak + v — a)(2ak + v — 3a)
(2.31)
seklinde tanimlanir (Masjed-Jamei 2007b, 2020).
Teorem 2.6 S, monik polinomlar
7 ) — J
/W* Tl s T el m T e de 232
-1 a p a f a [
k
) " o
= | =D ][] 4, v / w7 |z | d | Sry
j=1 a f -n a f
ortogonallik bagintisini saglarlar. Burada
4] —4a)z? 4+ (6 — 2
a f z(az? + B)
(v — 2a)x? + 6
= d 2.33
eXP (/ z(ax? + 5) v (2.33)

seklindedir (Masjed-Jamei 2007a, 2020, Celik 2020).

Simdi de tez boyunca kullanacagimiz Fourier doniistimii ve Laplace doniisiimiiniin

tammlarim verelim.
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Tanim 2.11 Bir f fonksiyonu her sonlu [—L, L] araliginda pargali siirekli ve

[ |f(x)| dz integrali yakisak olsun. O taktirde,

F(Ha) =5 [ s 2.3)

ifadesine f nin Fourier doniisiimii denir. Fourier teorisinin Parseval ¢zdesligi

f,g € L*(R) i¢in

| t@a@de =5 [ @) F @i (2.35)

bi¢iminde tanimlanir (Davies 2002).

NOT: Baz kaynaklarda f fonksiyonunun Fourier doniisiimii ayrica
F(f@) == [ f@ea
x)) = — x)e 73
V2T J -
olarak da verilebilmektedir.
Tamim 2.12 f(x) fonksiyonu p iistel mertebeli, M ve K pozitif sabitler olmak iizere
@ <M, Vo> K

kosulunu sagliyorsa bir f(z) fonksiyonunun tiim = > 0 (reel sayilari) igin tanimh

Laplace doniistimii
£(f@} = [ e (2.36)

olarak tanimlanir (Widder 1941).
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3. KLASIiK ORTOGONAL POLINOMLARIN FOURIER
DONUSUMLERI

k pozitif bir tamsay1 ve «a, 3,7, d, ¢ parametreleri k& dan bagimsiz reel parametreler

olmak iizere
(ax2 + Bz + 'y) yg (x) + (0x + ¢€) y;C () —k(0+ (k=1 o)y (z) =0 (3.1)

formundaki bir diferensiyel denklemini self-adjoint forma doniistiirmek icin pozitif

bir z (x) fonksiyonu ile garparsak
(az® + Bz +7) 2 (2) yy () + (02 +€) 2 (2) gy (2) — k(6 + (k = 1) a) 2 () i () = 0
yazilabilir. Bu denklemin self-adjoint olabilmesi i¢in

[(az® + Bz +7) 2 (m)]/ = (0z +¢e)z ()

olmalidir. Buradan

’
(62+¢)— (aa?+8a+
( )_ r+e gaz Z’Y) dg;_ 1 f 2<5x+5 -
zlx) =¢€ ax+Br4y = ¢’ az®+Baty
ax? + fx+

elde edilir. Boylece bu diferensiyel denklem self-adjoint formda

[(aﬁ + Bz +7) 2 (2) Y, (g;)] — k(6 + (k—1)a)z () y (@) (3.2)
seklinde yazilir.
1929’ da Bochner, boylesi bir denklemin ortogonal polinom ¢oziimlerinin Jacobi
polinomlari, genellestirilmis Laguerre polinomlar: ve Hermite polinomlar: oldugunu
gostermistir (Bochner 1929, Szegt 1975). 2002’ de ise Masjed-Jamei bu denklemin
sonlu ortogonal polinom c¢oziimlere sahip olabilecegini gostermis ve bu denklemin
¢oziimleri olan sirasi ile Jacobi, Laguerre ve ultrakiiresel polinomlarla iligkili olan
M, ,ga’b) (x), N ,ia) (), I ]ga) (x) sonlu ortogonal polinom aileleri tizerine ¢aligmigtir (Mas-
jed-Jamei 2002). Boylece bu denklemin ¢6ziimii olan sonsuz klasik ortogonal poli-
nom aileleri ve sonlu klasik ortogonal polinom aileleri olmak iizere 6 tane farkh
ortogonal polinom ailesi vardir.
Bu boliimde ilk olarak klasik ortogonal polinomlarin tanimlar: verilecektir ve litera-

tiirde var olan Fourier doniigtimleri tizerine calisilacaktir.
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3.1 Jacobi Polinomlar: ve Fourier Doniisiimleri

(3.2) esitliginde ozel olarak
a = _17ﬁ:077: 1,5:—a—b—2,€: —a+b

degerleri secildiginde Jacobi diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklem self-

adjoint formda

!

(=) (1 +2)"y (@)] = —k(k+a+b+1)(1—2)' (1 +2)p(a) (33)
seklinde yazilir. Serisel ¢oziimii aranirsa

:“%E: SR N B Y

k—n n

seklinde bir acik polinom ¢oziimiine sahip oldugu goriiliir (Rainville 1960). Ayrica

hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

@+ o [ “hktatbtl 1-s

P (z) 2 Fy | (3.5)
’ k! a+1 2
k
(a + 1), (a+b+k+1), n
= 1_—
; Z”n' CES R
formunda yazilabilir ve Jacobi ortogonal polinomlari
k
PO () = ED g e gt L R L SN CYO
F 2k ! dz*
Rodrigues formiilii ile tanimlanir. Bu polinomlar &,/ € Ny icin
1
[ a-ar @) B @) P (o) do
-1
277D (a+ k+ )T (b+k+1
( )T ( ) 5o (37)

Ela+b+2k+1)T(a+b+k+1)
ortogonallik bagintisini saglar (Rainville 1960).

Simdi Jacobi polinomlarinin Fourier déniigiimiinii uygulayacagimiz ¢zel fonksiyonlari

u(z) = (1 —tanhz)? (1 + tanh 2)? P{*" (tanh z)
v (z) = (1 —tanhz)" (1 4 tanh z)" Pl(c’d) (tanh z)
17
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seklinde tanimlayalim. Bu belirlenen fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier doniistimii
mevcuttur. Oncelikle u(z) fonksiyonunun Fourier déniigiimiinii elde edelim:

F(u(x)) = / e " (1 — tanh 2)” (1 + tanh 2)* Pk(“’b) (tanh x) dz

—00

! —141is —1-1is a
= [ ey @ R ) dy
-1

1
S
0

formunda olup burada sirasiyla tanh z = y ve y = 1—22 degisken degisimi yapilmigtir
ve

d 1 — tanh
% — (coshz)™® = (1 — tanhz) (1 + tanhz) o

1 4 tanh
esitlikleri kullamilmugtir.  (3.9) egitliginde (3.5) ile verilen Jacobi polinomlarinin

hipergeometrik gosterimi ve (2.2) ile verilen Beta integrali kullamlmasiyla

k
+1 La+b+Ek+1) 1 1.
2p+q 1 CL k nB ]{Z o
F(u(x)) = nEZO n'a—|—1) < +k+ zsq 25)
k 1.
1 1 1 —k +b+k+1 + =
2p+q—1(a+—')kB (p + —Z'S7 q— —iS) ( )n (CL )n (p QZS)n
k! 2 2 Z nl(a+1), (p+q),

n=

1 1 1 —k,a+b+k+1,p+iis
2P+QIMB (p—i——iS,q——is) 3F2 p 2 ’ 1
Al 2 2 a+1,p+q
p+q—1F (p + %7’3) I (q - %ZS> K

= 2
T'(p+qg+k)

S
m(;nb—q+La—p+L@ (3.10)

elde edilir. Burada py (x; «, 3,7, 0) siirekli Hahn polinomlaridir ve

pi (750, 3,7,0) (3.11)
.“a+ﬂ“a+®kﬁ,—%ﬁ+a+5+7+5—La+m
1 342 |1

k! a+y,a+9d

ile tammhdir. Burada R (p) , R(g) > 0 dir (Koelink 1996).

Benzer gekilde v(z) fonksiyonunun Fourier déniigiimii

fmm::/eMm;mmHHmmﬁﬁwmm@m (3.12)
F(r+%is)f‘(t—%is) / s
o (Zord—t 41,6 1Q
F(T+t+l> [ pl<27r7 + , C T+ )

— 27‘+t—1

olarak elde edilir.
18



(3.8) esitliginde tanimlanan u(x) ve v(z) fonksiyonlarin géz éniinde bulundurarak
(3.11) ve (3.12) esitliklerinde elde edilen u(x) ve v(z) fonksiyonlarinin Fourier déniigtim-

lerine (2.35) ile verilen Parseval 6zdesligi uygulanirsa

27r/ (1 — tanh 2)"™" (1 + tanh 2)?™* P*" (tanh z) P? (tanh z) dx

_ —koptabrit-2 /°° T (p+5is) T (¢ — 5is) T (r — 3is) T (¢ + 3is)
o F'(p+qg+ k)T (r+t+1)
X D (g;p,b—q—l—l,a—p—kl,q)pl <§;r,d—t—|—1,c—r+1,t> (3.13)

elde edilir. Diger taraftan (3.13) egitliginin sol tarafinda
a=c=p+r—1 ve b=d=q+t—1

ifadeleri secilirse ve daha sonra (3.7) ortogonallik bagntisi goz oniine alimirsa (3.13)

denklemi son olarak

/ooF(p—l—is)F(q—is)F(r—is)F(t—i—is)

X Pk (S;p7tar7Q)pl (S;TaQ7p7t) dS
F'(p+q+k)T(r+t+E)T(p+r+k)T(qg+t+k)
Kp+qg+r+t+2k—1)T(p+q+r+t+k—1)

k,l
seklinde ifade edilir. Bunlarin bir sonucu olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.1 (3.11) ile tanimlanan siirekli Hahn polinomlar1 R (p), R(q), R(r),
R (¢) > 0 i¢in

%/_ZF(]O—H'S)F(Q—Z'S)F(T—is)F(t—l—iS) (3.14)

Xpr (s;p,t,7,q) pr (s57,q,p,t) ds
C(p+q+k)T(r+t+k)T(p+r+k)T(g+t+k)
Elp+q+r+t+2k—1)T(p+q+r+t+k—1)

k,l
ortogonallik bagintisina sahiptir (Koelink 1996).

3.2 Genellestirilmis Laguerre Polinomlar: ve Fourier Doniistimleri
(3.2) esitliginde ozel olarak

a=0,=1,vy=0,=—-1l,e=a+1
19



degerleri secildiginde genellestirilmis Laguerre diferensiyel denklemi elde edilir ve bu

denklem self-adjoint formda

’

[xlﬂe_“:y;c ()| = —kae "y () (3.15)

seklinde yazilir. Serisel ¢oziimii aranirsa

@ 1 o= k!
L (@)= =3 % (—a)" (3.16)
k! % '\ L_p
seklinde bir agik polinom c¢oziimiine sahip oldugu goriiliir. Ayrica hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

LY () = (-1 (a+1), 1K E (3.17)
a+1

= (-1)"(a+ 1)’fz—n!<(;?q) a"

olarak yazilabilir ve genellestirilmis Laguerre ortogonal polinomlar:

k

a —a T d a —T
L\ (z) = (~1)F 2% T et} (3.18)

Rodrigues formiilii ile tanimlanir. Bu polinomlar &, € Ny icin
/ 2% L\ (2) L\ () dz = K'T (a + k + 1) 65y (3.19)
0

ortogonallik bagintisin saglar (Andrews vd. 1999). a = 0 6zel durumunda Lgl) (x)

genellegtirilmig Laguerre polinomlar1 L(z) Laguerre polinomlarma indirgenir.

Simdi L,(f) () polinomlarinim Fourier doniisiimii i¢in uygulayacagimiz 6zel fonksi-

yonlar1

(3.20)

seklinde tamimlayalim. Bu belirlenen fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier doniistimii
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mevcuttur. Oncelikle u(z) fonksiyonunun Fourier déniistimiinii elde edelim:

Flu(a) = / e LY () do = / y e LY (y) dy
— 0

o0

= (1), Z B ([T tay)

n=
k .
_ S)n 2p7i5+nr

= (D (a+ 1), <_81(Z1)) T

(p—is+n)

3

. —k,p—1is
= (“1)f(a+1), 27T (p—is) oFy il 2] . @321
a

T

Burada ilk olarak e* = y degisken degisimi yapilmigtir, Gamma fonksiyonunun

tanimi ve

/ y—p—is-l-k:—le*%dy _ optis—k (p +is — k)
0

belirli integrali kullamlmigtir. Benzer iglemler uygulanarak v(z) fonksiyonunun

Fourier doniigiimii

Fv(z) = / e‘isxeq“’_%engb) (€*) dx (3.22)
I i , —l,qg—1s
= (=1)(b+1), 27T (¢ — is) 2F} | 2
b+1

elde edilir.

(3.20) egitliginde tamimlanan u(x) ve v(x) fonksiyonlarii goz éniinde bulundurarak

(3.21) ve (3.22) esitliklerinde elde edilen u(x) ve v(z) fonksiyonlarinin Fourier doniisii-
21



miine (2.35) ile verilen Parseval 6zdegligi uygulanirsa

2 / erore=e {0 (ory L0 (¢7) d (3.23)

—00

_ 27T/ yp-i-q—le—tLl(;l) <y) Ll(b) (y) dy
0

= (D" (a+1), b+ 1)l/ P~ (p — is) 2075 (q — is)
—k,p—1is —l,q—1is
X2F1 b | 2 2F1 1 ‘ 2 |ds
a+1 b+1
= 2 (=) (a+ 1), (b+ 1);/ [(p—is)T (g — is)
—k,p—is —l,q—1s
Xo - | 2| 2F3 K |2 |ds
a+1 b+1

elde edilir. Son olarak (3.23) esitliginde

a=b=p+qg-—1

ifadeleri segilerek ve daha sonra (3.19) ortogonallik bagmntis1 géz oniine alinarak

asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1 Genellegtirilmis Laguerre polinomlar: R(a) > 0

/OOF(p—is)F(a—i-l—p—is)

—k,p—is —l,a+1—p—1is
X o F P |2 ] 2 F1 b |2 |ds
a+1 b+1
k!l (a + 1)
—) 3.24
20 (a+1), ™ (3.24)

ortogonallik bagintisina sahiptir.

3.3 Hermite Polinomlar: ve Fourier Doniisiimleri

(3.2) esitliginde ozel olarak

a=0,=0vy=1,0=-2,6=0
22



degerleri secildiginde Hermite diferensiyel denklemi elde edilir ve bu denklem self-

adjoint formda

!

ey (@)] = —2ke "y (@) (3.25)

seklinde yazilir. Serisel ¢oziimii aranirsa

[5] - I
Hy(z)=Y (=1)"n! . (22)" 2" (3.26)

seklinde bir agik polinom c¢oziimiine sahip oldugu goriiliir. Ayrica hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden
H (z) = (22)* ,F, 22 | —= (3.27)

olarak yazilabilir ve Hermite ortogonal polinomlar:

dk
E z2 —

Rodrigues formiilii ile tanimlanir. Bu polinomlar k&, € Ny icin

/ e Hy, (z) Hy () dz = 2°kIN/T6y, (3.29)
ortogonallik bagintisini saglar (Andrews vd. 1999).
Simdi gosterelim ki f(2) = e~ fonksiyonunun Fourier doniigiimii kendisidir. Bunu

gostermek icin

P(z) = % < /O e cos (2zu) du>

integrali ile baglayalim. Bu egitligin her iki yaninda z’e gore tiirev alip daha sonra

bir kez kismi integrasyon uygularsak

dP

— = —2¢P
dx v

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii

2

P(x)=pe™® (3.30)

olarak bulunur. Burada x = 0 yazilmasiyla p sabiti

2 [~ 2
P(O)ZPZT/ e“Qdu:—gzl
T Jo T
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bulunur. Sonug olarak

P(x)=e"

elde edilir. Bu durumda P (z) in tammindan ve ¢ = cossr + isinsr Euler

formiiliinden

1 o ’
e = NG /_OO e et gy (3.31)

ifadesine ulagilir. Boylece e fonksiyonunun Fourier doniisiimiiniin kendisine esit

oldugu gosterilmistir. Benzer olarak Hermite polinomlarinin tanimi kullanilarak
:(:2
v(z) =e" 2 Hy (2)
seklinde tanimlanan fonksiyonun Fourier doniigiimii de
\/_1 /OO e Hy () du = e Hy (2)
— e"e u)du =1"e x
o ) k k

ifadesine esit olur. Bu esitlik gosterir ki ¥, Fourier doniistimiiniin ozdegerleri ve

22
e~z Hy (x) fonksiyonu da Fourier doniistimiiniin 6zfonksiyonudur (Andrews vd. 1999).
3.4 N,ga) (z) Polinomlar1 ve Fourier Déniigtimleri

(3.2) esitliginde 6zel olarak
a=1,=0vy=0,0=—-a+2,e=1

degerleri secildiginde N ’ga) (x) polinomlarimin diferensiyel denklemi elde edilir ve bu

denklem self-adjoint formda

!

22 ey (x)] =k(k+1—a)z % ry(z) (3.32)

seklinde yazilir. Frobenius metodu uygulanarak x = 0 diizgiin aykir1 noktasi civarinda

Y= "o pPp,x" " formunda serisel ¢tziimii aranirsa
(a) 5 b a—k—1 k
N (@) = (=1)" ) nl (—z)" (3.33)
n=0 n k—n

seklinde bir agik polinom c¢oziimiine sahip oldugu goriiliir. Ayrica hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

a—k—1 k1
N (z) = klz* B | =
k a—2k 7
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olarak yazilabilir ve

a 1 dr 1
N,g ) (z) = (=1)F z° er (x%’“e’E) , k=0,1,..

Rodrigues formiilii ile tanimlanir. Bu polinomlar [0, c0) araliginda 7% s agirhik
fonksiyonuna gore sonlu ortogonaldir. Yani k,l =0,1,2,..., Ny < %1,
No = maks{k,l} icin

kl'(a —k—1)!
a—2k—1

/ 2% NI (2) N () do = Sh (3.34)
0

ortogonallik bagintisini saglar (Masjed-Jamei 2002).
Simdi N, ,5“) () polinomlarimin Fourier déniigiimii i¢in uygulayacagimiz &zel fonksi-
yonlar1
—pr—ie=T ar(a) ( x
u(x) =eP72° N (e%)
A . (3.35)
v(z) =e"%"2° "N, ()

seklinde tamimlayalim. Bu belirlenen fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier doniistimii

mevcuttur. Oncelikle u(z) fonksiyonunun Fourier doniistimiinii elde edelim:

o0

Flu(z) = / e—isxe—(pm+%e‘”)NI§a) (e%) dz = / y—is—l—pe*ﬁNéa) (y) dy

¥ 0

k n
k (a— k=D (1) /oo s 1opin -
— 18 n 2yd
Z (a—k—1—=n)nl(k—n)! \ U, Y v

—k), (k+1—a), (279"
(1—-p—is), n!

= (=1)"2T (p+is) > (

. ‘ —kk+1—a 1
= (_1)k op+is (p + ZS) o . . ’ 5 . (336)
—p—1s

Burada ilk olarak e” = y degisken degisimi yapilmistir ve
/ yfpfierkfle—ylydy _ 2p+isfk11 (p +is— ]{7)
0

belirli integrali kullamlmigtir. Benzer iglemler uygulanarak v(x) fonksiyonunun

Fourier doniigiimii

Fo@) = / e (# 3 ) N O (o) g (3.37)
| Ll+1-b 1
= (-1)'27"T (g +is) F 5
1—qg—1s
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elde edilir.

(3.35) esitliginde tanimlanan u(z) ve v(x) fonksiyonlarim goz niinde bulundurarak
(3.36) ve (3.37) esitliklerinde elde edilen u(x) ve v(z) fonksiyonlarinin Fourier déniigtim-
lerine (2.35) ile verilen Parseval 6zdesligi uygulanirsa

2@/ et N (7) NO () da (3.38)

[e.e]

oo 3 .
— 27r/ y—(p+q+1)xe yN]g ) () Nl(b) (y) dy
0

= ()M [ R i T )

—kk+1—a 1 —L,l+1-b 1
XoF ’5 2 F1 ]5 ds
1—p—is 1—qg—1s

elde edilir. Son olarak (3.38) esitliginde
a=b=p+qg+1

ifadesi segilerek ve daha sonra (3.34) ortogonallik bagintisi dikkate alinarak agagidaki
teorem verilebilir.

—kk—a—8

Teorem 3.2 K,gl) (x;,8) = oF | 2] ozel fonksiyonu

l—a—=x

— / (o +iz) [ (B —ix) K,El) (iz; v, B) Kl(l) (—iz; B, a)dx  (3.39)

k‘F a+ﬁ+1—k)
(a+  — 2k) 2048

ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada « + 8 > 2k dir (Koepf ve Masjed-Jamei
2007).

Sonug 3.2  Yukaridaki teorem k£ = [ = 0 durumunda

1 [ r
o F(a—l—’ix)l“(ﬁ—i:c):%

—0o0

sonucunu verir.
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3.5 M,ga’b) (z) Polinomlar1 ve Fourier Déniisiimleri

(3.2) esitliginde ozel olarak
a=1,6=1,vy=0,0=2—a,e=b+1

degerleri secildiginde M,Ea’b) () polinomlarinin diferensiyel denklemi elde edilir ve

bu denklem self-adjoint formda

[JJIH’ (14+2)" Py (@) =k(k+1—a)2® (1 +z) " "y (2) (3.40)
seklinde yazilir. Frobenius yontemi kullanilarak x = 0 diizgiin aykir1 noktasi civarinda

_ o0 n-+c . v eaas
Yy = ano pnx formunda Serlsel cozumu aranirsa

2D (a:):(—l)kk!i a—(k+1) b+ k

n—0 n k—n

(—z)" (3.41)

seklinde bir agik polinom coziimiine sahip oldugu goriiliir. Ayrica hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

b+ k —kk—a+1

Mlg&b) (z) = (—1)" k! o1 | —x
k b+1
olarak yazilabilir ve
a+b gk
M, (513)— <—1) T b gk (ZE (1+.17) ) , k=0,1,...

Rodrigues formiilii ile tanimlanir. Bu polinomlar [0, co) araliginda # agirhk

fonksiyonuna gore sonlu ortogonaldir. Yani k,l =0,1,2,..., Ny < “T_l ve
b> —1, Ny = maks{k,l} igin

< xb a a
/0 mMé :b) (,’L’) Ml( b) (I‘) dx (342)

B ( K (a— (k+1)!(b+ k) >5
T \a—k+1))(a+b—(k+1) )™

ortogonallik bagintisini saglar (Masjed-Jamei 2002).

Simdi M, ,ga’b) (x) polinomlarimin Fourier déniigiimii i¢in uygulayacagimiz 6zel fonksi-

yonlar1
er ab T
u() = s M () (3.43)
err Cvd x '
v(z) = WM; ) (e”)
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seklinde tanimlayalim. Bu belirlenen fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier doniisii-

mii mevcuttur. Oncelikle u(z) fonksiyonunun Fourier déniistimiinii elde edelim:

F (u () (3.44)

* e € (@) [ o T T (a,b)
— P — (e") dx :/ Y —— =M (y) dy
/ 0 (L+y) ™"

C [ PR S G R a1, [ g
— (—1)'H 3 T (/0 (1+y)a+6dy>

(b+k)!i(—1)"(—k)n(k—a+1)nF(a—is+n)F(ﬁ+is—n)
(b+1),n! I'(a+0)

h (=) (b+k+1)T (o —is) T (B +is) A ~k,k—a+1,a—is |
T+ 1T (o +B) TP ba11-p8-is

Burada ilk olarak e® = y degisken degigimi yapilmigtir, daha sonrasinda (2.2) ile

verilen Beta integrali ve Pochhammer semboliiniin

(=D"T ()

I'(a), T(x—n)= 1—a)

n

temel ozellikleri kullamilmigtir. Benzer iglemler uygulanarak v(z) fonksiyonunun

Fourier doniigiimii

F(v(z)) = /00 emisr T red ooy dy 3.45
(v(2)) L areth (e) (3.45)
(—=1)'T(d+1+1)T (y —is) T (0 + is) - ~Ll—c+1,y—is ’
I(d+1)T (v +9) TP\ as1—6—is

et

elde edilir.

(3.43) de tamimlanan u(x) ve v(x) fonksiyonlarim gz éniinde bulundurarak (3.44) ve

(3.45) esitliklerinde elde edilen u(x) ve v (z) fonksiyonlarimin Fourier doniigiimlerine
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(2.35) ile verilen Parseval 6zdesligi uygulanirsa

0 (a4)e
€ (Z,b xT C,d xT
2 / q +€x)a+ﬁ+w+5M,§ V(") M () da (3.46)

_ /oo ya+v+;+ - M}ga,b) (y) Ml(C,d) (y) dy
o (I+y)"7

Fro+k+1)C(d+1+1)
Fro+1)I'(a+ /)L (d+1)(y+9)

></OoF(a—is)F(ﬁ+is)F(7—is)F(5+is)

—00

= (-~

—kk—a+1 a—is —ll—c+1,7v—1s
X3F2 ‘1 3F2 ‘1 ds
b4+1,1— 8 —is d+1,1—6—is

elde edilir. Diger taraftan (3.46) esitliginin sol tarafinda
b=d=a+~vy-1 ve a=c=0+6—-1

ifadeleri segilerek ve daha sonra (3.42) ortogonallik bagimtis1 g6z tniine alinarak

(3.46) denklemi son olarak

mE B+ -k (a+y—1—k)! T?(a+y)T(B+a)l(y+9)
B+o—2k)(a+B+7+0—k—D (—1)"* " T(a+y+ k)T (a+y+1)

/°° —k,k—0—0,a0—1s

I'(a—is)T(B+is) T (y—is)T(d +is) 3F |1
00 a—l—%l—ﬁ—is

U= B =6~ —is
x3F) Fmor=is ) g (3.47)
a+v,1—6—1s

seklinde ifade edilir. Bunlarin bir sonucu olarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.3

I'lay +di + k —k,k—b —ci,di —x
K/?) ('I7 a‘17b17cl7d1) = g:\l 1d ) 3F2 | 1 (348)
(a1 +dy) a+di,1—c —x

ozel fonksiyonu
1 oo
o [(a; +iz) T (by —iz) T (¢ +ix) T (dy — ix) (3.49)
XK,&Z) (’i[L’;al, bl,Cl,dl) Kl(z) (—ix;dl,cl, bl,al) dx

. k! F(b1+01+1—k)r(&l+d1+l€)r(61+d1)r(a1+b1)5

(bl—l-Cl—Qk’) F(a1+b1+cl+d1—k) ot
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ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada ay +d; > —k, by +¢; > 2k, a; + by > 0 ve
c1 + dy > 0 dir (Koepf ve Masjed-Jamei 2007).

Sonug 3.3 Yukaridaki teorem k£ = [ = 0 6zel durumunda
1 o0
27
r (CLl + dl) r (bl + Cl) r (Cl + dl) r (CLl + bl)
['(ar + b+ e +di)

[(a; +iz) T (by —iz) T (¢ +ix) T (dy —ix)

sonucunu verir. Elde edilen bu esitlik Barnes’ in 1908 deki ilk lemmasini ifade

etmektedir (Bailey 1972, Whittaker ve Watson 1962).

3.5.1 Méa’b) () polinomlariin Fourier d6niisiimlerinin bir

uygulamasi

(3.48) esitliginde tannimlanan K IEQ) (x;a1,b1,c1,dy) 6zel fonksiyonunun Ramanujan

integraline gore ortogonal olabilecegini iddia etmek i¢in

/oo g | TREATmase =) (3.50)

1 - /m
—0032 a+0,1—vy—=x | (1=65—2),
dx
TO—a+0)l0—06+2)T(0—7—2)T(1-08—a)

seklinde tanimlanan integrali ele alalim. Bu integralin agik degeri

;: aﬁéﬁ ) (3.51)

[ e,
o (l=y—2)A=B~-1),
dx

TAl—a+o)T(1—0+2)T(1—7—2)T(1_F—a)

formunda yazilabilir. Son egitlikte tanimlanan integrale

* dx
/_ooF(Oé+a:)l_‘(ﬁ+q;)[‘(7_$)r(5_x) (3.52)
I'(a+B+7+6—3)
Platy-DI(a+d-DT(F+y - DB+ 1)

Ramanujan integrali (Ramanujan 1920) uygulanarak ve

(@—x), (1) o (6 =)y (—1)"
Frl—a+2z) T'l—-a+zxz-1) ri—é+z) TI'l—=56+xz—m)
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bagintilar: yerine yazilarak

Zim) = 3OS gy (3.53)

=0

% /OO dx
Frl—a+z—)I'(1—04+z—m)I'(1—y—z+)['(1-S—z+m)

(D) (k) (k= B — ),
h lz (a+9), !

3

['l-—a—-B-7-9)
rl—a—-—y)Ir1-g-)rd—-a—-pg+m—-rl—y—0—m+I)
()" T (10— -0)
'l—a—Ir1-pg-)rrd—a—-pg+mIT(1—~v—056—m)
X oF, —kk—B—v,a+8—-—m B
a+d,1l—y—0—m

X

bulunur.

Diger taraftan Gosper-Saalschiitz 6zdegligi

a? )
Fy — Py (3.54)
0,¢

71.2

cos () cos (em) + cos () cos (B) cos ()
y ' (9) T (e)
F0-a)l(0-pT @ -7 (-a)l(e=FT(e—7)

bigiminde ifade edilir, burada ¢ = a4+ 5+ +1—0 dir (Andrews vd. 1999). Boylece

bu 6zdeslik kullamlarak belirli integral Z;, (m)’ nin son degeri

7]_2

[cos ((a + B)m) cos ((B+ ) m) — cos ((o + ) ) cos ((y + 0) )]
I'(a+9)
Fla+d+k)T(a+B+7y+d—-k)T(6—B+m)
1
rl—y—0—-—m+k)'rQ+8-50—m—k)
1
Frl—a—-y)lr1-p-0)rl—a—-p+m)

X

X

seklinde verilir. (3.50) ile verilen integral bize gosterir ki Teorem 3.3’ de tanimlanan

K ,EQ) (x;a1,b1,c1,dq) 6zel fonksiyonu Ramanujan integrali yardimiyla ortogonaldir.
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Bagka bir deyisle

3F2 ’ 1 3F2 | 1 (356)

/oo —k’,k—ﬁ—%é—x —m,m—ﬁ—’y,a—x
—o0 a+d,1—0p—=x a+d,1—v—x

dx
TO—a+0)l0—06+2)T(1—7—2)T(1—5—a)

- Akék,m

esitligi varsayilmaktadir. Burada 35 (.) hipergeometrik fonksiyonlar: cinsinden Hahn

polinomlar1

a+c)la+d —k,a+b+c+d+k,a—x
: a+ca+d

seklinde ifade edilebildiginden yukaridaki esitlik

K dx
/oopk(x)pl(m)F(l—a+$)F(1—b—l—x)F(l—c—a:)F(l—d—m)
1

(1—a—b—c—d-—2k)
r2—a—-b—c—d—=k)

T —a—c— T —a—d—RTA-b-c— BT A-b_d—F)™

ortogonallik bagintisini verir (Koepf ve Masjed-Jamei 2007).

3.6 I\ (z) Polinomlar: ve Fourier Déniisiimleri
(3.2) esitliginde 6zel olarak
a=1,=0~vy=1,0=3—2a,6 =0

degerleri secildiginde [ lga) () polinomlarmin diferensiyel denklemi elde edilir ve bu
denklem self-adjoint formda

!

[(1 + :c2)%_a U (a:)] =k(k+2—2a)(1+ :102)%_“ i, () (3.57)

seklinde yazilir. Frobenius yontemi uygulanarak

(]

LY () =Ky (-1)"

=0 k—n n
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formundaki polinom ¢oziimiine sahip oldugu gosterilebilir. Ayrica hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

. —4 (a—k), (3/2—a ~kk+2—2a 1—ix

(k+2—2a), 3/2—a (3:59)

seklinde yazilabilir ve

1 (2)
(=2)" (a = k), s oy k(a1
© (2a—2k—1), = (1) Ak ((1+5’7) ( )) , k=0,1,..

Rodrigues formiilii ile tanimlanir. Bu polinomlar (—oo, co) araliginda (1 + :1:2)7(“79

agirlik fonksiyonuna gore sonlu ortogonaldir. Yani k,1 =0,1,2,..., Ny < a — 1 i¢in

/_ h (1+ x2)*(“*%) 11 () 1! (z) da (3.60)

_ ) k1221 /712 (a) T (2a — 2k) 5
~ (a—k-1T(a—k)T(a—k+1/2)T(2a—k—1)

ortogonallik bagintisini saglar (Masjed-Jamei 2002).

Simdi I lga) () polinomlarimm Fourier déniisiimii igin uygulayacagimiz 6zel fonksi-

yonlar1
w(e) = 1+ 0L (@)
o) = (142 00 ()

seklinde tanimlayalim. Bu belirlenen fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier doniisiimii

(3.61)

mevcuttur. Oncelikle u(z) fonksiyonunun Fourier déniigtimiinii elde edelim:

/OO —isx (1 + ) (p—i) ]Iga) (l’) dx (362)
_ (—4i)k (a — k), (3/2—a),
(k+2 — 2a),
00 i — ZQ
e (L )

(—4i)" (a — k), ( /2—ak§‘“: (k+2—2a),

(k42— 2a), 3/2—a nl2n

n=

X / e (1 — i:(:)_p+1+” (1+ z':z:)_p’LZ dr .

[e.o]

Burada integrali hesaplamak igin

E* (s;p) = / e (1 — i) MY (14 iz) P da (3.63)
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diyelim. Eger R (w +v) > 1 ise

/ e (L —iz)™" (1 +ix) " da (3.64)
3 w+v_l
oy (5/2) 7 Wasw 1muw=s (25) ,  s>0
s wiv_q
T(v) (—s/2) 2 W%H% (—2s) , s<0

dir ve burada W), (s) fonksiyonu 2¢q ¢ Z i¢in

( )

02 g p 1/24+q—p

T(i/2—q-p)° 111 9+ 1 s
W, (s) = s1/275/2 4 4 (3.65)
1/2—q—p
F(Z‘J) —q
+ o —s 111

\ I'(1/24+q9—p) —2g41

seklinde tamimlanan ikinci tiir Whittaker fonksiyonlarimi ifade eder (Erdélyi vd.

1954). Dolaysiyla R (2p —n —1/2) <1 ven+3/2 —2p ¢ Z icin (3.63) esitligi

o —n/2-5/4
T(p—n—1/4) (8/2)p e W%",—p+n/2+3/4 (25) ) s>0
By (sip) =

™ —n/2-5/4
T(p—1/4) (—s/2)" e W pinja+3/4 (—2s) ) s<0
(3.66)

ifadesine esit olur. Boylece (3.62) esitligi

(—4) (a— k), (3/2 — a), (k+2—2a)
= nE* . .
F(u(@)) (k+2—2a), Zn 3/2—a iy Ealsip) - (367)
seklinde elde edilir. Basitlik i¢in
k (k+2—2q)
2220 N
K (s;q1,q2) E 3/2 ) 2 E* (s;q1) (3.68)

n=

olarak tanimlanirsa, (3.67) ile verilen u (x) fonksiyonunun Fourier doniigtimii

Flule)) = S (.0 (3.69)

formunda ifade edilir (Masjed-Jamei vd. 2014). Benzer islemler uygulanarak v (z)

fonksiyonunun Fourier doniisiimii ise

F@N@):C%@éié@g%?_®”¢®@Wﬁ) (3.70)
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seklinde elde edilir. Son olarak (3.61) de tammlanan u (x) ve v (z) fonksiyonlarimi
goz oniinde bulundurarak (3.69) ile (3.70) esitliklerinde elde edilen u (z) ve v (z)

fonksiyonlarimin Fourier doniigtimlerine (2.35) ile ifade edilen Parseval 6zdegligini

uyguladigimizda
o / (1+22) P21 () 10 (2) da (3.71)
(_4i)k (a — k), (3/2 — a), (4i)l (b—1),(3/2-b),
(k42— 2a), (142 —20b),

X/ K,gg) (s;p,a) Kl(3) (s;q,b)ds
elde edilir. (3.71) esitliginde
a=b=p+q—1/2

ifadesi segilerek ve daha sonra (3.60) ortogonallik bagintisi dikkate alinarak agagidaki

sonug verilebilir.

Sonug 3.4 (3.68) esitliginde tanimlanan K ,E?’) (s;q1,q2) 6zel fonksiyonu
(k+2—2a),
(a—Fk), (3/2—a),
" m/2EIT? (a) T (2a — 2k)

(a—k—1)T(a—k)T(a—k+1/2)T (2a —k—1)
ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada k,l = 0,1,...., Ng < 2p —3/2 < a — 1/2,
No = max{k,l},n+3/2 —2p ¢ 7Z dir (Masjed-Jamei vd. 2014).

/ K,g?’) (s;p,a) Kl(s) (s;a—p+1/2,a)ds = (3.72)

5k,l
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4. ROUTH-ROMANOVSKI POLINOMLARININ FOURIER
DONUSUMLERI

Bu boliimde, (—o0, 00) araliginda [ ,ﬁ“) (x) polinomlarini genellestiren ¢ok daha kap-
samli sonlu ortogonal polinom ailesi tanimlanacak ve bu polinomlarin Fourier doniigiim-
leri incelenecektir.
k pozitif bir tamsay1 ve a, 3,7, d, ¢ parametreleri k& dan bagimsiz reel parametreler
olmak tizere (3.1) ile verilen diferensiyel denklemde 6zel olarak
a = pP+r? B=2(pg+rt), y=¢+¢
§ = 2(1—a)(P*+1?), e=b(pt—qr)+2(1—a)(pg+rt)
degerleri segilirse
((pz +9)* + (re +1)%) yy ()
+ (20 —a) @ +7r)z+b(pt —qr) +2(1 —a) (pq + rt)) y,, (2)
—k(k+1-2a)(p*+r*) yx () =0 (4.1)
denklemi elde edilir. Burada p, ¢, r,t parametreleri pt — gr > 0 olacak sekilde reel
parametrelerdir. Bu denklemin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ¢oziimiinii
bulmak i¢in ilk olarak (3.1) esitliginde verilen diferensiyel denkleminin monik poli-
nom ¢oziimii elde edilmelidir.
(3.1) diferensiyel denkleminde xz = cu + d doniigiimii uygulanirsa
ar? +Br+v = actu®+ 2acdu + ad® + Beu+ Bd +
ve

dx+e = dcu+t+dd+e

olacaktir. Tiirevler ise
, dy dydu 1dy
de  dudr cdu

v d (dy\ d (ldy
vo= a(a)—d—(‘@)
_d (ldy)\ du
- @(‘@)I

B 1d%y 1_1d2y
N cdu?) ¢ 2du?
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seklinde degigeceginden, bu sonuglar (3.1) denkleminde yerine konulursa ve é ile

carpilirsa,

20d d? d d? ) od\ d
<u2+ &) +6u+a + 3 +7) y (_ Let )_y

— 4+ ~u
ac ac? du? o ac du

k
—E(5+(k—1)a)y:O (4.2)
bulunur. (4.2) esitliginde

2ad + 5
ac

ad® + Bd+~v =0 ve —1

oldugu varsayilirsa

(4.3)

62 — day == \/52 — dary
=F————ved= 500

«

formunda yazilabilir. Boylece c ve d degerlerinin (4.2) egitliginde yerine yazilmasiyla,

% _ 2 4
wu—1) DYy (L g 225 2OVF ZA ) W Ry )0y =0
du o F2a/ 3% — day du «

(4.4)
Gauss diferensiyel denkleminin 6zel bir durumu elde edilir (Koepf 1988). Burada

_ 20e—po+ 5/ 5% — dary
T2/ 3 — 4oy

f:—k:,g:k—l—i-éveh
a

bagmtilar: tammlanmrsa (4.4) esitligi

2
u(u—1)%+((f+g+l)u—h);l—z+fgy20 (4.5)

formunda yazlabilir. Elde edilen bu Gauss diferensiyel denkleminin hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden polinom ¢oziimii

5« VI —day | B+ /F 4y
P, | F u+ (4.6)
a B « 2¢

AR fig u

h

—k, k—1+2
= Ash 20e—B5+5+/ B2 —dary | u

:|:2a\/62—4a7
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seklinde ifade edilebilir. Boylece x = cu+ d doniisiimiinden u = %l olup bu ¢oziime

kargilik gelen (3.1) denkleminin ¢oziimii ise,

5
P S (4.7)

a B v

)
| EECLEE (e pevFam
= 2
2ae—LB0+6/ B —4dary 62_4047 ) 52—404'}/

i2a\/,82 —4dary

seklinde yazlabilir. (4.7) esitliginden

. N 0 ¢
i) Py | x
a By

| TRELNE L e p- Vi
= 2101 20e—F6+354/ B2 —dary ’m_ 9 52—4047

2a\/62—4a'y

5
T R o B+ VB —day
= 241 —(20e—B3)+64/ B2 —4ary | 52 _ 4a’y * 2 62 — 4@7

2a4/ 8% —4ary

formunda monik alt durumlar elde edilir. Yukaridaki iligkilerin her ikisi de ikinci

formiil (ii) nin argiimaninda yalmzca bir eksi isaretiyle farkhlagmaktadir. Bagka

_ -6 , —¢
bir deyisle, ilk formiil (i) de Py | z | durumu ele almirsa, o
—@ = 5 y =

zaman (4.8) esitliginin ikinci formiiliine ulagilacaktir. Bu durumda ana ¢oziim olarak
yalnizca formiil (ii) kullamilmalidir. Boylece formiil (ii) ye kargilik gelen monik ¢oziim

icin A*™ katsayisi

e Am)’“ (85— 20 + 6/F — ) / (20/F — )],
o ok (=), (k=14 3), .
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seklinde verilir. Diger taraftan

o \ 1 1—a*—k
b* —k,a*
— ( ( )k)lz ) o F | v*r 4+ w” (4.10)

ozdesgligi ( Koepf ve Masjed-Jamei 2006) dikkate alinarak bu 6zdeglik ile (4.8) esitliginde

verilen ikinci formiildeki hipergeometrik fonksiyon karsilastirildiginda

) b*_,6’5—20z€+5\/52—4a7

a = k—14+—
a 200/ 3% — dary
(4.11)
'U* . Q w*_ﬁ+V62_4a7
5% — dary ’ 2/ % — 4oy
ifadeleri elde edilir. Dolayisiyla bu ifadeler dogrultusunda (4.10) esitligi
7 —k k_1+g | ax +ﬁ—|—\/ﬁ2—4a'y (4.12)
2 —20e+384/ B2 —4a '
1 B6—20e+04/ f°—4ary 52_406’)/ 92 62_4@’}/

204\/5274047

(—1)" (l{:—l—i—g)k i k B4/ % — dary o a !
(,85—2(15—&—5\/62—40@) =0 n 2 62 — 404’}/ ﬂQ 404’)/
k

200/ B2 —4ary

206 —B6—(6+(2k—2)a)/ B —4ary
n—k =
201\/5 —4dary 9 52 _ 4047

X2F1 | x
B+ VB —day

n

— 2k +2

seklinde bulunur. Son olarak (4.9) ile (4.12) esitlikleri (4.8) de tanimlanan ikinci

formiilde yerine yazildiginda ve gerekli sadelegtirmeler yapildiginda (3.1) esitliginde
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verilen diferensiyel denklemin monik polinom ¢oziimii

£
2 E (4.13)

n—k
2 —dary

n=0 n 5 + 5

n—k, —208 410 _k

2o/t 20 /e
X ol |
B+ —day

n

2—2 2

seklinde elde edilir (Koepf ve Masjed-Jamei 2006). Boylece (4.13) esitligi dikkate
alimarak ve bu esitlikte a, 8,7, 0, € degerleri yerine yazilarak (4.1) denkleminin hiper-

geometrik fonksiyonlar cinsinden ¢oziimii

yk(x) = J (25p,q,7,t) (4.14)

= 1)k((PC]~|-rt ) +i(pt —qr)* (k+1 - 2a),

k 2 2 n
XZ p°+r >
pq—l—rt)—l—z(pt—qr)

n=0

X o -
o a— 2k (pt —qr) —i(pq +rt)

(nkQZWQ 2 (pt — qr) o
)

formunda yazilabilir. (4.1) diferensiyel denklemi Teorem 2.2 kullanilarak self-adjoint

formda yazilirsa

(o + ) + (ra+ 1)) " ebomston B3y () (4.15)

pr+q

= k(k+1-2a) (p2 + r2) ((px + Q)+ (rz + t)Q)fa Pt St ()

elde edilir. Sturm-Liouville teoremini uygulayarak yani, £ indisine bagh bu egitlik [
indisine bagh olarak tekrar yazilir ve denklemler sirasiyla y; (z) ve y () ile garpilip
taraf tarafa gikarildiktan sonra (—oo, 00) araliginda integre edildiginde

o0

1-a parctan 22t / ’
[((pr+ )" + (4 2)?) 7" e 55 (g (@) 1 (2) = (@) w1 (@)
= (e — ) (P> +1?)
X / ((pz + q)* + (ra + 1)?) " @@ 552 1O (5 p g e t) T (25p, q, 7, 1) d
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elde edilir. Burada p, = k(k+ 1 — 2a) ve maxdeg(y, () y (z) — vk (z)y; (2)) =
k+1— 1 dir. Esitligin sol tarafi Ny < a — 1/2 (Ny = max{k,l}) , p,q,r,t,b € R ve

pt — qr > 0 i¢in sifir olup

xJ,ga’b) (x;p,q,r,t) Jl(a’b) (x;p,q,mt)de =0 |, k#I1 (4.16)
elde edilir. Yani bu polinom ailesi, k,l = 0,1,..., Ny < a — 1/2, Ny = max{k,(},
p,q,7,t,b € R ve pt —qr > 0 igin (—o00, 00) araliginda

prtq

\Ij(a,b) (l’;p, q,r, t) — (<p$ + q)2 + (TI 4 t>2)—a ebarctan —

agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir.
4.1 Routh-Romanovski Polinomlarinin Normu

Routh-Romanovski polinomlarinin normunu hesaplamak igin ilk olarak Rodrigues
formiilii elde edilmelidir. Genel olarak ortogonal polinomlarin Rodrigues formiilii

@@P (z)&(z)

formunda olup burada &(x), ilgili ortogonal polinomun agirlik fonksiyonu, ¢; &k’ ya
baglh sabit bir deger ve P(z) ilgili ortogonal polinomun ikinci mertebeden diferen-

siyel denklemindeki y” niin katsayisina karsilik gelen bir fonksiyondur. Boylece

J,ﬁ“’b) (x; p,q,r,t) polinomunun Rodrigues formiilii
_ 1)k
a,b
T (@ pog,rt) = . D) ———— (4.17)
((pz+q)° + (re+1)7) "> mn
k

prtq

k—a
((p.f(] + q)Z + (TI + t)2) 6barctan prme

Ao
seklinde elde edilir. Bu egitlik

pztq

((pz +q)* + (rz + 1)) " > 5t g0 (2, g, 1, 1)

ile carpilip daha sonra (—o0, 00) araliginda integre edildiginde

o 2
/ w0 (25p,q,7,1) <J;5a’b) (z;p,q. 7, t)) dx (4.18)
_ k = (asb) (.. d* 2 2\ k=@  parctan 2Z+a
- (_1) Jk <$7p7 q,T, t)w ((px‘i‘Q) + (7"5['4—25) ) e ra+t o
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bulunur. Esitligin sag tarafinda £ kez kismi integrasyon uygulandiginda

E\(p? + )T (2a — k) [ —a pa+g

elde edilir. Burada integrali degerlendirmek icin

- / ((pz +q)* + (ra + £)?)" " harctan B gy (4.20)

o0

diyelim. Ayni zamanda Cauchy Beta integrali R () > 0,R (§) > 0 ve

R(y+9d)>1igin
1 [ du F'(v+6-1)
I 5 = (Oé
2 J oo (a0 +iw)" (B — iu) I'(y)T(4)

ile verilir (Askey 1987, Cauchy 1825). Ozellikle

+ )0t (4.21)

(Oé . Z-u)c—&-id (Oé + Z-u)c—id _ (Oé2 _ UQ)C 6(2darctan g) (422)

esitligi dikkate alimarak (4.21) esitliginden

w/2 —v
/ e cos’ udu = 2 U+1;w(v +1) qu—iw (4.23)
/2 D(1+55) T (1+55)

elde edilir (Askey 1987). Elde edilen bu sonucu kullanarak (4.20) ile tanimlanan

integralin acik ifadesini ve daha sonra normunu elde edebiliriz. Gergekten de, (4.20)
esitliginde
(pt — qr) tanu — (pq + rt)
p2 + T2

degisken degisimi yapildiginda integrasyon araligi [— R g] araligi olup gerekli sadeles-

tirmeler sonrasinda

w2 (ot — g2\ hatl
I = / — (1—|—tan2u) —ot
—7/2 pe+r

t —qr tanu —r
a4 exp (b arcta,np—> du

p* +r? rtanu +p
b g\ 2E2atl em/2 .
— (f . q z)kaﬂ / COS2a72k*2ueXp (b(u — arctan —)> du
p +r —7/2 P
£ ) 2h2at] . /2 o
= (p q ) — exp —barctan — ebu (COSU)2 2k Qdu
2 2\k—a+1
(p? +1?) L -

yazilabilir. Burada (4.23) sonucu kullanilarak w = b ve v = 2a — 2k — 2 igin

. (pt - qT)Qk‘—Qa—i-l
I" = (p2+r2)k7a+1 exp

2k—2a+2 o
T)F(Q I'(2a—2k—1)m (4.24)

_b t, _
O T (a—k+ib/2)T (a—k — ib/2)
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elde edilir. Boylece (4.19) esitligi

- 2
/ \I[(a,b) (x7 p, Q7 7’7 t) (J]S,a’b) (Ia p7 q) Ty t)) dI

El(p? + )P (2a — k) (pt — qr)* 2!
' (2a — 2k) (p? + r2)F ot
X exp <—b arctan —) PR (20 — 2k — D
p) I'(a—k+ib/2)T (a — k —ib/2)

seklinde bulunur. Boylelikle Routh-Romanovski polinomlar: igin normunu agagidaki

sonucu verebiliriz.

Sonug 4.1 J,ga’b (x; p,q,r,t) Routh-Romanovski polinomlar
_/ pZL‘ + q (T‘I + t)2)_a ebarctan fzig

XJkab (z3p,q,7,1) Jl( P) (x;p,q,7,t)dr
92h-20t1 (pp _ 22041 (—barctan
(P2 +72)""" (20 — 2k — 1)
o KT (2a — k)
F'(a—k+ib/2)T (a —k —1b/2)
ortogonallik bagmtisini saglar. Burada k,l =0,1,..., Ny < a—1/2, Ny = max{k, [},

Ok, (4.25)

p,q, 7, t,b € R ve pt —qr > 0 dir.

Diger taraftan, (4.25) ile verilen ortogonallik bagintisinin agirhk fonksiyonu (4.22)
esitligi dikkate alinarak

pT+q

((px + q)2 + (T'.I' + t)?)*“ ebarctan s

= ((pr+a) +i(re + )" ((pr +q) — i (rz + )"

' N\ —a—ib/2 s\ —atib/2
— +ir) 2 (g q—i—?t c+ 1 Z,t 4.26
| (p+ir)

p+ar p—r

seklinde basitlegtirilebilir ve bu agirlik fonksiyonuna kargilik gelen ortogonallik aralig:
(—00,00) dur. (4.14) ile ifade edilen J,g“’b) (x; p, q,r,t) polinomlarinin standart formu

p=1,¢g=0,r=0,t =1 6zel durumlar1 i¢in

I (z) = J*(2;1,0,0,1) (4.27)

ok
= (=) (k;+1—2a)kz

n

n—k,a—k—ib/2 o
X oF} |2 | (—ix)
2a — 2k
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elde edilir. Bu durumda (4.10) ile verilen 6zdegligi dikkate alinarak (4.27) esitligin-
deki polinomlar
o ) ) —k:,1+/€—2a 11—z
(@) = (20)F (1 —a+ib/2), oF | —
1—a+1ib/2
= k1(20)F Pt BmamibR) (g (4.28)

seklinde yazlabilir. Burada P,ga’b) () polinomu (3.5) esitliginde tammlanan Ja-
cobi ortogonal polinomlaridir (Askey 1987). Son olarak (4.25) esitliginde verilen
J,ga’b) (z;p,q,7,t) Routh-Romanovski polinomlarmin p = 1,q = 0,7 = 0,¢ = 1 6zel
durumlar: olan [ ,ga’b) () standart polinomlarmin ortogonallik baginitist asagidaki

sekilde verilir.

Sonug 4.2 | ,ga’b) (x) standart polinomlar:

1 oo

o (1+ xQ)_a e arcw”[,ga’b) (7) Il(a’b) (z) dx
y k122201 (2 — k) ; (4.20)
T (20—2k—DT (a—k+ib/2)T (a—k—ib/2) ™ '

ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada k,l = 0,1,... Ny < a — 1/2, Ny =
max{k,(} ve b € R dir (Masjed-Jamei vd. 2014).

4.2 | ,ga’b) (z) Polinomlarimin Fourier Do6niisiimleri

(4.29) ile verilen ortogonallik bagintisi ve (2.35) ile verilen Parseval 6zdegligi dikkate
alinarak Routh-Romanovski polinomlar: cinsinden Fourier doniisiimiinii uygulaya-

cagimiz 6zel fonksiyonlari

U (.13) — (1 + x?)_a eﬁarctanx]}i“vb) (I‘)

] (4.30)
v (I) — (1 + 132)_7 edarctanx]](:v ) (CL’)

seklinde tanimlayalim. Bu gekilde tanimlanan fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier

doniisiimii meveuttur. Oncelikle u (z) fonksiyonunun Fourier doniistimiinii elde ede-
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lim:

f‘(u ($)) — / —zsx (1 +o ) -« eﬁarctanlega:b) (IE) dr

— @2)1-a+ ib/Q)k/ e~ (1 — i) T % (1 4 ix) ™%
k
(=k), (k+1—2a) o
n (] — d
. nz (= a+bj2) par L) | de
k
, , —k) (k+1—2a)
= (20)" (1 —a+ib/2 (k). n
(20)" (1 —a+ib/ )knzzo (1—a+ib/2), nl2n
« / eI (1 — i)~ F (1 4 ig) % dy | (4.31)
Burada integrali hesaplamak igin
V¥ (s;a,8) = / e (1 — ix)_a+"+§ (1+ ix)_a_% dx (4.32)

diyelim. (3.64) ile (3.65) esitliginde verilen ifadeler kullanmlarak R (2a —n) < 1 ve
n+1—2«a ¢ Zicin (4.32) esitligi

T a—1-n/2
m(S/Q} / WL;B,H—T"—(I(QS) s s>0
Vi (s;a,8) =
T a—1-n/2
m(—S/z) / WL;B,HT"—(I (—28) s s<0
(4.33)
formunda bulunur. Burada Wa+is 1:n_, (s) fonksiyonu n + 1 — 2a ¢ Z igin
2 72
¢ , \
[(2a=n—1)  lin-2e l1—a—if/2
Tlo—n—ig/2)° * 111 | s
12 _s/2 2+n—2a
Watis 14n_, (s) =s"€ )
? _ a—n— a—n—1if3/2
+ s 2k |5
\ 200 —n )

dir (Erdélyi vd. 1954). Boylece (4.31) esitligi

F(u(2) =

2V (s5a,8)  (4.34)

2kz,kI‘(1—a+k:+zb/2 Xk: L (k+1—2a)
— 1—a+zb/2) nl2n

I'(l—a+1ib/2)

seklinde elde edilir. Basitlik ic¢in

k

nyx 4.35
Z 1 - Q3 + ZQ4/2) nl2n " (5101, 2) ( )
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olarak tanmimlanirsa, (4.34) ile verilen u (z) fonksiyonunun Fourier doniistimii

_pl (L —atk+ib2)

Flu(z)) T(1—a+ib/2)

K" (s;a, 8, a,b) (4.36)

formunda ifade edilir. Benzer iglemler uygulanarak v (z) fonksiyonunun Fourier
doniisiimiinden ise

T(1—c+1—id/2)
T'(1—c—id/2)

Fv(x)) = (—i)l 2! Kl(4) (s;v,—9,¢,—d) (4.37)

elde edilir. Son olarak (4.30) da tanimlanan u (z) ve v (z) fonksiyonlarim gozoniinde
bulundurarak (4.36) ve (4.37) esitliklerinde elde edilen u (x) ve v (x) fonksiyonlarinin
Fourier doniigiimlerine (2.35) ile ifade edilen Parseval 6zdegligini uyguladigimizda

o / (14 2%) ) @0 axctana plab) (7o) (1) 4o (4.38)

—00

T(1—a+k+ib/2)T(1—c+1—id/2)
(1—a—|—zb/2) (1—c—id/2)

/ K (5,0, 8,a,0) K (53, =6, ¢, —d) ds

_ ( 1)l k41 2k+l

elde ederiz. Diger taraftan, (4.38) esitliginin sol tarafinda
a=c=a+7y ve b=d=p0p+9

ifadeleri secilerek ve daha sonra (4.29) ortogonallik bagintisi gézoniine alinarak agagi-

daki teorem elde edilir.

Teorem 4.1 (4.35) esitliginde tanmimlanan K ,£4) (s; 41,42, q3, q4) Ozel fonksiyonu

/ K,£4) (s;a, 8,¢,d) Kz(4) (s;c—a,8—d,c,—d)ds (4.39)
w22k [ (2c—k)T?(1 —c—id/2)
(2¢c=2k—=1)T(c—k+id/2)T (c—k —zd/2)I‘2(1—c+k’—l—zd/2)

ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada k,l = 0,1,...., Ny < 20 — 1 < ¢ — 1/2,
No = max{k,l},n+1—2a ¢ Z ve ,d € R dir (Masjed-Jamei vd. 2014).
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5. SIMETRIK ORTOGONAL POLINOMLARININ FOURIER
DONUSUMLERI

Bu boliimde, ilk olarak simetrik ortogonal polinomlarinin tanimlar: hatirlatilacaktir
(Masjed-Jamei 2007a, 2020). Daha sonra simetrik ortogonal polinomlarinin Fourier
doniigiimleri (Masjed-Jamei ve Koepf 2012) ele alinacak ve Parseval 6zdegligi yardimi
ile elde edilen ortogonal fonksiyon aileleri incelenecektir. Boliim 2’ de detayl bir ge-
kilde simetrik ortogonal polinomlarin tanimi, ilgili teoremleri, sagladigi diferensiyel

denklem ve bunlarin monik polinom ¢oziimleri verilmistir. Burada tekrar

22(a® + B)g (1) + (v +8) gy () — (k(y + (k — L) + (1 = (—1)¥)5/2)y () = 0

(5.1)
denklemini ve bu denklemin monik polinom ¢6ziimiinii
(v s WL (om 4 (1) 4 2)8 40
a B oo (2m+ (1R + 2[k/2])a + vy
) (TR e (O ok 2a 4y ),

<2
n=0

ele alahm. (5.1) denkleminin 6zel durumu olarak dort tane simetrik ortogonal poli-

n =0 2m+ (=DM +2)5+6

nom ailesi bulunur. Bunlar genellegtirilmis ultrakiiresel polinomlar, genellestirilmis
Hermite polinomlari, (—oo, 00) araliginda 27 (1 + 22?)~" agirhk fonksiyonuna gore
ortogonal olan sonlu simetrik polinomlar ve (—oo, c0) araliginda z2e(3) agirlik

fonksiyonuna gore ortogonal olan sonlu simetrik polinomlardir.

5.1 Genellestirilmis Ultrakiiresel Polinomlar ve Fourier

Doniisiimleri

Genellestirilmig Ultrakiiresel polinomlar ilk defa 1978 yilinda Chihara tarafindan
calisilmigtir.
Ozel olarak (5.1) denkleminde

(o, 8,7,0) = (—1,1,—20 — 2n — 2, 20) (5.3)

degerleri secildiginde, genellestirilmis ultrakiiresel polinomlarin sagladig:
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2 (=2% + D)oy (z) — 22((0 + 1+ 1)a® — 0) ¢y (w) (5.4)
+{k(2o+2n+k+1)2> + ((-1)* = 1)o} ¢(z) =0

diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) ¢oziimiinde (5.3) deger-

leri yerine yazildiginda genellestirilmis ultrakiiresel polinomlarin monik formu

g [ 2-m-2 ¥, :““/12_][‘1 2m + 20 +2 — (=1)*
k L 1 S =2m— (2n+ 20+ 2 — (=1)F+2[k/2))
) g%] [k/2) [’“/2]1—([“1’ (=2m = (20 +20+2 = (=" + 2k/2) | 52
2\, P 2m+20 +2 — (—1)k

seklindedir. Bu polinomlarm agirlik fonksiyonu (2.33) esitliginden

—20—-2n—2 20 (v —2a)2* + 6
|z | = exp 5 dx
1 1 z(ax? + f)

= 2°7(1 —2%)"

dir ve bu fonksiyon z = —1 ve x = 1’ de sifir olacagindan ortogonallik araligi [—1, 1]
dir. Boylece genellestirilmis ultrakiiresel polinomlar: Teorem 2.6" dan o + 1/2 > 0,

(-1)** =1ven+1>0igin

2?7 (1 — 2*)" S}, |z | S |z | dx

/1 _ —20—-2n—2 20 [ —20-2n—-2 20
-1 -1 1 -1 1

k
—20—-2n—-2 2 1
= | (=) H A, 7o ’ | x / 2% (1 — 2)dz | 6y

m=1 —1 1 1

_ (ﬁ (m+ (1= (=1)™0)(m + (1 — (=1)™)o + 2) Do + )T (n + 1)) 5

(2m +20 +2n—1)(2m + 20 4+ 2n+ 1) D(o+n+32)

(5.5)

m=1

ortogonallik bagintisini saglar (Masjed-Jamei 2007a). Burada

1 1
/ 7% (1 — o) dx = 2/ 2% (1 — 2*)"dx
-1 0
= B(o+1/2,n+1)
Do+ 3)T(n+1)
D(o+n+2)
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ve (2.31) esitliginden

—20—2n—2 20
A,, 7

-1 1
—m? — (2n+2(1 — (=1)™)o)m — 20(c +n)(1 — (=1)™)
(2m 420 +2n—1)2m + 20 +2n+1)
(m+ (1 - (=1)")o)(m+ (1 - (=1)")o +2n)
(2m 420 +2n—1)2m + 20 +2n+1)

dir. Aym zamanda (2.29) esitliginden genellestirilmis ultrakiiresel polinomlarinin

hipergeometrik gosterimi

- — —20—-2n—2 20
UM (@) = Sy 1 1 E:
—o—n—k+3 L

formunda yazilir (Masjed-Jamei 2007b).

(5.5) ile verilen ortogonallik bagintisi, (2.35) ile verilen Parseval 6zdesligi ve
(—1)?7 = 1 gergekligi dikkate alinarak genellestirilmis ultrakiiresel polinomlar cinsin-

den Fourier doniistimiinii uygulayacagimiz 6zel fonksiyonlar

{u (z) = (tanh z)** (1 — tanh? a:)bU,ga’B)(tanhx) . (-1)* =1
v(z) = (tanhz)* (1 — tanh? 2)4U " (tanh z) , (-1)* =1

seklinde tanmimlayalim. Bu belirlenen fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier doniistimii
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mevcuttur. Oncelikle u(z) fonksiyonunun Fourier déniistimiinii elde edelim:

Flu(@) = / e~ (tanh 2)2(1 — tanh® 2)'U* (tanh )dz (5.8)

1 is 18
_ / (1077 (1 =7 (1 - &)U ()t
-1
1 ) .
_ 22b—1/ (1—y) 5y (1 — 292" (1 — )" U (1 — 2)dy
0
1 _ .
_ 22b1/ (1 o y)bflfgyb71+§(1 o 2y)2a+k
0

a0 BD,G-a-[5]), 1

dy

oy (=D, G=a= 5,

(—a—p—-k+1/2), n!

n=0
1 ) )
% </ (1 o y)bflfgybfl+§(1 o 2y)2a+k2ndy> )
0

Burada sirasiyla tanhx = ¢t ve t = 1 — 2y degisken degisimi yapilmistir. Diger

yandan R (y) > R (8) > 0 ve |z| < 1 i¢in

o, f __ I'ty)
5 FAT(y-5

) /0 (1— Z)V’B’lz[’)’l(l —xz) %z (5.9)

esitligi Gauss hipergeometrik fonksiyonunun integral gosterimidir (Bailey 1935, Koepf
1988). (5.8) esitligi (5.9) integrali cinsinden gosterilebilir. Sonug olarak u(z) fonksiyo-

nunun Fourier doniistimii

_oogpeip(py BB n 1
Flulx)) ( T30  (—a—f-k+1/2), nl (5.10)
2n — k — 2a, b—i—%s
X2F1 ’2
2b

olarak bulunur.
Agiklama 5.1 Gauss hipergeometrik fonksiyonu |z| < 1 igin yakinsak oldugundan
(5.10) esitliginde elde edilen

2n — k —2a, b+ %

2 F1 |

2b
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hipergeometrik fonksiyonunda x = 2 ¢ [—1, 1] olup bu seri i¢in R(b) > 0 ve
R(2a + k — 2n) > —1 kosguluna ihtiyag vardir.

Basitlik icin

Tk(l) (LU, q1, 42, 43, Q4) (511)
k

V) WO o W R S PR
(g3 —qu—k+1/2), nl 2%

seklinde tanimlanirsa (5.10) esitligi

Flu(z)) = I?TQ_;)P <b + g) r <b - g) T (issa,b,0,8)  (5.12)

formunda ifade edilir. Benzer islemler uygulanarak v(z) fonksiyonunun Fourier

dontistimii

Flo(@) = 132(;1)F (d : %) r <d < %) 70 (isic,d,,8)  (5.13)

seklinde elde edilir.

(5.7) de tanimlanan u(x) ve v(z) fonksiyonlarimi gézoniinde bulundurarak (5.12) ile
(5.13) egitliklerinde elde edilen u(z) ve v(x) fonksiyonlarmin Fourier doniigiimlerine

(2.35) ile verilen Parseval 6zdegligini uyguladigimizda

27?/ (tanh )2 (1 — tanh? 2)"*U? (tanh 2) U (tanh 2)dz(5.14)

[e.9]

1
_ 27?/ t2(“+c)(1—t2)b+d_1U,§a’6)(t)Ul(Ws)(t)dt

1

- rarn L 5) (- 5) (e 5) (-3

><Tk(1) (is;a,b,a, B) Tl(l) (is;c,d,v,d)ds

elde ederiz. Diger taraftan (5.14) esitliginin sol tarafinda

a=v=a+c ve f=0=b+d—1 (5.15)

ifadeleri segilerek ve daha sonra (5.5) ortogonallik iligkisi goézoniine alimarak (5.14)
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denklemi son olarak

1 [~ is is is

o _oor<b+2)F(b—5)r(d+§>r<d—5> (5.16)

XT,il)(is;a,b,a+c,b+d—l)ﬂ(l)(—is;cyd;a‘i‘@b‘f‘d_1)d3

L26)T(2d)T (a+c+ )T (b+d)

220+2d+2k=21 (g + ¢+ b+ d + 1)

. ﬁ m+ (1= (=)™ (a+0)(m+ (1~ (=1)")(a+c)+2b+2d 1)
(m+a+c+b+d—3)m+a+c+b+d—1)

Okl

=1

seklinde yazilir. Burada H?n:l ()=1, bd>0vea+c> —% dir.

Sonug 5.1 (5.16) esitliginde

I (22) = Qi;r ()T (z 4 %)

formunda tanimlanan Duplication Legendre formiilii (Rainville 1960) uygulanirsa,

k=1=0vea=c=0igin (5.16) esitligi,

—/ (a+ix) (B +iz) T (y —ix) T (0 — iz) dx (5.17)
['(a+0) I (a+7) I (8+0) (5 +7)
I'(a+B+~v+0)

Barnes beta integralini verir (Whittaker ve Watson 1927).

(4.21) egitliginde tamimlanan Cauchy beta integralinin sonuclaridan biri, yani

m/2 227277 (20 — 1)
2bx 2a—2
dr =
/_W ' (cos)™ e = o T e — i)

92-2a7] (2 — 1)

f:/rj2 e (cos )" 2 dx

T'(a+ib)T (a—ib) = (5.18)

esitligi (Askey 1987) kullanilarak (5.16) ile ifade edilen ortogonallik iligkisine kargilik

gelen agirlik fonksiyonu,

F(b+%s)r(b—%s>r<d+%s)r(d—%s> (5.19)
24=2=2d 721 (2b — 1) T (2d — 1)

f /2 est (cos 2)® 7 du fﬂ/ st (cos 2)°" % du

formunda basitlegtirilir.
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O halde,

m/2 2227 (24 — 1
W* (z;p) = / e™ (cos \)* 2 d\ = Z (2 396 (5.20)
/2 Pp+3)T(n—7%)
seklinde tanimlanarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.1 (5.11) esitliginde tanimlanan T,Sl) (x; q1, g2, 3, q1) Ozel fonksiyonu

dr  (5.21)

© T (izia,b,a+c,b+d—1) T\ (—iz;e,d,a+ ¢, b+ d — 1)
/ W= (x;0) W* (z;d)
2d—1) (20— 1)T (a+c+ )T (b+d)
m22k+1 I‘(a+c+b+d+%)
3 ﬁ (m+(1—-(=D")(a+c))(m+ (12— (=1)")(a+c)+2b+2d—2)
(m+a+c+b+d—3)(m+a+c+b+d—3)

o0

Ok,

m=1

ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada b,d > %, a—+c> —% ve W* (x;.) ifadesi

ise (5.20) esitligindeki gibi tamimhidir (Masjed-Jamei ve Koepf 2012).
Sonug 5.2 b=d=1vep=a+c>—3 i¢in (5.21) bagmtisi

(o) 2
/ sinhfwTél) (iz;a,1,p,1) Tl(l) (—iz;p—a,1,p,1)dx
oo 5

F(p+3)T(p+3)
2210 (p+ 34+ k)T (p+ 2 +k)

x [Tm+ 1= (=1)™p)(m + (1 = (=1)")p + 2)é,

m=1

formuna indirgenir.

5.2 Genellestirilmis Hermite Polinomlar1 ve Fourier Doniisiimleri

Genellestirilmis Hermite polinomlarinin gesitli 6zellikleri daha énce Chihara (1978)

ve Szegd (1975) tarafindan galigilmigtir. Bu polinomlar Masjed-Jamei (2007a) tarafin-
dan verilen dort parametreli simetrik ortogonal polinomlarin 6zel durumu olarak da

kargimiza gikmaktadir.

Ozel olarak (5.1) denkleminde

(o, B,7,0) = (0,1, -2, 20) (5.22)
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degerleri segildiginde, genellestirilmis Hermite polinomlarinin sagladigi
¢y (x) = 22(2* = o)y () + (2ka® — ((=1)* = 1)o) ¢y () = 0 (5.23)

diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) ¢oziimiinde (5.22)

degerleri yerine yazildiginda genellestirilmis Hermite polinomlarinin monik formu

k/2]—1

— -2 20 2m + 20 + 2 + (—1)k+1
Sk E2Eml| 2 =)

0 1 m=0 o
[k/2] [k /2] [k/2]—(n+1)

>

| | 2 k—2n
T
n=0 n m=0 2m + 20 + 2 4 (—1)k+1

seklindedir. Bu polinomlarin agirlik fonksiyonlar: (2.33) esitliginden

-2 20 —2a)2? 46
w |z | = exp (/ o 024)33 il dx)
0 1 z(az® + B)
—4 x?ae—xQ
dir ve bu fonksiyon x = —oo ve x = oo da sifir oldugundan genellestirilmis Hermite

polinomlarinin ortogonallik araligi (—oo,00) dur. Boylece genellestirilmis Hermite

polinomlar1 Teorem 2.6’ dan ¢ + 1/2 > 0 ve (—1)%? =1 igin

= -2 20 — -2 20
/ x%e " Sy |z | S | z | dx
—00 0 1 0 1
1 R R
= — m T o+ =
m=1 0 1 2 o

k
1 1
- <_ H (1—(=1)")o + m) I'(o + 5)5,“ (5.24)
ortogonallik bagintisini saglar (Masjed-Jamei 2007a). Burada (2.31) esitliginden

-2 20 1 1—(=1)m
A, I,

H(z) = 5, E




seklinde hipergeometrik gosterimine sahiptir (Masjed-Jamei 2007a).
(5.24) ile verilen ortogonallik bagintisi, (2.35) ile verilen Parseval tzdesligi ve
(—1)?7 = 1 gergekligi dikkate alinarak genellestirilmis Hermite polinomlar: cinsinden

Fourier doniistimiinii uygulayacagimiz 6zel fonksiyonlar:

) = 1’2046_%12 )] T _1)2a _
o K IS 56,
g(z) =a*e 2" Hl( ) () , (-7 =1

seklinde tamimlayalim. Bu belirlenen fonksiyonlarin her ikisi i¢in de Fourier doniistimii

mevcuttur. Oncelikle f(z) fonksiyonunun Fourier doéniistimiinii elde edelim:

2

F(f(x)) = /OO isT 2005 H,EB) (x) dz (5.27)

& 1.2
— / e—zsxx2a+ke— 5T
—00

k/2] (_ [k _ ED* Tk
) [Z”( £D)., ( 6;5 £]). W

n=0

o
i _ _1,2
% (/ e zsxea—i-k Zne 5T d[L‘) )
—o0o

Burada belirli integrali degerlendirmek icin

Pin (3;04)—/ st gRoth=2n =5 gy (5.28)

diyelim. Yukaridaki integrali hesaplamanin iki yolu vardir. Ilk olarak (5.28) esitliginde
(—=1)** = 1 olduguna dikkat edilerek ve e~ fonksiyonunun Taylor seri acilim kul-

lamlarak, k& = 2l icin P, , (s; )’ y1 dogrudan

0o 0o P )
PZl,n (3; a) = / (Z %) $2a+21—2n€—§x2dx (529)
_ p!

—1)P ¢pgP 0
( ) ‘ xp+2a+2l—2ne—%z2dx
p: —00

<_(]é)r)f2r <2 /OO x2r+2a+2l—2ne—ém2d£€)
T)! 0
0

(1) s
(2r)!

o0

I
(]

i
o

I
WE

T

NE

1

ﬁ
Il
o

%)



seklinde hesaplayabiliriz. Burada
/ pmp—isth—l,=5 gt — gp+is—kp (p+is—k)
0
integrali kullamilmigtir ve (5.29)’ da p nin tek oldugu durumlarda

/00 xp+2a+21—2n6—%x2dx =0

oldugu not edilmelidir. Ayni zamanda (5.29) esitligini basitlegtirmek icin

(=1)"I'(a)
1-a),

bagmtilarim kullanmamiz gerekir. Boylece bu bagintilar: da kullanarak (5.29) esitligi,

F'(a+n)=(a), I'(a), T(a—n)=

n

1
ve (2m)! = (5) 22

Py, (8500) (5.30)
(Y st (el ) (el ),
. (%)TQQTT!
, 1 a+l-—n+1 2
= goflmnap (a+l—n+—) 1B 2 -2
2 1/2 2

seklinde elde edilir. Bu hesaplama benzer sekilde P11, (s; @) icin de uygulanabilir.
Sadece bu sirada p = 0, 2,4, ... i¢in
/OO CCp—',—2a+2l+1—277,6—%x2dx =0

olacagini not etmeliyiz. Benzer islemleri tekrar uyguladigimizda

Py (s;a) (5.31)

a+l—n+3 52

3
= (—is) gati-ntap (a +l—n+ —) 1Fy
3/2 2

2

elde ederiz. Boylece (5.30) ve (5.31) bagintilarim birlegtirerek ve iyi bilinen

-

ozdesgligini kullanarak

1 1 k+1
Pon(sjq) = 207t (a —ntg+ {% ) (5.32)
G a+i—n4 [EL 52
X (—ZS) 3 1F1 2 k[ 2 i| | 2
L G 2
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sonucuna ulagirz. Py, (s;a)’ y1 hesaplamanin diger bir yolu, sirasi ile k = 21,
k =2l + 1’ i dikkate alarak e~*® = cos (sx) — isin (sx) Euler formiiliinii ve cos (sz)

ve sin (sz) trigonometrik fonkiyonlarinin

cos(sx) = Z % ve sin (sx)

r=0 (

(_1)7" (Sl‘)2r+1
(2r +1)!

NE

Il
o

Taylor seri agilimlarini kullanarak elde edilmesidir (Erdélyi 1954). Boylece
(—1)2a = 1 olduguna dikkat edilerek, k£ = 2[ igin P, (s; «)

Py (s500) (5.33)

o0 oo
Con —1g2 : : Con 12
= / cos (sx) g2t dm—z/ sin (sz) 2222 e dy

o0 —0o0

= 2/ cos (sz) 2222227 gy
0
1 a+l—n+3 2
20‘”_"’%{‘ <a+l—n—|—§> 1F1 2 | —%
1/2

ve k =2+ 1icin Py, (s;)

Py, (s50) (5.34)

00 00
_ _ 1,2 . . _ _ 1.2
il / coS (Sl’) x20¢+2l+1 2ne 2% dy — Z/ sin (Sl’) x2o¢+2l+1 2ne 2% dx

—0o0 [e.e]

o0
: : Lo 12
= —22/ sin (sx) p2 P22 e 52 gy
0

3 a+l—n+3 2
= (—iS) 2a+l—n+%r (Oé +l—-—n+ 5) 1Fy 2 i
3/2

olarak elde edilir. Sonug olarak (5.27) esitligi

F(f() = 2a+%+[’“2“1r(a+-+ [’““]

n=0 2
X1F1 2 k[ ? } | . (5.35)
1 - &L 2
2
seklinde basitlestirilir. Diger taraftan
o V-«
1F1 | xZ = 1F1 | —X (536)
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Kummer formiiliine (Koepf 1988) gore (5.35) bagintist
1
2

e

(i) = 2 (ay

[k/2] 4+ 1 k+1
et (= (2 [5]), (845 - [
X (—is)” 2
2 et - (5],
—at+n— [k 52
X111 (1)k|:2:| | 9 (5.37)
1= 5=
sekline doniigtiiriilebilir. Simdi, (5.37) esitligi dakkate alinarak basitlik igin
[k/2] k 1 k+1
@) (.. et (2 [5)), (e 5 - [5]),
Tk (xaplapQ) - (I‘) 2 nz% (_p1+%_ [%})Hanl
—p 4+ n— [k 2
X111 pi (_1)16[2} | % (5.38)
oo

seklinde tanimlanirsa sonug olarak (5.37) esitligi

formunda yazilir. Benzer iglemler uygulanarak g(z) fonksiyonunun Fourier déniigiimii

~1! 1 1 [+1 2
Flg() = (=) = 2% <7 5+ [%D e T (57,0)  (5.40)
seklinde elde edilir.
(5.26) da tanimlanan f(x) ve g(z) fonksiyonlarim gozoniinde bulundurarak (5.39) ile
(5.40) esitliklerinde elde edilen f(x) ve g(z) fonksiyonlarinin Fourier déniigiimlerine
(2.35) ile verilen Parseval 6zdegligini uyguladigimizda

27r/ g2t e H,E’B) (x) Hl(é) (x)dx (5.41)

—0o0

wf(a—k F[EADT (v + 1 +
= (i) 2 :

elde ederiz. Son olarak (5.41) esitliginde
b=d=a+~y

ifadesi secilerek ve daha sonra (5.24) ortogonallik iligkisi g6zoniine alinarak agagidaki

teorem elde edilir.
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Teorem 5.2 (5.38) esitliginde tanimlanan 7, ,52) (x;p1, p2) Ozel fonksiyonu

/OO e’xQTIS) (z;, ) TZ(Q) (z; 68—, B)dx
2 2RI (A + )T (8+ 3+ [542)
Pla+s+ [T B-a+z+[5])

ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada o, > —% ve (—1)26 = 1 dir (Masjed-

Sk (5.42)

Jamei ve Koepf 2012).

5.3 (—o00,00) Araliginda z72°(1 + 2%)~"7 Agirlik Fonksiyonuna Gére Sonlu

Simetrik Ortogonal Polinomlarinin Fourier Déniisiimleri

Bu polinomlar Masjed-Jamei (2007a) tarafindan verilen simetrik ortogonal polinom-
larin 6zel bir durumu olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

Ozel olarak (5.1) denkleminde
(o, B,7,0) = (1,1, =20 — 21 + 2, —20) (5.43)
degerleri secildiginde, bu polinomlarin sagladigi
2 (2* + 1) o, (z) — 2z ((c+n—1)2%+0) ¢y, (x)
+ (k: (20 + 20— (k+1))a% + (1 - (-1)’“) a) & (1) = 0 (5.44)
diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) ¢oziimiinde (5.43)
degerleri yerine yazildiginda bu denklemin monik polinom ¢6ziimii
_ —20-2n+2 —20

S, E (5.45)
1 1

iy 9m — 20 + 2+ (—1)F

= H o2m —2n — 20 + 2+ (—1)k+1 + 2 [k/2]

m=0

2 (g ) [

X2
n=0

seklindedir ve bu monik ¢6ziim (2.29) esitliginden

2m — 20— 20 + 2+ (=1 +2[k/2]) | .
X
2m — 20 + 2 4 (—1)k+1

n m=0

— —20—-2n+2 —20

AT () = 8, K
1 1
k 1 k+1
=3y ot3— | 1
— 1 x
o+n—k+3
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hipergeometrik gosterimine sahiptir (Masjed-Jamei 2007b). Bu polinomlarin agirhik
fonksiyonlar (2.33) egitliginden

—20—2+2 —20
1 1

|z | =2727(1 +2%)7"

elde edilir.
{§k (Oz,ﬁ,fy,é;x)}]]:évo sonlu polinom ailesi (—oo,00) arahgmda x27 (1 + 22)™"
agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir. Yani, Teorem 2.6’ dan, Ny = max {l,k} <

c+n—1/2,0<1/2, (-1)* =1ven >0 icin

o g2 —20—-2n+2 —20 _ —20-2n+2 —20
/ T Pk |z | Si | z | dz
oo (14221 1 1 1 1
k 1 1
—20-2n+2 —20 [N(—o+35)['(c+n—3
— (_1)k H A, i | . ( o 2) (0 n 2)5k,l
m=1 1 1 F(T})

(5.47)
ortogonallik bagintisi saglanir (Masjed-Jamei 2002, 2007a). Burada (2.31) esitligin-
den

—20-2n+2 20
A " (5.48)
1 1
_ (m=(A—=(=1)")o)(m — (1 = (=1)")o — 2n)
(2m —20 —2n—1)(2m — 20 — 2n+1)
ve
0 13720 00 z57071/2
—_— = ———dt 5.49
[ a5 = | 049
1 1 MN(—o+ ' (e+n-1)
= B - Z —Z) = 2 2
(o3 e3) -
dir.

Simdi (5.47) ile verilen ortogonallik bagintis1 ve (2.35) ile verilen Parseval 6zdesligi,
(—1)?7 = 1 gergekligi dikkate almarak monik polinomlar: cinsinden Fourier doniisii-

miinii uyguyalacagimiz ¢zel fonksiyonlari

uly) = 20 22)7° AP (e _1)20 _
@AY @ e
v(z)=a"2(1+2%)""A" (v) : (-1)*=1
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seklinde tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan fonksiyonlarin her ikisi igcinde Fourier
doniisiimii mevcuttur. Oncelikle u (z) fonksiyonunun Fourier doéniistimiinii elde ede-
lim:

F(u(z)) = /00 e T (1+ x2)_b A,(f’ﬁ) (x)dx

—00

_ / o isT 20tk (1+x2)_b

—00

n=0
X </ e STtk (] 4 xz)fb dx) : (5.51)

Burada belirli integrali degerlendirmek icin

Ry, (s;a,b) = / e TRt (1 4 332)_b dx (5.52)

diyelim. Yukaridaki integrali hesaplamanin iki yolu vardir. Ilk olarak (5.52) esitliginde
(—1)2a = 1 olduguna dikkat edilerek, k = 2[ igin Ry, (s;a,b)’ y1 dogrudan

Ron (s;0,b) = / N <§: M) ALl § R R (5.53)

|
o \iZg P!
_ Z( )'Z S (/ pP—2a+2l—2n (1 +x2) bdm)
P —c0
p=0

I
NE

-1 T J2r 0o _
% <2/ p2r—2a+2-2n (1 + $2) bdm)
r)! 0

(—1)" s* 1 1
o] Blr—a+1 n+2,b r+a—1+n 5

r=0

WE

I
o

T

seklinde hesaplayabiliriz. Burada p nin tek oldugu durumlarda

/ pP—20+21—2n (1 + x2)_b dr =0

o0

oldugu ve (2.2) esitliginde tanimlanan tigiincii tiir Beta integrali kullamilmigtir. Aym

zamanda (5.53) esitligini basitlestirmek i¢in

T(a+n)=(a),T(a), T(a—n)= "2 18 (m)!:(%) 22!



bagmtilarini kullanmamiz gerekmektedir. Bu durumda

. (=) e@T(r—at+l-—n+35)P(b—r+a—I+n-3)
Ran(5i08) = 3 (1), 20 ()
(—a+l-n+HT(b+a—1l+n-1)
F(b)
—ati-nt)),
XZ 22”7“' l—a—b—l—l—n—l—%)T
F(—a+l—n—l—§)F(b~|—a—l+n—%)
' (b)
—a+l—n+;3 52

X 1F3 | — (5.54)
1 —a-b+l-nt3 4

elde edilir. Bu hesaplama benzer sekilde Ry 1, (s; a, b) i¢in de uygulanabilir. Sadece

bu sirada p = 0, 2,4, ... i¢in

/oo pP—20+2l+1-2n (1 + xQ)_b dr — 0

(e.9]

olacagimi not etmeliyiz. Benzer iglemleri uygulayarak

Roit15 (s5a,0) = (—is) (—a+1 n+2)((b+a l+n—3)

T (b)
—a+l—n+3 2
X 1F3 2 | = (5.55)
S —a-b+l-n+2 4
elde ederiz. Boylece (5.54) ve (5.55) bagintilar1 birlegtirilerek ve iyi bilinen
k+1] K] 1-(-1"
2 2] 2
ozdegligi kullanilarak
Ry (s;a,b) (5.56)
1 E+1 1 E+1
= r(ca-na g | (prarn- - [552)
=GP 1 k41
G —a—n+5+ [ |82
R °
O e R ATES FICT R

sonucuna ulagihr. Ry, (s;a,b)’ y1 hesaplamanin diger bir yolu, sirasi ile k = 21,

k =20+ 1’ i dikkate alarak e " = cos (sx) — isin (sz) Euler formiiliinii ve cos (sx)
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ve sin (sz) trigonometrik fonkiyonlarinin

o0 )21“ o0 )2r+1
cos 3:6 = E ve sin E
2T —l— 1
r= r=0

Taylor seri agihmlarim kullanarak elde edilmesidir (Erdélyi vd. 1954). (—1)** =1

olduguna dikkat edilerek, k = 2[ igin Ry, (s;a,b)

R2l,n (87 a, b)
= / cos (sz) a2 (14 $2)7b dx — z/ sin (sz) 22T (14 xz)fb dx

= 2/ cos (sz) a2t (14 x2)7b dx
0

F'(—a+l-n+HT(b+a—Il+n-1)
L' (b)

—a+l—-n+3 p

X 1F2 (557)

|S
—a—-b4l-n+3 4

N =

ve benzer gekilde k = 21 + 1 icin Ry, (s;a,b)

R2l+1,n (87 a, b)

— / COoS (sx) x—2a+2l+1—2n (1 + xQ)*b dr — Z/ sin (sx) x—2a+2l+1—2n (1 + .%2)4) dx

= (—=2) / sin (sz) a~ 2020 (1 4 x2)7b dx
0

I'(—a+l-n+3)D(b+a—1l+n—3)

- T
—a+l—n+3 2
% 1 Fy 2 |2 (5.58)
3. —a—b4l-nt3 4

elde edilir. Sonug olarak (5.51) esitligi

Flu(z) = ﬁr(-w%%%br(bm—%— %D

st BB, -, 0o 3 - 1)),
= (+i—kg), (i B,
—a—n+ 3 +[k+1] 32
X1Fy 1_(721)’“7 Ca—b—ntd 4 [k |Z (5.59)
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seklinde basitlestirilir. Simdi basitlik icin

T (41, 42,03, 44) (5.60)
k
e (- BINCRS Slle J NURT ™SS Kl )}
= (wra-k+y), (ot - [5),0
g — k+ 2
X1 F3 k nonTe 2 [ } x_
1- 55, —ql—qz—n+5+[%] 4

olarak tanimlanirsa, (5.59) esitligi

i = gt oo (52

7 17(;1)k T(3) 5 b 561
X( Z) k (S,CL, 70576) ( )

formunda ifade edilir. Benzer iglemler uygulanarak v(z) fonksiyonunun Fourier

doniistimii

i - g (ood [ (o3

x (=) 7 T (s;¢,d,7,9) (5.62)

seklinde elde edilir.
(5.50) de tanimlanan u (z) ve v (z) fonksiyonlarii gézoniinde bulundurarak (5.61) ile
(5.62) egitliklerinde elde edilen u (x) ve v (z) fonksiyonlarinin Fourier déniigiimlerine

(2.35) ile ifade edilen Parseval 6zdesligini uyguladigimizda

27T/ a2 (14 x2)_(b+d) A,(ca’ﬁ) (x) Al(%é) (x)dx (5.63)

o0

b )
)
(b [ [3)
X/_:Tzi (s;0.b,0,8) T (s5¢,d,,8) ds

elde ederiz. Diger taraftan, (5.63) esitliginin sol tarafinda

a=y=a+c Ve f=0=b+d (5.64)
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ifadeleri secilerek ve daha sonra (5.47) ortogonallik iligkisi gozoniine alinarak agagi-

daki teorem elde edilir.

Teorem 5.3 (5.60) esitliginde tanimlanan 7, ,53) (%3 q1, q2.93, qa) Ozel fonksiyonu
/ T,§3)xabaﬁ)T()(x a—a,f—ba,pB)dx (5.65)
(=m+ 01— (=)™a)m— (1 - (=1)™)a - 25)

(2m —2a —28 —1)(2m — 2o — 268 + 1)

NN CED)
T (ot i+ )T ars -5 [51)
) MlatB-HT (ot}
F(a—a+i+ [H)T(a+8-a—b—35—[EL])

ortogonallik bagintisina sahiptir. Burada [,k = 0,1, ..., Ng = max {l,k} < a+[F—3

-l

1

3
I

X

Ok,

a < %, (—1)2a =1,6>b>0,0<a< % vea-+b> % dir (Masjed-Jamei ve Koepf
2013).

5.4 (—o0,00) Araliginda z27e(=32) Agirlik Fonksiyonuna Goére Sonlu

Simetrik Ortogonal Polinomlarinin Fourier Déniisiimleri

Bu polinomlar bir 6nceki duruma benzer olarak, belirtilen ana ¢zelliklere sahip olan
simetrik ortogonal polinomlarin bir bagka sonlu dizisi olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

Ozel olarak (5.1) denkleminde
(oz,ﬁ,’y,5) = (1707_2J+272) (566)
degerleri segildiginde, bu polinomlarin sagladigi

¢y () + 22 (L= 0)2® +1) ¢ (2) = (k (k +1—20) 2® + 1 = (=1)")¢ () = 0
(5.67)
diferensiyel denklemi elde edilir (Masjed-Jamei 2007a). (5.2) ¢oziimiinde (5.66)

degerleri yerine yazildiginda bu denklemin monik polinom ¢oziimii

[k/2]-1
_ —20+2 2 2
S = 5.68
k 1 0 |l‘ nl;[() 2m—20+2+(—1)k+1+2[k/2] ( )
S k2 \ (MY 2m = 20+ 24+ (1) 1 206/2) | 4an
<3 .
n m=0 2
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bigimindedir ve bu monik ¢oziim (2.29) esitliginden

_ —20+2 2 — [& 1
B (2) =5, |z | =25 R EIN (5.69)
) 10 Pl

formunda hipergeometrik gosterime sahiptir (Masjed-Jamei 2007b).

Bu polinomlarin agirlik fonksiyonu (2.33) esitliginden

—20+2 2
W |z | = o2 e(=22) (5.70)
1 0
seklinde elde edilir. Teorem 2.6 geregince bu polinomlar Ny = max {l,k} <o —1/2

ve (—1)* =1 i¢in

& 9 (,L)— —20 + 2 2 — —20+2 2
x~ e\ 722 Sy |z | S, |z | dx
o0 10 10
k
—20+2 2 1
= [ (-D)"TT an I'(o—=)6 5.71
y 71_:[1 1 0 <U 2) " (5.71)

ortogonallik bagintisini saglar (Masjed-Jamei 2007a). Burada (2.31) esitliginden

—20+2 2 —2(=1)"(m — o) — 2
An - (=1)"(m = o) = 20 (5.72)
1 0 (2m —20 —1)(2m — 20 + 1)
dir.
Agf’n) (z) polinomlarinin Fourier doniigiimleri igin uygulanan iglemler benzer ge-

kilde B,(:) () polinomlarina da uygulanarak bu polinomlarin Fourier doéniigiimleri
elde edilebilir. (5.71) ile verilen ortogonallik bagmtisi, (2.35) ile verilen Parseval
ozdegligi ve (—1)2° = 1 gergekligi dikkate alinarak monik polinomlar1 cinsinden

Fourier doniisiimiinii uygulayacagimiz ¢zel fonksiyonlar:

f@)=a2e Bl (@) ()" =1

1 (5.73)
g(x)= x_2Ve*WBl(5) (x) , (—1)27 =1

seklinde tanimlayalim. Bu sgekilde tanimlanan fonksiyonlarin her ikisi i¢inde Fourier

doniisiimii mevcuttur. Oncelikle f (z) fonksiyonunun Fourier déniistimiinii elde ede-
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lim:

8

k
e e [ (C[8]), o

— ;\\

—
(S
—

(= 15D,
= (B+ 55 n

Yine burada integrali degerlendirmek icin

().

o0
; __1_
Sk (550) :/ e TR

o0

8
3
Il
o
—
=
4
0
Nle
N
3
=

1

e‘isx$_2a+k_2"e_2“”2d.r) . (5.74)

(5.75)

diyelim. Burada (5.52) esitliginde Ry, (s;a,b) igin uyguladigimiz metodu tekrar-

layabiliriz. Bu yiizden (—1)
degerini

/ ¢pisth—loa gp — oPtis=kD (p 4 s — k)
0

* = 1 olduguna dikkat edilerek, k = 2[ igin Sy, (s; )

belirli integrali ve hipergeometrik bir form cinsinden son toplamini basitlestirmek

icin de
(=1)"T'(a)

I'(a+n)= i—a)

(@), T (@), T'(a=n)=

bagintilar: kullanilarak, ayni zamanda p’ nin tek degeri icin

oo —
/ $p72a+2lf2ne
—00

oldugu not edilerek dogrudan

1
242

dr =0

oo o P
Soin (s500) = / (Z @) 204202 by g
—00 o
p=0
- Z w (/00 xp_2a+2l_2n€_ﬁdx)
p! .
p=0
° T 2r o0
S )
T): 0
r=0
(—1)" 52 ,

NE

2—r+o¢—l+n—%r <_

(2r)! 2

I
=)

r

1 —
= 20‘_”"_%1“ (Oz —l+n- 5) 0F2

N[

67

ve (2m)! =

r+a—Il+n-— -

)

—a+l—n+3 8

(1) 22mm|
2 m

(5.76)



elde edilir. Bununla birlikte benzer islemler £ = 2/ + 1 icin yapilirsa p = 0, 2,4, ...
icin

3]
__1_
/ 2P 2a+20+1 2ne 22dr =0

—00

oldugunu not ederek

o) x . p
Sott1n (850) = / (Z @) g2 2 =2n =50 gy (5.77)
p=0

—oc0 D:

—1)PPs? o 1
— L xp—2a+2l+1—2n€ 22 dor
pl
0 ) o0
0 7" g2r 0o
— < / (L’2T 2a+21— 2n+2€ 2352 d(lf)
e 27” + 0

T

3 _ 2
= (—ZS) 2ail+n7%F <Oé —l+n- 5) 0F2 ’ %
%, —a+l—n+g

elde edilir. Boylece (5.76) ve (5.77) bagmntilar: birlestirilerek ve iyi bilinen

-4

ozdegligi kullanilarak

1 [ktl 1 1 1—(—1)k
Sk,n (S, CY) _ 2a+n—§_[T]F (Oé +n—-—-— |:kij|> (—ZS) (2 )

X oF | — (5.78)

F(f(x) = 20+ 1% (a . % - [%D (—is) " (5.79)
A D, -y B,
n—0 < + (_21)k> n!
X olh B | %




seklinde basitlegtirilir. Basitlik i¢in

T (25 p1, o) (5.80)
k
o B, - a1,
n=0 D2 + #) n!
X 0F2 - | Q

1—(—1)k
—i) 2 TV (s;0.8)  (5.81)

formunda elde edilir. Benzer iglemler uygulanarak g(x) fonksiyonunun Fourier doniigiimii

ffg(ID==2”‘54@3h‘(v——%——{£%§E}>(—ﬁ)l(1“7““(3»%5) (5.82)

elde edilir.
(5.73) te tammmlanan f () ve g (x) fonksiyonlarim gozoniinde bulundurarak (5.81) ile
(5.82) egitliklerinde elde edilen f (z) ve g (x) fonksiyonlarinin Fourier déniigiimlerine

(2.35) ile ifade edilen Parseval 6zdesligini uyguladigimizda

27?/ x_2(a+7)e_x%B,(f) (x) Bl(d) (x)dx (5.83)

o0

o= = ()T (3= [)
ooty gy g+ ]

></ T,£4)(s;oz,6)Tl (s;v,0)ds

o0

elde ederiz. Son olarak (5.83) esitliginde
f=d=a+y

ifadeleri secilerek ve daha sonra (5.71) ortogonallik iligkisi gozoniine alinarak agagi-

daki teorem elde edilir.

Teorem 5.4 (5.80) egitliginde tanimlanan T}, “) (x; p1, p2) 6zel fonksiyonu

;ﬂ T (@ s T @ - 0.6) da (5.84)
k
_ B+1+2[E m —f3) + 2
= el I{Qm—Qﬁ—n@m—zﬁ+)
y L (5-3) 5

Fa—1-F)TG-a-1- 5]



ortogonallik iligkisine sahiptir. Burada [,k = 0,1,...,Ny = max{l,k} < § — 3,
(=1)*’ =1 ve : <a < -1 dir (Masjed-Jamei ve Koepf 2013).
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6. JACOBI POLINOMLARININ VE OZEL DURUMLARININ SONLU
FOURIER DONUSUMLERI

Bu boliimde, [, ] araliginda ortogonal olan bir P (x) polinomunun

~ B
P(u):/ e P (z)dx (6.1)

sonlu Fourier doniisiimii incelenecektir. Ilk olarak boliim 3 te tanmimlanan Pk(a’ﬁ )

Jacobi ortogonal polinomlarimin sonlu Fourier doniigiimleri ile ilgili formiiller ve-
rilecektir. Daha sonra Jacobi ortogonal polinomlarinin 6zel durumlar: olan Py ()
Legendre polinomu, C’,ip ) (x) Gegenbauer polinomu, birinci ve ikinci gesit T} (x) ve
Uk () Chebyshev polinomlarimin sonlu Fourier doniigiimleri ile ilgili formiiller ve-
rilecektir.

Bununla birlikte iistel fonksiyonun kismi toplamlar: i¢in Fj gosterimi

l

Ep(z) =Y % (6.2)

seklinde tanimlanarak sonuglarin ¢gogu Ej, formiilii yardimiyla ifade edilecektir (Grad-
shteyn ve Ryzhik 2007). Boylece P (x) polinomunun sonlu Fourier déniigiimlerini

elde etmek icin agagidaki verilen esitlikler kullanilacaktir.

Lemma 6.1 p herhangi bir say1 ve n > 0 bir tamsay1 olmak {izere

/ et dy = —(_.1):3! [ei"En (—ip) —e "B, (Z,u)] (6.3)
-1 (1)
ro -1)"n! . _
[ oot = o e (i - 1] (6.4
dir.

Ispat. (6.3) esitliginin sol tarafinda 2™ = u ve e**dz = dv denilip kismi integrasyon

uygulanirsa

1 . " . 1 n .
/ zheMdr = —e* |1_1—/ — " ey

1 (72 1 U
iu _1 n —il,L 1 )
— 6_ . ( ) € o / £$n—lezuxdx
i i p i
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bulunur. 2" ! = u ve e#**dr = dv degisken degisimi icin tekrar kismi integrasyon

uygulanirsa
m -1 n_—iu n—1 1 1 .
= e.— — u — E {_x et |t —/ —(n—1) m”‘%’”dm}
Ty T el ot —1 U
ew -1 n_—iu in -1 n—1 —ip 1 )
= — - ( ) < r%e 5 + (=1) : ;ze + 'n 2/ (n— 1)$”’2e”‘xd:c
U U (i) (i) (1p)” J 1

2

bulunur. Yine 272 = u ve e**dx = dv denilip kismi integrasyon uygulanirsa

¢r (e ne (1) ne

= — = : - +
ip ip (in)? (in)?
_ 1 n—2 . 1 1 )
n(n 3 ) [x e |t —/ —(n—2) xn_g’e“”ﬂdx}
(ipe) ip 1t
B e B ne*  n(n—1)e*
i (ip)? (ip)’
N (—1)"‘Jrl e N (—1)”‘_1 ;ze_i“ (=)™t n‘(ng— 1)e
W (ipe) (ips)
1
_TL (n r 1) ( — 2) / xn73ez,uxdm
(ip0) -1

e (Z.lu>k+1 p (w)kﬂ W .
— it — (=n), 1)L in — (—=n), 1) 1 n) (it _ ot
_ pin S (=), 1y pmin - (=n)y , , (=1 nl (e _ gin
p (Zlu)k+1 +( 1) pe (Zu)kJrl ( 1> + (Z/JJ)R-H ( )

(ip)" — (ip
=1 nle " (=" ()" = (=), \k
—i—(rm)nﬂ ! ( 1+ R kzg (i,u)kH (—1) )



formunda yazilabilir. Burada

(—n), _ (—n) (—n+1)...(—n+k—1)
(—=1)"n! (—=1)"n!
_ (D)'(=1) . (n—k+1)
(—=1)"n!
_ 1
(n— k) (=1)""

esitligi kullanilarak,

ve

/N
L
+

)" i) (=n & iy
o,

o (ip

_ Z (iw)" " (=n), (_1)k+1

n!

n k
_ Z (Z‘M)nik (=1)"n(n—-1)..(n—-k+1) (_1)k+1

n!
> ((;uj S n-- ; % — B, (ip)

ifadeleri elde edilir. Son olarak elde edilen bu ifadeler (6.5) egitliginde yerine yazilarak

/_1 et dy = %n!ei“En (—ip) — %n!ei“En (ip)
— % [ei“En (—ip) —e "B, (@,u)]

esitligi bulunur.

(6.3) esitliginde integral araligi [0, 1] olarak alinirsa ve benzer iglemler uygulanirsa

o —)"n! .
/ ey — ( ‘ )nJZ [GwEn (_ZM) _ 1}
0 (ip)

esitligi elde edilir. m
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6.1 Jacobi Polinomlarinin Sonlu Fourier Doéniigiimleri

qr, k—yinc1 dereceden bir polinom olmak iizere bu polinomun sonlu Fourier agilim-

larini elde etmek igin

= [ @

1
esitligini ele alahm. Bu egitlik

—ipx
Fqg)=—— / de z) dx

seklinde ifade edilebilir. Burada —ide " = dv ve qx () = u degisken degigimi

ile kismi integrasyon uygulanirsa
I i 1 /
F(q) = _E [e qr (1) — e™qy, (—1)} + Z—F <qk)
bulunur. Elde edilen bu esitlikte — 1 de de % gy = dv ve qk (x) = u degisken degisimi

yapilarak tekrar kismi integrasyon uygulanlrsa

F(q)
1 —ip L 1 e
= gl = o ()] - o e e (1) - v (<)

—i—ﬁF (qZ)

elde edilir. Benzer sekilde (m + 1) kez kismi integrasyon uygulandiginda

F(qr)
- 1 [,- (n) o 1 (m+1)
= =Y e O - (D) g F (6 ), mezt
2 (i)™ (i)™
(m+1)
bulunur. Burada k dan sonraki terimler i¢in g M=o olup acik ¢oziim
E o (n) ko (n)
—i q (1) i q, (—1) +
= —e T +€,LL o nt 1l > kGZ (66)

2 G 2 G

elde edilir. Elde edilen bu esitlikte g, = P( ") almirsa

F (P,j“’b)) (6.7)
Foodn 1 Fodn 1
s (a.b) i (a,b)
; dzn " (ip)" ; dzn (ip)" ™

seklinde yazilabilir. Boylece (6.7) esitligini dikkate alarak Jacobi polinomlarinin

sonlu Fourier doniisiimleri i¢in gesitli formiiller agsagidaki teorem ile verilir.
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Teorem 6.1 P,Sa’b) () Jacobi polinomlarmin sonlu Fourier déniigtimleri p # 0 igin

— k _9; .
(a,b) _ g (a+0 + k +1), [e*E, (2in) —1
P () = a4+ 1), Z (a+1), (_Qiu)n+1

n—=

n+1
= ( 2

x [(—1)’“‘” A, — e (1),

ve p = 0 igin
Dab) a+b+k+1) a+k L btk
B (o) = 220 - (D
k—1 k—1

seklindedir (Dixit vd. 2015).
Ispat. Ilk formiil, (3.5) ile verilen Jacobi ortogonal polinomlarmm hipergeometrik
gosterimleri kullanilarak elde edilir. P,ﬁa’b) (x) Jacobi polinomlarinin hipergeometrik

gosterimlerinin sonlu Fourier doniigtimleri

— k 1 n
+ Ja+b+E+1), 11—z
P(avb) ) CL k § / e g
e (1) n‘ (a+1), o\ 2 o

n=

seklinde ifade edilebilir. Burada le = u degisken degisimi yapilarak 1 — 2u =

olur ve (—k), = ((kl) )k temel 6zelligi de kullanilarak
— k
(a,b) _ ) a+b+k+1) —2ipu, n
P () =2e" (a+1 kg n' N arD. Jo e “"Mu"du

seklinde bulunur. Burada Lemma 6.1 de verilen (6.4) ifadesi yerine yazilarak

k : .
@b —|— b + k + 1) e 2 E, (2ip) — 1
pld (1) = 2e" (a+1) (a [ n
formiilii elde edilir. Ikinci formiil icin
d _(a (a+b+k+1) (a1,
PR (@) = P (@) (6.8)

esitligini (Rainville 1960) dikkate alalim. Bu esitligin ardigik olarak tekrarlanmasiyla

d* (o) (
a0 =

a + b + k + 1>n P(a+n,b+n)
k—n

on () , k=0,1,...,n (6.9)
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elde edilir. Diger taraftan Jacobi polinomlarimin x = —1 ve x = 1 noktasindaki

degerleri

fiab)(l) _ a+k ::(1 +}a)k (6.10)
2 k!
b+k
P = (-1 Z -

seklinde olup bu degerler dikkate alinarak (6.9) esitligi = —1 ve z = 1 igin

d* e (a+b+k+1), (a+n+1),,

ﬁp,g (1) = 2 ) (6.11)
(a+b+1), (a+1), 1
(@a+b+1), (a+1),2"(k—n)
(at+1), (atbd+1),,
(a+b+1),2"(k—n)l(a+1),

d" (b pen (@+0+Ek+1) (b+n+1),

R (D) = (-1 " =

b+1), (a+b+1),,

(a+b+1),2"(k—n)l(b+1),

(_1)k+n

seklinde yazlabilir. Boylece, (6.11) ile verilen bu degerler (6.7) esitliginde yerine

yazilarak Jacobi polinomlarinin sonlu Fourier doniigtimii i¢in

k
b » a+b+k+1)n(a+n+1)
P () =~y

o —n)! (i)™
Jion g b a+b+k+1) b+n+1),_
2. )l )
"L (a+b+k+1),
= 2
%(k—n)( 2ip)""
><[(-1)’” ¢ (b+n+1),_ —e*iﬂ(a+n+1)k,n] (6.12)

formiilii elde edilir.

i = 0 oldugunda Jacobi polinomlarimin sonlu Fourier doniigiimlerinin formiiliinii

elde etmek igin (6.8) egitligini ele alahm. Burada (6.10) esitliginde verilen ifadeler
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gozoniinde bulundurularak (6.8) esitligi + = —1 ve z = 1 igin

2
—glfé“b)(l) (a-+»b%—k:+—1)(a—f_)k_1
dx 2 (k—1)!

(a+b+k+1) [ at+k

2 k—1
w1 (a+b+k+1)(0b+2),_,
2 (k—1)!
a+b+k+1) [ b+k
2 k—1

d
e =

— (—1)Ft (

seklinde yazilabilir. Bu ifadeler dogrultusunda g = 0 oldugunda Jacobi polinom-

larinin sonlu Fourier doniigiimii i¢in

—(an) b+ k+1 a+k y b+ k
Ped () = @HIEELD ()
k—1 k—1

formiilii elde edilir. =

Onceki teoremde elde edilen son formiiliin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

yeniden ifade edilmesi ise agagidaki teorem ile verilir.

Teorem 6.2 Jacobi polinomlarinin sonlu Fourier déniigiimii hipergeometrik fonksi-

yonlar cinsinden

b b+ 1 , a+b+k+1,—-k1 —1
Pk(; 7b)( ) ( + )k (_1>k+1 e~ 3 Fy | ——
k! b+ 1 204
1), . a+b+k+1,-k1 1
(a.-l— )kem S F — (6.13)
k! a4 1 2ip

seklinde verilir.
Ispat. Teorem 6.1’ in p # 0 icin Jacobi polinomlarinim sonlu Fourier déniistimleri
icin verilen ikinci formiiliin ilk terimdeki ifade
()" e (a+b+k+1), (b+n+1),_,
(k = n)! (=2ip)""
formunda olup, bu ifade (2.4) ile (2.7) ozellikleri ve

(b+1),
(b+1)

7
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esitligi kullanmlarak

(=D e (b+ 1), (a+b+k+1), (—k), (1), u"
2ip (b+1), k! n!
seklinde basitlestirilir. Burada v = ﬁ olup n = 0 dan k£ ya kadar toplanarak

formiildeki ilk terim elde edilir. Bu ise hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

b+1 , a+b+k+1,-k1 —
( + )k (_1)k+1671u 3F1 1

formunda yazlabilir ve yine Teorem 6.1 in p # 0 igin sonlu Fourier doniigtimleri

i¢in verilen ikinci formiiliin ikinci terimdeki ifadesi i¢in benzer iglemler ve argiimanlar

uygulandiginda hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden
1), . a+b+k+1,—k1 1
(a,—i_—)ke”‘ N —
k! a+1 204

formunda yazilabilir. Boylece bu esitlikler dogrultusunda Jacobi polinomlariin
sonlu Fourier doniigiimiiniin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden
a+b+k+1,—k1 1

1 e g _

—— b1
P]E ,b)(lu) _ ( )k

1), . a+b+k+1,—-k1 1
(a+ )kem 3F1

formiilii elde edilir. =
Sonug 6.1
N 1 atB+k+1,—k1 1
y @ () = 9 D g 4 = (6.14)
k k'

formunda tanimlanirsa P,ga’b) (x) Jacobi polinomlarmin sonlu Fourier doniigiimii

P () = 2 [0 ey (i) + V(D (2in) (6.15)

seklinde elde edilir.
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6.2 Jacobi Polinomlarmimm Ozel Durumlarinin Sonlu Fourier

Doniisiimleri

Bu kisimda Jacobi polinomlarinin 6zel durumlar: ve bunlarin sonlu Fourier doniigiim-

lerinin formiilleri verilecektir.
i) Legendre polinomlar:

a = b = 0 igin Jacobi polinomlarmin bir 6zel hali Py (z) = P,EO’O) () Legendre

polinomlaridir ve bu polinomlar
(1—2?)y, — 2zy, +k(k+ 1)y, =0 (6.16)

diferensiyel denkleminin ¢oziimiidiir. Bu denklemin serisel ¢oziimii aranirsa

k 1
k Tk+n-1
P (z) =2") g (bt =) z" (6.17)

seklinde bir agik polinom c¢oziimiine sahip oldugu goriiliir. Ayrica hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

Py (z) = o Rk |1;$
1
& (k) (1), (1—z\"
X (%) o

formunda yazlabilir. P, (x) Legendre ortogonal polinomlar:

1 d*

k
= S (*—1) (6.19)

Rodrigues formiilii ile de ifade edilebilir. Legendre polinomlarimin sonlu Fourier

doniigiimii i¢in gesitli formiiller agagidaki teorem ile verilir.
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Teorem 6.3 P (z) Legendre polinomlarimim sonlu Fourier doniigiimii

El ok sbtn =D ) CU"nl g - g, G
2\ ; e () )

5 27
= Zk\/ FJIH—% (1)

(k) [eE, (2ip) — e
22_%(](6—71)!)71![ (— : ]

Qi'u)n+1

k s .
T o—ip ew]

Pkt |51
2;(](6—71)!)71! [ (

seklinde tamimlanan dort egdeger formdan biri ile verilir (Dixit vd. 2015).

_22”)n+1

Ispat. 1lk formiil (6.17) esitliginde tammmlanan Legendre polinom ¢oziimii kul-

lamilarak elde edilir. Py (z) Legendre polinom ¢oziimlerinin sonlu Fourier doniigiimii

Py (1)
k 1
k s(k4+n—1 1 .
— of Z 2 ( ) / e dx
n=0 n k -1

formunda olup burada Lemma 6.1 de verilen (6.3) ifadesi yerine yazilarak

P (1)
ok Tk+n-1)\ (-=1)"n!

= zkz

n=0 n k (Z:u)

ilk formiil elde edilir.
Py (u) igin ikinci ifade Legendre polinomlarimin (6.19) ile verilen Rodrigues formiilii
kullanilarak elde edilir. Py (z) Rodrigues formiiliiniin sonlu Fourier doéniigiimii

D 1 ' i @ 0 o k

olup £ kez kismi integrasyon uygulandiginda ise

Py (p) = (;Z'Z? /_1 ¢ (22 —1)" d (6.21)

seklinde elde edilir. Literatiirde iyi bilinen

/_11 e (1=a?)" de = /7 (;)”_1/2 I'(p) Jp-1/2(A) (6.22)
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esitliginde (Gradshteyn ve Ryzhik 2007) A = i ve p = k + 1 alinarak

~ 27
Py (p) = Zk\/ M Jrt1/2 (1)

bulunur. Burada J, (1) fonksiyonu

ﬁiﬁ (=1)" (/2"

“~ nll'(n+q+1)
seklinde tanimlanan Bessel fonksiyonudur (Rainville 1960).
Legendre polinomlarinin sonlu Fourier déniigiimiiniin tigiincii formiilii (6.18) ile ifade
edilen Legendre polinomlarinin hipergeometrik gosterimleri kullanlarak elde edilir.

Boylece, Py () Legendre hipergeometrik gosterimlerinin sonlu Fourier doniigiimii

. ;; “k)"n(f; U, /11 e (1 S x)ndx (6.23)

i¢in ~5* = u degigken degisimi yapilirsa 1 — 2u = 2 ve —2du = dx olur. (2.7) ve

(2.8) temel ozellikleri de kullanilarak

—n)n!2

k 1
]{; .
= 2¢' E +n) / e 2y duy, (6.24)
— 0

seklinde bulunur. Burada Lemma 6.1 de verilen (6.4) ifadesi kullanilarak

k . ;
. (k+n)! [e"WE, (2ip) — ]
Py (
k Z — n)'n' ( 2Z,U/)n+1
formiilii elde edilir.
Son olarak (6.12) esitliginde, a = b = 0 alimirsa Py (x) Legendre polinomlarinin sonlu

Fourier doniisiimiiniin son formiilii

k
~ _ (k+n)!
P = —e i g
k (lu) — 2n( B TL 'TL' (Zﬂ)n+1

k
"(k+mn)!
k i

s —n)n! (ip

_ i (k+n)! [(—1)’”” ot _ e"#]
= 2 nZ:O (k —n)n! (_2Z~M)n+1

elde edilir. =



ii) Gegenbauer polinomlar:

Gegenbauer polinomlar: P,ga’b) (x) Jacobi polinomlarmin 6zel durumu olup

@ 2Py Sw-1/2p-1/2)
G () = (RO ’“) B (2) (6.25)

seklinde tammmlanir. (3.3) esitliginde a = b = p — 1/2 alimmasiyla
(1 —2%) y — 2p+ D ay, +k(k+2p)yr =0

Gegenbauer polinomlarinin sagladig1 diferensiyel denklemi elde edilir. Ayrica (3.5)
esitliginde a = b = p — 1/2 olarak alimirsa Gegenbauer polinomlar1 hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden

P () (2p), JF, —kk+2p 1-—2z
k! 2
p+1/2
k n
k —i— 2p) 1—u
)N Z ( 5 ) (6.26)
n=0

formunda yazilabilir. Gegenbauer polinomlarinin sonlu Fourier doniigtimii i¢in cesitli

formiiller asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 6.4 C’,ip ) () Gegenbauer polinomlarmm sonlu Fourier doniigiimii

oD () = g (K4 20), (p),, [ B, (2in) — 1
Ck (M) - 2(2p)k nz%? (k—n)' 2p)2n|: (_Qi“)nJrl :|

(
2(2p),, (p)y : 2n (k+2p), (2p +2n)y, s, (‘Dk_n e — et
(2p) ; ’ (k=n)!(p+n)_, [ (=2ip)""! ]

formiilleri ile verilir. Ayrica hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

( )

| k42, —k 1
(_1)/€+1 e 3F1 p | m
o0 (= 2P p+1/2
LR . k+2p,—k1 |
+e't 3y | 5ip
\ p+1/2 )

seklinde tanimlanir (Dixit vd. 2015).

ispat. Gegenbauer polinomlarmin sonlu Fourier doéniigiimiiniin ilk formiilii (6.26)

ile ifade edilen Gegenbauer polinomlarinin hipergeometrik gosterimleri kullanilarak
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elde edilir. Boylece C’,gp ) () hipergeometrik gosterimlerinin sonlu Fourier déniigtimii
) i (k) (b 20), [* e (1= 3
C(P) — ( k n n/ etHe dx
S =2 e R 2

icin 152 = u degisken degisimi yapilarak ve (2.7), (2.10) temel ozellikleri de kul-

lanilarak

— k 1
G (k) = 2(2p), 6“2_022 ol (k:—n)!(Zp)Qn/ e

seklinde bulunur. Burada Lemma 6.1 de verilen (6.4) ifadesinin yerine yazilmasiyla

C/YE) (1) =2(2p), e™ Z 22” e 21)0)(2;))2” {e Z:f;fﬁi)l_ 1]

istenilen esitlik elde edilir.
Gegenbauer polinomlarinin sonlu Fourier doniigiimiiniin ikinci formiilii (6.7) egitligi
kullanilarak elde edilir. Gegenbauer polinomlar:
CW (z) = 2Pl po-1/20-1/2)
(P+3),
seklinde tanimli olup (6.11) esitligindeki ifadelerde @ = b = p — 1/2 alinarak ve
(2.10) temel ozelligi kullamlarak

A" o (2p), 22" (k+2p), (20 + 2n)g; o,
e R T ([ T

) _ k—n (2D, 22n (k+2p), (2p +2n)y, s,
rz e e A e N T ) s P

ifadeleri bulunur. Bu ifadeler (6.7) esitliginde yerine yazilarak Gegenbauer polinom-
larinin sonlu Fourier déniigiimii igin

—

P ()

W—ki 2n (k+2p), (2p+2n)y, o, (_1)k_n e — et
@ 2 e, | o

formiilii elde edilir.
Ayrica, Teorem 6.2 de Jacobi polinomlariin sonlu Fourier doéniigiimlerinin hiperge-

ometrik fonksiyonlar cinsinden formiiliinii elde etmek icin uygulanan iglemler benzer
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sekilde uygulanarak ve a = b = p — 1/2 alinarak Gegenbauer polinomlarmin sonlu

Fourier doniisiimlerinin hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

( )\
| k42, —k 1
(_1)k+1 et 3F1 p ‘ ;Ti
S o), P12
LR k+2p,—k,1

+e' 3 Fy
p+1/2

1
| 5

formiilt bulunur. m
iii) Chebyshev polinomlar:
Birinci tiir Chebyshev polinomlar: P,ga7b) () Jacobi polinomlarmm a = b = —1/2

ozel durumu olup (3.3) esitliginde a = b = —1/2 alinmasiyla elde edilen
(1 — x2) yg — azy;C + k‘zyk =0

diferensiyel denklemin polinom c¢oziimleridir. Gergekten, bu denklemin serisel

¢oziimiiniin (3.4) esitliginde a = b = —1/2 alinmasiyla
oy
PV (2) = (2% = 1)" 2" = Ty (x)
n=0 2n
oldugu goriiliir. Ayrica, (3.5) esitliginde a = b = —1/2 olarak alinirsa birinci tiir

Chebyshev polinomlar: hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden

—/C,]{ 1—2
Ty (x) = oFy | 5
1/2

formunda yazilabilir.
Uy (x) ikinci tiir Chebyshev polinomlar: da Pk(“’b) (x) Jacobi polinomlarinin

a =b=1/2 6zel durumu olup
(1—2") g — 3wy + k (k+2) e =0

diferensiyel denklemin polinom ¢oziimleridir. Gergekten, bu denklemin serisel ¢ozii-

miiniin (3.4) esitliginde @ = b = —1/2 alinmasiyla

k
k+n+1
n=0 -—n
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formunda oldugu goriiliir. Ayrica, (3.5) esitliginde a = b = 1/2 olarak alinirsa ikinci
tiir Chebyshev polinomlari hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden
—k , k+2 1—=x

Ui (x) = (k+1) oF B
3/2

formunda yazilabilir.
Chebyshev polinomlarinin sonlu Fourier doniisiimii icin cesitli formiiller agagidaki

teorem ile verilir.

Teorem 6.5 Birinci tiir Chebyshev polinomlarinin sonlu Fourier doniigiimii

i 2"k (k+n)n! (=1)F " ein — ei“]

Ti(w = ()™ 2n) (k —n)! (k +n)

n=0

(i)™t

formiilii ile ve ikinci tiir Chebyshev polinomlarinin sonlu Fourier doniisiimii ise

k
@ (#) il eiu Z 22n+1n!

n—0 k—n

kE+n+1 {e—QWEn (20p) — 1}
(=2iu)""

k

ont1 (E+n+1)n! (—1)’“*” e _ pih
22 + (2n+ 1) (k —n)! [ (_zw)nﬂ ]

n=0

seklinde tanimlanan formiiller ile verilir (Dixit vd. 2015).

Ispat. Birinci tiir Chebyshev polinomlarinin sonlu Fourier déniigtimii icin formiilii
elde etmek igin (6.7) esitligi kullamilmalidir. (6.11) esitliginde verilen ifadelerde
a =b= —1/2 alinarak

d" k(k+mn—1)
L) =

S S ).
dn k(k+n—1)!

T = (D) 2n (k—n)! (1),

ifadeleri bulunur. Bu ifadeler (6.7) esitliginde yerine yazilarak

— _ k 1 k(k—Fn_l)' k—n —ip  ip
Ty (1) = HZ; (w)nﬂ 2n (k —n)! (%)n [(—1) e e ]

elde edilir. Son olarak
1
(2n)! = <§>n 2%
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ozelligi de kullanilarak birinci tiir Chebyshev polinomlarinin sonlu Fourier doéniigiimii

icin

- i 2k(k+n)'n'
TG =>_ (- 2k =) (k1)

(—l)k_n e — ettt
(i)™ ]

formiilii elde edilir.

Ikinci tiir Chebyshev polinomlariin sonlu Fourier doniisiimiiniin ilk formiiliinii elde

etmek igin (6.27) esitliginde tanimlanan polinom ¢oziimii kullamlir. Uy, (z) ikinci tiir

Chebyshev polinom ¢oziimlerinin sonlu Fourier donitigtimii
b k+n+1 L
=32 [ ey
n=0 k—n -1

icin Lemma 6.1 den

L A ! .
/ e (1 —z)"de = S e P B, (2ip) — 1]

1 (i)™ :

ifadesi kullanilirsa

k Y .
U. — it E 92n+1p| kLl e 2B, (2ip) — 1
W) =e n! —Na]
k—n (—2ip)

formiilii elde edilir. Tkinci formiil, (6.7) esitliginde a = b = 1/2 alinirsa

(2n+ 1) (k —n)! (—2w)”+1

Z 22n+1 ]{? +n+ 1)'77/' [(_1>k—n 671'# — ei“]

olarak elde edilir. m
6.3 Jacobi Polinomlar: icin Biortogonallik
Integrallenebilen fonksiyonlarm dizisi

{gbn (r) = —=e™ ; ne¢ Z}

1
V2

(60 (), 6, (2)) = / 6 (2) 0y )5 =0

olup {¢,, (x)} fonksiyon dizisi ortogonal bir sistem olusturur. Aym zamanda n = m

2imn __ 1
&, ( ¢ m T =012,
2imn
T
86

olsun. n # m igin

icin



bulunur. Bu sisteme karsilik gelen ortonormal sistem her bir elemanin normuna

boliinmesiyle elde edilir ki bu da

@) bm(@), ] O nFm
. 2”\—n_1)1/2

n
e _
( 2imn 1 ’ n=m

olmasidir. Bundan dolay1 [—1, 1] iizerinde tanimlanan her siirekli h fonksiyonu igin
Fourier serisinde Euler fonksiyonlar: kullanilirsa, h (z)’ in kompleks formda Fourier

agilimi

> ag ()™ (6.28)

1
/ h(z)e "™ dx (6.29)
formunda olacaktir.

Diger taraftan Parseval 6zdesligi

[ @@= 3 a0 han ) (6.30)

n=—oo

formunda olup bu 6zdeslik
h(z) = P (2) ve g(z) = Q" (z) := (1 — 2)" (1 + 2)" P (x) (6.31)

seklinde tamimlanan fonksiyonlar ile acik hale getirilir. «, (Ql(“’b) (x)) sonlu Fourier

doniisiimleri
1
/‘ﬂ—xfﬂ+$fﬂMW@éWM (6.32)
-1
a+k+1 .
= Xk (m5a,b) 1F3 | —2ip
a+b+2k+2
formunda olup burada
(iu)k e bkl
Xk(u;a,b):TQ Bk+a+1,k+0b+1) (6.33)

dir (Olver vd. 2010) ve a, (Pk(“’b) (a:)) sonlu Fourier déniigiimii ise Teorem 6.1” den

elde edilir. Parseval 6zdesligi ve Jacobi polinomlarinin ortogonalligi kullanilarak

3 an (P @) an (0 @)

27 (a+ k+ 1) T (b+ k +1)

Ella+b+2k+1)T(a+b+k+1)
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esitligi bulunur. Burada k # [ oldugu durumlarda n = 0 igin «y ( l(a’b) (x)) = ( dir.

Boylelikle Parseval 6zdegligi k # [ igin

Z a, (P,ga’b) (x)) Qp, (Ql(a’b) (x)) =0 (6.34)

n€Z,n#0

formunda yazilabilir. Bu iligkiyi basitlestirmek igin (6.32) esitliginde p = —mn

degisken degisimi yapilir ve

1F1 b | T =¢e" 1F1 1 | T (635)
p+q p+q
Kummer 6zdesligi kullanilirsa
(a,b) _ =" n! atb+i+1/2
a, Q77 (x)) = —77—2 B(l+a+1,14+b+1)
b+1+1 .
x1F | 2imn (6.36)
a+b+20+2

elde edilir. Benzer gekilde Teorem 6.2’ de ;1 = —7n degisken degisimi yapilirsa

an (Pk(“’b) (x)) (6.37)
( 3\
atb+ k41, —k 1
(_1)k (b + 1>k 31 ’ 2;m

oy b1 |
2imnk! at+b+k+1,—k1
—(a+ 1)k: sk | 2imn

\ a + 1 Vs

seklinde elde edilir. Sonug olarak (6.36) ile (6.37) ifadelerinin (6.34) esitliginde yerine

konulmasiyla asagidaki teorem iiretilebilir.

Teorem 6.6

1 a+l+1
| — | 14 U
U a+b+20+2

) atb+k+1,—k1
Vk(,fb) (;n) = (a+1), n'™" 37
a+1

seklinde 6zel fonksiyon tammlanirsa, u = 2imn i¢in (6.34) esitligi

(1) Z Vk(f;’a) (2irn;n) = (1) Z Vk(fll’b) (2imn;n)
neZ,n#0 n€Z,n#0
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olarak yazilir. Ozel durumda k ¢ift, I tek tamsay1 ya da tersine k tek, [ ¢ift tam say1
ise

Z Vklza 2imn; n) Z Vkl (2imn;n)

n€Z,n#0 n€Z,n#0

esitligi elde edilir (Dixit vd. 2015).
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7. LAPLACE DONUSUMU ICIN TRICOMI YONTEMI VE
ORTOGONAL POLINOMLAR

Bu boliimde, ilk olarak Francesco G. Tricomi (Tricomi 1935) tarafindan verilen bir
metod tanimlanacaktir. Daha sonra bu metod kullamlarak Laguerre polinomlar:
cinsinden seriye acilan fonksiyonlarin Laplace doniisiimleri hesaplanacak ve gesitli
uygulamalar verilecektir.

Tricomi metodu: F' (r) analitik fonksiyonu sonsuzda regiiler ise ve

1 r+s—1\"
N

k=0

esitligi saglanacak sekilde bir s reel sayisi bulunabiliyorsa, v > 0 i¢in Laguerre

polinomlar: cinsinden
f(u)=e" Z Ly, (u)
k=0
formunda mutlak ve diizgiin yakinsak seriye agilan f (u) fonksiyonunun Laplace
doniigiimii £ (r) dir (Tricomi 1935).

Ozel durumda s = 0 icin, Tricomi metodu geregince

F(r)_liak<r_l>k o f(u>_§akLk<u> (7.1)

r T
k=0

seklinde (F'(r), f (u)) fonksiyon ¢ifti bulunur.
Genellestirilmis Laguerre polinomlar1 hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden boliim
3’ te
Lﬁf’)(fﬁ):(pz—,l)klﬂ - | @
: p+1
seklinde tanimlanmigtir. Ayni zamanda Laguerre polinomlarinin (3.16) esitliginde

verilen polinom ¢oziimii, p = 0 i¢in
" n\ (=)t
k=0 \ K
seklinde sonuclanir. Bu egitlik dikkate alinarak Laguerre polinomlar: cinsinden seriye

acilan Bessel fonksiyonu
Jo (2vz) =
90

Q|

i Ln (@) (7.3)
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formunda ifade edilebilir (Rainville 1960). Bununla birlikte ayni Bessel fonksiyonu,

Laguerre polinomlar: cinsinden
(D"
n=0

formunda kuvvet serisi kullanilarak bagka bir agilim ile ifade edilebilir (Dattoli ve
Ricci 2003). Burada (7.3) ve (7.4) esitlikleri birbirine esdegerdir. Gergekten de,

(7.2) esitligi ile verilen Laguerre polinomlar: (7.3) esitliginde yerine konulmasiyla

pieva) = Ly Ly () EO

elde edilir ki, bu da egdeger olduklarimi gosterir.

Laguerre polinomlar1 cinsinden seri agilimlarini, inversiyon veya baglanti katsayilar:
kullanilarak diger polinom kiimeleri cinsinden farkli acilimlara doniistiirmek miimkiindiir.
Boylece yukarida verilen hususlar dogrultusunda Tricomi metodu genigletilerek farkl
Laplace fonksiyon giftleri tiiretilebilir (Ben Cheikh ve Chaggara 2005, 2006).

Asgagida, Laguerre polinomlarinin inversiyon katsayilar: kullanilarak belirli bir kuvvet
serisine kargilik gelen Laplace doniigiimiilerini elde etmek igin bir yontem ifade edile-
cektir ve bu ydntem ortogonal polinom agilimlarina da uygulanacaktir (Ricci vd.

2021).

7.1 Laguerre Serisinin Laplace Déniisiimii I¢in Tricomi Yéntemi

f (u) fonksiyonunun tiim u > 0 (reelsayilar1) igin tanimh Laplace doniigiimii

L(f () = / e () du = F (r) (7.5)
91



seklinde tanimlanir. Ayni zamanda k-yinci1 dereceden Laguerre polinomlarinin Laplace

doniisiimii ise

£(Ly () = /OOO L () du = F (r) = — (T - 1)k (7.6)

seklinde tanimlanir. Tricomi metodu geregince Laguerre polinomlar: cinsinden
fu)=e"> apLy (u) (7.7)
k=0

formunda seriye agilan f (u) fonksiyonunun Laplace déniisiimii

seklinde yazilabilir.
7.2 Kuvvet Serisinin Laplace Doniisiimii

Laguerre polinomlarinin inversiyon katsayilari
k
W = 30K L) (79)
1=0
formunda tanimlanir (Ben Cheikh ve Chaggara 2005, 2006). Burada esitligin her iki

tarafi e “L; (u) ile garpilirsa ve daha sonra [0, 0o) araliginda integre edilirse

= LW [ el

/000 ukefuLj (u)du = Z /OOO I (k) e L; (u) Ly (u) du
i (k N
= 1 (k)

bulunur. Bulunan son egitlikte j yerine [ alinirsa

I (k) = /000 uFe "Ly (u) du

formunda yazilir. Burada (7.2) esitligi yerine yazilarak ve gamma fonksiyonu kul-

lanilarak integral hesaplandiginda

R = [ ) e = e, L (7.10



formundadir. Bu durumda kuvvet serisi

Zau = YN i (k) Ly (w) (7.11)

k=0 =0

- Z(Zakh ) (u)

1=0
= Z By L (u)
1=0
seklinde yazilabilir. Burada
By="> onli (k) (7.12)
k=l

dir. Boylece Tricomi metodu geregince asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 7.1 F (r) analitik fonksiyonu en az 1/r kadar azalan, sonsuzda regiiler bir

fonksiyon ise ve

r+s—1
r—l—szﬁl( r+s ) (7.13)

esitligiyle ifade edilebiliyorsa, bu durumda
u) =e " Z apu® (7.14)
k=0

seklinde tanimlanan f (u) kuvvet serisinin Laplace doniistimii F' (1) dir. Burada oy,

ve (3, katsayilar1 (7.12) esitliginde, I; (k) ise (7.10) esitliginde tanimlanmigtir.
l y S1tl1g ) S1Llg 8

Dolasiyiyla, (7.12) kogulu altinda

—1 0
7’—1—826[ (T—;j-s ) = fw :e_su;akuk (7.15)

(F (r), f (u)) fonksiyon ¢ifti bulunur.

7.3 Ortogonal Polinom Acgilimlarinin Laplace Doniistimii

Bir f (u) fonksiyonunun;
1) Laplace doéniigiimiinii sagladigini,
2) Uygun bir s parametresi segerek, belirli bir {Q), (u)} ortogonal polinom

sistemine gore

u)=e "> 7,Qk (u) (7.16)
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formunda seriye acildigini varsayalim.

Buradaki Q) (u) polinomlari, farkli bir P, (u) ortogonal polinom sistemi cinsinden

Qx (u) =Y Ci (k) P (u) (7.17)

formunda ifade edilebilir (Ben Cheikh ve Chaggara 2005). Ozellikle, P, (u) = L; (u)

Laguerre polinomlar: olarak segilirse, f (u) fonksiyonu

fw) = 76’”2%20[
- —wz(zm ) w

1=0
= ™o Z 8Ly (u) (7.18)
1=0
seklinde elde edilir. Burada
6= 7,Ci (k) (7.19)
k=1

formunda tammhdir. Boylece bu doniigiim altinda f (u) fonksiyonu Laguerre poli-
nomlar1 cinsinden ifade edilir ve Tricomi metodu geregince asagidaki teorem ifade

verilebilir.

Teorem 7.2 F (r) analitik fonksiyonu en az 1/r kadar azalan, sonsuzda regiiler bir

fonksiyon ise ve s parametresinin uygun bir se¢imi i¢in

- a2

esitligiyle ifade edilebiliyorsa, bu durumda

W)= e 7, Qu () (7.21)

formunda tamimlanan kuvvet serisinin Laplace doniigiimii F'(r) dir. Burada -, ve

d; katsayilar (7.19) esitliginde verilmistir (Ricci vd. 2021).

Dolasiyiyla, (7.19) kosulu altinda

Tt Z5l (r ii; 1) o f(u)= e_su;'kak (u) (7.22)

(F (r), f (u)) ¢ifti bulunur.
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Ornek 7.1 Ornegin, Q. (u) = Hj (u) Hermite polinomlar olarak segilsin. Bu du-
rumda (7.17) esitligi

formunda yazilabilir. Bu esitligin her tarafi e *L; (u) ile carpilirsa ve daha sonra

[0, 00) araliginda integre edilirse

/O OOHk (w)e™Lj (u)du = Y Ci(k) /0 ooe*“Lj (v) Ly (u) du

bulunur. Bulunan son egitlikte j yerine [ alinirsa

C (k)= /000 Hi (u)e L (u)du

elde edilir. Burada Hermite ve Laguerre seri acilimlar1 yerine yazilarak ve gamma

fonksiyonu kullanilarak integral hesaplandiginda C; (k) baglant: katsayilar:

RN kNS (I—k), (I —k+1), (-=1)"
Cy (k) = (1) 2Fk! z ;% O CEED, - a (7.23)

formunda bulunur (Ben Cheikh ve Chaggara 2006). Sonug olarak Teorem 7.2’ ye

gore Laplace doniistimii

c <€su2% H, (u)> = - i DIPIRAEID (%) (7.24)

seklinde sonuglanir. Burada C; (k) baglant1 katsayilar: yukarida agik bir gekilde ifade

edilmigtir.

7.4 Sayisal Sonuglar

Bu boliimde, s = 0 varsayilarak ve yukarida ifade edilen metodlar dikkate alinarak

baz1 sayisal 6rnekler verilecektir (Ricci vd. 2021).
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7.4.1 €™ fonksiyonunun Laplace doniisiimii

) = e

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun Laplace doniigiimii

C(f(u) = /0 TS () du = /O " emrugimgy

—(r—im) ’80

= == F)

r—T

dir. f (u) fonksiyonunun Laguerre polinom cinsinden seri yaklagimi

fa(w) = ouly (u)

seklinde verilir. Burada «; katsayilar
0o Z 'l -1
o :/0 e “f(u) Ly (u) du = a <1+%)
seklinde bulunur. Tricomi metodu kullanilarak F' (r) Laplace doniigiimii

N

FN(T):%ZQZ (r;1>l

=0

formunda tahmin edilebilir (Ricci vd. 2021).

Wrr———————r—————————————— ; —_—y

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

)5

2.0 1 I’ 1 L 1 L 1 L 1 1 1 1 1 L L L 1 L 1 L L
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Sekil 7.1 f (u) = ¢™ fonksiyonunun N = 100 igin ilgili fx (r) Laguerre polinom

seri yaklagimi ile kargilagtirilmasi

T T T T T T T T T T T T T T T
1.0 ~ =]

08 / \ |
\

0.6 / \ |

[FL+iy)l

0.4 / \ . IR, @+l

02 -

0.0 -

Sekil 7.2 x = 1 igin r = x+iy degisken degisimi yapildiginda, f (u) = ¢"™ fonksiyo-
nunun F (1) Laplace doniigiimii ile N = 100 igin karsilik gelen Fly (r) Tricomi seri

yaklagimimin Laplace doniisiimiiniin karsilagtirilmasi
7.4.2  Jy(2y/u) fonksiyonunun Laplace doniisiimii

Bessel fonksiyonlari sonsuz serilerle tanimlandigindan terim terim Laplace doniigtimiinii

alarak doniigiim formiillerini elde etmek oldukca zordur. Gergekten de ,

£ (uM2J;, (2v/0))

doniisiimiinii hesaplamak icin

k)2 (=Dt
e (2v/) = anr(k+n+1)

n=0

esitliginin her iki tarafinin terim terim Laplace doniigiimiinii alirsak r > 0 icin

TR
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buluruz. Diger yandan,

I'(k+n+1)
k+n
L (“ i ) = R
formiilii ile

I S (=D)"/1\" 1 .
£ V) = 5 Y SR (B) = e
n=0

doniisiimiine ulasiriz. Bu doniisiim altinda £ = 0 icin

f (w) = o (2v/a) (7.30)

fonksiyonunu ele alahm. Boylece f (u) fonksiyonun Laplace déniigtimii

—1/r

£(f () = / Cempdu="" = F () (7.31)

seklinde elde edilir. Bununla birlikte f (u) fonksiyonunun Laguerre polinom cinsin-

den seri yaklagimi

r

f(w) =" ouLy (u) (7.32)
=0

seklinde verilir. Burada

N 1
) = / e " f(u) Ly (u)du = — (7.33)

0 el!

formundadir. Tricomi metodu kullanilarak F' (r) Laplace doniigiimii
N l
1 r—1

F = - 7.34
v =1 () (.34

formunda tahmin edilebilir (Ricci vd. 2021).

L T T T T T
100 |
i
08| |
L
1
F 1
06} |

04

f(u)
] f ()

0.0

1 . \ . | . . L 1
60 80 100

98



Sekil 7.3 f(u) = Jy(2y/u) fonksiyonunun N = 100 ic¢in ilgili fy (r) Laguerre

polinom seri yaklagimi ile kargilagtirilmasi

0.4+ \

03 \

\ . IF e
\

I \ l [Fy Gt

0.2 \ b

0.1+

Sekil 7.4 y = 1 i¢in r = x + iy degigken degisimi yapildiginda, f (u) = Jy (24/u)
fonksiyonunun F (r) Laplace déniistimii ile N = 100 i¢in karsilik gelen Fy (r) Tricomi

seri yaklagiminin Laplace doniigiimiiniin karsilagtirilmasi

7.4.3 sin (u) fonksiyonunun Laplace doniisiimii

f (u) = sin (u) (7.35)

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyonun Laplace doniigiimii
L(f(uw) = / e " f (u)du = / e " sin (u) du (7.36)
0 0

oo i —iu
., € — €
= e T“—,du
0 21

_ l (ef(rfi)u o e*(T“Fi)’LL) du
0

2
1 [e—(r—du e~ (rt+i)u o0
_ L { +
r—1 T+ ],
1

0-1 0—1]_1 2i

r—i  r-+1 2ir2 4+ 1

= =F
r2+1 (r)
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seklinde bulunur. Bununla birlikte f (u) fonksiyonunun Maclaurin seri yaklagimi

S (u) = Z B!
seklinde verilebilir. Burada

(7.37)

(7.38)
formunda olup f® (0), f (u) fonksiyonunun orijindeki I-yinci dereceden tiirevini

belirtir. (7.9) ve (7.10) esitlikleri gozoniinde bulundurularak (7.37) ile verilen agilimu
Teorem 7.1 kullanilarak Laguerre polinomlar: cinsinden

u) =Y oL (u)

1=0
formunda yeniden diizenlenebilir. Buradaki

(7.39)

N
Q= Zﬁkfl (k)
oy

(7.40)
ile tanimhidir. Boylece Tricomi metodu kullanilarak F'(r) Laplace doniigiimii

1 & (7" - 1)
-
I=
formunda tahmin edilebilir (Ricci vd. 2021)

(7.41)
o12f ' ' ' ' ' ’
0.10;

0.08

P

0.04 -

— [Fx+)|

R, (x+)

1

0.00

I 20
100



Sekil 7.5 y = 1 i¢gin r = z + iy degisken degisimi yapildiginda, f (u) = sin (u)
fonksiyonunun F' (r) Laplace doniigiimii ile N = 100 i¢in kargilik gelen Fly () Tricomi

seri yaklagiminin Laplace doniigiimiiniin karsilagtirilmasi

7.4.4 v fonksiyonunun Laplace doniisiimii

flu)=e" (7.42)

fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon icin Laplace doniistimiiniin tanimi kullanilirsa,

C(f(w) = F(r)= / T e (u) du

* 2
= / e ™Me " du
0
> 2 > 2
= / e Ty :/ e_(“ +T“)du
0 0

u? +7"u)

formunda olup buradaki e ( ifadesinde tam kareyi tamamlamalk igin, % ifadesini

ekleyip ¢ikararak

2 2
—(u2+ru):— u2+ru+r— +T—
4 4

seklinde yazabiliriz. Bu ifade integralde yerine konularak

F(r) = /we(uQ+ru+f)+fdu
0

bulunur. Bunun i¢in ¢ = u + § degisken degisimi yapilirsa dt = du olur. Integral

sinirlart da ¢ degiskenine gore ayarlanirsa v = 0 igin ¢ = § ve u — 00 igin £ — 00

olup
7‘2 o
F(r)y=e7 / e " dt (7.43)

u

formunda yazilir. Burada e~ ifadesinin integrali (erf) hata fonksiyonu ile ilgilidir.

Ancak, integralin alt siir § oldugu icin,



esitligi ile tanimh olan (erf ¢) tamamlayic1 hata fonksiyonunu kullanmamiz gerekiyor.
Boyle tamamlayic1 hata fonksiyonu (7.43) esitliginde yerine yazilarak f (u) fonksi-

yonunun Laplace doniistimii

olarak elde edilir.

Bununla birlikte f (u) fonksiyonunun Hermite seri yaklagimi

f () =Y BiH (u) (7.44)

seklinde tanimlanir. f (u) fonksiyonunun Hermite katsayilarin elde etmek igin ise
f(u) = >72,6:H; (u) seklinde bir Hermite serisine acilan bu esitligin her iki tarafi

e~ H; (u) ile arpilirsa ve daha sonra (—co, o) arahgmda integre edilirse

/ f(u) e—u2Hj (u)du = Z/BZ/ 1, (w) H, () du
- 1=0 —00
= 5;‘/ e [H, (U)]2du+261/ e H, (u) Hj (u) du
4 iz
= B,2 )W
bulunur. Bulunan son esitlikte j yerine [ alinirsa
1 o0 .
0= girgm /oof(“)e Hi (u) du (7.45)

elde edilir. Hy (u) Hermite polinomu, L; (u) (I =0,1,2, ..., k) Laguerre polinomlari

cinsinden
H (u) =Y Cy (k) Ly (u) (7.46)

formunda ifade edilebilir. Buradaki Cj (k) baglant1 katsayilari (7.23) esitliginde
verilmigtir. Boylece, Teorem 7.2 kullanilarak (7.44) acilimi Laguerre polinomlar:

cinsinden N
fa(w) =" ouLy (u) (7.47)
1=0
seklinde yeniden ifade edilebilir ve buradaki

N

o =3 BCi (k) (7.49)
k=l
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ile tanimhdir. Tricomi metodu kullanilarak F' (r) Laplace doniigiimii

Fy (T)z%f:az (T;1>l (7.49)

T T T T T T T T T T T T T T
018} // N : |
5 /// . <
L /’ \\ i
0.16 / \ .
L / \ ]
/ \
\

I / \ l

0141 / \\ 1 —— [F(5Hy)|
/ \ ]

\ . F (5+y)l
/ \ N
L g / \\ ]
012} / \ .
L / \\ ]
/ LY
0.10 / \ -
rd \L
/ N\ ]
n s 0 5 D)
y

2

Sekil 7.6 © = 5 i¢in r = z + iy degisken degisimi yapildiginda, f(u) = e
fonksiyonunun F' () Laplace doniigiimii ile N = 16 i¢in karsilik gelen Fyy (r) Tricomi

seri yaklagiminin Laplace doniigiimiiniin karsilagtirilmas:
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8. TARTISMA VE SONU(C

Bu tez calismasinda tek degiskenli ortogonal polinomlarin integral doniistimleri in-
celenmistir. 1lk olarak, k porzitif bir tamsay1 ve «, 3,7, 6, ¢ parametreleri k dan

bagimsiz reel parametreler olmak iizere
(aa® + B +7) gy (2) + (Jz + &)y (2) =k (0 + (k= 1) a) g (x) = 0

formundaki bir diferensiyel denklemin polinom c¢oziimleri olan ilk iicii Jacobi, La-
guerre, Hermite klasik ortogonal polinomlar: ve diger iicii sirasi ile M, k(;a’b) (), N, k(fl) (x),
I ,g“) (x) sonlu ortogonal polinom ailelerinin Fourier déniigtimleri hesaplanmigtir (Koelink
1996, Koepf ve Majsed-Jamei 2007, Masjed-Jamei 2004). Aym zamanda Fourier
doniisiimii yardimiyla Hermite polinomlarinin e*§ ile carpimi olan Hermite fonksiyon-
lariin birbirleri iizerine eslenebildigi gosterilmistir. Diger taraftan Fourier doniisiimii
yardimi ile Jacobi polinomlar1 ve Hahn polinomlarinin birbirleri iizerine eslenebildigi
gosterilmigtir (Koelink 1996). (—oo, 00) araliginda /. ,ga) (x) polinomlarini genellegtiren
¢ok daha kapsamli sonlu ortogonal polinom ailesi olan Routh-Romanovski polinom-
lar1 ele alinip bu polinomlarin normu elde edilmis ve Fourier doniisiimleri incelen-

mistir (Masjed-Jamei vd. 2014). Daha sonra regiiler S-L. probleminin daha genel

bir durumu olan ¢, (—z) = (—1)*¢,(z) simetri 6zelligini saglayan ¢oziimlere sahip

B)iy(e) + Calo(a) + (WD) + Bw) + =) ) e) =0

problemi ele alinmig ve B(z), C(z), D(x), E(z) ve F(z) fonksiyonlarinin belli se¢im-
leri icin bu denklemin dort parametreli simetrik ortogonal ¢oziimlerinin Fourier
doniisiimleri incelenmistir. Yani bu polinomlarin 6zel durumu olarak simetrik or-
togonal polinomlarinin dort temel ailesi olan genellestirilmig ultrakiiresel polinom-
lar, genellestirilmis Hermite polinomlari, (—oc, c0) araligimda x=27(1 + x2)~" agr-
lik fonksiyonuna gore sonlu simetrik ortogonal polinomlar ve (—oo,c0) araliginda
r20e(=3) agirlik fonksiyonuna goére sonlu simetrik ortogonal polinomlarin Fourier
doniigiimleri hesaplanmis ve Parseval 6zdegligi yardimiyla ortogonal fonksiyon aileleri
elde edilmistir. Dahas1 Jacobi ortogonal polinomlarinin ve 6zel durumlari olan Py, (z)

Legendre, C’,gp ) () Gegenbauer, T} (x) ve U (x) birinci ve ikinci tiir Chebyshev poli-
104



nomlarinin sonlu Fourier doniigiimleri ile ilgili formiiller verilmigtir (Dixit vd. 2015).
Ayrica Tricomi metodu kullanilarak Laguerre polinomlar: cinsinden seriye acilan
fonksiyonlarin Laplace doniisiimleri incelenmistir. Ayni1 metod genisletilerek orto-
gonal polinom acgilimlarina da uygulanmigtir. Bazi 6zel fonksiyonlar i¢in Laplace
doniigiimii ile Tricomi Laplace doniistimleri elde edilip bunlarin grafikleri verilmistir

( Ricci vd. 2021).

105



KAYNAKLAR

Al-Salam, W., Allaway, W.R. and Askey, R. 1984. Sieved ultraspherical polynomials.
Transactions of American Mathematical Society, 284, 39-55.

Altin. A. 2020. Uygulamali Matematik. Gazi Yayinlari, 2. Baski, Ankara.

Andrews, G.E., Askey, R. and Roy, R. 1999. Special Functions, Encyclopedia of
Mathematics and its Applications, 71, Cambridge University Press, Cam-
bridge.

Askey, R. 1987. An integral of Ramanujan and orthogonal polynomials. J. Indian
Math. Soc. 51, 27-36.

Bailey, W. N. 1935. Generalized Hypergeometric Series. Cambridge tracts in math-
ematics and mathematical physics, 32, Cambridge.

Ben Cheikh, Y. and Chaggara, H. 2005. Connection coefficients via lowering opera-
tors. J. Comput. Appl. Math., 178, 45-61.

Ben Cheikh, Y. and Chaggara, H. 2006. Connection coeflicients between Boas-Buck
polynomial sets. J. Math. Anal. Appl., 319, 665—-689.

Bochner, S. 1929. Uber Sturm-Liouvillesche Polynomsysteme. Mathematische
Zeitschrift, 29, 730-736.

Cauchy, A.L. 1825. Sur les integrales définies prises entre des limites imaginaires.
Bulletin de Ferussoc, T. III, 214221,

Chihara, T.S. 1978. Introduction to Orthogonal Polynomials. New York.

Celik, B.U. 2020. Simetrik Ortogonal Foksiyon Aileleri. Yiiksek Lisans Tezi, Ankara
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal1, Ankara.

Dattoli, G. and Ricci, P.E. 2003. Laguerre-type exponentials, and the relevant L-
circular and L-hyperbolic functions. Georgian Math. J., 10, 481-494.

Davies, B. 2002. Integral transforms and their applications. 3rd ed. Texts in Applied
Mathematics, 41, Springer-Verlag, New York.

Dixit, A., Jiu, L., Moll, V.H. and Vignat, C. 2015. The finite Fourier transform of
classical polynomials. Journal of the Australian Mathematical Society, 145-
160.

Erdélyi, A., Magnus, W., Oberhettinger, F. and Tricomi, F.G. 1954. Tables of Inte-
gral Transforms, Vol. 2, McGraw-Hill Book Company, Inc., New York-Toronto-
London.

Gradshteyn, 1.S. and Ryzhik, I.M. 2007. Table of Integrals, Series, and Products.
Edited by A. Jeffrey and D. Zwillinger. Academic Press, New York, 7th edition.

106



Hochstadt, H. 1971. The Functions of Mathematical Physics, John Wiley and Sons,
Inc., New York, London, Sydney, Toronto.

Koelink, H.T. 1996. On Jacobi and continuous Hahn polynomials. Proc Amer Math
Soc., 124 (3), 887-898.

Koepf, W. 1988. Hypergeometric Summation, Braunschweig/Wiesbaden, Vieweg.

Koepf, W. and Masjed-Jamei, M. 2006. A generic polynomial solution for the differ-
ential equation of hypergeometric type and six sequences of classical orthogonal
polynomials related to it, Integral Transforms Spec. Funct. 17, pp. 559-576.

Koepf, W. and Masjed-Jamei, M. 2007. Two classes of special functions using Fourier
transforms of some finite classes of classical orthogonal polynomials. Proceed-
ings of the American Mathematical Society, 135, 3599-3606.

Koornwinder, T.H. 1985. Special orthogonal polynomial systems mapped onto each
other by the Fourier-Jacobi transform. In: Orthogonal polynomials and appli-
cations (C. Brezinski, A. Draux, A. P. Magnus, P. Maroni and A. Ronveaux,
Eds.), Lecture Notes Math., 1171, Springer, 174-183.

Lee, S.L. 2020. Fourier-Laplace transforms and orthogonal polynomials. J. Approx.
Theory 256, 105436.

Masjed-Jamei, M. 2002. Three finite classes of hypergeometric orthogonal polyno-
mials and their application in functions approximation. Integral Transforms
and Special Functions. 13(2), 169-190.

Masjed-Jamei, M. 2004. Classical orthogonal polynomials with weight function
((ax+b)?+(cx+d)?) " {-p}exp(qarctan(((ax+b)/(cx+d)))) ; -co<x<oo and a
generalization of T and F distributions, J. Integral Transforms and Special
Functions, 15(2), 137-153.

Masjed-Jamei, M. 2007a. A generalization of classical symmetric orthogonal func-
tions using a symmetric generalization of Sturm-Liouville problems. Integral
Transforms and Special Functions. 18(12), 871-883.

Masjed-Jamei, M. 2007b. A basic class of symmetric orthogonal polynomials using
the extended Sturm-Liouville theorem for symmetric function. J. Math. Anal.
Appl. 325, 753-775.

Masjed-Jamei, M., Marcellan, F. and Huertas, E.J. 2014. A finite class of orthogonal
functions generated by Routh-Romanovski polynomials. Complex Var Elliptic
Equ. 59 (2), 162-171.

Masjed- Jamei, M. 2020. Special functions and generalized Sturm-Liouville prob-
lems. Springer Nature, Cham.

Masjed-Jamei, M. and Koepf, W. 2012. Two classes of special functions using Fourier
transforms of generalized ultraspherical and generalized Hermite polynomials.
Proc Amer Math Soc., 140 (6), 2053-2063.

107



Masjed-Jamei, M. and Koepf, W. 2013. Two finite classes of orthogonal functions.
Appl Anal., 92 (11), 2392-2403.

Olver, F.W. J., Lozier, D.W., Boisvert, R. F. and Clark, C.W. 2010. NIST Handbook
of Mathematical Functions. Cambridge University Press.

Rainville, E.D. 1960. Special Functions. 1 st ed., The Macmillan Company, New
York.

Ramanujan, S. 1920. A class of definite integrals. Quarterly J. Math. 48, 294-310.

Ricci, P.E., Caratelli, D. and Mainardi, F. 2021. Tricomi’s method for the Laplace
transform and orthogonal polynomials, Symmetry, 13, 589.

Szego, G. 1975. Orthogonal polynomias. American Mathematical Society Collo-
quium Publications, 23, 4th ed. American Mathematical Society, Providence,
Rhode Island.

Tricomi, F.G. 1935. Trasformazione di Laplace e polinomi di Laguerre, 1. Inversione
della trasformazione; II. Alcune nuove formule sui polinomi di Laguerre. Rend.
Lincei, 21, 232-239. 332-335.

Widder, D.V. 1941. The Laplace Transform, Princeton Mathematical Series, v.6,
Princeton University Press.

Whittaker, E.T. and Watson, G.N. 1927. A Course of Modern Analysis, 4th ed.,
Cambridge University Press, Cambridge.

108





