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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ORTAK BİR ISOPHOTE EĞRİYE SAHİP OLAN YÜZEY AİLELERİ

Orhan Oğulcan TUNCER

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Doç. Dr. İsmail GÖK

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tezde kullanılan bazıkavramlar, tanımlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, 3−boyutlu Öklid uzayında ortak bir isophote eğriye sahip olan yüzey
ailelerinin parametrik gösterimleri elde edilmi̧stir. Daha sonra bir isophote eğrinin ekseni,
{N,C,W} çatısıkullanılarak ifade edilmi̧s ve isophote eğriyi içeren yüzey aileleri karak-
terize edilmi̧stir. Ayrıca ortak bir geodezik eğri, asimptotik eğri ya da eğrilik çizgisine
sahip olan yüzey aileleri {N,C,W} çatısına göre ifade edilmi̧stir. Verilen tüm teori için
pratik uygulamalar ve örnekler verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, 3−boyutlu Minkowski uzayında verilen bir eğriyi bir isophote eğri
olarak içeren spacelike ve timelike yüzeyler için karakterizasyonlar verilmi̧stir. Bu karak-
terizasyonlar bazıörneklerle desteklenmi̧stir.

Son bölüm, 3−boyutlu Öklid ve Minkowski uzayında isophote eğriler için elde edilen
sonuçlarıiçermektedir.

Haziran 2016, 91 sayfa

Anahtar Kelimeler: Isophote eğri, silüet eğri, geodezik eğri, asimptotik eğri, eğrilik
çizgisi, yüzey aileleri, Öklid 3-uzayı, Minkowski 3-uzayı
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ABSTRACT

Master Thesis

SURFACE PENCILS WITH A COMMON ISOPHOTE CURVE

Orhan Oğulcan TUNCER

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. İsmail GÖK

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions and theorems which are used in the
thesis.

In the third chapter, the parametric representation of surface pencils with a common
isophote curve have been obtained in 3−dimensional Euclidean space. Then, the axis of
a isophote curve has been stated by using the frame {N,C,W} and the surface pen-
cils including the isophote curve have been characterized. Besides, the surface pencils
which include a common geodesic curve, asymptotic curve or line of curvature have been
expressed according to {N,C,W} frame. Practical applications an some examples are
given for all the theory.

In the fourth chapter, some characterizations for spacelike and timelike surfaces which in-
corporate a given curve as an isophote curve have been given in 3−dimensional Minkowski
space. These characterizations have been supported by some examples.

The last chapter contains the results obtained for isophote curves in Euclidean and Minkowski
3-spaces

June 2016, 91 pages

Key Words: Isophote curve, silhouette curve, geodesic curve, asymptotic curve, line of
curvature, surface pencils, Euclidean 3-space, Minkowski 3-space
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destekleyen ve fikirler veren saygıdeğer hocalarım, Sayın Prof. Dr. Yusuf YAYLI

(Ankara Üniversitesi Matematik Anabilim Dalı)’ya ve Sayın Prof. Dr. Faik Nejat

EKMEKCİ (Ankara Üniversitesi Matematik Anabilim Dalı)’ye en içten saygıve
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2.2 Bezier Eğrileri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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2.4 Öklid Uzayında Isophote Eğriler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Şekil 3.3 P 1(r, t) yüzeyi ve γ(r) isophote eğrisi . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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Şekil 3.17 P9(s, t) ve P10(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) isophote
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Şekil 4.15 Γ9(s, t) ve Γ10(s, t) timelike yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak β(s)
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1. G�R��

Isophote e§riler �zikte kullan�lan Lambert Kosinüs Yasas�'n�n güzel bir sonucudur.

Lambert Kosinüs Yasas�, bir �³�k kayna§� yard�m�yla bir yüzeyin ayd�nlat�lmas�

konusunu incelemektedir. Bu yasa ile Güne³'in yaz aylar�nda gökyüzünde yüksekte

iken Dünya'n�n neden s�cak, k�³ aylar�nda gökyüzünde daha alçaktayken Dünyan�n

neden so§uk oldu§u aç�klanabilmektedir. Çünkü, �³�§�n ideal da§�n�k bir yans�ma

yüzeyinden gözlemlenen ³iddeti gözlemcinin görü³ yeri ve yüzeyin normal vektörü

aras�nda kalan θ aç�s�n�n kosinüsü ile do§ru orant�l�d�r. Bu yasa, bazen Kosinüs

Emisyon Yasas� bazen de Lambert Emisyon Yasas� olarak da adland�r�l�r.

Bunun yan� s�ra, yüzeyin parlakl�§� da kaynaktan gelen �³�k ile yüzey normali aras�n-

daki aç�n�n kosinüsü ile orant�l�d�r. Bunu ³u ³ekilde formülize edebiliriz:

Iyuzey = Ikaynak cos θ

Burada Iyuzey yüzeyden yans�yan �³�§�n ³iddeti, Ikaynak ise �³�k kayna§�ndan gelen

�³�§�n ³iddetini ifade etmektedir. Çizelge 1.1'de verilen özel aç�lar yard�m�yla bu

ili³kiyi örnekleyelim.

Çizelge 1.1 Kaynaktan gelen ve yüzeyden yans�yan �³�k ³iddetleri aras�ndaki ili³ki

θ Ikaynak (w/m2) Iyuzey (w/m2)

0◦ 1000 1000

30◦ 1000 866

45◦ 1000 707

60◦ 1000 500

90◦ 1000 0

Bir yüzeyin bir kaynak yard�m�yla e³it ³iddette ayd�nlat�lan (e³ ayd�nlanan) nok-

talar�n�n geometrik yerine bir isophote e§ri ad� verilmektedir. Dolay�s�yla isophote
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e§rileri, bu e§riler boyunca yüzey normallerinin sabit bir do§rultu (�³�k do§rultusu)

ile sabit bir aç� yapt�§� e§riler olarak tan�mlayabiliriz. Yüzey üzerinde, e§ri boyunca

yüzey normali ile �³�k do§rultusu aras�nda bahsedilen bu aç� de§i³tikçe yeni isophote

e§riler olu³acakt�r. Özel olarak bu aç� π
2
ise bu e§riler silüet e§riler olarak adland�r�l-

maktad�r.

Isophote e§riler optik, bilgisayar destekli tasar�m/imalat, yüzey geometrik model-

leme, bilgisayar gra�kleri gibi birçok dalda da kendine uygulama alan� bulmu³tur.

Ayr�ca bu e§riler birle³ik yüzeylerdeki süreksizlikleri belirlemek ve yüzeyleri sorgula-

mak amac�yla da kullan�lmaktad�r. Koenderink ve van Doorn key� bir ayd�nlatma

alt�nda key� bir ³eklin Lambert yüzeyleri üzerinde isophote e§rilerin yap�sal in-

varyantlar�n� incelemi³lerdir (Koenderink ve van Doorn 1980). Ayn� yazarlar bir

isophote e§rinin küresel göstergesinin S2 birim küresi üzerinde bir enlem çemberi

oldu§unu ispatlam�³lard�r. Daha sonra, (Poeschl 1984) bir free form yüzey üz-

erinde isophote e§riler boyunca bozukluklar� saptayarak bu e§rileri araba gövde

tasar�m�nda kulanm�³lard�r. Sara, isophote e§rilerin özellikleri yard�m�yla lokal göl-

geleme üzerinde çal�³m�³t�r (Sara 1994). Kim ve Lee yapt�klar� iki farkl� yay�nda

kanal yüzeyleri ile dönel yüzeylerin isophote e§rilerini ve karakteristik çemberlerin

birbirine te§et olmas� problemini çözerek bir kanal yüzeyinin perspektif silüetini

parametrize etmi³lerdir (Kim ve Lee 2003a,b). Bu çal�³malardan sonra (Do§an

ve Yayl� 2014, 2015) isophote e§riler hakk�nda çe³itli karakterizasyonlar vermi³,

isophote e§riler ile geodezikler, asimptotik e§riler ve e§rilik çizgileri aras�ndaki il-

i³kileri vermi³lerdir. Ayr�ca Darboux çat�s�n� kullanarak bir isophote e§rinin sabit

eksenini elde etmi³ler ve bir kanal yüzeyi üzerinde yatan isophote e§riler için baz�

sonuçlar vermi³lerdir. Do§an ayn� problemi Minkowski 3-uzay�nda timelike yüzeyler

üzerinde yatan timelike ve spacelike isophote e§riler ve spacelike yüzeyler üzerinde

bulunan spacelike isophote e§riler için ele alm�³t�r (Do§an 2012, Do§an ve Yayl�

2014).

Fakat diferensiyel geometride e§riler ve yüzeyler üzerinde yap�lan ço§u çal�³mada

yüzeyler üzerindeki özel e§riler incelenmektedir. Bunun aksine, (Wang vd. 2004)
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verilen bir e§ri için ters problem dü³ünerek, bu e§riyi bir geodezik olarak içeren yüzey

ailelerini ifade etmi³lerdir. Bunu olu³turmak için de e§ri ve e§rinin Frenet çat�s�ndan

yararlanm�³lard�r. Bu çal�³madan sonra birçok yazar verilen bir, iki hatta dört uzay

e§risini geodezik e§riler, asimptotik e§riler ya da e§rilik çizgileri gibi özel e§riler

olarak içeren yüzeyleri farkl� uzaylarda farkl� karakterizasyonlarla incelemi³lerdir

(Zhao ve Wang 2007,2008, Kasap ve Aky�ld�z 2008, Paluszny 2008, Sánchez-Reyes

ve Dorado 2008, Farouki vd. 2009a,b, Sa�ak ve Kasap 2009, Li vd. 2011, Bayram

vd. 2012, Li vd. 2013, Ergun vd. 2014, �a�ak ve Kasap 2015).

Bu tez çal�³mas�nda ilk olarak 3-boyutlu Öklid uzay�nda ortak bir isophote e§riye

sahip olan yüzeyler karakterize edilmi³ ve pratik uygulamalarda kolayl�k sa§laya-

cak sonuçlar verilmi³tir. Daha sonra bir isophote e§rinin ekseni {N,C,W} çat�s�na

göre elde edilmi³ ve ayn� problem 3-boyutlu Öklid uzay�nda bu çat�ya göre incelen-

mi³tir. Elde edilen sonuçlar örneklerle desteklenmi³tir. Daha sonraki bölümlerde

{N,C,W} çat�s�na göre s�rayla ortak bir geodezik, asimptotik ve e§rilik çizgisine

sahip olan yüzeyler incelenmi³, önemli karakterizasyonlar örnekleri ile birlikte ver-

ilmi³tir.

Çal�³man�n son bölümünde ise, 3-boyutlu Minkowski uzay�nda bir isophote e§riyi

içeren spacelike ve timelike yüzeyler iki alt ba³l�kta incelenmi³ ve bu tip yüzeylerle

ilgili baz� örnekler verilmi³tir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tez boyunca kullan�lan temel kavramlar ve teoremler verilmi³tir.

2.1 Öklid Uzay�nda Temel Kavramlar

Tan�m 2.1.1 (Reel �ç Çarp�m Uzay�) V , R reel say�lar cismi üzerinde tan�ml�

bir vektör uzay� olsun. ∀x, y ∈ V için

〈· , ·〉 : V × V → R

(x, y) → 〈x, y〉

³eklinde bir iç çarp�m fonksiyonu (simetrik, bi-lineer ve pozitif tan�ml�) tan�mlan-

abilirse, bu vektör uzay�na bir reel iç çarp�m uzay� denir (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.2 (Öklid Uzay�) V , n-boyutlu bir reel iç çarp�m uzay� olsun. V vektör

uzay� ile birle³tirilmi³ bir A a�n uzay�na Öklid uzay� ad� verilir ve En ile gösterilir

(Stoker 1969).

Tan�m 2.1.3 (Öklid �ç Çarp�m�) En, n-boyutlu Öklid uzay� olsun.

∀u = (u1, u2, · · · , un), v = (v1, v2, · · · , vn) ∈ En için

〈u, v〉 =
n∑
j=1

ujvj

³eklinde tan�mlanan fonksiyona standart Öklid iç çarp�m fonksiyonu ya da stan-

dart iç çarp�m ad� verilir (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.4 (Norm) En n-boyutlu Öklid uzay�'n�n her u = (u1, u2, · · · , un) ele-

man� için

‖u‖ =
√
〈u, u〉

biçiminde tan�mlanan fonksiyona u nun normu ad� verilir (Millman vd. 1977).
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Tan�m 2.1.5 (Öklid Vektörel Çarp�m�) E3, 3-boyutlu Öklid uzay� olsun. Bu

durumda ∀u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈ E3 için, bu vektörlerin Öklid vektörel

çarp�m� ³u ³ekilde tan�mlan�r (Millman vd. 1977).

u ∧ v =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3,−u2v1 + u1v2).

Tan�m 2.1.6 (Ck S�n�f�ndan Fonksiyon) U cümlesi En Öklid uzay�nda aç�k bir

alt cümle ve f : U → R olsun. E§er f fonksiyonunun k. mertebeden tüm k�smi

türevleri mevcut ve sürekli ise bu fonksiyona Ck s�n�f�ndan diferensiyellenebilir

bir fonksiyon ad� verilir (Sabuncuo§lu 2014).

Tan�m 2.1.7 (E§ri) R gerçel say� do§rusunun bir I = (a, b) aç�k aral�§�ndan En

uzay�na tan�ml� düzgün bir α : I → En dönü³ümüne En uzay� içinde bir e§ri denir

(O'Neill 1966).

Tan�m 2.1.8 (Türevlenebilir E§ri) R gerçel say� do§rusunun bir I = (a, b) aç�k

aral�§�ndan En uzay�na, türevlenebilir bir α : I → En fonksiyonuna bir türevlenebilir

parametrik e§ri ad� verilir. (Do Carmo 1976).

Tan�m 2.1.9 (Regüler E§ri) α : I ⊂ R → En, En Öklid uzay� içinde bir e§ri ol-

sun. α(s) = (α1(s), α2(s), · · · , αn(s)) olmak üzere α′1(s0) = α′2(s0) = · · · = α′n(s0) =

0 olacak biçimde bir s0 ∈ I yok ise α(s) e§risine bir regüler e§ri denir (Do Carmo

1976).

Tan�m 2.1.10 α : I ⊂ R→ En, En Öklid uzay� içinde bir e§ri olsun.

α′(s) = (α′1(s), α
′
2(s), · · · , α′n(s))

biçiminde tan�mlanan ifadeye α e§risinin s noktas�ndaki h�z vektörü denir (Do

Carmo 1976).
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Tan�m 2.1.11 α(s) : I ⊂ R → En, En Öklid uzay�'nda bir e§ri olsun. ‖α′(s)‖

normuna α e§risinin s noktas�ndaki h�z� ad� verilir. Ayr�ca özel olarak, ‖α′(s)‖ = 1

ise α e§risine birim h�zl� e§ri, s ye de α e§risinin yay parametresi denir (Do

Carmo 1976).

Tan�m 2.1.12 (Birim Te§et Vektör) E3 Öklid uzay�nda birim h�zl� α : I → E3

e§risini göz önüne alal�m.

T (s) = α′(s) (2.1)

e³itli§iyle verilen T vektörüne α e§risinin α(s) noktas�ndaki birim te§et vektörü

ad� verilir (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.13 (E§rilik Fonksiyonu) E3 3-boyutlu Öklid uzay�nda birim h�zl� bir

α : I → E3 e§risi alal�m.

κ : I → R

s → κ(s) = ‖T ′(s)‖

biçiminde tan�ml� fonksiyona, α e§risinin e§rilik fonksiyonu, κ(s) say�s�na da α

e§risinin α(s) noktas�ndaki e§rili§i ad� verilir (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.14 (Asli Normal Vektör) E3 Öklid uzay�nda birim h�zl� α : I → E3

e§risini göz önüne alal�m.

N(s) =
T ′(s)

κ(s)
(2.2)

e³itli§iyle verilen N(s) vektörüne α e§risinin α(s) noktas�ndaki asli normal vek-

törü ad� verilir (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.15 (Binormal Vektör) E3 Öklid uzay�nda birim h�zl� α : I → E3

e§risini göz önüne alal�m.

B(s) = T (s) ∧N(s) (2.3)

e³itli§iyle tan�ml� B(s) vektörüne α e§risinin α(s) noktas�ndaki binormal vektörü

ad� verilir (Stoker 1969).
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Tan�m 2.1.16 (Frenet Çat�s�) E3 Öklid uzay�nda α : I → E3 e§risini göz önüne

alal�m. T (s), N(s), B(s) vektörlerine α e§risinin α(s) noktas�ndaki Frenet vektör-

leri, bu vektörlerin olu³turdu§u

{T (s), N(s), B(s)}

cümlesine α e§risinin α(s) noktas�ndaki Frenet çat�s� ad� verilir (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.17 (Burulma Fonksiyonu) E3 3-boyutlu Öklid uzay�nda birim h�zl�

bir α : I → E3 e§risi alal�m. α e§risinin Frenet çat�s� {T,N,B} olmak üzere

τ : I → R

s → τ(s) = −〈B′(s), N(s)〉

biçiminde tan�ml� fonksiyona, α e§risinin burulma fonksiyonu, τ(s) say�s�na da α

e§risinin α(s) noktas�ndaki burulmas� ad� verilir (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.18 (Frenet-Serret Formülleri) E3 Öklid uzay�nda birim h�zl� α :

I → E3 e§risi ve bu e§rinin Frenet çat�s� {T,N,B} olmak üzere a³a§�da verilen

e³itliklere α e§risinin Frenet-Serret formülleri ad� verilir:

T ′(s) = κ(s)N(s)

N ′(s) = −κ(s)T (s) + τ(s)B(s)

B′(s) = −τ(s)N(s)

�imdi birim h�zl� olmayan bir e§ri için Frenet çat�s� ve Frenet-Serret formüllerini

verelim (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.19 α : I ⊂ R −→ E3 e§risi 3-boyutlu Öklid uzay�nda key� bir r

parametresine sahip bir e§ri olsun. Bu durumda e§rinin {T ,N,B} çat�s� ³u ³ekilde
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tan�ml�d�r.

T (r) =
α′(r)

‖α′(r)‖
,

B(r) =
α′(r)× α′′(r)
‖α′(r)× α′(r)‖

,

N(r) = B(r)× T (r).

Bu durumda e§rinin Frenet-Serret formülleri ise ³u ³ekilde tan�mlan�r:

d

dr


T (r)

N(r)

B(r)

 =


0 κ(r)‖α′(r)‖ 0

−κ(r)‖α′(r)‖ 0 τ(r)‖α′(r)‖

0 −τ(r)‖α′(r)‖ 0



T (r)

N(r)

B(r)

 .

Burada κ(r) =
‖α′(r)× α′′(r)‖
‖α′(r)‖3

ve τ(r) =
det(α′(r), α′′(r), α′′′(r))

‖α′(r)× α′′(r)‖2
s�ras�yla e§rinin

e§rilik ve burulma fonksiyonlar�d�r (Stoker 1969).

Tan�m 2.1.20 α : I ⊂ R −→ E3 e§risi 3-boyutlu Öklid uzay�nda birim h�zl� bir e§ri

olsun. Bu durumda N e§rinin asli normal vektörü, C asli normal vektörün türevi

ve W Darboux vektörü olmak üzere e§rinin {N,C,W} çat�s� ³u ³ekilde tan�ml�d�r.

N(s) =
α′′(s)

‖α′′(s)‖
,

C(s) =
N ′(s)

‖N ′(s)‖
,

W (s) =
τ(s)T (s) + κ(s)B(s)√

κ2(s) + τ 2(s)
.

Bu durumda bu e§rinin alternatif çat�ya göre türev formülleri ise ³u ³ekilde tan�m-

lan�r:

d

dr


N(s)

C(s)

W (s)

 =


0 f(s) 0

−f(s) 0 g(s)

0 −g(s) 0



N(s)

C(s)

W (s)

 .

Burada f(s) =
√
κ2(s) + τ 2(s) ve g(s) = σ(s)f(s) (σ diferensiyellenebilir bir fonksiyon)

s�ras�yla e§rinin bu çat�ya göre e§rilik fonksiyonlar�d�r (Uzuno§lu 2016).
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O halde bir e§rinin Frenet çat�s� ile {N,C,W} çat�s� aras�nda ³u ba§�nt�y� elde ederiz:
N(s)

C(s)

W (s)

 =


0 1 0

− κ√
κ2 + τ 2

0
τ√

κ2 + τ 2
τ√

κ2 + τ 2
0

κ√
κ2 + τ 2



T (s)

N(s)

B(s)

 .

Tan�m 2.1.21 (Helis) α : I → E3, 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir e§ri olsun. E§er α

e§risinin her noktas�ndaki te§et vektörü sabit bir do§rultu ile sabit bir aç� yap�yorsa

bu e§riye bir helis ad� verilir (Stoker 1969).

Teorem 2.1.1 (LancretTeoremi) 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir α(s) : I → E3

e§risi alal�m. α e§risinin bir helis olmas� için gerek ve yeter ³art

H(s) =
τ(s)

κ(s)

harmonik e§rilik fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmas�d�r (Lancret 1806).

Örnek 2.1.1 α(s) = (
2

3
s,

√
5

3
sin s,

√
5

3
cos s) e§risini ele alal�m. E§rinin Frenet

elemanlar� ³u ³ekildedir:

T (s) =

(
2

3
,

√
5

3
cos s ,−

√
5

3
sin s

)
,

N(s) = (0 ,− sin s ,− cos s),

B(s) =

(√
5

3
, −2

3
cos s ,−2

3
sin s

)
,

κ(s) =

√
5

3
ve τ(s) =

2

3
.

Dolay�s�yla
τ

κ
=

2√
5

= sbt. olup, α e§risi bir helistir. Bu helisin ³ekli a³a§�da

verilmi³tir.
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�ekil 2.1 α(s) helisi

Tan�m 2.1.22 (Slant Helis) 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir α(s) : I → E3 e§risi

alal�m. E§rinin her noktas�ndaki asli normal vektör alan� sabit bir do§rultu ile sabit

bir aç� yap�yorsa bu e§riye bir slant helis ad� verilir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

Teorem 2.1.2 α(s) : I → E3, 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir e§ri olmak üzere, bu

e§rinin bir slant helis olabilmesi için gerek ve yeter ³art

σ(s) =

(
κ2

(κ2 + τ 2)3/2
(
τ

κ
)′
)

(s)

fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmas�d�r (Izumiya ve Takeuchi 2004).

Örnek 2.1.2 β(s) =

(
− 1

12
cos 4s− 1

3
cos 2s, − 1

12
sin 4s− 1

3
sin 2s, −2

√
2

3
cos s

)
e§risini ele alal�m. E§rinin Frenet elemanlar� ³u ³ekilde hesaplan�r:

T (s) =

(
1

3
sin 4s+

2

3
sin 2s, −1

3
cos 4s− 2

3
cos 2s,

2
√

2

3
sin s

)
,

N(s) =

(
2
√

2

3
cos 3s,

2
√

2

3
sin 3s,

1

3

)
,

B(s) =

(
1

9
(−4 + 2 cos 2s− cos 4s),

8

9
cos s sin3 s,

2
√

2

9
(2 cos s+ cos 3s)

)
,

κ(s) = 2
√

2 cos s ve τ(s) = −2
√

2

3
sin s.

Bu slant helisin ³ekli a³a§�da verilmi³tir.
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�ekil 2.2 β(s) slant helisi

Tan�m 2.1.23 (Geometrik Süreklilik) Ba³lang�ç noktas� ve biti³ noktas� s�ras�yla

P0 ve Pn olan bir α e§risi ile Q0 ve Qn olan bir β e§risi göz önüne alal�m.

(i) α e§risinin Pn biti³ noktas� ile beta e§risinin Q0 ba³lang�ç noktalar� ayn� ise bu

iki e§riye 0. dereceden geometrik süreklili§e sahip e§riler denir ve G0

ile gösterilir.

(ii) α e§risinin Pn biti³ noktas� ile beta e§risinin Q0 ba³lang�ç noktalar� ayn� ve

ayn� zamanda bu noktadaki te§et vektörleri de paralel ise bu iki e§riye 1.

dereceden geometrik süreklili§e sahip e§riler denir ve G1 ile gösterilir.

(iii) α ve β e§risi G1 süreklili§ine sahip iki e§ri olmak üzere e§rilerin ortak nok-

tas�ndaki ikinci türevleri oranl� (ya da e§rilikleri ayn�) ise bu iki e§riye 2.

dereceden geometrik süreklili§e sahip e§riler denir ve G2 ile gösterilir

(Farin 2002).
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Tan�m 2.1.24 (Yüzey) E2 de aç�k bir alt cümle U olsun.

S : U ⊂ E2 −→ E3

(u, v) −→ S(u, v) = (s1(u, v), s2(u, v), s3(u, v))

³eklinde tan�mlanan diferensiyellenebilir bir S dönü³ümüne E3 Öklid uzay�nda bir

yüzey denir (Millman vd. 1977).

Tan�m 2.1.25 (E§rilik Çizgisi) S, E3 Öklid uzay�nda bir yüzey ve α : I −→ S

bu yüzey üzerinde regüler bir e§ri olsun. Her s ∈ I için α′(s) h�z vektörü, α(s)

noktas�nda S yüzeyinin bir e§rilik vektörü ise α e§risine S yüzeyi üzerinde bir e§rilik

çizgisi denir (Millman vd. 1977).

Tan�m 2.1.26 (Asimptotik E§ri) S, E3 Öklid uzay�nda bir yüzey ve α : I −→ S

bu yüzey üzerinde regüler bir e§ri olsun. Her s ∈ I için α′(s) h�z vektörü, α(s)

noktas�nda S yüzeyinin bir asimptotik vektörü ise α e§risine S yüzeyi üzerinde bir

asimptotik e§ri denir (Millman vd. 1977).

Tan�m 2.1.27 (Geodezik E§ri) S, E3 Öklid uzay�nda bir yüzey ve α : I −→ S

bu yüzey üzerinde regüler bir e§ri olmak üzere S yüzeyinin birim dik vektör alan� n

olsun. α′′ vektör alan�, n ◦ α vektör alan�na paralel ise α e§risine S yüzeyi üzerinde

bir geodezik e§ri denir (Millman vd. 1977).

Tan�m 2.1.28 (Darboux Çat�s�) S, E3 Öklid uzay�nda bir yüzey ve α : I −→ S

de S yüzeyi üzerinde birim h�zl� bir e§ri olsun. Bu durumda {T (s), Y (s), n(s)}

vektör cümlesine α e§risinin S yüzeyi üzerindekiDarboux çat�s� ad� verilir. Burada

T (s) α e§risinin birim te§eti, n ise S yüzeyinin α e§risi boyunca birim normali ve

Y = n× T olarak tan�mlan�r (Sabuncuo§lu 2014).
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Teorem 2.1.3 S, E3 uzay�nda bir yüzey ve α : I −→ S de S yüzeyi üzerinde birim

h�zl� bir e§ri olsun. Bu durumda Darboux çat�s�n�n türev formülleri ³u ³ekildedir:

d

ds


T (s)

Y (s)

n(s)

 =


0 kg kn

−kg 0 τg

−kn −τg 0



T (s)

Y (s)

n(s)

 . (2.4)

Burada kg = 〈α′′, Y 〉, kn = 〈α′′, n〉 ve τg = −〈n, Y 〉 say�lar� Darboux çat�s�n�n

e§rilikleri olup s�ras�yla, geodezik e§rilik, normal e§rilik ve geodezik burulma olarak

adland�r�l�rlar.

Tan�m 2.1.29 (Regle Yüzey) α : I −→ E3 e§risi ve birim uzunlukta bir D

do§rusu verildi§ini varsayal�m. D do§rusunun α e§risi boyunca hareket ettirilmesi

sonucu olu³an yüzeye bir regle yüzey denir. Matematiksel olarak ³u ³ekilde ifade

edilir:

S(s, v) = α(s) + vD(s).

Burada α e§risine regle yüzeyin dayanak e§risi, D(s) do§rusuna ise regle yüzeyin

do§rultman� ad� verilir. Ayr�ca α(s) noktas�ndan geçen ve D(s) vektörüne paralel

olan do§ruya, α(s) noktas�ndan geçen ana do§ru denir (Farin 2002).

Tan�m 2.1.30 (Aç�labilir Yüzey) S bir regle yüzey olmak üzere, S regle yüzeyinin

dik vektör alan�, yüzeyin ana do§rular� boyunca paralel kal�yorsa bu regle yüzeye

bir aç�labilir yüzey ad� verilir (Sabuncuo§lu 2014).

2.2 Bézier E§rileri

Bézier E§rileri, Frans�z Mühendis Pierre Bézier taraf�ndan 1970 y�l�nda Renault

otomobil gövdelerinin tasar�m�nda kullan�lmak üzere geli³tirilmi³ Spline yakla³�m

metodudur. Bu e§riler bilgisayar gra�klerinde ve Bilgisayar Destekli Tasar�m (CAD)

uygulamalar�nda s�kça kullan�lmaktad�r.
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Bézier e§rileri gerçek interpolasyon spline'� de§ildir. Zira bu e§riler normal olarak

bütün veri noktalar�ndan geçmezler. Bu ba§lamda Bézier e§rileri en küçük kareler

e§rileriyle benzerlik göstermektedirler. Bununla birlikte Bézier e§rileri veri nokta-

lar�n�n belirledi§i çokgenin içinde kalma özelli§ine sahiptirler. Ayr�ca bu e§riler güzel

bir geometrik özelli§e de sahiptirler ki, noktalardan biri de§i³tirildi§inde e§rinin

sadece müdahale edilen k�sm� de§i³erek yerel bir etki görülmektedir. Yani, bu veri

noktalar�n�n kullan�m� sayesinde kullan�c� görsel olarak ula³abilece§i sonuçlar� önce-

den kestirebilmektedir. Dolay�s�yla bu veri noktalar� e§rinin geçti§i noktalar de§il

(ilk ve son nokta hariç), e§rinin ³eklini belirlemek için kullan�lan noktalard�r.

Bézier e§rileri, matematiksel olarak genellikle Bernstein polinomlar� baz al�narak

ifade edilir. Buna göre n'inci dereceden temel fonksiyon, kontrol noktalar� i ile

parametrize edilmek üzere ³u ³ekilde verilebilir.

Bi,n(u) =

n
i

ui(1− u)n−i.

Burada

n
i

 =
n!

i!(n− i)!
dir. n'inci dereceden bir Bézier e§risi n+1 nokta taraf�n-

dan belirlenir ve kontrol edilir. �imdi ise Bézier e§rilerinin genel formülünü verelim.

Pi i'inci kontrol (veri) noktas� ve Bi,n ilgili Bernstein polinomu olmak üzere Bézier

e§risi ³u ³ekilde ifade edilir.

α(u) =
n∑
i=0

PiBi,n, 0 ≤ u ≤ 1.

• n=2 için P0, P1 ve P2 noktalar�yla tan�mlanan α(u) e§risi kuadratik bir Bézier

e§risi belirtmektedir.

α(u) = (1− u)2P0 + 2(1− u)uP1 + u2P2.

Dolay�s�yla u = 0 için P (0) = P0 ve u = 1 için P (1) = P2 oldu§u görülmek-

tedir. Buna göre u parametresi 0 ile 1 aras�nda de§i³irken ilk kontrol nok-

tas� ile üçüncü (son) kontrol noktas� aras�nda bir e§ri çizilmektedir. Üç nokta

do§rusal olmad�§� sürece e§ri hiçbir zaman P1 noktas�ndan asla geçmez. Sonuç
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olarak kuadratik bir Bézier e§risinin üzerindeki noktalar�n koordinatlar�, bu

e§riyi tan�mlamak için kullan�lan üç noktan�n koordinatlar�n�n a§�rl�kl� orta-

lamas�d�r.

• n=3 için P0, P1, P2 ve P3 noktalar�yla tan�mlanan bir β(u) e§risi kübik bir

Bézier e§risi belirtir.

β(u) = (1− u)3P0 + 3(1− u)2uP1 + 3(1− u)u2P2 + u3P3, 0 ≤ u ≤ 1.

Tekrar kolayca görülebilir ki β(0) = P0 ve β(1) = P3 ³eklindedir. Ara noktalar

(P1 ve P2) e§ri üzerinde yer almazlar ancak e§rinin ³eklini belirlerler.

�ekil 2.3-2.4'de baz� Bézier e§ri örnekleri verilmi³tir.

�ekil 2.3 (1, -1, 2), ( 1
2
, -2, 0), (- 3

2
, -1, -2) kontrol noktalar�yla verilen kuadratik bir

Bézier e§risi
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�ekil 2.4 (0, 0, 0), (1, 2, -1), (2, -1, 1
2
), (3, 0, 2) kontrol noktalar�yla verilen kübik

bir Bézier e§risi

2.3 Pisagor Hodograf E§rileri

Bu bölümde Pisagor-Hodograf (PH) e§rilerini tan�mlay�p daha sonra bu e§riler için

önemli bir teorem verece§iz.

Tan�m 2.3.1 α(s) = (α1(s), α2(s), α3(s)) e§risi E3 Öklid uzay�nda bir polinom

e§risi olsun. E§er α(s) e§risinin h�z� bir polinom ise yani a³a§�daki ³art� sa§lay-

acak ³ekilde bir σ(s) reel polinomu mevcut ise, α e§risine bir Pisagor Hodograf

(PH) e§risi denir (Farouki 2008).

(α′1(s))
2 + (α′2(s))

2 + (α′3(s))
2 = σ2(s).

Teorem 2.3.1 E3 Öklid uzay�nda verilen bir α(s) = (α1(s), α2(s), α3(s)) e§risinin

bir PH e§risi olabilmesi için gerek ve yeter ³art a³a§�daki formda U(s), V (s), P (s)
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ve Q(s) polinomlar�n�n mevcut olmas�d�r (Farouki 2008):

γ′1 = U2 + V 2 − P 2 −Q2,

γ′2 = 2UQ+ 2PV,

γ′3 = 2V Q− 2PU,

σ = U2 + V 2 + P 2 +Q2.

2.4 Öklid Uzay�nda Isophote E§riler

Tan�m 2.4.1 P (s, t) 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir yüzey ve α ise P yüzeyi üzerinde

s yay parametresi ile parametrelendirilmi³ bir e§ri olsun. E§er α e§risi boyunca P

yüzeyinin birim normal vektörleri n(s, t) sabit bir u do§rultusu ile sabit bir θ aç�s�

yap�yorsa, α e§risine P yüzeyi üzerinde bir isophote e§ri ad� verilir.

Matematiksel olarak ifade edecek olursak; α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir isophote

e§ri olma ³art�

〈n(s, t), u〉 = cos θ, (2.5)

olacak ³ekilde sabit bir u vektörünün ve sabit bir θ aç�s�n�n bulunmas�d�r. Burada

n(s, t), P (s, t) yüzeyinin α e§risi boyunca birim normallerini ifade eder. E§er θ aç�s�

özel olarak
π

2
radyan ise, yani

〈n(s, t), u〉 = cos
π

2
= 0, (2.6)

ise bu durumda α e§risi P yüzeyi üzerinde bir silüet e§ri olarak adland�r�l�r.

Darboux çat�s�n�n türev formülleri ve (2.5) denklemi kullan�larak bir isophote e§rinin

u ekseni Darboux çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde edilir:

u = ± τg√
k2n + τ 2g

sin θT∓ kn√
k2n + τ 2g

sin θY+ cos θn. (2.7)

Burada kn normal e§rili§i, τg ise geodezik burulmay� temsil eder (Do§an ve Yayl�

2015).
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E§er u eksenini Frenet çat�s� bak�m�ndan yeniden düzenleyecek olursak

u = ± cosψ sin θT+ (∓ sinψ sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ)N

+(± sinψ sin θ sinϕ+ cos θ cosϕ)B
(2.8)

ifadesini elde ederiz. Burada ϕ aç�s� e§ri boyunca yüzey normali n ile e§rinin binor-

mali B aras�ndaki aç�n�n ölçüsüdür, ψ = arccos(
τ − ϕ′√

(κ sinϕ)2 + (τ − ϕ′)2
).

�ekil 2.5 Isophote e§rilerin geometrisi

�imdi birle³ik yüzeylerin sürekliliklerinin isophote e§riler yard�m�yla incelenmesini

ifade edecek olan ve birçok uygulamada önemli bir yer olu³turan ³u teoremi verelim:

Teorem 2.4.1 Ortak bir l e§risi boyunca birle³en P1 ve P2 parametrik yüzeylerini

ele alal�m. E§er P1 ve P2 yüzeyleri üzerinde u eksenli isophote e§rilerin ailesi a³a§�-

daki özellikleri sa§l�yorsa, bu yüzeyler l boyunca Gn+1(n ≥ 1) süreklili§ine sahiptir:

(1) P1 ve P2 yüzeylerinin isophote e§rileri l e§risinin hiçbir noktas�nda kritik nok-

taya sahip de§ildir.
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(2) P1 ve P2 yüzeylerinin isophote e§rileri l e§risinin hiçbir noktas�nda l ye te§et

de§ildir.

(3) l e§risinin hiçbir noktas�nda, u ekseninin P1 ve P2 yüzeylerinin te§et düzlem-

lerine izdü³üm vektörü l ye te§et de§ildir.

(4) P1 ve P2 yüzeylerinin isophote e§rileri l e§risi boyunca Gn süreklili§ine sahiptir.

(Heisel 1996).

Yukar�daki teoremden de anla³�laca§� gibi bir e§ri boyunca birle³en iki yüzeyin

süreklili§ini incelemek yerine bu yüzeylerin üzerindeki isophote e§rilerin süreklili§ini

incelemek yeterlidir ve bu i³lem daha kolayd�r. Örne§in, isophote e§rileri G0 süreklil-

i§i ile birle³en iki yüzey G1 süreklili§ine sahiptir. Teoremin bir uygulamas� olarak

a³a§�daki ³ekil 2.6-2.8'i verebiliriz:

�ekil 2.6 G1 yüzey üzerindeki G0 isophote e§riler
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�ekil 2.7 G2 yüzey üzerindeki G1 isophote e§riler

�ekil 2.8 G3 yüzey üzerindeki G2 isophote e§riler

Yukar�da verilenlerden ç�kar�labilecek di§er bir önemli sonuçta u eksenine ba§l�

olarak isophote e§rilerin de§i³imidir. Yani, �³�k do§rultusu de§i³ti§i zaman e§rilerin

davran�³� da de§i³mektedir. �imdi ise eksenlerin, isophote e§rilerin durumlar�na olan
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etkilerini anlamak amac�yla a³a§�daki objeler ve üzerindeki isophote e§rileri verelim.

Bu objeler ve isophote e§riler AutoCAD program� yard�m�yla çizilmi³tir.

(a) (b)

(c)

�ekil 2.9 Bir elma ve verilen eksenlere sahip isophote e§rileri

a. Kamera bak�³ aç�s�, b. −→u = (−3, 2,−3), c. −→u = (0, 0, 1)

(a) (b)

(c)

�ekil 2.10 Bir el ve verilen eksenlere sahip isophote e§rileri

a. Kamera bak�³ aç�s�, b. −→u = (−1, 5,−6), c. −→u = (2, 4, 2)
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(a) (b) (c)

�ekil 2.11 Bir kupa ve farkl� �³�k vektörleri ile verilmi³ isophote e§rileri

a. Kamera bak�³ aç�s�, b. −→u = (1, 0, 1), c. −→u = (0, 0, 1)

(a) (b)

(c)

�ekil 2.12 Bir at �gürü ve farkl� �³�k vektörleri ile verilmi³ isophote e§rileri

a. Kamera bak�³ aç�s�, b. −→u = (2,−1, 0), c. −→u = (0, 0, 1)
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(a) (b) (c)

�ekil 2.13 Bir robot ve farkl� �³�k vektörleri ile verilmi³ isophote e§rileri

a. Kamera bak�³ aç�s�, b. −→u = (1, 0, 0), c. −→u = (0, 0, 1)

2.5 Minkowski Uzay�nda Isophote E§riler

Bu bölümde öncelikle E3
1 3-boyutlu Minkowski uzay�nda baz� temel tan�m ve kavram-

lar� verece§iz, ard�ndan E3
1 Minkowski uzay�nda isophote e§rilerin karakteristik özel-

liklerini ara³t�raca§�z.

Tan�m 2.5.1 (Yar� Öklidiyen Uzay) Rn n-boyutlu standart reel vektör uzay� ol-

sun. ∀U = (u1, u2, · · · , un), V = (v1, v2, · · · , vn) ∈ Rn için,

〈· , ·〉L : Rn × Rn → R

(U, V ) → 〈U, V 〉L =

p∑
i=1

uivi −
n∑

j=p+1

ujvj

biçiminde tan�mlanan p indeksli fonksiyon Rn de pozitif tan�ml� olmayan bir iç

çarp�m belirtir. Bu iç çarp�ma Lorentz iç çarp�m� ad� verilir. Bu iç çarp�m üzerinde

tan�ml� uzaya da yar� Öklidiyen uzay ad� verilir ve Enp ile gösterilir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.5.2 (Minkowski Uzay�) Enp yar� Öklidiyen uzay�nda p = 1 ve n ≥ 2 ise

olu³an En1 uzay� n-boyutlu Minkowski uzay� olarak adland�r�l�r (O'Neill 1983).

23



Yukar�daki tan�mlara dayanarak Minkowski uzay�nda iç çarp�m�n ³u ³ekilde oldu§unu

kolayca görebiliriz:

〈U, V 〉L = u1v1 + u2v2 + u3v3 + · · ·+ un−1vn−1 − unvn

Minkowski uzay�nda üç farkl� tipte vektör vard�r. �imdi bu vektörleri tan�mlayal�m.

Tan�m 2.5.3 (Spacelike, Timelike ve Lightlike(Null) Vektör) En1 n boyutlu

Minkowski uzay�ndan al�nan her U eleman� için,

(1) E§er 〈U,U〉L > 0 ya da U = 0 ise U ya bir spacelike vektör,

(2) E§er 〈U,U〉L < 0 ise U ya bir timelike vektör,

(3) E§er 〈U,U〉L = 0 ve U 6= 0 ise U ya bir lightlike (null) vektör,

ad� verilir (O'Neill 1983).

Tan�m 2.5.4 (Bir Vektörün Causal Karakteri) En1 n boyutlu Minkowski uza-

y�nda bir U vektörünün causal karakteri εU ile gösterilir ve

εU =


1, U bir spacelike vektör ise

0, U bir lightlike vektör ise

−1, U bir timelike vektör ise

biçiminde tan�mlan�r (Lopez 2014).

Tan�m 2.5.5 (Minkowski Uzay�nda Norm) En1 Minkowski uzay�ndan al�nan ∀U =

(u1, u2, · · · , un) için,

‖U‖L =
√
|〈U,U〉L|

biçiminde tan�mlanan fonksiyona U vektörünün normu ad� verilir. Normu 1 olan

vektöre ise birim vektör ad� verilir (Lopez 2014).
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Tan�m 2.5.6 E3
1 3-boyutlu Minkowski uzay� olmak üzere ∀U = (u1, u2, u3), V =

(v1, v2, v3) ∈ E3
1 için Lorentziyen anlamda vektörel çarp�m� ³u ³ekilde tan�mlan�r:

U ∧L V =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j −k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u2v1 − u1v2).

Minkowski uzay�nda e§riler te§et vektörlerinin türüne göre s�n��and�r�lmaktad�r.

E§er, e§rinin te§et vektörü spacelike ise e§ri spacelike, timelike ise e§ri timelike,

lightlike ise e§ri lightlike e§ri olarak adland�r�l�r (Lopez 2014).

α(s) e§risi 3-boyutlu Minkowski uzay�nda bir e§ri olsun. Bu e§rinin Frenet çat�s�

{T,N,B} olmak üzere bu çat�n�n türev formülleri ³u ³ekilde verilir.

d

ds


T (s)

N(s)

B(s)

 =


0 κ(s) 0

−εT εNκ(s) 0 τ(s)

0 −εNεBτ(s) 0



T (s)

N(s)

B(s)

 (2.9)

Burada εT , εNve εB, s�ras�yla T , N ve B vektörlerinin causal karakterleridir.

Tan�m 2.5.7 (a) U ve V vektörleri E3
1 Minkowski uzay�nda ayn� timelike konide

bulunan vektörler olsun. Bu durumda a³a§�daki ³art� sa§layan bir tek γ ≥ 0

reel say�s� vard�r:

〈U, V 〉 = −‖U‖‖V ‖ cosh γ,

burada γ aç�s� bu vektörler aras�ndaki hiperbolik aç� olarak adland�r�l�r.

(b) E3
1 3-boyutlu Minkowski uzay�nda spacelike U vektörü ile timelike V vektörünü

ele alal�m. O halde a³a§�daki ³art� sa§layan bir tek γ ≥ 0 reel say�s� vard�r:

〈U, V 〉 = ‖U‖‖V ‖ sinh γ.

(c) U ve V vektörleri spacelike vektörler olsun.
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(i) Bu vektörler timelike bir düzlem geriyorsa, a³a§�daki ³art� sa§layan bir

tek γ ≥ 0 reel say�s� vard�r:

〈U, V 〉 = ‖U‖‖V ‖ cosh γ.

(ii) Bu vektörler spacelike bir düzlem geriyorsa, a³a§�daki ³art� sa§layan bir

tek γ ≥ 0 reel say�s� vard�r:

〈U, V 〉 = ‖U‖‖V ‖ cos γ.

Minkowski uzay�nda bir S yüzeyi ele alal�m. E§er yüzey üzerine indirgenmi³ metrik

pozitif tan�ml� Riemann metri§i ise S bir spacelike yüzey, e§er indirgenmi³ metrik

Lorentz metri§i ise S yüzeyi bir timelike yüzey olarak adland�r�lmaktad�r (Lopez

2014).

Tan�m 2.5.8 (Minkowski Pisagor Hodograf) γ(s) = (γ1(s), γ2(s), γ3(s)) e§risi

E3
1 Minkowski uzay�nda bir polinom e§risi olsun. E§er a³a§�daki ³art� sa§layacak

³ekilde bir σ(s) reel polinomu mevcut ise, γ e§risine bir Minkowski Pisagor

Hodograf (MPH) e§risi denir (Farouki 2008).

(γ′1(s))
2 + (γ′2(s))

2 − (γ′3(s))
2 = σ2(s)

Teorem 2.5.1 E3
1 Minkowski uzay�nda γ(s) = (γ1(s), γ2(s), γ3(s)) e§risinin bir MPH

e§risi olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar� sa§layacak ³ekilde U(s), V (s),

P (s) ve Q(s) polinomlar�n�n mevcut olmas�d�r (Farouki 2008):

γ′1 = U2 − V 2 + P 2 −Q2,

γ′2 = 2UV − 2PQ,

γ′3 = 2UP − 2V Q,

σ = U2 − V 2 + P 2 −Q2.

�imdi, Minkowski uzay�nda bir yüzey üzerinde bulunan ve null olmayan bir isophote

e§rinin eksenini verelim. �lk olarak yüzey, timelike bir yüzey olsun. Bu durumda
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yüzey normali olan n vektörü spacelike bir vektördür. Timelike yüzey üzerinde hem

timelike hem de spacelike e§riler olaca§�ndan iki ayr� durumda inceleyece§iz.

�lk olarak e§riyi spacelike alal�m:

Durum 2.5.1 u ekseni bir spacelike vektör ise, Tan�m 2.5.7 gere§i

〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= cosh θ ya da
〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= cosα,

elde ederiz. Burada θ ve α sabit aç�lard�r.

(a) Kabul edelim ki
〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= cosh θ olsun. E§rinin binormal vektörü bir

spacelike vektör ise, isophote e§rinin u spacelike ekseni Frenet çat�s� bak�m�n-

dan ³u ³ekilde elde edilir.

u = ± sinhψ sinh θT (s) + (± coshψ sinh θ coshϕ+ cosh θ sinhϕ)N(s)

+(± coshψ sinh θ sinhϕ+ cosh θ coshϕ)B(s). (2.10)

E§er e§rinin binormal vektörü timelike bir vektör ise, isophote e§rinin u space-

like ekseni Frenet çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde edilir.

u = ± sinhψ sinh θT (s) + (∓ coshψ sinh θ sinhϕ+ cosh θ coshϕ)N(s)

+(∓ coshψ sinh θ coshϕ+ cosh θ sinhϕ)B(s). (2.11)

Burada ϕ yüzey normali ile e§rinin binormali aras�ndaki aç�y� ifade eder ve

sinhψ =
τ + ϕ′√

(κ coshϕ)2 − (τ + ϕ′)2
dir.

(b) Kabul edelim ki
〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= cosα olsun. E§rinin binormal vektörü spacelike

bir vektör ise, isophote e§rinin u spacelike ekseni Frenet çat�s�na göre ³u ³ekilde

elde edilir.

n = ± coshψ sinαT (s) + (± sinhψ sinα coshϕ+ cosα sinhϕ)N(s)

+(± sinhψ sinα sinhϕ+ cosα coshϕ)B(s), (2.12)
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E§er e§rinin binormal vektörü bir timelike vektör ise, u spacelike ekseni Frenet

çat�s�na göre ³u ³ekilde elde edilir:

u = ± coshψ sinαT (s) + (∓ sinhψ sinα sinhϕ+ cosα coshϕ)N(s)

+(∓ sinhψ sinα coshϕ+ cosα sinhϕ)B(s). (2.13)

Burada ϕ yüzey normali ile e§rinin binormali aras�ndaki aç�y� ifade eder ve

coshψ =
τ + ϕ′√

(τ + ϕ′)2 − (κ coshϕ)2
dir.

Durum 2.5.2 u ekseni bir timelike vektör ise, Tan�m 2.5.7 gere§i

〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= sinh θ.

elde ederiz. E§er e§rinin binormal vektörü bir spacelike vektör ise, u timelike eks-

enini Frenet çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde ederiz.

u = ± sinhψ cosh θT (s) + (± coshψ cosh θ coshϕ+ sinh θ sinhϕ)N(s)

+(± coshψ cosh θ sinhϕ+ sinh θ coshϕ)B(s), . (2.14)

E§er e§rinin binormal vektörü bir timelike vektör ise, u timelike eksenini Frenet

çat�s�na göre a³a§�daki gibi elde ederiz:

u = ± sinhψ cosh θT (s) + (∓ coshψ cosh θ sinhϕ+ sinh θ coshϕ)N(s)

+(∓ coshψ cosh θ coshϕ+ sinh θ sinhϕ)B(s). (2.15)

Burada ϕ yüzey normali ile e§rinin binormali aras�ndaki aç�y� ifade eder ve

sinhψ =
τ + ϕ′√

(κ coshϕ)2 − (τ + ϕ′)2
dir.

�imdi e§riyi timelike al�p, u eksenini elde edelim:

Durum 2.5.3 u ekseni bir spacelike vektör ise, Tan�m 2.5.7 gere§i

〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= cos θ ya da
〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= coshα,

elde ederiz. Burada θ ve α sabit aç�lard�r.
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(a) Kabul edelim ki
〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= cos θ olsun. O halde u spacelike ekseni Frenet

çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde edelir:

u = ± sinhψ sin θT (s) + (± coshψ sin θ cosϕ− cos θ sinϕ)N(s)

+(± coshψ sin θ sinϕ+ cos θ cosϕ)B(s). (2.16)

Burada sinhψ =
τ + ϕ′√

(κ sinϕ)2 − (τ + ϕ′)2
dir.

(b) Varsayal�m ki
〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= coshα olsun. Kolay bir hesaplamayla, e§rinin u

spacelike eksenini Frenet çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde ederiz:

u = ± coshψ sinhαT (s) + (± sinhψ sinhα cosϕ− coshα sinϕ)N(s)

+(± sinhψ sinhα sinϕ+ coshα cosϕ)B(s). (2.17)

Burada ϕ yüzey normali ile e§rinin binormali aras�ndaki aç�y� ifade eder ve

coshψ =
τ + ϕ′√

(τ + ϕ′)2 − (κ sinϕ)2
dir.

Durum 2.5.4 u ekseni bir timelike vektör ise, Tan�m 2.5.7 gere§i

〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= sinh θ.

Bu durumda, u timelike ekseni Frenet çat�s� bak�m�ndan a³a§�daki gibi elde edilir:

u = ± coshψ cosh θT (s) + (± sinhψ cosh θ cosϕ− sinh θ sinϕ)N(s)

+(± sinhψ cosh θ sinϕ+ sinh θ cosϕ)B(s), (2.18)

Burada ϕ yüzey normali ile e§rinin binormali aras�ndaki aç�y� ifade eder ve

coshψ =
τ + ϕ′√

(τ + ϕ′)2 − (κ sinϕ)2
dir.

�imdi ise yüzeyi spacelike al�p, bu durumda yüzey üzerinde isophote e§rilerin eksen-

lerini verelim. Spacelike bir yüzey üzerinde spacelike e§rilerin oldu§unu biliyoruz.

Ayr�ca yüzey spacelike oldu§undan yüzey normali timelike bir vektördür. Yine

isophote e§rinin eksenini iki durumda inceleyece§iz.
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Durum 2.5.5 u ekseni ve yüzeyin n normali ayn� timelike konide bulunan iki vektör

olmak üzere Tan�m 2.5.7 gere§i

〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= − cosh θ.

elde ederiz. Dolay�s�yla, e§rinin binormal vektörü bir timelike vektör ise, u timelike

ekseni Frenet çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde edilir.

u = ± cosψ sinh θT (s) + (∓ sinψ sinh θ coshϕ+ cosh θ sinhϕ)N(s)

+(∓ sinψ sinh θ sinhϕ+ cosh θ coshϕ)B(s), (2.19)

E§er e§rinin binormal vektörü spacelike bir vektör ise, o halde eksen

u = ± cosψ sinh θT (s) + (± sinψ sinh θ sinhϕ+ cosh θ coshϕ)N(s)

+(± sinψ sinh θ coshϕ+ cosh θ sinhϕ)B(s), (2.20)

olarak bulunur.

Durum 2.5.6 u ekseni spacelike bir vektör ise, Tan�m 2.5.7 gere§i

〈n(s, t), u 〉
‖n(s, t)‖

= sinh θ.

elde ederiz. Dolay�s�yla, eksen Frenet çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde edilir:

E§rinin binormal vektörü timelike bir vektör ise,

u = ± cosψ cosh θT (s) + (∓ sinψ cosh θ coshϕ− sinh θ sinhϕ)N(s)

+(∓ sinψ cosh θ sinhϕ− sinh θ coshϕ)B(s), (2.21)

spacelike bir vektör ise,

u = ± cosψ cosh θT (s) + (± sinψ cosh θ sinhϕ− sinh θ coshϕ)N(s)

+(± sinψ cosh θ coshϕ− sinh θ sinhϕ)B(s), (2.22)

bulunur. Burada ϕ yüzey normali ile e§rinin binormali aras�ndaki aç�y� ifade eder

ve ψ = arccos(
τ + ϕ′√

(κ coshϕ)2 + (τ + ϕ′)2
) dir.
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3. 3-BOYUTLU ÖKL�D UZAYINDA ORTAK B�R ISOPHOTE E�R�Y�

�ÇEREN YÜZEYLER�N PARAMETR�K GÖSTER�MLER�

Bu bölümde 3-boyutlu Öklid uzay�nda verilen bir e§ri ve bu e§rinin Frenet çat�s�

yard�m�yla, bu e§riyi isophote e§ri olarak bar�nd�ran tüm yüzeyler için karakteriza-

syonlar ve örnekler verece§iz.

P (s, t) bir regüler yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde birim h�zl� bir izoparametrik

e§ri olsun. α e§risine ve e§rinin Frenet çat�s�na ba§l� olarak P (s, t) yüzeyinin denk-

lemi ³u ³ekilde verilebilir (�ekil 3.1):

P (s, t) = α(s) + (λ1(s, t), λ2(s, t), λ3(s, t))


T (s)

N(s)

B(s)

 ; 0 ≤ s ≤ I, 0 ≤ t ≤ J. (3.1)

Bu denklemde λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyonlar� C1 s�n�f�ndan fonksiyonlard�r.

�ekil 3.1 α(s) e§risi ve Frenet çat�s�na ba§l� olarak üretilen P (s, t) yüzeyi

�imdi, izoparametrik α e§risinin P yüzeyi üzerinde isophote e§ri olmas� için

yüzeyin sa§lamas� gereken ³artlar� elde edelim. Öncelikle, α e§risi P yüzeyi üzerinde
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bir izoparametrik e§ri oldu§undan dolay� bir t0 ∈ [0, J ] parametresi için

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0,

0 ≤ s ≤ I,

(3.2)

e³itli§i sa§lan�r.

Di§er yandan Tan�m 2.4.1 gere§i, α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir isophote

e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art e§ri boyunca n(s, t0) yüzey normallerinin sabit

bir u vektörü ile sabit bir θ aç�s� yapmas�d�r. Yüzey normalini

n(s, t) =
∂P (s, t)

∂s
× ∂P (s, t)

∂t

e³itli§i yard�m�yla hesaplayabiliriz. (3.1) denklemini kullanarak kolay bir hesapla-

mayla yüzey normali ³u ³ekilde elde edilir:

n(s, t) =

(
1− λ2(s, t)κ(s) +

∂λ1(s, t)

∂s
, λ1(s, t)κ(s)− λ3(s, t)τ(s) +

∂λ2(s, t)

∂s
,

λ2(s, t)τ(s) +
∂λ3(s, t)

∂s

)


0 B(s) −N(s)

−B(s) 0 T (s)

N(s) −T (s) 0





∂λ1(s, t)

∂t
∂λ2(s, t)

∂t
∂λ3(s, t)

∂t

 .

Dolay�s�yla, t = t0 alarak izoparametrik e§ri boyunca yüzey normalini

n(s, t0) = φ1(s, t0)T (s) + φ2(s, t0)N(s) + φ3(s, t0)B(s) (3.3)

denklemi yard�m�yla veririz. Burada katsay� fonksiyonlar�

φ1(s, t0) =
∂λ2(s, t0)

∂s

∂λ3(s, t0)

∂t
− ∂λ3(s, t0)

∂s

∂λ2(s, t0)

∂t
,

φ2(s, t0) = −
(

1 +
∂λ1(s, t0)

∂s

)
∂λ3(s, t0)

∂t
+
∂λ3(s, t0)

∂s

∂λ1(s, t0)

∂t
,

φ3(s, t0) =

(
1 +

∂λ1(s, t0)

∂s

)
∂λ2(s, t0)

∂t
− ∂λ2(s, t0)

∂s

∂λ1(s, t0)

∂t
.

(3.4)

³eklindedir.

Ayr�ca e§ri, yüzey üzerinde bir izoparametrik e§ri oldu§undan yani x(s, t0) = y(s, t0) =

z(s, t0) = 0 oldu§undan dolay� x, y ve z fonksiyonlar�n�n s parametresine göre k�smi
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türevleri s�f�ra e³ittir.

Dolay�s�yla (3.4) ifadesini ³u ³ekilde yeniden düzenleyebiliriz:

φ1(s, t0) = 0,

φ2(s, t0) = −∂λ3(s, t0)
∂t

,

φ3(s, t0) =
∂λ2(s, t0)

∂t
.

(3.5)

Buradan e§ri boyunca yüzey normali

n(s, t0) = φ2(s, t0)N(s) + φ3(s, t0)B(s) = −∂λ3(s, t0)
∂t

N(s) +
∂λ2(s, t0)

∂t
B(s) (3.6)

³eklinde elde edilir.

Yukar�daki i³lemlerle e§ri boyunca yüzey normalini elde ettik. Dolay�s�yla isophote

³art�n� kullanarak

〈n(s, t0), u〉
‖n(s, t0)‖

=
1√

[φ2(s, t0)]2 + [φ3(s, t0)]2

[(
∓ sinψ sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ

)
φ2(s, t0)

(3.7)

+
(
± sinψ sin θ sinϕ+ cos θ cosϕ

)
φ3(s, t0)

]
= cos θ = sbt.,

e³itli§ini elde ederiz, burada ψ = arccos(
τ − ϕ′√

(κ sinϕ)2 + (τ − ϕ′)2
) dir.

Di§er taraftan ϕ nin e§ri boyunca yüzey normali n ile e§rinin binormali B aras�ndaki

aç� oldu§unu dü³ünerek ³u denklemi yazabiliriz:

〈n(s, t0), B〉
‖n(s, t0)‖

=
φ3(s, t0)√

[φ2(s, t0)]2 + [φ3(s, t0)]2
= cosϕ. (3.8)

Ayr�ca kolayca görülebilir ki bir e§rinin bir yüzey üzerinde isophote e§ri olmas� için

ϕ ile θ aç�s� aras�nda e§rinin e§rilikleri cinsinden a³a§�daki e³itlik sa§lanmal�d�r.

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt. (3.9)

Burada H =
τ − ϕ′

κ sinϕ
dir.

Sonuç olarak (3.2), (3.7), (3.8) ve (3.9) denklemlerini kullanarak basit bir hesapla-

mayla a³a§�daki teoremi elde ederiz.
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Teorem 3.1 α(s) : [0, I] ⊂ R→ E3, s yay parametresi ile parametrelendirilmi³ bir

e§ri ve P (s, t) regüler bir yüzey olsun. α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir

izoparametrik ve isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0

−∂λ3(s, t0)
∂t

cos(ϕ(s)) =
∂λ2(s, t0)

∂t
sin(ϕ(s))

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt.

ba§�nt�lar�n�n sa§lanmas�d�r. Burada H =
τ − ϕ′

κ sinϕ
dir.

E§er yüzey normalini birim al�rsak [φ2(s, t0)]
2 + [φ3(s, t0)]

2 = 1 olur ve buradan da

a³a§�daki sonucu kolayca elde ederiz.

Sonuç 3.1 α(s) izoparametrik e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir isophote e§ri

olmas� için gerek ve yeter ko³ul

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0

∂λ3(s, t0)

∂t
= − sin(ϕ(s))

∂λ2(s, t0)

∂t
= cos(ϕ(s))

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt.

e³itliklerinin gerçeklenmesidir.

Uyar� 3.1 Kolayca gösterilebilir ki e§er ϕ = π/2 ise α e§risi P yüzeyi üzerinde ayn�

zamanda bir geodezik, ϕ = 0 ise ayn� zamanda bir asimptotik e§ridir.

Daha iyi analiz ve pratik uygulamalar için λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyonlar�n�
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iki çarpana ayr�labildi§ini dü³ünerek inceleyelim:

λ1(s, t) = l(s)Λ1(t)

λ2(s, t) = m(s)Λ2(t)

λ3(s, t) = n(s)Λ3(t).

Burada l(s), m(s), n(s), Λ1(t), Λ2(t) ve Λ3(t) fonksiyonlar� C1 s�n�f�ndan fonksiyon-

lard�r. Bu ³artlar alt�nda a³a§�daki sonucu elde ederiz:

Sonuç 3.2 Bir α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir isophote e§ri olmas� için

gerek ve yeter ko³ul


Λ1(t0) = Λ2(t0) = Λ3(t0) = 0,

m(s)Λ′2(t0) = cosϕ, n(s)Λ′3(t0) = − sinϕ,

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt.

ifadelerinin sa§lanmas�d�r.

�imdi ise λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyonlar�n� sadece t parametresine ba§l�

olarak seçelim. Bu durumda ϕ aç�s�n�n sabit olmas� gerekti§i a³ikard�r. Ayr�ca

biliyoruz ki kübik polinomlar tasar�mc�lar için çok kullan�³l� araçlardan bir tanesidir.

Dolay�s�yla, Λ1(t),Λ2(t) ve Λ3(t) fonksiyonlar�n� kübik polinomlar olarak seçersek

a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.3 Bir α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir isophote e§ri olmas� için

gerek ve yeter ko³ul

Λ1(t) = η1(t− t0) + η2(t− t0)2 + η3(t− t0)3

Λ2(t) = cosϕ(t− t0) + ν2(t− t0)2 + ν3(t− t0)3

Λ3(t) = − sinϕ(t− t0) + ε2(t− t0)2 + ε3(t− t0)3

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt.
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e³itliklerinin sa§lanmas�d�r. Burada ηi(i = 1, 2, 3), νj, εj(j = 2, 3) katsay�lar� reel

sabitlerdir ve yüzeyin ³eklini kontrol ederler.

Uyar� 3.2 E§er ηi, νj ve εj katsay�lar�n�n hepsini birden s�f�r al�rsak, kar³�l�k gelen

yüzey n × T do§rultmanl� bir regle yüzey olur. Bu yüzeyin parametrik ifadesi ³u

³ekildedir:

P (s, t) = α(s) + (t− t0)n× T.

Burada n e§ri boyunca yüzey normali, T ise e§rinin binormal vektörüdür.

�imdi isophote e§riler ve yüzey üzerinde baz� özel e§riler aras�ndaki ili³kiyi ifade

eden çizelge 3.1'i verelim:

Çizelge 3.1 Isophote e§riler ile yüzey üzerinde baz� özel e§riler aras�ndaki ili³kiler

θ ϕ α(s)

6= π/2 6= π/2 and 6= 0 isophote e§ri

6= π/2 π/2 isophote-geodezik e§ri

6= π/2 0 isophote-asimptotik e§ri

π/2 6= π/2 and 6= 0 silüet e§ri

π/2 π/2 silüet-geodezik e§ri

π/2 0 silüet-asimptotik e§ri

Çizelge 3.1'deki veriler ve Teorem 3.1 i birlikte göz önüne alarak a³a§�daki sonucu

elde ederiz.

Sonuç 3.4 α(s) e§risi, P (s, t) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik e§ri olsun. O halde

a³a§�dakiler gerçeklenir:

i) α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir isophote-geodezik e§ri olmas� için

gerek ve yeter ³art
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
∂λ2(s, t0)

∂t
= 0,

∂λ3(s, t0)

∂t
= −1,

cot θ = ± H′

κ(1 +H2)3/2
= sbt.

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r. Burada H = τ/κ d�r. Dolay�s�yla bir e§rinin bu

yüzey üzerinde isophote e§ri olmas� için bir slant helis olmas� gerekmektedir.

ii) α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir isophote-asimptotik e§ri olmas� için

gerek ve yeter ³art


∂λ2(s, t0)

∂t
= 1,

∂λ3(s, t0)

∂t
= 0,

tan θ =
τ

κ
= sbt.

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r. Dolay�s�yla bir e§rinin bu yüzey üzerinde isophote

asimptotik e§ri olmas� için bir helis olmas� gerekmektedir.

iii) α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir silüet e§ri olmas� için gerek ve yeter

³art


∂λ3(s, t0)

∂t
= − sin(ϕ(s)),

∂λ2(s, t0)

∂t
= cos(ϕ(s))

H′ + κ cosϕH2 = −κ cosϕ,

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r. Burada H =
τ − ϕ′

κ sinϕ
dir.

iv) α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir silüet-geodezik e§ri olmas� için gerek

ve yeter ³art


∂λ2(s, t0)

∂t
= 0,

∂λ3(s, t0)

∂t
= −1,

H = τ/κ = c(sbt.)

e³itliklerinin sa§lanmas�d�r.

v) α(s) e§risi P (s, t) yüzeyi üzerinde bir silüet-asimptotik e§ri olamaz. Çünkü

gerekli i³lemler yap�ld�§�nda kolayca görülebilir ki
κ

τ
= 0 d�r. Bu da κ = 0

anlam�na gelir. κ = 0 ise α(s) bir do§ru olaca§�ndan τ = 0 olmal�d�r. Bu da

tan�ms�zl�k verir.
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Birim h�zl� e§riler i³lemler aç�s�ndan kolay olmas�na ra§men, pratik uygulamalarda

genellikle birim h�zl� olmayan e§riler kullan�lmaktad�r. Ayr�ca kolayca gösterilebilir

ki birim h�zl� olmayan isophote e§rilerin ekseni de birim h�zl� durumdaki ile ayn�d�r.

Dolay�s�yla, γ(r) birim h�zl� olmayan bir e§ri ise, γ y� bir isophote e§ri olarak içerek

bir yüzey ailesinin karakterizasyonunu ³u ³ekilde verebiliriz:

P (r, t) = γ(r) + (λ1(s, t), λ2(s, t), λ3(s, t))


T (s)

N(s)

B(s)

 . (3.10)

E§er λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyonlar� sadece t parametresine ba§l� ise yüzey

ailesi ³u ³ekilde tekrar verilebilir:

P (r, t) = γ(r) + (Λ1(t),Λ2(t),Λ3(t))


T (s)

N(s)

B(s)

 . (3.11)

3.1 {N,C,W} Çat�s�na Göre Ortak Bir Isophote E§riye Sahip Yüzey

Aileleri

Tezin bu bölümünde, 3-boyutlu Öklid uzay�nda bir α e§risinin bir yüzey üzerinde

isophote e§ri olma ³art�n� {N,C,W} çat�s�na göre karakterize edece§iz. Öncelikle

isophote e§rinin eksenini {N,C,W} çat�s�na ba§l� olarak elde edelim.

Bölüm 2.4 de bir isophote e§rinin u eksenini Frenet çat�s� cinsinden

u = ± cosψ sin θT + (∓ sinψ sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ)N

+(± sinψ sin θ sinϕ+ cos θ cosϕ)B

³eklinde vermi³tik. Bir α(s) e§risinin Frenet çat�s� ile {N,C,W} çat�s� aras�ndaki

geçi³i kullanarak, ekseni {N,C,W} çat�s� bak�m�ndan ³u ³ekilde elde ederiz:

u = (∓ sinψ sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ)N

+(∓ cosψ sin θ
κ

f
± sinψ sin θ sinϕ

τ

f
+ cos θ cosϕ

τ

f
)C

+(± cosψ sin θ
τ

f
± sinψ sin θ sinϕ

κ

f
+ cos θ cosϕ

κ

f
)W.

(3.12)
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�imdi, bir α(s) e§risini izoparametrik ve isophote e§ri olarak içeren bir parametrik

yüzey ailesini {N,C,W} çat�s� bak�m�ndan elde edelim. P (s, t) regüler bir yüzey

ve α(s) de bu yüzey üzerinde bulunan birim h�zl� bir e§ri olsun. α e§risi ve e§rinin

{N,C,W} çat�s� kullan�larak P (s, t) yüzeyinin parametrik denklemi a³a§�daki ³ekilde

yaz�labilir (�ekil 3.2):

P (s, t) = α(s) + (λ1(s, t), λ2(s, t), λ3(s, t))


N(s)

C(s)

W (s)

 ; 0 ≤ s ≤ I, 0 ≤ t ≤ J.

(3.13)

Bu denklemde λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyonlar� C1 s�n�f�ndan fonksiyonlard�r.

�ekil 3.2 α(s) e§risi ve {N,C,W} çat�s�na ba§l� olarak üretilen P (s, t) yüzeyi

�lk olarak α(s) e§risi bu yüzey üzerinde bir izoparametrik e§ri olaca§�ndan bir t0 ∈

[0, J ] parametresi için P (s, t0) = α(s), yani

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0,

0 ≤ s ≤ I,

(3.14)

olmal�d�r.

Di§er taraftan, α(s) e§risi P (s, t) yüzeyi üzerinde bir isophote e§ri olaca§�ndan e§ri
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boyunca yüzey normalleri n(s, t0) sabit bir u ekseni ile sabit bir θ aç�s� yapar. O

halde e§ri boyunca yüzey normalini hesaplayal�m. Yüzey normalini hesaplamak için

yüzey denkleminin s ve t parametrelerine göre k�smi türevlerini vektörel çarpmal�y�z,

yani

n(s, t) =
∂P (s, t)

∂s
× ∂P (s, t)

∂t
.

{N,C,W} çat�s�n�n türev formüllerini kullanarak ve T (s) =
τ(s)W (s)− κ(s)C(s)

f(s)
yazarak, P yüzeyinin k�smi türevlerini ³u ³ekilde elde ederiz:

∂P (s, t)

∂s
=

(
−λ2(s, t)f(s) +

∂λ1(s, t)

∂s

)
N(s)

+

(
−κ(s)

f(s)
+ λ1(s, t)f(s) + (λ2(s, t)− λ3(s, t))g(s) +

∂λ2(s, t)

∂s

)
C(s)

+

(
τ(s)

f(s)
+
∂λ3(s, t)

∂s

)
W (s)

ve
∂P (s, t)

∂t
=
∂λ1(s, t)

∂t
N(s) +

∂λ2(s, t)

∂t
C(s) +

∂λ3(s, t)

∂t
W (s).

Dolay�s�yla yüzey normali

n(s, t) =

[
∂λ3(s, t)

∂t

(
−κ(s)

f(s)
+ λ1(s, t)f(s) + (λ2(s, t)− λ3(s, t))g(s) +

∂λ2(s, t)

∂s

)
− ∂λ2(s, t)

∂t

(
τ(s)

f(s)
+
∂λ3(s, t)

∂s

)]
N(s)

+

[
∂λ1(s, t)

∂s

(
τ(s)

f(s)
+
∂λ3(s, t)

∂s

)
− ∂λ3(s, t)

∂t

(
−λ2(s, t)f(s) +

∂λ1(s, t)

∂s

)]
C(s)

+

[
− ∂λ1(s, t)

∂t

(
−κ(s)

f(s)
+ λ1(s, t)f(s) + (λ2(s, t)− λ3(s, t))g(s) +

∂λ2(s, t)

∂s

)
+
∂λ2(s, t)

∂t

(
−λ2(s, t)f(s) +

∂λ1(s, t)

∂s

)]
W (s).

³eklinde bulunur. α e§risi boyunca yüzey normalleri ise t = t0 al�narak ve (3.14)

denklemi kullan�larak a³a§�daki gibi elde edilir:

n(s, t0) = φ1(s, t0)N(s) + φ2(s, t0)C(s) + φ3(s, t0)W (s). (3.15)
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Burada katsay� fonksiyonlar�

φ1(s, t0) = −∂λ3(s, t0)
∂t

κ(s)

f(s)
− ∂λ2(s, t0)

∂t

τ(s)

f(s)
,

φ2(s, t0) =
∂λ1(s, t0)

∂t

τ(s)

f(s)
,

φ3(s, t0) =
∂λ1(s, t0)

∂t

κ(s)

f(s)
.

³eklindedir. Dolay�s�yla isophote ³art�

〈n(s, t0), u〉 = (∓ sinψ sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ)φ1(s, t0)

+(∓ cosψ sin θ
κ

f
± sinψ sin θ sinϕ

τ

f
+ cos θ cosϕ

τ

f
)φ2(s, t0)

+(± cosψ sin θ
τ

f
± sinψ sin θ sinϕ

κ

f
+ cos θ cosϕ

κ

f
)φ3(s, t0) = cos θ.

³eklinde bulunur, burada ϕ aç�s� e§ri boyunca yüzey normali ile e§rinin binormal

vektörü aras�ndaki aç�d�r ve ψ = arccos(
τ − ϕ′√

(κ sinϕ)2 + (τ − ϕ′)2
) dir. Ayr�ca e§rinin

yüzey üzerinde bir isophote e§ri olmas� için, ϕ aç�s� ile θ aç�s� aras�nda e§rinin Frenet

e§rilikleri bak�m�ndan a³a§�daki ba§�nt� sa§lanmal�d�r.

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt. (3.16)

Burada H =
τ − ϕ′

κ sinϕ
dir.

Sonuç olarak yukar�da verilen denklemler yard�m�yla a³a§�daki teoremi elde ederiz:

Teorem 3.1.1 Regüler bir P (s, t) yüzeyi ve bu yüzey üzerinde s yay parametresi

ile parametrelendirilmi³ {N,C,W} çat�s� bak�m�ndan bir α(s) : [0, I] ⊂ R → E3

e§risi ele alal�m. α(s) e§risinin P (s, t) yüzeyi üzerinde bir izoparametrik ve isophote

e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n sa§lanmas�d�r:

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0,

∂λ1(s, t0)

∂t
= cosϕ,

−κ
f

∂λ3(s, t0)

∂t
− τ

f

∂λ2(s, t0)

∂t
= sinϕ,

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt.
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Burada κ ve τ , α e§risinin Frenet çat�s� bak�m�ndan e§rilikleri, f ise {N,C,W}

çat�s�na göre 1. e§rili§idir. Ayr�ca 0 ≤ s ≤ I ve 0 ≤ t ≤ J dir.

Uygulamalarda kolayl�k sa§lamas� amac�yla λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyon-

lar�n� iki çarpana ay�ral�m:

λ1(s, t) = l(s)Λ1(t)

λ2(s, t) = m(s)Λ2(t)

λ3(s, t) = n(s)Λ3(t).

Burada l(s), m(s), n(s), Λ1(t), Λ2(t) ve Λ3(t) fonksiyonlar� C1 s�n�f�ndan fonksiyon-

lard�r. Bu ³artlar alt�nda a³a§�daki sonucu verebiliriz:

Sonuç 3.1.1 P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde yatan do§ru

olmayan birim h�zl� bir e§ri olsun. α e§risinin bir izoparametrik ve isophote e§ri

olmas� için gerek yeter ³art a³a§�daki ko³ullar�n sa§lanmas�d�r:

Λ1(t0) = Λ2(t0) = Λ3(t0),

l(s)Λ′1(t0) = cosϕ,

−τ(s)

f(s)
m(s)Λ′2(t0)−

κ(s)

f(s)
n(s)Λ′3(t0) = sinϕ,

cot θ = ±H
′ + κ cosϕ(1 +H2)

κ sinϕ(1 +H2)3/2
= sbt.

3.2 3-boyutlu Öklid Uzay�nda Ortak Bir Isophote E§riden Geçen Yüzey

Örnekleri

Bu bölümde yukar�da verilen teorem ve sonuçlara uygulama olu³turacak örnekler

verilecektir.

Örnek 3.2.1 P0 = (0, 0, 0), P1 = (1,−3, 0), P2 = (3, 1, 0) ve P3 = (4,−3, 0) nokta-

lar� taraf�ndan kontrol edilen kübik bir γ(r) Bézier e§risini dü³ünelim. γ e§risini ³u
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³ekilde ifade edebiliriz:

γ(r) = P0Z0(r) + P1Z1(r) + P2Z2(r) + P3Z3(r); 0 ≤ r ≤ 1.

Burada Z0(r) = (1 − r)3, Z1(r) = 3r(1 − r)2, Z2(r) = 3r2(1 − r) ve Z3(r) = r3

fonksiyonlar� harmanlama (blending) fonksiyonlar� olarak adland�r�l�r.

Basit bir hesaplamayla e§rinin Frenet çat�s� ³u ³ekilde hesaplan�r:



T (r) =
(1 + 2r − 2r2, −3 + 14r − 15r2, 0)√

10− 80r + 286r2 − 428r3 + 229r4
,

N(r) =
(3− 14r + 15r2, 1 + 2r − 2r2, 0)√
10− 80r + 286r2 − 428r3 + 229r4

,

B(r) = (0 , 0, 1).

Buradan, Sonuç 3.3'deki parametreleri η1 = 1, η2 = 3, η3 = −2, ν2 = 3, ν3 = −4,

ε2 = −1, ε3 = 2, ϕ =
π

4
ve t0 = 0.5 ³eklinde alarak bu e§riyi isophote e§ri olarak

içeren yüzey ailesinin bir üyesini a³a§�daki ³ekilde elde ederiz:

P 1(r, t) =

(
− 2r3 + 3r2 + 3r

+(1.5− 5.5t+ 6t2 − 2t3)(
−2r2 + 2r + 1√

10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4
)

+(
3−
√

2

4
+ t(

√
2− 12

2
) + 9t2 − 4t3)(

15r2 + 14r − 3√
10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4

),

−15r3 + 21r2 − 9r

+(1.5− 5.5t+ 6t2 − 2t3)(
−15r2 + 14r − 3√

10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4
)

+(
3−
√

2

4
+ (

√
2− 12

2
)t+ 9t2 − 4t3)(

−2r2 + 2r + 1√
10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4

),

(−2 +
√

2

4
+ (

√
2 + 5

2
)t− 4t2 + 2t3)

)
.

Ayr�ca kolayca görülebilir ki θ =
π

4
tür. P 1 yüzeyi ³ekil 3.3'de gösterilmi³tir. Di§er
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yandan parametreleri

η1 = 0.001254, η2 = −0.1523, η3 = −0.00005021, ν2 = −0.050452, ν3 = 0.14253,

ε2 = 0.7012, ε3 = −0.0124, ϕ =
π

4
, t0 = 0.5

³eklinde seçerek yüzey ailesinin di§er bir üyesini ³u ³ekilde buluruz:

P 2(r, t) =

(
− 2r3 + 3r2 + 3r

+(a1 + a2t+ a3t
2 + a4t

3)(
−2r2 + 2r + 1√

10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4
)

+(b1 + b2t+ b3t
2 + b4t

3)(
15r2 + 14r − 3√

10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4
),

−15r3 + 21r2 − 9r

+(a1 + a2t+ a3t
2 + a4t

3)(
−15r2 + 14r − 3√

10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4
)

+(b1 + b2t+ b3t
2 + b4t

3)(
−2r2 + 2r + 1√

10− 8r + 286r2 − 428r3 + 229r4
),

c1 + c2t+ c3t
2 + c4t

3

)
.

Burada katsay�lar a1 = −0.0386957, a2 = 0.153516, a3 = −0.152225, a4 = −0.00005021,

b1 = −0.0304292 −
√

2

2
, b2 = 0.157349 +

√
2

2
, b3 = −0.264247, b4 = 0.14253,

c1 = 0.17685 −
√

2

2
, c2 = −0.7105 +

√
2

2
, c3 = 0.7198 ve c4 = −0.0124 ³eklindedir.

P 2 yüzeyi ise ³ekil 3.4'de gösterilmi³tir.

�ekil 3.3 P 1(r, t) yüzeyi ve γ(r) isophote e§risi
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�ekil 3.4 P 2(r, t) yüzeyi ve γ(r) isophote e§risi

�ekil 3.5 P 1(r, t) ve P 2(r, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak γ(r) isophote e§risi

Örnek 3.2.2 α(s) =

(
3

4
sin s− 1

12
sin 3s,−3

4
cos s+

1

12
cos 3s,

√
3

2
sin s

)
denklemiyle

verilen birim h�zl� bir slant helisi ele alal�m. α e§risinin Frenet çat�s� ³u ³ekilde he-

saplan�r:



T (s) =

(
1

4
(3 cos s− cos 3s),

1

4
(3 sin s− sin 3s),

√
3

2
cos s

)
,

N(s) =

(√
3

2
cos 2s,

√
3

2
sin 2s,−1

2

)
,

B(s) =

(
1

4
(−3 sin s− sin 3s), cos3 s,

√
3

2
sin s

)
,

κ(s) =

√
3

2
sin s

τ(s) =

√
3

2
cos s
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ϕ =
π

2
alal�m. Bu durumda θ = arctan(

4

3
) ³eklinde elde edilir. O halde α e§risi

elde edilen yüzey üzerinde ayn� zamanda bir geodezik e§ri olacakt�r. Dolay�s�yla bu

e§riyi isophote-geodezik olarak adland�rabiliriz. Ayr�ca

λ1(s, t) = t, λ2(s, t) = t2, λ3(s, t) = sin t, t0 = 0

seçerek α e§risini bir isophote-geodezik e§ri olarak içeren yüzey ailesinin bir üyesini

³u ³ekilde elde ederiz:

P3(s, t) =

(
3

4
sin s− 1

12
sin 3s+

t

4
(3 cos s− cos 3s) +

√
3

2
sin t cos 2s

+
t2

4
(−3 sin s− sin 3s), −3

4
cos s+

1

12
cos 3s+

t

4
(3 sin s− sin 3s)

+

√
3

2
sin t sin 2s+ t2 cos3 s,

√
3

2
(sin s+ t cos s+ t2 sin s)− sin t

2

)
.

P3(s, t) yüzeyi ³ekil 3.6'da görülmektedir. Benzer ³ekilde

λ1(s, t) = sin t, λ2(s, t) = sin2 t, λ3(s, t) = −t, t0 = 0

seçersek yüzey ailesinin α e§risini isophote-geodezik e§ri olarak içeren di§er bir

üyesini ise ³u ³ekilde buluruz:

P4(s, t) =

(
3

4
sin s− 1

12
sin 3s+

sin t

4
(3 cos s− cos 3s) +

3
√

3

8
t cos 2s

+
sin(

3t

4
)

4
(3 sin s+ sin 3s), −3

4
cos s+

1

12
cos 3s+

sin t

4
(3 sin s− sin 3s)

+
3
√

3

8
t sin 2s− sin(

3t

4
) cos3 s,

√
3

2

(
sin s(1− sin(

3t

4
)) + sin t cos s

)
− t

8

)
.

P4(s, t) yüzeyi ise ³ekil 3.7'de verilmi³tir.
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�ekil 3.6 P3(s, t) yüzeyi ve α(s) isophote e§risi

�ekil 3.7 P4(s, t) yüzeyi ve α(s) isophote e§risi

�ekil 3.8 P3(s, t) ve P4(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) isophote e§risi
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Örnek 3.2.3 Bölüm 2.3 de bir e§rinin Pisagor-Hodograf e§ri (PH e§ri) olma ³art�n�

vermi³tik. Bu örnekte öncelikle bir β = (β1, β2, β3) PH e§risi elde edece§iz ve sonra

bu PH e§risinin isophote e§ri olarak içerildi§i yüzeyler olu³turaca§�z.

U(r) = (1 − r) + 2r, V (r) = r, P (r) = (1 − r) ve Q(r) = −(1 − r) + r alal�m.

Dolay�s�yla Teorem 2.3.1 den

β′1 = −(1− r)2 + 3 · 2(1− r)r + 4r2,

β′2 = −2(1− r)2 + 0 · 2(1− r)r + 2r2,

β′3 = −2(1− r)2 − 3 · 2(1− r)r + 2r2,

σ = 3(1− r)2 + 1 · 2(1− r)r + 6r2

olarak elde edilir. �ntegrasyon sabiti (a0, b0, c0) = (1, 1, 1) olmak üzere yukar�daki

denklemlerden integral alarak β(r) PH e§risinin di§er kontrol noktalar�n� ³u ³ekilde

elde ederiz:

(a1, b1, c1) =
(2, 1, 1)

3
, (a2, b2, c2) =

(5, 1,−2)

3
, (a3, b3, c3) =

(9, 5, 0)

3
.

Dolay�s�yla β e§risinin Frenet çat�s� ³u ³ekildedir:



T (r) =
(−1 + 8r − 3r2, −2 + 4r + 2r2, −2− 2r + 6r2)

3− 4r + 7r2
,

N(r) = B(r)× T (r),

B(r) =
(2, −3, 2)√

17
.

ϕ =
π

2
seçelim. Bu durumda θ =

π

2
olur. Dolay�s�yla β e§risi elde edilen yüzey

üzerinde ayn� zamanda bir geodezik e§ri olacakt�r. Bu e§riyi silüet-geodezik e§ri

olarak adland�raca§�z. Ayr�ca

λ1(r, t) = t, λ2(r, t) = sin2 t, λ3(r, t) = −t, t0 = 0

alarak β e§risini içeren yüzey ailesinin bir üyesi ³u ³ekildedir:

P 5(r, t) = β(r) + tT (r) + sin2 tN(r)− tB(r).

Bu yüzey ³ekil 3.9'da görülmektedir. Benzer ³ekilde

λ1(s, t) = t2, λ2(s, t) = t2, λ3(s, t) = − sin t, t0 = 0
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al�narak β e§risini silüet-geodezik olarak içeren yüzey ailesinin bir di§er üyesi

P 6(r, t) = β(r) + t2T (r) + t2N(r)− sin tB(r).

³eklindedir. P 6 yüzeyi ise ³ekil 3.10'da gösterilmi³tir.

�ekil 3.9 P 5(r, t) yüzeyi ve β(r) isophote e§risi

�ekil 3.10 P 6(r, t) yüzeyi ve β(r) isophote e§risi
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�ekil 3.11 P 5(r, t) ve P 6(r, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak β(r) isophote e§risi

Örnek 3.2.4 Birim h�zl� α(s) = (cos s, sin s, 0) e§risini ele alal�m. Kolayca elde

edilebilir ki α e§risinin Frenet çat�s� ve bu çat� bak�m�ndan e§rilikleri ³u ³ekildedir:

T (s) = (− sin s, cos s, 0),

N(s) = (− cos s, − sin s, 0),

B(s) = (0 , 0, 1),

κ(s) = 1,

τ(s) = 0.

ϕ = π
4
seçelim. Dolay�s�yla θ = π

4
olarak bulunur. Son olarak

u(s, t) ≡ 0, v(s, t) = tan (

√
2

2
t), w(s, t) = sin (−

√
2

2
t), t0 = 0

alarak α e§risini isophote e§ri olarak içeren yüzey ailesinin bir üyesini ³u ³ekilde elde

ederiz:

P7(s, t) =

(
cos s

(
1− tan (

√
2

2
t)
)
, sin s

(
1− tan (

√
2

2
t)
)
, sin (

−
√

2

2
t)

)
Bu yüzeyin ³ekli ³ekil 3.12'de verilmi³tir.

Di§er yandan

u(s, t) = t, v(s, t) =

√
2

2
t, w(s, t) =

√
2

2
t, t0 = 0
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seçerek α e§risini bir isophote e§ri olarak içeren yüzey ailesinin bir di§er üyesi

P8(s, t) =

(
cos s

(
1−
√

2

2
t
)
− t sin s, sin s

(
1−
√

2

2
t
)

+ t cos s, −
√

2

2
t

)
,

³eklinde elde edilir. P8(s, t) yüzeyi de ³ekil 3.13'de gösterilmi³tir.

�ekil 3.12 P7(s, t) yüzeyi ve α(s) isophote e§risi

�ekil 3.13 P8(s, t) yüzeyi ve α(s) isophote e§risi

�ekil 3.14 P7(s, t) ve P8(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) isophote e§risi
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Örnek 3.2.5 Birim h�zl� α(s) =
1

2
(
√

3 sin s, s,
√

3 cos s) helis e§risini dü³ünelim. Bu

e§rinin Frenet çat�s� ³u ³ekildedir:

T (s) =
1

2
(
√

3 cos s, 1, −
√

3 sin s),

N(s) = (− sin s, 0, − cos s),

B(s) =
1

2
(− cos s,

√
3, sin s),

ϕ = 0 olsun. Dolay�s�yla θ =
π

6
olarak bulunur. Bu durumda α e§risi yüzey üzerinde

hem asimptotik hem de isophote e§ri olacakt�r.

λ1(s, t) = t, λ2(s, t) = sin t, λ3(s, t) = t2, t0 = 0

seçerek α e§risini isophote-asimptotik olarak içeren yüzey ailesinin bir üyesini ³u

³ekilde elde ederiz:

P9(s, t) =

(
sin s(

√
3

2
− sin t) +

t cos s

2
(
√

3− t), 1

2
(s+ t+ t2

√
3),

cos s(

√
3

2
− sin t) +

t sin s

2
(−
√

3 + t)

)
Benzer ³ekilde ϕ =

π

2
alal�m. Bu durumda θ =

π

2
dir. Ayr�ca

λ1(s, t) = t, λ2(s, t) = t3, λ3(s, t) = −t, t0 = 0

seçerek α e§risini bir silüet-geodezik olarak içeren yüzey ailesinin bir üyesini de

³u ³ekilde buluruz:

P10(s, t) =

(
sin s(

√
3

2
− t3) +

t cos s

2
(
√

3 + 1)),
1

2
(s+ t− t

√
3),

cos s(

√
3

2
− t3) +

t sin s

2
(−
√

3− 1)

)
P9(s, t) ve P10(s, t) yüzeyleri ³ekil 3.15-3.16'da gösterilmi³tir.
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�ekil 3.15 P9(s, t) yüzeyi ve isophote-asimptotik α(s) e§risi

�ekil 3.16 P10(s, t) yüzeyi ve silüet-geodezik α(s) e§risi

�ekil 3.17 P9(s, t) ve P10(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) isophote e§risi
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Örnek 3.2.6

a1(s) =
(
√

2 + 1)2

2
√

2
sin((
√

2− 1)s)− (
√

2− 1)2

2
√

2
sin((
√

2 + 1)s)

a2(s) = −(
√

2 + 1)2

2
√

2
cos((

√
2− 1)s) +

(
√

2− 1)2

2
√

2
cos((

√
2 + 1)s)

a3(s) =
1√
2

sin s

olmak üzere birim h�zl� α(s) = (a1(s), a2(s), a3(s)) e§risini ele alal�m. α(s) e§risi

sabit presesyonlu (devinimli) bir e§ridir ve bu e§rinin {N,C,W} çat�s� ³u ³ekilde

elde edilir:



N(s) =
1√
2

(cos
√

2s, sin
√

2s, −1),

C(s) = (− sin
√

2s, cos
√

2s, 0),

W (s) =
1√
2

(cos
√

2s, sin
√

2s, 1),

f(s) = 1, g = −1.

(3.17)

Ayr�ca α e§risinin Frenet çat�s� bak�m�ndan e§rilikleri κ = sin s ve τ = cos s ³ek-

lindedir.

ϕ =
π

2
, λ1(s, t) = sin(

√
3t

2
), λ2(s, t) = −sin s sin t

4
, λ3(s, t) = −cos s ln(1 + t)

4

seçerek ve t0 = 0 alarak α e§risini bir isophote e§ri olarak bar�nd�ran yüzey ailesinin

bir üyesi {N,C,W} çat�s� yard�m�yla ³u ³ekilde ifade edilir:

P11(s, t) = α(s) + sin(

√
3t

2
)N(s)− sin s sin t

4
C(s)− cos s ln(1 + t)

4
W (s).

Ayr�ca θ = −π
4
olarak bulunur. Bu yüzey ³ekil 3.18'da gösterilmi³tir.

Di§er taraftan,

ϕ = 0, λ1(s, t) = sin t, λ2(s, t) = t2, λ3(s, t) = t2, t0 = 0

seçersek α(s) e§risini bir isophote e§ri olarak içeren yüzey ailesinin di§er bir üyesini

de ³u ³ekilde elde ederiz:

P12(s, t) = α(s) + sin tN(s) + t2C(s) + t2W (s).
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P12 yüzeyi de ³ekil 3.19'de gösterilmi³tir.

�ekil 3.18 P11(s, t) yüzeyi ve α(s) isophote e§risi

�ekil 3.19 P12(s, t) yüzeyi ve α(s) isophote e§risi

�ekil 3.20 P11(s, t) ve P12(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) isophote e§risi
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3.3 {N,C,W} Çat�s�na Göre Ortak Bir Geodezik E§riye Sahip Yüzey

Aileleri

Tezin bu bölümünde, bir e§rinin bir yüzey üzerinde izoparametrik ve ayn� zamanda

bir geodezik e§ri (K�saca izogeodezik diyece§iz.) olma ³art�n� {N,C,W} çat�s�na

ba§l� olarak elde edece§iz. P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde

bulunan {N,C,W} çat�s�na ba§l� birim h�zl� bir e§ri olsun. Dolay�s�yla P (s, t)

yüzeyini yine (3.13) denklemi ile ifade edebiliriz. Ayr�ca e§rinin yüzey üzerinde

izoparametrik olma ³art�n� (3.14) denkleminde, e§ri boyunca yüzey normalini de

(3.15) denkleminde vermi³tik. �imdi α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir geodezik

e§ri olma ³art�n� {N,C,W} çat�s�na göre elde edelim. Öncelikle geodezik ³art�n-

dan dolay� e§ri boyunca yüzey normalleri ile e§rinin asli normal vektörleri paralel

olmal�d�r. Bu da

φ2(s, t0) = φ3(s, t0) = 0, φ1(s, t0) 6= 0 (3.18)

olmas� anlam�na gelmektedir.

Dolay�s�yla (3.14), (3.15) ve (3.18) denklemlerini kullanarak a³a§�daki teoremi elde

ederiz.

Teorem 3.3.1 P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde {N,C,W}

çat�s�na sahip bir e§ri olsun. Bu durumda α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir izo-

geodezik olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n sa§lanmas�d�r:

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0,

∂λ1(s, t0)

∂t
= 0, −κ

f

∂λ3(s, t0)

∂t
− τ

f

∂λ2(s, t0)

∂t
6= 0(sbt.)

Burada κ ve τ e§rinin Frenet çat�s� bak�m�ndan e§rilikleri, f ise e§rinin {N,C,W}

alternatif çat�s� bak�m�ndan 1. e§rili§idir.

�imdi verilen bir geodezik e§riden geçen aç�labilir yüzeylerin parametrik gösterimini

{N,C,W} çat�s� bak�m�ndan elde edece§iz.
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Birim h�zl� α = α(s) : I ⊂ R −→ R3 e§risini ele alal�m. α n�n {N,C,W} çat�s�n�

kullanarak, bu e§riden geçen bir P (s, t) yüzeyini (3.13) denklemi ile karakterize

etmi³tik. Amac�m�z (3.13) ile karakterize etti§imiz bu yüzeyin α e§risini bir izo-

geodezik olarak içeren bir aç�labilir yüzey olma ³art�n� elde etmektir. �lk olarak, α

e§risi P yüzeyi üzerinde bir izoparametrik e§ri oldu§undan P (s, t0) = α(s) olacak

³ekilde bir t0 ∈ [0, J ] parametresi vard�r.

�kinci olarak, varsayal�m ki P (s, t) yüzeyi

P (s, t) = α(s) + (t− t0)D(s) (3.19)

denklemiyle verilen bir regle yüzey olsun. (3.13) denkleminde t = t0 alarak regle

yüzeyin dayanak e§risinin α(s) oldu§unu ve

(t− t0)D(s) = (λ1(s, t), λ2(s, t), λ3(s, t))(N,C,W )t (3.20)

e³itli§ini elde ederiz. Burada " t " üst simgesi traspozu ifade eder.

Son denklemden kolayca görülebilir ki, sadece s parametresine ba§l� Λ1(s), Λ2(s) ve

Λ3(s) fonksiyonlar� vard�r öyle ki λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyonlar� (t− t0) ile

s�ras�yla Λ1(s), Λ2(s) ve Λ3(s) nin çarp�m� ³eklinde yaz�labilir:

(λ1(s, t), λ2(s, t), λ3(s, t)) = (t− t0)(Λ1(s),Λ2(s),Λ3(s)). (3.21)

O halde (3.19) denklemini ³u ³ekilde yeniden düzenleyebiliriz:

P (s, t) = α(s) + (t− t0) (Λ1(s),Λ2(s),Λ3(s)) (N(s), C(s),W (s))t (3.22)

Üçüncü olarak, P (s, t) yüzeyinin bir aç�labilir yüzey olmas� için gerek ve yeter

³art�n det(α′, D,D′) = 0 e³itli§inin sa§lanmas� oldu§unu biliyoruz. Gerekli i³lemler

yap�ld�§�nda bu e³itli§in ³u ³ekilde düzenlenebilece§ini görürüz:

Λ1

f
(τΛ′2 +κΛ′3 + g(κΛ2− τΛ3))−

Λ′1
f

(τΛ2 +κΛ3) + τ(Λ2
1 + Λ2

2) +κΛ2Λ3 = 0. (3.23)

Son olarak α e§risi P yüzeyi üzerinde bir geodezik oldu§undan dolay� Teorem 3.3.1

den
∂λ1(s, t0)

∂t
= 0, −κ

f

∂λ3(s, t0)

∂t
− τ

f

∂λ2(s, t0)

∂t
= c(c 6= 0 reel sabit)
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oldu§unu biliyoruz. Dolay�s�yla bu ³artlar�, (3.21) denklemini kullanarak ³u ³ekilde

yeniden yazabiliriz.

Λ1(s) = 0, −κ
f

Λ3(s)−
τ

f
Λ2(s) = c(c 6= 0 reel sabit). (3.24)

Bu e³itlikleri (3.23) denkleminde yerine yazarak

τΛ2
2 + κΛ2Λ3 = 0

oldu§unu görürüz. Ayr�ca (3.24) de 2. e³itli§in her iki taraf�n� −fΛ2 ile çarparak ve

son denklemi kullanarak Λ2(s) = 0 oldu§unu görürüz. Dolay�s�yla α(s) e§risini bir

geodezik e§ri olarak içeren aç�labilir yüzeyler {N,C,W} çat�s� bak�m�ndan

P (s, t) = α(s) + (t− t0)
f(s) c

κ(s)
W (s), c 6= 0 reel sabit (3.25)

denklemi ile karakterize edilebilir.

Bu ifade, olu³turulan aç�labilir yüzeyin özelli§inin verilen geodezik taraf�ndan tama-

men belirlenebildi§ini göstermektedir. �imdi özel durumlar için bu aç�labilir yüzey-

leri tekrar inceleyelim.

Varsayal�m ki (3.25) denklemi ile verilen aç�labilir yüzey bir silindir olsun. Bu du-

rumda D′ ∧D = 0 d�r. Basit bir hesaplama ile

D′ ∧D = −f
2(s)c2

κ2(s)
g(s)N(s) = 0 (3.26)

oldu§unu görürüz. κ 6= 0 oldu§undan f 6= 0 olup, g = 0 elde ederiz. Bu da

α(s) e§risinin ya bir düzlem e§ri ya da bir genel helis oldu§u anlam�na gelmektedir.

Dolay�s�yla a³a§�daki sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.3.1 Düzlemsel e§riler ve genel helisler silindirlere izogeodeziktir.

Polinom tipli yüzeyler mühendislik uygulamalar�nda s�kça kullan�lmaktad�r (Bézier

ve B-spline yüzeyler gibi). Fakat, (3.25) denklemi ile verilen aç�labilir yüzeyler, W (s)

nin birim olmas�ndan dolay� genellikle polinom tipli de§ildir. Bu problem Λ1, Λ2 ve

Λ3 düzgün bir ³ekilde seçilmesiyle çözülebilir. Ancak bu tür e§riler genellikle birim
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h�zl� de§ildir. Dolay�s�yla e§riyi rastgele bir r parametresine ba§l� olarak ele alal�m.

E§er Λ1(r) = Λ2(r) = 0 ve Λ3(r) =
c‖α′(r)‖3

‖α′(r) ∧ α′′(r)‖
seçelim. Bu durumda yüzey ³u

³ekilde ifade edilir:

P (r, t) = α(r)+(t−t0)
c‖α′‖3

‖α′ ∧ α′′(r)‖

(
‖α′‖2 det(α′, α′′, α′′′)α′ + ‖α′ ∧ α′′‖2(α′ ∧ α′′)

‖α′‖3‖α′ ∧ α′′‖2

)

�imdi, yukar�da i³lenen teoriye örnekler verelim.

Örnek 3.3.1 Örnek 3.2.6 da verilen α(s) sabit presesyonlu e§riyi ele alal�m. E§rinin

{N,C,W} çat�s� (3.17) denklemi ile verilmi³tir. Ayr�ca κ(s) = sin s ve τ(s) = cos s

dir. λ1(s, t) = 0, λ2(s, t) = t sin s ve λ3(s, t) = t cos s alarak α e§risini bir izogeodezik

e§ri olarak içeren bir yüzeyi ³u ³ekilde elde ederiz:

R1(s, t) = α(s) + t sin sC(s) + t cos sW (s).

R1 yüzeyi ³ekil 3.21'de gösterilmi³tir. Benzer ³ekilde λ1(s, t) = t2, λ2(s, t) =

sin t sin s ve λ3(s, t) = sin t cos s al�narak α e§risini bir izogeodezik e§ri olarak içeren

ba³ka bir yüzey ise ³u ³ekilde bulunur:

R2(s, t) = α(s) + t2N(s) + sin t sin sC(s) + sin t cos sW (s).

R2 yüzeyi ise ³ekil 3.22'de verilmi³tir.

�ekil 3.21 R1(s, t) yüzeyi ve α(s) izogeodezik e§risi
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�ekil 3.22 R2(s, t) yüzeyi ve α(s) izogeodezik e§risi

�ekil 3.23 R1(s, t) ve R2(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) izogeodezik

e§risi

Örnek 3.3.2 α(r) = (a cos r, a sin r, br) (a > 0, b 6= 0, 0 ≤ r ≤ 2π) helisini ele

alal�m. α helisinin {N,C,W} çat�s� ³u ³ekildedir.

N(r) = (− cos r, − sin r, 0),

C(r) = (sin r, − cos r, 0),

W (r) = (0, 0, 1),

f(r) = 1, g(r) = 0.

Ayr�ca κ =
a√

a2 + b2
ve τ =

b√
a2 + b2

dir. (3.25) denklemini kullanarak, c = 1 ve

t0 = 0 alarak α helisini bir izogeodezik olarak içeren aç�labilir yüzey

R3(r, t) = (a cos r, b sin r, br + t

√
a2 + b2

a
)

olarak elde edilir. Bu yüzeyin bir silindir oldu§u ³ekil 3.24'de görülmektedir.
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�ekil 3.24 α(r) helisi R3(r, t) silindirine izogeodeziktir.

Örnek 3.3.3 Helis e§rileri polinomlar taraf�ndan ifade edilebilir. Dolay�s�yla bir

helisi Bézier formda olarak ifade etmek mümkündür. Kabul edelim ki Bézier form-

daki bir helisin aç�l�m� α(r) = A0r
3 + A1r

2 + A2r + A3 ³eklinde olsun. Burada

Ai(i = 0, 1, 2, 3) katsay� vektörleridir. A0, A1, A2 vektörleri birbirine dik ve 4‖A1‖4 =

9‖A0‖2‖A2‖2 oldu§unda kolayca görülebilir ki
τ

κ
oran� sabittir, yani α(r) bir genel

helistir. Bu ³artlara uyacak ³ekilde

A0 = (0,
1√
2
,− 1√

2
), A1 = (1,−1,−1), A2 = (

4√
6
,

2√
6
,

2√
6

), A3 = (0, 0, 0)

seçerek ve polinom tipli e§riler için elde etti§imiz aç�labilir yüzey denklemini kulla-

narak Bézier formdaki α(r) e§risini bir izogeodezik olarak içeren bir silindir yüzeyi

elde ederiz. Bu silindir ³ekil 3.25'de verilmi³tir.
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�ekil 3.25 Bézier formdaki α(r) helisi ile izogeodezik oldu§u silindir

3.4 {N,C,W} Çat�s�na Göre Ortak Bir E§rilik Çizgisine Sahip Yüzey

Aileleri

Bu bölümde, bir e§rinin bir yüzey üzerinde izoparametrik ve ayn� zamanda bir e§ri-

lik çizgisi olmas� için gerek ve yeter ³artlar� {N,C,W} çat�s�na ba§l� olarak elde

edece§iz. P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde bulunan {N,C,W}

çat�s�na ba§l� birim h�zl� bir e§ri olsun. Dolay�s�yla P (s, t) yüzeyini yine (3.13) denk-

lemi ile ifade edebiliriz. Ayr�ca e§rinin yüzey üzerinde izoparametrik olma ³art�n�

(3.14) denkleminde, e§ri boyunca yüzey normalini de (3.15) denkleminde vermi³tik.

Öncelikle e§rilik çizgisi ile ilgili ³u teoremi verelim.

Teorem 3.4.1 Bir e§rinin bir yüzey üzerinde bir e§rilik çizgisi olabilmesi için gerek

ve yeter ³art e§ri boyunca yüzey normallerinin bir aç�labilir yüzey olu³turmas�d�r

(Willmore 1959).
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α(s) e§risinin normal yüzeyi

Q(s, t) = α(s) + tn1(s) (3.27)

³eklinde tan�ml�d�r. Burada n1 = N cos θ + B sin θ d�r. Bu ifadeyi {N,C,W} çat�s�

cinsinden tekrar düzenlersek n1 = N cos θ+
τ

f
sin θC +

κ

f
sin θW elde ederiz. Ayr�ca

aç�labilir yüzey olma ³art�n� kullan�larak θ = −
∫ s
0
τds+ θ0 bulunur.

�imdi α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir e§rilik çizgisi olma ³art�n� {N,C,W} çat�s�na

göre elde edelim. α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir e§rilik çizgisi olabilmesi için

n1 ‖ n(s, t0) olmal�d�r. α e§risi boyunca P (s, t) yüzeyinin normal vektör alan� (3.15)

denklemindeki gibi oldu§undan dolay� a³a§�daki teorem basitçe elde edilebilir.

Teorem 3.4.2 P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde {N,C,W}

çat�s�na sahip bir e§ri olsun. Bu durumda α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir izoparametrik

e§ri ve e§rilik çizgisi olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n sa§lanmas�d�r:

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0,

∂λ1(s, t0)

∂t
= sin θ, −κ

f

∂λ3(s, t0)

∂t
− τ

f

∂λ2(s, t0)

∂t
= cos θ

Burada κ ve τ e§rinin Frenet çat�s� bak�m�ndan e§rilikleri, f ise e§rinin {N,C,W}

alternatif çat�s� bak�m�ndan 1. e§rili§i ve θ = −
∫ s
0
τds+ θ0 d�r.

Pratik uygulamalarda kolayl�k olmas� bak�m�ndan λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyon-

lar�n� iki çarpana ay�rarak

λ1(s, t) = l(s)Λ1(t)

λ2(s, t) = m(s)Λ2(t)

λ3(s, t) = n(s)Λ3(t).

alal�m. Bu durumda Teorem 3.4.2 yi ³u ³ekilde yeniden düzenleyebiliriz.

Sonuç 3.4.1 P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde {N,C,W}

çat�s�na sahip bir e§ri olsun. Bu durumda α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir izoparametrik
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e§ri ve e§rilik çizgisi olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n sa§lanmas�d�r:

Λ1(t0) = Λ2(t0) = Λ3(t0) = 0,

l(s)Λ′1(t0) = sin θ,

−τ(s)

f(s)
m(s)Λ′2(t0)−

κ(s)

f(s)
n(s)Λ′3(t0) = cos θ.

(3.28)

Burada κ ve τ e§rinin Frenet çat�s� bak�m�ndan e§rilikleri, f ise e§rinin {N,C,W}

alternatif çat�s� bak�m�ndan 1. e§rili§i ve θ = −
∫ s
0
τds+ θ0 d�r.

�imdi yukar�da verdi§imiz teoriyi destekleyecek bir örnek verelim.

Örnek 3.4.1 Birim h�zl� α(s) =

(
cos(

√
2
2
s) , sin(

√
2
2
s) ,

√
2
2
s

)
helisini ele alal�m. Ba-

sit bir hesaplama ile e§rinin {N,C,W} çat�s� ³u ³ekilde elde edilir:

N(s) =

(
− cos(

√
2

2
s) ,− sin(

√
2

2
s) , 0

)
,

C(s) =

(
sin(

√
2

2
s), − cos(

√
2

2
s) , 0

)
,

W (s) = (0, 0, 1),

f(s) =
1√
2
, g(s) = 0.

Ayr�ca κ =
1

2
ve τ =

1

2
dir. Bu durumda θ(s) = −s

2
+ θ0 olarak elde edilir. E§er

θ0 = 0 ise, θ(s) = −s
2
bulunur.

λ1(s, t) = −t sin
s

2
, λ2(s, t) = −κ

f
t cos

s

2
, λ3(s, t) = −τ

f
t cos

s

2

seçerek, α helisini bir e§rilik çizgisi olarak içeren bir yüzey ³u ³ekilde elde edilir.

Υ1(s, t) = α(s)− t sin
s

2
N(s)− κ

f
t cos

s

2
C(s)− τ

f
t cos

s

2
W (s)

Benzer ³ekilde

λ1(s, t) = −1

2
sin 2t sin

s

2
, λ2(s, t) = − κ

2f
sin 2t cos

s

2
, λ3(s, t) = − τ

2f
sin 2t cos

s

2
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seçelim. Bu durumda ise α helisini bir e§rilik çizgisi olarak içeren bir ba³ka yüzey

ise ³u ³ekildedir:

Υ2(s, t) = α(s)− 1

2
sin 2t sin

s

2
N(s)− κ

2f
sin 2t cos

s

2
C(s)− τ

2f
sin 2t cos

s

2
W (s).

Bu yüzeylerin gra�kleri a³a§�da verilmi³tir.

�ekil 3.26 Υ1(s, t) yüzeyi ve α(s) e§rilik çizgisi

�ekil 3.27 Υ2(s, t) yüzeyi ve α(s) e§rilik çizgisi
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�ekil 3.28 Υ1(s, t) ve Υ2(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) e§rilik çizgisi

3.5 {N,C,W} Çat�s�na Göre Ortak Bir Asimptotik E§riye Sahip Yüzey

Aileleri

Tezin bu bölümünde bir e§riyi izoparametrik ve asimptotik e§ri olarak içeren yüzey-

leri {N,C,W} çat�s�na göre karakterize edece§iz. P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s)

de bu yüzey üzerinde bulunan {N,C,W} çat�s�na ba§l� birim h�zl� bir e§ri olsun.

Dolay�s�yla P (s, t) yüzeyini yine (3.13) denklemi ile ifade edebiliriz. Ayr�ca e§rinin

yüzey üzerinde izoparametrik olma ³art�n� (3.14) denkleminde, e§ri boyunca yüzey

normalini de (3.15) denkleminde vermi³tik. �imdi α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir

asimptotik e§ri olma ³art�n� {N,C,W} çat�s�na göre verelim. Öncelikle asimptotik

³art�ndan dolay� e§ri boyunca yüzey normalleri ile e§rinin binormal vektörleri paralel

olmal�d�r. Dolay�s�yla n(s, t0) ‖ B dir. Frenet çat�s� ile {N,C,W} çat�s� aras�ndaki

geçi³i kullanarak

n(s, t0) ‖ (
κW + τC

f
) (3.29)

buluruz.
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Dolay�s�yla (3.13), (3.14), (3.15) ve (3.29) denklemlerini kullanarak a³a§�daki teo-

remi elde ederiz.

Teorem 3.5.1 P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde {N,C,W}

çat�s�na sahip bir e§ri olsun. Bu durumda α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir izoparametrik

ve asimptotik e§ri (izoasimptotik) olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n

sa§lanmas�d�r:

λ1(s, t0) = λ2(s, t0) = λ3(s, t0) = 0,

∂λ1(s, t0)

∂t
= 1,

∂λ3(s, t0)

∂t
= −τ

κ

∂λ2(s, t0)

∂t

Burada κ ve τ e§rinin Frenet çat�s� bak�m�ndan e§rilikleridir.

Pratik uygulamalarda kolayl�k olmas� bak�m�ndan λ1(s, t), λ2(s, t) ve λ3(s, t) fonksiyon-

lar�n� iki çarpana ay�rarak

λ1(s, t) = l(s)Λ1(t)

λ2(s, t) = m(s)Λ2(t)

λ3(s, t) = n(s)Λ3(t).

alal�m. Bu durumda Teorem 3.5.1 yi ³u ³ekilde yeniden düzenleyebiliriz.

Sonuç 3.5.1 . P (s, t) regüler bir yüzey ve α(s) de bu yüzey üzerinde {N,C,W}

çat�s�na sahip bir e§ri olsun. Bu durumda α e§risinin P yüzeyi üzerinde bir izoasimp-

totik e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n sa§lanmas�d�r:

Λ1(t0) = Λ2(t0) = Λ3(t0) = 0,

l(s)Λ′1(t0) = 1,

n(s)Λ′(t0) = −τ
κ
m(s)Λ′2(t0).

(3.30)

Burada κ ve τ e§rinin Frenet çat�s� bak�m�ndan e§rilikleridir.

�imdi uygulama olarak bir örnek verelim.
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Örnek 3.5.1 Birim h�zl� α(s) = (2
3
s ,
√
5
3

sin s ,
√
5
3

cos s) helisini göz önüne alal�m.

E§rinin {N,C,W} çat�s� ³u ³ekildedir:

N(s) = (0 ,− sin s ,− cos s),

C(s) = (0, − cos s , sin s),

W (s) = (1, 0, 0),

f(s) = 1, g(s) = 0.

Ayr�ca κ =

√
5

3
ve τ =

2

3
olarak bulunur.

λ1(s, t) = t, λ2(s, t) = −
√

5t, λ3(s, t) = 2t

seçerek, α helisini bir asimptotik olarak içeren bir yüzey ³u ³ekilde elde edilir.

χ1(s, t) = (
2s

3
+ 2t, (

√
5

3
− t) sin s+

√
5t cos s, (

√
5

3
− t) cos s−

√
5t sin s)

Benzer ³ekilde

λ1(s, t) = tan t, λ2(s, t) = − sin
√

5t, λ3(s, t) = sin 2t

seçelim. Bu durumda ise α helisini bir asimptotik e§ri olarak içeren bir ba³ka yüzey

ise ³u ³ekildedir:

χ2(s, t) = (
2s

3
+sin 2t, (

√
5

3
−tan t) sin s+sin

√
5t cos s, (

√
5

3
−tan t) cos s−sin

√
5t sin s)

Ayr�ca α(s) e§risi bu yüzeyler üzerinde bir helis ve ayn� zamanda asimptotik e§ri

oldu§undan bu e§ri ayn� zamanda bir isophote e§ridir. Bu yüzeylerin gra�kleri

a³a§�da verilmi³tir.

�ekil 3.29 χ1(s, t) yüzeyi ve α(s) asimptotik e§risi
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�ekil 3.30 χ2(s, t) yüzeyi ve α(s) asimptotik e§risi

�ekil 3.31 χ1(s, t) ve χ2(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak α(s) asimptotik e§risi
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4. 3-BOYUTLU M�NKOWSK� UZAYINDA ORTAK B�R ISOPHOTE

E�R�Y� �ÇEREN YÜZEYLER

Tezin bu bölümünde spacelike veya timelike isophote e§riler taraf�ndan üretilen

yüzey aileleri 3-boyutlu Minkowski uzay�nda incelenmi³tir. Minkowski uzay�nda

yüzeyler, normallerine ba§l� olarak spacelike yüzeyler, timelike yüzeyler ve null

(lightlike) yüzeyler olmak üzere üçe ayr�lmaktad�r. Ancak biz isophote e§rileri space-

like yüzeyler üzerinde ve timelike yüzeyler üzerinde olmak üzere iki ba³l�k alt�nda

inceleyece§iz.

4.1 Bir Isophote E§ri Taraf�ndan Üretilen Spacelike Yüzeyler

Γ = Γ(s, t) yüzeyi 3-boyutlu Minkowski uzay�nda bir spacelike yüzey olsun ve bu

yüzey üzerinde yatan bir β(s) e§risini ele alal�m. β(s) e§risinin bir spacelike e§ri

olmas� gerekti§ini daha önce söylemi³tik. �imdi β spacelike e§risinin Γ(s, t) space-

like yüzeyi üzerinde izoparametrik ve ayn� zamanda isophote e§ri olma ³artlar�n�

inceleyece§iz. Dolay�s�yla (3.1) denkleminde oldu§u gibi Γ(s, t) yüzeyini parametrik

olarak ³u ³ekilde ifade edebiliriz:

Γ(s, t) = β(s) + (x(s, t), y(s, t), z(s, t))


T (s)

N(s)

B(s)

 ; 0 ≤ s ≤ I, 0 ≤ t ≤ J. (4.1)

Öncelikle β e§risi Γ yüzeyi üzerinde bir izoparametrik e§ri olaca§�ndan bir t0 ∈ [0, J ]

parametresi için a³a§�daki ba§�nt� sa§lan�r:

x(s, t0) = y(s, t0) = z(s, t0) = 0, 0 ≤ s ≤ I. (4.2)

Di§er yandan β e§risi Γ yüzeyi üzerinde bir isophote e§ri olaca§�ndan Tan�m 2.4.1

gere§i β e§risi boyunca Γ yüzeyinin yüzey normalleri sabit bir u do§rultusu ile sabit

bir θ aç�s� yapmal�d�r. Dolay�s�yla β e§risi boyunca yüzey normallerini hesapla-

mal�y�z. Bir yüzeyin herhangi bir noktadaki normali yüzey parametrelerine göre
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k�smi türevlerin vektörel çarp�m� olarak verilir. Yani;

n(s, t) =
∂Γ(s, t)

∂s
× ∂Γ(s, t)

∂t

(4.1) denkleminden Γ yüzeyinin k�smi türevlerini hesaplayarak a³a§�daki denklemi

elde ederiz:

n(s, t) =

(
1 + y(s, t)κ(s) +

∂x(s, t)

∂s
, x(s, t)κ(s) + z(s, t)τ(s) +

∂y(s, t)

∂s
,

y(s, t)τ(s) +
∂z(s, t)

∂s

)
×


0 −B(s) −N(s)

−B(s) 0 T (s)

N(s) T (s) 0





∂x(s, t)

∂t

∂y(s, t)

∂t
∂z(s, t)

∂t

 .

Buradan β izoparametrik e§risi boyunca yüzey normallerini t = t0 alarak

n(s, t0) = φ1(s, t0)T (s) + φ2(s, t0)N(s) + φ3(s, t0)B(s)

³eklinde elde ederiz ki burada

φ1(s, t0) = 0,

φ2(s, t0) = −∂z(s, t0)

∂t
,

φ3(s, t0) =
∂y(s, t0)

∂t
.

³eklindedir.

Yukar�da verilen hesaplamalar yard�m�yla a³a§�daki teoremi kolayca edebiliriz:

Teorem 4.1.1 Γ bir parametrik spacelike yüzey olmak üzere, spacelike β e§risi Γ

yüzeyi üzerinde bir izoparametrik e§ri olsun.

(i) β e§risinin B binormal vektörü spacelike bir vektör olsun.

(a) E§er L ekseni spacelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde spacelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki
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³artlar�n sa§lanmas�d�r.

∂y(s, t0)

∂t
= − tanhϕ

∂z(s, t0)

∂t
ve

tanh θ = ±H
′ + κ sinhϕ(1 +H2)

κ coshϕ(1 +H2)3/2
= sbt.

(b) E§er L ekseni timelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde timelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki

³artlar�n sa§lanmas�d�r.

∂z(s, t0)

∂t
= tanhϕ

∂y(s, t0)

∂t
ve

coth θ = ∓H
′ + κ sinhϕ(1 +H2)

κ coshϕ(1 +H2)3/2
= sbt.

Burada H =
τ + ϕ′

κ coshϕ
dir.

�imdi, yukar�daki teoremin bir uygulamas� olarak a³a§�daki örnekleri verelim.

Örnek 4.1.1 Birim h�zl� β(s) = (− 1

24
cos 8s+

2

3
cos 2s,

1

24
sin 8s+

2

3
sin 2s,

4

15
sin 5s)

slant helisini ele alal�m. Kolayca görülebilir ki β e§risi bir spacelike e§ridir. E§rinin

Frenet elemanlar� ³u ³ekildedir:

T (s) = (
1

3
sin 8s− 4

3
sin 2s,

1

3
cos 8s+

4

3
cos 2s,

4

3
cos 5s),

N(s) = (−4

3
sin 3s, −4

3
cos 8s, −5

3
),

B(s) = (
1

3
cos 8s− 4

3
cos 2s, −8

3
cos3 s (6 sin s− 3 sin 3s+ sin 5s), −4

3
sin 5s),

κ(s) = 4 sin 5s, τ(s) = 4 cos 5s.

Bu denklemlerden e§rinin binormal vektörünün spacelike bir vektör oldu§u aç�kt�r.

L ekseni bir timelike eksen ve ϕ = 0 olsun. Bu durumda θ = ln 3 olarak bulunur.

x(s, t) = t3, y(s, t) = t2, z(s, t) = 2t, t0 = 0

seçerek β spacelike e§risini bir isophote e§ri olarak bar�nd�ran spacelike yüzey ailesinin

bir üyesini ³u ³ekilde elde ederiz:

Γ1(s, t) = β(s) + t3T (s) + t2N(s) + 2tB(s).
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Bu yüzeyin gra�§i ³ekil 4.1'de verilmi³tir.

Benzer biçimde x(s, t) = t3, y(s, t) = 3t2, z(s, t) = −5t, t0 = 0 seçerek β

e§risini isophote e§ri olarak içeren spacelike yüzey ailesinin di§er bir üyesini a³a§�-

daki denklemle verebiliriz:

Γ2(s, t) = β(s) + t3T (s) + 3t2N(s)− 5tB(s).

Γ2 yüzeyi de ³ekil 4.2'de gösterilmi³tir.

�ekil 4.1 Γ1(s, t) yüzeyi ve β(s) spacelike isophote e§risi

�ekil 4.2 Γ2(s, t) yüzeyi ve β(s) spacelike isophote e§risi
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�ekil 4.3 Γ1(s, t) ve Γ2(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak β(s) spacelike isophote

e§risi

Örnek 4.1.2 P0 = (2,−1, 0), P1 = (0, 1, 0) and P2 = (−2, 1,−1) kontrol nok-

talar�na sahip spacelike bir β(r) kuadratik Bézier e§risini ele alal�m. β(r) Bézier

e§risini ³u ³ekilde ifade edebiliriz:

β(r) = P0B0(r) + P1B1(r) + P2B2(r), 0 ≤ r ≤ 1.

Burada B0(r) = (1 − r)2, B1(r) = 2(1 − r)r ve B2(r) = r2 ³eklindedir. Dolay�s�yla

e§rinin Frenet çat�s� 

T (r) =
(−2, 2− 2r, −r)√

8− 8r + 3r2
,

N(r) =
(−3r + 4, r − 4, 4− 2r)√

16− 16r + 6r2
,

B(r) =
(−1,−1,−2)√

2
,

τ(r) = 0.

³eklinde bulunur.
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ϕ = 0 olsun. O halde θ = 0 d�r.

u(r, t) = 0, v(r, t) = t, w(r, t) = 0, t0 = 0

seçerek β e§risini spacelike eksene sahip bir isophote e§ri olarak içeren spacelike

yüzey ailesinin bir eleman� ³u ³ekilde bulunur:

Γ3(r, t) =
(
2− 4r + t(

−3r + 4√
16− 16r + 6r2

,−1 + 4r − 2r2 + t(
r − 4√

16− 16r + 6r2
,

−r2 + t(
4− 2r√

16− 16r + 6r2
)
)
.

Bu yüzey ³ekil 4.4'de gösterilmi³tir.

Di§er taraftan u(s, t) = 0, v(s, t) = t, w(s, t) =
t2

8
ve t0 = 0 seçilerek yüzey ailesinin

di§er bir üyesi a³a§�daki gibidir:

Γ4(r, t) =
(
2− 4r + t(

−3r + 4√
16− 16r + 6r2

− t2

8
√

2
,

−1 + 4r − 2r2 + t(
r − 4√

16− 16r + 6r2
− t2

8
√

2
,

−r2 + t(
4− 2r√

16− 16r + 6r2
− t2

4
√

2
)
)
,

Γ4 yüzeyi de ³ekil 4.5'de gösterilmi³tir.

�ekil 4.4 Γ3(r, t) yüzeyi ve β(r) spacelike isophote e§risi
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�ekil 4.5 Γ4(r, t) yüzeyi ve spacelike β(r) isophote e§risi

�ekil 4.6 Γ3(r, t) ve Γ4(r, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak β(r) spacelike isophote

e§risi

4.2 Bir Isophote E§ri Taraf�ndan Üretilen Timelike Yüzeyler

3-boyutlu Minkowski uzay�nda timelike bir Γ = Γ(s, t) yüzeyi bu yüzey üzerinde

yatan bir β(s) e§risini ele alal�m. β(s) e§risi spacelike ya da timelike bir e§ri

olabilir. �imdi, Γ(s, t) timelike yüzeyinin bir β spacelike (ya da timelike) e§risini

izoparametrik ve isophote bir e§ri olarak içermesi için gerek ve yeter ³artlar� elde ede-

ce§iz. Dolay�s�yla öncelikle (3.1) denkleminde oldu§u gibi Γ(s, t) yüzeyini parametrik
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olarak yazal�m:

Γ(s, t) = β(s) + (x(s, t), y(s, t), z(s, t))


T (s)

N(s)

B(s)

 ; 0 ≤ s ≤ I, 0 ≤ t ≤ J. (4.3)

β e§risi Γ yüzeyi üzerinde bir izoparametrik e§ri olaca§�ndan bir t0 ∈ [0, J ] parame-

tresi için a³a§�daki ba§�nt� sa§lan�r:

x(s, t0) = y(s, t0) = z(s, t0) = 0, 0 ≤ s ≤ I. (4.4)

Di§er yandan β e§risi Γ yüzeyi üzerinde bir isophote e§ri olaca§�ndan Tan�m 2.4.1

gere§i β e§risi boyunca Γ yüzeyinin yüzey normalleri sabit bir u do§rultusu ile sabit

bir θ aç�s� yapmal�d�r. Dolay�s�yla β e§risi boyunca yüzey normallerini hesapla-

mal�y�z. Bir yüzeyin herhangi bir noktadaki normali yüzey parametrelerine göre

k�smi türevlerin vektörel çarp�m� olarak verilir. Yani;

n(s, t) =
∂Γ(s, t)

∂s
× ∂Γ(s, t)

∂t

4.3 denkleminden Γ yüzeyinin k�smi türevlerini hesaplayarak a³a§�daki denklemi

elde ederiz:

n(s, t) =

(
1− y(s, t)κ(s) +

∂x(s, t)

∂s
, x(s, t)κ(s) + z(s, t)τ(s) +

∂y(s, t)

∂s
,

y(s, t)τ(s) +
∂z(s, t)

∂s

)
×


0 B(s) −N(s)

−B(s) 0 T (s)

N(s) −T (s) 0





∂x(s, t)

∂t
∂y(s, t)

∂t

∂z(s, t)

∂t

 .

Buradan β izoparametrik e§risi boyunca yüzey normallerini t = t0 alarak ³u ³ekilde

buluruz:

n(s, t0) = φ1(s, t0)T (s) + φ2(s, t0)N(s) + φ3(s, t0)B(s).

Burada
φ1(s, t0) = 0,

φ2(s, t0) = −∂z(s, t0)

∂t
,

φ3(s, t0) = −∂y(s, t0)

∂t
.
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³eklindedir.

O halde timelike yüzey üzerinde bulunan spacelike (ya da timelike) e§rilerin isophote

e§ri olma ³artlar�n� a³a§�daki teoremlerle ifade edebiliriz.

Teorem 4.2.1 Γ = Γ(s, t) bir parametrik yüzey olmak üzere, spacelike β(s) e§risi

Γ yüzeyi üzerinde bir izoparametrik e§ri olsun.

(i) β e§risinin B binormal vektörü spacelike bir vektör olsun.

(a) E§er L ekseni spacelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde spacelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki

³artlar�n sa§lanmas�d�r.

∂z(s, t0)

∂t
= tanhϕ

∂y(s, t0)

∂t
ve

coth θ = ∓H
′ + κ sinhϕ(1−H2)

κ coshϕ(1−H2)3/2
= sbt., 〈n(s, t0), L〉 = cosh θ ise,

cot δ = ∓H
′ − κ sinhϕ(H2 − 1)

κ coshϕ(H2 − 1)3/2
= sbt., 〈n(s, t0), L〉 = cos δ ise,

(b) E§er L ekseni timelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde timelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki

³artlar�n sa§lanmas�d�r.

∂z(s, t0)

∂t
= tanhϕ

∂y(s, t0)

∂t
ve

tanh θ = ∓H
′ + κ sinhϕ(1−H2)

κ coshϕ(1−H2)3/2
= sbt.

Burada H =
τ + ϕ′

κ coshϕ
dir.

(ii) β e§risinin B binormal vektörü timelike bir vektör olsun.

(a) E§er L ekseni spacelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde spacelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki
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³artlar�n sa§lanmas�d�r.

∂y(s, t0)

∂t
= tanhϕ

∂z(s, t0)

∂t
ve

coth θ = ∓H
′ + κ sinhϕ(1−H2)

κ coshϕ(1−H2)3/2
= sbt., 〈n(s, t0), L〉 = cosh θ ise,

cot δ = ∓H
′ − κ sinhϕ(H2 − 1)

κ coshϕ(H2 − 1)3/2
= sbt., 〈n(s, t0), L〉 = cos δ ise,

(b) E§er L ekseni timelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde timelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki

³artlar�n sa§lanmas�d�r.

∂y(s, t0)

∂t
= tanhϕ

∂z(s, t0)

∂t
ve

tanh θ = ∓H
′ + κ sinhϕ(1−H2)

κ coshϕ(1−H2)3/2
= sbt.

Burada H =
τ + ϕ′

κ coshϕ
dir.

Teorem 4.2.2 Γ = Γ(s, t) timelike bir parametrik yüzey olmak üzere, β(s) e§risi Γ

yüzeyi üzerinde bir timelike izoparametrik e§ri olsun.

(i) E§er L ekseni spacelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde spacelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n

sa§lanmas�d�r.

∂z(s, t0)

∂t
= − tanϕ

∂y(s, t0)

∂t
ve

cot δ = ∓K
′ + κ cosϕ(1−K2)

κ sinϕ(1−K2)3/2
= sbt., 〈n(s, t0), L〉 = cos δ ise,

coth θ = ±K
′ + κ cosϕ(K2 − 1)

κ sinϕ(K2 − 1)3/2
= sbt., 〈n(s, t0), L〉 = cosh θ ise,

(ii) E§er L ekseni timelike bir eksen ise bu e§rinin Γ yüzeyi üzerinde timelike

eksene sahip bir isophote e§ri olmas� için gerek ve yeter ³art a³a§�daki ³artlar�n

sa§lanmas�d�r.

∂z(s, t0)

∂t
= − tanϕ

∂y(s, t0)

∂t
ve

coth θ = ±K
′ − κ cosϕ(K2 − 1)

κ sinϕ(K2 − 1)3/2
= sbt.
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Burada K =
τ + ϕ′

κ sinϕ
dir.

�imdi, yukar�daki teoremlerin uygulamalar� olacak örnekler verece§iz.

Örnek 4.2.1 β(s) = (
1√
2

cos s,
1√
2

sin s,

√
3√
2
s) birim h�zl� timelike bir e§ri olsun. β

e§risinin Frenet çat�s� ³u ³ekildedir:



T (s) = (− 1√
2

sin s,
1√
2

cos s,

√
3√
2

),

N(s) = (− cos s, − sin s, 0),

B(s) = (

√
3√
2

sin s,−
√

3√
2

cos s,
1√
2

).

ϕ =
π

2
olsun.

x(s, t) = 0, y(s, t) = t2, z(s, t) = −t, t0 = 0

seçerek β(s) timelike e§risini bir isophote e§ri olarak içeren timelike yüzey ailesinin

bir eleman�n� a³a§�daki ³ekilde elde ederiz:

Γ5(s, t) =

(
(

1√
2
− t2) cos s−

√
3√
2
t sin s, (

1√
2
− t2) sin s+

√
3√
2
t cos s,

1√
2

(
√

3s+ 1)

)
Γ5 yüzeyinin gra�§i ³ekil 4.7'de verilmi³tir.

Benzer ³ekilde

x(s, t) = t, y(s, t) = −
√

2

2
t2, z(s, t) =

√
2

2
t, t0 = 0

alarak β e§risini isophote e§ri olarak içeren di§er bir yüzey ³u ³ekildedir:

Γ6(s, t) =

(
(1 + t2)

1√
2

cos s+
(
√

3−
√

2)

2
t sin s, (1 + t2)

1√
2

sin s− (
√

3−
√

2)

2
t cos s,

√
3√
2

(s+ 1)− t

2

)
.

Bu yüzey ise ³ekil 4.8'de gösterilmi³tir.
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�ekil 4.7 Γ5(s, t) yüzeyi ve β(s) timelike isophote e§risi

�ekil 4.8 Γ6(s, t) yüzeyi ve timelike β(s) isophote e§risi

�ekil 4.9 Γ5(s, t) ve Γ6(s, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak β(s) timelike isophote

e§risi
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Örnek 4.2.2 Bölüm 2.5 de bir e§rinin Minkowski Pisagor-Hodograf e§ri (MPH e§ri)

olma ³art�n� vermi³tik. �imdi ise öncelikle bir spacelike β = (β1, β2, β3) MPH e§risi

örne§i elde edip daha sonra bu MPH e§risinin bir spacelike isophote e§ri olarak

içeren timelike yüzeyler olu³turaca§�z.

U(r) = (1− r) + 2r, V (r) = r, P (s) = (1− r) ve Q(s)− (1− r) + r alarak Teorem

2.5.1 den

β′1 = 3(1− r)2 + 1 · 2(1− r)r + 4r2,

β′2 = 2(1− r)2 + 0 · 2(1− r)r + 4r2,

β′3 = 2(1− r)2 + 3 · 2(1− r)r − 2r2,

σ = −(1− r)2 + 3 · 2(1− r)r + 0r2.

bulunur. �ntegrasyon sabiti (a0, b0, c0) = (1, 1, 1) olmak üzere son denklemden inte-

gral al�narak β(r) MPH e§risinin di§er kontrol noktalar� ³u ³ekilde elde edilir:

(a1, b1, c1) =
(6, 5, 5)

3
, (a2, b2, c2) =

(7, 5, 8)

3
, (a3, b3, c3) =

(11, 9, 6)

3
.

Kolay bir hesaplamayla β e§risinin Frenet çat�s�n� ³u ³ekilde elde ederiz:



T (r) =
(3− 4r + 5r2, 2− 4r + 6r2, 2 + 2r − 6r2)√

9− 48r + 106r2 − 64r3 + 25r4
,

N(r) = B(r)× T (r),

B(r) =
(6− 24r + 6r2, −7 + 28r − 7r2, 2− 8r + 2r2)

9(1− 4r + r2)
.

ϕ = ln 2 olsun. x(r, t) = t2, y(r, t) = − sin t, z(r, t) = −3
5
t ve t0 = 0 seçerek β

spacelike e§risini bir isophote e§ri olarak içeren timelike yüzey ailesinin bir üyesini

³u ³ekilde verebiliriz:

Γ7(r, t) = β(r) + t2T (r)− sin tN(r)− 3t

5
B(r).

Bu yüzey ³ekil 4.10'da gösterilmi³tir.

Benzer ³ekilde, ϕ = ln 4, x(r, t) = t, y(r, t) = − sin t, z(r, t) = − tan(15
17
t) ve t0 = 0

alarak yüzey ailesinin di§er bir üyesini ³u ³ekilde elde ederiz:

Γ8(r, t) = β(r) + tT (r)− sin tN(r)− tan(
15

17
t)B(r).
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Γ8 yüzeyi ise ³ekil 4.11'de verilmi³tir.

�ekil 4.10 Γ7(r, t) yüzeyi ve β(r) spacelike isophote e§risi

�ekil 4.11 Γ8(r, t) yüzeyi ve spacelike β(r) isophote e§risi

�ekil 4.12 Γ7(r, t) ve Γ8(r, t) yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak β(r) spacelike

isophote e§risi
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Örnek 4.2.3 β(s) = (− 3
25

sinh 5s, 4
5
s,− 3

25
cosh 5s) birim h�zl� spacelike bir e§ri ol-

sun. β e§risinin Frenet çat�s� ³u ³ekildedir:



T (s) = (−3

5
cosh 5s,

4

5
, −3

5
sinh 5s),

N(s) = (− sinh 5s, 0, − cosh 5s),

B(s) = (−4

5
cosh 5s, −3

5
, −4

5
sinh 5s),

ϕ = ln 3 olsun.

x(s, t) = t, y(s, t) = − sinh t, z(s, t) = −4

5
t, t0 = 0

seçerek β(s) spacelike e§risini bir isophote e§ri olarak içeren timelike yüzey ailesinin

bir eleman�n� a³a§�daki ³ekilde elde ederiz:

Γ9(s, t) =

(
sinh 5s (− 3

25
+ sinh t) +

1

25
t cosh 5s,

4

5
(s+

8

5
t),

cosh 5s (− 3

25
+ sinh t) +

1

25
t sinh 5s

)
,

Γ9 yüzeyinin gra�§i ³ekil 4.13'de gösterilmi³tir.

Benzer ³ekilde

x(s, t) = 0, y(s, t) = −t, z(s, t) = − sinh(
4

5
t), t0 = 0

alarak β e§risini isophote e§ri olarak içeren yüzey ailesinin di§er bir üyesi ise ³u

³ekildedir:

Γ10(s, t) =

(
sinh 5s (− 3

25
+ t) +

4

5
sinh(

4

5
t) cosh 5s,

1

5

(
4s+ 3 sinh(

4

5
t)
)
,

cosh 5s (− 3

25
+ t) +

4

5
sinh(

4

5
t) sinh 5s

)
,

Bu yüzey ise ³ekil 4.14'de verilmi³tir.
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�ekil 4.13 Γ9(s, t) timelike yüzeyi ve β(s) spacelike isophote e§risi

�ekil 4.14 Γ10(s, t) timelike yüzeyi ve spacelike β(s) isophote e§risi

�ekil 4.15 Γ9(s, t) ve Γ10(s, t) timelike yüzeyleri ile bu yüzeylerin ortak β(s) space-

like isophote e§risi
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5. TARTI�MA VE SONUÇ

Yüzey üzerindeki özel e§riler bir çok geometricinin ilgi oda§� olmu³ ve birçok yazar

bu e§rilerin karakterizasyonlar�n� çe³itli uzaylarda incelemi³lerdir. Bu e§rilerden en

önemlileri geodezikler, asimptotik e§riler ve e§rilik çizgileridir. Bu e§riler diferen-

siyel geometri de önemli yer tutmalar�n�n yan� s�ra pratik uygulamalarda da kendine

birçok alan bulmu³tur.

Isophote e§riler de yüzey üzerinde karakteristik e§rilerden biridir. Bir �³�k kayna§�n-

dan düzgün bir yüzeye gelen �³�k vektörü yüzey üzerinde baz� noktalarda yüzey nor-

mali ile sabit bir θ aç�s� yapmaktad�r. Bu tür noktalar�n geometrik yeri bir isophote

e§ri olarak adland�r�lmaktad�r. Isophote e§riler optik, CAD/CAM, bilgisayar gra�k-

leri, yüzey sorgulama ve e§ri-yüzey modelleme gibi birçok alanda kullan�lmaktad�r.

Bu alanlar�n en önemlisi yüzey sorgulamad�r. Örne§in, key� bir obje ele alal�m. Bu

objeyi modelleyebilmek için birçok yüzey yamas�n� bir araya getirmek gerekmekte-

dir. Olu³an objenin düzgün olabilmesi için birle³tirilen yüzeyler belli sürekliliklere

sahip olmal�d�r. Ancak süreklilik hakk�nda net bir yarg�ya ula³mak her zaman kolay

olmayabilir. Süreklili§in belirlenmesini kolayla³t�rabilmek için isophote e§rilerden

faydalanabiliriz. E§er birle³ik iki yüzeyin isophotelar� n. dereceden bir geometrik

süreklili§e sahip ise yüzeyler (n+ 1). dereceden süreklilik gösterir. Örne§in birle³ik

iki yüzeyin isophote e§rileri arakesit e§risi üzerinde kesi³miyorsa bu e§riler 0. derece-

den geometrik süreklili§e sahip iken yüzeyler de 1. dereceden geometrik süreklili§e

sahiptir.

Bu tez çal�³mas�nda bir ters problem olarak, verilen bir e§riyi izoparametrik ve

isophote e§ri olarak bar�nd�ran tüm yüzeyleri olu³turma problemi ele al�nm�³t�r.

Bu problemi çözmek için yüzey; e§riye ve e§rinin Frenet çat�s�na ba§l� olarak ifade

edilmi³tir. Daha sonra yüzey normalleri e§ri boyunca hesaplan�larak ve isophote

³art� kullan�larak e§rinin yüzey üzerinde isophote e§ri olabilmesi için gerek ve yeter

³artlar elde edilmi³tir. Sonras�nda isophote e§rilerin ekseni {N,C,W} çat�s�na göre
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elde edilmi³ ve birim h�zl� bir e§rinin yüzey üzerinde isophote e§ri olma ³art� bu

çat�ya göre de incelenmi³tir. Ayr�ca olu³turan teoriye uygulama olu³turacak örnek-

ler verilmi³tir. Sonraki bölümlerde ise ortak bir geodezik e§riye, e§rilik çizgisine ya

da asimptotik e§riye sahip olan yüzey aileleri {N,C,W} çat�s�na ba§l� olarak ifade

edilmi³tir.

Tezin son bölümünde 3-boyutlu Minkowski uzay�nda bir isophote e§riden geçen tüm

spacelike ve timelike yüzeylerin karakterizasyonlar� incelenmi³ ve bu karakterizasy-

onlar örneklerle desteklenmi³tir.
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Sabuncuoğlu,A. 2014. Diferensiyel Geometri. Nobel Yayıncılık, Ankara.

Sanchez-Reyes,J. and Dorado,R. 2008. Constrained design of polynomial surfaces
from geodesic curves. Comput. Aided Des., 40, 49-55.

Stoker,J. 1969. Differential Geometry. New York Interscience.
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