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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

ORTAK BIR ISOPHOTE EGRIYE SAHIP OLAN YUZEY AILELERI
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Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Doc. Dr. Ismail GOK

Bu tez beg boliimden olugsmaktadair.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, tezde kullanilan baz kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, 3—boyutlu Oklid uzayinda ortak bir isophote egriye sahip olan yiizey
ailelerinin parametrik gosterimleri elde edilmigtir. Daha sonra bir isophote egrinin ekseni,
{N,C, W} catis1 kullamlarak ifade edilmis ve isophote egriyi igeren yiizey aileleri karak-
terize edilmistir. Ayrica ortak bir geodezik egri, asimptotik egri ya da egrilik cizgisine
sahip olan yiizey aileleri { N, C, W} catisina gore ifade edilmistir. Verilen tiim teori igin
pratik uygulamalar ve 6rnekler verilmistir.

Dérdiincii boliimde, 3—boyutlu Minkowski uzayinda verilen bir egriyi bir isophote egri
olarak igceren spacelike ve timelike yiizeyler igin karakterizasyonlar verilmigtir. Bu karak-
terizasyonlar baz ¢rneklerle desteklenmistir.

Son boliim, 3—boyutlu Oklid ve Minkowski uzaymda isophote egriler icin elde edilen
sonuglar: icermektedir.
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions and theorems which are used in the
thesis.

In the third chapter, the parametric representation of surface pencils with a common
isophote curve have been obtained in 3—dimensional Euclidean space. Then, the axis of
a isophote curve has been stated by using the frame {N,C, W} and the surface pen-
cils including the isophote curve have been characterized. Besides, the surface pencils
which include a common geodesic curve, asymptotic curve or line of curvature have been
expressed according to {IN,C, W} frame. Practical applications an some examples are
given for all the theory.

In the fourth chapter, some characterizations for spacelike and timelike surfaces which in-
corporate a given curve as an isophote curve have been given in 3—dimensional Minkowski
space. These characterizations have been supported by some examples.

The last chapter contains the results obtained for isophote curves in Euclidean and Minkowski
3-spaces
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1. GIRIS

Isophote egriler fizikte kullanilan Lambert Kosiniis Yasasi’nin giizel bir sonucudur.
Lambert Kosiniis Yasasi, bir 11k kaynagi yardimiyla bir yiizeyin aydinlatilmasi
konusunu incelemektedir. Bu yasa ile Giineg’in yaz aylarinda gokyiiziinde yiiksekte
iken Diinya'nin neden sicak, kig aylarinda gokyiiziinde daha algaktayken Diinyanin
neden soguk oldugu agiklanabilmektedir. Ciinkii, 15181n ideal daginik bir yansima
yiizeyinden gozlemlenen giddeti gbézlemcinin goriis yeri ve yiizeyin normal vektori
arasinda kalan 6 agisinin kosiniisii ile dogru orantihidir. Bu yasa, bazen Kosiniis

Emisyon Yasasi bazen de Lambert Emisyon Yasasi olarak da adlandirilir.

Bunun yani sira, yiizeyin parlakligi da kaynaktan gelen 151k ile ylizey normali arasin-

daki aginin kosiniisii ile orantilidir. Bunu su sekilde formiilize edebiliriz:
Iyuzey = Ikaynak cos 6

Burada Iy,.., yiizeyden yansiyan 1181n siddeti, [pqynar ise 151k kaynagindan gelen
15181n siddetini ifade etmektedir. Cizelge 1.1’de verilen 6zel acilar yardimiyla bu

iligkiyi 6rnekleyelim.

(izelge 1.1 Kaynaktan gelen ve yiizeyden yansiyan 1g1k siddetleri arasindaki iligki

0 Ikagnar (w/m?)  Lyuzey (w/m?)

0° 1000 1000
30° 1000 866
45° 1000 707
60° 1000 200
90° 1000 0

Bir yiizeyin bir kaynak yardimiyla esit siddette aydinlatilan (es aydinlanan) nok-

talarinin geometrik yerine bir isophote egri adi verilmektedir. Dolayisiyla isophote
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egrileri, bu egriler boyunca yiizey normallerinin sabit bir dogrultu (1s1k dogrultusu)
ile sabit bir ac1 yaptig egriler olarak tanmimlayabiliriz. Yiizey iizerinde, egri boyunca
yiizey normali ile 151k dogrultusu arasinda bahsedilen bu ac1 degistikce yeni isophote
egriler olugacaktir. Ozel olarak bu act 5 ise bu egriler siliet egriler olarak adlandirl-

maktadir.

Isophote egriler optik, bilgisayar destekli tasarim/imalat, yiizey geometrik model-
leme, bilgisayar grafikleri gibi bir¢ok dalda da kendine uygulama alani bulmustur.
Ayrica bu egriler birlegik yiizeylerdeki siireksizlikleri belirlemek ve yiizeyleri sorgula-
mak amaciyla da kullanilmaktadir. Koenderink ve van Doorn keyfi bir aydinlatma
altinda keyfi bir seklin Lambert yiizeyleri iizerinde isophote egrilerin yapisal in-
varyantlarini incelemislerdir (Koenderink ve van Doorn 1980). Ayni yazarlar bir
isophote egrinin kiiresel gostergesinin S? birim kiiresi iizerinde bir enlem cemberi
oldugunu ispatlamiglardir. Daha sonra, (Poeschl 1984) bir free form yiizey iiz-
erinde isophote egriler boyunca bozukluklar1 saptayarak bu egrileri araba gévde
tasariminda kulanmiglardir. Sara, isophote egrilerin 6zellikleri yardimiyla lokal gél-
geleme tizerinde caligmigtir (Sara 1994). Kim ve Lee yaptiklari iki farkh yaymda
kanal yiizeyleri ile donel yiizeylerin isophote egrilerini ve karakteristik cemberlerin
birbirine teget olmasi problemini ¢ozerek bir kanal yiizeyinin perspektif siliietini
parametrize etmiglerdir (Kim ve Lee 2003a,b). Bu galigmalardan sonra (Dogan
ve Yayh 2014, 2015) isophote egriler hakkinda cesitli karakterizasyonlar vermis,
isophote egriler ile geodezikler, asimptotik egriler ve egrilik cizgileri arasindaki il-
igkileri vermiglerdir. Ayrica Darboux c¢atisimi kullanarak bir isophote egrinin sabit
eksenini elde etmigler ve bir kanal yiizeyi {izerinde yatan isophote egriler icin bazi
sonuclar vermiglerdir. Dogan ayni problemi Minkowski 3-uzayinda timelike yiizeyler
iizerinde yatan timelike ve spacelike isophote egriler ve spacelike yiizeyler iizerinde
bulunan spacelike isophote egriler i¢in ele almigtir (Dogan 2012, Dogan ve Yayl

2014).

Fakat diferensiyel geometride egriler ve yiizeyler iizerinde yapilan ¢ogu caligmada

yiizeyler iizerindeki 6zel egriler incelenmektedir. Bunun aksine, (Wang vd. 2004)



verilen bir egri icin ters problem diiglinerek, bu egriyi bir geodezik olarak iceren yiizey
ailelerini ifade etmiglerdir. Bunu olugturmak icin de egri ve egrinin Frenet catisindan
yararlanmiglardir. Bu caligmadan sonra bir¢ok yazar verilen bir, iki hatta doért uzay
egrisini geodezik egriler, asimptotik egriler ya da egrilik cizgileri gibi 6zel egriler
olarak igeren yiizeyleri farkhh uzaylarda farklh karakterizasyonlarla incelemiglerdir
(Zhao ve Wang 2007,2008, Kasap ve Akyildiz 2008, Paluszny 2008, Sanchez-Reyes
ve Dorado 2008, Farouki vd. 2009a,b, Saffak ve Kasap 2009, Li vd. 2011, Bayram
vd. 2012, Li vd. 2013, Ergun vd. 2014, Saffak ve Kasap 2015).

Bu tez calismasinda ilk olarak 3-boyutlu Oklid uzayinda ortak bir isophote egriye
sahip olan yiizeyler karakterize edilmis ve pratik uygulamalarda kolaylik saglaya-
cak sonuglar verilmigtir. Daha sonra bir isophote egrinin ekseni {N,C, W} catisina
gore elde edilmis ve ayn1 problem 3-boyutlu Oklid uzayinda bu catiya gére incelen-
migtir. Elde edilen sonuclar orneklerle desteklenmistir. Daha sonraki bdéliimlerde
{N,C, W} catisina gore sirayla ortak bir geodezik, asimptotik ve egrilik ¢izgisine
sahip olan yiizeyler incelenmig, 6nemli karakterizasyonlar érnekleri ile birlikte ver-

ilmigtir.

(alhigmanin son boliimiinde ise, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir isophote egriyi
iceren spacelike ve timelike yiizeyler iki alt baglikta incelenmis ve bu tip yiizeylerle

ilgili baz1 6rnekler verilmigstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde tez boyunca kullanilan temel kavramlar ve teoremler verilmigtir.

2.1 Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 (Reel ig Carpim Uzay1) V, R reel sayilar cismi iizerinde taniml

bir vektor uzayi olsun. Vz,y € V icin
(.,):VxV —= R
(z,y) = (z,9)

seklinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu (simetrik, bi-lineer ve pozitif tanimh) tanimlan-

abilirse, bu vektor uzayma bir reel i¢ ¢carpim uzay: denir (Stoker 1969).

Tanim 2.1.2 (Oklid Uzay1) V, n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzayi olsun. V vektor
uzay1 ile birlestirilmis bir A afin uzayimna Oklid uzay1 adi verilir ve [E” ile gosterilir

(Stoker 1969).

Tamm 2.1.3 (Oklid i¢ Carpimi) E", n-boyutlu Oklid uzay: olsun.

Yu = (ug, ug, -+ ,up), v = (v1,02,- -+ ,v,) € E" i¢in

n
(u,v) = ujv;
=1

seklinde tanimlanan fonksiyona standart Oklid i¢ carpim fonksiyonu ya da stan-

dart i¢ carpim ad verilir (Stoker 1969).

Tanim 2.1.4 (Norm) E" n-boyutlu Oklid uzayi'nin her u = (uy, ug, - -+ ,uy,) ele-
mani icin

lull = v/, u)
bi¢iminde tanimlanan fonksiyona u nun normu adi verilir (Millman vd. 1977).

4



Tanim 2.1.5 (Oklid Vektérel Carpimi) E?, 3-boyutlu Oklid uzay1 olsun. Bu
durumda Yu = (uy, ug, us),v = (v1, va,v3) € E3 icin, bu vektorlerin Oklid vektorel
carpimu su gekilde tanimlanir (Millman vd. 1977).
i ik
UANV = |uy uy ug| = (UgU3 — UgVa, UgVy — UU3, —UV] + U V).

U1 V2 U3

Tanim 2.1.6 (C* Sinifindan Fonksiyon) U ciimlesi E” Oklid uzaymda acik bir
alt ciimle ve f : U — R olsun. Eger f fonksiyonunun k. mertebeden tiim kismi
tiirevleri mevcut ve siirekli ise bu fonksiyona C* sinifindan diferensiyellenebilir

bir fonksiyon adi verilir (Sabuncuoglu 2014).

Tanim 2.1.7 (Egri) R gergel say1 dogrusunun bir I = (a,b) acik araligindan E”
uzayina tanimli diizgiin bir « : [ — E" doniigiimiine E™ uzay icinde bir egri denir

(O’Neill 1966).

Tanim 2.1.8 (Tiirevlenebilir Egri) R gercel say1 dogrusunun bir I = (a,b) agik
araligindan E" uzayina, tiirevlenebilir bir v : I — E” fonksiyonuna bir tiirevlenebilir

parametrik egri ad: verilir. (Do Carmo 1976).

Tanim 2.1.9 (Regiiler Egri) o : 1 c R — E", E* Oklid uzay icinde bir egri ol-
sun. a(s) = (a1(s), az(s), -+, an(s)) olmak iizere o/ (so) = ab(sg) = -+ = al,(s0) =
0 olacak bigimde bir sy € I yok ise «(s) egrisine bir regiiler egri denir (Do Carmo

1976).

Tanim 2.1.10 «: I ¢ R — E", E* Oklid uzay icinde bir egri olsun.

o (s) = (i(s), az(s), -+, (s))

bigiminde tanimlanan ifadeye « egrisinin s noktasindaki hiz vekto6rii denir (Do

Carmo 1976).



Tanim 2.1.11 «a(s) : I ¢ R — E", E® Oklid uzayi’'nda bir egri olsun. ||o/(s)]|
normuna « egrisinin s noktasindaki hizi adi verilir. Ayrica 6zel olarak, ||o/(s)|| =1
ise « egrisine birim hizhi egri, s ye de « egrisinin yay parametresi denir (Do

Carmo 1976).

Tanim 2.1.12 (Birim Teget Vektdr) E? Oklid uzayinda birim hizh o : I — E3
egrisini gz Oniine alalim.

T(s) = d'(s) (2.1)
esitligiyle verilen T' vektoriine « egrisinin «(s) noktasindaki birim teget vektorii

adi verilir (Stoker 1969).

Tamim 2.1.13 (Egrilik Fonksiyonu) E? 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir
a: I — E3 egrisi alahm.
k:IT — R
s = K(s)=[T"(s)|

bigiminde tanumh fonksiyona, « egrisinin egrilik fonksiyonu, x(s) sayisina da «

egrisinin «(s) noktasindaki egriligi ad1 verilir (Stoker 1969).

Tanim 2.1.14 (Asli Normal Vektdr) E? Oklid uzaymda birim hizh o : I — E3

egrisini gz Oniine alalim.

(2.2)

esitligiyle verilen N(s) vektoriine « egrisinin «(s) noktasindaki asli normal vek-

torii adi verilir (Stoker 1969).

Tanim 2.1.15 (Binormal Vektor) E? Oklid uzayinda birim hizh o : [ — E3
egrisini goz Oniine alalim.

B(s)=T(s) N N(s) (2.3)
esitligiyle tanimli B(s) vektoriine « egrisinin «(s) noktasindaki binormal vektorii

ad1 verilir (Stoker 1969).



Tanim 2.1.16 (Frenet Catis1) E? Oklid uzayinda o : I — E? egrisini géz oniine
alalim. T'(s), N(s), B(s) vektorlerine « egrisinin a(s) noktasindaki Frenet vektor-

leri, bu vektorlerin olugturdugu

{T'(s), N(s), B(s)}

ciimlesine « egrisinin «(s) noktasindaki Frenet catisi adi verilir (Stoker 1969).

Tanim 2.1.17 (Burulma Fonksiyonu) E? 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizh

bir o : I — E? egrisi alahm. « egrisinin Frenet ¢atis1 {T', N, B} olmak iizere

7:1 — R

s = 7(s) = —(B/(s), N(s))

bigiminde tanimh fonksiyona, « egrisinin burulma fonksiyonu, 7(s) sayisina da «

egrisinin «a(s) noktasindaki burulmasi adi verilir (Stoker 1969).

Tanim 2.1.18 (Frenet-Serret Formiilleri) E® Oklid uzayinda birim hizh « :
I — TE3 egrisi ve bu egrinin Frenet gatist {T, N, B} olmak iizere agagida verilen

esitliklere o egrisinin Frenet-Serret formiilleri ad: verilir:
T'(s) = k(s)N(s)

N'(s) = —k(s)T(s) + 7(s)B(s)
B'(s) = —71(s)N(s)

Simdi birim hizli olmayan bir egri i¢in Frenet catisi ve Frenet-Serret formiillerini

verelim (Stoker 1969).

Tanim 2.1.19 o« : ] € R — E? egrisi 3-boyutlu Oklid uzayinda keyfi bir r

parametresine sahip bir egri olsun. Bu durumda egrinin {T', N, B} catis1 su sekilde



tanimhdair.

I/( )

X o
la’(r) > a’(r)]|"

N(r) = B(r) x T(r).

B(r) =

Bu durumda egrinin Frenet-Serret formiilleri ise su sekilde tanimlanir:

; T(r) 0 r(r)]le’ ()] 0 T(r)
o | N0 | = [ —Em)lle ()] 0 ()l (M) | | N(r)
B(r) 0 —7(r)[la’(r)]] 0 B(r)
Burada r(r) = Jo’(r) < a"(r)] ve 7(r) = det(a'(r), o"(r), &"(r)) sirasiyla egrinin

[l (r)[° lo’(r) x " (r)[|*

egrilik ve burulma fonksiyonlardir (Stoker 1969).

Tanim 2.1.20 «: I C R — E3 egrisi 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizli bir egri
olsun. Bu durumda N egrinin asli normal vektorii, C' asli normal vektdriin tiirevi

ve W Darboux vektorii olmak tizere egrinin { N, C, W} catisi su gekilde tanimhdir.

. a//(s)
Nis)= feror
N'(s
&) = TVET
() = TET() + RSB

K2(s) + 72(s)
Bu durumda bu egrinin alternatif catiya gore tiirev formiilleri ise su sekilde tanim-

lanir:

; N(s) 0 f(s) O N(s)
7| CE = =fs) 0 gls)| | Cs)
W(s) 0 —g(s) 0 W (s)

Burada f(s) = \/k%(s) + 72(s) ve g(s) = o(s) f(s) (o diferensiyellenebilir bir fonksiyon)
sirastyla egrinin bu catiya gore egrilik fonksiyonlaridir (Uzunoglu 2016).



O halde bir egrinin Frenet gatisiile { N, C, W'} ¢atisi arasinda su bagintiy1 elde ederiz:

N(s) OH 1 2 T(s)
o) | = | vere | Vere | |V
WO\ Ve ) e/ \PO

Tanmim 2.1.21 (Helis) o : I — E?, 3-boyutlu Oklid uzaymda bir egri olsun. Eger o
egrisinin her noktasindaki teget vektorii sabit bir dogrultu ile sabit bir ag1 yapiyorsa

bu egriye bir helis ad: verilir (Stoker 1969).

Teorem 2.1.1 (LancretTeoremi) 3-boyutlu Oklid uzaymda bir a(s) : I — E3
egrisi alalm. « egrisinin bir helis olmasi icin gerek ve yeter gsart
H(s) = 1)
K (s)

harmonik egrilik fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasidir (Lancret 1806).

V5

. 2 3
Ornek 2.1.1 a(s) = (gs,?sin 8, =3~ €8 s) egrisini ele alalim. Egrinin Frenet

elemanlar1 su sekildedir:

( T(s) 2 5 NG
S) = —, — COSS,———SIn s
3 3 "3 ’

§ N(s)=(0,—sins,—coss),

2 2
B(s) = (\/757 —gcoss, —3 sins) ,

2
Dolayisiyla T - % = sbt. olup, « egrisi bir helistir. Bu helisin gekli agagida
K

verilmigtir.



Sekil 2.1 «(s) helisi

Tanim 2.1.22 (Slant Helis) 3-boyutlu Oklid uzaymda bir a(s) : I — E? egrisi
alalim. Egrinin her noktasindaki asli normal vektor alani sabit bir dogrultu ile sabit

bir ag1 yapiyorsa bu egriye bir slant helis adi verilir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

Teorem 2.1.2 «(s) : I — E?, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir egri olmak iizere, bu

egrinin bir slant helis olabilmesi icin gerek ve yeter sart

T

o(s) = <<K2fw(g)/) (s)

fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasidir (Izumiya ve Takeuchi 2004).

12
egrisini ele alalim. Egrinin Frenet elemanlar su sekilde hesaplanir:

. 1 1 1 1 2v/2
Ornek 2.1.2 f(s) = | ——=cosds — gCOSQS, D) sin4s — gsin23, _T\/_ COSS)

( 1 2 1 2 24/2
T(s) = (§ sin4s + §sin 2s, —3 cos 4s — 3 cos 2s, %—sin s),

2v/2 2V2 . 1
Tcosiﬂs, ——sinds, - |,

N(s) = ( 3 3

1 8 2v2
B(s) = (5(—4 + 2cos2s — cos 4s), 9 cos s sin® s, T\/_(Z oS § + cos 33)) ,

2v/2
k(s) = 2v2coss ve 7(s)=— \3/_5111 S.

Bu slant helisin gekli agagida verilmigtir.
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Sekil 2.2 ((s) slant helisi

Tanim 2.1.23 (Geometrik Siireklilik) Baglangig noktas: ve bitig noktasi sirasiyla

Py ve P, olan bir « egrisi ile ()y ve (), olan bir 3 egrisi géz Oniine alalim.

(i) « egrisinin P, bitig noktasi ile beta egrisinin )y baglangi¢ noktalar: ayni ise bu
iki egriye 0. dereceden geometrik siireklilige sahip egriler denir ve G°

ile gosterilir.

(ii) « egrisinin P, bitis noktasi ile beta egrisinin @y baglangig noktalar1 ayni ve
ayni zamanda bu noktadaki teget vektorleri de paralel ise bu iki egriye 1.

dereceden geometrik siireklilige sahip egriler denir ve G* ile gosterilir.

(iii) « ve B egrisi G siirekliligine sahip iki egri olmak iizere egrilerin ortak nok-
tasindaki ikinci tiirevleri oranhi (ya da egrilikleri ayni) ise bu iki egriye 2.
dereceden geometrik siireklilige sahip egriler denir ve G? ile gosterilir

(Farin 2002).
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Tamim 2.1.24 (Yiizey) E? de agik bir alt ciimle U olsun.

S:UcCE — E?

(u,v) — S(u,v) = (s1(u,v), s2(u,v), ss(u,v))

seklinde tanimlanan diferensiyellenebilir bir S déniisiimiine E? Oklid uzayinda bir

yiizey denir (Millman vd. 1977).

Tanim 2.1.25 (Egrilik Cizgisi) S, E® Oklid uzayinda bir yiizey ve a : [ — S
bu yiizey iizerinde regiiler bir egri olsun. Her s € [ i¢in o/(s) hiz vektorii, «f(s)
noktasinda S yiizeyinin bir egrilik vektorii ise «v egrisine S yiizeyi lizerinde bir egrilik

cgizgisi denir (Millman vd. 1977).

Tanmim 2.1.26 (Asimptotik Egri) S, E* Oklid uzayinda bir yiizey ve o : [ — S
bu yiizey iizerinde regiiler bir egri olsun. Her s € [ i¢in o/(s) hiz vektorii, «f(s)
noktasinda S yiizeyinin bir asimptotik vektorii ise « egrisine S ylizeyi iizerinde bir

asimptotik egri denir (Millman vd. 1977).

Tanim 2.1.27 (Geodezik Egri) S, E® Oklid uzaymda bir yiizey ve o : I — S
bu yiizey iizerinde regiiler bir egri olmak iizere S yiizeyinin birim dik vektdr alani n
olsun. o’ vektor alani, n o a vektor alanina paralel ise « egrisine S yiizeyi iizerinde

bir geodezik egri denir (Millman vd. 1977).

Tanim 2.1.28 (Darboux Gatis1) S, E* Oklid uzaymda bir yiizey ve o : [ — S
de S yiizeyi iizerinde birim hizli bir egri olsun. Bu durumda {7'(s),Y(s),n(s)}
vektor ciimlesine «v egrisinin S yiizeyi lizerindeki Darboux gatisi adi verilir. Burada
T'(s) « egrisinin birim tegeti, n ise S yiizeyinin « egrisi boyunca birim normali ve

Y =n x T olarak tanimlamr (Sabuncuoglu 2014).
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Teorem 2.1.3 S, E3 uzayinda bir yiizey ve o : I — S de S yiizeyi iizerinde birim

hizli bir egri olsun. Bu durumda Darboux catisinin tiirev formdiilleri gu sekildedir:

T(s) 0 ky ky T(s)
d
Ts Ys)|=]|—-k 0 7 Y(s) |- (2.4)
n(s) —k, —14 O n(s)
Burada k, = (",Y), k, = (¢/',nn) ve 7, = —(,Y) sayilar1 Darboux catisinin

egrilikleri olup sirasiyla, geodezik egrilik, normal egrilik ve geodezik burulma olarak

adlandirilirlar.

Tanim 2.1.29 (Regle Yiizey) o : [ — E3 egrisi ve birim uzunlukta bir D
dogrusu verildigini varsayalim. D dogrusunun « egrisi boyunca hareket ettirilmesi
sonucu olusan yiizeye bir regle yiizey denir. Matematiksel olarak su gekilde ifade
edilir:

S(s,v) = a(s) +vD(s).

Burada « egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi, D(s) dogrusuna ise regle yiizeyin
dogrultmani adi verilir. Ayrica «(s) noktasindan gecen ve D(s) vektoriine paralel

olan dogruya, «(s) noktasindan gecen ana dogru denir (Farin 2002).

Tanim 2.1.30 (Agilabilir Yiizey) S bir regle yiizey olmak iizere, S regle yiizeyinin
dik vektor alani, yiizeyin ana dogrulari boyunca paralel kaliyorsa bu regle yiizeye

bir agilabilir yiizey adi verilir (Sabuncuoglu 2014).

2.2 Bézier Egrileri

Bézier Egrileri, Fransiz Miihendis Pierre Bézier tarafindan 1970 yilinda Renault
otomobil gdévdelerinin tasariminda kullanilmak iizere geligtirilmis Spline yaklagim
metodudur. Bu egriler bilgisayar grafiklerinde ve Bilgisayar Destekli Tasarim (CAD)

uygulamalarinda sik¢a kullanilmaktadair.
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Bézier egrileri gercek interpolasyon spline1 degildir. Zira bu egriler normal olarak
biitiin veri noktalarindan ge¢mezler. Bu baglamda Bézier egrileri en kiigiik kareler
egrileriyle benzerlik gostermektedirler. Bununla birlikte Bézier egrileri veri nokta-
larinin belirledigi ¢cokgenin i¢inde kalma 6zelligine sahiptirler. Ayrica bu egriler giizel
bir geometrik 6zellige de sahiptirler ki, noktalardan biri degistirildiginde egrinin
sadece miidahale edilen kismi degiserek yerel bir etki goriilmektedir. Yani, bu veri
noktalarinin kullanimi sayesinde kullanici gorsel olarak ulagabilecegi sonuclari énce-
den kestirebilmektedir. Dolayisiyla bu veri noktalar: egrinin gectigi noktalar degil

(ilk ve son nokta hari¢), egrinin geklini belirlemek i¢in kullanilan noktalardar.

Bézier egrileri, matematiksel olarak genellikle Bernstein polinomlar1 baz alinarak
ifade edilir. Buna gore n’inci dereceden temel fonksiyon, kontrol noktalar1 ¢ ile

parametrize edilmek iizere gu gekilde verilebilir.

B, (u) = " u' (1 —u)" "

l

n!
~dl(n —i)!

dan belirlenir ve kontrol edilir. Simdi ise Bézier egrilerinin genel formiiliinii verelim.

Burada dir. n’inci dereceden bir Bézier egrisi n+ 1 nokta tarafin-

l

P, ¢’inci kontrol (veri) noktasi ve B;,, ilgili Bernstein polinomu olmak iizere Bézier

egrisi su sekilde ifade edilir.

e n=2icin Py, P, ve P, noktalariyla tamimlanan «(u) egrisi kuadratik bir Bézier

egrisi belirtmektedir.
a(u) = (1 —u)’Py+2(1 — u)uP; + u*Ps.

Dolaysiyla v = 0 igin P(0) = Py ve u = 1 i¢in P(1) = P, oldugu goriilmek-
tedir. Buna gore u parametresi 0 ile 1 arasinda degigirken ilk kontrol nok-
tast ile iiciincii (son) kontrol noktas arasinda bir egri ¢izilmektedir. Ug nokta

dogrusal olmadigi siirece egri hicbir zaman P; noktasindan asla gegmez. Sonug
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olarak kuadratik bir Bézier egrisinin iizerindeki noktalarin koordinatlari, bu
egriyi tammmlamak igin kullanilan ii¢ noktanin koordinatlarinin agirhikh orta-

lamasidar.

e n—3 i¢in Py, P;, P, ve P3 noktalaryla tanimlanan bir f(u) egrisi kiibik bir

Bézier egrisi belirtir.
Blu) = (1 —u)*Py+ 3(1 — u)?*uPy + 3(1 — u)u’Py + u’Ps, 0<u<l.

Tekrar kolayca goriilebilir ki 3(0) = P, ve 5(1) = P; seklindedir. Ara noktalar

(P, ve P,) egri iizerinde yer almazlar ancak egrinin geklini belirlerler.

Sekil 2.3-2.4’de baz1 Bézier egri ornekleri verilmigtir.

Sekil 2.3 (1, -1, 2), (%, -2, 0), (—%, -1, -2) kontrol noktalariyla verilen kuadratik bir

Bézier egrisi
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Sekil 2.4 (0, 0, 0), (1, 2, -1), (2, -1, %), (3, 0, 2) kontrol noktalariyla verilen kiibik

bir Bézier egrisi

2.3 Pisagor Hodograf Egrileri

Bu boliimde Pisagor-Hodograf (PH) egrilerini tanimlayip daha sonra bu egriler igin

onemli bir teorem verecegiz.

Tanim 2.3.1 a(s) = (a;(s), az(s), as(s)) egrisi E* Oklid uzayinda bir polinom
egrisi olsun. Eger a(s) egrisinin hizi bir polinom ise yani agagidaki sart1 saglay-
acak gekilde bir o(s) reel polinomu mevcut ise, o egrisine bir Pisagor Hodograf

(PH) egrisi denir (Farouki 2008).

Teorem 2.3.1 E? Oklid uzayinda verilen bir a(s) = (a1(s), as(s), as(s)) egrisinin

bir PH egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki formda U(s), V(s), P(s)
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ve @(s) polinomlarimin mevcut olmasidir (Farouki 2008):

N o= U+ Vi- P
vy = 2UQ + 2PV,
v, = 2VQ —2PU,
o = U*+V?*+ P+ Q%

2.4 Oklid Uzayinda Isophote Egriler

Tanmim 2.4.1 P(s,t) 3-boyutlu Oklid uzayinda bir yiizey ve « ise P yiizeyi iizerinde
s yay parametresi ile parametrelendirilmis bir egri olsun. Eger « egrisi boyunca P
yiizeyinin birim normal vektorleri 7(s, t) sabit bir u dogrultusu ile sabit bir 6 acisi

yapiyorsa, « egrisine P yiizeyi iizerinde bir isophote egri adi verilir.

Matematiksel olarak ifade edecek olursak; « egrisinin P yiizeyi iizerinde bir isophote
egri olma gart1

(n(s,t),u) = cosb, (2.5)

olacak gekilde sabit bir u vektoriiniin ve sabit bir 6 acisinin bulunmasidir. Burada
n(s,t), P(s,t) ylizeyinin « egrisi boyunca birim normallerini ifade eder. Eger 6 agist

ozel olarak g radyan ise, yani
(7, 1), u) = cosg =0, (2.6)

ise bu durumda « egrisi P yiizeyi iizerinde bir siliiet egri olarak adlandirilir.
Darboux ¢atisinin tiirev formiilleri ve (2.5) denklemi kullanilarak bir isophote egrinin

u ekseni Darboux ¢atisi bakimindan gu gekilde elde edilir:

kn, )
N = sin 0T F ———=sinfY + cos fn. (2.7)

Burada k, normal egriligi, 7, ise geodezik burulmay1 temsil eder (Dogan ve Yaylh

2015).
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Eger u eksenini Frenet ¢atisi bakimindan yeniden diizenleyecek olursak

u = £ cosysin T + (Fsint) sinf cos ¢ + cos O sin p)N
(2.8)

+(% sin ) sin O sin ¢ + cos f cos p)B

ifadesini elde ederiz. Burada ¢ acis1 egri boyunca yiizey normali 7 ile egrinin binor-
/

().
(ks @) + (7 — ¢)

mali B arasindaki acinin olgiisiidiir, 1) = arccos

e
EZavy

Sekil 2.5 Isophote egrilerin geometrisi

Simdi birlegik yiizeylerin siirekliliklerinin isophote egriler yardimiyla incelenmesini

ifade edecek olan ve bir¢cok uygulamada 6nemli bir yer olusturan su teoremi verelim:

Teorem 2.4.1 Ortak bir [ egrisi boyunca birlesen P; ve P, parametrik yiizeylerini
ele alalim. Eger P, ve P; yiizeyleri iizerinde u eksenli isophote egrilerin ailesi agagi-

daki 6zellikleri sagliyorsa, bu yiizeyler [ boyunca G"™!(n > 1) siirekliligine sahiptir:

(1) Py ve P, yiizeylerinin isophote egrileri [ egrisinin hicbir noktasinda kritik nok-

taya sahip degildir.

18



(2) P, ve P, yiizeylerinin isophote egrileri [ egrisinin hi¢bir noktasinda [ ye teget
degildir.
(3) [ egrisinin higbir noktasinda, u ekseninin P; ve P; yiizeylerinin teget diizlem-

lerine izdiisiim vektorii [ ye teget degildir.

(4) P, ve P, yiizeylerinin isophote egrileri [ egrisi boyunca G" siirekliligine sahiptir.

(Heisel 1996).

Yukaridaki teoremden de anlasilacagi gibi bir egri boyunca birlegen iki yiizeyin
siirekliligini incelemek yerine bu yiizeylerin iizerindeki isophote egrilerin siirekliligini
incelemek yeterlidir ve bu islem daha kolaydir. Ornegin, isophote egrileri G siireklil-
igi ile birlesen iki yiizey G! siirekliligine sahiptir. Teoremin bir uygulamasi olarak

asagidaki sekil 2.6-2.8’1 verebiliriz:

Sekil 2.6 G* yiizey iizerindeki G° isophote egriler
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Sekil 2.7 G? yiizey iizerindeki G isophote egriler

Sekil 2.8 G? yiizey iizerindeki G? isophote egriler

Yukarida verilenlerden ¢ikarilabilecek diger bir 6nemli sonucta u eksenine bagh
olarak isophote egrilerin degigimidir. Yani, 151k dogrultusu degistigi zaman egrilerin

davranigi da degigsmektedir. Simdi ise eksenlerin, isophote egrilerin durumlarina olan
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etkilerini anlamak amaciyla asagidaki objeler ve {izerindeki isophote egrileri verelim.

Bu objeler ve isophote egriler AutoCAD programi yardimiyla ¢izilmigtir.

Sekil 2.9  Bir elma ve verilen eksenlere sahip isophote egrileri

a. Kamera bakig acis;, b. @ = (—3,2,-3), c. @ = (0,0,1)

Sekil 2.10  Bir el ve verilen eksenlere sahip isophote egrileri

a. Kamera bakis acis1, b. o = (—=1,5,-6), c. U = (2,4,2)
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Sekil 2.11  Bir kupa ve farkl 1g1k vektorleri ile verilmis isophote egrileri
a. Kamera bakig acis;, b. @ = (1,0,1), c¢. @ = (0,0,1)

’\ 2 ;_‘f
b
| |

N

Sekil 2.12  Bir at figiirii ve farkli g1k vektorleri ile verilmis isophote egrileri

a. Kamera bakig acis1, b. @ = (2,—1,0), c. @ =(0,0,1)
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Sekil 2.13  Bir robot ve farkl 1g1k vektorleri ile verilmis isophote egrileri

a. Kamera bakig acis;, b. @ = (1,0,0), c¢. @ = (0,0,1)

2.5 Minkowski Uzayinda Isophote Egriler

Bu béliimde éncelikle E2 3-boyutlu Minkowski uzaymda bazi temel tanim ve kavram-
lar1 verecegiz, ardindan E? Minkowski uzayinda isophote egrilerin karakteristik ¢zel-

liklerini aragtiracagiz.

Tanim 2.5.1 (Yar1 Oklidiyen Uzay) R" n-boyutlu standart reel vektor uzay: ol-

sun. YU = (uy,ug, -+ ,uy,), V = (v1,v2,- -+ ,v,) € R" i¢in,
¢,y :R"xR" - R

P n
(U,V) — <U,V>L = Zuivi — Z UV
i=1 Jj=p+1
bi¢iminde tanimlanan p indeksli fonksiyon R™ de pozitif tanimli olmayan bir ig

carpim belirtir. Bu i¢ carpima Lorentz i¢ ¢arpimi adi verilir. Bu i¢ carpim iizerinde

taniml uzaya da yar1 Oklidiyen uzay adi verilir ve Ey ile gosterilir (O’Neill 1983).

Tanim 2.5.2 (Minkowski Uzay1) E; yar Oklidiyen uzaymda p = 1 ve n > 2 ise
olugan E! uzay1 n-boyutlu Minkowski uzayi olarak adlandirihr (O’Neill 1983).

23



Yukaridaki tanimlara dayanarak Minkowski uzayinda i¢ carpimin su sekilde oldugunu

kolayca gorebiliriz:
(U, V), = ugv1 + ugvg + uzvs + -+ + Up_10p—1 — UnVy

Minkowski uzayinda ii¢ farkh tipte vektor vardir. Simdi bu vektorleri tanimlayalim.

Tanim 2.5.3 (Spacelike, Timelike ve Lightlike(Null) Vektor) E7 n boyutlu

Minkowski uzayindan alinan her U eleman igin,

(1) Eger (U,U), > 0yada U =0 ise U ya bir spacelike vektor,
(2) Eger (U,U)L < 0ise U ya bir timelike vektor,

(3) Eger (U,U);, =0 ve U # 0 ise U ya bir lightlike (null) vektor,

ad1 verilir (O’Neill 1983).

Tanim 2.5.4 (Bir Vektoriin Causal Karakteri) E! n boyutlu Minkowski uza-

yinda bir U vektoériiniin causal karakteri ey ile gosterilir ve

(

1, U bir spacelike vektor ise

€u = 40, U bir lightlike vektor ise

—1, U bir timelike vektor ise
\

bi¢giminde tanimlanir (Lopez 2014).

Tamim 2.5.5 (Minkowski Uzayinda Norm) E} Minkowski uzayindan alinan VU =
(ub U, * - 7un> i(;in,

Ul = VU, U)L

bi¢iminde tanimlanan fonksiyona U vektoriiniin normu adi verilir. Normu 1 olan

vektore ise birim vektor adi verilir (Lopez 2014).
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Tanim 2.5.6 E? 3-boyutlu Minkowski uzay1 olmak iizere YU = (uy,uy,u3),V =

(v1,v9,v3) € E2 igin Lorentziyen anlamda vektorel garpimi su sekilde tanimlanir:

i —k
UNV =|uy us ug| = (uavs — ugva, usvy — U3, Ug¥y — Ug2).
V1 Vg (R}

Minkowski uzayinda egriler teget vektorlerinin tiirtine goére simiflandirilmaktadir.
Eger, egrinin teget vektorii spacelike ise egri spacelike, timelike ise egri timelike,

lightlike ise egri lightlike egri olarak adlandirilir (Lopez 2014).

a(s) egrisi 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir egri olsun. Bu egrinin Frenet ¢atisi

{T, N, B} olmak iizere bu ¢atinin tiirev formiilleri su gekilde verilir.

) T(s) 0 K(s) 0 T(s)
A N(s) | = | —erenk(s) 0 7(s) N(s) (2.9)
B(s) 0 —enepT(s) 0 B(s)

Burada ep, eyve ep, sirasiyla T, N ve B vektorlerinin causal karakterleridir.

Tamim 2.5.7 (a) U ve V vektorleri E} Minkowski uzayinda aym timelike konide
bulunan vektérler olsun. Bu durumda asagidaki sart1 saglayan bir tek v > 0

reel sayis1 vardir:

(U, V) = =[[U[lIV][ cosh,

burada v acist bu vektorler arasindaki hiperbolik aci olarak adlandirilir.

(b) E3? 3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike U vektérii ile timelike V' vektoriinii

ele alahm. O halde asagidaki sart1 saglayan bir tek v > 0 reel sayis1 vardir:

(U, V) = U]V sinh~.

(c) U ve V vektorleri spacelike vektorler olsun.
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(i) Bu vektorler timelike bir diizlem geriyorsa, asagidaki sart1 saglayan bir

tek v > 0 reel sayis1 vardir:
(U, V) = [U[[[V]| coshr.

(ii) Bu vektorler spacelike bir diizlem geriyorsa, agagidaki sart1 saglayan bir

tek v > 0 reel sayis1 vardir:

(U, V) = UVl cos .

Minkowski uzayinda bir S yiizeyi ele alahm. Eger yiizey iizerine indirgenmis metrik
pozitif tanimli Riemann metrigi ise S bir spacelike yiizey, eger indirgenmis metrik
Lorentz metrigi ise S yiizeyi bir timelike yiizey olarak adlandirilmaktadir (Lopez

2014).

Tamim 2.5.8 (Minkowski Pisagor Hodograf) ~(s) = (71(s),72(s),73(s)) egrisi
E? Minkowski uzayimda bir polinom egrisi olsun. Eger asagidaki sart1 saglayacak
sekilde bir o(s) reel polinomu mevcut ise, « egrisine bir Minkowski Pisagor

Hodograf (MPH) egrisi denir (Farouki 2008).

(M(8))* + (12())* = (14(5))* = 0*(s)

Teorem 2.5.1 E? Minkowski uzayinda v(s) = (v1(s),72(s),73(s)) egrisinin bir MPH
egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki sartlar saglayacak sekilde U(s), V(s),
P(s) ve Q(s) polinomlarinin mevcut olmasidir (Farouki 2008):

no= UP=V24+ P2 -2

VL= 2UV - 2PQ,

WL = 2UP - 2VQ,

o = U =V*+P?-Q*

Simdi, Minkowski uzayinda bir yiizey iizerinde bulunan ve null olmayan bir isophote

egrinin eksenini verelim. Ilk olarak yiizey, timelike bir yiizey olsun. Bu durumda
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yiizey normali olan n vektorii spacelike bir vektordiir. Timelike yiizey iizerinde hem
timelike hem de spacelike egriler olacagimdan iki ayr1 durumda inceleyecegiz.

Ik olarak egriyi spacelike alalim:

Durum 2.5.1 w ekseni bir spacelike vektor ise, Tanim 2.5.7 geregi

(n(s;1),u) (n(s,t),u)

= coshf ya da = cosq,
In(s, )] In(s, 1)l
elde ederiz. Burada 6 ve « sabit agilardir.
(a) Kabul edelim ki {nls, 1), u) = cosh@ olsun. Egrinin binormal vektorii bir

In(s, £l

spacelike vektor ise, isophote egrinin u spacelike ekseni Frenet catisi bakimin-

dan su sekilde elde edilir.

u = =£sinh¢sinh 67T (s) + (& cosh ¢ sinh 0 cosh ¢ + cosh 6 sinh ) N (s)

+(= cosh ¢ sinh 0 sinh ¢ + cosh 6 cosh ) B(s). (2.10)

Eger egrinin binormal vektorii timelike bir vektor ise, isophote egrinin u space-

like ekseni Frenet ¢atisi bakimindan gu gekilde elde edilir.

u = =sinh¢sinh 07T (s) + (F cosh ¢ sinh 0 sinh ¢ + cosh 6 cosh @) N (s)

+(F cosh ¢ sinh 6 cosh ¢ + cosh 6 sinh ) B(s). (2.11)

Burada ¢ yiizey normali ile egrinin binormali arasindaki aciy: ifade eder ve
/

sinh ) = T dir.

\/(li cosh o) — (1 + ¢')?

t
b) Kabul edelim ki M = cos « olsun. Egrinin binormal vektorii spacelike
(s, )]
n(s,

bir vektor ise, isophote egrinin u spacelike ekseni Frenet ¢atisina gore su sekilde

elde edilir.

n = ZcoshysinaT(s)+ (£ sinh ) sin v cosh p + cos asinh ) N (s)

+(% sinh ¢ sin asinh ¢ + cos a cosh ) B(s), (2.12)
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Eger egrinin binormal vektorii bir timelike vektor ise, u spacelike ekseni Frenet

catisina gore su gekilde elde edilir:

u = =coshysinaT(s) + (Fsinh e sin asinh ¢ + cos a cosh @) N(s)
+(F sinh ¢ sin o cosh ¢ + cos a sinh ¢) B(s). (2.13)

Burada ¢ yiizey normali ile egrinin binormali arasindaki aciy1 ifade eder ve

/
cosh ) = Ty dir.
\/(T + @’)2 — (K cosh p)?

Durum 2.5.2 w ekseni bir timelike vektor ise, Tanim 2.5.7 geregi

(s, 0).0)
s e

elde ederiz. Eger egrinin binormal vektorii bir spacelike vektor ise, u timelike eks-

enini Frenet gatis1 bakimindan su sekilde elde ederiz.

u = =sinh cosh 0T (s) + (& cosh ¢ cosh 6 cosh ¢ + sinh 0 sinh ) N (s)

+(=£ cosh 9 cosh 0 sinh ¢ + sinh 6 cosh ¢) B(s), . (2.14)

Eger egrinin binormal vektorii bir timelike vektor ise, u timelike eksenini Frenet

catisina gore agagidaki gibi elde ederiz:

u = =sinh cosh 0T (s) + (F cosh ¢ cosh @ sinh ¢ + sinh 6 cosh ) N (s)
+(F cosh 9 cosh 6 cosh ¢ + sinh 0 sinh ¢) B(s). (2.15)
Burada ¢ ylizey normali ile egrinin binormali arasindaki aciy1 ifade eder ve

/
sinhy = Ty dir.
\/(m cosh <,0)2 —(T+ @’)2

Simdi egriyi timelike alip, u eksenini elde edelim:

Durum 2.5.3 w ekseni bir spacelike vektor ise, Tanim 2.5.7 geregi
t t
ns8u) o vada ED) el
In(s, )]

In(s, 1)l
elde ederiz. Burada 6 ve « sabit agilardir.
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(n(s,t),u)
(s, 1)

catis1 bakimindan gu sekilde elde edelir:

(a) Kabul edelim ki = cosf olsun. O halde u spacelike ekseni Frenet

u = =£sinh¢sinf7(s) + (£ cosh ) sinf cos g — cossin)N(s)
+(=% cosh ¢ sin @ sin ¢ + cos 6 cos p) B(s). (2.16)
T4+ ¢
V(rsing)? — (7 + )2
(n(s,t),u)

In(s, D)
spacelike eksenini Frenet ¢atisi bakimindan su gekilde elde ederiz:

Burada sinh vy = dir.

(b) Varsayalim ki = cosh a olsun. Kolay bir hesaplamayla, egrinin u

u = =£coshisinhaT(s) + (£sinh v sinh a cos ¢ — cosh asin ) N(s)

+ (= sinh ¢ sinh asin ¢ + cosh a cos @) B(s). (2.17)

Burada ¢ yiizey normali ile egrinin binormali arasindaki aciy1 ifade eder ve

/
coshy = Ty dir.
V4@ = (sin )

Durum 2.5.4 w ekseni bir timelike vektor ise, Tanim 2.5.7 geregi

(s 0).0)
) oY

Bu durumda, u timelike ekseni Frenet ¢atis1 bakimindan agsagidaki gibi elde edilir:
u = =coshecoshOT(s) + (£ sinht) cosh cos p — sinh 0 sin )N (s)

+(=% sinh ¢ cosh 0 sin  + sinh 0 cos ) B(s), (2.18)

Burada ¢ yiizey normali ile egrinin binormali arasindaki aciy: ifade eder ve

/
coshy = Ty dir.
V@) = (ksing)®

Simdi ise yiizeyi spacelike alip, bu durumda yiizey iizerinde isophote egrilerin eksen-
lerini verelim. Spacelike bir yiizey iizerinde spacelike egrilerin oldugunu biliyoruz.
Ayrica yiizey spacelike oldugundan yiizey normali timelike bir vektordiir. Yine

isophote egrinin eksenini iki durumda inceleyecegiz.
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Durum 2.5.5 wu ekseni ve ylizeyin n normali ayni timelike konide bulunan iki vektor

olmak iizere Tanim 2.5.7 geregi

(s )
s~

elde ederiz. Dolayisiyla, egrinin binormal vektorii bir timelike vektor ise, u timelike
ekseni Frenet catist bakimindan su sekilde elde edilir.
u = ZcostsinhOT(s) + (Fsin e sinh 6 cosh ¢ + cosh 6 sinh ) N (s)

+(F sin ¢ sinh 0 sinh ¢ + cosh 0 cosh ) B(s), (2.19)
Eger egrinin binormal vektorii spacelike bir vektor ise, o halde eksen

u = ZcostsinhfT(s) 4 (£ sin sinh @ sinh ¢ + cosh 6 cosh ) N(s)

+(=£ sin ¢ sinh 6 cosh ¢ + cosh @ sinh ¢) B(s), (2.20)

olarak bulunur.

Durum 2.5.6 w ekseni spacelike bir vektor ise, Tanim 2.5.7 geregi

(s, t)u) _
)~ om?

elde ederiz. Dolayisiyla, eksen Frenet catisi bakimindan su sekilde elde edilir:
Egrinin binormal vektori timelike bir vektor ise,

u = =Z£costcoshOT(s) + (Fsin e cosh b cosh ¢ — sinh 0 sinh @) N (s)

+(F sin ¢ cosh € sinh ¢ — sinh 6 cosh ¢) B(s), (2.21)
spacelike bir vektor ise,

u = =ZcostcoshOT(s)+ (£ sine cosh dsinh ¢ — sinh 6 cosh )N (s)

+(=% sin ) cosh € cosh ¢ — sinh #sinh ¢) B(s), (2.22)

bulunur. Burada ¢ yiizey normali ile egrinin binormali arasindaki aciy1 ifade eder
/
The ) dir.

\/(FL cosh )® + (1 + ¢')?

ve 1 = arccos(
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3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA ORTAK BIR ISOPHOTE EGRIYI
ICEREN YUZEYLERIN PARAMETRIK GOSTERIMLERI

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir egri ve bu egrinin Frenet catisi
yardimiyla, bu egriyi isophote egri olarak barindiran tiim yiizeyler i¢in karakteriza-
syonlar ve ornekler verecegiz.

P(s,t) bir regiiler yiizey ve «(s) de bu yiizey iizerinde birim hizhi bir izoparametrik

egri olsun. « egrisine ve egrinin Frenet catisma bagh olarak P(s,t) yiizeyinin denk-

lemi su gekilde verilebilir (Sekil 3.1):

P(s,t) = a(s) + (M(s,1), Aa(s,1), A3(5,1)) | N(s) [; 0<s<T, 0<t<J (3.1)

Bu denklemde (s, 1), Aa(s, t) ve A3(s, t) fonksiyonlar1 C'! sinifindan fonksiyonlardir.

a(l)

Sekil 3.1 «(s) egrisi ve Frenet ¢atisina bagh olarak tiretilen P(s,t) yiizeyi

Simdi, izoparametrik « egrisinin P yiizeyi iizerinde isophote egri olmasi icin

yiizeyin saglamasi gereken sartlari elde edelim. Oncelikle, « egrisi P yiizeyi iizerinde
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bir izoparametrik egri oldugundan dolay1 bir ¢, € [0, J] parametresi i¢in

)\1(8, to) = )\2(8, to) == )\3(8,15()) == 0,
(3.2)

0<s<,
esitligi saglanir.
Diger yandan Tanun 2.4.1 geregi, a(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir isophote
egri olmas igin gerek ve yeter sart egri boyunca n(s,ty) yiizey normallerinin sabit
bir u vektorii ile sabit bir 6 agis1 yapmasidir. Yiizey normalini

OP(s,t) " OP(s,t)
Os ot

n(s,t) =

esitligi yardimiyla hesaplayabiliriz. (3.1) denklemini kullanarak kolay bir hesapla-

mayla yiizey normali gu sekilde elde edilir:

n(s,t) = <1 — Xo(s,t)K(s) + W, A (s, t)k(s) — A3(s, t)7(s) + w,
S S
8)\1(8, t)
0 B(s) —N(s) ot
a)\?)(sat) 3)\ S,t
Ao (s, )7 (s) + T) —B(s) 0 T(s) %
N(s) -T(s) 0 | |Plst)
ot
Dolayisiyla, t = t; alarak izoparametrik egri boyunca yiizey normalini
n(s, to) = ¢1<S, to)T(S) + ¢2<S, to)N(S) —+ ¢3<S, to)B(S) (33)
denklemi yardimiyla veririz. Burada katsay1 fonksiyonlar
¢ ( " ) . 8)\2(5,t0) 8)\3(8,&)) _ aAg(S,to) 8)\2(5,t0)
500 = T g, ot 0s or
. 8/\1(3,750) 8)\3(3,150) 8/\3(5,150) 8)\1(3,750)
¢2<87t0) - (1 + 88 at + 88 at ) (34)

B OAi(s,t0) | OAa(s, o) OAa(s,to) OAi(s, To)
¢3(S’t°)_(1+ Ds ) ot Ds o

seklindedir.
Ayrica egri, yiizey iizerinde bir izoparametrik egri oldugundan yani x(s, ) = y(s,t9) =

2(s,tg) = 0 oldugundan dolay1 x,y ve z fonksiyonlarinin s parametresine gore kismi
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tiirevleri sifira egittir.

Dolayisiyla (3.4) ifadesini su sekilde yeniden diizenleyebiliriz:

$1(s,t0) = 0,
6a(5, t0) = —W, (3.5)
P3(s,t0) = —8)\2;, to)-
Buradan egri boyunca viizey normali
n(s,t0) = da(s, o) N(s) + s (s, to) B(s) = —Wms) + aAQ;’ g (3.6)

seklinde elde edilir.
Yukaridaki iglemlerle egri boyunca yiizey normalini elde ettik. Dolayisiyla isophote

sartin1 kullanarak

(n(s,ty),u) h 1
[n(s,to)l V0d2(s,t0)]2 + [03(s, t)]?

[( F sin ¢ sin € cos ¢ + cos 6 sin gp) ¢a(s,to)
(3.7)
+ (£ sin¢ sin fsin ¢ + cos 0 cos ) P3(s, to)}

= cosf = sbt.,

_ /
esitligini elde ederiz, burada 1 = arccos( e T)2 cp( ,)2) dir.
Ksmm @)+ (7 — @

Diger taraftan ¢ nin egri boyunca yiizey normali n ile egrinin binormali B arasindaki

act oldugunu diigiinerek su denklemi yazabiliriz:

<n(87t0)7B> _ ¢3(37t0)
(s, )| V0625, t0)]> + [¢5(s, t0)]?

Ayrica kolayca goriilebilir ki bir egrinin bir yiizey iizerinde isophote egri olmasi icin

= Cos . (3.8)

p ile 8 agis1 arasinda egrinin egrilikleri cinsinden agagidaki egitlik saglanmahdir.

H' + kcosp(1 +H?)
t0 ==+ = sbt. .
«© rksin (1 + H2)3/2 i (3.9)

Burada H = T

Sonug olarak (3.2), (3.7), (3.8) ve (3.9) denklemlerini kullanarak basit bir hesapla-

mayla agagidaki teoremi elde ederiz.
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Teorem 3.1 a(s) : [0,I] C R — E3, s yay parametresi ile parametrelendirilmig bir
egri ve P(s,t) regiiler bir yiizey olsun. «(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir

izoparametrik ve isophote egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A1(s:t0) = Aa(s, o) = As(s,t0) = 0

R0 coo(s)) = 2010 i)

1 1 2
cotéziH%/{COS@( +H):sbt.
ksin (1 + H?2)3/?

/

T
K sin @

bagintilarinin saglanmasidir. Burada ‘H = dir.

Eger yiizey normalini birim alirsak [¢o(s, t0)]? + [¢3(s,t)]> = 1 olur ve buradan da

asagidaki sonucu kolayca elde ederiz.

Sonug 3.1 «(s) izoparametrik egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir isophote egri

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

/\1(8,750) = )\2(8,750) = )\3(8,t0> =0

8)\3(8, to) .
F ) sin(ip(s)
8)\2(3, to) .
. 20)

H' + kcosp(l +H?)

th ==+
«© ksin (1 + H2)3/2

= sbt.

esitliklerinin gerceklenmesidir.

Uyar1 3.1 Kolayca gosterilebilir ki eger ¢ = /2 ise a egrisi P yiizeyi iizerinde aym

zamanda bir geodezik, ¢ = 0 ise ayn1 zamanda bir asimptotik egridir.

Daha iyi analiz ve pratik uygulamalar i¢in Ai(s,t), Aa(s, ) ve A3(s,t) fonksiyonlarini
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iki carpana ayrilabildigini diigiinerek inceleyelim:

Ai(s,t) = U(s)A(2)
Ao(s,t) = m(s)Ay(t)

As(s,t) = n(s)Asz(t).

Burada I(s), m(s), n(s), Ai(t), Aa(t) ve A3(t) fonksiyonlar1 C' sinifindan fonksiyon-

lardir. Bu gartlar altinda agsagidaki sonucu elde ederiz:

Sonug 3.2 Bir «(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir isophote egri olmasi i¢in

gerek ve yeter kogul

(

Al(tO) - Ag(t[)) = Ag(to) - 0,
m(s)Ay(to) = cosp, n(s)A5(ty) = —sinp,
H' + kcos (1 + H?)

t0 =+ = sbt.
b K sin (1 + H?2)3/2 g

\

ifadelerinin saglanmasidir.

Simdi ise A\i(s,t), Aa(s,t) ve A3(s,t) fonksiyonlarim sadece ¢ parametresine bagh
olarak segelim. Bu durumda ¢ agisinin sabit olmasi gerektigi agikardir. Ayrica
biliyoruz ki kiibik polinomlar tasarimcilar i¢in ¢ok kullanigh araglardan bir tanesidir.
Dolaysiyla, Aq(t), Ao(t) ve As(t) fonksiyonlarim kiibik polinomlar olarak secersek

asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.3 Bir «(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir isophote egri olmasi i¢in

gerek ve yeter kogul

Ai(t) = m(t—to) +m(t —to)* +ms(t —to)®
Ao(t) = coso(t —ty) +va(t —to)* +us(t — to)?

As(t) = —sing(t —to) + eat —to)* + es(t — tg)?

/ 1 2
cotf = j:H —iTIﬁCOSQO( +H):sbt.
ksin (1 + H2)3/2
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esitliklerinin saglanmasidir. Burada n;(i = 1,2,3), v;, €;(j = 2,3) katsayilar1 reel

sabitlerdir ve yiizeyin seklini kontrol ederler.

Uyar1 3.2 Eger 7;, v; ve ¢; katsayillarimin hepsini birden sifir alirsak, karsihk gelen
yiizey n X T" dogrultmanl bir regle yiizey olur. Bu yiizeyin parametrik ifadesi su
sekildedir:

P(s,t) = a(s) + (t —to)n x T.

Burada n egri boyunca yiizey normali, 7" ise egrinin binormal vektoriidiir.
Simdi isophote egriler ve yiizey iizerinde bazi 6zel egriler arasindaki iligkiyi ifade

eden cizelge 3.1'1 verelim:

(izelge 3.1 Isophote egriler ile yiizey iizerinde bazi 6zel egriler arasindaki iligkiler

0 © a(s)
#7/2 | #m/2and #0 isophote egri
# /2 /2 isophote-geodezik egri
# /2 0 isophote-asimptotik egri
/2 | #m/2and #0 siliiet egri
/2 /2 siliiet-geodezik egri
/2 0 siliiet-asimptotik egri

(izelge 3.1°deki veriler ve Teorem 3.1 i birlikte g6z Oniine alarak asagidaki sonucu

elde ederiz.

Sonug 3.4 «(s) egrisi, P(s,t) yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egri olsun. O halde

agagidakiler gerceklenir:

i) a(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir isophote-geodezik egri olmasi igin

gerek ve yeter sart
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i)

iii)

iv)

8)\2(8,15()) —0 8)\3(S,t0)
oo 7ot
'H/
COte = im = sbt.

=1,

esitliklerinin saglanmasidir. Burada H = 7/k dir. Dolayisiyla bir egrinin bu

yiizey iizerinde isophote egri olmasi i¢in bir slant helis olmas1 gerekmektedir.

a(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir isophote-asimptotik egri olmasi igin

gerek ve yeter sart

8/\2(S,t0) . 1 8/\3(3,t0)
oo ot

tanf = T sbt.
K

=0,

esitliklerinin saglanmasidir. Dolayisiyla bir egrinin bu yiizey iizerinde isophote

asimptotik egri olmasi i¢in bir helis olmasi gerekmektedir.

a(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir siliiet egri olmas icin gerek ve yeter

sart

Palento) — singots, 2200 on(o(s)

H' + K cos pH? = —k cos p,

esitliklerinin saglanmasidir. Burada H =

a(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir siliiet-geodezik egri olmasi igin gerek

ve yeter sart

(9>\2(5,t0) —0 (9)\3(5,150) —
oo 7 o 7
H=r1/k=c(sbt.)

esitliklerinin saglanmasidir.

a(s) egrisi P(s,t) yiizeyi iizerinde bir siliiet-asimptotik egri olamaz. Ciinkii

gerekli iglemler yapildiginda kolayca goriilebilir ki E_ 0 dir. Budawx =20
T

anlamina gelir. x = 0 ise a(s) bir dogru olacagindan 7 = 0 olmahdir. Bu da

tanumsizlik verir.
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Birim hizli egriler iglemler agisindan kolay olmasina ragmen, pratik uygulamalarda
genellikle birim hizli olmayan egriler kullanmilmaktadir. Ayrica kolayca gosterilebilir
ki birim hizli olmayan isophote egrilerin ekseni de birim hizli durumdaki ile aynidir.
Dolayisiyla, ~(r) birim hizli olmayan bir egri ise, 7 y1 bir isophote egri olarak igerek

bir yiizey ailesinin karakterizasyonunu su sekilde verebiliriz:

|

(s)
P(r,t) =~(r) + (M(s, 1), Aa(s, 1), As(s, 1)) | N(s) | - (3.10)
B(s)
Eger A\i(s,t), Aa(s,t) ve A3(s,t) fonksiyonlar: sadece ¢ parametresine bagh ise yiizey

ailesi su sekilde tekrar verilebilir:

P(r,t) = ~(r) + (A1(t), A2(2), As(2)) | N(s) | - (3.11)

3.1 {N,C,W} Qatisina Goére Ortak Bir Isophote Egriye Sahip Yiizey
Aileleri

Tezin bu béliimiinde, 3-boyutlu Oklid uzayimda bir a egrisinin bir yiizey iizerinde
isophote egri olma sartmi {N,C, W} catisina gore karakterize edecegiz. Oncelikle
isophote egrinin eksenini { N, C, W} catisina bagh olarak elde edelim.

Boliim 2.4 de bir isophote egrinin u eksenini Frenet c¢atisi cinsinden
u = £ cosysin T + (Fsin sin b cos p + cos O sin p) N
+ (£ sin v sin O sin p + cos O cos ) B
seklinde vermigtik. Bir «a(s) egrisinin Frenet catisi ile {N,C, W} catis1 arasindaki
gegisi kullanarak, ekseni { N, C, W} catis1 bakimindan su sekilde elde ederiz:
u = (Fsinesinf cos ¢ + cos fsin p) N

+(F cos ¢ sin 9; =+ sin ¢ sin 6 sin go% + cos 8 cos go%)C’ (3.12)

+(=% cos ¢ sin 0% =+ sin 1) sin 6 sin go; + cos 6 cos @%)W
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Simdi, bir «(s) egrisini izoparametrik ve isophote egri olarak iceren bir parametrik
yiizey ailesini {N,C, W} catis1 bakimindan elde edelim. P(s,t) regiiler bir yiizey
ve a(s) de bu yiizey iizerinde bulunan birim hizh bir egri olsun. « egrisi ve egrinin

{N, C, W} catist kullanilarak P(s,t) ylizeyinin parametrik denklemi agagidaki sekilde
yazilabilir (Sekil 3.2):

N(s)
P(s,t) = afs) + (Mi(s,1), Aa(s,1), As(s,t)) | C(s) |3 0<s<1, 0<t<
W (s)
(3.13)
Bu denklemde (s, t), Aa(s, t) ve A3(s, t) fonksiyonlar1 C'! sinifindan fonksiyonlardir.

a(0)

a(s)

Sekil 3.2 «a(s) egrisi ve {N,C, W} catisina bagh olarak iiretilen P(s,t) yiizeyi

Ik olarak a(s) egrisi bu yiizey iizerinde bir izoparametrik egri olacagindan bir ¢, €

[0, J] parametresi i¢in P(s,ty) = a(s), yani

(3.14)

olmalidir.

Diger taraftan, «(s) egrisi P(s,t) yiizeyi iizerinde bir isophote egri olacagindan egri
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boyunca yiizey normalleri n(s,?y) sabit bir u ekseni ile sabit bir 6 agis1 yapar. O
halde egri boyunca yiizey normalini hesaplayalim. Yiizey normalini hesaplamak icin
yiizey denkleminin s ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevlerini vektorel carpmaliyiz,

yani
_ O0P(s,t) OP(s,t)
n(s,t) = 5 X o

{N,C, W} catisiun tiirev formiillerini kullanarak ve T'(s) =

yazarak, P yiizeyinin kismi tiirevlerini su sekilde elde ederiz:
ot — (~xats0f(s) + D) NG
(T M09+ Oalont) = (s, 0)gte) + 225 €
T(s)  OA3(s,t)
(G2 ve
OP(s,t) 8)\1(5,15)N(S) 8)\28(t ) () 8A38(f,t)w(s)

o 0Ot

Dolayisiyla yiizey normali

o) = | P (0 (5059 + Ot t) = Ml )l + 2250
e,
O (s,t) (T(s (9)\3315) CoN(s8) (0 . . O (s, 1) .
P ()5 2
v - ””ﬁ F A5, 07(6) + s, 0) = Nl B)gls) + 2200
+@%%Qcawﬁﬂ@+%§?»bwﬁ

seklinde bulunur. « egrisi boyunca yiizey normalleri ise ¢t = t, almarak ve (3.14)

denklemi kullanilarak agagidaki gibi elde edilir:

n(s,to) = ¢1(s,to) N(s) + da(s, to)C(s) + P3(s,to)W(s). (3.15)
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Burada katsay1 fonksiyonlari

OAs(s,tg) k(s)  OXa(s,to) T(s)
A [ R T (O}
~ OM(s,t) T(s
¢2(87t0) - Tma
ba(sity) = B t0) Kls)

seklindedir. Dolayisiyla isophote sarti

(n(s,tg),u) = (Fsintysinbcosy + cosbsinp)p(s,to)

+(F cos ¢ sin 0" + sin ¢ sin 6 sin @Z + cos 6 cos cpz)ngQ(s, to)

f f f
+(=% cos ¢ sin 9% =+ sin ) sin 6 sin gp% + cos 6 cos go%)%(s, to) = cos .
seklinde bulunur, burada ¢ agis1 egri boyunca yiizey normali ile egrinin binormal
T—¢

vektorii arasindaki agdir ve ¢ = arccos( ) dir. Ayrica egrinin
V(ksing)? + (7 — ¢')?

yiizey iizerinde bir isophote egri olmasi i¢in, ¢ acisi ile # acis1 arasinda egrinin Frenet
egrilikleri bakimindan agagidaki bagint1 saglanmalidir.

H' + kcos (1 +H?)
t0 =+ = sbt. 1
¢ rksin (1 + H2)3/2 i (3.16)

/

Burada H = T _ 14 dir.
Ksin

Sonug olarak yukarida verilen denklemler yardimiyla agagidaki teoremi elde ederiz:

Teorem 3.1.1 Regiiler bir P(s,t) yiizeyi ve bu yiizey iizerinde s yay parametresi
ile parametrelendirilmiy {N,C, W} ¢atisi bakimindan bir «(s) : [0,I] ¢ R — E3
egrisi ele alalm. «(s) egrisinin P(s,t) yiizeyi iizerinde bir izoparametrik ve isophote

egri olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki sartlarin saglanmasidir:

(s, to) = Aa(s,t0) = As(s,tp) =0,

8)\1(8, to)
ot
_E 8)\3(8,250) 7'(9)\2(8,750)

— = = sin g,

i ot ot

/ 1 2
cotﬁzj:%fKCOSQD( +H):sbt.
Kksin (1 + H2)3/2

= Cos ¢,
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Burada k ve 7, « egrisinin Frenet catisi bakimindan egrilikleri, f ise {N,C, W}

catisina gore 1. egriligidir. Ayrica 0 < s <[ ve 0 <t < J dir.

Uygulamalarda kolaylik saglamasi amaciyla Ai(s,t), Aa(s,t) ve As(s,t) fonksiyon-

larin iki ¢arpana ayiralim:

)\1(8,t> = l(S)Al(t)
Ao(s,t) = m(s)As(t)
As(s,t) = n(s)As(t).

Burada I(s), m(s), n(s), A1(t), Aa(t) ve Az(t) fonksiyonlar1 C' sinifindan fonksiyon-

lardir. Bu sartlar altinda agagidaki sonucu verebiliriz:

Sonug 3.1.1 P(s,t) regiiler bir yiizey ve a(s) de bu yiizey iizerinde yatan dogru
olmayan birim hizli bir egri olsun. « egrisinin bir izoparametrik ve isophote egri

olmasi i¢in gerek yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidir:
A (to) = As(to) = As(to),

I(s)A} (to) = cos o,

ST A (o) — ) g to) = sin,

f(s) f(s)
H' + kcosp(l + H?)

t0 ==+ = sbt.
«© ksin (1 + H2)3/2 °

3.2 3-boyutlu Oklid Uzayinda Ortak Bir Isophote Egriden Gecgen Yiizey
Ornekleri

Bu béliimde yukarida verilen teorem ve sonuclara uygulama olugturacak ornekler

verilecektir.

Ornek 3.2.1 P, = (0,0,0), P, = (1,-3,0), P, = (3,1,0) ve P; = (4, —3,0) nokta-

lar1 tarafindan kontrol edilen kiibik bir ~(r) Bézier egrisini diiglinelim. ~y egrisini su
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sekilde ifade edebiliriz:
’y(r) = PQZO(T) + PlZl(r) + PQZQ(T') + P3Z3(T'); 0 S T S 1.

Burada Zy(r) = (1 —r)3, Zi(r) = 3r(1 —r)?, Zy(r) = 3r*(1 — r) ve Zs(r) = r3
fonksiyonlar1 harmanlama (blending) fonksiyonlar: olarak adlandirilir.

Basit bir hesaplamayla egrinin Frenet catis1 su sekilde hesaplanir:

( () (1+2r —2r2, =3+ 14r — 15r%, 0)
r) = :
V10 — 807 + 28672 — 42873 + 22974

N(r) (3 —14r 4+ 1572, 14 2r — 212, 0)
r) = :
V10 — 807 + 28672 — 42873 + 229r4

B(r)= (0,0, 1).

Buradan, Sonug 3.3’deki parametreleri n; = 1, 75 = 3, 13 = =2, 1, = 3, v3 = —4,
€ =—1,€5=2, p = % ve to = 0.5 geklinde alarak bu egriyi isophote egri olarak

iceren yiizey ailesinin bir iiyesini agagidaki sekilde elde ederiz:

Pi(r,t) = ( —2r% + 3r? + 3r

—2r24+2r+1
+(1.5 — 5.5t + 6t — 2t
( >(\/10 — 87 + 28612 — 42813 + 2297«4)
3—4/2 2-12 1572 + 14r — 3
+( \F+t(\/_ )+ 912 — 4t3)( M
4 2 V10 — 8r + 28612 — 4283 + 22074

—157% 4 21r% — 9r

—157% 4+ 14r — 3
V10 — 8r + 28612 — 42813 + 2297"4)
—2r2 +2r+1

+(1.5 — 5.5 + 6> — 2°)(
3—2 N V2 —12

+( )t + 9% — 4t)(

4 ( 2 V10 — 8r + 28612 — 42813 + 2294
2+\/§+ V2+5

R

)t — 4t + 2t3)> :

Ayrica kolayca goriilebilir ki 6 = g tiir. P, yiizeyi sekil 3.3’de gosterilmistir. Diger
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yandan parametreleri

m = 0.001254, 1 = —0.1523, n3 = —0.00005021, 5 = —0.050452, v = 0.14253,
€ = 0.7012, €5 = —0.0124, = %, to = 0.5

seklinde secerek yiizey ailesinin diger bir iiyesini gu gekilde buluruz:

Py(r,t) = (—2r3+37’2—|—3r

—2r2 4+ 2r+1

V10 — 8r + 286712 — 42813 + 2297“4)
1572 + 14r — 3 )

V10 — 8r + 28612 — 42873 + 22974

+(a1 + ast + ast® + ast®)(

+(by + bat + bst® + byt™)(

—15r3 +21r% — 9r
—157% 4+ 14r — 3
V10 — 8r + 28612 — 42813 + 229r4)
—2r2 4+ 2r+1
V10 — 8r + 28612 — 42813 + 2297~4)’

+(ay + agt + ast® + aqt®)(

+(by + bat + bst® + byt™)(

c1 + ot + cst? + c4t3> .

Burada katsayilar a; = —0.0386957, as = 0.153516, az = —0.152225, ay, = —0.00005021,

5 5
by = —0.0304292 — g by = 0157349 + V2. by = 0964247, by — 0.14253,

2
5 5
¢ = 0.17685 — % ¢y = —0.7105 + g ¢y = 0.7198 ve ¢; = —0.0124 seklindedir.

P, yiizeyi ise sekil 3.4’de gosterilmistir.

Sekil 3.3 P, (r,t) yiizeyi ve v(r) isophote egrisi
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Sekil 3.4 Py(r,t) yiizeyi ve v(r) isophote egrisi

Sekil 3.5  P(r,t) ve Py(r,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak v(r) isophote egrisi

. 3 1 3 1
Ornek 3.2.2 afs) = 1 sin s — D sin 3s, — o08$ + g C08 3s, ? sin s | denklemiyle

verilen birim hizli bir slant helisi ele alalim. « egrisinin Frenet catis1 su sekilde he-

saplanir:
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4
© = g alalim. Bu durumda 6 = arctan(g) seklinde elde edilir. O halde « egrisi
elde edilen yiizey iizerinde ayni zamanda bir geodezik egri olacaktir. Dolayisiyla bu

egriyi isophote-geodezik olarak adlandirabiliriz. Ayrica
(s, t) =t, Mo(s,t) =t%, A3(s,t) =sint, t,=0

secerek o egrisini bir isophote-geodezik egri olarak iceren yiizey ailesinin bir {iyesini
su sekilde elde ederiz:

3 1 t 3
Ps(s,t) = (L—lsins—Esin?)s—l-z(?)coss—cosi%s)+§sintcos2s

2

3 t
+—(—3sin s — sin 3s), —7 co8 s + ECOSSS + Z(SSins — sin 3s)

3 3 sint
—l—% sintsin 2s + t2 cos® s, %(sins +tcoss +tsins) — %)

Ps(s,t) yiizeyi sekil 3.6’da goriilmektedir. Benzer gekilde

Ai(s,t) =sint, Ao(s,t) =sin’t, N3(s,t) = —t, to=0

secersek ylizey ailesinin « egrisini isophote-geodezik egri olarak iceren diger bir

iiyesini ise su gekilde buluruz:

3 1 int 3V3
Py(s,t) = (4_1 sin s — D sin 3s + %(3 cos s — cos 3s) + T\/_t cos 28
. (3t)
sin(— -
3 1 t
+ 4 (3sin s + sin 3s), ——coss—|——Cos3s+S1i(3sins—sin33)

4 12 4

3v3 3t 3 3t t
+T\/_t sin 2s — sin(z) cos® s, g(sin s(1— sin(z)) + sint cos s) — g>

Py(s,t) ylizeyi ise sekil 3.7'de verilmigtir.
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Sekil 3.6 Ps(s,t) yiizeyi ve «(s) isophote egrisi

Sekil 3.7 Py(s,t) yiizeyi ve a(s) isophote egrisi

Sekil 3.8  Ps(s,t) ve Py(s,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak «(s) isophote egrisi
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Ornek 3.2.3 Boliim 2.3 de bir egrinin Pisagor-Hodograf egri (PH egri) olma sartini
vermigtik. Bu érnekte éncelikle bir § = (51, B2, B3) PH egrisi elde edecegiz ve sonra
bu PH egrisinin isophote egri olarak icerildigi yiizeyler olusturacagiz.
Ur)y=0-r)+2r, V(r)=r, P(r) = (1 —r) ve Q(r) = —(1 —r) + r alahm.
Dolayisiyla Teorem 2.3.1 den

B = —(1—7r)2+3-2(1 —r)r+4r%
By = =2(1—7r)*+0-2(1—r)r+2r7
By = —2(1—7r)?=3-2(1 —r)r+ 27

o = 3(1—-7)*+1-2(1—7r)r+ 67

olarak elde edilir. Integrasyon sabiti (ag, b, co) = (1,1,1) olmak iizere yukaridaki
denklemlerden integral alarak £(r) PH egrisinin diger kontrol noktalarimi su gekilde

elde ederiz:

2,1,1 5,1,—2 9,5,0
(abblacl) - ( )7 (a2762562) = g? (a37b37c3> = ( )
3 3 3
Dolayisiyla 8 egrisinin Frenet catisi su gekildedir:
(_ (=148 —3r%, —2+4r +2r%, —2 — 2r + 61?)

T(T) = )

3 —dr + Tr?
N(r) = B(r) x T(r),

B(r) = —(2’\;% 2

Y = g secelim. Bu durumda 6 = g olur. Dolayisiyla g egrisi elde edilen yiizey
izerinde ayn1 zamanda bir geodezik egri olacaktir. Bu egriyi siliiet-geodezik egri

olarak adlandiracagiz. Ayrica
M(rt) =1, Ag(r,t) =sin®t, Ag(r,t)=—t, t,=0
alarak 3 egrisini iceren yiizey ailesinin bir iiyesi su gsekildedir:
Ps(r,t) = B(r) + tT(r) + sin® tN(r) — tB(r).
Bu yiizey sekil 3.9’da goriilmektedir. Benzer sekilde
(s, t) =13 Xa(s,t) =12, A3(s,t) = —sint, to=0
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alinarak S egrisini siliiet-geodezik olarak iceren yiizey ailesinin bir diger iiyesi
Pe(r,t) = B(r) + T (r) +t*N(r) — sintB(r).

seklindedir. Py yiizeyi ise sekil 3.10°da gosterilmistir.

Sekil 3.10 Pg(r,t) yiizeyi ve 3(r) isophote egrisi
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Sekil 3.11  Ps(r,t) ve Pg(r,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak 3(r) isophote egrisi

Ornek 3.2.4 Birim hizli a(s) = (coss,sins,0) egrisini ele alalim. Kolayca elde

edilebilir ki « egrisinin Frenet ¢atisi ve bu ¢at1 bakimindan egrilikleri su sekildedir:

' T(s) = (—sins, coss, 0),

N(s) = (—coss, —sins, 0),
§ B(s) =1(0,0, 1),

k(s) =1,

7(s) = 0.

\

¢ = 7 secelim. Dolayisiyla @ = 5 olarak bulunur. Son olarak

u(s,t) =0, v(s,t) = tan (gt), w(s,t) = sin (—gt), thy=0

alarak « egrisini isophote egri olarak igeren yiizey ailesinin bir iiyesini su sekilde elde

ederiz:

Pr(s,t) = (coss (1 - tan (gt)) , sin s (1 — tan (gt)), sin(_ft)>

Bu yiizeyin sekli sekil 3.12’de verilmigtir.
Diger yandan

2
u(s,t) =t, v(s,t) = —t, w(s,t) = 5 t, to=0



secerek «v egrisini bir isophote egri olarak iceren yiizey ailesinin bir diger iiyesi

2 2 2
Py(s,t) = <coss (1 - %t) —tsins, sins (1 — %t) +t coss, —§t> ,

seklinde elde edilir. Ps(s,t) yiizeyi de gekil 3.13'de gosterilmigtir.

Sekil 3.12  Pr(s,t) yiizeyi ve a(s) isophote egrisi

Sekil 3.13  Py(s,t) yiizeyi ve a(s) isophote egrisi

Sekil 3.14  Pr(s,t) ve Ps(s,t) ylizeyleri ile bu yiizeylerin ortak a(s) isophote egrisi
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. 1
Ornek 3.2.5 Birim hizh a(s) = 5(\/§sin s,5,/3 cos s) helis egrisini diigiinelim. Bu

egrinin Frenet catisi gu sekildedir:

( 1
T(s) = 5(\/5(305 s, 1, —\/3sins),
N(s) = (—sins, 0, —coss),
1
B(s) = 5(— cos s, V3, sin s),
(

¢ = 0 olsun. Dolayisiyla 6 = % olarak bulunur. Bu durumda « egrisi yiizey iizerinde

hem asimptotik hem de isophote egri olacaktir.
M(s,t) =t, Xao(s,t) =sint, As3(s,t)=1t> t,=0

secerek a egrisini isophote-asimptotik olarak iceren yiizey ailesinin bir iiyesini gu

sekilde elde ederiz:

tcoss

Py(s,t) = (sins(\/Tg—simt)jL (V3 —1t), %(s+t+t2\/§),

3 tsi
coss(g —sint) + S;ns(—\/g—kt))
. m T ..
Benzer sekilde ¢ = 5 alalim. Bu durumda 6 = 5 dir. Ayrica
M(s,t)=t, (s, t) =t N3(s,t)=—t, to=0

secerek « egrisini bir siliiet-geodezik olarak igceren yiizey ailesinin bir iiyesini de

su sekilde buluruz:

Puo(s,t) = <sins(\/7§—t3)+tcgssw§+1)), %(s—l—t—t\/g),

cos s(? — %) + tSiQHS(—\/g — 1))

Py(s,t) ve Pip(s,t) yiizeyleri gekil 3.15-3.16’da gosterilmigtir.
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Sekil 3.15  Py(s,t) yiizeyi ve isophote-asimptotik «(s) egrisi

Sekil 3.16  Pyo(s,t) yiizeyi ve siliiet-geodezik «(s) egrisi

Sekil 3.17  Py(s,t) ve Pio(s,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak «(s) isophote egrisi
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Ornek 3.2.6

(V217
ai(s) = o sin((vV2 —1)s) —
(V22
as(s) = o cos((vV2 —1)s) +
1

as(s) = —=sins

V2

olmak iizere birim hizh «a(s) = (ay(s),az(s), as(s)) egrisini ele alalim. «a(s) egrisi

(V2-1y
C2V2
(V2-17

s cos((V2 +1)s)

sm((\/——i—l))

sabit presesyonlu (devinimli) bir egridir ve bu egrinin {N,C, W} catisi su sekilde
elde edilir:

1
—(cosV/2s, sinv/2s, —1),
75 )

C(s) = (— sin v/2s, cos v/2s, 0),
(COS\/_S sin v/2s, 1),

N(s) =

(3.17)

\

Ayrica « egrisinin Frenet catisi bakimindan egrilikleri kK = sins ve 7 = cos s gek-

lindedir.

! In 5 sin ¢ In(1 + ¢
’ )\1(3,t) = sin(@), )\2(57t) = _$7 )\3(8,t> _ _COS%(—F)

bo |

SDI

secerek ve ty = 0 alarak « egrisini bir isophote egri olarak barindiran yiizey ailesinin

bir iiyesi {N, C, W} catis1 yardimiyla su sekilde ifade edilir:

Pi(s.t) = a(s) + sin(g)N(s) B sins4sint0(s) B cosslr;(l + t)W(s).

Ayrica 0 = —% olarak bulunur. Bu yiizey sekil 3.18’da gosterilmigtir.
Diger taraftan,

=0, M(s,t)=sint, Xo(s,t)=1> N3(s,t)=t> to3=0

secersek a(s) egrisini bir isophote egri olarak igeren yiizey ailesinin diger bir iiyesini

de su sekilde elde ederiz:
Piy(s,t) = a(s) +sintN(s) + t2C(s) + t*W(s).
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Py5 yiizeyi de gekil 3.19’de gosterilmigtir.

Sekil 3.18 Py (s,t) yiizeyi ve a(s) isophote egrisi

Sekil 3.19  Pya(s,t) yiizeyi ve a(s) isophote egrisi

Sekil 3.20  Pyy(s,t) ve Pia(s,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak a(s) isophote egrisi
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3.3 {N,C, W} Catisina Gore Ortak Bir Geodezik Egriye Sahip Yiizey
Aileleri

Tezin bu boliimiinde, bir egrinin bir yiizey iizerinde izoparametrik ve ayni zamanda
bir geodezik egri (Kisaca izogeodezik diyecegiz.) olma sartim {N,C, W} catisina
bagl olarak elde edecegiz. P(s,t) regiiler bir yiizey ve a(s) de bu yiizey iizerinde
bulunan {N,C, W} catisina bagh birim hizli bir egri olsun. Dolayisiyla P(s,t)
yiizeyini yine (3.13) denklemi ile ifade edebiliriz. Ayrica egrinin yiizey iizerinde
izoparametrik olma sartini (3.14) denkleminde, egri boyunca yiizey normalini de
(3.15) denkleminde vermigtik. Simdi « egrisinin P yiizeyi iizerinde bir geodezik
egri olma sartin1 {N,C, W} catisima gore elde edelim. Oncelikle geodezik sartin-
dan dolay1 egri boyunca yiizey normalleri ile egrinin asli normal vektorleri paralel

olmalidir. Bu da

¢2(S,t0) = ¢3(8, to) = O, ¢1(8, to) ?é O (318)

olmasi anlamina gelmektedir.
Dolayisiyla (3.14), (3.15) ve (3.18) denklemlerini kullanarak agagidaki teoremi elde

ederiz.

Teorem 3.3.1 P(s,t) regiiler bir yiizey ve «a(s) de bu yiizey iizerinde {N,C, W}
catisina sahip bir egri olsun. Bu durumda « egrisinin P yiizeyi iizerinde bir izo-

geodezik olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki sartlarin saglanmasidir:

A(8,t0) = Aa(s,to) = As(s, to) =0,

8>\1(s,t0) . Ha)\3(87t0) 7'8)\2(5,150)
Y =0, ot ol # 0(sbt.)

Burada k ve T egrinin Frenet ¢atist bakimindan egrilikleri, f ise egrinin {N,C, W}

alternatif catis1 bakimindan 1. egriligidir.

Simdi verilen bir geodezik egriden gecen acilabilir yiizeylerin parametrik gosterimini

{N,C, W} catis1 bakimindan elde edecegiz.
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Birim hizli o = a(s) : I C R — R? egrisini ele alahm. « min {N,C, W} ¢atisim
kullanarak, bu egriden gegen bir P(s,t) yiizeyini (3.13) denklemi ile karakterize
etmigtik. Amacimiz (3.13) ile karakterize ettigimiz bu yiizeyin « egrisini bir izo-
geodezik olarak iceren bir acilabilir yiizey olma sartini elde etmektir. Ilk olarak, o
egrisi P yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egri oldugundan P(s,ty) = «(s) olacak
sekilde bir to € [0, J] parametresi vardir.

Ikinci olarak, varsayalim ki P(s,t) yiizeyi
P(s,t) = a(s) + (t —tg)D(s) (3.19)

denklemiyle verilen bir regle yiizey olsun. (3.13) denkleminde t = t, alarak regle

yiizeyin dayanak egrisinin «(s) oldugunu ve

(t - tO)D(S> = (>‘1<37 t)? /\2(87 t): )‘3(87 t))(Nv C? W)t (3'20)

"M {ist simgesi traspozu ifade eder.

esitligini elde ederiz. Burada
Son denklemden kolayca goriilebilir ki, sadece s parametresine bagh A;(s), Aa(s) ve
As(s) fonksiyonlar: vardir 6yle ki A(s,%), Aa(s,t) ve A3(s,t) fonksiyonlar: (t —ty) ile

sirastyla Aq(s), As(s) ve Az(s) nin garpimi geklinde yazilabilir:
(Aa(s, 1), Aa(s, 1), As(s, 1)) = (E = to) (Aa(s), Aa(s), As(s)). (3.21)

O halde (3.19) denklemini su gekilde yeniden diizenleyebiliriz:
P(s,t) = a(s) + (t — to) (A1(s), Aa(s), As(s)) (N(s), C(s), W(s))' (3.22)

Uciincii olarak, P(s,t) yiizeyinin bir acilabilir yiizey olmasi icin gerek ve yeter
sartin det(a/, D, D’) = 0 esitliginin saglanmasi oldugunu biliyoruz. Gerekli iglemler

yapildiginda bu egitligin su sekilde diizenlenebilecegini goriiriiz:

A A
71( Ay + KNy + g(kAy — TA3)) — 71(7'/\2 + kA3) +7(AF + A3) + kAgAz = 0. (3.23)
Son olarak « egrisi P yiizeyi lizerinde bir geodezik oldugundan dolay1 Teorem 3.3.1
den
Ai(s,t As(s,t Aa(s,t
Ol to) 1((9? 0 =0, _;_8 3;’ ) _ §—8 2(8? 0) = ¢(c # Oreel sabit)
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oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla bu sartlari, (3.21) denklemini kullanarak su sekilde

yeniden yazabiliriz.
Ai(s) =0, —=A3(s) — =Aa(s) = c(c # Oreel sabit). (3.24)
Bu esitlikleri (3.23) denkleminde yerine yazarak
TA3 + kAyA3 =0

oldugunu goriiriiz. Ayrica (3.24) de 2. egitligin her iki tarafin1 — f A, ile garparak ve
son denklemi kullanarak Ay(s) = 0 oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla «f(s) egrisini bir

geodezik egri olarak igeren acilabilir yiizeyler { N, C, W} catis1 bakimindan

P(s,t) = a(s) + (t — to)&)c Wi(s), ¢ # Oreel sabit (3.25)

k(s)
denklemi ile karakterize edilebilir.
Bu ifade, olugturulan acilabilir yiizeyin 6zelliginin verilen geodezik tarafindan tama-
men belirlenebildigini gostermektedir. Simdi 6zel durumlar i¢in bu acilabilir yiizey-
leri tekrar inceleyelim.
Varsayalim ki (3.25) denklemi ile verilen agilabilir yiizey bir silindir olsun. Bu du-
rumda D’ A D = 0 dir. Basit bir hesaplama ile

f*(s)¢?

D'AND=—
K2(s)

g(s)N(s) =0 (3.26)

oldugunu goriiriiz. x # 0 oldugundan f # 0 olup, g = 0 elde ederiz. Bu da
a(s) egrisinin ya bir diizlem egri ya da bir genel helis oldugu anlamina gelmektedir.

Dolayisiyla asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.3.1 Diizlemsel egriler ve genel helisler silindirlere izogeodeziktir.

Polinom tipli yiizeyler miihendislik uygulamalarinda sik¢a kullamilmaktadir (Bézier
ve B-spline yiizeyler gibi). Fakat, (3.25) denklemi ile verilen agilabilir yiizeyler, W (s)
nin birim olmasindan dolay1 genellikle polinom tipli degildir. Bu problem A, A, ve

A5 diizgiin bir gekilde secilmesiyle ¢oziilebilir. Ancak bu tiir egriler genellikle birim
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hizli degildir. Dolayisiyla egriyi rastgele bir r parametresine bagh olarak ele alalim.

5 _ _ _ '@l : )
Eger Ai(r) = Aa(r) = 0 ve As(r) secelim. Bu durumda yiizey su

ey A ()]
sekilde ifade edilir:

c O{/ 3 a/ 2det O/, a”, a/// a/+ a//\a// 2 C]{//\()[//
Pr,1) = a(r)+(-—tg) —1] (“ [I” det( Jo! + || I( ))

lo” A (r)] [Pl A a2

Simdi, yukarida islenen teoriye 6rnekler verelim.

Ornek 3.3.1 Ornek 3.2.6 da verilen «(s) sabit presesyonlu egriyi ele alalim. Egrinin
{N,C, W} catist (3.17) denklemi ile verilmigtir. Ayrica k(s) = sins ve 7(s) = cos s
dir. A(s,t) =0, Aa(s,t) = tsins ve A3(s,t) = tcos s alarak a egrisini bir izogeodezik

egri olarak iceren bir yiizeyi su sekilde elde ederiz:
Ri(s,t) = a(s) + tsins C(s) + tcos s W(s).

Ry yiizeyi sekil 3.21'de gosterilmigtir. Benzer sekilde A\(s,t) = 2, A\y(s,t) =
sintsin s ve A\3(s,t) = sint cos s alinarak « egrisini bir izogeodezik egri olarak iceren

baska bir yiizey ise su sekilde bulunur:
Ry(s,t) = a(s) + t*N(s) + sintsin s C(s) + sintcos s W (s).

Ry yiizeyi ise gekil 3.22’de verilmigtir.

Sekil 3.21  R;(s,t) yiizeyi ve «(s) izogeodezik egrisi
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Sekil 3.22  Ry(s,t) yiizeyi ve «(s) izogeodezik egrisi

Sekil 3.23  Ri(s,t) ve Ra(s,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak «(s) izogeodezik

egrisi

Ornek 3.3.2 a(r) = (acosr,asinr,br) (a > 0,b # 0,0 < r < 27) helisini ele
alalim. « helisinin {N, C, W} ¢atisi su sekildedir.

(

N(r) = (—cosr, —sinr, 0),
C(r) = (sinr, —cosr, 0),

W(r)= (0,0, 1),

| f(r)=1, g(r) =0,

Ayrica k = dir. (3.25) denklemini kullanarak, ¢ = 1 ve

a b
—— Ve T = ——
Va2 + b2 Va? + b2

to = 0 alarak « helisini bir izogeodezik olarak iceren acilabilir yiizey

R3(r,t) = (acosr,bsinr, br + t———)
a

olarak elde edilir. Bu yiizeyin bir silindir oldugu sekil 3.24’de goriilmektedir.
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Sekil 3.24  «(r) helisi R3(r,t) silindirine izogeodeziktir.

Ornek 3.3.3 Helis egrileri polinomlar tarafindan ifade edilebilir. Dolayisiyla bir
helisi Bézier formda olarak ifade etmek miimkiindiir. Kabul edelim ki Bézier form-
daki bir helisin aghmi «(r) = Agr® + A;r? + Agr + Az seklinde olsun. Burada
A;(i =0,1,2,3) katsay1 vektorleridir. Ay, Ay, Ay vektorleri birbirine dik ve 4[| A, ||* =
9(| Aol|?| A2]|* oldugunda kolayca goriilebilir ki T oram sabittir, yani «(r) bir genel

K
helistir. Bu sartlara uyacak sekilde

11 402 2
0. 75— A= (L1 ), A= (2 =

secerek ve polinom tipli egriler i¢in elde ettigimiz acilabilir yiizey denklemini kulla-

Ao = ( ), Az = (0,0,0)

narak Bézier formdaki a(r) egrisini bir izogeodezik olarak iceren bir silindir yiizeyi

elde ederiz. Bu silindir gekil 3.25’de verilmigtir.
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Sekil 3.25 Bézier formdaki «(r) helisi ile izogeodezik oldugu silindir

3.4 {N,C, W} Catisina Gore Ortak Bir Egrilik Cizgisine Sahip Yiizey
Aileleri

Bu béliimde, bir egrinin bir yiizey iizerinde izoparametrik ve ayni zamanda bir egri-
lik ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter sartlarn {N,C, W} catisina bagh olarak elde
edecegiz. P(s,t) regiiler bir yiizey ve a(s) de bu yiizey iizerinde bulunan {N,C, W}
catisia bagli birim hizli bir egri olsun. Dolayisiyla P(s,t) yiizeyini yine (3.13) denk-
lemi ile ifade edebiliriz. Ayrica egrinin yiizey lizerinde izoparametrik olma sartini
(3.14) denkleminde, egri boyunca yiizey normalini de (3.15) denkleminde vermigtik.

Oncelikle egrilik cizgisi ile ilgili su teoremi verelim.

Teorem 3.4.1 Bir egrinin bir yiizey iizerinde bir egrilik ¢izgisi olabilmesi i¢in gerek
ve yeter sart egri boyunca yiizey normallerinin bir acilabilir yiizey olugturmasidir

(Willmore 1959).
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a(s) egrisinin normal yiizeyi
Q(s,t) = als) + tni(s) (3.27)

seklinde tamimhidir. Burada ny = N cosf + Bsin @ dir. Bu ifadeyi {N,C, W} catist
cinsinden tekrar diizenlersek n; = N cosf + T sinfC + E sin W elde ederiz. Ayrica

f f

acilabilir yiizey olma sartin1 kullanilarak 6 = — fos Tds + 6y bulunur.

Simdi « egrisinin P yiizeyi iizerinde bir egrilik ¢izgisi olma sartim1 { N, C, W} ¢atisina
gore elde edelim. « egrisinin P yiizeyi {izerinde bir egrilik cizgisi olabilmesi i¢in
ny || n(s,tp) olmahdir. a egrisi boyunca P(s,t) yiizeyinin normal vektor alani (3.15)

denklemindeki gibi oldugundan dolay1 agagidaki teorem basitge elde edilebilir.

Teorem 3.4.2 P(s,t) regiiler bir yiizey ve a(s) de bu yiizey iizerinde {N,C, W}
catisina sahip bir egri olsun. Bu durumda « egrisinin P yiizeyi iizerinde bir izoparametrik

egri ve egrilik ¢izgisi olmasi icin gerek ve yeter sart agsagidaki sartlarin saglanmasidir:

A1(s,t0) = Aa(s,t0) = As(s, tg) =0,

8)\—1(8,750) = sinf _fa/\3(s’t0) — 18/\2(3,750) = cosf

ot Foot Foot

Burada k ve 7 egrinin Frenet ¢atist bakimindan egrilikleri, f ise egrinin {N,C, W}

alternatif catis1 bakimindan 1. egriligi ve 6 = — fos Tds + 6y dir.

Pratik uygulamalarda kolaylhk olmasi bakimindan A (s, t), Aa(s,t) ve Az(s, t) fonksiyon-

larini iki ¢arpana ayirarak
A(s,t) = U(s)A(t)
Aa(s,t) = m(s)As(t)
As(s,t) = n(s)As(t).

alahm. Bu durumda Teorem 3.4.2 yi su sekilde yeniden diizenleyebiliriz.

Sonug 3.4.1 P(s,t) regiiler bir yiizey ve a(s) de bu yiizey iizerinde {N,C, W}

catisina sahip bir egri olsun. Bu durumda « egrisinin P yiizeyi iizerinde bir izoparametrik
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egri ve egrilik ¢izgisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart agsagidaki sartlarin saglanmasidir:
Ai(to) = Aa(to) = As(to) =0,
I(s)N)(ty) = sinb, (3.28)

7(s) ! — @n s)A! = cos
f(s)m(S)A2(t0) f(S) ( )AS(tO) 0.

Burada k ve T egrinin Frenet ¢atist bakimindan egrilikleri, f ise egrinin {N,C, W}

alternatif ¢atisi bakimindan 1. egriligi ve 6§ = — fos Tds + 6, dir.
Simdi yukarida verdigimiz teoriyi destekleyecek bir érnek verelim.

Ornek 3.4.1 Birim hizh a(s) = (cos(\?s) ,sin(\/?is) , ?s) helisini ele alalim. Ba-

sit bir hesaplama ile egrinin {N,C, W} catis1 su sekilde elde edilir:

M) = ( - cos(Ls), —sin(LZs) o).

W(s) = (0,0, 1),

1
)= 5 () =0

1 1
Ayrica Kk = g veT =73 dir. Bu durumda 6(s) = —% + 0y olarak elde edilir. Eger
0o = 0 ise, O(s) = —g bulunur.
.S K s T s
Ai(s,t) = —tsin Y Ao(s,t) = —?tcos 2 A3(s,t) = —?tcosi

secerek, a helisini bir egrilik ¢izgisi olarak iceren bir yiizey su sekilde elde edilir.
Ti(s,t) = a(s) — tsin gN(s) - %t cos %C(s) - %tcos gW(s)

Benzer sekilde

1
(s, t) = ~3 sin2tsin§, Ao(s,t) = —% sin2tcos§, A3(s,t) = —% sin2tcos§
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secelim. Bu durumda ise « helisini bir egrilik ¢izgisi olarak iceren bir bagka ylizey
ise su sekildedir:

T

27 sin 2t cos gW(s)

1
To(s,t) = afs) — 5 sin 2t sin %N(s) — % sin 2t cos SC’(S)

Bu yiizeylerin grafikleri agagida verilmistir.

Q

Sekil 3.26  Yy(s,t) ylizeyi ve a(s) egrilik ¢izgisi

Sekil 3.27  Yq(s,t) yiizeyi ve a(s) egrilik ¢izgisi
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Sekil 3.28  Ti(s,t) ve Tao(s,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak «a(s) egrilik ¢izgisi

3.5 {N,C,W} Qatisina Goére Ortak Bir Asimptotik Egriye Sahip Yiizey
Aileleri

Tezin bu béliimiinde bir egriyi izoparametrik ve asimptotik egri olarak iceren yiizey-
leri {N,C, W} catisina gore karakterize edecegiz. P(s,t) regiiler bir yiizey ve «(s)
de bu yiizey iizerinde bulunan {N,C, W} catisina bagh birim hizli bir egri olsun.
Dolayisiyla P(s,t) yiizeyini yine (3.13) denklemi ile ifade edebiliriz. Ayrica egrinin
yiizey iizerinde izoparametrik olma gartini (3.14) denkleminde, egri boyunca yiizey
normalini de (3.15) denkleminde vermigtik. Simdi « egrisinin P yiizeyi tizerinde bir
asimptotik egri olma sartim {N, C, W} catisina gore verelim. Oncelikle asimptotik
sartindan dolay1 egri boyunca yiizey normalleri ile egrinin binormal vektoérleri paralel
olmaldir. Dolaysiyla n(s,ty) || B dir. Frenet catisi ile {N,C, W} catis1 arasindaki

gecigi kullanarak
kW +1C

n(s,to) || ( 7

) (3.29)

buluruz.
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Dolayisiyla (3.13), (3.14), (3.15) ve (3.29) denklemlerini kullanarak agagidaki teo-

remi elde ederiz.

Teorem 3.5.1 P(s,t) regiiler bir yiizey ve «a(s) de bu yiizey iizerinde {N,C, W}
catisina sahip bir egri olsun. Bu durumda « egrisinin P yiizeyi lizerinde bir izoparametrik
ve asimptotik egri (izoasimptotik) olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki sartlarin

saglanmasidir:
A1(s,t0) = Aa(s,t0) = As(s,to) = 0,

6)\1(3,150) —1 8)\3(8,750) o _Za)\g(s,to)
o 7 o k0Ot

Burada x ve 7 egrinin Frenet catis1 bakimindan egrilikleridir.

Pratik uygulamalarda kolaylik olmasi bakimindan A (s, t), As(s,t) ve A3(s, t) fonksiyon-

larmi iki ¢arpana ayirarak
A(s,t) = 1(s)A (1)
Aa(s,t) = m(s)As(t)

As(s,t) = n(s)As(t).

alalim. Bu durumda Teorem 3.5.1 yi su sekilde yeniden diizenleyebiliriz.

Sonug 3.5.1 . P(s,t) regiiler bir yiizey ve «(s) de bu yiizey iizerinde {N,C, W}
catisina sahip bir egri olsun. Bu durumda « egrisinin P yiizeyi iizerinde bir izoasimp-

totik egri olmasi icin gerek ve yeter sart agsagidaki sartlarin saglanmasidir:
Ai(to) = Aa(ty) = As(to) =0,
I(s)N(to) =1, (3.30)
n(s)A'(t0) = ——m(s)Aj to)

Burada x ve 7 egrinin Frenet catis1t bakimindan egrilikleridir.

Simdi uygulama olarak bir érnek verelim.
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Ornek 3.5.1 Birim hizh a(s) = (3s, ‘/Tgsins : \/?5(305 s) helisini goz 6niine alalim.

Egrinin {N, C, W} ¢atis1 su sekildedir:
N(s) =(0,—sins,—coss),
C(s) = (0, —coss,sins),

Wi(s)= (1,0, 0),

V5

2
Ayrica k = ve T = 3 olarak bulunur.

M(s,t) =t, Ao(s,t) = —V/5t, Ng(s,t) =2t

secerek, o helisini bir asimptotik olarak igeren bir yiizey su sekilde elde edilir.

2 5 d
x1(s,t) = (ES + 2t, (% — 1) sin s 4+ /5t cos s, (g — 1) cos s — /5t sin s)

Benzer sekilde
M(s,t) =tant, Ao(s,t) = —sinV/5t, As(s,t) = sin 2t

secelim. Bu durumda ise « helisini bir asimptotik egri olarak iceren bir bagka yiizey

ise su gekildedir:

2 ) )
X2(s,t) = (§+sin 2t, (g—tan t) sin s+sin v/5t cos s, (%—tan t) cos s—sin /5t sin s)

Ayrica «(s) egrisi bu yiizeyler iizerinde bir helis ve ayni zamanda asimptotik egri
oldugundan bu egri ayni zamanda bir isophote egridir. Bu yiizeylerin grafikleri

asagida verilmigtir.

Sekil 3.29  x;(s,t) yiizeyi ve a(s) asimptotik egrisi
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Sekil 3.30  xa(s, t) yiizeyi ve a(s) asimptotik egrisi

Sekil 3.31  x1(s,t) ve xa(s, t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak «(s) asimptotik egrisi
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4. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA ORTAK BiR ISOPHOTE
EGRIYI ICEREN YUZEYLER

Tezin bu boéliimiinde spacelike veya timelike isophote egriler tarafindan iiretilen
yiizey aileleri 3-boyutlu Minkowski uzayinda incelenmigtir. Minkowski uzayinda
yiizeyler, normallerine bagh olarak spacelike yiizeyler, timelike yiizeyler ve null
(lightlike) yiizeyler olmak iizere iige ayrilmaktadir. Ancak biz isophote egrileri space-
like yiizeyler iizerinde ve timelike yiizeyler iizerinde olmak iizere iki baghk altinda

inceleyecegiz.

4.1 Bir Isophote Egri Tarafindan Uretilen Spacelike Yiizeyler

' = I'(s,t) yiizeyi 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir spacelike yiizey olsun ve bu
yiizey iizerinde yatan bir ((s) egrisini ele alahm. [(s) egrisinin bir spacelike egri
olmasi gerektigini daha once soylemigtik. Simdi 5 spacelike egrisinin I'(s,t) space-
like yiizeyi iizerinde izoparametrik ve ayni zamanda isophote egri olma sartlarini
inceleyecegiz. Dolayisiyla (3.1) denkleminde oldugu gibi I'(s, t) ylizeyini parametrik
olarak su sekilde ifade edebiliriz:

Oncelikle 3 egrisi I' yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egri olacagindan bir ¢, € [0, J]

parametresi i¢in agagidaki bagint1 saglanir:
z(s,to) = y(s,to) = z(s,t9) =0, 0<s<I. (4.2)

Diger yandan f egrisi I" yiizeyi {izerinde bir isophote egri olacagindan Tanim 2.4.1
geregi [ egrisi boyunca I" yiizeyinin yiizey normalleri sabit bir u dogrultusu ile sabit
bir 6 acis1 yapmalidir. Dolayisiyla g egrisi boyunca yiizey normallerini hesapla-

maliyiz. Bir yiizeyin herhangi bir noktadaki normali yiizey parametrelerine gore
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kismi tiirevlerin vektorel ¢arpimi olarak verilir. Yani;

ol'(s,t ol'(s,t

(4.1) denkleminden I" yiizeyinin kismi tiirevlerini hesaplayarak agagidaki denklemi

elde ederiz:

n(s,t) = <1 +y(s,t)r(s) + aréi, t),x(S,t)n‘(s) + z(s,t)7(s) + aygi’ t),
0x(s,t)
0 —B(s) —N(s) o
0z(s, 5
vre)+ ) | om0 g | | 2D
N(s) T(s) 0 9z(s, t)
ot

Buradan ( izoparametrik egrisi boyunca yiizey normallerini ¢ = ¢, alarak

n(s, to) = ¢1(s,10)T(s) + P2(s, to) N (s) + ¢3(s, to) B(s)

seklinde elde ederiz ki burada

¢1(S,t0) =0,
(s, to) = _@’
$3(s,to) = @

seklindedir.

Yukarida verilen hesaplamalar yardimiyla agagidaki teoremi kolayca edebiliriz:

Teorem 4.1.1 T" bir parametrik spacelike yiizey olmak iizere, spacelike S egrisi I'

yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egri olsun.

(i) B egrisinin B binormal vektorii spacelike bir vektor olsun.

(a) Eger L ekseni spacelike bir eksen ise bu egrinin I yiizeyi iizerinde spacelike

eksene sahip bir isophote egri olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki
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sartlarin saglanmasidir.

dy(s, o) 0z(s,to)
ZIN 0] hanh oo 0
o tanh ¢ o ve
/ : 2
tanh 6 — :I:H + ksinh p(1 + H?) o

Kk cosh (1 + H?)3/2
(b) Eger L ekseni timelike bir eksen ise bu egrinin I" yiizeyi tizerinde timelike
eksene sahip bir isophote egri olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki

sartlarin saglanmasidir.

az<87t0) 83/(5,150)
290 tanh o—222 707

ot R A7

H' + rksinh (1 + H?)
tho = = sbt.

«© T cosh (1 + H?)3/? 4

/

Burada H = g dir.
k cosh

Simdi, yukaridaki teoremin bir uygulamasi olarak asagidaki 6rnekleri verelim.

. 1 2 1 2 4
Ornek 4.1.1 Birim hizhi §(s) = (_ﬂ Ccos 83+§ cos 2s, 7 sin 85—1—5 sin 2s, T sin 5s)

slant helisini ele alalim. Kolayca goriilebilir ki £ egrisi bir spacelike egridir. Egrinin

Frenet elemanlar1 su sekildedir:

1 1 4 4
( T(s)= <§ sin 8s — gsin2$, 3 cos 8s + 3 ¢os 2s, 3 cos 5s),
4 4 5
N(s) = (—5 sin 3s, ~3 cos 8s, —5),
1 8 4 . : : 4 .
B(s) = <§ cos 8s — gCOSQS, 3 cos s (6sins — 3sin 3s + sin 5s), —3 sin 5s),
| #(s) =4sinbs, 7(s)=4cos5s.

Bu denklemlerden egrinin binormal vektoriiniin spacelike bir vektor oldugu agiktir.

L ekseni bir timelike eksen ve ¢ = 0 olsun. Bu durumda 6 = In 3 olarak bulunur.
w(s,t) =13, y(s,t) =12, z(s,t)=2t, t4=0

secerek 3 spacelike egrisini bir isophote egri olarak barindiran spacelike yiizey ailesinin

bir iiyesini su sekilde elde ederiz:
[y(s,t) = B(s) +t*T(s) + *N(s) + 2t B(s).
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Bu yiizeyin grafigi sekil 4.1’de verilmigtir.
Benzer bicimde x(s,t) = 3, y(s,t) = 3t2, z(s,t) = =5t, 1o = 0 segerek 3

daki denklemle verebiliriz:
Dy(s,t) = B(s) + t°T(s) + 3t*N(s) — 5tB(s).

I'y yiizeyi de sekil 4.2’de gosterilmistir.

Sekil 4.2 T'y(s,t) yiizeyi ve B(s) spacelike isophote egrisi
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Sekil 4.3 T'y(s,t) ve I's(s,t) ylizeyleri ile bu yiizeylerin ortak [3(s) spacelike isophote

egrisi

Ornek 4.1.2 Py = (2,-1,0), Py = (0,1,0) and Py = (—2,1,—1) kontrol nok-
talarina sahip spacelike bir ((r) kuadratik Bézier egrisini ele alalim. [(r) Bézier

egrisini su gekilde ifade edebiliriz:
B(r) =PoBy(r) + P1B1(r) + P2By(r), 0<r <1.

Burada By(r) = (1 —r)?, Bi(r) = 2(1 — r)r ve By(r) = r? seklindedir. Dolayisiyla
egrinin Frenet catisi

T(r) = (—2,2—2r, —r)7
8 — 8r + 3r2
—3r+4,r—4,4—2r)
V16 — 167 + 672
—-1.—-1,-2
B(T‘) — (’—’)7
V2

N(r)= (

Y

7(r) = 0.
seklinde bulunur.
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@ = 0 olsun. O halde # = 0 dur.
u(r,t) =0, v(r,t) =t, w(r,t) =0, to=0

secerek [ egrisini spacelike eksene sahip bir isophote egri olarak iceren spacelike

yiizey ailesinin bir elemani su gekilde bulunur:

—3r+4 9 r—4
Is(r,t) = (2—4r+t =1 +4r —2r° 4t ,
srt) = =160 o=tor 507
4 —2r

—r? +¢(

))-

V16 — 167 + 672

Bu yiizey sekil 4.4’de gosterilmigtir.
2

t
Diger taraftan u(s,t) = 0, v(s,t) = t, w(s,t) = g e to = 0 secilerek yiizey ailesinin

diger bir tiyesi agagidaki gibidir:

—3r+4 t2
Ly(r,t) = (2—4r+1 — ,
() ( (\/16—167“—1—67“2 8v/2
r—4 2
—14+4r—2r 4+t - :
(\/16 —16r +6r2 82
4 —2r t2

—r?+t - ;
(\/16 — 167 + 612 4\/5))

['y yiizeyi de sekil 4.5’de gosterilmigtir.

Sekil 4.4 T'3(r,t) yiizeyi ve 5(r) spacelike isophote egrisi
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Sekil 4.5 T'y(r,t) yiizeyi ve spacelike 3(r) isophote egrisi

Sekil 4.6 T'3(r,t) ve I'y(r, t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak (r) spacelike isophote

egrisi

4.2 Bir Isophote Egri Tarafindan Uretilen Timelike Yiizeyler

3-boyutlu Minkowski uzayinda timelike bir I' = T'(s,¢) yiizeyi bu yiizey iizerinde
yatan bir [(s) egrisini ele alahm. [(s) egrisi spacelike ya da timelike bir egri
olabilir. Simdi, I'(s,t) timelike yiizeyinin bir 5 spacelike (ya da timelike) egrisini
izoparametrik ve isophote bir egri olarak igermesi i¢in gerek ve yeter sartlar elde ede-

cegiz. Dolayisiyla dncelikle (3.1) denkleminde oldugu gibi I'(s, ¢) yiizeyini parametrik
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olarak yazalim:

3 egrisi I yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egri olacagindan bir tq € [0, J] parame-

tresi icin asagidaki baginti saglanir:

z(s,to) = y(s,to) = 2(s,t0) =0, 0<s<I. (4.4)

Diger yandan [ egrisi I' yiizeyi {izerinde bir isophote egri olacagindan Tanim 2.4.1
geregi [ egrisi boyunca I" yiizeyinin yiizey normalleri sabit bir u dogrultusu ile sabit
bir # agis1 yapmalidir. Dolayisiyla [ egrisi boyunca yiizey normallerini hesapla-
maliyiz. Bir yiizeyin herhangi bir noktadaki normali yilizey parametrelerine gore

kismi tiirevlerin vektorel ¢arpimi olarak verilir. Yani;

Ol'(s,t) " dl'(s,t)

n(s,t) = 0s ot

4.3 denkleminden I' yiizeyinin kismi tiirevlerini hesaplayarak agagidaki denklemi

elde ederiz:

n(s,t) =1 —y(s, t)r(s) + ax(s’t),x(s, k(s) + z(s,)T(s) + 8y(s,t)’
ds 0s
Ox(s,t)
0 B(s) —N(s) ot
0z(s,t) Oy(s,t
vsro)+ ) | om0 | | 2D
N(s) —T(s) 0 9z(s, 1)
ot
Buradan ( izoparametrik egrisi boyunca yiizey normallerini ¢t = ¢ alarak su sekilde
buluruz:
n(87 tO) = ¢1(Sv tO)T(S) + ¢2(Sv tO)N(S) + ¢3(87 tO)B(S)‘
Burada
¢1 (57 tO) = 07
0z(s,t
s, 1) = - 222 10)
Ay(s,t
¢3(57t0) = _$
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seklindedir.
O halde timelike yiizey iizerinde bulunan spacelike (ya da timelike) egrilerin isophote

egri olma sartlarim agagidaki teoremlerle ifade edebiliriz.

Teorem 4.2.1 " = I'(s,t) bir parametrik yiizey olmak iizere, spacelike [(s) egrisi

I' yiizeyi iizerinde bir izoparametrik egri olsun.

(i) B egrisinin B binormal vektorii spacelike bir vektor olsun.

(a) Eger L ekseni spacelike bir eksen ise bu egrinin I' yiizeyi lizerinde spacelike
eksene sahip bir isophote egri olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki

sartlarin saglanmasidir.

0z(s, to) dy(s,to)
AR SN LAY
ot R A"
H' + ksinh (1 — H?) )
cothf = F cosh (1 — FE)2 =sbt., (n(s,to), L) = cosh@ ise,
/I _ inh 2 _ 1
cotd = $H resinh p(H ) = sbt., (n(s,to), L) = cos? ise,

Kk cosh (H? — 1)3/2

(b) Eger L ekseni timelike bir eksen ise bu egrinin I" yiizeyi lizerinde timelike
eksene sahip bir isophote egri olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki

sartlarin saglanmasidir.

t t
—82(;7; 0) = tanh gp—ay(;; 0) ve
H' + ksinh (1 — H?)
tanh 6 = = sbt.
o e cosh (1 —H?)3/? i
/
Burada H = Tre dir.
kcosh

(ii) /8 egrisinin B binormal vektorii timelike bir vektor olsun.

(a) Eger L ekseni spacelike bir eksen ise bu egrinin I yiizeyi iizerinde spacelike

eksene sahip bir isophote egri olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki
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sartlarin saglanmasidir.

Oy(s,to) 0z(s, o)
o e
H' + ksinh (1 — H?) .
cothf = F i cosh (1 — HE)2 = sbt., (n(s,to), L) = cosh@ ise,
I _ inh 2 _ 1
cotd = :FH rsinh p(H ) = sbt., (n(s,to), L) = cos? ise,

Kk cosh o(H? — 1)3/2
(b) Eger L ekseni timelike bir eksen ise bu egrinin I' yiizeyi iizerinde timelike
eksene sahip bir isophote egri olmasi i¢cin gerek ve yeter sart asagidaki

sartlarin saglanmasidir.

0 t 0 t
—y(;é 0) :tanhgo—z(gé 0) ve
H' + rksinh (1 — H?)

ho = = .

5’ & K cosh p(1 — H2)3/2 sbt
/

Burada H = Tre dir.
K cosh ¢

Teorem 4.2.2 T' = I'(s,t) timelike bir parametrik yiizey olmak iizere, 3(s) egrisi I

yiizeyi iizerinde bir timelike izoparametrik egri olsun.

(i) Eger L ekseni spacelike bir eksen ise bu egrinin T' yiizeyi iizerinde spacelike

eksene sahip bir isophote egri olmasi i¢in gerek ve yeter sart agagidaki sartlarin

saglanmasidir.
0z(s,t Ay(s,t
—Z(;é 0) = —tangp—y(;;f o) ve

K' + kcosp(l — K?)

ksin (1 — K?2)3/2

K’ + kcosp(K? —1)
ksinp(K? —1)3/2

cotd = F = sbt., (n(s,to), L) = cos? ise,

cothf = + = sbt., (n(s,tg),L) = cosh@ ise,

(ii) Eger L ekseni timelike bir eksen ise bu egrinin I' yiizeyi iizerinde timelike

eksene sahip bir isophote egri olmasi icin gerek ve yeter sart agagidaki sartlarin

saglanmasidir.
0 t 0 t
—z(;; 0) = —tanw—y(;; o) ve
K — K?—-1
cothd = + £ 05 ) = sbt.

Ksin (K2 —1)3/2
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T4+ ¢
K Sin

Burada K = dir.

Simdi, yukaridaki teoremlerin uygulamalari olacak 6rnekler verecegiz.

Ornek 4.2.1 3(s) = ( COS S sin s V3 s) birim hizli timelike bir egri olsun. 3

Je g e

egrisinin Frenet ¢atisi su sekildedir:

T(s) = (—i sin s, — cos s, \/_)

5 75 )
N(s) = (—coss, —sins, 0),

V3. V3B 1

B(s) = (—=sins, ——=cos s, —).

¢ V2 V2 V2

™ol
= — 0OlSsun.
L

x(s,t) =0, y(s,t) =t z(s,t)=—t, ty=0

segerek ((s) timelike egrisini bir isophote egri olarak iceren timelike yiizey ailesinin

bir elemanim agagidaki sekilde elde ederiz:

1 3 1
5(s,t) = ((— —t*)cos s — \/——tsin s, (—= — t*)sins + ﬁt Cos S,

V2 V2 V2 V2

1
E(\/is + 1))

I's yiizeyinin grafigi sekil 4.7’de verilmigtir.
Benzer sekilde

2 2
x(s,t) =t, y(s,t) = —gﬂ, 2(s,t) = gt, to =0

alarak 3 egrisini isophote egri olarak iceren diger bir yiizey su sekildedir:

Mtsins, (1+ 152)i sins — (V3 -

V3 .
3 t
).

1
Cg(s,t) = ((1+t2)—coss+

Bu yiizey ise gekil 4.8’de gosterilmigtir.
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Sekil 4.7 T's5(s,t) ylizeyi ve f(s) timelike isophote egrisi

Sekil 4.8 T4(s,t) yiizeyi ve timelike B(s) isophote egrisi

Sekil 4.9 T'5(s,t) ve ['¢(s,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak 3(s) timelike isophote

egrisi
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Ornek 4.2.2 Boliim 2.5 de bir egrinin Minkowski Pisagor-Hodograf egri (MPH egri)
olma gartin vermistik. Simdi ise oncelikle bir spacelike 5 = (31, fa, B3) MPH egrisi
ornegi elde edip daha sonra bu MPH egrisinin bir spacelike isophote egri olarak
iceren timelike yiizeyler olugturacagiz.

Ury=0-r)+2r,V(r)=r, P(s) = (1 —r) ve Q(s) — (1 — r) 4+ r alarak Teorem
2.5.1 den

By = 31 —rP+1-2(1—r)r+4r°
By = 2(1—=7)2+0-2(1 —7r)r +4r%
By = 2(1—r)+3-2(1—r)r—27
o = —(1—=7)>+3-2(1—7)r+0r
bulunur. Integrasyon sabiti (ag, by, co) = (1,1,1) olmak iizere son denklemden inte-

gral alinarak §(r) MPH egrisinin diger kontrol noktalar1 su sekilde elde edilir:

6,5,5 7,5,8 11,9,6
(alvblacl) = %7 (a2>b2702) = %7 (a3,b3703) = %

Kolay bir hesaplamayla 3 egrisinin Frenet catisini su sekilde elde ederiz:

( T(r) = (3 —4r + 572, 2 — 4r + 612, 2 + 21 — 61?)
V9 — 487 + 10672 — 6413 + 2514

9

N(r) = B(r) x T(r).

(6 — 247 + 6r%, =7 + 287 — Tr*, 2 — 8r + 2r?)
\ 9(1 —4T+T’2) .

¢ = In2 olsun. z(r,t) = %, y(r,t) = —sint, z(r,t) = —2t ve to = 0 segerek £
spacelike egrisini bir isophote egri olarak iceren timelike yiizey ailesinin bir {iyesini
su sekilde verebiliriz:

Ta(r ) = B(r) + £T(r) — sint N(r) — %B(T).

Bu yiizey sekil 4.10’da gosterilmigtir.
Benzer gekilde, ¢ = In4, x(r,t) = t, y(r,t) = —sint, z(r,t) = —tan($2t) ve to =0
alarak yiizey ailesinin diger bir iiyesini su sekilde elde ederiz:

Ty(r,t) = B(r) + £T(r) — sint N(r) — tan(i—?t)B(r).
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['s yiizeyi ise gekil 4.11°de verilmigtir.

Sekil 4.11 T'g(r, t) yiizeyi ve spacelike 5(r) isophote egrisi

Sekil 4.12 T;(r,t) ve TI'g(r,t) yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak [3(r) spacelike

isophote egrisi
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Ornek 4.2.3 j3(s) = (—% sinh 5s, %3, —2% cosh 5s) birim hizli spacelike bir egri ol-

sun. [ egrisinin Frenet catisi su sekildedir:

3 4
T(s) = (—2 coshbs, —
(s) = (=7 coshds, -,

N(s) = (—sinhbs, 0, — cosh 5s),

4
B(s) = (—5 cosh 5s,

3
~F sinh 5s),

3 4
—5, —5 Sinh58),

¢ = In 3 olsun.
. 4
x(s,t) =t, y(s,t) =—sinht, =z(s,t)= —gt, to=0

segerek [(s) spacelike egrisini bir isophote egri olarak igeren timelike yiizey ailesinin

bir elemanini agsagidaki sekilde elde ederiz:

3 1 4 8
To(s,t) = <sinh5s (—% + sinht) + %tcosh 5s, 5(8 + gt),

3 1
cosh bs (—% + sinh ¢) + %t sinh 53) :

I'y yiizeyinin grafigi sekil 4.13’de gosterilmigtir.
Benzer sekilde

4
x(s,t) =0, y(s,t)=—t, z(s,t)= —sinh(gt), to=0

alarak (3 egrisini isophote egri olarak iceren yiizey ailesinin diger bir {iyesi ise su
sekildedir:

3 4 4
Cio(s,t) = <sinh 5s (—— +t) + —sinh(=t) cosh 5s,

.. A4
o F 5 (4s+3 smh(gt)),

Q| —

3 4 4
cosh 5s (—% +1t)+ R sinh(gt) sinh 53) :

Bu yiizey ise sekil 4.14’de verilmistir.
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Sekil 4.13  T'g(s,t) timelike yiizeyi ve 3(s) spacelike isophote egrisi

Sekil 4.14  T'o(s,t) timelike yiizeyi ve spacelike §(s) isophote egrisi

Sekil 4.15  T'g(s,t) ve I'1o(s, t) timelike yiizeyleri ile bu yiizeylerin ortak 5(s) space-

like isophote egrisi
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5. TARTISMA VE SONUC

Yiizey tizerindeki 6zel egriler bir ¢ok geometricinin ilgi odagi olmus ve bir¢ok yazar
bu egrilerin karakterizasyonlarini ¢esitli uzaylarda incelemislerdir. Bu egrilerden en
onemlileri geodezikler, asimptotik egriler ve egrilik cizgileridir. Bu egriler diferen-
siyel geometri de 6nemli yer tutmalarinin yani sira pratik uygulamalarda da kendine

bir¢ok alan bulmugtur.

Isophote egriler de ylizey iizerinde karakteristik egrilerden biridir. Bir 1g1k kaynagin-
dan diizgiin bir yiizeye gelen 151k vektorii yiizey iizerinde bazi noktalarda yiizey nor-
mali ile sabit bir 6 acis1 yapmaktadir. Bu tiir noktalarin geometrik yeri bir isophote
egri olarak adlandirilmaktadir. Isophote egriler optik, CAD/CAM, bilgisayar grafik-
leri, ylizey sorgulama ve egri-yiizey modelleme gibi bir¢cok alanda kullanilmaktadir.
Bu alanlarin en énemlisi yiizey sorgulamadir. Ornegin, keyfi bir obje ele alahm. Bu
objeyi modelleyebilmek icin bir¢ok yiizey yamasimi bir araya getirmek gerekmekte-
dir. Olusan objenin diizgiin olabilmesi i¢in birlestirilen yiizeyler belli siirekliliklere
sahip olmalidir. Ancak siireklilik hakkinda net bir yargiya ulasmak her zaman kolay
olmayabilir. Siirekliligin belirlenmesini kolaylagtirabilmek icin isophote egrilerden
faydalanabiliriz. Eger birlegik iki yiizeyin isophotelar1 n. dereceden bir geometrik
siireklilige sahip ise yiizeyler (n + 1). dereceden siireklilik gosterir. Ornegin birlesik
iki ylizeyin isophote egrileri arakesit egrisi iizerinde kesigmiyorsa bu egriler 0. derece-
den geometrik siireklilige sahip iken yiizeyler de 1. dereceden geometrik siireklilige

sahiptir.

Bu tez caligmasinda bir ters problem olarak, verilen bir egriyi izoparametrik ve
isophote egri olarak barindiran tiim yiizeyleri olusturma problemi ele alinmigtir.
Bu problemi ¢6zmek icin yiizey; egriye ve egrinin Frenet catisina bagh olarak ifade
edilmigtir. Daha sonra yiizey normalleri egri boyunca hesaplanilarak ve isophote
sart1 kullanilarak egrinin yiizey iizerinde isophote egri olabilmesi icin gerek ve yeter

sartlar elde edilmigtir. Sonrasinda isophote egrilerin ekseni {N,C, W} catisina gore
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elde edilmis ve birim hizli bir egrinin yiizey iizerinde isophote egri olma sart1 bu
catiya gore de incelenmigtir. Ayrica olugturan teoriye uygulama olugturacak érnek-
ler verilmigtir. Sonraki boliimlerde ise ortak bir geodezik egriye, egrilik cizgisine ya
da asimptotik egriye sahip olan yiizey aileleri {NN,C, W} catisina bagh olarak ifade

edilmigtir.
Tezin son boliimiinde 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir isophote egriden gegen tiim

spacelike ve timelike yiizeylerin karakterizasyonlar1 incelenmis ve bu karakterizasy-

onlar orneklerle desteklenmigtir.
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