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Bu tez beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan temel matematiksel kavramlar aciklanmig ve yapay
sinir aglar1 hakkinda genel bilgi verilmigtir. Tezin {i¢lincii boliimiinde ilk olarak
impalsif diferensiyel denklemler tanitilmistir. Devaminda impalsif diferensiyel denk-
lemlerin kararhhgi ile ilgili olarak yapilan calismalardan bahsedilmistir. Ozellikle
impalsif yapay sinir aglar {izerinde durulmustur. Doérdiincii boliim uyumlu kesirli
tiirev iceren yapay sinir agl modellerine ayrilmistir. Ilk kesimde uyumlu kesirli
tiurevin temel Ozellikleri incelenmis ikinci kesimde impals etkisi olmayan modeller
iizerine yapilan arastirmalar ifade edilmistir. Dordiincii béliimiin son kesimi tezin
orijinal kismim olusturmaktadir. Bu kesimde Hopfield tiiriinde uyumlu kesirli tiirev
iceren impalsif bir sistem ele alinmigtir. Sistemin denge noktasinin varlik ve tek-
ligi ispatlanmusg, iistel kararliligi igin yeter kosullar elde edilmigtir. Ayrica sayisal
bir 6rnek ele alinip impalsif olmayan sistemle impalsif sistemin kararlilik durumu
karsilagtirilmigtir. Tezin son boliimiinde yapilan incelemeler 6zetlenerek bu calig-
manin literatiire yaptig1 katk: ifade edilmistir.
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
part. In the second chapter, the basic mathematical concepts which are mentioned
in the thesis are explained and general information about the artificial neural net-
works is given. In the third chapter, firstly, impulsive differential equations are
introduced. Then the investigations on the stability of impulsive differential equa-
tions are examined. Especially, impulsive artificial neural networks are considered.
The fourth chapter is devoted to artificial neural networks with conformable frac-
tional derivatives. The first section provides the basic properties of conformable
fractional derivative. In the second section, the research on the non-impulsive mod-
els is mentioned. The last section of the fourth chapter involves the original part
of this thesis. In this section a Hopfield-type impulsive system with conformable
fractional derivative is discussed. The existence and uniqueness of the equilibrium
point of the system is proved. Moreover, sufficient conditions for the exponential
stability of the equilibrium point are obtained. In addition, a numerical example is
considered and stability of the impulsive system is compared with the non-impulsive
system. In the final chapter the investigation is summarized and the contribution
of this work is explained.
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1. GIRIiS

Diferensiyel denklemler gercek yagam problemlerinin aragtirilmasinda ¢ok ¢nemli
bir yere sahiptir. Ancak baz problemlerin modellenmesinde adi diferensiyel denk-
lemler bizi sonuca gotiirmez. Adi diferensiyel denklemlerle modelleme, digsaridan
yapilan etkiyi ihmal ettigi i¢in baz1 problemlerde dogru sonu¢ vermeyebilir. Bir
tiiriin popiilasyon yogunlugunda énemli derecede azalmalara neden olan bir dig etki,
sarkach saatin denge noktasindan gectigi anda momentumunda ani bir degisimin
meydana gelmesi boyle siireglere 6rnek olarak verilebilir. Bu siirecleri matematiksel
olarak ifade etmek i¢in impalsif diferensiyel denklemler olarak adlandirilan siireksiz
yoriingelere sahip sistemler kullanilmaktadir. Gergek bir siirecin toplam siiresine
kiyasla g6z ardi edilebilecek kadar kisa bir zamanda gerceklesen bir dis etki, impals
olarak adlandirilan anlik degisimlere sebep olmaktadir. Baz1 durumlarda cok kiigiik
ani degisimlerin bile siirecin davranisinda ¢ok biiyiik farkhiliklar yarattigi goriilmek-

tedir.

Impalsif diferensiyel denklemlerde coziimler sonlu ya da sonsuz sayida noktalarda
parcali siirekli, ama diger her yerde siirekli olacak bi¢cimde tanimlanan fonksiyon-
lardir. Genel olarak birinci basamaktan bir impalsif diferensiyel denklem

dip

%: (%W» u7é7—i’ (11)

Ayr, = L), i € Z,
seklinde tamimlanmaktadir (Samoilenko ve Perestyuk 1995). Burada ¢ € R", u €
R, f ve I; ise n-boyutlu vektor degerli, siirekli fonksiyonlardir. {7;} reel degerli artan
bir dizi olup [i| — oo igin |7;| — oo oldugu kabul edilmektedir. u = 7; impalslarin
gergeklegtigi zamanlar gostermektedir.  Ayrica AW(r;) = (7)) — ¥(7;) olup
U(ri) = ulilﬂlb(lf) ve Y(1;) = ulir?* z(u) dir. Impalsif diferensiyel denklemler

i¢in ¢oziimlerin impals noktalarinda (7; noktalarinda) soldan veya sagdan siirekli

olduklar: kabul edilmektedir.

Bilimin pek cok alaninda gercek hayat problemleri modellenirken lineer olmayan

diferensiyel denklemlerden yararlanilir. Ancak lineer olmayan bir denklem veya
1



denklem sisteminin tam c¢oziimiinii bulmak genellikle miimkiin degildir. Bu du-
rum aragtirmacilar1 diferensiyel denklemleri kalitatif yaklagim ile incelemeye yon-
lendirmistir. Diger taraftan son yillarda yapay sinir aglar1 pek ¢ok arastirmaci
tarafindan incelenmeye baglamigtir. Yapay sinir aglart miihendislikte kontrol teori,
sinyal igleme, oriintii tanima gibi alanlarda kullanilmaktadir. Matematikgiler igin
ise yapay sinir ag1 incelemesindeki en énemli hedef ele alinan modelin kararliligimim

gosterilmesidir.

Bu tezin amaci impalsif diferensiyel denklemlerin kararlilik incelemelerinde kul-
lanilan yontemlerin irdelenmesi ve sistemler iizerinde impals etkisinin gosterilebilme-
sidir. Bu baglamda tezin ikinci boliimiinde temel kavramlar ve ozelliklere yer ve-
rilmigtir. Tezin tigiincii boliimii impalsif diferensiyel denklemlere ayrilmig, karar-
lilikla ilgili literatiirde mevcut olan sonuglar ifade edilmistir. Tezin dordiincii boliimiin-
de ilk olarak, son yillarda yogun bir sekilde ¢alisilan uyumlu tiirev kavrami tanitilmig
devaminda uyumlu tiirev igeren sistemlerin kararliligi ile ilgili literatiirde mevcut
olan caligmalardan bahsedilmistir. Ayrica uyumlu tiirev iceren Hopfield tiiriindeki

impalsif

.

(,1;3"7;1)05) - _azxz(t) + Z bz]fj(x](t)) + G, L= 17 27 ey 10,
j=1

t>ty>0,te (tk,tk+1), k= 0,1,...

| iltg) = o,

diferensiyel denklem sistemi ele alinmigtir, burada 7%(e), «. basamaktan uyumlu
kesirli tiirev operatorii olup 0 < a < 1 almmistir. x;(¢) fonksiyonu 7. néronun
t anindaki durum degiskenini ifade etmektedir. a; > 0, sabitleri ag baglantis1 ke-
sildiginde 4. néronun potansiyelinin dinlenme durumuna ge¢me hiz oranini, b;;,
sabitleri 7. noron ile j. néron arasindaki baglant1 agirhiklarini, ¢;, ¢+ = 1, 2, ..., n, sabitleri
agin disindan 4. birime girisi temsil etmektedir. f; : R — R, j. noron {izerindeki
aktivasyon fonksiyonudur. Az;(ty) = z;(t)) — xi(t;), z:(t)) = tlirtri z(t) ve z;(ty ) =

g

lim x(t) dir. {#;} reel sayilarn bir dizisi olup 0 <ty <t <ty < ... <1l <tpp <
g
... Ve klirn ty = oo dur. [; : R — R siirekli fonksiyonlar olup ¢ = t; impals anlarinda

x;(t) tizerindeki ani degisimleri ifade eder.
2



11k olarak ele alinan sistemin denge noktasmm varlik ve tekligi ispatlanmistir. Ayrica
denge noktasinin iistel kararliigin1 garanti eden yeter kosgullar elde edilmistir. Elde
edilen sonuglar impalsif olmayan sistem icin literatiirde mevcut olan sonuclarla
kiyaslanmigtir. Tezin son boliimiinde ise yapilan ¢alismalar ¢zetlenerek diferensiyel

denklem sistemleri tizerindeki impals etkisi yorumlanmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 On Bilgiler

Bu boliimde tezin diger boliimlerinde gegen temel kavramlar agiklanmaktadir. Karar-
lilik ile ilgili verilecek olan tamimlar ve temel 6zellikler Driver’in kitabinda mevcuttur

(Driver 1977).

Q C R™ acik ve baglantili bir kiime, J C R bir agik aralik ve f : J x 2 — R” birinci

basamaktan siirekli kismi tiirevlere sahip bir vektor degerli fonksiyon olmak iizere

V' (u) = fu, 1), d(uo) = g (2.1)

sistemini ele alalim. Burada ug € J ve ¢, € Q dir. 9 (u) = 9 (u; ug, 1) (2.1) baglangig
deger probleminin ¢oziimiinii, (u) = ¥(u;ug, V) de ¥'(u) = f(u,1)) sisteminin

P (ug) = 1, kogulunu saglayan ¢oziimiinii gostersin.
Tanmim 2.1 Verilen her € > 0 i¢in H@/JO — @YJOH < 0 oldugunda her u > wug igin

[o(u) = ¥(u)|| <e

saglanacak sekilde pozitif bir §(e, ug) sabiti bulunabiliyorsa (2.1) sisteminin t(u) ¢ozii-
miine (Lyapunov anlaminda) kararlidir denir. (2.1) sisteminin (u) ¢oziimii kararh

degilse, (2.1) sistemine kararsizdir denir.

Tamim 2.2 (2.1) sisteminin 1 (u) = 9 (u; ug, 1) ¢oziimii kararl olsun.

[0 = ho|| <0

esitsizligi gergeklendigi zaman

lim [¢(u) = ¥ (u)]| =0

U— 00

saglanacak bicimde pozitif bir ¢ sabiti bulunabiliyorsa (2.1) sisteminin 1 (u) ¢oziimiine

asimptotik kararhidir denir.

Tanmim 2.3 (2.1) sisteminin ¢ (u) ¢oziimii kararh olsun. Eger § sayis1 uo dan bagim-

s1z secilebiliyorsa bu durumda (2.1) sisteminin 1) (u) ¢oziimii diizgiin kararhdir denir.
4



Tanmim 2.4 (2.1) sisteminin v(u) ¢oziimii kararh olsun. Verilen bir € > 0 sayisina

kargilik
H@% — @YJOH < 6(€,up)
esitsizligi
|9 (w) — ¥(u)|| < ee™", Vu > ug
ifadesini saglayacak sekilde o > 0 igin bir (e, ug) segilebiliyorsa (2.1) sisteminin

Y (u) ¢oziimii tistel asimptotik kararlidir denir.

Simdi ¢, = 0 € Q ve f(u,0) = 0 olmak iizere (2.1) baslangic deger probleminin

1 = 0 agikar ¢dziimiiniin kararlilik tanimlarini ifade edelim.

Tanim 2.5 Verilen her € > 0 igin ||[¢)(ug)|| < ¢ oldugunda her u > wug igin

[P(u)]| < e

saglanacak gekilde bir pozitif d(e, ug) sabiti bulunabiliyorsa (2.1) sisteminin ¢ =
0 ¢oziimiine (Lyapunov anlaminda) kararhdir denir. Aksi durumda ¢ = 0 ¢oziimii

kararsizdir.

Tanim 2.6 (2.1) sisteminin ¢» = 0 ¢ozlimii kararli olsun. Eger § sayis1 uy dan

bagimsiz secilebiliyorsa bu durumda sifir ¢oziimiine diizgiin kararhidir denir.

Tanim 2.7 (2.1) sisteminin agikar ¢oztimii kararlh olsun. |[¢(ug)|| < 1 oldugunda

lim {4 (u)[| = 0

saglanacak sekilde pozitif bir d1(€, ug) sayist bulunabiliyorsa (2.1) sisteminin ¢ =

0 ¢oziimiine asimptotik kararlidir denir.

Tanim 2.8 (2.1) sisteminin ¢ = 0 ¢dziimii kararh olsun. Verilen bir ¢ > 0 sayisina
kargilik

¥ (u1)]| <0, up > ug

oldugu zaman

[o(u)]| < et u >y

olacak sekilde bir & > 0 ve 6 = d(¢) > 0 sayist varsa o zaman (2.1) sisteminin

Y = 0 ¢oziimiine tistel asimptotik kararhidir denir.
5t



Ornek 2.1

%%+2¢:u+3ﬂmm:0 (2.2)

baslangi¢c deger probleminin ¢oziimiiniin kararliligini inceleyelim.

Coziim 2.1 (2.2) baglangig deger probleminin ¢oziimii

wt3 1 5
2 1 4°

W (u) =1(u;0,0) =

dir. Verilen diferensiyel denklemin ¢(0) = v, baglangi¢ kogulunu saglayan ¢oziimii

u+3 1 5. oy
+(¢0_Z)€ 2

U(u) = (w0, %) = 25— 2

dir. |¢py — 0] < 6 olsun. Verilen her ¢ > 0 igin
() —Pu)| = [Pee?|
< ol

< €

elde edilir. Burada § = € oldugunda ¢oziim diizgiin kararhidir. Ayrica

lim [46(u) — P(u)] = Jim [irge>"] =0

uU—00

oldugundan ¢oziim asimptotik kararlidir.

Ornek 2.2
V=9 +u, ¥(0)=1 (2.3)
basglangi¢c deger probleminin ¢oziimiiniin kararlhiligini inceleyelim.
Coziim 2.2 (2.3) baglangig deger probleminin ¢oziimii
P(u) = —u — 1+ 2e"
bulunur. Ayrica (2.3) diferensiyel denklemin (0) = v, kogulunu saglayan ¢oziimii

P(u) = —u—1+ (g + 1)e"

dir. Her ¢ > 0 igin [ty — 1| < 6 oldugundan her v > 0 igin | (u) —P(u)| <
¢ saglanacak sekilde bir (e, 0) > 0 bulabilirsek 1 (u) ¢oziimiine kararlidir diyebiliriz.
[¥(u) —¥(u)| = |(¥o—1)e"]

< de¥
6



olup de* < e olacak bigimde bir ¢ belirleyemedigimizden verilen sistemin ¢oziimii

kararsizdir.

Simdi dordiincii boliimde ele alinan impalsif yapay sinir agi modelinin varlik-tekligini

ispatlamak ic¢in kullanilacak olan daralma doniisiimii ile ilgili tanimlar ifade edelim.

Tamm 2.9 A bostan farkli bir kiime olmak iizere

my) d(F, ) =0 <=7 = b,

m,) Her 7 i € A icin d(#, %) = d(w, 7),

m3) Her 7,4 € A icin d(7, %) < d(#, 4) + d(a, ),

kosullarim saglayan d: A x A — R doniigiimiine A tizerinde bir metrik ve (4, d)

ikilisine de bir metrik uzay denir.

Tamm 2.10 (A,d) bir metrik uzay, (7,,), A de bir dizi ve * € A olmak iizere
d(rn,7) — 0

ise (7,) dizisi e yakinsiyor denir.

lim  d(F,, ) =0

,1M—00

ise (7,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tamm 2.11 (A,d) bir metrik uzay olsun. A deki her Cauchy dizisi yakinsak ise

v

A’ya tam metrik uzay denir.

Tanmim 2.12 (A,d) bir metrik uzay ve ¢ : A — A bir doniisiim olsun. Her 7,1 €
A icin

d(o(r), p(w)) < cd(#, w)
olacak sekilde ¢ € [0, 1) say1s1 mevecut ise ¢'ye A dan A e bir daralma doniigiimiidiir

denir.

Teorem 2.1 (Daralma Doniigiimii Prensibi) A bir tam metrik uzay ve ¢, A den
A e bir daralma doniigiimii ise p(7*) = 7* olacak sekilde bir tek 7 € A vardur. Bagka

bir deyisle ¢ bir tek sabit noktaya sahiptir.
7



Onerme 2.1 (Tiimevarim Prensibi)
seNveN;,={keNis<k}={s,s+1,..} ve S C N olsun. Eger,
(i) s € S ve

(i) keS=k+1€S

sartlar1 saglanirsa S = N, dir.

Tanim 2.13 2 = (Zy, 2, ..., Z,) olmak {izere bir f(z) fonksiyonunun gradiyenti

af of af)

YRRV
0% 0%y 0%,

grad f = (
vektorii olup V f ile de gosterilir.

Tanim 2.14 v = (vq,vs, ..., V) € R™, = (piq, fig, -, it,) € R™ olmak iizere

n
<V7M> — Zyl:u’z
=1

bi¢iminde tamiml olan ( , ) : R” x R” — R doniigiimiine v ve u vektorlerinin ig

carpimi denir.
2.2 Yapay Sinir Aglar1

Tezin orijinal kismi olan dordiincii boliimde uyumlu tiirev iceren impalsif Hopfield
tipli sinir ag1 modelini ifade eden diferensiyel denklem sisteminin iistel kararliligi
incelenmigtir. Bu yiizden bu kesimde yapay sinir aglarinin ne anlama geldiginden,
hangi alanlarda kullanildigindan ve matematiksel modellerde nasil kullanildigindan

bahsedilecektir.

Yapay zeka, bilgisayarlara veya makinelere, insana mahsus olan zihin yiiriitme ve
ogrenme gibi yetenekleri yapay sinir aglar1 (YSA) ile kazandirmaktadir. YSA insan
zihninin niteliklerinden olan 6grenme yolu ile giincel bilgiler tiiretebilme, yeni bilgiler
olugturabilme ve bulabilme gibi becerileri, herhangi bir yardima ihtiya¢ duymadan
otomatik olarak gergeklegtirebilen yapilardir. Ayrica YSA insan zihni model ali-
narak, ogrenme siirecinin matematiksel olarak crneklendirilmesi sonucunda ortaya
gikmugtir. YSA, sinir hiicreleri olarak adlandirilan néronlardan olugmaktadir. Siireg

elemanlari olarak dile getirilen yapay sinir hiicreleri besg ana elemandan olugmaktadir
8



(Sekil 2.1).

| Gidiler | | Agriklar | Toplama slevi | Aktvasyon || Cikis

X1 ] Wy

Xz L A ™

X3 W3 : » f(2) > v
Xs M We ]

\

Sekil 2.1 Yapay sinir hiicresi

Girdiler: Gelen bilgileri gostermektedir.

Toplama Islevi: Hiicreye giren toplam girdiyi hesaplayan fonksiyondur. Uygulanacak
yapay sinir ag1 modeline gore farkli fonksiyonlar kullanilabilmektedir. Cogunlukla
girdi degerleri agirlik degerleri ile ¢arpilarak olusmaktadir.

Aktivasyon Fonksiyonu: Girdi ve ¢ikt1 arasindaki baglantiyr kurmakla gorevlidir.
Toplama fonksiyonundan gelen bilgileri isleyerek cikti bilgilerini elde etmektedir.
Cikti: Aktivasyon fonksiyonun iirettigi degerlerdir (Deveci 2012).

Yapay sinir aglar1 tek katmanli ve ¢ok katmanl olarak ikiye ayrilmaktadir. Tek
katmanl YSA, girdi ve ¢ikti katmanlarindan meydana gelmektedir ve lineer prob-
lemlerde tercih edilmektedir. Birden fazla girdi degerlerine sahiptirler. z'ler ile
w degerleri garpilarak cikti degeri bulunabilir. Esik degeri ¢iktinin 0 olmasim en-
gellemektedir ve her zaman 1 degerini gostermektedir. Cok katmanli YSA girdi
katmani, gizli katmanlar ve ¢ikti katmanlarindan meydana gelmektedir. Cok kat-
manli YSA’ nin en énemli 6zelliklerinden biri karmagik problemlerin c¢oziimlerinde
kullanilmasidir. Bu yiizden lineer olmayan problemlerde kullanilmaktadir. Birden
cok girdiye ve birden fazla gizli katmana sahip olabilmektedir. Gizli katmanlarin
sayisi problemin akigina gore degisiklik gostermektedir. Gizli katman probleme gore

farkli fonksiyonlar ile islenip ¢ikti katmanina aktarilmasii saglamaktadir.

Doérdiincii boliimde odaklanilan Hopfield tipli yapay sinir agi modeli tek katmanlh
yapay sinir ag1 modeline 6rnek olarak verilebilir. Klasik bir Hopfield yapay sinir ag1

modeli
di. n
% = —ai(w)t;(w) + > biifi(W(w) + e, i=1,2,.m
j=1

9



diferensiyel denklem sistemi ile ifade edilir.

Cok katmanh yapay sinir ag1 modeline ise ilk olarak (Kosko 1987, 1988) tarafindan

onerilen agagidaki ¢ift yonlii sinir agi (BAM), modelini verilebilir.

d. m

%m = _Wi(“)+;pﬁfy-(<ﬂj(u»+q, i=1,2,....n
de, n

(pc;z(f) = —bjp;(u) + ;%gz‘(%(u» +dj, j=1,2,...m

Sinir aglar ile ilgili matematiksel hesaplama caligmalar1 1943 yilinda McCulloch
ve Pitts (1943)’in yazdigr basit sinir ag1 tiirlerinin aritmetik ya da mantiksal bir
fonksiyon ile gosterildigi makale ile baglamigtir. Bunun iizerine diger aragtirmacilar
tarafindan beyin benzeri veya beyinden ilham alan bilgisayarlarin tasarimi iizerine
yapilan aragtirmalarin ilging olabilecegi 6nerisi yapilmigtir. Yapay sinir aglarinin kul-
lanim alanlarinin ve uygulamalarinin gesitlenmesi farkli yapay sinir agi modellerine
ihtiyag duyulmasina neden olmustur. Hopfield 1982’de 6riintii tanima, optimizasyon
ve sinyal igleme alanlarimmda yeni bir tiir iligskisel bellek ag1 tasarlamigtir (Hopfield
1982, 1984). Hopfield tipi sinir aglar tipik olarak dinamik sistemler olarak model-
lenir. Her bir néronun zaman i¢inde degistigi yer diger néronlar ve mevcut durumu
digaridan gelen girdilere baghdir. Sistemin dinamikleri bir dizi diferensiyel denklem
tarafindan yonetilir ve her bir néronun durumunun nasil degistigini aciklar. Hop-
field tipi sinir aglarinin temel 6zelliklerinden biri desenleri bellekte saklama ve alma
yetenekleridir. Aglar bir dizi giris modeliyle ve sinaptik agirliklarin ayarlanmasiyla
egitilir. Boylece aglar daha sonra kalabalik ya da eksik ifadelerle sunuldugunda bu
kaliplar1 hafizadan geri getirebilir. Hopfield tipi sinir aglari, goriintii ve konugma,
tanima, optimizasyon ve kontrol sistemleri gibi cegitli alanlarda uygulanmig olup, bu
alanlar karsilasacagimiz problemler i¢in ¢ok faydalidir. Son yillarda yapilan calis-
malarda farkl tiirden yapay sinir ag1 modelleri ele alinmis ve ¢cogunlukla sistemlerin
denge noktalarinin kararhlig i¢in saglanmasi gereken kosullar elde edilmigtir (Mo-
hamad 2001, Wang ve Zou 2002, Mohamad ve Gopalsamy 2003, Tang vd. 2005,
Cao vd. 2005, Jiang ve Cao 2008, Yadav vd. 2015, Akhmet vd. 2018, Akhmet ve
Karacaoren 2018).
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3. IMPALSIF DIiFERENSIYEL DENKLEMLER

3.1 Girig

Gergek hayat problemlerinde siirecin durumunda ani degisimlere sebep olan et-
kiler mevcutsa problem impalsif diferensiyel denklemler ile modellenir. Temel ola-
rak impalsif diferensiyel denklemler sabit zamanli impalsif diferensiyel denklem-
ler ve degisken zamanl impalsif diferensiyel denklemler olmak iizere iki sekilde

siniflandirilir. Sabit zamanlh bir impalsif diferensiyel denklem

U(u) = flu,d(u), w6 i=1,2,..,

(3.1)
AyY(0;) = L;(y(6:))

seklinde tanimhidir, burada f : Q@ — R", Q C I x G agik bir alt kiime, I C R agk
aralik, G C R” acik ve baglantili bir kiime, [; fonksiyonlar1 G bolgesinde taniml
fonksiyonlardir. {6;} reel sayilarin artan bir dizisi olup |i| — oo iken |#;| — oo oldugu
kabul edilmektedir. Ayrica Ay(6;) = ¥(0F7) — ¥(0;) olup ¥(0)) = ulir(gl+ P(u) ve
Y(0;7) = lim +(u) dir. Ele alman problemlere gore 1 (u), 0, noktalarmdia sagdan
stirekli velgjaeisoldan siirekli kabul edilir. Bu aciklamalar is1ginda (3.1) sisteminin

¢oziim tanimi agagidaki sekilde verilebilir.

Tanim 3.1 Asagidaki kogullari saglayan bir ¢ : [ug, up+a) — R, a > 0, fonksiyonuna
(3.1) diferensiyel denkleminin bir ¢oziimiidiir denir:

(i) Her u € [ug, up + o) icin (u,p(u)) € Q,

(17) u € [ug, up+a), u # 0; i¢in ¥ (u) siirekli diferensiyellenebilir olup ¢, (3.1) sistemin-
deki diferensiyel denklemi saglar,

(731) u = 0; noktalarmda 1(u) soldan siirekli ve

V(7)) = 0(0:) + L;((6;))
dir.

Impals etkisinin ¢oziim iizerindeki etkisini aciklayabilmek icin asagidaki ornegi in-

celeyelim.
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Ornek 3.1 1 € R olmak {izere
P'(u) =0, w6, u>0 (3.2)

impalsif diferensiyel denklemini
P(07) =1 (3.4)

baglangi¢ kogulu ile birlikte ele alalim, burada 6; = i, i = 1,2, ... olup %(u) nun
6; noktalarinda soldan siirekli oldugu kabul edilmektedir. Acik olarak (3.2) diferensiyel
denkleminin 0 < u < 1 araligindaki ¢oziimii ¥(u) = ¢, ¢ € R, dir. Bu ¢oziime
(3.4) kosulu uygulanirsa ¢ (u) = 1, 0 < u < 1, elde edilir.

(3.2) diferensiyel denkleminin 1 < u < 2 araligindaki ¢oziimii ¢)(u) = ¢, ¢ € R dir.

(3.3) impals kogulu goz 6niine alimirsa baslangig kogulu
P(17) =2¢(17) =2

olarak hesaplamir. Bu kogul ¥(u) = ¢, 1 < u < 2, genel ¢oziimiinde uygulandiginda
Y(u) =2, 1 <u <2, ¢oziimii elde edilir.

Simdi (3.2) —(3.4) probleminin 2 < u < 3 aralig: tizerindeki ¢oziimiinii hesaplayalim.
Onceki adimlarda oldugu gibi verilen diferensiyel denkleminin 2 < u < 3 aralig

tize-rindeki genel ¢oziimii ¥)(u) = ¢, ¢ € R, dir. (3.3) impals kogulundan
p(2T) =2¢(27) =4

olup bu kogul genel ¢oziim ile birlikte gz oniine alindiginda v (u) = 4,

2 < u < 3 bulunur. Benzer iglemler tekrar edilerek (3.2) — (3.4) probleminin ¢oziimii

elde edilir.

Diger taraftan acik olarak goriilmektedir ki impals icermeyen
P'(u) =0, u>0 (3.5)

$(0) =1 (3.6)
12



baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii ¢(u) = 1, u > 0 dir. Sekil 3.1 de sirasiyla
(3.5) — (3.6) ve (3.2) — (3.4) baglangig deger problemlerinin ¢oziimlerinin grafikleri

yer almaktadir.

20

0.5

Sekil 3.1 (3.5) — (3.6) ve (3.2) — (3.4) baslangi¢ deger problemlerinin ¢oziimleri

Sabit zamanlh bir impalsif diferensiyel denklemde impals anlar1 énceden belirli olan
sabit anlardir. Degisken zamanli bir impalsif diferensiyel denklemde ise impalslar
sistemin faz noktasinin faz uzayimnda belirlenen yiizeylerle kesismesi aninda olmak-

tadir. Genel olarak degigsken zamanh bir impalsif diferensiyel denklem

Y (u) = flu,(w)), u#60;(), i=1,2, ...

(3.7)
AY |, .= 1i(¥)

ile ifade edilir. Burada u = 6;(¢) impalslarin gergeklestigi yiizeyleri gostermektedir.
Degisken zamanli bir impalsif diferensiyel denklemde impalslarin ortaya ¢iktigi anlar

aciklayabilmek i¢in agagidaki ornegi ele alalim.

Ornek 3.2 (u) impals anlarinda soldan siirekli olmak iizere

P (u) =0, u>0, u6;(1)

(3.8)
AG [, = 0(0;), =12, ..

diferensiyel denklemini gtz 6niine alalim, burada 6;(¢) = 1) — 1 alinmgtar.

(a) (3.8) diferensiyel denklemi 1)(07) = % baglangi¢ kosulu ile birlikte ele almirsa
¢oziim 6;(1)) = 1 — 1 dogrusuyla hicbir noktada kesigmeyeceginden ¢(u) = % siirekli
¢oziimii elde edilir (Sekil 3.2).

(b) (3.8) diferensiyel denklemini ¢)(0") = g baslangi¢ kogulu ile birlikte ele alalim.

3 1
Bu durumda ¢ (u) = 5 ¢oziimii u = 5 aninda 6;(1) = ¥—1 dogrusuna ¢arpacagindan

13



sistemin ilk impals am u; = 3 dir. O halde verilen baglangi¢ deger probleminin

1 3
0<u< 3 araligindaki ¢oziimii ¥ (u) = 3 dir.

() ()

1+
esitliginden ) (5 ) = 3 bulunur.

1+ 1
Y(u) = ¢ genel ¢oziimiine 1) 5 | = 3 kogulu uygulanirsa (u) = 3, u > 5 elde

edilir. Ancak bu ¢oziim u = 2 aninda 6;(1)) = ¥ — 1 dogrusuna garpacagimdan ikinci
impals an1 us = 2 noktasidir.

Dolayisiyla

IN
S
IA

(u) =

W N W
N = O
A
IS
VAN
N N =

Y

yazalir. (27) = 2¢)(27) = 6 olup benzer iglemler tekrar edilerek ¢oziimiin ifadesi

elde edilebilir (Sekil 3.2).

1
Sekil 3.2 (3.8) sisteminin ¢(0+):§ ve ¢(0+):; kogullarini saglayan ¢oziimleri

Literatiirde impalsif diferensiyel denklemlerin temel teorisi, ¢oztimlerin varlik-tekligi,
lineer sistemlerin 6zelliklerinin anlatildigy kitaplar mevcuttur (Lakshmikantham vd.
1989, Cingin 2015). Degisken zamanl impalsif sistemlerin incelenmesindeki en

onemli zorluk vuru olayidir.

Tanim 3.2 Eger degisken zamanlh bir impalsif diferensiyel denklemin her ¢oziimii
herhangi bir u = 6;(1)) yiizeyi ile en fazla bir kere kesigiyorsa impalsif sistemde vuru

olay1 yoktur denir.

(3.8) sisteminde vuru olayinin varhigr Sekil 3.2 de agikca goriilmektedir.

Teorem 3.1 (Samoilenko ve Perestyuk 1995)
14



Agagidaki kosullar saglanirsa (3.7) sisteminde vuru olayr meydana gelmez.
(i) Her ¢p € G ve her i = 1,2, ... i¢in 6;(¢) + L;(v)) < 0;(¢)),
(7i) Her ¢, o € G ve her i = 1,2, ... i¢in

10:(¥) = Oi(p)| < Ul — ¢

saglanacak sekilde bir [ > 0 sabiti mevcuttur,

(73) sup || f(u, )|l < 1 dir.
IxG
3.2 Impalsif Diferensiyel Denklemlerde Kararlilik

Bu kesimde impalsif diferensiyel denklemler icin kararlilik tanimlar: ifade edilip temel
sonuclardan bahsedilmektedir. Bu konuyla ilgili olarak ayrintili incelemeler Bainov
ve Simeonov ile Samoilenko vd.’nin yazmis oldugu kitaplarda mevcuttur (Bainov
ve Simeonov 1995, Samoilenko vd. 1995). Ayrica Akhmet tarafindan 2010 yilinda
yazilan kitap da impalsif diferensiyel denklemlerin kalitatif 6zelliklerinin anlatildig

onemli bir kaynak niteligindedir (Akhmet 2010).

w,(u) = f(uv ¢>7 u 7A 02’7

(3.9)
A |U:0i: L), i=1,2,..,

impalsif diferensiyel denklemini ele alalim, burada f :  — R", Q C R x R" agik
bir alt ctimle, I; : D — R", D C R" agik bir alt ciimle olup 6; < 6,1, i1 = 1,2, ... ve
i — o0 i¢in 0; — oo dir. Ayrica ¢ (u) ¢dziimiiniin ; noktalarinda soldan siirekli

oldugu kabul edilmektedir.

&(u) = &(u; w0, &y,) (3.9) denkleminin € (ug) = £(uo) baslangig kogulunu saglayan bir

¢Ozimii olsun.

Tanim 3.3 ((¢), (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin herhangi bir diger ¢oziimii

olmak iizere her € > 0 ve herhangi bir uy € R™ igin

1€ (1) — C(uo)|| < 9 iken ||E(u) — ((u)|| <€, u > ug

olacak gekilde bir 6 = (¢, ug) sayist mevcutsa (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin
¢(u) ¢oziimii kararhdir denir.

Eger 6 = d(€) olup uy degerinden bagimsiz ise &(u) ¢oziimii diizgiin kararhdir denir.
15



Tanim 3.4 Eger £(u) ¢oziimii kararh ve ((u), (3.9) sisteminin diger bir ¢oziimii

olmak tizere, her ug € RT icin

€ (o) — Clun)]| < g ke Tim () — C(u) | = 0

olacak gekilde bir p = p(ug) > 0 degeri bulunabiliyorsa (3.9) impalsif diferensiyel

denkleminin £(u) ¢oziimii asimptotik kararhdir denir.

Tanim 3.5 Eger {(u) ¢oziimii kararll ve ((u), (3.9) sisteminin diger bir ¢oziimii

olmak iizere, her € > 0, herhangi bir ug € R* ve u} dan bagimsiz bir x4 > 0 i¢in

1€(u0) — C(uo)l| < pu iken [|§(u) = C(u)]| <€ u = uo+T(e)

olacak sekilde bir 7'(¢) > 0 degeri mevcut ise (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin

¢(u) ¢oziimii diizgiin asimptotik kararhdir denir.

Ozel olarak ¢ = 0, (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii ise asagida

verecegimiz tammlar gegerlidir.
Tanim 3.6 Her ¢ > 0 ve herhangi bir uy € R™ i¢in
[¥oll < & iken [[§(u, uo, o)l <€ u > uo

saglanacak gekilde bir 6 = d(e,ug) > 0 degeri mevcut ise (3.9) impalsif diferensiyel
denkleminin 1) = 0 ¢oziimii kararhdir denir.
Eger § = d(€) olup, uy degerinden bagimsiz ise ¢y = 0 ¢oziimii diizgiin kararhdir

denir.

Tanim 3.7 Eger 1) = 0 ¢oziimii kararli ve her vy € Rtigin

Ioll < e then lim (1€ (us, g, )| = 0

olacak sekilde bir y = u(ug) > 0 degeri varsa (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin

1 = 0 ¢oziimii asimptotik kararhidir denir.

Iyi bilinmektedir ki gercek hayat problemleri modellenirken lineer olmayan dife-
rensiyel denklemlere ihtiyag duyulmaktadir. Ancak adi diferensiyel denklemlerde

oldugu gibi impalsif diferensiyel denklemleri ¢ozmek de kolay degildir. Bu durumda
16



diferensiyel denklemin ¢oziimiinii bulmadan ¢oziimlerin niteliksel 6zelliklerinin ince-
lenmesine yardimci olacak yontemlere ihtiyag vardir. 1949 yilinda Lyapunov tarafin-
dan insa edilen ve kendi adiyla anilan metot diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
kararlilik incelemesinde de yaygin bir sekilde kullanilmaktadir (Samoilenko ve Pe-

restyuk 1995).
W (u, 1))
Zo = {(u;¢) | u = o, [l < ho}

bolgesinde reel degerli, siirekli diferensiyellenebilir ve W (u,0) 6zelligi saglanacak

sekilde bir fonksiyon olsun.

Tanim 3.8 Her ||| < h i¢in stirekli ve

W(u,) = P@)>0, #0
P(0) = 0

olacak gekilde reel degerli bir P fonksiyonu mevcutsa W fonksiyonuna Z, bolgesinde

pozitif definittir denir.

Tanim 3.9 Her ||¢| < h icin stirekli ve

W(uaw) < —P(¢) <07 ¢7é0

olacak gekilde reel degerli bir P fonksiyonu mevcutsa W fonksiyonuna Z, bolgesinde

negatif definittir denir.
Tanim 3.10 Her (u,v) € Z, i¢in
Wi(u, ) =0

saglaniyorsa W fonksiyonuna Z, bolgesinde pozitif yar1 definittir denir.

Benzer olarak her (u,1)) € Z; igin
Wi(u,9) <0

saglaniyorsa W fonksiyonuna Z, bolgesinde negatif yar1 definittir denir.
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Artik bir impalsif diferensiyel denklemin sifir ¢oziimiiniin kararliligin1 garanti eden

yeter kosullar: ifade edebiliriz.

W ), u 0w,

Al/) lu=6,()= 1i(¥)

(3.10)

impalsif diferensiyel denklemini ele alalm, burada f(u,0) = 0, ;(0) = 0, 6;(¢) <
0i1(¢), i=1,2,... dir. f(u,) ve I;(¢) fonksiyonlarinin

Z = {(w,¢) |u> o, ]l < h < ho}

bolgesinde siirekli olduklarimi ve h sayisi ile 6;(¢)) in Teorem 3.1 in kosullarini

sagladigini kabul edelim. Bu durumda (3.10) sisteminde vuru olay1 yoktur.
W (u, 1) fonksiyonun (3.10) sistemi boyunca u # 0; igin u ye gore tiirevi

OW (u, ¢)

W(,3.10)(U7 Y) = I

+ <grad1/z W(u7 770)7 f(u7 ¢)>

olarak tammmhdir, burada grad, W(u,) ifadesi W fonksiyonunun ¢ degiskenine
gore gradiyent vektoriinii gostermektedir, (f1, f2) ifadesi de f; ve fy vektoérlerinin ig

carpimidir.

Teorem 3.2 (Samoilenko ve Perestyuk 1995)

Z bolgesinde agagidaki kogullar: saglayan pozitif definit bir W (u, 1) fonksiyonu mev-
cutsa (3.10) sisteminin sifir ¢dziimii kararhduir:

(4) Wi3.10)(u, ¥) negatif yar1 definit,

(i) W(0i(), ¥ + Li(¥)) < W(0:(¥), ).

(17) kogulu yerine

(ii1) W(0:(), ¥ + Li()) = W(0i(¢), ¢) < =E(W(0:(¢), )

esitsizligi saglanacak sekilde £(0) = 0, her s > 0 igin &(s) > 0 ve s > 0 i¢gin
stirekli olan bir {(s) fonksiyonu mevcutsa (3.10) sisteminin sifir ¢oziimii asimptotik

kararhdir.

Ornek 3.3 (Akhmet 2010) ¥ = (¢, ¢,)", u = 0:(¢), i = 1,2,..., impalslarm
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oldugu yiizeyler ve § € R olmak iizere

(

Yy (u) = y(u), u# 0;(¥)

Yo(u) = =y (u), u # 60;(¢))

Ay [ug, ()= (cos B — 1)ty — (sin )1y
Ay [ ug,(p)= (sin By + (cos B — 1),

(3.11)

sistemini ele alalim. Burada fi(u,v) = ¢y, fa(u,1) = —1); olmak iizere f(u,1)) =
(f1(u, ), Falut, )T, L) = ((cos B— 1), —(sin B) by, (sim B)iéy +(cos S—1),)T dir.
f ve I; siirekli fonksiyonlardir. 6;(¢) in Teorem 3.1 in hipotezlerini sagladigin1 kabul
edelim. Yani (3.11) sisteminde vuru olay1 olmasin. Lyapunov yontemini kullanarak

(3.11) sisteminin ¥ (u) = (0,0) ¢oztimiiniin kararlihgim inceleyelim.
W (u) = W(u,¢) =97 + 43 (3.12)

fonksiyonu pozitif definit bir fonksiyondur. (3.12) fonksiyonun (3.11) sistemi boyunca

u — ya gore tiirevi, u # 0;(1)) olmak tizere

%Z’w + (grad¢ W(u, ), f(u,v))

= (201, 2005), (2, =11))
= 0

W(/3.11) (u, )

olup W('S'll)(u, 1) fonksiyonu negatif yar1 definittir. Diger taraftan

T R i
(P (sin B)1h; + (cos f — 1)1,
(cos )iy — (sin B)1,
(sin 3)4p; + (cos B)1,

oldugundan

[(cos B)eby — (sin B)eby)” + [(sin B)ey + (cos B)1hy)”
= Ui 43

W(0:(v), ¢ + Li(v))

elde edilir. O halde Teorem 3.2 den (3.11) sisteminin +(u) = (0,0)” agikar ¢oziimii

kararhdir.
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Literatiirde impalsif diferensiyel denklemlerin kararliliginin incelendigi pek ¢ok caligma
mevcuttur. Berezansky ve Braverman 1994 yilinda yaptiklar: ¢alismada lineer im-
palsif

U(8) + K ()v($) = f($), §€[0,00)

Y(7i +0) = Myp(r; — 0)
diferensiyel denklemini ele almiglardir. Banach uzayinda calisarak ele aldiklari prob-
lemin siirh ¢oziimlerinin varligini ispatlamiglar ve tistel kararlilik icin yeter kogullar
elde etmisglerdir (Berezansky ve Braverman 1994). Bu galismanin devaminda gecik-
meli lineer impalsif diferensiyel denklemler incelenmis, ¢oziimlerin sinirlilig: ve tistel
kararlihg igin sonuglar elde edilmigtir. (Anokhin vd. 1995, Berezansky ve Braver-
man 1997).

Daha sonra yapilan caligmalarda sabit 7 gecikmeli ve sabit zamanl impalsif

V(8 = f(8,0(8 =), §2 5, §#
Y(85) — (k) = Iu(¥(Sk)), k€N
diferensiyel denklemi ve baz1 genellegtirilmeleri ele alinmig sifir ¢oziimiiniin karar-

lilhig1, diizgiin kararliligh ve asimptotik kararliligi icin yeter kosullar elde edilmistir

(Yu ve Zhang 1996, Yu 2001(a), Yu 2001(b), Akhmet 2002, Tang vd. 2002).

Bu calismalarda uygulanan yontem genel olarak

P'(8) =p(8)x(s —7), §= o, $# S

V(88) = P(8k) = b ($k), k €N
lineer diferensiyel denklemindeki p($) fonksiyonu ve b sabitleri ile lineer olmayan
denklemdeki f ve Ij fonksiyonlarinin simirlandirilmasina dayanmaktadir. Ancak
literatiirde mevcut olan ve ozellikle gercek hayat problemleri modellerinin kararlilik
incelemesinde kullanilan en etkili yontem adi diferensiyel denklemlerde oldugu gibi
Lyapunov yontemidir ( Liu 1995, Shen ve Luo 1999, Yan ve Shen 1999, Liu 2001, Li
ve Wu 2016).

3.3 Impalsif Yapay Sinir Aglar:

Bu kesimde literatiirde yer alan impalsif sinir aglar1 ve galigmalar1 incelenecektir.

Yapay sinir aglar1 konusu son zamanlarda cesitli bilimsel disiplinlerdeki problemleri
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¢ozmek icin 6nemli bir ara¢ haline gelmigtir. Literatiirde 6nerilen ve incelenen bir
¢ok sinir ag1 tiirii arasinda Hopfield tipli sinir ag iligkisel hafiza, oriintii tanima,
optimizasyon, model tanimlama ve sinyal isleme gibi konular ele aldigindan énemli

bir yapay sinir ag: tiiriidiir (Hopfield 1982, 1984).
Genel olarak bir Hopfield tipli sinir agi modeli

dip; (u)
du

Y(ug) =y € R”

= —a;P;\u bij i\¥; u Ci,
w(>+; F((w) + 13

sistemi ile ele alinmaktadir. Burada 1;(u) fonksiyonu i. néronun ¢ anmindaki durum
degiskenini ifade etmektedir. a; > 0, sabitleri ag baglantisi kesildiginde 7. néronun
potansiyelinin dinlenme durumuna ge¢me hiz oranini, b;;, sabitleri . néron ile j. néron
arasindaki baglant1 agirliklarini, ¢;, ¢ = 1, 2, ..., n, sabitleri agin diginda ¢. birime giri-
si temsil etmektedir. f; : R — R, j. noron tizerindeki aktivasyon fonksiyonudur.

Gopalsamy 2004 yilinda yazmig oldugu makalesinde Hopfield tipli sinir agi mo-
delinin denge noktasimin varlik-tekligi ve asimptotik kararhiligi icin yeter kosullar

elde etmigtir. Yapmis oldugu bu yayin konu iizerine yapilan ¢alismalarda ¢nemli bir

yer tutmaktadir.

Simdi asagidaki Hopfield tipli sinir ag1 modelini ele alalim.

CZZZ = —aithi(u) + ;bwfj%(u)) +ci, u>ug, uFup, 1=1,2,...n
Y(ug) =1y € R, (3.14)

wl(ui) —;(wy,) = Le(¥;(uy,)), k€ Z7,

k — oo iken ug < up < ug < ... < up — 00.

(
Burada v(u) = (1 (u), ¥y(u), ..., ¥, (u)) € R™ (3.14) sisteminin ¢oziimii olup asag1-
daki ozellikler saglanir:

(i) Her bir v, (u), bileseni (ug, 5), 5 > ug, araliginda pargali siirekli bir fonksiyondur.
(44) ¥ (u)) ve ¥(uy ) limitleri meveut olup u = uy, noktalarinda ¢ (u) sagdan siirek-
lidir.

(7ii) v her (ug_1,ug) C (ug, 5) arahiginda diferensiyellenebilirdir.

() I(.) : R — R siireklidir, k € Z*
21



(v) a;, bi; ve ¢; reel sabitlerdir.
Yapay sinir aglar1 optimizasyon problemlerinin ¢oziimii icin kullanildiginda mate-

matiksel olarak ilk hedef tek denge noktasinin varligi ve kararliliginin gosterilmesidir.
Tanim 3.11 (3.14) sisteminin denge noktas: sabit
Ot = W1, 95, . 0) " €RT

vektorii olup agagidaki sistemi saglar:

i =Y by f;(05) + ¢ (3.15)
j=1
ve
(i) =0, k€ Z" (3.16)

Gopalsamy yaptig1 galismada (3.14) sisteminin denge noktasinin varlik ve tekligini
farkli normlar1 kullanarak ispatlayip kararhlik i¢in yeter kosullar elde etmistir. Asagi-

daki Lemma ispatlanirken her v € R" i¢in

n
loll, =D lvi
j=1

ile taniml olan /; normu kullanilmigtir.

Lemma 3.1 ay,as, ..., a, pozitif sabitler olsun. f;(.) : R — R aktivasyon fonksi-
yonlarmin global Lipschitz siirekli oldugunu kabul edelim. Yani her (i1, s, ..., 1,)" €

R™ ve (wq, s, ..., w,) € R™ i¢in
|fi(tg) — fi ()] < Ly iy —vs], j=1,2,...,n

saglanacak sekilde pozitif L; sabitleri mevcut olsun. Eger her ¢ = 1,2, ..., n i¢in
j=1

saglanirsa (3.15) sisteminin bir tek ¢dziimii vardir.
Ispat. (3.17) esitsizligi saglanirsa

n

L
max — E ’bﬂ‘ <1
1<i<n a; 4 1
‘7:
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oldugu agiktir. Simdi uygunluk i¢in bir 3, sabitini agagidaki sekilde tanimlayalim.

By = max [ Z \bﬂ|] (3.18)

(3.15) esitligine a;9; = ¢f, doniisiimii uygulanirsa

(pz = szjfj <a—J> + C;, (319)
j=1

J

denklemi saglanir. Yani (3.15) sisteminin tek ¢ziimiiniin oldugunu gostermek icin,
(3.19) sisteminin tek bir ¢oziimiiniin varhigimi gostermek yeterlidir. Simdi P : R” —

R™ taniml olmak iizere

;
P1<UA}1,UA)2, ,wn)

PQ(?le,iZ)Q, "’aU/:)n)

L Pn(zbl,zb2, ,wn)

doniisiimiinii géz oniine alalim, burada
Pi(w17w27"'7 E :bZJfJ +C“

dir. P : R" — R" doniisiimiiniin R" {izerinde bir daralma doniisiimii oldugu goste-

rilecektir. Her u,w € R™ igin

[1P(@) = P, = Z

= 1

S, [fj mj—j)H

j 1

DAL

11]1
ZD@A@—W—M
i=1 j=1
L n n
< s (2l )| Sl
T
j=1 =1
= 51”72)_0

olup hipotezden ; < 1 dir. O halde P : R" — R", R" iizerinde bir daralma

IN

IN

doniisiimiidiir. Boylece Banach sabit nokta teoreminden P : R — R" doniisiimiiniin
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bir tek sabit noktasi vardir. Bu da (3.19) sisteminin bir ¢oziimiidiir. (3.19) sisteminin
tek bir ¢oziime sahip olmasi bize, (3.15) sisteminin bir tek ¢oziime sahip oldugunu

gosterir. m
Simdi (3.14) sisteminin denge noktasinin kararlihgi.incelenecektir. (3.14) sistemine
ng(U) = %(“) - 1/1*, L= 17 27 s T

doniisiimii uygulanirsa

dp. (u -
901( ) _ —(%907;(“) + wagj((pj(u)), u 7& Uk, U > Ug
j=1

(

du

pi(uy) = Tilp;(uy), k€ Z* (3.20)

SO(U(J)F) =1y — "

sistemi elde edilir, burada

\

gi(p;(w) = filp;(u) + %) = fi(¥),
Te(pi(ur)) = @ilwg) + (i (uy) = 45),
dir. f;(.) Lipschitz kosulunu sagladigindan her j = 1,2,...,n icin g;(.) nin de aym
Lipschitz sabitli Lipschitz kogulunu sagladigi kolaylikla goriilebilir. Ayrica ¢;(0) =
, j=1,2,...,n, dir. Ek olarak T;(.) : R — R fonksiyonlari

0 ve |g;(¢;)| < Lj e
da siirekli ve azalmayan olup 7;(0) =0, k= 1,2,... dir.

O halde (3.20) sistemi agikar ¢oziime sahiptir ve (3.14) sisteminin z* ¢oziimiiniin
kararliligimi incelemek yerine (3.20) sisteminin agikar ¢oziimiiniin kararhligim incele-

mek yeterli olacaktir.
Teorem 3.3 Kabul edelim ki

Li &
min a ve /; = max [ai ;’ J |] (3.21)

1<i<n 1<i<n

saglansin. Ayrica Tj(.) fonksiyonlar:

> Tllei)) < T (Z mor) (322)

yar1 lineerlik 6zelligini saglasin. Eger

n
min a; — Lz E |bﬂ|
1<i<n

j=1

T’“(EU)) > 5, > 0 (3.23)

} (ugp — ug—1) — In(
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o0

saglanacak sekilde pozitif v,, k = 1,2,... ve o sabitleri mevcutsa ve ka serisi
k=1
wraksak oluyorsa bu durumda (3.20) sisteminin agikar ¢tziimii asimptotik kararhidir.

Ispat. 8, < 1 oldugundan (3.21) esitsizliginden

a; > L; Z |bﬂ| ,
j=1
dir ve buradan
j=1
dir.

By = min [ai —Liy |bji|] (3.24)
<i< =
segelim. 57 > 0 dir.
(3.14) sisteminin ¥* denge noktasinin varligi Lemma 3.1 den elde edilir. Ayrica
(3.14) sisteminin )" denge noktas1 (3.20) sisteminin agikar ¢oziimiine kargilik gelir.
Simdi 1
W(u) = W(p(w) =) lei(w) (3.25)
i=1

seklinde tanimh olan Lyapunov fonksiyonunu goz ¢niine alalim. u # uy, igin, (3.20)
sisteminin ¢oztimii boyunca sag tarafl tiirevi hesaplanip g; fonksiyonlarinin Lipschitz

kosulunu sagladig1 goz 6niine alinirsa

W < Y —ailsoi(U)l+Z|bij|}gj(%(um]

i=1

<

—a; s ()] + Z 10| Li |90i(u)\]

n
i=1 L
n T
i=1

—(a; — L Z 1b5i]) ’%(UN]
< B lei] = =AW (), uf

elde edilir. O halde her (uy,ur1), £ = 0,1,2,... igin W(t) artmayandir. Kabul
edelim ki bir j € {1,2,...,} igin ug € [u;_1,u;] olsun. Tj(.) fonksiyonu siirekli ve
T;(0) = 0, j = 1,2,..., oldugundan verilen her ¢ > 0 i¢in 7}(J) < € olacak gekilde

bir 6 > 0 segilebilir. Ayrica W (tg) < ¢ ise

W () < Wlto) < T5(W (uo)) < Ty(8) < ¢
25



dir. Ayrica

W) =Y lew+0) = > T(leilu-))

< 7T <Z|%(UJ_)|)
< T(W(u-)) < T(W (u)
< Tj(0) <e

elde edilir.
k > j i¢in eger {W(uy+)} dizisinin artmayan oldugunu gosterirsek u > u; igin
W(u) = W(p(u)) < € esitsizligi saglanir. Kabul edelim ki & > j + 1 olsun.
Heri=j+1,j+2,j+3,...k—1icn
bulunur. Buradan
dTW (u)
du

dir. (3.26) esitsizliginin her iki yamimin (ug_1, ug) araliginda integrali alimrsa

< —BIW (p(u)) = —BiW (u), u # uy (3.26)

w
Ug_—1 k-1
veya
S *
[ S<-[#
s
W(uf_ ;) Uk—1
elde edilir. Aym zamanda,
W (uf) T (W (wy, )
/ ds ds
=< i
s
W(w,) W (u)
dir. Bu yiizden
W(u) W (uf)
ds W) g ds
s S T N
W (w,)
W(uy_,) g W(u)_,)
Tk(W(u;))d
. 5
< —Bilug —up—] + / —
W(uy,)



esitsizligi saglanir ve hipotezden dolay1

e T (W (ui)
S k Uy,
< = — U 1 < — 0
[ %< ma e < o, <
W(Uﬁ,l)

bulunur. O halde
W(uh) < Wiut ), k=1,2,...

elde edilir ki bu {W(u})} dizisinin artmayan oldugunu ifade eder. Boylelikle
Wiu) < W(ug) < T (W(up)) < Tp(0) <€, k=1,2,..

dir ve (3.20) sisteminin agikar ¢oziimiiniin kararhliginin ispati tamamlanmig olur.

Ciinkii
Z |p;(uo)| < 6 = Z lpi(u)] <€
i=1 i=1

dur. Simdi (3.20) sistemini ispatlamak igin k& — oo iken {W(u})} — 0 oldugu

gosterilmelidir. Kabul edelim ki 1 > 0 mevcut olsun oyle ki
k> jicin W(uwl) >n

saglansin. Bu durumda

n < W) <W(u_y)

ve boylece
Wu_q)
ds W(“z—ﬁ - W(“Z)
Vi S —
S n
W (u;))
veya

W) SW @) =n 3 %
k=j+1
ve nyk serisinin 1raksak olmasmdan dolayr n — oo iken W(u},,) — —oo dir.
k=1

W (t) Lyapunov fonksiyonu negatif olmadig1 i¢in bu bir geligkidir ve n > 0 degildir.
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O halde k¥ — oo iken W(u;) — 0 dir. W (u) Lyapunov fonksiyonun tanimindan
ve u — oo iken W (u) — 0 oldugundan (3.20) sisteminin agikar ¢oziimii asimptotik

kararhdir. =

Impalslarim yapay sinir ag1 sistemleri tizerindeki etkisini gérebilmek icin pek cok
matematik¢i bu konuda aragtirma yapmaya yonelmistir (Guan ve Chen 1999, Li
2005, Stamova vd. 2013, Stamova vd. 2014, Agarwal vd. 2019). Guan ve Chen
Hopfield tiirtinde impalsif modeli ele alip denge noktasinin global iistel kararliligini

incelemiglerdir.

Stamova vd. ise agagidaki supremum iceren impalsif modeli ¢aligmiglardir.

( - -
dl/;i(f) = —cip;(u) + Z aijfj<wj (w)) + Z bifs ( i ) ]wj(8)> e
2. p ),

SG[t—T]‘(

U # ug, U > ug,

[ AYi(uk) = ¥i(ue + 0) — ¥;(ur) = Pi(¢i(wr)), k=12, ...

(3.27)
Yaptiklar: incelemede asagidaki varsayimlar kabul edilmigtir:

(1) L; > 0 sabiti vardir 6yle ki her s,t € R, i =1,2,...,n i¢in

| fi(s) — fi(t)| < Li|s —t]

Lipschitz kosulu saglansin.
(i7) (3.27) sisteminin bir tek ¢* denge noktasi vardir yle ki

n

i = Y agfiW) + Y b fi(5) + 1
j=1

J=1

Pu(7) = 0, keZ”

dir.
(1ii) Py, fonksiyonu R iizerinde siireklidir,
(1v) k — oo iken uy, — 00 ve ug < Uy < Ug < ... < Up < Uppy < ... dir.

v) f; fonksiyonu R iizerinde simirhdir, i = 1,2, ..., n.

Teorem 3.4 (Stamova vd. 2013) Asagidaki kogullar saglansin:

1) (i) - (v) kogullar1 saglasin.
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2) Ci, Qjj V€ bij

n n
f;l,lgnn (Ci — Liz; |Clji|> > 11;1%351 (LZE; |bji|) <0
j= o

esitsizligini saglasin.
3) Pl (%(Uk)) = _azk<wz(uk) - wr% 0< Oix < 27 1= 1727 ey 1, ke Z*

bu durumda (3.27) sisteminin ¢* denge noktasi global {istel kararhdir.

Agarwal vd. ise 2019 yilinda yaptiklari galismada degisken zamanl impalsif Hopfield

tiirtindeki sistemin kararlhilik ¢zelliklerini incelemislerdir.

.

Yi(u) = —ci(w)y(u) + Zam(U)fj(wj(U)) +Li(u), we | sels i = 1,2,

k=0
Pi(u) = @pi(u, (s — 0)), w € (sp,u], k=1,2,...
wl(uo) = ¢?>

\

Yapay sinir ag1 modelleri icinde yer alan diger onemli bir model de tekrarlayan
sinir ag1 modelidir. Ilk olarak Kosko (1987, 1988) tarafindan onerilen cift yonlii
sinir aglar1 (BAM), 6zel bir tekrarlayan sinir agi modelidir. Bu sinir aglarina ¢ift
yonlii iligkilendirilebilir bellek de denir. Tekrarlayan yapay sinir aglar1 ¢ikig diigiim-
lerinden giris diigiimlerine geri giden baglantilara sahip olabilir. 2005 yilinda Li
tekrarlayan sinir agi (BAM) modelinin denge noktasinin varhigim ve iistel karar-
liligin incelemigtir (Li, 2005).

Genel olarak tekrarlayan sinir ag1 modeli

i), m |
%U) - _““/’z‘(“)+;Pﬂfj(<ﬂj(u»+ci, i=1,2,...,n
do, n

SZQ(LU) - _jo(“)+izlqij9¢(¢i(U))+dj,j=1,2,...,m

seklindedir.

Li’'nin ele aldig1 sabit zamanlh belirli impals anlarinda durum yer degistirmelerine
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maruz kalan sistem

dip;(u)

( m
——L = —anp;(u) + ijifj(cpj(u —Tji)) + i, u>0, u
j=1

du
Aty (ur) = (v (ur))

; - j@j(“)+Z%jgi(wi(u_aij))+dja u>0, uu
i=1

du —
Ap;(u) = Jile;(ur)), k€ Z*

{
dir. (3.28) sistemi agagidaki baglangig kosullar: ile birlikte ele almmigtir.

lez(s) = ¢i(8)7 s € [_T7O]Z7 T = {ISL?SXZ {Tji}u J= ]-a ceey M

@](8> = 5](8)7 s € [_070]27 0 = {I<l<?<XlSllp {Uij}7 j: 17"'7m

¢;(.) ve &;(.) sirasiyla [—7,0] ve [0, 0] arahginda tamimh reel degerli siirekli fonksi-
yonlar1 gosterir.
Yapilan bu ¢alismada (3.28) sisteminin denge noktasimin varlik ve tekliginin ispat-
lanmasi icin agagidaki kogullarin saglandigi kabul edilmigtir.
(S1) a;,b; € (0,00), ¢, d;,pji, ¢ij € R, 745,04 € [0, 00)
(S2) fj.9; € C(R,R) olmak iizere pozitif L; ve LY sayilar1 mevcuttur 6yle ki her
Y, o € R, icin

() = fi(@)] < L [ — ¢l

ve

19:(¥) — gi(@)| < LY Y — ¢

dir. (3.28) sisteminin bir denge noktas1 (1,15, ..., %, 0%, 05, ..., 05 )T € R™™™ sabit
¢Oziimii olup
anh; = 33 pfii(e)) + e i=1,.mn
bit = > i1 € gi(V7) +dj, j=1,...,m

sistemini ve I, (v7) = 0, Ji(¢}) =0, k € Z" esitliklerini saglar.

(3.29)

Teorem 3.5 (Li, 2005) Kabul edelim ki (S;) ve (Sz) hipotezlerine ek olarak
(Ss) ai > LIS gyl , by > LI 300 [piil

saglansin, bu durumda (3.29) sisteminin bir tek ¢oziimii vardir.
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Teorem 3.6 (Li, 2005) Kabul edelim ki (S57) ve (S3) saglansin. Ayrica I (1, (u) ve

Ji(;(u)) impals operatorleri asagidaki esitlikleri saglasin.

Le(i(ur)) = —yap(Wi(ur) —7), 0 <y, <2, k€ ZF

Je(p;(ur)) = —Flpi(ur) —97), 0 <y <2, k€ Z*

Bu durumda (3.28) sistemi bir tek periyodik (7,5, ..., 0%, 0%, @5, ..., ¢5)T denge
noktasina sahiptir. Ayrica

n

> sup [dhils) — ¥

Z [V;(u) — ;| + Z ‘gpj(u) - 30;? < Ae i=1 se[—7,0]
i=1 j=1 + Z SUDsc[— 0] ‘gpj(s) — ¢
j=1

saglanacak gekilde n > 0 ve A > 1 sabitleri mevcuttur.

Bu kesimde ifade edilen sonuglar ispatlanirken Lyapunov yonteminden yararlanilmigtir.
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4. UYUMLU KESIiRLi TUREV iCEREN YAPAY SiNiR AGLARININ
KARARLILIGI

4.1 Uyumlu Kesirli Tiirev

Tam say1 basamaktan klasik tiirevin bir genellestirilmesi olan uyumlu kesirli tiirevin
tanmmu 2014 yilinda Khalil vd. tarafindan 6nerilmisgtir (Khalil vd. 2014). 2015
yilinda da uyumlu tiirevin baz temel 6zellikleri ispatlanmigtir (Abdeljawad 2015).

Bu kesimde uyumlu kesirli tiirevin tanimi ve temel 6zellikleri ifade edilecektir.

Tanim 4.1 f: [tp,00) — R ve 0 < o < 1 olmak iizere ¢ > ¢ igin

(T2 ) (t) = lim LU =107 = /()

e—0 €

seklinde tammh olan T} operatoriine . basamaktan uyumlu kesirli tiirev operatorii

denir.

f fonksiyonunun «. basamaktan uyumlu kesirli tiirevi mevcutsa f fonksiyonuna

a—tiirevlenebilirdir denir.

Teorem 4.1 [ : [tp,00) — R fonksiyonu ¢ty > 0, o € (0, 1] igin tiirevlenebilir ise

f fonksiyonu tg noktasinda siireklidir.

Uyumlu kesirli tiirev operatorii lineerdir. Ayrica klasik tam say: tiirevin sahip oldugu

carpimin tiirevi, boliimiin tiirevi gibi kurallar1 benzer gekilde saglar.

Teorem 4.2 « € (0,1], f ve g bir t > t; > 0 noktasinda a—diferensiyellenebilir
fonksiyonlar olacak sekilde

) Her a,b € R icin Ty (af + bg) = aT3(f) + bT5(9),

i) T (fg) = JTi(9) + 915 (f),

iii) Her p € R igin T (2P) = paP~*,

9135 (f) — [T (9)
g2

v) Her g(t) # 0 fonksiyonu igin T{fj(ﬁ) _

)

¢

(

(

(iv) Her f(t) = c sabit fonksiyonu i¢in T (c) = 0,
(

(vi) ¢ € R olmak tizere Ty (e”) = ct'~“e®,

(

vii) Eger f fonksiyonu diferensiyellenebilir ise (T2 f)(t) = (t — to)'~
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ozellikleri saglanir.

Uyar1 4.1 f fonksiyonu (g, ¢;) araliginda diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda
Teorem 4.2 nin (viz) ozelliginden agik olarak goriilmektedir ki f fonksiyonunun
«. basamaktan uyumlu kesirli tiirevi (¢g, t;) araliginda pozitifse (negatifse) f fonksi-

yonu aymi aralikta artandir (azalandir).

Tanim 4.2 « € (0,1] ve X bir sabit olmak iizere t > t igin

(t —to)*

E,(\t—1ty) = exp(A -

) (4.1)

seklinde taniml olan fonksiyona kesirli iistel fonksiyon denir.

Uyumlu kesirli tiirev i¢in zincir kurali Abdeljawad tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 4.3 (Abdeljawad 2015) g, v : (tg, 00) — R fonksiyonlar
a—diferensiyellenebilir olsunlar ve a € (0, 1] saglansin. Bu durumda f(¢) = g(v(t))

fonksiyonu a—diferensiyellenebilirdir ve her ¢ # ¢y ve v(t) # 0 icin

(T f)(t) = (Tig) (w(t)(Tiv) ()™ (¢)

dir. Ek olarak eger t = t, ise

(T f)(to) = tlig(T{ijg)(v(t))(ﬂifv)(t)v“*l(t)
dir.

Uyar1 4.2 Teorem 4.2 nin (4i7) ve (vi) ozellikleri ile zincir kurali goz éniine
alindiginda (4.1) ile tamimlanan kesirli iistel fonksiyonun uyumlu tiirevinin

(t —t9)*

(T3 (EalXt = 10)) = Aexp(A—

)

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Souahi vd. tarafindan 2017 yilinda ispatlanan agagidaki sonug kesirli uyumlu tiirev
iceren sistemlerin kararlhilik incelemelerinde 6nemli bir arag niteligindedir (Souahi vd

2017).
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Lemma 4.1 (Souahi vd. 2017) f : [ty,00) — R siirekli olan f fonksiyonu (¢, c0)

tizerinde a—diferensiyellenebilir olsun. a € (0, 1) ve A pozitif bir sabit olmak tizere
(Ti f)(E) < =Af(2)
esitsizligi saglansin. Bu durumda
f(t) < Ea(=A,t =) f(to)

dir.
4.2 TImpals Etkisi Olmayan Modellerin Kararlilig

Bu kesimde uyumlu kesirli tiirev iceren non-impalsif yapay sinir agi modelleri ele
almip literatiirde mevcut olan sonuglar ifade edilecektir (Kiitahyalioglu ve Karakog
2021, Huyen vd. 2022, Yang vd. 2022, Huyen vd. 2023, Kiitahyalioglu ve Karakog
2023).

Uyumlu kesirli tiirev iceren Hopfield-tiiriindeki temel bir yapay sinir agi modeli

(To;)(t) = —ammi(t) + Zbijfj@j(t)) +1,i=1,2,...n (4.2)
x(tg) = zp € R" (4.3)

seklindedir, burada T} «. basamaktan uyumlu kesirli tiirev operatoriidiir. 0 <
a < 1 olup z;(t), t aminda ¢. birimin durum degigkenini, f;, j. néronun aktivasyon
fonksiyonunu ifade etmektedir. a; > 0 ag baglantisi kesildigi durumda ¢ biriminin
potansiyelini dinlenme durumuna sifirlayacagl hizi belirtmektedir. b;;, j biriminin
t zamaninda ¢ birimi {izerindeki baglant1 agirhgina karsilik gelir. [;, ag digindan
7. birime girigi temsil etmektedir.

(4.2)—(4.3) sistemi 2021 y1ilinda ele alinip sistemin denge noktasinin varhigi-tekligi ve
kesirli tistel kararlihg i¢in yeter kogullar elde edilmistir (Kiitahyalioglu ve Karakog
2021).

(4.2) sisteminin denge noktas1 * = (xF, z3, ..., 2}) € R" sabit vektorii olup

= (Z;bijfj(xj) +[,-) ,i=1,2,..,n
]:

sistemini saglar.
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Tanim 4.3
la(t) — 2|l < KEa(=t —to) o — 2], ¢ > to

olacak gekilde pozitif A\ ve K sabitleri mevcutsa (4.2) — (4.3) sisteminin denge nok-
tasma kesirli iistel kararhdir denir, burada F,, (4.1) ile tamimlanan kesirli iistel

fonksiyondur.

Yapilan incelemede f;, j = 1,2, ..., n, fonksiyonlarinin Lipschitz siirekli oldugu kabul

edilmigtir. Yani her u,v € R igin

‘fj(u)_fj(vﬂ SLJ ]u—v|, J=12,..n (44)

olacak sekilde L; > 0, j = 1,2,...,n, sabitleri mevcut olsun. Ik sonucta Teorem
2.1’de ifade edilmig olan daralma doéniisiimii prensibi kullanilarak denge noktasinin

mevcut ve tek oldugu ispatlanmigtir.

Teorem 4.4 (Kiitahyalioglu ve Karakog 2021) (4.4) koguluna ek olarak her ¢ =

1,2,...,n icin

a; > L; Z |b;il (4.5)
j=1
kogulu saglansin. Bu durumda (4.2) sisteminin bir tek denge noktasi vardir.

Ayni caligmada uygun bir Lyapunov fonksiyonu kullanilarak denge noktasinin kesirli

iistel kararli oldugu da gosterilmistir.

Teorem 4.5 (Kiitahyalioglu ve Karakog 2021) Teorem 4.4 iin hipotezlerine ek ola-
rak asagidaki kosul saglansin
a; > iLj\bij], 1=1,2,..,n. (4.6)
j=1
Bu durumda (4.2) — (4.3) sisteminin denge noktasi kesirli iistel kararhdir.
Ispat. Teorem 4.5'nin hipotezleri altinda (4.2) sistemi bir tek z* = (x%, 23, ..., 2%) €

cey by

R™ denge noktasina sahiptir. (4.2) sistemine y(¢) = z(¢)—z* doniigtimiinii uygularsak

(Tigyi) (1) = —aiyi(t) + Z bi;9;(y; (1)), (4.7)
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denklemi elde edilir. Burada g;(y;(t)) = f;(y;(t) +}) — f;(z}) dir. g;(0) = 0 oldugu
ve her j = 1,2,...,n icin g; fonksiyonlarinin Lipschitz kosulunu sagladigi kolaylikla
goriilebilir. (4.7) sisteminin sifir ¢oziimiiniin tistel kararlihg (4.2) sisteminin 2* denge

noktasinin {istel kararlihgina egdegerdir. Simdi

W) = Wt (1) = 5 3620

fonksiyonunu ele alalim. (4.7) sisteminin ¢oziimleri boyunca W Lyapunov fonksi-

yonunun uyumlu tiirevi hesaplanirsa
(TEW)(t) = Zyz (Thyi(t)

= Zyl(t) ((_az‘yz + megj y;(t )

< zn: (—azyz ii(£)g; (y; (1 >
i=1
esitsizligi elde edilir. g;, Lipschitz kosulunu sagladiginda
(TuW)(t) < i —ayi(t) + Z 10| |ya ()] Ly |y;(¢) |>
i=1
. n _aiyl +1 Z |bij| Li( yz +yJ (1)) ) (4.8)
i=1
= i —a; + 3 Z(|bm| L; + [bjil Lz)) yi (t)
i=1 j=1

esitsizligi elde edilir.

B* = min (a,- - %é(lszl Lj + 1bjil Lz‘))
alinirsa (4.5) ve (4.6) kosullarindan B* > 0 dir. O halde (4.8) den
(TLW (1) < —2B*W (t)
esitsizligi elde edilir. Lemma 4.1 g6z 6niine alindiginda
W(t) < Ea(=2B7,t —to)W (to)

esitliginin gerceklendigi gozlemlenebilir. O halde

ly(D)I] < Ea(=B",t —to) ly(to)]]
36



olup (4.7) sisteminin sifir ¢oziimii iistel kararhdir. Dolayisiyla (4.2) sisteminin z* denge

noktasi da {iistel kararhdir ve ispat tamamlanmig olur. m

Huyen vd. 2022 yilinda Hopfield-tiirii uyumlu tiirev iceren

T) = A+ A6 + IV + AW ), w20
1/1(0) = 1y
yapay sinir ag1 modelini ele almiglardir, burada ¢ (u) = (1, (u), ..., %, (u))T € R* durum
vektoriidiir.  f(¥(u)) = (fi(1(w)), ..., fu(¥,(u)))T € R™ agin néron aktivasyon
fonksiyonudur. « € (0,1] dur.
A= diag{ay, ...,a,} € R™" bir pozitif diagonal matris, W € R™*" agin ara baglant
agirhik matrisi, ¢, € R" baglangic kosuludur. Bu calismada asagidaki hipotez kabul
edilmigtir.
(Hy) fi, i = 1,2,...,n fonksiyonu Lipschitz siireklidir, yani pozitif /; sabitleri mev-

cuttur oyle ki

esitsizligi saglanir.
Yapilan bu ¢alisgmada Lyapunov yontemi lineer matris esitsizlik yaklagimi ile birlikte

ele alinarak sistemin kesirli iistel kararliligim1 garanti eden kogullar elde edilmistir.

Teorem 4.6 (Huyen vd 2022) (H;) kosulu saglansin. Eger agagidaki lineer matris
esitligi (LMI) saglanacak sekilde bir simetrik, pozitif definit P € R™ " matrisi ve

v1, Vg, w3 pozitif skaler sayilari mevcutsa (4.9) sistemi kesirli iistel kararhdir.

O, PG, PG, PW
* —’Ulf 0 0

* * —vod 0
* * * —uvsgl
burada
Oy = —PA— ATP + vy HT Hy + (0o e (HE H,y) + v3) L' L
dir.
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2022 yilinda yapilan diger bir calismada (4.2) — (4.3) sistemi

Top(u) = —Ay(u) + Bf (Y(u)) + 1, u >0
z(0) = xg

matris formunda ele alinmistir, burada A = diag(ay, az,...,an), B = (bij)nxn €
R [ = (I, I, ..., I,)T € R dir. Matris yontemi kullanilarak sistemin denge nok-
tasmin kesirli tistel kararliligr i¢in benzer sonuglar elde edilmistir (Yang vd. 2022).
Daha sonra yapilan galigmada agsagidaki gecikmeli sistem incelenmistir (Huyen vd.

2023).

Tgop(u) = —[A + AA®)]e(u) + [M + AM ()] f (¥ () + [D + AD(w)]g (e (u — 1)),

() = ¢(u), ue [-7,0]
(4.11)

burada o € (0, 1], olup 7 zaman gecikmesidir. ¥ (u) = (¢, (u), ..., ¥, (u))T € R™ néron
durum vektoriidir. f(y(u)) = (f1(¥1(w)), ., fu(n ()" ve g(¥(u—)) = (g1(ty (u—
7)), ey gn (2, (u—7)))T aktivasyon fonksiyonlaridir. A = diag {ay,...,a,}, M, D uygun
boyuttaki sabit matrislerdir. {(u) € C(|—7,0], R™) basglangig koguludur.

Huyen vd. 2023 yilinda yaptiklar galigmada (4.11) sisteminin ve genellegtirilmig
halinin diizgiin asimptotik kararliligin1 garanti eden yeter kosullar elde etmiglerdir.
Yaptiklar: incelemelerde kesirli basamaktan Razumikhin teoremini ve LMI teknigini

kullanmiglardir.

4.3 Hopfield Tiirii Yapay Sinir Ag1 Modelinde Impals Etkisi

Bu kesimde Kiitahyalioglu ve Karakoc¢ tarafindan ele alinan sistem impals kogullar

ile birlikte ele alinip impalsin denge noktasinin kararhilig iizerindeki etkisi aragtirilmigtir.

T%I’Z’ t) = —Q;T; t bz’j G\ t C;, 1= 1,2,...,n,
(T i) (t) ()Jrjz1 Filw;(®)) + 419

t>1>0,1t€ (tk,tk+1), kE=0,1,..

Azi(ty) = Li(wi(ty)), k€ ZF (4.13)
i(tg) = o,
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yapay sinir ag1 sistemini ele alalim, burada 7% «. basamaktan uyumlu kesirli tiirev
operatorii olup 0 < a < 1 alinmugtir. x;(¢) fonksiyonu ¢. néronun ¢ amindaki
durum degigkenini ifade etmektedir. a; > 0, ¢ = 1,2,...,n sabitleri ag baglan-
tis1 kesildiginde 7. néronun potansiyelinin dinlenme durumuna ge¢me hiz oranini,
b;j, sabitleri 7. noron ile j. néron arasindaki baglant: agirhklarini, ¢;, i = 1,2,...,n,
sabitleri agin disindan 4. birime girigi temsil etmektedir. f; : R — R, j. noron iiz-

erindeki aktivasyon fonksiyonudur. Az;(t) = z;(t}) — xi(t, ), z:(t}) = lim z(t) ve

t—tf

r;i(t,) = lim x(t) dir. {t;} reel sayilarm bir dizisi olup 0 < tp < t; <ty < .. <t} <
k

ey < ... ve klim ty = oo dur. [; : R — R siirekli fonksiyonlar olup ¢t = ¢, impals

—

anlarinda x;(t) iizerindeki ani degisimleri ifade eder.

Tamm 4.4 Asagidaki kogullar saglayan bir x(t) = (z1(¢), 22(¢), ..., x,(¢))T € R®
fonksiyonuna (4.12) — (4.13) sisteminin bir ¢ziimiidiir denir:

(1) x;(t), i = 1,2,....,m, olasi t = ty, k € Z' noktalar1 diginda [tg, 00) iizerinde
stireklidir,

(i1) t = t, k € Z", noktalarmda z;(t) sagdan siirekli olup sol tarafli limitleri
mevcuttur.

(i) x;(t), olasi t = ty,, k € Z™T, noktalar harig her ¢ > t igin a—diferensiyellenebilirdir
ve (4.12) sistemini saglar. ¢ = t; noktalarinda tek tarafli uyumlu a—tiirevleri mev-
cuttur.

(iv) z;(t), i =1,2,...,n, t =1, k € Z" noktalarinda (4.13) impals kogulunu saglar.

Bu kesim boyunca f;, j = 1,2, ..., n, fonksiyonlarimin Lipschitz stirekli oldugu kabul

edilecektir. Yani her u,v € R" i¢gin

|fi(w) = fi(0)] < Lj |u — v (4.14)
saglanacak sekilde pozitif L;, j = 1,2,...,n, sabitleri mevcuttur.

Tanim 4.5 (4.12) — (4.13) sisteminin denge noktasi

L L \ :
= (Z; bij f5(x5) + Cz’) yi=12,..m (4.15)
]:

ve

Ii(a?) =0, (4.16)

(2
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sistemini saglayan z} = (], 23, ...,x%)T € R" sabit vektoriidiir.

(4.12) — (4.13) sisteminin denge noktasimn varlik ve tekligi impals igermeyen sis-

temlere benzer olarak daralma doéniigiimii prensibi yardimiyla ispatlanmaktadir.
Teorem 4.7 (4.14) kosuluna ek olarak

ai>ZLj|bij|7 1=1,2,...,n (417)

j=1
saglansin. Bu durumda [;(z}) = 0, ise (4.12) — (4.13) sistemi bir tek z} € R™ denge
noktasina sahiptir.

ispat.

Bi(u) = — ,i=1,2,...,n

D bii i) + ¢
j=1

olmak iizere B : R — R", B(u) = (Bi(u), Ba(u), ..., By(u))" doniisiimiinii goz
oniine alalm.

[ull o = max fu;]
1<i<n

normu kullanilarak B déniisiimiiniin bir daralma doéniisiimii oldugu gosterilecektir.

(4.14) kosulu goz 6niine alimirsa her u,v € R” igin

1B~ Bl = i [B(u) - Bo)
= max |- me (Fi(uz) = fi(v)))
(4.18)
< max ;Z|bij|Lj|Uj—Uj|
<

max ( Z b1 L ) max [u; — v

bulunur. (4.17) kosulundan

1 n
e (aiz"’”'L) <

j=1
dir.

* 1 =
1 D)

J:
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tanimlayalim. Bu durumda (4.18) esitsizliginden
[1B(u) = B[l < B |lu—vl,

elde edilir. B* < 1 oldugundan B : R"™ — R" bir daralma doniistimiidiir. O
halde Teorem 2.1°’de verilmis olan Daralma doéniigiimii prensibinden B doniisiimii
bir tek u* = (u},u3,...,u’) € R™ sabit noktasina sahiptir, bu sabit nokta (4.12) —

eey n

(4.13) sisteminin tek denge noktasidir. m

Teorem 4.8 Teorem 4.7’nin hipotezlerine ek olarak asagidaki kosullar saglansin:

a; > LiY |bjl, i=12..n, (4.19)
j=1
ve
Li(xi(ty)) = By(zi(te) — 27), 1 =6 > 1, k€ Z* (4.20)

Bu durumda (4.12) — (4.13) sisteminin denge noktasi kesirli iistel kararhdur.

Ispat. Teorem 4.7’nin kogullar1 sagladiginda (4.12) — (4.13) sisteminin bir tek z* =
(z%, 25, ...,2%)T € R™ denge noktasi mevcuttur. (4.12) — (4.13) sisteminde u(t) =

vey n

x(t) — o* degisken degistirmesi yapilirsa

T%Ui = —a;U; bij Uy s 1= s dy ey T
(T ui)(t) (t)+jz_; 9i(u;(t), 1 =1,2 (21)

t>1t>0,1t€ (tk-,tk;Jr]_), k= 0,1, ...
sistemi elde edilir, burada g;(u;(t)) = fi(u;(t) + ) — fi(z]) ve Gi(ui(ty)) =
I (ui(ty) + of) dir. Gergekten (4.12) sistemine u(t) = z(t) — 2* doniistimiinii uygu-

larsak her ¢ € (tx,t5+1) i¢in

(Thz)(t) = (T (wi(t) + 7))

ty

= —ai(ui(t) + x;‘) + Z b”fj(’uj(t) + JI;) + ¢
j=1
dir. Diger taraftan bu egitlik

(T3 :)(t) = (T3 (uit) + 7))
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esitligi ile birlikte goz oniine alinirsa

(Tru)(t) = —asu(l) — @i + D biifilu(t) + 23) + ¢
j=1
— | —a;z] + Z bij f3(%5) + ¢
j=1

= —au(t) + Z bijg;(u;(t))

*

elde edilir. Benzer olarak (4.13) ile verilen impals kogulunda u(t) = z(t) — z

doniisiimii goz oniine alinirsa

zi(ty) —wi(ty) = wilty) +af —wi(ty) —} (4.23)
Ii(x(t]) = Liui(ty) + x7) (4.24)

olur. Boylece (4.23) — (4.24) esitliklerinin sol taraflari esit oldugundan
Au,(ty) = Gi(wi(ty))

bulunur. Diger taraftan her j = 1,2,...,n i¢in ¢;(0) = 0 oldugundan ve her bir
f; (4.14) ile ifade edilen Lipschitz kogulunu sagladigindan g; fonksiyonunun da
L; Lipschitz sabitli Lipschitz kogulunu sagladigi kolaylkla goriilmektedir. Ayrica
Ii(zf) = 0, oldugundan G;(0) = 0 oldugu da aciktir. O halde u = 0 (4.21) —
(4.22) sisteminin bir ¢oziimii olup (4.12) — (4.13) sisteminin denge noktasinin iistel
kararhiligi yerine (4.21) — (4.22) sisteminin sifir ¢dziimiiniin iistel kararlihg ince-

lenebilir.

W(t) = W(t, u(t)) = % > ) (4.95)

seklinde tammlh Lyapunov fonksiyonunu géz 6niine alalim. Her bir x;(¢) fonksiyonu
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t =t noktalarinda sagdan stirekli oldugundan

W(tr) = tlirg W (t)
Tk
I~
= = lim w7 (t)
2 t%tz

i=1
1 n
= = lim (x;(t) — x7)?
2 5 toth

1 n
P ug (tr)
i=1
= W(t)
olup (4.25) ile verilen W (t) fonksiyonu ¢ = t;, k = 1,2, ..., noktalarinda sagdan

stireklidir. Ayrica (4.20) kosulu goz oniine alinirsa

Wi(t,) = lm W(t)

t—’t;Z

1= ..
252£W@

1 . :
= 5 ) lim(z;(t) — 27)

2 t~>t

1

_ —sz (tr) = Bilwi(te) — 27) — =]
= _Z (1= B)(zi(ty) — x7))

bulunur. |1 — 3,| > 1, oldugundan
_ 1 —
>§;;ﬂm=www=W@mkew (4.26)

elde edilir. Simdi W (t) fonksiyonun (4.21) — (4.22) sisteminin ¢oziimleri boyunca

a. basamaktan uyumlu tiirevini hesaplayalim. Her t € (¢, t1) i¢in

(%WW::ZM (T )t

< Z(—aﬂﬁ(t) + | (t)] Z [bij 195 (u; (£))1])

=1
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olup bu esitsizlikte g; fonksiyonlarmin Lipschitz kogulunu sagladigi g6z 6niine alinirsa
T < 3 |-aut URD A RCIY >|]
3 Z [bij| Lj( uj(t ))]
(—az—i— ZML) ZL |bji] w3 (t
1 j=1

1=

IN

(4.27)

—ait Z(Lj by + Li |bﬂ’>] u(t)

Jj=1

. 1 n
M = [min (ai ) Z(Lj |bij| + L |bji‘>

j=1
tamumlayalim. (4.17) — (4.19) kosulundan M > 0 dir ve (4.17), (4.19) kosullar

elde edilir.

(4.27) esitsizliginde goz oniine alinirsa
( %W)(t) < =2MW (t), t € (to, t1)
bulunur. Ayni iglemler tekrar edilerek her t € (¢, tx11), K =0,1,... igin
( %W)(t) < =2MW(t), t € (tg,tgs1), (4.28)

oldugu kolaylikla goriiliir. Simdi

2M

ha(t) = exp (T(t - to)”) W(t), t € [to,t1)

fonksiyonunu ele alalim. Kesirli uyumlu tiirevin ¢arpimin tiirevi, kesirli iistel fonksi-
yonun tiirevi ve zincir kurali 6zellikleri dikkate alinarak h4 () fonksiyonun «. basamak-

tan uyumlu tiirevi
(Ten0) = exp (20— ) (T30 + 2007 (0
bulunur. (4.28) esitsizligi goz oniine alinirsa
( t%hl)(t> < 07 te (t07t1)7

elde edilir. Dolayisiyla hq(t) fonksiyonu t € [to, t;) araliginda azalandir. Boylece her
t >ty igin hy(t) < hi(ty) yani

exp (%(t - to)a> W(t) < W(to)
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ya da
W(t) < W(to)exp (%(t — to)o‘> , t € (to, t1) (4.29)

dir. W(t) fonksiyonu sagdan siirekli oldugundan (4.29) esitsizligi t € [to, 1) araliginda

saglanir. Simdi

ha(t) = exp (%(t _ tl)a) W), t€ [t )

fonksiyonunu ele alalim. Benzer olarak hy(t) fonksiyonunun «. basamaktan kesirli

uyumlu tiirevi
rena)(t) = e (B0 -0)) [mpmie + 20w 0]
< 0, t€e(ty,ta)

bulunur. O halde ho(t) fonksiyonu (1, ?2) araliginda azalan olup her ¢ > t; i¢in

cx (%(t 4 ma) W(t) < Wi(t)

dir. W(t) fonksiyonunun ¢ = ¢; de sagdan siirekli olmasi ve (4.26) ozelligi dikkate

alinirsa son esitsizlikden
2M o " _

veya

W(t) < exp <TM(1€ - tl)a) W) (4.30)

elde edilir. (4.29) esitsizliginden

W) = lim W(t) < W (k) exp <_ZM (h — to)a)

t—t,

olup bu ifade (4.30) ile birlikte gz tniine alimirsa

—2M —2M
W(t) < Wi(ty)exp T(t—tl)o‘ exp(

(t1 — to)“)

M
< W(to) exp T(t—to)a , T € [tl,tg)

bulunur. Benzer iglemler her t € [t,,, t,;,+1) araliginda tekrar edilebilir. Bunun igin

s (1) = cxp (%a - tmw) W), 1€ [t tresr)
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fonksiyonunu ele alahm. h,,1(t) fonksiyonunun (¢,,, t,,+1) aralig1 iizerinde a. basamak-

tan uyumlu tiirevi hesaplandiginda
(T3 )0 = oxp (220 = 1) ) (T3 W)(0) + 200 (0)] <0
bulunur. Dolayisiyla her ¢ > t,, i¢in hy,11(t) < hpe1(ty) dir. Yani
oM . . )
exp T(t — b)) | W () < W(t,) =WI(t.) < WI(t,)
olup buradan
—2M

W(E) < Wit exp (20— o) (4.31)

dir. O halde tiimevarim prensibi uygulanarak her t € [ty tx1), k£ = 0,1,2, ..., i¢in

(4.31) esitsizliginin saglandig: ispatlanir. (4.25) ile ifade ettigimiz W (¢) fonksiyonun

tanimi (4.31) da yerine yazilirsa

> ut) < exp (20— 1)) )
ya da
o)l < exp (3¢~ 0)*) Jutto)]

elde edilir. O halde (4.21) — (4.22) sisteminin agikar ¢oziimii tistel kararl olup ispat
tamamlanir. m

Ozel olarak |1 — 3;| = 1 durumunu ele alahm.

Uyar:1 4.3 Eger 8, =0, i = 1,2, ...,n, ise bu durumda agik olarak : = 1,2, ..., n i¢in
I;(.) = 0 dir. Boylece (4.12) — (4.13) sistemi Kiitahyalioglu ve Karako¢ un incelemis

oldugu impals igermeyen
(ﬂtzxi)(t) = —aixi(t) + Z bijfj(xj(t)) + Ci, t Z to (432)
j=1

sistemine indirgenir. Bu durumda (4.14), (4.17) ve (4.19) kogullar1 (4.32) sisteminin

tek denge noktasinin iistel kararliligini garanti eden yeter kosullardir.

Uyar:1 4.4 Eger 5, =2, i =1,2,...,n, ise bu durumda
1 n

Wity) =5 D=0 @ilty) = 27)]P = W(ty) = W(H)

i=1
olup W (t) fonksiyonu her yerde siirekli olur. Dolayisiyla Teorem 4.8 benzer gekilde

ispatlanabilir.
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O halde Uyar 4.4 ve Uyar 4.5 dikkate alindiginda (4.12) — (4.13) sisteminin denge
noktasimin kesirli iistel kararhligi igin (3, nin saglamasi gereken kogul |1 — 3,| > 1, i =
1,2, ...,n seklinde ifade edilebilir.

Bu kesimde elde edilen sonuclar1 destekleyen bir sistemi ii¢ farkli durum icgin ince-

lenmistir.

Ornek 4.1 (i) lk olarak impals icermeyen

(Tt‘grx)(t) = —0.8z(t) + 0.04h(z(t)) — 0.03h(y(t)) + 0.2, >80 0 (4.33)
(thoiy)(t) = —0.5y(t) — 0.01h(x(t)) + 0.1h(y(t)) + 0.01,
sistemini
2(0.00001) = 0.1,

4(0.00001) = 0.001,

(4.34)

baslangig kosulu ile birlikte ele alahm. Burada h(v) = %(h} + 1] — |Jv —1]) olup
(4.14) Lipschitz kogulu L; = Ly = 1 i¢in saglanir. a; = 0.8 > 0, as = 0.5 > 0 dur.
bi1 = 0.04, bo = —0.03, c¢; = 0.2, by; = 0.01, by = 0.1, ¢ = 0.01 dir. Katsayilar
Teorem 4.8’in (4.17) kogulunu saglar. Gergekten,

ap=08> 1, ‘b11| + Lo ‘blg‘ = 0.07

ve
ay =0.5> 1, ‘b21| + Lo ‘bgg‘ =0.11
dir. O halde (4.33) sistemi bir tek denge noktasina sahiptir.
Bu denge noktasi
—0.082" + 0.4h(z*) — 0.03h(y*) +0.2 = 0

—0.5y* — 0.01h(z*) + 0.1h(y*) +0.01 = 0
cebirsel sisteminin ¢oziimii olup Mathematica programi kullanilarak
(x*,y*) = (0.26243,0.018392)

olarak hesaplanir. Benzer olarak (4.19) kosulunun saglandig da goriilebilir. Gergek-
ten,

a; = 0.8 > L1(|b11| —+ |b21’) = 0.05
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ve

as = 0.5 > L2(|b12| + ’bgg’) =0.13

kosullar1 saglanir. Sonug olarak non-impalsif (4.33) sisteminin denge noktasi kesirli
iistel kararhdir. Bu durumu gorsellestirmek amaciyla sistemin (z(t),y(t)) durum
degiskenlerinin grafikleri & = 0.1 ve @ = 1 i¢in Mathematica programu ile ¢izdirilmigtir
(Sekil 4.1).
(ii) Ikinci durumda ayni sistemi impals kosullar ile birlikte ele alalim:

(T4 x)(t) = —0.82(t) 4+ 0.04h(z(t)) — 0.03h(y(t)) + 0.2,

tg t>ty>0, (4.35)
(7:%3/)(75) = —0.5y(t) — 0.01h(z(t)) + 0.1h(y(t)) + 0.01,

Al’(tk) = 3$(tk) - 078729,
th =05k k=12, .. (4.36)
Ay(ts) = 2.2y(t;) — 0.04056624,
Burada I1(z(t)) = B(z(ty) — 2*) ve L(y(t})) = 2.2(y(tx) — y*) dir. Yani 8, =
3, By = 2.2 olmak tizere Teorem 4.8’ da kabul edilen (4.20) kosulu saglanir. O halde

(4.35) — (4.36) sisteminin
(*,y") = (0.26243,0.0184392)

denge noktasi tek olup impals etkisine ragmen iistel kararliligi devam etmektedir.
Bu durum i¢in de sistemin (z(t), y(t)) durum degigkenlerinin grafikleri Sekil 4.2 de
verilmigtir.

(73i) Son olarak (4.35) sistemini

Ax(ty) = 1.5z(t)) — 0.393645,
ty =05k k=12, .. (4.37)

Ay(ty) = 1.75y(t)) — 0.0322686,
impals kosullar ile birlikte inceleyelim. Burada g, = 1.5, B, = 1.75 oldugu
goriilmektedir. Yani [1 — 3, < 1, i = 1,2, ... olup (4.35), (4.37) sisteminin denge
noktasinin iistel kararlihgi hakkinda yorum yapilamaz. Ancak o = 0.1 ve a =

1 icin yapilan niimerik simiilasyonlarda denge noktasinin kararsiz duruma dondiigii

goriilmektedir (Sekil 4.3).

Sonug olarak yapilan incelemelerden impals etkisinin ¢oziimiin kararlilik 6zelligini

degistirebilecegi, uygun kosullar altinda ise kararliligin siirdiiriilebilecegi gozlemlen-
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migtir.
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Sekil 4.1 (4.33) — (4.34) sisteminin durum degigkenleri
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Sekil 4.2 (4.35) — (4.36) impalsif sisteminin durum degigkenleri
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Sekil 4.3 (4.35), (4.37) impalsif sisteminin durum degigkenleri
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5. TARTISMA VE SONU(C

Diferensiyel denklemler incelenirken analitik veya niimerik ¢oziimlerini bulmak genel-
likle kolay degildir. C6ziimlerin bulunamadig1 durumlarda kalitatif inceleme yapmak
yani denklemleri ¢cozmeden kararhlik ve sinirlilik gibi 6zellikleri incelemek miimkiindyir.
Bu tez calismasinda impalsif diferensiyel denklemlerin kararlihigi incelenmistir. Ilk
olarak impalsif diferensiyel denklemler tanitilip, impalsif diferensiyel denklemlerin
kararliligi i¢in temel teoremler verilmistir. Devaminda, pek ¢ok disiplindeki uygu-
lama problemlerinde 6nemli bir yer tutan yapay sinir agi sistemleri arastirilmigtir.
Oncelikle impals icermeyen Hopfield tipli yapay sinir ag1 sistemi tanitilip sistemin
varlik-tekligi ve kararlilig: tizerine yapilan caligmalar incelenmigtir. Daha sonra im-
palsif yapay sinir aglar1 iizerinde durulmustur. Doérdiincii boliim uyumlu kesirli
tirev iceren modellere ayrilmigtir. Uyumlu kesirli tiirev tanitilip literatiirde mevcut
uyumlu tiirev igeren impalsif olmayan yapay sinir agi modelleri ayrintili olarak ince-
lenmigtir. Bu tez ¢alismasinin literatiire yaptigl katki son kesimde yer almaktadir.
Son kesimde uyumlu tiirev igeren Hopfield tiiriindeki impalsif yapay sinir ag1 sistemi
ele alinmig, denge noktasinin varlik ve tekligi ispatlanmis ayrica denge noktasinin
kesirli iistel kararliligi icin yeter kosullar elde edilmigtir. Sayisal érnekle de impals-
larin kararhlik tizerindeki etkisi gozlemlenmisgtir. Bu tez ¢aligmasi boyunca yapilan
aragtirmalardan goriilmektedir ki impals etkisi coziimlerin asimptotik davranigini

etkilemektedir.
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