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ANKARA
2024

Her hakkı saklıdır



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi
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Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.
İkinci bölümde tezde kullanılan temel matematiksel kavramlar açıklanmı̧s ve yapay
sinir ağları hakkında genel bilgi verilmi̧stir. Tezin üçüncü bölümünde ilk olarak
impalsif diferensiyel denklemler tanıtılmı̧stır. Devamında impalsif diferensiyel denk-
lemlerin kararlılı̆gı ile ilgili olarak yapılan çalı̧smalardan bahsedilmi̧stir. Özellikle
impalsif yapay sinir ağlarıüzerinde durulmuştur. Dördüncü bölüm uyumlu kesirli
türev içeren yapay sinir ağı modellerine ayrılmı̧stır. İlk kesimde uyumlu kesirli
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içeren impalsif bir sistem ele alınmı̧stır. Sistemin denge noktasının varlık ve tek-
liği ispatlanmı̧s, üstel kararlılı̆gı için yeter koşullar elde edilmi̧stir. Ayrıca sayısal
bir örnek ele alınıp impalsif olmayan sistemle impalsif sistemin kararlılık durumu
kaŗsılaştırılmı̧stır. Tezin son bölümünde yapılan incelemeler özetlenerek bu çalı̧s-
manın literatüre yaptı̆gıkatkıifade edilmi̧stir.
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Stability Analysis of Impulsive Differential Equations
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This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction
part. In the second chapter, the basic mathematical concepts which are mentioned
in the thesis are explained and general information about the artificial neural net-
works is given. In the third chapter, firstly, impulsive differential equations are
introduced. Then the investigations on the stability of impulsive differential equa-
tions are examined. Especially, impulsive artificial neural networks are considered.
The fourth chapter is devoted to artificial neural networks with conformable frac-
tional derivatives. The first section provides the basic properties of conformable
fractional derivative. In the second section, the research on the non-impulsive mod-
els is mentioned. The last section of the fourth chapter involves the original part
of this thesis. In this section a Hopfield-type impulsive system with conformable
fractional derivative is discussed. The existence and uniqueness of the equilibrium
point of the system is proved. Moreover, suffi cient conditions for the exponential
stability of the equilibrium point are obtained. In addition, a numerical example is
considered and stability of the impulsive system is compared with the non-impulsive
system. In the final chapter the investigation is summarized and the contribution
of this work is explained.
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ŞEKİLLER DİZİNİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii
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1. GİRİŞ

Diferensiyel denklemler gerçek yaşam problemlerinin araştırılmasında çok önemli

bir yere sahiptir. Ancak bazıproblemlerin modellenmesinde adi diferensiyel denk-

lemler bizi sonuca götürmez. Adi diferensiyel denklemlerle modelleme, dı̧sarıdan

yapılan etkiyi ihmal ettiği için bazı problemlerde doğru sonuç vermeyebilir. Bir

türün popülasyon yoğunluğunda önemli derecede azalmalara neden olan bir dı̧s etki,

sarkaçlı saatin denge noktasından geçtiği anda momentumunda ani bir deği̧simin

meydana gelmesi böyle süreçlere örnek olarak verilebilir. Bu süreçleri matematiksel

olarak ifade etmek için impalsif diferensiyel denklemler olarak adlandırılan süreksiz

yörüngelere sahip sistemler kullanılmaktadır. Gerçek bir sürecin toplam süresine

kıyasla göz ardıedilebilecek kadar kısa bir zamanda gerçekleşen bir dı̧s etki, impals

olarak adlandırılan anlık deği̧simlere sebep olmaktadır. Bazıdurumlarda çok küçük

ani deği̧simlerin bile sürecin davranı̧sında çok büyük farklılıklar yarattı̆gıgörülmek-

tedir.

İmpalsif diferensiyel denklemlerde çözümler sonlu ya da sonsuz sayıda noktalarda

parçalısürekli, ama diğer her yerde sürekli olacak biçimde tanımlanan fonksiyon-

lardır. Genel olarak birinci basamaktan bir impalsif diferensiyel denklem


dψ

du
= f(u, ψ), u 6= τ i,

∆u=τ i = Ii(ψ), i ∈ Z,
(1.1)

şeklinde tanımlanmaktadır (Samoilenko ve Perestyuk 1995). Burada ψ ∈ Rn, u ∈

R, f ve Ii ise n-boyutlu vektör değerli, sürekli fonksiyonlardır. {τ i} reel değerli artan

bir dizi olup |i| → ∞ için |τ i| → ∞ olduğu kabul edilmektedir. u = τ i impalsların

gerçekleştiği zamanları göstermektedir. Ayrıca ∆ψ(τ i) = ψ(τ+i ) − ψ(τ−i ) olup

ψ(τ+i ) = lim
u→τ+i

ψ(t) ve ψ(τ−i ) = lim
u→τ−i

x(u) dir. İmpalsif diferensiyel denklemler

için çözümlerin impals noktalarında (τ i noktalarında) soldan veya sağdan sürekli

olduklarıkabul edilmektedir.

Bilimin pek çok alanında gerçek hayat problemleri modellenirken lineer olmayan

diferensiyel denklemlerden yararlanılır. Ancak lineer olmayan bir denklem veya
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denklem sisteminin tam çözümünü bulmak genellikle mümkün değildir. Bu du-

rum araştırmacılarıdiferensiyel denklemleri kalitatif yaklaşım ile incelemeye yön-

lendirmi̧stir. Diğer taraftan son yıllarda yapay sinir ağları pek çok araştırmacı

tarafından incelenmeye başlamı̧stır. Yapay sinir ağlarımühendislikte kontrol teori,

sinyal i̧sleme, örüntü tanıma gibi alanlarda kullanılmaktadır. Matematikçiler için

ise yapay sinir ağıincelemesindeki en önemli hedef ele alınan modelin kararlılı̆gının

gösterilmesidir.

Bu tezin amacı impalsif diferensiyel denklemlerin kararlılık incelemelerinde kul-

lanılan yöntemlerin irdelenmesi ve sistemler üzerinde impals etkisinin gösterilebilme-

sidir. Bu bağlamda tezin ikinci bölümünde temel kavramlar ve özelliklere yer ve-

rilmi̧stir. Tezin üçüncü bölümü impalsif diferensiyel denklemlere ayrılmı̧s, karar-

lılıkla ilgili literatürde mevcut olan sonuçlar ifade edilmi̧stir. Tezin dördüncü bölümün-

de ilk olarak, son yıllarda yoğun bir şekilde çalı̧sılan uyumlu türev kavramıtanıtılmı̧s

devamında uyumlu türev içeren sistemlerin kararlılı̆gı ile ilgili literatürde mevcut

olan çalı̧smalardan bahsedilmi̧stir. Ayrıca uyumlu türev içeren Hopfield türündeki

impalsif 

(Tα
t+k
xi)(t) = −aixi(t) +

n∑
j=1

bijfj(xj(t)) + ci, i = 1, 2, ..., n,

t ≥ t0 > 0, t ∈ (tk, tk+1), k = 0, 1, ...

∆xi(tk) = Ii(xi(t
+
k )), k = 1, 2, ...

xi(t
+
0 ) = x0,

diferensiyel denklem sistemi ele alınmı̧stır, burada Tα(•), α. basamaktan uyumlu

kesirli türev operatörü olup 0 < α ≤ 1 alınmı̧stır. xi(t) fonksiyonu i. nöronun

t anındaki durum deği̧skenini ifade etmektedir. ai > 0, sabitleri ağ bağlantısıke-

sildiğinde i. nöronun potansiyelinin dinlenme durumuna geçme hız oranını, bij,

sabitleri i. nöron ile j. nöron arasındaki bağlantıağırlıklarını, ci, i = 1, 2, ..., n, sabitleri

ağın dı̧sından i. birime giri̧si temsil etmektedir. fj : R → R, j. nöron üzerindeki

aktivasyon fonksiyonudur. ∆xi(tk) = xi(t
+
k )− xi(t−k ), xi(t

+
k ) = lim

t→t+k
x(t) ve xi(t−k ) =

lim
t→t−k

x(t) dir. {tk} reel sayıların bir dizisi olup 0 < t0 < t1 < t2 < ... < tk < tk+1 <

... ve lim
k→∞

tk =∞ dur. Ii : R→ R sürekli fonksiyonlar olup t = tk impals anlarında

xi(t) üzerindeki ani deği̧simleri ifade eder.
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İlk olarak ele alınan sistemin denge noktasının varlık ve tekliği ispatlanmı̧stır. Ayrıca

denge noktasının üstel kararlılı̆gınıgaranti eden yeter koşullar elde edilmi̧stir. Elde

edilen sonuçlar impalsif olmayan sistem için literatürde mevcut olan sonuçlarla

kıyaslanmı̧stır. Tezin son bölümünde ise yapılan çalı̧smalar özetlenerek diferensiyel

denklem sistemleri üzerindeki impals etkisi yorumlanmı̧stır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Ön Bilgiler

Bu bölümde tezin diğer bölümlerinde geçen temel kavramlar açıklanmaktadır. Karar-

lılık ile ilgili verilecek olan tanımlar ve temel özellikler Driver’ın kitabında mevcuttur

(Driver 1977).

Ω ⊂ Rn açık ve bağlantılıbir küme, J ⊂ R bir açık aralık ve f : J ×Ω→ Rn birinci

basamaktan sürekli kısmi türevlere sahip bir vektör değerli fonksiyon olmak üzere

ψ′(u) = f(u, ψ), ψ(u0) = ψ̄0 (2.1)

sistemini ele alalım. Burada u0 ∈ J ve ψ̄0 ∈ Ω dır. ψ̄(u) = ψ(u;u0, ψ̄0) (2.1) başlangıç

değer probleminin çözümünü, ψ(u) = ψ(u;u0, ψ0) de ψ
′(u) = f(u, ψ) sisteminin

ψ(u0) = ψ0 koşulunu sağlayan çözümünü göstersin.

Tanım 2.1 Verilen her ε > 0 için
∥∥ψ0 − ψ̄0∥∥ < δ olduğunda her u ≥ u0 için∥∥ψ(u)− ψ̄(u)

∥∥ < ε

sağlanacak şekilde pozitif bir δ(ε, u0) sabiti bulunabiliyorsa (2.1) sisteminin ψ̄(u) çözü-

müne (Lyapunov anlamında) kararlıdır denir. (2.1) sisteminin ψ̄(u) çözümü kararlı

değilse, (2.1) sistemine kararsızdır denir.

Tanım 2.2 (2.1) sisteminin ψ̄(u) = ψ̄(u;u0, ψ̄0) çözümü kararlıolsun.∥∥ψ0 − ψ̄0∥∥ < δ

eşitsizliği gerçeklendiği zaman

lim
u→∞

∥∥ψ(u)− ψ̄(u)
∥∥ = 0

sağlanacak biçimde pozitif bir δ sabiti bulunabiliyorsa (2.1) sisteminin ψ̄(u) çözümüne

asimptotik kararlıdır denir.

Tanım 2.3 (2.1) sisteminin ψ̄(u) çözümü kararlıolsun. Eğer δ sayısıu0 dan bağım-

sız seçilebiliyorsa bu durumda (2.1) sisteminin ψ̄(u) çözümü düzgün kararlıdır denir.
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Tanım 2.4 (2.1) sisteminin ψ̄(u) çözümü kararlıolsun. Verilen bir ε > 0 sayısına

kaŗsılık ∥∥ψ0 − ψ̄0∥∥ < δ(ε, u0)

eşitsizliği ∥∥ψ(u)− ψ̄(u)
∥∥ < εe−αu, ∀u ≥ u0

ifadesini sağlayacak şekilde α > 0 için bir δ(ε, u0) seçilebiliyorsa (2.1) sisteminin

ψ̄(u) çözümü üstel asimptotik kararlıdır denir.

Şimdi ψ̄0 = 0 ∈ Ω ve f(u, 0) = 0 olmak üzere (2.1) başlangıç değer probleminin

ψ = 0 aşikar çözümünün kararlılık tanımlarınıifade edelim.

Tanım 2.5 Verilen her ε > 0 için ‖ψ(u0)‖ < δ olduğunda her u ≥ u0 için

‖ψ(u)‖ < ε

sağlanacak şekilde bir pozitif δ(ε, u0) sabiti bulunabiliyorsa (2.1) sisteminin ψ =

0 çözümüne (Lyapunov anlamında) kararlıdır denir. Aksi durumda ψ = 0 çözümü

kararsızdır.

Tanım 2.6 (2.1) sisteminin ψ = 0 çözümü kararlı olsun. Eğer δ sayısı u0 dan

bağımsız seçilebiliyorsa bu durumda sıfır çözümüne düzgün kararlıdır denir.

Tanım 2.7 (2.1) sisteminin aşikar çözümü kararlıolsun. ‖ψ(u0)‖ < δ1 olduğunda

lim
u→∞
‖ψ(u)‖ = 0

sağlanacak şekilde pozitif bir δ1(ε, u0) sayısıbulunabiliyorsa (2.1) sisteminin ψ =

0 çözümüne asimptotik kararlıdır denir.

Tanım 2.8 (2.1) sisteminin ψ = 0 çözümü kararlıolsun. Verilen bir ε > 0 sayısına

kaŗsılık

‖ψ(u1)‖ < δ, u1 ≥ u0

olduğu zaman

‖ψ(u)‖ ≤ εe−α(u−u1), u ≥ u1

olacak şekilde bir α > 0 ve δ = δ(ε) > 0 sayısı varsa o zaman (2.1) sisteminin

ψ = 0 çözümüne üstel asimptotik kararlıdır denir.
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Örnek 2.1
dψ

du
+ 2ψ = u+ 3, ψ(0) = 0 (2.2)

başlangıç değer probleminin çözümünün kararlılı̆gınıinceleyelim.

Çözüm 2.1 (2.2) başlangıç değer probleminin çözümü

ψ̄(u) = ψ(u; 0, 0) =
u+ 3

2
− 1

4
− 5

4
e−2u

dir. Verilen diferensiyel denklemin ψ(0) = ψ0 başlangıç koşulunu sağlayan çözümü

ψ(u) = ψ(u; 0, ψ0) =
u+ 3

2
− 1

4
+ (ψ0 −

5

4
)e−2u

dir. |ψ0 − 0| < δ olsun. Verilen her ε > 0 için∣∣ψ(u)− ψ̄(u)
∣∣ = |ψ0e−2u|

≤ |ψ0|

< ε

elde edilir. Burada δ = ε olduğunda çözüm düzgün kararlıdır. Ayrıca

lim
u→∞

∣∣ψ(u)− ψ̄(u)
∣∣ = lim

u→∞

∣∣ψ0e−2u∣∣ = 0

olduğundan çözüm asimptotik kararlıdır.

Örnek 2.2

ψ′ = ψ + u, ψ(0) = 1 (2.3)

başlangıç değer probleminin çözümünün kararlılı̆gınıinceleyelim.

Çözüm 2.2 (2.3) başlangıç değer probleminin çözümü

ψ̄(u) = −u− 1 + 2eu

bulunur. Ayrıca (2.3) diferensiyel denklemin ψ(0) = ψ0 koşulunu sağlayan çözümü

ψ(u) = −u− 1 + (ψ0 + 1)eu

dir. Her ε > 0 için |ψ0 − 1| < δ olduğundan her u ≥ 0 için
∣∣ψ(u)− ψ̄(u)

∣∣ <
ε sağlanacak şekilde bir δ(ε, 0) > 0 bulabilirsek ψ̄(u) çözümüne kararlıdır diyebiliriz.∣∣ψ(u)− ψ̄(u)

∣∣ = |(ψ0 − 1)eu|

< δeu
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olup δeu < ε olacak biçimde bir δ belirleyemediğimizden verilen sistemin çözümü

kararsızdır.

Şimdi dördüncü bölümde ele alınan impalsif yapay sinir ağımodelinin varlık-tekliğini

ispatlamak için kullanılacak olan daralma dönüşümü ile ilgili tanımlar ifade edelim.

Tanım 2.9 Ă boştan farklıbir küme olmak üzere

m1) �(ŕ, ŵ) = 0⇐⇒ ŕ = ŵ,

m2) Her ŕ, ŵ ∈ Ă için �(ŕ, ŵ) = �(ŵ, ŕ),

m3) Her ŕ, ŵ, ũ ∈ Ă için �(ŕ, ŵ) ≤ �(ŕ, ũ) + �(ũ, ŵ),

koşullarınısağlayan �: Ă× Ă→ R dönüşümüne Ă üzerinde bir metrik ve (Ă,�)

ikilisine de bir metrik uzay denir.

Tanım 2.10 (Ă,�) bir metrik uzay, (ŕn), Ă de bir dizi ve ŕ ∈ Ă olmak üzere

�(ŕn, ŕ)→ 0

ise (ŕn) dizisi ŕ′e yakınsıyor denir.

lim
n,m→∞

�(ŕn, ŕm) = 0

ise (ŕn) dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanım 2.11 (Ă,�) bir metrik uzay olsun. Ă deki her Cauchy dizisi yakınsak ise

Ă′ya tam metrik uzay denir.

Tanım 2.12 (Ă,�) bir metrik uzay ve ϕ : Ă → Ă bir dönüşüm olsun. Her ŕ, ŵ ∈

Ă için

�(ϕ(ŕ), ϕ(ŵ)) < c�(ŕ, ŵ)

olacak şekilde c ∈ [0, 1) sayısımevcut ise ϕ′ye Ă dan Ă e bir daralma dönüşümüdür

denir.

Teorem 2.1 (Daralma Dönüşümü Prensibi) Ă bir tam metrik uzay ve ϕ, Ă den

Ă e bir daralma dönüşümü ise ϕ(ŕ) = ŕ olacak şekilde bir tek ŕ ∈ Ă vardır. Başka

bir deyi̧sle ϕ bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Önerme 2.1 (Tümevarım Prensibi)

s ∈ N ve Ns = {k ∈ N p s ≤ k} = {s, s+ 1, ...} ve S ⊆ Ns olsun. Eğer,

(i) s ∈ S ve

(ii) k ∈ S =⇒ k + 1 ∈ S

şartlarısağlanırsa S = Ns dır.

Tanım 2.13 ž = (ž1, ž2, ..., žn) olmak üzere bir f(x) fonksiyonunun gradiyenti

grad f =

(
∂f

∂ž1
,
∂f

∂ž2
, ...,

∂f

∂žn

)
vektörü olup ∇f ile de gösterilir.

Tanım 2.14 ν = (ν1, ν2, ..., νn) ∈ Rn, µ = (µ1, µ2, ..., µn) ∈ Rn olmak üzere

〈ν, µ〉 =
n∑
i=1

νiµi

biçiminde tanımlıolan 〈 , 〉 : Rn × Rn → R dönüşümüne ν ve µ vektörlerinin iç

çarpımıdenir.

2.2 Yapay Sinir Ağları

Tezin orijinal kısmıolan dördüncü bölümde uyumlu türev içeren impalsif Hopfield

tipli sinir ağımodelini ifade eden diferensiyel denklem sisteminin üstel kararlılı̆gı

incelenmi̧stir. Bu yüzden bu kesimde yapay sinir ağlarının ne anlama geldiğinden,

hangi alanlarda kullanıldı̆gından ve matematiksel modellerde nasıl kullanıldı̆gından

bahsedilecektir.

Yapay zeka, bilgisayarlara veya makinelere, insana mahsus olan zihin yürütme ve

öğrenme gibi yetenekleri yapay sinir ağları(YSA) ile kazandırmaktadır. YSA insan

zihninin niteliklerinden olan öğrenme yolu ile güncel bilgiler türetebilme, yeni bilgiler

oluşturabilme ve bulabilme gibi becerileri, herhangi bir yardıma ihtiyaç duymadan

otomatik olarak gerçekleştirebilen yapılardır. Ayrıca YSA insan zihni model alı-

narak, öğrenme sürecinin matematiksel olarak örneklendirilmesi sonucunda ortaya

çıkmı̧stır. YSA, sinir hücreleri olarak adlandırılan nöronlardan oluşmaktadır. Süreç

elemanlarıolarak dile getirilen yapay sinir hücreleri beş ana elemandan oluşmaktadır
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(Şekil 2.1).

Şekil 2.1 Yapay sinir hücresi

Girdiler: Gelen bilgileri göstermektedir.

Toplama İ̧slevi: Hücreye giren toplam girdiyi hesaplayan fonksiyondur. Uygulanacak

yapay sinir ağımodeline göre farklıfonksiyonlar kullanılabilmektedir. Çoğunlukla

girdi değerleri ağırlık değerleri ile çarpılarak oluşmaktadır.

Aktivasyon Fonksiyonu: Girdi ve çıktı arasındaki bağlantıyıkurmakla görevlidir.

Toplama fonksiyonundan gelen bilgileri i̧sleyerek çıktıbilgilerini elde etmektedir.

Çıktı: Aktivasyon fonksiyonun ürettiği değerlerdir (Deveci 2012).

Yapay sinir ağları tek katmanlı ve çok katmanlı olarak ikiye ayrılmaktadır. Tek

katmanlıYSA, girdi ve çıktıkatmanlarından meydana gelmektedir ve lineer prob-

lemlerde tercih edilmektedir. Birden fazla girdi değerlerine sahiptirler. x′ler ile

w değerleri çarpılarak çıktıdeğeri bulunabilir. Eşik değeri çıktının 0 olmasınıen-

gellemektedir ve her zaman 1 değerini göstermektedir. Çok katmanlıYSA girdi

katmanı, gizli katmanlar ve çıktıkatmanlarından meydana gelmektedir. Çok kat-

manlıYSA’nın en önemli özelliklerinden biri karmaşık problemlerin çözümlerinde

kullanılmasıdır. Bu yüzden lineer olmayan problemlerde kullanılmaktadır. Birden

çok girdiye ve birden fazla gizli katmana sahip olabilmektedir. Gizli katmanların

sayısıproblemin akı̧sına göre deği̧siklik göstermektedir. Gizli katman probleme göre

farklıfonksiyonlar ile i̧slenip çıktıkatmanına aktarılmasınısağlamaktadır.

Dördüncü bölümde odaklanılan Hopfield tipli yapay sinir ağımodeli tek katmanlı

yapay sinir ağımodeline örnek olarak verilebilir. Klasik bir Hopfield yapay sinir ağı

modeli
dψi
du

= −ai(u)ψi(u) +
n∑
j=1

bijfj(ψj(u)) + ci, i = 1, 2, ..., n
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diferensiyel denklem sistemi ile ifade edilir.

Çok katmanlıyapay sinir ağımodeline ise ilk olarak (Kosko 1987, 1988) tarafından

önerilen aşağıdaki çift yönlü sinir ağı(BAM), modelini verilebilir.

dψi(u)

du
= −aiψi(u) +

m∑
j=1

pjifj(ϕj(u)) + ci, i = 1, 2, ..., n

dϕi(u)

du
= −bjϕj(u) +

n∑
i=1

qijgi(ψi(u)) + dj, j = 1, 2, ...,m

Sinir ağları ile ilgili matematiksel hesaplama çalı̧smaları 1943 yılında McCulloch

ve Pitts (1943)’in yazdı̆gıbasit sinir ağı türlerinin aritmetik ya da mantıksal bir

fonksiyon ile gösterildiği makale ile başlamı̧stır. Bunun üzerine diğer araştırmacılar

tarafından beyin benzeri veya beyinden ilham alan bilgisayarların tasarımıüzerine

yapılan araştırmaların ilginç olabileceği önerisi yapılmı̧stır. Yapay sinir ağlarının kul-

lanım alanlarının ve uygulamalarının çeşitlenmesi farklıyapay sinir ağımodellerine

ihtiyaç duyulmasına neden olmuştur. Hopfield 1982’de örüntü tanıma, optimizasyon

ve sinyal i̧sleme alanlarında yeni bir tür ili̧skisel bellek ağıtasarlamı̧stır (Hopfield

1982, 1984). Hopfield tipi sinir ağlarıtipik olarak dinamik sistemler olarak model-

lenir. Her bir nöronun zaman içinde deği̧stiği yer diğer nöronlar ve mevcut durumu

dı̧sarıdan gelen girdilere bağlıdır. Sistemin dinamikleri bir dizi diferensiyel denklem

tarafından yönetilir ve her bir nöronun durumunun nasıl deği̧stiğini açıklar. Hop-

field tipi sinir ağlarının temel özelliklerinden biri desenleri bellekte saklama ve alma

yetenekleridir. Ağlar bir dizi giri̧s modeliyle ve sinaptik ağırlıkların ayarlanmasıyla

eğitilir. Böylece ağlar daha sonra kalabalık ya da eksik ifadelerle sunulduğunda bu

kalıplarıhafızadan geri getirebilir. Hopfield tipi sinir ağları, görüntü ve konuşma,

tanıma, optimizasyon ve kontrol sistemleri gibi çeşitli alanlarda uygulanmı̧s olup, bu

alanlar kaŗsılaşacağımız problemler için çok faydalıdır. Son yıllarda yapılan çalı̧s-

malarda farklıtürden yapay sinir ağımodelleri ele alınmı̧s ve çoğunlukla sistemlerin

denge noktalarının kararlılı̆gıiçin sağlanmasıgereken koşullar elde edilmi̧stir (Mo-

hamad 2001, Wang ve Zou 2002, Mohamad ve Gopalsamy 2003, Tang vd. 2005,

Cao vd. 2005, Jiang ve Cao 2008, Yadav vd. 2015, Akhmet vd. 2018, Akhmet ve

Karacaoren 2018).
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3. İMPALSİF DİFERENSİYEL DENKLEMLER

3.1 Giri̧s

Gerçek hayat problemlerinde sürecin durumunda ani deği̧simlere sebep olan et-

kiler mevcutsa problem impalsif diferensiyel denklemler ile modellenir. Temel ola-

rak impalsif diferensiyel denklemler sabit zamanlı impalsif diferensiyel denklem-

ler ve deği̧sken zamanlı impalsif diferensiyel denklemler olmak üzere iki şekilde

sınıflandırılır. Sabit zamanlıbir impalsif diferensiyel denklem ψ′(u) = f(u, ψ(u)), u 6= θi, i = 1, 2, ...,

∆ψ(θi) = Ii(ψ(θi))
(3.1)

şeklinde tanımlıdır, burada f : Ω → Rn, Ω ⊂ I × G açık bir alt küme, I ⊂ R açık

aralık, G ⊂ Rn açık ve bağlantılıbir küme, Ii fonksiyonlarıG bölgesinde tanımlı

fonksiyonlardır. {θi} reel sayıların artan bir dizisi olup |i| → ∞ iken |θi| → ∞ olduğu

kabul edilmektedir. Ayrıca ∆ψ(θi) = ψ(θ+i ) − ψ(θ−i ) olup ψ(θ+i ) = lim
u→θ+i

ψ(u) ve

ψ(θ−i ) = lim
u→θ−i

ψ(u) dır. Ele alınan problemlere göre ψ(u), θi noktalarında sağdan

sürekli veya soldan sürekli kabul edilir. Bu açıklamalar ı̧sı̆gında (3.1) sisteminin

çözüm tanımıaşağıdaki şekilde verilebilir.

Tanım 3.1 Aşağıdaki koşullarısağlayan bir ψ : [u0, u0+α)→ R, α > 0, fonksiyonuna

(3.1) diferensiyel denkleminin bir çözümüdür denir:

(i) Her u ∈ [u0, u0 + α) için (u, ψ(u)) ∈ Ω,

(ii) u ∈ [u0, u0+α), u 6= θi için ψ(u) sürekli diferensiyellenebilir olup ψ, (3.1) sistemin-

deki diferensiyel denklemi sağlar,

(iii) u = θi noktalarında ψ(u) soldan sürekli ve

ψ(θ+i ) = ψi(θi) + Ii(ψ(θi))

dir.

İmpals etkisinin çözüm üzerindeki etkisini açıklayabilmek için aşağıdaki örneği in-

celeyelim.
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Örnek 3.1 ψ ∈ R olmak üzere

ψ′(u) = 0, u 6= θi, u ≥ 0 (3.2)

∆ψ(θi) = ψ(θi), i = 1, 2, ... (3.3)

impalsif diferensiyel denklemini

ψ(0+) = 1 (3.4)

başlangıç koşulu ile birlikte ele alalım, burada θi = i, i = 1, 2, ... olup ψ(u) nun

θi noktalarında soldan sürekli olduğu kabul edilmektedir. Açık olarak (3.2) diferensiyel

denkleminin 0 ≤ u ≤ 1 aralı̆gındaki çözümü ψ(u) = c, c ∈ R, dir. Bu çözüme

(3.4) koşulu uygulanırsa ψ(u) = 1, 0 ≤ u ≤ 1, elde edilir.

(3.2) diferensiyel denkleminin 1 < u ≤ 2 aralı̆gındaki çözümü ψ(u) = c, c ∈ R dir.

(3.3) impals koşulu göz önüne alınırsa başlangıç koşulu

ψ(1+) = 2ψ(1−) = 2

olarak hesaplanır. Bu koşul ψ(u) = c, 1 < u ≤ 2, genel çözümünde uygulandı̆gında

ψ(u) = 2, 1 < u ≤ 2, çözümü elde edilir.

Şimdi (3.2)−(3.4) probleminin 2 < u ≤ 3 aralı̆gıüzerindeki çözümünü hesaplayalım.

Önceki adımlarda olduğu gibi verilen diferensiyel denkleminin 2 < u ≤ 3 aralı̆gı

üze-rindeki genel çözümü ψ(u) = c, c ∈ R, dir. (3.3) impals koşulundan

ψ(2+) = 2ψ(2−) = 4

olup bu koşul genel çözüm ile birlikte göz önüne alındı̆gında ψ(u) = 4,

2 < u ≤ 3 bulunur. Benzer i̧slemler tekrar edilerek (3.2)−(3.4) probleminin çözümü

ψ(u) =

 ψ0(u) = 1, 0 ≤ u ≤ 1

ψn(u) = 2ψn−1(u), n < u ≤ n+ 1, n ∈ N

elde edilir.

Diğer taraftan açık olarak görülmektedir ki impals içermeyen

ψ′(u) = 0, u ≥ 0 (3.5)

ψ(0) = 1 (3.6)
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başlangıç değer probleminin çözümü ψ(u) = 1, u ≥ 0 dir. Şekil 3.1 de sırasıyla

(3.5) − (3.6) ve (3.2) − (3.4) başlangıç değer problemlerinin çözümlerinin grafikleri

yer almaktadır.

Şekil 3.1 (3.5)− (3.6) ve (3.2)− (3.4) başlangıç değer problemlerinin çözümleri

Sabit zamanlıbir impalsif diferensiyel denklemde impals anlarıönceden belirli olan

sabit anlardır. Deği̧sken zamanlıbir impalsif diferensiyel denklemde ise impalslar

sistemin faz noktasının faz uzayında belirlenen yüzeylerle kesi̧smesi anında olmak-

tadır. Genel olarak deği̧sken zamanlıbir impalsif diferensiyel denklem ψ′(u) = f(u, ψ(u)), u 6= θi(ψ), i = 1, 2, ...

∆ψ |
u=θi(ψ)

= Ii(ψ)
(3.7)

ile ifade edilir. Burada u = θi(ψ) impalsların gerçekleştiği yüzeyleri göstermektedir.

Deği̧sken zamanlıbir impalsif diferensiyel denklemde impalsların ortaya çıktı̆gıanları

açıklayabilmek için aşağıdaki örneği ele alalım.

Örnek 3.2 ψ(u) impals anlarında soldan sürekli olmak üzere ψ′(u) = 0, u ≥ 0, u 6= θi(ψ)

∆ψ |
u=θi(ψ)

= ψ(θi), i = 1, 2, ...
(3.8)

diferensiyel denklemini göz önüne alalım, burada θi(ψ) = ψ − 1 alınmı̧stır.

(a) (3.8) diferensiyel denklemi ψ(0+) =
1

2
başlangıç koşulu ile birlikte ele alınırsa

çözüm θi(ψ) = ψ−1 doğrusuyla hiçbir noktada kesi̧smeyeceğinden ψ(u) =
1

2
sürekli

çözümü elde edilir (Şekil 3.2).

(b) (3.8) diferensiyel denklemini ψ(0+) =
3

2
başlangıç koşulu ile birlikte ele alalım.

Bu durumda ψ(u) =
3

2
çözümü u =

1

2
anında θi(ψ) = ψ−1 doğrusuna çarpacağından
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sistemin ilk impals anıu1 =
1

2
dir. O halde verilen başlangıç değer probleminin

0 ≤ u ≤ 1

2
aralı̆gındaki çözümü ψ(u) =

3

2
dir.

ψ

(
1

2

+
)

= 2ψ

(
1

2

)

eşitliğinden ψ
(

1

2

+
)

= 3 bulunur.

ψ(u) = c genel çözümüne ψ
(

1

2

+
)

= 3 koşulu uygulanırsa ψ(u) = 3, u >
1

2
elde

edilir. Ancak bu çözüm u = 2 anında θi(ψ) = ψ−1 doğrusuna çarpacağından ikinci

impals anıu2 = 2 noktasıdır.

Dolayısıyla

ψ(u) =


3

2
, 0 ≤ u ≤ 1

2

3,
1

2
< u ≤ 2

yazılır. ψ(2+) = 2ψ(2−) = 6 olup benzer i̧slemler tekrar edilerek çözümün ifadesi

elde edilebilir (Şekil 3.2).

Şekil 3.2 (3.8) sisteminin ψ(0+)=
1

2
ve ψ(0+)=

3

2
koşullarınısağlayan çözümleri

Literatürde impalsif diferensiyel denklemlerin temel teorisi, çözümlerin varlık-tekliği,

lineer sistemlerin özelliklerinin anlatıldı̆gıkitaplar mevcuttur (Lakshmikantham vd.

1989, Çinçin 2015). Deği̧sken zamanlı impalsif sistemlerin incelenmesindeki en

önemli zorluk vuru olayıdır.

Tanım 3.2 Eğer deği̧sken zamanlıbir impalsif diferensiyel denklemin her çözümü

herhangi bir u = θi(ψ) yüzeyi ile en fazla bir kere kesi̧siyorsa impalsif sistemde vuru

olayıyoktur denir.

(3.8) sisteminde vuru olayının varlı̆gıŞekil 3.2 de açıkca görülmektedir.

Teorem 3.1 (Samoilenko ve Perestyuk 1995)
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Aşağıdaki koşullar sağlanırsa (3.7) sisteminde vuru olayımeydana gelmez.

(i) Her ψ ∈ G ve her i = 1, 2, ... için θi(ψ + Ii(ψ)) ≤ θi(ψ),

(ii) Her ψ, ϕ ∈ G ve her i = 1, 2, ... için

‖θi(ψ)− θi(ϕ)‖ ≤ l ‖ψ − ϕ‖

sağlanacak şekilde bir l > 0 sabiti mevcuttur,

(iii) sup
J×G
‖f(u, ψ)‖ l < 1 dir.

3.2 İmpalsif Diferensiyel Denklemlerde Kararlılık

Bu kesimde impalsif diferensiyel denklemler için kararlılık tanımlarıifade edilip temel

sonuçlardan bahsedilmektedir. Bu konuyla ilgili olarak ayrıntılıincelemeler Bainov

ve Simeonov ile Samoilenko vd.’nin yazmı̧s olduğu kitaplarda mevcuttur (Bainov

ve Simeonov 1995, Samoilenko vd. 1995). Ayrıca Akhmet tarafından 2010 yılında

yazılan kitap da impalsif diferensiyel denklemlerin kalitatif özelliklerinin anlatıldı̆gı

önemli bir kaynak niteliğindedir (Akhmet 2010). ψ′(u) = f(u, ψ), u 6= θi,

∆ψ |u=θi= Ii(ψ), i = 1, 2, ...,
(3.9)

impalsif diferensiyel denklemini ele alalım, burada f : Ω → Rn, Ω ⊂ R × Rn açık

bir alt cümle, Ii : D → Rn, D ⊂ Rn açık bir alt cümle olup θi < θi+1, i = 1, 2, ... ve

i → ∞ için θi → ∞ dir. Ayrıca ψ(u) çözümünün θi noktalarında soldan sürekli

olduğu kabul edilmektedir.

ξ(u) = ξ(u;u0, ξu0) (3.9) denkleminin ξ(u+0 ) = ξ(u0) başlangıç koşulunu sağlayan bir

çözümü olsun.

Tanım 3.3 ζ(t), (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin herhangi bir diğer çözümü

olmak üzere her ε > 0 ve herhangi bir u0 ∈ R+ için

‖ξ(u0)− ζ(u0)‖ < δ iken ‖ξ(u)− ζ(u)‖ < ε, u ≥ u0

olacak şekilde bir δ = δ(ε, u0) sayısımevcutsa (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin

ξ(u) çözümü kararlıdır denir.

Eğer δ = δ(ε) olup u0 değerinden bağımsız ise ξ(u) çözümü düzgün kararlıdır denir.
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Tanım 3.4 Eğer ξ(u) çözümü kararlıve ζ(u), (3.9) sisteminin diğer bir çözümü

olmak üzere, her u0 ∈ R+ için

‖ξ(u0)− ζ(u0)‖ < µ iken lim
u→∞
‖ξ(u)− ζ(u)‖ = 0

olacak şekilde bir µ = µ(u0) > 0 değeri bulunabiliyorsa (3.9) impalsif diferensiyel

denkleminin ξ(u) çözümü asimptotik kararlıdır denir.

Tanım 3.5 Eğer ξ(u) çözümü kararlıve ζ(u), (3.9) sisteminin diğer bir çözümü

olmak üzere, her ε > 0, herhangi bir u0 ∈ R+ ve u′0 dan bağımsız bir µ > 0 için

‖ξ(u0)− ζ(u0)‖ < µ iken ‖ξ(u)− ζ(u)‖ < ε, u ≥ u0 + T (ε)

olacak şekilde bir T (ε) > 0 değeri mevcut ise (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin

ξ(u) çözümü düzgün asimptotik kararlıdır denir.

Özel olarak ψ = 0, (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin bir çözümü ise aşağıda

vereceğimiz tanımlar geçerlidir.

Tanım 3.6 Her ε > 0 ve herhangi bir u0 ∈ R+ için

‖ψ0‖ < δ iken ‖ξ(u, u0, ψ0)‖ < ε, u ≥ u0

sağlanacak şekilde bir δ = δ(ε, u0) > 0 değeri mevcut ise (3.9) impalsif diferensiyel

denkleminin ψ = 0 çözümü kararlıdır denir.

Eğer δ = δ(ε) olup, u0 değerinden bağımsız ise ψ = 0 çözümü düzgün kararlıdır

denir.

Tanım 3.7 Eğer ψ = 0 çözümü kararlıve her u0 ∈ R+için

‖ψ0‖ < µ iken lim
u→∞
‖ξ(u, u0, ψ0)‖ = 0

olacak şekilde bir µ = µ(u0) > 0 değeri varsa (3.9) impalsif diferensiyel denkleminin

ψ = 0 çözümü asimptotik kararlıdır denir.

İyi bilinmektedir ki gerçek hayat problemleri modellenirken lineer olmayan dife-

rensiyel denklemlere ihtiyaç duyulmaktadır. Ancak adi diferensiyel denklemlerde

olduğu gibi impalsif diferensiyel denklemleri çözmek de kolay değildir. Bu durumda
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diferensiyel denklemin çözümünü bulmadan çözümlerin niteliksel özelliklerinin ince-

lenmesine yardımcıolacak yöntemlere ihtiyaç vardır. 1949 yılında Lyapunov tarafın-

dan inşa edilen ve kendi adıyla anılan metot diferensiyel denklemlerin çözümlerinin

kararlılık incelemesinde de yaygın bir şekilde kullanılmaktadır (Samoilenko ve Pe-

restyuk 1995).

W (u, ψ)

Z0 = {(u;ψ) | u ≥ u0, ‖ψ‖ < h0}

bölgesinde reel değerli, sürekli diferensiyellenebilir ve W (u, 0) özelliği sağlanacak

şekilde bir fonksiyon olsun.

Tanım 3.8 Her ‖ψ‖ < h için sürekli ve

W (u, ψ) ≥ P (ψ) > 0, ψ 6= 0

P (0) = 0

olacak şekilde reel değerli bir P fonksiyonu mevcutsaW fonksiyonuna Z0 bölgesinde

pozitif definittir denir.

Tanım 3.9 Her ‖ψ‖ < h için sürekli ve

W (u, ψ) ≤ −P (ψ) < 0, ψ 6= 0

olacak şekilde reel değerli bir P fonksiyonu mevcutsaW fonksiyonuna Z0 bölgesinde

negatif definittir denir.

Tanım 3.10 Her (u, ψ) ∈ Z0 için

W (u, ψ) ≥ 0

sağlanıyorsa W fonksiyonuna Z0 bölgesinde pozitif yarıdefinittir denir.

Benzer olarak her (u, ψ) ∈ Z0 için

W (u, ψ) ≤ 0

sağlanıyorsa W fonksiyonuna Z0 bölgesinde negatif yarıdefinittir denir.
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Artık bir impalsif diferensiyel denklemin sıfır çözümünün kararlılı̆gınıgaranti eden

yeter koşullarıifade edebiliriz.
dψ

du
= f(u, ψ), u 6= θi(ψ),

∆ψ |u=θi(ψ)= Ii(ψ)
(3.10)

impalsif diferensiyel denklemini ele alalım, burada f(u, 0) = 0, Ii(0) = 0, θi(ψ) <

θi+1(ψ), i = 1, 2, ... dır. f(u, ψ) ve Ii(ψ) fonksiyonlarının

Z = {(u, ψ) | u ≥ u0, ‖ψ‖ ≤ h < h0}

bölgesinde sürekli olduklarını ve h sayısı ile θi(ψ) in Teorem 3.1 in koşullarını

sağladı̆gınıkabul edelim. Bu durumda (3.10) sisteminde vuru olayıyoktur.

W (u, ψ) fonksiyonun (3.10) sistemi boyunca u 6= θi için u ye göre türevi

W
′

(3.10)(u, ψ) =
∂W (u, ψ)

∂u
+ 〈gradψW (u, ψ), f(u, ψ)〉

olarak tanımlıdır, burada gradψW (u, ψ) ifadesi W fonksiyonunun ψ deği̧skenine

göre gradiyent vektörünü göstermektedir, 〈f1, f2〉 ifadesi de f1 ve f2 vektörlerinin iç

çarpımıdır.

Teorem 3.2 (Samoilenko ve Perestyuk 1995)

Z bölgesinde aşağıdaki koşullarısağlayan pozitif definit birW (u, ψ) fonksiyonu mev-

cutsa (3.10) sisteminin sıfır çözümü kararlıdır:

(i) W ′
(3.10)(u, ψ) negatif yarıdefinit,

(ii) W (θi(ψ), ψ + Ii(ψ)) ≤ W (θi(ψ), ψ).

(ii) koşulu yerine

(iii) W (θi(ψ), ψ + Ii(ψ))−W (θi(ψ), ψ) ≤ −ξ(W (θi(ψ), ψ))

eşitsizliği sağlanacak şekilde ξ(0) = 0, her s > 0 için ξ(s) > 0 ve s ≥ 0 için

sürekli olan bir ξ(s) fonksiyonu mevcutsa (3.10) sisteminin sıfır çözümü asimptotik

kararlıdır.

Örnek 3.3 (Akhmet 2010) ψ = (ψ1, ψ2)
T , u = θi(ψ), i = 1, 2, ..., impalsların
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olduğu yüzeyler ve β ∈ R olmak üzere

ψ
′

1(u) = ψ2(u), u 6= θi(ψ)

ψ
′

2(u) = −ψ1(u), u 6= θi(ψ)

∆ψ1 |u=θi(ψ)= (cos β − 1)ψ1 − (sin β)ψ2

∆ψ2 |u=θi(ψ)= (sin β)ψ1 + (cos β − 1)ψ2

(3.11)

sistemini ele alalım. Burada f1(u, ψ) = ψ2, f2(u, ψ) = −ψ1 olmak üzere f(u, ψ) =

(f1(u, ψ), f2(u, ψ))T , Ii(ψ) = ((cos β−1)ψ1−(sin β)ψ2, (sin β)ψ1+(cos β−1)ψ2)
T dır.

f ve Ii sürekli fonksiyonlardır. θi(ψ) in Teorem 3.1 in hipotezlerini sağladı̆gınıkabul

edelim. Yani (3.11) sisteminde vuru olayıolmasın. Lyapunov yöntemini kullanarak

(3.11) sisteminin ψ(u) ≡ (0, 0)T çözümünün kararlılı̆gınıinceleyelim.

W (u) = W (u, ψ) = ψ21 + ψ22 (3.12)

fonksiyonu pozitif definit bir fonksiyondur. (3.12) fonksiyonun (3.11) sistemi boyunca

u− ya göre türevi, u 6= θi(ψ) olmak üzere

W ′
(3.11)(u, ψ) =

∂W (u, ψ)

∂u
+ 〈gradψW (u, ψ), f(u, ψ)〉

= 〈(2ψ1, 2ψ2), (ψ2,−ψ1)〉

= 0

olup W ′
(3.11)(u, ψ) fonksiyonu negatif yarıdefinittir. Diğer taraftan

ψ + Ii(ψ) =

 ψ1

ψ2

+

 (cos β − 1)ψ1 − (sin β)ψ2

(sin β)ψ1 + (cos β − 1)ψ2


=

 (cos β)ψ1 − (sin β)ψ2

(sin β)ψ1 + (cos β)ψ2


olduğundan

W (θi(ψ), ψ + Ii(ψ)) = [(cos β)ψ1 − (sin β)ψ2]
2 + [(sin β)ψ1 + (cos β)ψ2]

2

= ψ21 + ψ22

≤ W (θi(ψ), ψ)

elde edilir. O halde Teorem 3.2 den (3.11) sisteminin ψ(u) ≡ (0, 0)T aşikar çözümü

kararlıdır.
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Literatürde impalsif diferensiyel denklemlerin kararlılı̆gının incelendiği pek çok çalı̧sma

mevcuttur. Berezansky ve Braverman 1994 yılında yaptıklarıçalı̧smada lineer im-

palsif  ψ′(ś) +K(ś)ψ(ś) = f(ś), ś ∈ [0,∞)

ψ(τ i + 0) = Miψ(τ i − 0)

diferensiyel denklemini ele almı̧slardır. Banach uzayında çalı̧sarak ele aldıklarıprob-

lemin sınırlıçözümlerinin varlı̆gınıispatlamı̧slar ve üstel kararlılık için yeter koşullar

elde etmi̧slerdir (Berezansky ve Braverman 1994). Bu çalı̧smanın devamında gecik-

meli lineer impalsif diferensiyel denklemler incelenmi̧s, çözümlerin sınırlılı̆gıve üstel

kararlılı̆gıiçin sonuçlar elde edilmi̧stir. (Anokhin vd. 1995, Berezansky ve Braver-

man 1997).

Daha sonra yapılan çalı̧smalarda sabit τ gecikmeli ve sabit zamanlıimpalsif ψ′(ś) = f(ś, ψ(ś− τ)), ś ≥ ś0, ś 6= śk

ψ(ś+k )− ψ(śk) = Ik(ψ(śk)), k ∈ N

diferensiyel denklemi ve bazıgenelleştirilmeleri ele alınmı̧s sıfır çözümünün karar-

lılı̆gı, düzgün kararlılı̆gıve asimptotik kararlılı̆gı için yeter koşullar elde edilmi̧stir

(Yu ve Zhang 1996, Yu 2001(a), Yu 2001(b), Akhmet 2002, Tang vd. 2002).

Bu çalı̧smalarda uygulanan yöntem genel olarak ψ′(ś) = p(ś)x(ś− τ), ś ≥ ś0, ś 6= śk

ψ(ś+k )− ψ(śk) = bkψ(śk), k ∈ N

lineer diferensiyel denklemindeki p(ś) fonksiyonu ve bk sabitleri ile lineer olmayan

denklemdeki f ve Ik fonksiyonlarının sınırlandırılmasına dayanmaktadır. Ancak

literatürde mevcut olan ve özellikle gerçek hayat problemleri modellerinin kararlılık

incelemesinde kullanılan en etkili yöntem adi diferensiyel denklemlerde olduğu gibi

Lyapunov yöntemidir ( Liu 1995, Shen ve Luo 1999, Yan ve Shen 1999, Liu 2001, Li

ve Wu 2016).

3.3 İmpalsif Yapay Sinir Ağları

Bu kesimde literatürde yer alan impalsif sinir ağlarıve çalı̧smaları incelenecektir.

Yapay sinir ağlarıkonusu son zamanlarda çeşitli bilimsel disiplinlerdeki problemleri
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çözmek için önemli bir araç haline gelmi̧stir. Literatürde önerilen ve incelenen bir

çok sinir ağı türü arasında Hopfield tipli sinir ağı ili̧skisel hafıza, örüntü tanıma,

optimizasyon, model tanımlama ve sinyal i̧sleme gibi konularıele aldı̆gından önemli

bir yapay sinir ağıtürüdür (Hopfield 1982, 1984).

Genel olarak bir Hopfield tipli sinir ağımodeli
dψi(u)

du
= −aiψi(u) +

n∑
j=1

bijfj(ψj(u)) + ci,

ψ(u0) = ψ0 ∈ Rn
(3.13)

sistemi ile ele alınmaktadır. Burada ψi(u) fonksiyonu i. nöronun t anındaki durum

deği̧skenini ifade etmektedir. ai > 0, sabitleri ağ bağlantısıkesildiğinde i. nöronun

potansiyelinin dinlenme durumuna geçme hız oranını, bij, sabitleri i. nöron ile j. nöron

arasındaki bağlantıağırlıklarını, ci, i = 1, 2, ..., n, sabitleri ağın dı̧sında i. birime giri-

şi temsil etmektedir. fj : R→ R, j. nöron üzerindeki aktivasyon fonksiyonudur.

Gopalsamy 2004 yılında yazmı̧s olduğu makalesinde Hopfield tipli sinir ağı mo-

delinin denge noktasının varlık-tekliği ve asimptotik kararlılı̆gı için yeter koşullar

elde etmi̧stir. Yapmı̧s olduğu bu yayın konu üzerine yapılan çalı̧smalarda önemli bir

yer tutmaktadır.

Şimdi aşağıdaki Hopfield tipli sinir ağımodelini ele alalım.

dψi
du

= −aiψi(u) +

n∑
j=1

bijfj(ψj(u)) + ci, u > u0, u 6= uk, i = 1, 2, ..., n

ψ(u+0 ) = ψ0 ∈ Rn,

ψi(u
+
k )− ψi(u−k ) = Ik(ψi(u

−
k )), k ∈ Z+,

k →∞ iken u0 < u1 < u2 < ... < uk →∞.

(3.14)

Burada ψ(u) = (ψ1(u), ψ2(u), ..., ψn(u))T ∈ Rn (3.14) sisteminin çözümü olup aşağı-

daki özellikler sağlanır:

(i) Her bir ψi(u), bileşeni (u0, β), β > u0, aralı̆gında parçalısürekli bir fonksiyondur.

(ii) ψ(u+k ) ve ψ(u−k ) limitleri mevcut olup u = uk noktalarında ψ(u) sağdan sürek-

lidir.

(iii) ψ her (uk−1, uk) ⊂ (u0, β) aralı̆gında diferensiyellenebilirdir.

(iv) Ik(.) : R→ R süreklidir, k ∈ Z+
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(v) ai, bij ve ci reel sabitlerdir.

Yapay sinir ağlarıoptimizasyon problemlerinin çözümü için kullanıldı̆gında mate-

matiksel olarak ilk hedef tek denge noktasının varlı̆gıve kararlılı̆gının gösterilmesidir.

Tanım 3.11 (3.14) sisteminin denge noktasısabit

ψ∗ = (ψ∗1, ψ
∗
2, ..., ψ

∗
n)T ∈ Rn

vektörü olup aşağıdaki sistemi sağlar:

aiψ
∗
i =

n∑
j=1

bijfj(ψ
∗
j) + ci, (3.15)

ve

Ik(ψ
∗
i ) = 0, k ∈ Z+ (3.16)

Gopalsamy yaptı̆gıçalı̧smada (3.14) sisteminin denge noktasının varlık ve tekliğini

farklınormlarıkullanarak ispatlayıp kararlılık için yeter koşullar elde etmi̧stir. Aşağı-

daki Lemma ispatlanırken her v ∈ Rn için

‖v‖1 =
n∑
j=1

|vi|

ile tanımlıolan l1 normu kullanılmı̧stır.

Lemma 3.1 a1, a2, ..., an pozitif sabitler olsun. fj(.) : R → R aktivasyon fonksi-

yonlarının global Lipschitz sürekli olduğunu kabul edelim. Yani her (̊u1, ů2, ..., ůn)T ∈

Rn ve (ŵ1, ŵ2, ..., ŵn) ∈ Rn için

|fj (̊uj)− fj(ŵj)| ≤ Lj |̊uj − ŵj| , j = 1, 2, ..., n

sağlanacak şekilde pozitif Lj sabitleri mevcut olsun. Eğer her i = 1, 2, ..., n için

ai > Li

n∑
j=1

|bji| (3.17)

sağlanırsa (3.15) sisteminin bir tek çözümü vardır.

İspat. (3.17) eşitsizliği sağlanırsa

max
1≤i≤n

Li
ai

n∑
j=1

|bji| < 1
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olduğu açıktır. Şimdi uygunluk için bir β1 sabitini aşağıdaki şekilde tanımlayalım.

β1 = max
1≤i≤n

[
Li
ai

n∑
j=1

|bji|
]

(3.18)

(3.15) eşitliğine aiψ
∗
i = ϕ∗i , dönüşümü uygulanırsa

ϕ∗i =

n∑
j=1

bijfj

(
ϕ∗j
aj

)
+ ci, (3.19)

denklemi sağlanır. Yani (3.15) sisteminin tek çözümünün olduğunu göstermek için,

(3.19) sisteminin tek bir çözümünün varlı̆gınıgöstermek yeterlidir. Şimdi P : Rn →

Rn tanımlıolmak üzere

P (ŵ1, ŵ2, ..., ŵn) =



P1(ŵ1, ŵ2, ..., ŵn)

P2(ŵ1, ŵ2, ..., ŵn)

.

.

.

Pn(ŵ1, ŵ2, ..., ŵn)

dönüşümünü göz önüne alalım, burada

Pi(ŵ1, ŵ2, ..., ŵn) =
n∑
j=1

bijfj(
ŵj
aj

) + ci,

dir. P : Rn → Rn dönüşümünün Rn üzerinde bir daralma dönüşümü olduğu göste-

rilecektir. Her ů, ŵ ∈ Rn için

‖P (ŵ)− P (̊u)‖1 =
n∑
i=1

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

bij

[
fj(

ŵj
aj

)− fj(
ůj
aj

)

]∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

n∑
j=1

|bij|Lj
∣∣∣∣ŵj − ůjaj

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

n∑
j=1

|bji|
Li
ai
|ŵi − ůi|

≤
[

max
1≤i≤n

(
Li
ai

n∑
j=1

|bji|
)]

n∑
i=1

|ŵi − ůi|

= β1 ‖ŵ − ů‖1

olup hipotezden β1 < 1 dir. O halde P : Rn → Rn, Rn üzerinde bir daralma

dönüşümüdür. Böylece Banach sabit nokta teoreminden P : Rn → Rn dönüşümünün
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bir tek sabit noktasıvardır. Bu da (3.19) sisteminin bir çözümüdür. (3.19) sisteminin

tek bir çözüme sahip olmasıbize, (3.15) sisteminin bir tek çözüme sahip olduğunu

gösterir.

Şimdi (3.14) sisteminin denge noktasının kararlılı̆gı.incelenecektir. (3.14) sistemine

ϕi(u) = ψi(u)− ψ∗, i = 1, 2, ..., n

dönüşümü uygulanırsa

dϕi(u)

du
= −aiϕi(u) +

n∑
j=1

bijgj(ϕj(u)), u 6= uk, u > u0

ϕi(u
+
k ) = Tk(ϕi(u

−
k )), k ∈ Z+

ϕ(u+0 ) = ψ0 − ψ∗

(3.20)

sistemi elde edilir, burada

gj(ϕj(u)) = fj(ϕj(u) + ψ∗j)− fj(ψ∗j),

Tk(ϕi(u
−
k )) = ϕi(u

−
k ) + Ik(ϕi(u

−
k )− ψ∗i ),

dir. fj(.) Lipschitz koşulunu sağladı̆gından her j = 1, 2, ..., n için gj(.) nin de aynı

Lipschitz sabitli Lipschitz koşulunu sağladı̆gıkolaylıkla görülebilir. Ayrıca gj(0) =

0 ve
∣∣gj(ϕj)∣∣ ≤ Lj

∣∣ϕj∣∣ , j = 1, 2, ..., n, dir. Ek olarak Tk(.) : R → R fonksiyonları

da sürekli ve azalmayan olup Tk(0) = 0, k = 1, 2, ... dır.

O halde (3.20) sistemi aşikar çözüme sahiptir ve (3.14) sisteminin x∗ çözümünün

kararlılı̆gınıincelemek yerine (3.20) sisteminin aşikar çözümünün kararlılı̆gınıincele-

mek yeterli olacaktır.

Teorem 3.3 Kabul edelim ki

min
1≤i≤n

ai > 0 ve β1 = max
1≤i≤n

[
Li
ai

n∑
j=1

|bji|
]
< 1 (3.21)

sağlansın. Ayrıca Tk(.) fonksiyonları

n∑
i=1

Tk(|ϕi(.)|) ≤ Tk

(
n∑
i=1

|ϕi(.)|
)

(3.22)

yarılineerlik özelliğini sağlasın. Eğer{
min
1≤i≤n

[
ai − Li

n∑
j=1

|bji|
]}

(uk − uk−1)− ln(
Tk(σ)

σ
) ≥ γk > 0 (3.23)
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sağlanacak şekilde pozitif γk, k = 1, 2, ... ve σ sabitleri mevcutsa ve
∞∑
k=1

γk serisi

ıraksak oluyorsa bu durumda (3.20) sisteminin aşikar çözümü asimptotik kararlıdır.

İspat. β1 < 1 olduğundan (3.21) eşitsizliğinden

ai > Li

n∑
j=1

|bji| ,

dir ve buradan

min
1≤i≤n

[
ai − Li

n∑
j=1

|bji|
]
> 0

dır.

β∗1 = min
1≤i≤n

[
ai − Li

n∑
j=1

|bji|
]

(3.24)

seçelim. β∗1 > 0 dır.

(3.14) sisteminin ψ∗ denge noktasının varlı̆gıLemma 3.1 den elde edilir. Ayrıca

(3.14) sisteminin ψ∗ denge noktası(3.20) sisteminin aşikar çözümüne kaŗsılık gelir.

Şimdi

W (u) = W (ϕ(u)) =
n∑
i=1

|ϕi(u)| (3.25)

şeklinde tanımlıolan Lyapunov fonksiyonunu göz önüne alalım. u 6= uk için, (3.20)

sisteminin çözümü boyunca sağ taraflıtürevi hesaplanıp gj fonksiyonlarının Lipschitz

koşulunu sağladı̆gıgöz önüne alınırsa

d+W (u)

du
≤

n∑
i=1

[
−ai |ϕi(u)|+

n∑
j=1

|bij|
∣∣gj(ϕj(u))

∣∣]

≤
n∑
i=1

[
−ai |ϕi(u)|+

n∑
j=1

|bji|Li |ϕi(u)|
]

=

n∑
i=1

[
−(ai − Li

n∑
j=1

|bji|) |ϕi(u)|
]

≤ −β∗1
n∑
j=1

|ϕi(u)| = −β∗1W (t), u 6= uk

elde edilir. O halde her (uk, uk+1), k = 0, 1, 2, ... için W (t) artmayandır. Kabul

edelim ki bir j ∈ {1, 2, ..., } için u0 ∈ [uj−1, uj] olsun. Tj(.) fonksiyonu sürekli ve

Tj(0) = 0, j = 1, 2, ..., olduğundan verilen her ε > 0 için Tj(δ) < ε olacak şekilde

bir δ > 0 seçilebilir. Ayrıca W (t0) < δ ise

W (u−j ) ≤ W (t0) ≤ Tj(W (u0)) ≤ Tj(δ) < ε
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dır. Ayrıca

W (u+j ) =
n∑
i=1

|ϕi(uj + 0)| =

n∑
i=1

Tj(|ϕi(uj−)|)

≤ Tj

(
n∑
i=1

|ϕi(uj−)|
)

≤ Tj(W (uj−)) ≤ Tj(W (u0))

≤ Tj(δ) < ε

elde edilir.

k ≥ j için eğer {W (uk+)} dizisinin artmayan olduğunu gösterirsek u ≥ uj için

W (u) = W (ϕ(u)) < ε eşitsizliği sağlanır. Kabul edelim ki k ≥ j + 1 olsun.

Her i = j + 1, j + 2, j + 3, ..., k − 1 için

W (ui+) ≤ W (ui−1+) ≤ ... ≤ W (uj+) < ε

bulunur. Buradan

d+W (u)

du
≤ −β∗1W (ϕ(u)) = −β∗1W (u), u 6= uk (3.26)

dır. (3.26) eşitsizliğinin her iki yanının (uk−1, uk) aralı̆gında integrali alınırsa

u−k∫
u+k−1

dW

W
≤ −

uk∫
uk−1

β∗1dt

veya
W (u−k )∫

W (u+k−1)

ds

s
≤ −

uk∫
uk−1

β∗1

elde edilir. Aynızamanda,

W (u+k )∫
W (u−k )

ds

s
≤

Tk(W (u−k ))∫
W (u−k )

ds

s

dır. Bu yüzden

W (u−k )∫
W (u+k−1)

ds

s
+

∫ W (u+k )

W (u−k )

ds

s
=

W (u+k )∫
W (u+k−1)

ds

s

≤ −β∗1[uk − uk−1] +

Tk(W (u−k ))∫
W (u−k )

ds

s
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eşitsizliği sağlanır ve hipotezden dolayı

W (u+k )∫
W (u+k−1)

ds

s
≤ −β∗1[uk − uk−1] + ln(

Tk(W (u−k ))

W (u−k )
) ≤ −γk < 0

bulunur. O halde

W (u+k ) < W (u+k−1), k = 1, 2, ...

elde edilir ki bu {W (u+k )} dizisinin artmayan olduğunu ifade eder. Böylelikle

W (u) ≤ W (u0) ≤ Tk(W (u0)) < Tk(δ) < ε, k = 1, 2, ...

dır ve (3.20) sisteminin aşikar çözümünün kararlılı̆gının ispatı tamamlanmı̧s olur.

Çünkü
n∑
i=1

|ϕi(u0)| < δ =⇒
n∑
i=1

|ϕi(u)| < ε

dur. Şimdi (3.20) sistemini ispatlamak için k → ∞ iken {W (u+k )} → 0 olduğu

gösterilmelidir. Kabul edelim ki η > 0 mevcut olsun öyle ki

k ≥ j için W (u+k ) ≥ η

sağlansın. Bu durumda

η ≤ W (u+k ) ≤ W (u+k−1)

ve böylece

γk ≤

W (u+k−1)∫
W (u+k )

ds

s
≤
W (u+k−1)−W (u+k )

η

veya

W (u+k ) ≤ W (u+k−1)− γkη

eşitsizliği elde edilir. Buradan

W (u+j+n) ≤ W (u+j )− η
j+n∑
k=j+1

γk

ve
∞∑
k=1

γk serisinin ıraksak olmasından dolayın → ∞ iken W (u+j+n) → −∞ dir.

W (t) Lyapunov fonksiyonu negatif olmadı̆gıiçin bu bir çeli̧skidir ve η > 0 değildir.
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O halde k → ∞ iken W (u+k ) → 0 dır. W (u) Lyapunov fonksiyonun tanımından

ve u → ∞ iken W (u) → 0 olduğundan (3.20) sisteminin aşikar çözümü asimptotik

kararlıdır.

İmpalsların yapay sinir ağı sistemleri üzerindeki etkisini görebilmek için pek çok

matematikçi bu konuda araştırma yapmaya yönelmi̧stir (Guan ve Chen 1999, Li

2005, Stamova vd. 2013, Stamova vd. 2014, Agarwal vd. 2019). Guan ve Chen

Hopfield türünde impalsif modeli ele alıp denge noktasının global üstel kararlılı̆gını

incelemi̧slerdir.

Stamova vd. ise aşağıdaki supremum içeren impalsif modeli çalı̧smı̧slardır.

dψi(u)

du
= −ciψi(u) +

n∑
j=1

aijfj(ψj(u)) +

n∑
j=1

bijfj

(
sup

s∈[t−τ j(t),t]
ψj(s)

)
+ Ii,

u 6= uk, u > u0,

∆ψi(uk) = ψi(uk + 0)− ψi(uk) = Pik(ψi(uk)), k = 1, 2, ...

(3.27)

Yaptıklarıincelemede aşağıdaki varsayımlar kabul edilmi̧stir:

(i) Li > 0 sabiti vardır öyle ki her s, t ∈ R, i = 1, 2, ..., n için

|fi(s)− fi(t)| ≤ Li |s− t|

Lipschitz koşulu sağlansın.

(ii) (3.27) sisteminin bir tek ψ∗ denge noktasıvardır öyle ki

ciψ
∗
i =

n∑
j=1

aijfj(ψ
∗
j) +

n∑
j=1

bijfj(ψ
∗
j) + Ii

Pik(ψ
∗
i ) = 0, k ∈ Z+

dır.

(iii) Pik fonksiyonu R üzerinde süreklidir,

(iv) k →∞ iken uk →∞ ve u0 < u1 < u2 < ... < uk < uk+1 < ... dir.

(v) fi fonksiyonu R üzerinde sınırlıdır, i = 1, 2, ..., n.

Teorem 3.4 (Stamova vd. 2013) Aşağıdaki koşullar sağlansın:

1) (i) - (v) koşullarısağlasın.
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2) ci, aij ve bij

min
1≤i≤n

(
ci − Li

n∑
j=1

|aji|
)
> max

1≤i≤n

(
Li

n∑
j=1

|bji|
)
> 0

eşitsizliğini sağlasın.

3) Pik(ψi(uk)) = −σik(ψi(uk)− ψ∗i ), 0 < σik < 2, i = 1, 2, ..., n, k ∈ Z+

bu durumda (3.27) sisteminin ψ∗ denge noktasıglobal üstel kararlıdır.

Agarwal vd. ise 2019 yılında yaptıklarıçalı̧smada deği̧sken zamanlıimpalsif Hopfield

türündeki sistemin kararlılık özelliklerini incelemi̧slerdir.
ψ′i(u) = −ci(u)ψi(u) +

n∑
j=1

aij(u)fj(ψj(u)) + Ii(u), u ∈
∞⋃
k=0

(uk, sk+1], i = 1, 2, ..., n

ψi(u) = Φk,i(u, ψi(sk − 0)), u ∈ (sk, uk], k = 1, 2, ...

ψi(u0) = ψ0i ,

Yapay sinir ağımodelleri içinde yer alan diğer önemli bir model de tekrarlayan

sinir ağımodelidir. İlk olarak Kosko (1987, 1988) tarafından önerilen çift yönlü

sinir ağları(BAM), özel bir tekrarlayan sinir ağımodelidir. Bu sinir ağlarına çift

yönlü ili̧skilendirilebilir bellek de denir. Tekrarlayan yapay sinir ağlarıçıkı̧s düğüm-

lerinden giri̧s düğümlerine geri giden bağlantılara sahip olabilir. 2005 yılında Li

tekrarlayan sinir ağı (BAM) modelinin denge noktasının varlı̆gını ve üstel karar-

lılı̆gınıincelemi̧stir (Li, 2005).

Genel olarak tekrarlayan sinir ağımodeli

dψi(u)

du
= −aiψi(u) +

m∑
j=1

pjifj(ϕj(u)) + ci, i = 1, 2, ..., n

dϕi(u)

du
= −bjϕj(u) +

n∑
i=1

qijgi(ψi(u)) + dj, j = 1, 2, ...,m

şeklindedir.

Li’nin ele aldı̆gısabit zamanlıbelirli impals anlarında durum yer deği̧stirmelerine
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maruz kalan sistem

dψi(u)

du
= −aiψi(u) +

m∑
j=1

pjifj(ϕj(u− τ ji)) + ci, u > 0, u 6= uk

∆ψi(uk) = Ik(ψi(uk))

dϕj(u)

du
= −bjϕj(u) +

n∑
i=1

qijgi(ψi(u− σij)) + dj, u > 0, u 6= uk

∆ϕj(uk) = Jk(ϕj(uk)), k ∈ Z+

(3.28)

dır. (3.28) sistemi aşağıdaki başlangıç koşullarıile birlikte ele alınmı̧stır.

ψi(s) = φi(s), s ∈ [−τ , 0]Z, τ = max
1≤i≤l

{τ ji} , j = 1, ...,m

ϕj(s) = ξj(s), s ∈ [−σ, 0]Z, σ = max
1≤i≤l

sup {σij} , j = 1, ...,m

φi(.) ve ξj(.) sırasıyla [−τ , 0] ve [−σ, 0] aralı̆gında tanımlıreel değerli sürekli fonksi-

yonlarıgösterir.

Yapılan bu çalı̧smada (3.28) sisteminin denge noktasının varlık ve tekliğinin ispat-

lanmasıiçin aşağıdaki koşulların sağlandı̆gıkabul edilmi̧stir.

(S1) ai, bj ∈ (0,∞), ci, dj, pji, qij ∈ R, τ ji, σij ∈ [0,∞)

(S2) fj, gi ∈ C(R,R) olmak üzere pozitif Lfj ve L
g
i sayılarımevcuttur öyle ki her

ψ, ϕ ∈ R, için

|fj(ψ)− fj(ϕ)| ≤ Lfj |ψ − ϕ|

ve

|gi(ψ)− gi(ϕ)| ≤ Lgi |ψ − ϕ|

dır. (3.28) sisteminin bir denge noktası(ψ∗1, ψ
∗
2, ..., ψ

∗
n, ϕ

∗
1, ϕ

∗
2, ..., ϕ

∗
m)T ∈ Rn+m sabit

çözümü olup  aiψ
∗
i =

∑m
j=1 pjifji(ϕ

∗
j) + ci, i = 1, ..., n

bjϕ
∗
j =

∑n
i=1 qijgi(ψ

∗
i ) + dj, j = 1, ...,m

(3.29)

sistemini ve Ik(ψ
∗
i ) = 0, Jk(ϕ

∗
j) = 0, k ∈ Z+ eşitliklerini sağlar.

Teorem 3.5 (Li, 2005) Kabul edelim ki (S1) ve (S2) hipotezlerine ek olarak

(S3) ai > Lgi
∑m

j=1 |qij| , bj > Lfj
∑n

i=1 |pji|

sağlansın, bu durumda (3.29) sisteminin bir tek çözümü vardır.
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Teorem 3.6 (Li, 2005) Kabul edelim ki (S1) ve (S3) sağlansın. Ayrıca Ik(ψi(u) ve

Jk(ϕj(u)) impals operatörleri aşağıdaki eşitlikleri sağlasın.

Ik(ψi(uk)) = −γik(ψi(uk)− ψ∗i ), 0 < γik < 2, k ∈ Z+

Jk(ϕj(uk)) = −γ̄jk(ϕj(uk)− ϕ∗j), 0 < γ̄jk < 2, k ∈ Z+

Bu durumda (3.28) sistemi bir tek periyodik (ψ∗1, ψ
∗
2, ..., ψ

∗
n, ϕ

∗
1, ϕ

∗
2, ..., ϕ

∗
m)T denge

noktasına sahiptir. Ayrıca

n∑
i=1

|ψi(u)− ψ∗i |+
m∑
j=1

∣∣ϕj(u)− ϕ∗j
∣∣ ≤ Λe−ηu


n∑
i=1

sup
s∈[−τ ,0]

|ψi(s)− ψ∗i |

+
m∑
j=1

sups∈[−σ,0]
∣∣ϕj(s)− ϕ∗j ∣∣


sağlanacak şekilde η > 0 ve Λ ≥ 1 sabitleri mevcuttur.

Bu kesimde ifade edilen sonuçlar ispatlanırken Lyapunov yönteminden yararlanılmı̧stır.
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4. UYUMLU KESİRLİ TÜREV İÇEREN YAPAY SİNİR AĞLARININ

KARARLILIĞI

4.1 Uyumlu Kesirli Türev

Tam sayıbasamaktan klasik türevin bir genelleştirilmesi olan uyumlu kesirli türevin

tanımı 2014 yılında Khalil vd. tarafından önerilmi̧stir (Khalil vd. 2014). 2015

yılında da uyumlu türevin bazıtemel özellikleri ispatlanmı̧stır (Abdeljawad 2015).

Bu kesimde uyumlu kesirli türevin tanımıve temel özellikleri ifade edilecektir.

Tanım 4.1 f : [t0,∞)→ R ve 0 < α ≤ 1 olmak üzere t > t0 için

(Tαt0f)(t) = lim
ε→0

f(t+ ε(t− t0)1−α)− f(t)

ε

şeklinde tanımlıolan Tαt0 operatörüne α. basamaktan uyumlu kesirli türev operatörü

denir.

f fonksiyonunun α. basamaktan uyumlu kesirli türevi mevcutsa f fonksiyonuna

α−türevlenebilirdir denir.

Teorem 4.1 f : [t0,∞) → R fonksiyonu t0 > 0, α ∈ (0, 1] için türevlenebilir ise

f fonksiyonu t0 noktasında süreklidir.

Uyumlu kesirli türev operatörü lineerdir. Ayrıca klasik tam sayıtürevin sahip olduğu

çarpımın türevi, bölümün türevi gibi kurallarıbenzer şekilde sağlar.

Teorem 4.2 α ∈ (0, 1], f ve g bir t ≥ t0 > 0 noktasında α−diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olacak şekilde

(i) Her a, b ∈ R için Tαt0(af + bg) = aTαt0(f) + bTαt0(g),

(ii) Tαt0(fg) = fTαt0(g) + gTαt0(f),

(iii) Her p ∈ R için Tαt0(xp) = pxp−α,

(iv) Her f(t) = c sabit fonksiyonu için Tαt0(c) = 0,

(v) Her g(t) 6= 0 fonksiyonu için Tαt0(
f
g
) =

gTαt0(f)− fTαt0(g)

g2
,

(vi) c ∈ R olmak üzere Tαt0(ect) = ct1−αect,

(vii) Eğer f fonksiyonu diferensiyellenebilir ise (Tαt0f)(t) = (t− t0)1−α
df(t)

dt
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özellikleri sağlanır.

Uyarı4.1 f fonksiyonu (t0, t1) aralı̆gında diferensiyellenebilir olsun. Bu durumda

Teorem 4.2 nin (vii) özelliğinden açık olarak görülmektedir ki f fonksiyonunun

α. basamaktan uyumlu kesirli türevi (t0, t1) aralı̆gında pozitifse (negatifse) f fonksi-

yonu aynıaralıkta artandır (azalandır).

Tanım 4.2 α ∈ (0, 1] ve λ bir sabit olmak üzere t > t0 için

Eα(λ, t− t0) = exp(λ
(t− t0)α

α
) (4.1)

şeklinde tanımlıolan fonksiyona kesirli üstel fonksiyon denir.

Uyumlu kesirli türev için zincir kuralıAbdeljawad tarafından ispatlanmı̧stır.

Teorem 4.3 (Abdeljawad 2015) g, v : (t0,∞)→ R fonksiyonları

α−diferensiyellenebilir olsunlar ve α ∈ (0, 1] sağlansın. Bu durumda f(t) = g(v(t))

fonksiyonu α−diferensiyellenebilirdir ve her t 6= t0 ve v(t) 6= 0 için

(Tαt0f)(t) = (Tαt0g)(v(t))(Tαt0v)(t)vα−1(t)

dir. Ek olarak eğer t = t0 ise

(Tαt0f)(t0) = lim
t→t+0

(Tαt0g)(v(t))(Tαt0v)(t)vα−1(t)

dir.

Uyarı4.2 Teorem 4.2 nin (iii) ve (vi) özellikleri ile zincir kuralıgöz önüne

alındı̆gında (4.1) ile tanımlanan kesirli üstel fonksiyonun uyumlu türevinin

(Tαt0(Eα(λ, t− t0))) = λ exp(λ
(t− t0)α

α
)

olduğu kolaylıkla görülebilir.

Souahi vd. tarafından 2017 yılında ispatlanan aşağıdaki sonuç kesirli uyumlu türev

içeren sistemlerin kararlılık incelemelerinde önemli bir araç niteliğindedir (Souahi vd

2017).
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Lemma 4.1 (Souahi vd. 2017) f : [t0,∞)→ R+ sürekli olan f fonksiyonu (t0,∞)

üzerinde α−diferensiyellenebilir olsun. α ∈ (0, 1) ve λ pozitif bir sabit olmak üzere

(Tαt0f)(t) ≤ −λf(t)

eşitsizliği sağlansın. Bu durumda

f(t) ≤ Eα(−λ, t− t0)f(t0)

dır.

4.2 İmpals Etkisi Olmayan Modellerin Kararlılı̆gı

Bu kesimde uyumlu kesirli türev içeren non-impalsif yapay sinir ağımodelleri ele

alınıp literatürde mevcut olan sonuçlar ifade edilecektir (Kütahyalıoğlu ve Karakoç

2021, Huyen vd. 2022, Yang vd. 2022, Huyen vd. 2023, Kütahyalıoğlu ve Karakoç

2023).

Uyumlu kesirli türev içeren Hopfield-türündeki temel bir yapay sinir ağımodeli

(Tαt0xi)(t) = −aixi(t) +
n∑
j=1

bijfj(xj(t)) + Ii, i = 1, 2, ..., n (4.2)

x(t0) = x0 ∈ Rn (4.3)

şeklindedir, burada Tαt0 α. basamaktan uyumlu kesirli türev operatörüdür. 0 <

α < 1 olup xi(t), t anında i. birimin durum deği̧skenini, fj, j. nöronun aktivasyon

fonksiyonunu ifade etmektedir. ai > 0 ağ bağlantısıkesildiği durumda i biriminin

potansiyelini dinlenme durumuna sıfırlayacağıhızıbelirtmektedir. bij, j biriminin

t zamanında i birimi üzerindeki bağlantı ağırlı̆gına kaŗsılık gelir. Ii, ağ dı̧sından

i. birime giri̧si temsil etmektedir.

(4.2)−(4.3) sistemi 2021 yılında ele alınıp sistemin denge noktasının varlı̆gı-tekliği ve

kesirli üstel kararlılı̆gıiçin yeter koşullar elde edilmi̧stir (Kütahyalıoğlu ve Karakoç

2021).

(4.2) sisteminin denge noktasıx∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) ∈ Rn sabit vektörü olup

x∗i =
1

ai

(
n∑
j=1

bijfj(x
∗
j) + Ii

)
, i = 1, 2, ..., n

sistemini sağlar.
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Tanım 4.3

‖x(t)− x∗‖ ≤ KEα(−λ, t− t0) ‖x0 − x∗‖ , t ≥ t0

olacak şekilde pozitif λ ve K sabitleri mevcutsa (4.2)− (4.3) sisteminin denge nok-

tasına kesirli üstel kararlıdır denir, burada Eα, (4.1) ile tanımlanan kesirli üstel

fonksiyondur.

Yapılan incelemede fj, j = 1, 2, ..., n, fonksiyonlarının Lipschitz sürekli olduğu kabul

edilmi̧stir. Yani her u, v ∈ R için

|fj(u)− fj(v)| ≤ Lj |u− v| , j = 1, 2, ..., n (4.4)

olacak şekilde Lj > 0, j = 1, 2, ..., n, sabitleri mevcut olsun. İlk sonuçta Teorem

2.1’de ifade edilmi̧s olan daralma dönüşümü prensibi kullanılarak denge noktasının

mevcut ve tek olduğu ispatlanmı̧stır.

Teorem 4.4 (Kütahyalıoğlu ve Karakoç 2021) (4.4) koşuluna ek olarak her i =

1, 2, ..., n için

ai > Li

n∑
j=1

|bji| (4.5)

koşulu sağlansın. Bu durumda (4.2) sisteminin bir tek denge noktasıvardır.

Aynıçalı̧smada uygun bir Lyapunov fonksiyonu kullanılarak denge noktasının kesirli

üstel kararlıolduğu da gösterilmi̧stir.

Teorem 4.5 (Kütahyalıoğlu ve Karakoç 2021) Teorem 4.4 ün hipotezlerine ek ola-

rak aşağıdaki koşul sağlansın

ai >

n∑
j=1

Lj |bij| , i = 1, 2, ..., n. (4.6)

Bu durumda (4.2)− (4.3) sisteminin denge noktasıkesirli üstel kararlıdır.

İspat. Teorem 4.5’nin hipotezleri altında (4.2) sistemi bir tek x∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n) ∈

Rn denge noktasına sahiptir. (4.2) sistemine y(t) = x(t)−x∗ dönüşümünü uygularsak

(Tαt0yi)(t) = −aiyi(t) +

n∑
j=1

bijgj(yj(t)), (4.7)
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denklemi elde edilir. Burada gj(yj(t)) = fj(yj(t)+x∗j)−fj(x∗j) dir. gj(0) = 0 olduğu

ve her j = 1, 2, ..., n için gj fonksiyonlarının Lipschitz koşulunu sağladı̆gıkolaylıkla

görülebilir. (4.7) sisteminin sıfır çözümünün üstel kararlılı̆gı(4.2) sisteminin x∗ denge

noktasının üstel kararlılı̆gına eşdeğerdir. Şimdi

W (t) = W (t, y(t)) =
1

2

n∑
i=1

y2i (t)

fonksiyonunu ele alalım. (4.7) sisteminin çözümleri boyunca W Lyapunov fonksi-

yonunun uyumlu türevi hesaplanırsa

(Tαt0W )(t) =
n∑
i=1

yi(t)(T
α
t0
yi(t))

=

n∑
i=1

yi(t)

(
(−aiyi(t) +

n∑
j=1

bijgj(yj(t))

)

≤
n∑
i=1

(
−aiy2i (t) +

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

bijyi(t)gj(yj(t))

∣∣∣∣∣
)

eşitsizliği elde edilir. gj, Lipschitz koşulunu sağladı̆gında

(TαW )(t) ≤
n∑
i=1

(
−aiy2i (t) +

n∑
j=1

|bij| |yi(t)|Lj |yj(t))|
)

≤
n∑
i=1

(
−aiy2i (t) + 1

2

n∑
j=1

|bij|Lj(y2i (t) + y2j (t))

)

=
n∑
i=1

(
−ai + 1

2

n∑
j=1

(|bij|Lj + |bji|Li)
)
y2i (t)

(4.8)

eşitsizliği elde edilir.

B∗ = min
1≤i≤n

(
ai −

1

2

n∑
j=1

(|bij|Lj + |bji|Li)
)

alınırsa (4.5) ve (4.6) koşullarından B∗ > 0 dır. O halde (4.8) den

(TαW (t)) ≤ −2B∗W (t)

eşitsizliği elde edilir. Lemma 4.1 göz önüne alındı̆gında

W (t) ≤ Eα(−2B∗, t− t0)W (t0)

eşitliğinin gerçeklendiği gözlemlenebilir. O halde

‖y(t)‖ ≤ Eα(−B∗, t− t0) ‖y(t0)‖
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olup (4.7) sisteminin sıfır çözümü üstel kararlıdır. Dolayısıyla (4.2) sisteminin x∗ denge

noktasıda üstel kararlıdır ve ispat tamamlanmı̧s olur.

Huyen vd. 2022 yılında Hopfield-türü uyumlu türev içeren

 Tαψ(u) = −[Ă+ ∆Ă(u)]ψ(u) + [W + ∆W (u)]f(ψ(u)), u ≥ 0

ψ(0) = ψ0

(4.9)

yapay sinir ağımodelini ele almı̧slardır, burada ψ(u) = (ψ1(u), ..., ψn(u))T ∈ Rn durum

vektörüdür. f(ψ(u)) = (f1(ψ1(u)), ..., fn(ψn(u)))T ∈ Rn ağın nöron aktivasyon

fonksiyonudur. α ∈ (0, 1] dır.

Ă = diag {a1, ..., an} ∈ Rn×n bir pozitif diagonal matris,W ∈ Rn×n ağın ara bağlantı

ağırlık matrisi, ψ0 ∈ Rn başlangıç koşuludur. Bu çalı̧smada aşağıdaki hipotez kabul

edilmi̧stir.

(H1) fi, i = 1, 2, ..., n fonksiyonu Lipschitz süreklidir, yani pozitif li sabitleri mev-

cuttur öyle ki

|fi(ζ)− fi(ξ)| ≤ li |ζ − ξ| , ∀ζ, ξ ∈ R, i = 1, 2, ..., n

eşitsizliği sağlanır.

Yapılan bu çalı̧smada Lyapunov yöntemi lineer matris eşitsizlik yaklaşımıile birlikte

ele alınarak sistemin kesirli üstel kararlılı̆gınıgaranti eden koşullar elde edilmi̧stir.

Teorem 4.6 (Huyen vd 2022) (H1) koşulu sağlansın. Eğer aşağıdaki lineer matris

eşitliği (LMI) sağlanacak şekilde bir simetrik, pozitif definit P ∈ Rn×n matrisi ve

v1, v2, v3 pozitif skaler sayılarımevcutsa (4.9) sistemi kesirli üstel kararlıdır.
Ω11 PGa PGw PW

∗ −v1I 0 0

∗ ∗ −v2I 0

∗ ∗ ∗ −v3I

 < 0 (4.10)

burada

Ω11 = −PĂ− ĂTP + v1H
T
a Ha + (v2λmax(H

T
wHw) + v3)L

TL

dir.

37



2022 yılında yapılan diğer bir çalı̧smada (4.2)− (4.3) sistemi Tαψ(u) = −Ăψ(u) +Bf(ψ(u)) + I, u > 0

x(0) = x0

matris formunda ele alınmı̧stır, burada Ă = diag(a1, a2, ..., an), B = (bij)n×n ∈

Rn×n, I = (I1, I2, ..., In)T ∈ Rn dir. Matris yöntemi kullanılarak sistemin denge nok-

tasının kesirli üstel kararlılı̆gıiçin benzer sonuçlar elde edilmi̧stir (Yang vd. 2022).

Daha sonra yapılan çalı̧smada aşağıdaki gecikmeli sistem incelenmi̧stir (Huyen vd.

2023).

 Tα0 ψ(u) = −[Ă+ ∆Ă(u)]ψ(u) + [M + ∆M(u)]f(ψ(u)) + [D + ∆D(u)]g(ψ(u− τ)),

ψ(u) = ξ(u), u ∈ [−τ , 0],

(4.11)

burada α ∈ (0, 1], olup τ zaman gecikmesidir. ψ(u) = (ψ1(u), ..., ψn(u))T ∈ Rn nöron

durum vektörüdür. f(ψ(u)) = (f1(ψ1(u)), ..., fn(ψn(u)))T ve g(ψ(u−τ)) = (g1(ψ1(u−

τ)), ..., gn(ψn(u−τ)))T aktivasyon fonksiyonlarıdır. Ă = diag {a1, ..., an} , M,D uygun

boyuttaki sabit matrislerdir. ξ(u) ∈ C([−τ , 0],Rn) başlangıç koşuludur.

Huyen vd. 2023 yılında yaptıkları çalı̧smada (4.11) sisteminin ve genelleştirilmi̧s

halinin düzgün asimptotik kararlılı̆gınıgaranti eden yeter koşullar elde etmi̧slerdir.

Yaptıklarıincelemelerde kesirli basamaktan Razumikhin teoremini ve LMI tekniğini

kullanmı̧slardır.

4.3 Hopfield Türü Yapay Sinir AğıModelinde İmpals Etkisi

Bu kesimde Kütahyalıoğlu ve Karakoç tarafından ele alınan sistem impals koşulları

ile birlikte ele alınıp impalsın denge noktasının kararlılı̆gıüzerindeki etkisi araştırılmı̧stır.
(Tα

t+k
xi)(t) = −aixi(t) +

n∑
j=1

bijfj(xj(t)) + ci, i = 1, 2, ..., n,

t ≥ t0 > 0, t ∈ (tk, tk+1), k = 0, 1, ...

(4.12)

 ∆xi(tk) = Ii(xi(t
+
k )), k ∈ Z+

xi(t
+
0 ) = x0,

(4.13)
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yapay sinir ağısistemini ele alalım, burada Tα• α. basamaktan uyumlu kesirli türev

operatörü olup 0 < α ≤ 1 alınmı̧stır. xi(t) fonksiyonu i. nöronun t anındaki

durum deği̧skenini ifade etmektedir. ai > 0, i = 1, 2, ..., n sabitleri ağ bağlan-

tısıkesildiğinde i. nöronun potansiyelinin dinlenme durumuna geçme hız oranını,

bij, sabitleri i. nöron ile j. nöron arasındaki bağlantıağırlıklarını, ci, i = 1, 2, ..., n,

sabitleri ağın dı̧sından i. birime giri̧si temsil etmektedir. fj : R → R, j. nöron üz-

erindeki aktivasyon fonksiyonudur. ∆xi(tk) = xi(t
+
k )− xi(t−k ), xi(t

+
k ) = lim

t→t+k
x(t) ve

xi(t
−
k ) = lim

t→t−k
x(t) dir. {tk} reel sayıların bir dizisi olup 0 < t0 < t1 < t2 < ... < tk <

tk+1 < ... ve lim
k→∞

tk = ∞ dur. Ii : R → R sürekli fonksiyonlar olup t = tk impals

anlarında xi(t) üzerindeki ani deği̧simleri ifade eder.

Tanım 4.4 Aşağıdaki koşullarısağlayan bir x(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))T ∈ Rn

fonksiyonuna (4.12)− (4.13) sisteminin bir çözümüdür denir:

(i) xi(t), i = 1, 2, ..., n, olası t = tk, k ∈ Z+ noktaları dı̧sında [t0,∞) üzerinde

süreklidir,

(ii) t = tk, k ∈ Z+, noktalarında xi(t) sağdan sürekli olup sol taraflı limitleri

mevcuttur.

(iii) xi(t), olasıt = tk, k ∈ Z+, noktalarıhariç her t ≥ t0 için α−diferensiyellenebilirdir

ve (4.12) sistemini sağlar. t = tk noktalarında tek taraflıuyumlu α−türevleri mev-

cuttur.

(iv) xi(t), i = 1, 2, ..., n, t = tk, k ∈ Z+ noktalarında (4.13) impals koşulunu sağlar.

Bu kesim boyunca fj, j = 1, 2, ..., n, fonksiyonlarının Lipschitz sürekli olduğu kabul

edilecektir. Yani her u, v ∈ Rn için

|fj(u)− fj(v)| ≤ Lj |u− v| (4.14)

sağlanacak şekilde pozitif Lj, j = 1, 2, ..., n, sabitleri mevcuttur.

Tanım 4.5 (4.12)− (4.13) sisteminin denge noktası

x∗i =
1

ai

(
n∑
j=1

bijfj(x
∗
j) + ci

)
, i = 1, 2, ..., n (4.15)

ve

Ii(x
∗
i ) = 0, (4.16)

39



sistemini sağlayan x∗i = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n)T ∈ Rn sabit vektörüdür.

(4.12) − (4.13) sisteminin denge noktasının varlık ve tekliği impals içermeyen sis-

temlere benzer olarak daralma dönüşümü prensibi yardımıyla ispatlanmaktadır.

Teorem 4.7 (4.14) koşuluna ek olarak

ai >

n∑
j=1

Lj |bij| , i = 1, 2, ..., n (4.17)

sağlansın. Bu durumda Ii(x∗i ) = 0, ise (4.12)− (4.13) sistemi bir tek x∗i ∈ Rn denge

noktasına sahiptir.

İspat.

Bi(u) =
1

ai

[
n∑
j=1

bijfj(uj) + ci

]
, i = 1, 2, ..., n

olmak üzere B : Rn → Rn, B(u) = (B1(u), B2(u), ..., Bn(u))T dönüşümünü göz

önüne alalım.

‖u‖∞ = max
1≤i≤n

|ui|

normu kullanılarak B dönüşümünün bir daralma dönüşümü olduğu gösterilecektir.

(4.14) koşulu göz önüne alınırsa her u, v ∈ Rn için

‖B(u)−B(v)‖∞ = max
1≤i≤n

|Bi(u)−Bi(v)|

= max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣ 1

ai

n∑
j=1

bij(fj(uj)− fj(vj))
∣∣∣∣∣

≤ max
1≤i≤n

(
1

ai

n∑
j=1

|bij|Lj |uj − vj|
)

≤ max
1≤i≤n

(
1

ai

n∑
j=1

|bij|Lj

)
max
1≤j≤n

|uj − vj|

(4.18)

bulunur. (4.17) koşulundan

max
1≤i≤n

(
1

ai

n∑
j=1

|bij|Lj

)
< 1

dir.

B∗ = max
1≤i≤n

(
1

ai

n∑
j=1

|bij|Lj

)
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tanımlayalım. Bu durumda (4.18) eşitsizliğinden

‖B(u)−B(v)‖∞ ≤ B∗ ‖u− v‖∞

elde edilir. B∗ < 1 olduğundan B : Rn → Rn bir daralma dönüşümüdür. O

halde Teorem 2.1’de verilmi̧s olan Daralma dönüşümü prensibinden B dönüşümü

bir tek u∗ = (u∗1, u
∗
2, ..., u

∗
n) ∈ Rn sabit noktasına sahiptir, bu sabit nokta (4.12) −

(4.13) sisteminin tek denge noktasıdır.

Teorem 4.8 Teorem 4.7’nin hipotezlerine ek olarak aşağıdaki koşullar sağlansın:

ai > Li

n∑
j=1

|bji| , i = 1, 2, ..., n, (4.19)

ve

Ii(xi(tk)) = βi(xi(tk)− x∗i ), |1− βi| > 1, k ∈ Z+ (4.20)

Bu durumda (4.12)− (4.13) sisteminin denge noktasıkesirli üstel kararlıdır.

İspat. Teorem 4.7’nin koşullarısağladı̆gında (4.12)− (4.13) sisteminin bir tek x∗ =

(x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n)T ∈ Rn denge noktasımevcuttur. (4.12) − (4.13) sisteminde u(t) =

x(t)− x∗ deği̧sken deği̧stirmesi yapılırsa

(Tα
t+k
ui)(t) = −aiui(t) +

n∑
j=1

bijgj(uj(t)), i = 1, 2, ..., n,

t ≥ t0 > 0, t ∈ (tk, tk+1), k = 0, 1, ...

(4.21)

∆ui(tk) = Gi(ui(tk)), i = 1, 2, ..., n, k = 1, 2, ... (4.22)

sistemi elde edilir, burada gj(uj(t)) = fj(uj(t) + x∗j) − fj(x
∗
j) ve Gi(ui(tk)) =

Ii(ui(tk) + x∗i ) dır. Gerçekten (4.12) sistemine u(t) = x(t) − x∗ dönüşümünü uygu-

larsak her t ∈ (tk, tk+1) için

(Tα
t+k
xi)(t) = (Tα

t+k
(ui(t) + x∗i ))

= −ai(ui(t) + x∗i ) +
n∑
j=1

bijfj(uj(t) + x∗j) + ci

dir. Diğer taraftan bu eşitlik

(Tα
t+k
xi)(t) = (Tα

t+k
(ui(t) + x∗i ))
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eşitliği ile birlikte göz önüne alınırsa

(Tα
t+k
ui)(t) = −aiui(t)− aix∗i +

n∑
j=1

bijfj(uj(t) + x∗j) + ci

−
[
−aix∗i +

n∑
j=1

bijfj(x
∗
j) + ci

]

= −aiui(t) +
n∑
j=1

bijgj(uj(t))

elde edilir. Benzer olarak (4.13) ile verilen impals koşulunda u(t) = x(t)− x∗

dönüşümü göz önüne alınırsa

xi(t
+
k )− xi(t−k ) = ui(t

+
k ) + x∗i − ui(t−k )− x∗i

= ∆ui(tk)
(4.23)

ve

Ii(xi(t
+
k )) = Ii(ui(t

+
k ) + x∗i ) (4.24)

olur. Böylece (4.23)− (4.24) eşitliklerinin sol taraflarıeşit olduğundan

∆ui(tk) = Gi(ui(tk))

bulunur. Diğer taraftan her j = 1, 2, ..., n için gj(0) = 0 olduğundan ve her bir

fj (4.14) ile ifade edilen Lipschitz koşulunu sağladı̆gından gj fonksiyonunun da

Lj Lipschitz sabitli Lipschitz koşulunu sağladı̆gıkolaylıkla görülmektedir. Ayrıca

Ii(x
∗
i ) = 0, olduğundan Gi(0) = 0 olduğu da açıktır. O halde u ≡ 0 (4.21) −

(4.22) sisteminin bir çözümü olup (4.12)− (4.13) sisteminin denge noktasının üstel

kararlılı̆gı yerine (4.21) − (4.22) sisteminin sıfır çözümünün üstel kararlılı̆gı ince-

lenebilir.

W (t) = W (t, u(t)) =
1

2

n∑
i=1

u2i (t) (4.25)

şeklinde tanımlıLyapunov fonksiyonunu göz önüne alalım. Her bir xi(t) fonksiyonu
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t = tk noktalarında sağdan sürekli olduğundan

W (t+k ) = lim
t→t+k

W (t)

=
1

2

n∑
i=1

lim
t→t+k

u2i (t)

=
1

2

n∑
i=1

lim
t→t+k

(xi(t)− x∗i )2

=
1

2

n∑
i=1

u2i (tk)

= W (tk)

olup (4.25) ile verilen W (t) fonksiyonu t = tk, k = 1, 2, ..., noktalarında sağdan

süreklidir. Ayrıca (4.20) koşulu göz önüne alınırsa

W (t−k ) = lim
t→t−k

W (t)

=
1

2

n∑
i=1

lim
t→t−k

u2i (t)

=
1

2

n∑
i=1

lim
t→t−k

(xi(t)− x∗i )2

=
1

2

n∑
i=1

[xi(tk)− βi(xi(tk)− x∗i )− x∗i ]2

=
1

2

n∑
i=1

[(1− βi)(xi(tk)− x∗i )]2

bulunur. |1− βi| > 1, olduğundan

W (t−k ) >
1

2

n∑
i=1

u2i (tk) = W (tk) = W (t+k ), k ∈ Z+ (4.26)

elde edilir. Şimdi W (t) fonksiyonun (4.21) − (4.22) sisteminin çözümleri boyunca

α. basamaktan uyumlu türevini hesaplayalım. Her t ∈ (t0, t1) için

(Tα
t+0
W )(t) =

n∑
i=1

ui(t)(T
α
t+0
ui)(t)

≤
n∑
i=1

(−aiu2i (t) + |ui(t)|
n∑
j=1

|bij| |gj(uj(t))|)
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olup bu eşitsizlikte gj fonksiyonlarının Lipschitz koşulunu sağladı̆gıgöz önüne alınırsa

(Tα
t+0
W )(t) ≤

n∑
i=1

[
−aiu2i (t) +

n∑
j=1

|bij|Lj |ui(t)| |uj(t)|
]

≤
n∑
i=1

[
−aiu2i (t) +

1

2

n∑
j=1

|bij|Lj(u2i (t) + u2j(t))

]

=

n∑
i=1

(
−ai +

1

2

n∑
j=1

|bij|Lj

)
u2i (t) +

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

Li |bji|u2i (t)

=

n∑
i=1

[
−ai +

1

2

n∑
j=1

(Lj |bij|+ Li |bji|)
]
u2i (t)

(4.27)

elde edilir.

M := min
1≤i≤n

(
ai −

1

2

n∑
j=1

(Lj |bij|+ Li |bji|
)

tanımlayalım. (4.17) − (4.19) koşulundan M > 0 dır ve (4.17), (4.19) koşulları

(4.27) eşitsizliğinde göz önüne alınırsa

(Tα
t+0
W )(t) < −2MW (t), t ∈ (t0, t1)

bulunur. Aynıi̧slemler tekrar edilerek her t ∈ (tk, tk+1), k = 0, 1, ... için

(Tα
t+k
W )(t) < −2MW (t), t ∈ (tk, tk+1), (4.28)

olduğu kolaylıkla görülür. Şimdi

h1(t) = exp

(
2M

α
(t− t0)α

)
W (t), t ∈ [t0, t1)

fonksiyonunu ele alalım. Kesirli uyumlu türevin çarpımın türevi, kesirli üstel fonksi-

yonun türevi ve zincir kuralıözellikleri dikkate alınarak h1(t) fonksiyonun α. basamak-

tan uyumlu türevi

(Tα
t+0
h1)(t) = exp

(
2M

α
(t− t0)α

)[
(Tα

t+0
W )(t) + 2MW (t)

]
bulunur. (4.28) eşitsizliği göz önüne alınırsa

(Tα
t+0
h1)(t) < 0, t ∈ (t0, t1),

elde edilir. Dolayısıyla h1(t) fonksiyonu t ∈ [t0, t1) aralı̆gında azalandır. Böylece her

t > t0 için h1(t) < h1(t0) yani

exp

(
2M

α
(t− t0)α

)
W (t) < W (t0)
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ya da

W (t) < W (t0) exp

(
−2M

α
(t− t0)α

)
, t ∈ (t0, t1) (4.29)

dir. W (t) fonksiyonu sağdan sürekli olduğundan (4.29) eşitsizliği t ∈ [t0, t1) aralı̆gında

sağlanır. Şimdi

h2(t) = exp

(
2M

α
(t− t1)α

)
W (t), t ∈ [t1, t2)

fonksiyonunu ele alalım. Benzer olarak h2(t) fonksiyonunun α. basamaktan kesirli

uyumlu türevi

(Tα
t+1
h2)(t) = exp

(
2M

α
(t− t1)α

)[
(Tα

t+1
W )(t) + 2MW (t)

]
< 0 , t ∈ (t1, t2)

bulunur. O halde h2(t) fonksiyonu (t1, t2) aralı̆gında azalan olup her t > t1 için

exp

(
2M

α
(t− t1)α

)
W (t) < W (t1)

dir. W (t) fonksiyonunun t = t1 de sağdan sürekli olmasıve (4.26) özelliği dikkate

alınırsa son eşitsizlikden

exp

(
2M

α
(t− t1)α

)
W (t) < W (t1) = W (t+1 ) < W (t−1 )

veya

W (t) < exp

(
−2M

α
(t− t1)α

)
W (t−1 ) (4.30)

elde edilir. (4.29) eşitsizliğinden

W (t−1 ) = lim
t→t−1

W (t) ≤ W (t0) exp

(
−2M

α
(t1 − t0)α

)
olup bu ifade (4.30) ile birlikte göz önüne alınırsa

W (t) < W (t0) exp

(
−2M

α
(t− t1)α

)
exp

(
−2M

α
(t1 − t0)α

)
≤ W (t0) exp

(
−2M

α
(t− t0)α

)
, t ∈ [t1, t2)

bulunur. Benzer i̧slemler her t ∈ [tm, tm+1) aralı̆gında tekrar edilebilir. Bunun için

hm+1(t) = exp

(
2M

α
(t− tm)α

)
W (t), t ∈ [tm, tm+1)
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fonksiyonunu ele alalım. hm+1(t) fonksiyonunun (tm, tm+1) aralı̆gıüzerinde α. basamak-

tan uyumlu türevi hesaplandı̆gında

(Tα
t+m
hm+1)(t) = exp

(
2M

α
(t− tm)α

)
[(Tα

t+m
W )(t) + 2MW (t)] < 0

bulunur. Dolayısıyla her t > tm için hm+1(t) < hm+1(tm) dir. Yani

exp

(
2M

α
(t− tm)α

)
W (t) < W (tm) = W (t+m) < W (t−m)

olup buradan

W (t) ≤ W (t0) exp

(
−2M

α
(t− t0)α

)
(4.31)

dir. O halde tümevarım prensibi uygulanarak her t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, 2, ..., için

(4.31) eşitsizliğinin sağlandı̆gıispatlanır. (4.25) ile ifade ettiğimiz W (t) fonksiyonun

tanımı(4.31) da yerine yazılırsa
n∑
i=1

u2i (t) ≤ exp

(
−2M

α
(t− t0)α

)
u2i (t0)

ya da

‖u(t)‖ ≤ exp

(
−M
α

(t− t0)α
)
‖u(t0)‖

elde edilir. O halde (4.21)− (4.22) sisteminin aşikar çözümü üstel kararlıolup ispat

tamamlanır.

Özel olarak |1− βi| = 1 durumunu ele alalım.

Uyarı4.3 Eğer βi ≡ 0, i = 1, 2, ..., n, ise bu durumda açık olarak i = 1, 2, ..., n için

Ii(.) ≡ 0 dır. Böylece (4.12)− (4.13) sistemi Kütahyalıoğlu ve Karakoç’un incelemi̧s

olduğu impals içermeyen

(Tαt0xi)(t) = −aixi(t) +
n∑
j=1

bijfj(xj(t)) + ci, t ≥ t0 (4.32)

sistemine indirgenir. Bu durumda (4.14), (4.17) ve (4.19) koşulları(4.32) sisteminin

tek denge noktasının üstel kararlılı̆gınıgaranti eden yeter koşullardır.

Uyarı4.4 Eğer βi ≡ 2, i = 1, 2, ..., n, ise bu durumda

W (t−k ) =
1

2

n∑
i=1

[(−1)(xi(tk)− x∗i )]2 = W (tk) = W (t+k )

olup W (t) fonksiyonu her yerde sürekli olur. Dolayısıyla Teorem 4.8 benzer şekilde

ispatlanabilir.
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O halde Uyarı4.4 ve Uyarı4.5 dikkate alındı̆gında (4.12)− (4.13) sisteminin denge

noktasının kesirli üstel kararlılı̆gıiçin βi nin sağlamasıgereken koşul |1− βi| ≥ 1, i =

1, 2, ..., n şeklinde ifade edilebilir.

Bu kesimde elde edilen sonuçlarıdestekleyen bir sistemi üç farklıdurum için ince-

lenmi̧stir.

Örnek 4.1 (i) İlk olarak impals içermeyen (Tα
t+0
x)(t) = −0.8x(t) + 0.04h(x(t))− 0.03h(y(t)) + 0.2,

(Tα
t+0
y)(t) = −0.5y(t)− 0.01h(x(t)) + 0.1h(y(t)) + 0.01,

t ≥ t0 > 0 (4.33)

sistemini  x(0.00001) = 0.1,

y(0.00001) = 0.001,
(4.34)

başlangıç koşulu ile birlikte ele alalım. Burada h(v) =
1

2
(|v + 1| − |v − 1|) olup

(4.14) Lipschitz koşulu L1 = L2 = 1 için sağlanır. a1 = 0.8 > 0, a2 = 0.5 > 0 dır.

b11 = 0.04, b12 = −0.03, c1 = 0.2, b21 = 0.01, b22 = 0.1, c2 = 0.01 dir. Katsayılar

Teorem 4.8’in (4.17) koşulunu sağlar. Gerçekten,

a1 = 0.8 > L1 |b11|+ L2 |b12| = 0.07

ve

a2 = 0.5 > L1 |b21|+ L2 |b22| = 0.11

dir. O halde (4.33) sistemi bir tek denge noktasına sahiptir.

Bu denge noktası

−0.08x∗ + 0.4h(x∗)− 0.03h(y∗) + 0.2 = 0

−0.5y∗ − 0.01h(x∗) + 0.1h(y∗) + 0.01 = 0

cebirsel sisteminin çözümü olup Mathematica programıkullanılarak

(x∗, y∗) = (0.26243, 0.018392)

olarak hesaplanır. Benzer olarak (4.19) koşulunun sağlandı̆gıda görülebilir. Gerçek-

ten,

a1 = 0.8 > L1(|b11|+ |b21|) = 0.05
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ve

a2 = 0.5 > L2(|b12|+ |b22|) = 0.13

koşullarısağlanır. Sonuç olarak non-impalsif (4.33) sisteminin denge noktasıkesirli

üstel kararlıdır. Bu durumu görselleştirmek amacıyla sistemin (x(t), y(t)) durum

deği̧skenlerinin grafikleri α = 0.1 ve α = 1 için Mathematica programıile çizdirilmi̧stir

(Şekil 4.1).

(ii) İkinci durumda aynısistemi impals koşullarıile birlikte ele alalım: (Tα
t+0
x)(t) = −0.8x(t) + 0.04h(x(t))− 0.03h(y(t)) + 0.2,

(Tα
t+0
y)(t) = −0.5y(t)− 0.01h(x(t)) + 0.1h(y(t)) + 0.01,

t ≥ t0 > 0, (4.35)

 ∆x(tk) = 3x(tk)− 0.78729,

∆y(tk) = 2.2y(tk)− 0.04056624,
tk = 0.5k, k = 1, 2, ... (4.36)

Burada I1(x(t+k )) = β(x(tk) − x∗) ve I2(y(t+k )) = 2.2(y(tk) − y∗) dır. Yani β1 =

3, β2 = 2.2 olmak üzere Teorem 4.8’da kabul edilen (4.20) koşulu sağlanır. O halde

(4.35)− (4.36) sisteminin

(x∗, y∗) = (0.26243, 0.0184392)

denge noktasıtek olup impals etkisine rağmen üstel kararlılı̆gıdevam etmektedir.

Bu durum için de sistemin (x(t), y(t)) durum deği̧skenlerinin grafikleri Şekil 4.2 de

verilmi̧stir.

(iii) Son olarak (4.35) sistemini ∆x(tk) = 1.5x(tk)− 0.393645,

∆y(tk) = 1.75y(tk)− 0.0322686,
tk = 0.5k, k = 1, 2, ... (4.37)

impals koşulları ile birlikte inceleyelim. Burada β1 = 1.5, β2 = 1.75 olduğu

görülmektedir. Yani |1− βi| < 1, i = 1, 2, ... olup (4.35), (4.37) sisteminin denge

noktasının üstel kararlılı̆gı hakkında yorum yapılamaz. Ancak α = 0.1 ve α =

1 için yapılan nümerik simülasyonlarda denge noktasının kararsız duruma döndüğü

görülmektedir (Şekil 4.3).

Sonuç olarak yapılan incelemelerden impals etkisinin çözümün kararlılık özelliğini

deği̧stirebileceği, uygun koşullar altında ise kararlılı̆gın sürdürülebileceği gözlemlen-
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mi̧stir.

Şekil 4.1 (4.33)− (4.34) sisteminin durum deği̧skenleri

Şekil 4.2 (4.35)− (4.36) impalsif sisteminin durum deği̧skenleri

Şekil 4.3 (4.35), (4.37) impalsif sisteminin durum deği̧skenleri
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Diferensiyel denklemler incelenirken analitik veya nümerik çözümlerini bulmak genel-

likle kolay değildir. Çözümlerin bulunamadı̆gıdurumlarda kalitatif inceleme yapmak

yani denklemleri çözmeden kararlılık ve sınırlılık gibi özellikleri incelemek mümkündür.

Bu tez çalı̧smasında impalsif diferensiyel denklemlerin kararlılı̆gıincelenmi̧stir. İlk

olarak impalsif diferensiyel denklemler tanıtılıp, impalsif diferensiyel denklemlerin

kararlılı̆gıiçin temel teoremler verilmi̧stir. Devamında, pek çok disiplindeki uygu-

lama problemlerinde önemli bir yer tutan yapay sinir ağısistemleri araştırılmı̧stır.

Öncelikle impals içermeyen Hopfield tipli yapay sinir ağısistemi tanıtılıp sistemin

varlık-tekliği ve kararlılı̆gıüzerine yapılan çalı̧smalar incelenmi̧stir. Daha sonra im-

palsif yapay sinir ağları üzerinde durulmuştur. Dördüncü bölüm uyumlu kesirli

türev içeren modellere ayrılmı̧stır. Uyumlu kesirli türev tanıtılıp literatürde mevcut

uyumlu türev içeren impalsif olmayan yapay sinir ağımodelleri ayrıntılıolarak ince-

lenmi̧stir. Bu tez çalı̧smasının literatüre yaptı̆gıkatkıson kesimde yer almaktadır.

Son kesimde uyumlu türev içeren Hopfield türündeki impalsif yapay sinir ağısistemi

ele alınmı̧s, denge noktasının varlık ve tekliği ispatlanmı̧s ayrıca denge noktasının

kesirli üstel kararlılı̆gıiçin yeter koşullar elde edilmi̧stir. Sayısal örnekle de impals-

ların kararlılık üzerindeki etkisi gözlemlenmi̧stir. Bu tez çalı̧smasıboyunca yapılan

araştırmalardan görülmektedir ki impals etkisi çözümlerin asimptotik davranı̧sını

etkilemektedir.
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