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ele alinirken, Bayesci yaklasimda parametreler rastgele degiskenler olarak ele alinir ve
temeli Bayes teoremine dayanir. Bu yaklasimla elde edilecek olan bilgi, dnsel dagilim
olarak bilinen daha 6nce var olan bilginin giincellenmesiyle bulunur. Bu noktada 6nsel
dagilim gegmis veriye ve/veya karar vericinin siirecle ilgili parametre hakkindaki kisisel
goriistine karsilik gelmektedir. Buna bagl sonsal dagilim, ilgilenilen belirsiz parametre
hakkindaki tim bilginin toplam sonucudur. Bu c¢alismada semiparametrik regresyon
analizi Bayesci yaklasimla ele alinmistir. Regresyon analizi, aralarinda sebep-sonug
iligkisi bulunan iki veya daha fazla degisken arasindaki iliskiyi belirlemek ve bu iliskiyi
kullanarak o konu ile ilgili tahminler yapabilmek amaciyla yapilir ancak bu tahminler
parametrik regresyon analizinin varsayimlarinin saglanmadig1 durumlarda iyi bir tahmin
olma niteligini kaybederler. Bu durumda daha iyi tahmin yapabilmek amaciyla bu
varsayimlarin esnetilmesine olanak saglayan regresyon yontemleri olan nonparametrik
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semiparametrik regresyon tahmini anlatilmis ve bir simiilasyon g¢alismasiyla Bayesci
semiparametrik regresyon i¢in sonuglar verilmis olup yorumlanmaistir.

Ocak 2023, 79 sayfa

Anahtar  kelimeler:  Nonparametrik  modeller,  nonparametrik  regresyon,
semiparametrik regresyon, diizlestirme, bayes, bayesci semiparametrik regresyon



ABSTRACT
Master of Science
BAYESIAN SEMIPARAMETRIC REGRESSION
SELMA CETIN

Ankara University
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Department of Statistics

Supervisor: Prof. Dr. Olgcay ARSLAN

In statistics, two different philosophies are used when making predictions. These are the
Classical approach and the Bayesian approach.While parameters are treated as constant
variables in the classical approach, in the Bayesian approach, parameters are treated as
random variables and are based on Bayes theorem. The knowledge to be obtained with
this approach is found by updating previously existing knowledge, known as the a priori
distribution. At this point, the a priori distribution corresponds to the historical data
and/or the decision maker's personal opinion about the parameter related to the process.
The resulting posterior distribution is the sum of all information about the uncertain
parameter of interest. In this study, semiparametric regression analysis was handled
with a Bayesian approach. Regression analysis is performed to determine the
relationship between two or more variables that have a cause-effect relationship and to
make predictions about that subject using this relationship. These estimates lose their
quality of being good estimates when the assumptions of the parametric regression
analysis are not met. In this case, nonparametric and semiparametric regression, which
are regression methods that allow these assumptions to be stretched, are needed in order
to make better predictions. Unlike parametric regression analysis, these methods do not
seek linearity, but smoothness. In this study, the estimation methods, the smoothing
methods used to ensure smoothness, and how the smoothing parameter should be
selected are mentioned. Semiparametric regression estimation with Bayesian approach
is explained and results for Bayesian semiparametric regression are interpreted with a
simulation study.

January 2023, 79 pages

Key Words: Nonparametric models, nonparametric regression, semiparametric
regression, smoothing, bayesian, bayesian semiparametric regression
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1. GIRIS

Istatistik biliminde, tahmin yapilirken yaygin olarak kullanilan klasik yaklasima
alternatif olarak Bayesci yaklasim kullanilir. Bayesci yaklasimda parametreler rastgele
degiskenler olarak ele alinir ve temeli Bayes teoremine dayanmaktadir. Bu calismada
semiparametrik regresyon analizi Bayesci yaklagimla ele alinmistir. Regresyon analizi,
aralarinda sebep-sonug iligkisi bulunan iki veya daha fazla degisken arasindaki iligkiyi
belirlemek ve bu iliskiyi kullanarak o konu ile ilgili tahminler yapabilmek amaciyla
yapilir ancak bu tahminler dogrusal regresyon analizinin varsayimlarinin saglanmadigi
durumlarda iyi bir tahmin olma niteligini kaybederler. Bu durumda daha iyi tahmin
yapabilmek amaciyla bu varsayimlarin esnetilmesine olanak saglayan regresyon
yontemleri olan nonparametrik ve semiparametrik regresyona ihtiyag duyulur.
Semiparametrik regresyon modelleri bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Lenk
(1999), bir Fourier gosterimi kullanarak, Natio (2002) carpimsal ayarlama ile, Ruppert
ve ark. (2003), cezali regresyon spline'larina ve karma modellere dayali semiparametrik
regresyon modellerini ¢alismuslardir. 2007’de ise Jensen ve Maheu Bayesci
semiparametrik stokastik oynaklik modellemesi lizerinde galistilar. Choi, Lee ve Roy
(2008), parametrik bos modeli Ssemiparametrik alternatif modele kars1 test etmek i¢in
Bayes faktoriiniin genis 6rneklem 6zelligini arastirdilar. Pelenis (2012), belirli bir 6rnek
olarak dogrusal regresyon ile sinirli kosullu moment modelinin Bayesci bir tahminini

dikkate alan Bayesci semiparametrik regresyonu incelemistir.

Caligmanin ikinci bolimiinde kisaca regresyon yontemlerinden bahsedilmis, tanimlari
yapilmistir. Ugiincii béliimde Nonparametrik regresyon ayrmtili bir sekilde ele
alinmustir. Oncelikle bir siirekli degiskenin nasil dagildigi hakkinda fikir veren
yogunluk tahmin yoOntemlerinden Histogram ve Kernel yontemi anlatilmis, bant
genisligi se¢imi i¢in uygulanan yontemler incelenmistir. Nonparametrik regresyon
tahmini i¢in Kernel regresyon tahmin yontemlerinden Nadaraya-Watson tahmini ve
Yerel polinom regresyon anlatilmistir. Sonrasinda nonparametrik regresyonda onemli
bir kavram olan diizlestirme yontemleri ele alinmistir. Diizlestirme; bir ya da birden
fazla bagimsiz degiskenin fonksiyonu olan bagimli degiskeninin sahip oldugu trendi

ifade etmek i¢in kullanilir. Diizlestiriciler degiskenler arasindaki iligskinin bigimini kesin



bir sekilde varsaymadigi i¢in parametrik olmayan regresyonda sik kullanilan bir aragtir
ve diizlestirme parametresinin se¢iminin de dogru bir sekilde yapilmasi gereklidir.
Uciincii béliimiin sonunda nonparametrik regresyon Kernel tahmini ile bir drnekle

gosterilmistir.

Dordiincii boliimde semiparametrik regresyon anlatilmistir. Semiparametrik regresyon,
bagimli degiskenin bazi bagimsiz degiskenlerle parametrik bazilariyla parametrik
olmayan bir iliski oldugu durumlarda kullanilan bir yontemdir. Toplamsal modellerin
6zel bir durumudur. Cezalandirilmis en kiiciik kareler yontemi ve kismi spline
yaklasimi ile tahminin nasil yapildigindan bahsedilip bir Ornekle agiklanmaya

calisilmigtir.

Tezin son boliimiinde, Bayesci yaklasim ve tahmin yontemleri anlatildiktan sonra
bayesci yaklasimla semiparametrik regresyon ele alinmistir. Bayesci yaklasimda énemli
bir nokta olan onsel dagilimi belirlenmesinden, Bayesci parametre tahmininin nasil
yapildigi, hangi metodlarin kullanildigindan bahsedilmistir. Son olarak bir simiilasyon
caligmasi ile farkli yineleme sayilariyla elde edilen sonsal olasilik sonuglarina gore

secilebilecek regresyon modelleri verilmistir.



2. REGRESYON ANALIZi

Regresyon analizi, aralarinda sebep sonug iligkisi bulunan degiskenler arasindaki
iliskinin matematiksel modelle ifade edilerek incelenen konuyla ilgili tahminler
yapilmasidir. Parametrik regresyon analizinde bagimli ve bagimsiz degiskenler
arasindaki ortalama iligki matematiksel bir modelle ifade edilirken fonksiyondaki
parametreler agikga gosterilmektedir. Parametrik regresyonda aciklayici degiskenlerin

arasindaki iliski dogrusal olarak varsayilmaktadir (Akman, 2018).

Basit dogrusal regresyon modelinde bir bagimli (Y) ve bir bagimsiz degisken (X)
vardir. Amag bagimli degiskeni en iyi sekilde tahmin edecek modelin kurulmasidir. X

ve Y arasindaki gergek iligki;
Yi = Bo+ P Xi + & i=12,..,n

biciminde gosterilir. Bu modeli tahmin etmek i¢in kullanilan regresyon modeli ise;
Y; = B + X + e i=12,..,n

Basit dogrusal regresyon modelinde katsayilar tahmini i¢in en kiiglik kareler yontemiyle
hata kareler toplami minumum yapilarak parametreler tahmin edilebilmektedir.
Minumum katsayilar1 elde etmek icin, hata kareler toplaminin B, ve B;’e gore tiirevleri

alinarak 0’a esitlenip katsayilar tahmin edilir.

Y; = By + B1X; + e; denklemi igin hata kareler toplamu:

HKT = Z e? = Z[Yi — Bo - BuXi]’

Bu denklemden g, ve f3; katsayilarinin tahmin:

XY — Z_X;IZ i

31= ) .éozy_ﬁl)?

(X1)?
LXE -5



Coklu dogrusal regresyonda ise birden ¢ok agiklayici degisken ile bir yanit degiskeni
arasindaki dogrusal iliski arastirilir. Genellikle Y yanit degiskeni (bagimli degisken) ve
k tane X;, X,,..., X aciklayici degiskenler arasindaki iliski,

Y; = Lo + f1Xi1 + B2 Xin+, o, +0kXi + & i=12,..,n
seklinde dogrusal bir modelle gosterilir. Tahmin edilen regresyon modeli,
Y; = Bo + PiXy+, ., +Bi Xk + €; seklindedir.
Modelin matris formunda gosterimi:

Y = X + € seklinde veya

L 1 Xy . o Xgk) [BoT (€17

Y, 1 X5 . . Xy b1 €2
y=|| x=|" g2l vee=

LY, ] 1 Xp o 0 X LB ] LEp

seklinde gosterilir. 8 tahmini ise asagida gosterilen formiille elde edilir.
g =XX)X'Y

Parametrik yaklasim varsayimlara dayanmaktadir ve bu varsayimlar saglanmadigi
takdirde yapilan tahminler etkin ve dogru tahmin olma o&zelliklerini kaybederler. Bu
varsayimlarin saglanmadigi durumlarda nonparametrik ve semiparametrik regresyon

yontemleri kullanilir.

Nonparametrik regresyonu parametrik regresyondan ayiran en énemli 6zelligi modele
ait bilinen fonksiyonel bir yapinin olmamasidir. Parametrik regresyondaki dogrusallik
kavraminin yerini burada diizgiinliik alir. Bir y bagimli degiskeni ile yalniz bir x

bagimsiz degiskenin oldugu basit parametrik olmayan regresyon modeli,

yi=f(x) teg



seklinde gosterilir. Amag¢ bilinmeyen ve fonksiyonel iliskiye gosteren — f(x;)
fonksiyonunu diizlestirme tekniklerini kullanarak en uygun diizglin tahmini tiretmektir.
Bu modeller f fonksiyonuna piiriizsiizlik gibi kisitlamalar yiikleyerek bilinen
parametrik regresyon modellerini desteklerler. Nonparametrik basit regresyon modeli,
genel olarak sacgilim grafigi diizlestiricisi (scatterplot smoothing) olarak da bilinir ¢iinkii
parametrik olmayan regresyon yontemi ile sag¢ilim grafigindeki noktalar diizgiin bir egri
ile temsil edilmeye calisilir. Nonparametrik regresyon tahminlerinde Kernel regresyon
yontemlerinden Nadaraya-Watson tahmin edicisi ve yerel polinom regresyon yontemleri

kullanilarak tahminler yapilabilir.

Semiparametrik regresyon modelleri ise bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlerin bir
kismiyla parametrik bir kismiyla parametrik olmayan bir iliski ig¢inde oldugu
durumlarda kullanilir. Bagimli degisken ile her bir bagimsiz degiskenin ayri ayri
cizilecek grafikleri incelenerek, bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki
iliskinin yapis1 hakkinda fikir sahibi olunabilir. Her bir degiskenin iliskisine tek tek
bakildiktan sonra bagimsiz degiskenlerin bir veya birkag¢1 i¢in parametrik, digerleriyle
parametrik olmayan bir iliski varsa semiparametrik model tercih edilir. Semiparametrik
modeller, parametrik ve parametrik olmayan bilesenlerin her ikisini igerdiginden, bu
modellere kismi dogrusal modeller (partially linear model) de denir. Bu modeller
standart regresyon modellerine gére ¢ok daha esnektir. Semiparametrik regresyon
modellerinde parametrik kisim, dogrusal olabilecegi gibi doniisim yontemleri
(Logaritmik, karesel doniistiirme vs.), uygulanarak dogrusallastirilabilen yapida da

olabilir (Aydin, 2005). Semiparametrik regresyon modeli:
yi=a+z B+ m(x) + &, £~N(0,0%), 1<i<n

bi¢ciminde ifade edilir. Semiparametrik regresyon tahmininde cezali en kiigiik kareler

yontemi, kismi spline yaklagimi gibi yontemler kullanilarak tahminler yapilabilir.



3. NONPARAMETRIK REGRESYON

Parametrik regresyon modellerinde fonksiyonel yapinin bilindigi varsayilirken
parametrik olmayan regresyon modellerinde uygun fonksiyonel yapi1 verilerden
kestirilir. Bagimli degisken ile bagimsiz degisken arasindaki parametrik olmayan iliski
fonksiyonel yap1 olmadan yerel kestirimlerin bir sonucu olarak elde edilir. Bir y bagimli
degiskeni ile yalmiz bir x bagimsiz degiskenin oldugu basit parametrik olmayan

regresyon modeli,

yi=f(x) + g

seklinde gosterilir. Bu esitlikte f(+) bagimli degisken ve bagimsiz degisken arasindaki
fonksiyonel iliskiyi gosteren bilinmeyen ve belirli bir sekle sahip olmayan bir
fonksiyondur. Nonparametrik regresyon yonteminin amaci f(-) fonksiyonunun diizgiin
ve siirekli oldugu, hata terimleri &;’lerin ortalamasi 0 ve varyansi o2 ile 6zdes bir
dagilima sahip oldugu varsayimi altinda f () fonksiyonunu verilerden tahmin etmektir.
Nonparametrik basit regresyon modeli, genel olarak sagilim grafigi diizlestiricisi
(scatterplot smoothing) olarak da bilinir ¢iinkii parametrik olmayan regresyon yontemi
ile sagilim grafigindeki noktalar diizgiin bir egri ile temsil edilmeye calisilir. Iki ya da
daha fazla bagimsiz degisken oldugunda ise parametrik olmayan regresyon modelinin
tahminini yapmak daha zordur ve elde edilen grafikler karmasik bir yapida olmaktadir.
Bu durum ‘boyutluluk sorunu’ olarak adlandirilir. Nonparametrik regresyon modelini
geometrik olarak gostermek zor oldugu i¢in daha kisitlayict modeller gelistirilmistir. Bu

modellerden biri toplamsal regresyon modelidir ve bu model:

yi =a+ fi(x) + fo(xi)+, o Hilxg) +&, i=1,..,n

seklinde gosterilir. Burada f;(-) fonksiyonlarina kismi regresyon fonksiyonlar1 denir ve
diizglin olduklar1 varsayilir (Fox, 2002). Nonparametrik regresyon modeliyle
dogrusallik saglanmaz, diizgilinliik olusturulur boylece dogrusallik varsayimi esnetilmis
olur. Dogrusallik varsayiminin esnetilmesi daha karmasik hesaplamalarla birlikte

yorumlanmasi daha zor sonucglar elde edilmesine neden olur. Ancak regresyon

fonksiyonu daha dogru bir sekilde tahmin edilir. (Keele, 2008; Fox, 2002).



3.1 Nonparametrik Modellerde Yogunluk Tahmini

Olasilik yogunluk fonksiyonu, siirekli rasgele degiskenlerin nasil dagildigi hakkinda
fikir verirler. Olasilik yogunluk fonksiyonu bilindigi zaman, ortalama ve varyans gibi
parametreler hakkinda fikir sahibi olunmasmin yaninda, bu degiskenin belli bir
olasilikla hangi aralikta degerler alacagi hesaplanabilmektedir. Bu bdliimde

nonparametrik modeller i¢in tahmin yontemleri anlatilmistir.
3.1.1 Histogram yontemi

Histogram yontemi parametrik olmayan yogunluk tahmininde kullanilan en eski
yaklagimlardan biridir. Kullanisli bir yontemdir fakat gercegi cok iyi yansitamadigi
sOylenebilir. Ayrica iki ya da daha fazla degisken i¢in uyarlamak olduk¢a zordur. Bu
dezavantajlart sebebiyle histogram yontemine alternatif olarak bircok parametrik
olmayan tahminciler gelistirilmistir. Histogram yontemi ya da kutulama yontemi igin,

(X1, X5, ..., X,) bilinmeyen ve siirekli bir dagilimdan gelen rastgele degiskenler olsun

(Hardle vd. 2004).
B; = [xo + (j — Dh,xo + jh] jez

Burada Bj: j. kutu, x,: baslangi¢ noktasi, h: kutu genisligini gosterir. Her kutuya ait
yiikseklik ise:

n.
j . : .
fi = — seklinde ifade edilir.

Burada, n;, j. kutuya diisen gdzlem sayisini, n: drneklem biiyiikliigiinii gostermektedir.

Histogramin bagka bir gosterim sekli ise:

. 1w
£00) = %Z Z I(X;€B,)I (xeB)) 3.1)
i=1 J

1, XiGBj

I(X:€B;) = {0, diger durumlar
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(3.1)’deki formiil her x degeri i¢in f’nin tahminini verir. m;, B; Kutusunun merkezi

olmak lizere Bj = [mj —g,mj +§] araligi (3.1) esitliginden c¢ikarimda bulunarak

yazilabilir. Bu aralik her x degeri i¢in ayn1 f degerini atar. Bu durum da kisitlayict ve
esnek olmayan bir durum oldugu i¢in alternatif ¢oziimler tiiretilmistir. Histogramin sekli
kutu genisligine ve baslangi¢ noktasina gore degisir. Ayn1 kutu genisligi farkli baglangig
noktalartyla ¢izilen histogramlar ¢ok modlu ya da simetrik olacak sekilde sonuglar
verebilir. Gozlem sayisinin fazla oldugu durumlarda histogram yonteminin kullanilmasi
sorun yaratmazken, kiiclik orneklemlerde dar aralikli kutu olusturmasi sebebiyle
histogramlarin kullanimi pratik degildir. Bunun nedeni her bir kutuda az sayida gézlem
yer alacag i¢in, i. kutuya ait 6rnek kutu ortalamasi dengeli olmayacaktir. Dengeli bir
ortalama i¢in genis aralikli ve az sayida kutuya ihtiya¢ vardir. Bunu saglamak i¢in x
degiskenine ait degerler esit genislige sahip kutulara boliinebilir ya da hemen hemen
esit sayida gozlem igeren kutular olusturulabilir. Eger x tekdiize dagilima sahipse x
degiskenine ait gozlemler esit sayida gozlem igeren kutulara boliinebilir. Fakat bu
yontem kiiciik 6rnekler i¢in uygulanirsa, uygulamada i¢i bos kutularla karsilasilabilir.
Eger dagilim saga ya da sola carpiksa yine esit aralikli kutular1 kullanmak dogru
olmayacaktir. Bu durumda da gbzlemlerin ¢ogu ayni kutu igerisine diisecektir (Hardle

vd. 2004).

Histogram yontemi yansiz bir tahmin edici degildir. Yanliligin kesin degeri, gercek
yogunlugun sekline baghdir. Bununla birlikte, kii¢iik veya biiylik bir sapmaya yol agan
durumlar hakkinda bazi genel agiklamalar yapmamizi saglayan yaklasik bir sapma

formiilii tiiretilebilir. Baslangi¢ noktasini x, = 0 olarak alinirsa yanlilik:
Bias{fh(x)} = E{fh(x) - f(x)} = f’(mj)(mj —X)

m; = (j —%) h’dir. x =m; oldugunda yaklasik yanhlik sifir olur.  Histogramin

yaklasik varyansi ise:

Var{fy(x)} ~ — f (x) seklindedir.



Bu formiile gore nh artarken histogramin varyansi azalir. Artan h degeri varyansi
azaltirken, yanlilig1 arttirir. Histogram yonteminde genis kutular, kiigiik varyans biiyiik
yanlilikken, dar kutular, biiyiik varyans, kii¢iik yanlilik demektir. Orneklem sayisi
arttikca bu sorunun {iistesinden gelmek daha kolaydir. Varyans ve yanlilik h degeri ile
ters yonde degistigi i¢in, varyans ve yanlilik arasinda optimal bir denge kuracak h
degerlerinin bulunmas1 gerekir. Bu amagla kullanilan yontemlerden biri hata kareler

ortalamasidir Histogram i¢in HKO:

HKO{f,(x)} = var (fh(x)) + [Bias{fh(x)}]z

Eger n gozlem sayisi, ¢cok fazla arttirilirsa (n — o0), h kutu genisligi ¢ok kiiciik bir deger
olarak almirsa (h — 0) ve bu kii¢iilme ¢ok yavas bir sekilde gergeklesirse (nh — o),
£, (x) fonksiyonun HKO’1 sifira gider. Kare ortalamasindaki yakinsama, olasilikta
yakinsamay1 belirttigi icin, f,(x), f(x)’e yakmsar yani f,(x), bilinmeyen f(x)
fonksiyonunun tutarli bir tahminidir. Hata kareler ortalamasi, bilinmeyen
f fonksiyonunun hem varyansina hem de yanliligin karesine bagl oldugu igin
uygulanmasi pratikte zordur. Tek bir nokta i¢in f olasilik yogunluk fonksiyonunun
tahmincisi olarak f,,(x) yerine daha genel kabul gérmiis bir lgii olan biitiinlesik hata

kare ortalamas1 (BHKO) kullanilir. Herhangi bir x noktasi igin:

2

1 h
BHKO(f, () ~ —+ f (FCYdx = —+ IFIB, b~ Oigin

Varyans ve yanliligin azaltilmasinda 6nemi olan h’nin optimum degeri asimptotik

BHKO’nun (ABHKO) minimize edilmesiyle bulunur. ABHKO degeri:

1
ABHKO(f,) = — + — IIf I3 seklindedir.

Bu degerin h’ye gore tiirevi alinirsa, optimum kutu genisligi yani ho asagidaki sekilde

1/3
6
ho=|—7>5| ~n'3
° <n||f||%>

bulunur:



Histogram yonteminin en biiyilk dezavantajlarindan biri baslangi¢ noktasina gore
seklinin degigsmesi durumudur. Baslangi¢c noktasina gore ayni veri, farkli histogramla,
farkli bigimde ifade edilmis olur. Asagidaki gosterimlerde n 6rneklem hacmi 100 olmak
tizere tekdiize (uniform) dagilimdan rastgele {iiretilen verilere dayanarak baglangic

noktalari farkli, kutu genislikleri ayni olan histogram grafikleri gosterilmistir.

x0=0,h=0.2 x0=-0.1,h=0.2
w0 w0
= _| = _|
= =
s b
iy @
(] (]
v | o _|
o o
< _| = _|
o T T T T T T T o LU i AL DAL
00 02 04 06 08 10 0.0 04 08
X X

Sekil 3.1 Baslangi¢ noktalar1 farkli kutu genislikleri ayni iken histogramlar

Ayni kutu genisligi kullanilmasina ragmen histogramlar, verilerin bazi temel
ozelliklerine iligkin farkli agiklamalar vermektedir. Bu sorunun iistesinden gelebilmek
icin ayn1 kutu genisligi fakat farkli baslangic noktalariyla ¢izilen histogramlar tizerinden
bir ortalama hesaplanarak bir ¢6ziim tiretilebilir. Buna degistirilmis histogram yontemi

denir.

3.1.2 Kernel yontemi

Histogram yaklasiminda f(x)’i tahmin etmenin yollarindan biri su fikre dayanmaktadir.

1

oy T——TE burada gozlemler x’i iceren kiigiik bir araliga diiser. Kernel yogunluk

tahmin edicisinde ise histogramdaki gibi x, baslangi¢c noktasi se¢im problemi yoktur.

f(x)’in tahmini ’da artik gozlemler, x’1 iceren kiiclik bir araliga degil

n.(kutu genisligi)
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x’in etrafinda yer alan bir araliga dayanir. Baska bir tliretme ise, histogramdan farkli
olarak aralik uzunlugunu 2h olarak se¢mektir yani (X-h, x+h) araligi dikkate

alinmaktadir. f,, (x), tahmini su sekilde yazilabilir:

. 1
fn(x) = %,{Xié(x —h,x +h)} (3.2)

Agirliklandirilmis bir tekdiize kernel fonksiyonu kullanilirsa,

1
K(u) = EI(IuI <1 (3.3)

Bu formiilde u = (x — X;)/h’dir. Tekdiize kernel fonksiyonu, x’e olan uzakligi h’den
biiyiik olmayan her bir X; gozlemine 1/2 agirlik atar. x'ten daha uzaktaki noktalar sifir
agirlik alir ¢iinkii gosterge islevi I(Ju| < 1), tanim geregi u = (x — X;)/h olgeklenmis

mesafesinin 1'den biiyiik tiim degerleri i¢in 0'a esittir. Amag m ifadesini

formiilize etmektir. Buradan yola ¢ikarak f, (x) tahmini tekrar yazilirsa:

o =) e (5
=%Z%I(|x —th-| < 1) (3.4)

(3.4)'ten, (x-h, x+h) araligina diisen her gézlem igin gosterge fonksiyonul degerini alir

ve frekansa bir katki saglar. X; gbzlemi x'e ne kadar yakin olursa olsun (x'in h iginde

olmasi kosuluyla) her katki esit olarak (yani bir ¢arpaniyla) agirliklandirilir.

11



Cizelge 3. 1 Cesitli Kernel fonksiyonlar1

Kernel K(u)
Uniform (Diizgiin) % I(ul < 1)
Ucgen (Triangle) @A—=|uDI(ul =1
Epanechnikov Z(l —u?)I(jul < 1)

4.dereceden (Quartic,Biweight) % (1—-u®)?I(jul <1

6.dereceden (Triweight) 2—2(1 —u?)3I(jul £ 1)
Normal (Gaussian) —exp (—51%)
orma aussian —eXp(—=u
V2 Pi72
. .. 1-[ ‘r[ <
Cosiniis 7°0S (E u) I(Jlu< 1))

f’den Xi,X,,.., X, rastgele orneklemine dayali olan f olasilik yogunluk tahmin

edicisinin kernel olasilik yogunluk tahmin edicisi genel formu su sekildedir.
1 n
fu@) =2 Kae = X0, (3:5)
i=1

K,() = %K (-/h) olmak tizere K (-) tabloda verilen kernel fonksiyonlarindan herhangi

birini temsil eder. h ise bant genisligini gosterir. Kernel fonksiyonunun agirliklandirma
islevi K ile temsil edilir. Kernel tahmini ise f,(x)’dir. Histograma benzer sekilde h,
tahminin diizgiinliiglinii kontrol eder ve h se¢imi ¢ok 6nemli bir problemdir. Eldeki bazi
resmi kriterler olmaksizin, h'nin hangi degerinin optimal diizgiinliik derecesini
sagladigini belirlemek zordur. Bu sorun bant genisligi se¢im yontemleriyle ¢oziilmeye

caligilir.

Kernel Fonksiyonunun Secimi: Kernel fonksiyonlari genellikle olasilik yogunluk

fonksiyonlaridir, yani K'nin tanim kiimesindeki tim u’lar i¢in K(u) = 0’dir.
[ K(u)du = 1 ifadesinin bir sonucu olarak [ f,(x)dx = 1°dir yani kernel yogunluk

tahmincisi de bir olasilik yogunluk fonksiyonudur. Ayrica, f,, K "nin tiim siireklilik ve
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tiirevlenebilme 6zelliklerini tasimaktadir. Eger K’nin araliksiz k kez tiirevi alinirsa, f;,
icinde bu durum gegerli olur. f;,’nin bu 6zelligi f,, grafiginin diizgiinliigiine de yansir. h
bant genisligi ayn1 olsa bile siirekli kernel fonksiyonlarina dayali tahminler arasinda bile
diizgiinliikte 6nemli farkliliklar vardir. Optimal bant genisligi h,y,., bazi yontemlerle
bulunabilir ama belli bir h degeri farkli kernel fonksiyonlariyla kullanildiginda ayni
derecede diizgiinliigii garanti etmez (Wakefield Jon, 2013). Yeniden o6lgeklendirilmis
kernel fonksiyonlartyla kernel yogunlugu tahmin etmek de farkli bir bakis agisidir.

Yeniden dlgeklendirilmis kernel fonksiyonu su sekilde ifade edilir:

1 K(x—Xi)_lK ¥

Yogunluk tahmininin altindaki alan bire esitken, yeniden Ol¢eklenen her kernel

fonksiyonunun altindaki alan ise asagida verilen esitlige esittir.

flx(x_xi)d —1f1< hd —1th ;)
nh h X = () Y= (u)u—n

fr(x) tahmini ise su sekilde yazilir:

i=1

o= e e (5

fu(x) yeniden olceklendirilmis Kernel fonksiyonlarmin toplami olarak yazilabilir.
Grafiksel olarak, yeniden oOlgeklenen Kernellar, her bir timsekligin gozlemlerden
birinde ortalandigi kii¢iik "tiimsekler"dir. h'nin farkli degerleri i¢in Oncelikle
tiimseklerin goriiniimii ve sonug olarak, toplamlarmin f, goriiniimii degisir. Kernel

yogunluk tahminin istatistiksel 6zellikleri:
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e Yanhhk
Bias{/, ()}= E{fu(x) } — f (%)

1 n
: EZ E{Kp(x — X))} — f(x)

= E{Kp(x — X))} — f(x)
Buradan yanlilik:

Bias{fy ()= 3 K () f(wdu — £ ().

u—x . . e .
S = olarak tanimlanirsa, kernelin simetrigi K(-s)=K(s) olmak tizere f(u)'nun x

etrafinda ikinci dereceden Taylor agilim1 gosterilebilir:

2
Bias{f,(x)} = h?f”(x)uz (K) + o(h?), ash- 0. (3.6)

Bu formiilde p, (K) = [ s2K(s)ds seklinde hesaplanir. (3.6)'dan yanliligi h ile orantil
oldugu goriiliir. Bu nedenle, yanlilig1 azaltmak i¢in kiiglik bir h se¢ilmelidir. Ayrica
Bias{f,(x)}, x'deki yogunlugun egriligi olan f”'(x)'e baglidir. Sapmanin bilyiikliigii,
f" mutlak degerine yansiyan f'nin egriligine de baghdir. Biiyiik f'' degerleri,
Bias{f,(x)}m biiyiik degerlerini ifade eder (Wakefield Jon 2013).

e Varyansi

N 1 1
Var{f,(x)} = — IKII3f(x) + o (%>, as nh — o,

K3, [ K?(s)ds’nin kisaltilmig gdsterimidir. Kernel yogunluk tahmin edicisinin
varyanst neredeyse nh™! ile orantilidir. Bu nedenle, kiigiik bir varyans icin oldukga
biiyiik bir h se¢ilmelidir. Biiyiik h degerleri, daha biiyiik araliklar (x-h, x+h), her aralikta
daha fazla g6zlem ve dolayisiyla toplam )i~ ; K, (x — X;)'de sifirdan farkli agirlik alan
daha fazla gbzlem anlamina gelir. Daha fazla gbézlem kullanarak toplamda daha az
degiskenlige sahip toplamlar iiretilecektir. Benzer sekilde, belirli bir h degeri igin

(biiyiik veya kiiciik), 6rnek boyutu n’nin arttirilmas1 1/nh’yi azaltacak ve dolayisiyla
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varyans da kiigiilecektir. Daha fazla toplam gozlem sayisina sahip olmak, ortalama her
[X-h, x+h] aralifinda daha fazla gdzlem olacagi anlamina gelir.||K||3 bu terim, tekdiize
kernel gibi diiz kerneller i¢in oldukga kiiciik olacaktir. Piiriizsiiz ve yassi kernellerin, her
ornekte tiim gbzlemlere kabaca esit agirlik verdiginden, tekrarli 6rneklemelerde daha az

uc tahminler tirettigi s6ylenebilir.
e Hata Kareler Ortalamasi

Parametrik olmayan yogunluk tahmininde h bant genisligini se¢mek histogram
yonteminde oldugu gibi kernel yontemi i¢in de bir sorundur. Hem varyans hem de
sapma en aza indirmek istenir ancak h’yi arttirmak varyansi disiiriirken sapmay1 arttirir
tersi durumda h'yi azaltmak varyansi arttirir sapmayi ise diisliriir. Hata kareler
ortalamasini ise en aza indirmek yani varyans ve kare yanlilik arasindaki toplam, asir1
ve az diizlestirme arasinda bir dengeyi temsil eder. Ayrica, HKO’na bakmak, kernel
yogunluk tahmin edicisinin tutarli olup olmadigini degerlendirmenin bir yolunu da

saglar. f,,(x) i¢in hata kareler ortalamas:

R Rt . J . 1
HKO{fu (0} = - f"(0%m,(07 + — IKIBF () + o) +0 (). 3.7)

Ortalama karedeki yakinsama, olasilikta yakinsamayi, yani tutarliligi gosterir. (3.7)'ye
bakarak, h - 0 ve nh — oo giderken, kernel yogunluk tahmincisinin hata kareler
ortalamasi da sifira gider buna dayanarak, kernel yogunluk tahmincisinin gergekten
tutarli oldugu sdylenir. Fakat, HKO f ve f"' ye baglidir ve her iki fonksiyon da pratikte

bilinmez.

Sonug olarak, f(x) ve f''(x) i¢in uygun ikameleri elde etmenin bir yolu bulunmadikga,
hope(x) pratikte uygulanamaz. Ayrica h,p(x), x'e baghdir ve dolayistyla yerel bir bant
genigligi olarak adlandirilir. Histogram yonteminde hata kareler ortalamasi yerine,
biitiinlesik hata kareler ortalamasi (BHKO) kullanilarak yerel bir tahmin 6lgiisiinden
cikilir ve daha genel kullanilan bir 6l¢ii bulunur. Ayrica sorunun boyutsallig1 azaltilmig
olur. Bu nedenle, BHKO optimal bant genisligi siirecine de bakilirsa, kernel yogunluk

tahmin edicisi i¢in su sekilde verilir:
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h4 r
BHKO = - [IK1I3 + 7 (o (ORI 113 + 0 (7;) + 0(h*) ash — 0 nh — oo,

Yiiksek dereceli terimler goz ardi edilerek, biitiinlesik hata kareler ortalamasi igin
asimptotik biitiinlesik hata kareler ortalamasi adi verilen yaklasik bir formiil su sekilde

verilebilir:
N 1 2 h4 2 "2
ABHKO(f) = — K13 + - {2 (OF 1113

ABHKO optimal bant genisligi ise:

1/5
KI5 _
hope = < 2 ~n~1/5, (3.8)

1713 k2 (K)}2n

Sonug olarak bakildiginda, h,,, hala ||f"||3'ye bagli oldugu i¢in bilinmeyen niceliklerle
ugrasma sorunu tam olarak ¢dziillememistir. (2.8)'e h,y,, eklenmesi asagidaki formiilii
vermektedir.

ABHKO (fropt)

5
= 7 (KDY Qo (O N12)* (3.9)

burada n=*/%'den 6nceki terimlerin n’ye gére sabit oldugu belirtilmisti. Eger 6rneklem
boyutu giderek arttirilirsa, ABHKO, n=*/° oraninda yakinsar. Histogram i¢in ABHKO,
daha diisiik n~2/3 oraniyla bir yakinsama gosterdigi icin kernel yogunluk tahmin

edicisinin daha iistiin oldugu sdylenebilir (Hardle vd. 2004).

Uygulamalarda genellikle tek boyutlu tahminleri elde etmekle degil, cok degiskenli
yogunluklar1 tahmin etmekle ilgilenilir. X = (Xq,...,X4)T d-boyutlu rastgele vektdr
olmak tiizere burada Xj, ..., X; tek boyutlu rastgele degiskenlerdir. Bu sekilde n boyutlu
rastgele bir ornek, d rastgele degiskenlerin her biri i¢in n gdzleme sahip oldugu anlama
gelir.X; vektori i¢in d rastgele degiskenlerinin her biri i¢in i. gbzlemin toplami oldugu

varsayilsin. X;:



Xij, X rastgele degiskeninin i. gozlem degeridir. Burada amag, X = (Xy,...,X4)"
olasilik yogunlugunu tahmin etmektir. X3, ..., X; rastgele degiskenlerinin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu f:

fO) = f(xq, 00, x4).

Tek boyut i¢in hesaplanan kernel yogunluk tahmini d-boyut i¢in uyarlanirsa;

n
_ 1 1 X1 _Xil xd—Xl-d)
_ nzhdyc( i, A (3.10)

XK, ¢ok degiskenli kernel fonksiyonunu belirtir. Eger bant genisligini h = (hy, ..., hg)T

cok degiskenli durum igin genisletirsek,

n
N 1 1 X1 — Xil xd_Xid>
= — A1
fa(x) nZhl,...hd:K< h, 7T hy 31D
1=

Cok boyutlu kernel X (u) = K (uq,us, ..., uy) igin carpimsal kernel seklinde ifade
edilebilir:

KW =K@ K(ug), (3.12)

Burada K tek degiskenli kernel fonksiyonunu temsil eder. Bu durumda 3.11°deki f, (x)
asagidaki sekilde tahmin edilir:

n d
A 1 xj — Xij
fh(x)=Ez nhflK(—] ~ ”) (3.13
1 \j=1 J

i=
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3.1.3 Yanhlik ve varyans

Oncelikle standart varsaymmin bir sonucu olarak [ K (u)du = 1 oldugu belirtilsin. fy
tahmini bir yogunluk fonksiyonudur, yani, [ fu(x)dx =1 “dir. Ayrica tahmin herhangi

bir x noktasinda stireklidir:

. BN
fuG) == 3 (XK= ) > f() (3.14)
i=1

Bu béliimde asimptotik yaklagimlardan bahsedilecektir. Tek degiskenli durumda oldugu

gibi, ikinci dereceden bir Taylor agilimi kullanilir. V¢, gradyant matrisi ve H;, Hessian

matrisi olmak tizere x etrafindaki f(-) Taylor agilimu:

flx+t) =fx)+tTV(x) + %t}[f(x)t +o(tTt)

Beklenen deger:

E(Fa(x)) ~ f % (s) {f(x) +sTHTV, (x) + %STHT"H}(X)HS} ds
Yanhilik:
. 1 2
Bias{fy(x)} ~ Z,u%(?()f[iz{HT}[f(x)H}] dx
Varyans:

. 1 1 o 2
Var(fy @) = [ # - 0¥ du - < (EG)

~
~

1 2
fmf}c (S) f(x + HS)dS

~
~

1
Jm%z(s) {f(X) + STHTVf(x)}dS

~ 1 K 2
~fm” 12 f(x)
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XK ’nin d-boyutlu kare L, normu ||X||5 ile belirtilir. Sonug olarak, cok degiskenli kernel
yogunluk tahmincisi igin Asimptotik biitiinlesik hata karesi asagidaki sekilde ifade
edilir:

ABHK(H) = %ug () f liz{HT 7, (x)H}]de + 17¢ 113

1
ndet(H)

Buradaki sorun ise ABHK optimal bant genisligini se¢mektir. Yine ayni sekilde bant
genisligi ABKH’deki yanlilik ve varyans arasindaki dengeye baghdir. H = hH, ve
det(Hy) = 1 olmak iizere h bir skaler biiyiikliigii belirtsin. ABKH su sekilde yazilir:

1 1
ABKH(H) = Zh‘*y% (7€) f [iz{H{ H, (x)HO}]de T 1K |3 (3.15)

Yalnizca h'deki degisikliklere izin verilirse, h bant genisligi ve ABKH igin en uygun

(optimal) sonuglari sirasiyla asagidaki gibidir:
hopt~n—1/(4+d)’ ABKH(hOptHO)~n_4/(4+d).

Bu nedenle, ¢ok degiskenli yogunluk tahmincisi, 6zellikle d biiylik oldugunda, tek
degiskenli yonteme kiyasla daha yavag bir yakinsama hizina sahiptir. H = hl;'yi (tim d
boyutlarinda ayni bant genigligi) goz Oniinde bulundurulursa ve n 6rnek boyutu
sabitlenirse, tahminin makul dl¢iide diizgiin oldugundan emin olmak igin asimptotik
biitiinlesik hata karesi, optimal bant genisligi tek boyutlu durumda oldugundan ¢ok daha
biiyiik olmalidir. Ayrica, boyutlarin sayis1 d arttik¢a, hesaplama zorlugu da artar. Bu

nedenle, cok boyutlu yogunluk tahmini genellikle d > 5 ise uygulanmaz.
3.1.4 Bant genisligi secimi
H bant genisliginin otomatik, veri odakli se¢im sorunu, ¢ok degiskenli durum i¢in daha

fazla 6neme sahiptir. Bir veya iki boyutta, sadece farkli bant genislikleri i¢in yogunluk

tahminlerinin grafigine bakarak etkilesimli olarak uygun bir bant genisligi secmek
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kolayken, iig, dort veya daha fazla boyutta grafiksel temsil sorunu ortaya ¢ikar. Tek
boyutlu durumda oldugu gibi, eklenti bant genislikleri, 6zellikle basit bant genislikleri
ve ¢apraz dogrulama bant genislikleri kullanilir. Cok degiskenli durumda, tek boyutlu
bant genisligi secicileri ile Silverman'm kurali ve en kii¢iik kareler ¢apraz dogrulamasi

icin genellemeler yapilir.

3.1.4.1 Silverman’in temel kurah

Bilinmeyen parametre iceren bir ifade varsa, bilinmeyen parametre, bir tahminle
degistirilir eklenti yontemlerinin altinda yatan bu kuraldir. Asimptotik biitiinlesik hata

kareleri ortalamasi optimal bant genisligini veren formiilden yola ¢ikarak

h =< I )1/5~n"1/5 (3.16)
PE NIk ()Y ' '

(3.16)’deki ifadede ||f”||3 degeri bilinmemektedir. Bilinmeyen f yogunluk
fonksiyonunun u ortalama ve o2 varyans ile normal dagilim ailesine ait oldugu

varsayilsin:
IF"1E = 07 [ (" oY

= a"5i ~ 0.21207° (3.17)
8\ ’

burada ¢(-), standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu gosterir.

Bilinmeyen standart sapma o yerine ¢’nin tahmin edicisi,  kullanilir,

n—1

6= | Z(xi—f)z (3.18)

(3.16)'deki formiilii pratikte uygulamak igin bir kernel fonksiyonu secilmelidir. Standart
normal dagilimi, olasilik yogunluk fonksiyonuyla ayni oldugu i¢in Gauss kerneli segilir

ve @ ile de gosterilirse asagidaki "Temel Kural" bant genisligi elde edilir:
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1/5

2
h ﬂ ||/T’||2 = 6_5i olmak iizere

rot — 12 2
177115 (@)n 8Vm
. 465\ 1
By = <§> ~ 1.066n75 (3.19)

Burada anlatilan uygulamada f(x)’in normal dagildigi varsayilmistir. Bu varsayim
parametrik olmayan yogunluk tahmin felsefesinin tam tersidir. Eger X’in normal
dagilima sahip olundugu bilinseydi yogunluk ¢ok daha kolay ve verimli bir sekilde
tahmin edilebilirdi. Normallik varsayimi altinda anlatilan temel kural bant genisligi
kullanish ve uygulanabilir bir formiildiir. Uygulamada X, normal dagilim gosteriyorsa

~

h,.+ optimal bant genisligini verir. X, normal dagilimdan ¢ok farkli degilse o zaman,
R, optimumdan ¢ok uzak olmayan bir bant genisligi verir. Sonug olarak, tek modlu,
neredeyse simetrik ve ¢ok kalin kuyruklu olmayan tiim dagilimlar i¢in “Temel Kural”

bant genisliginin makul sonuglar verdigi sdylenebilir.

Temel kural bant genisligi ile ilgili bir sorun, aykir1 degerlere duyarliligidir. Tek bir
aykir1 deger olmasi, ¢ok biiyiik bir o tahminine neden olabilir bu da ¢ok biiyiik bir bant
genisligi verecektir. Bu noktada bagka alternatif bir yontem olarak, ceyrekler arasi

araligindan daha saglam bir tahminci elde edilir:
R = X[0.75n] = X[0.25n]» (3.20)

yani, sadece %75 lst ¢eyrek ve %25 alt ¢eyrek, arasindaki o6rnek ¢eyrekler arasi araligi

hesaplanir. Yine de burada gergek o.y.fnun normal oldugu varsayilirsa yani,

X~N(u,0?)ve Z = )%“~N(o,1),

R = X[0.75n] — X[0.25n]
= (u+0Z10.75n1) — (4 + 0 Z[25m))
= 0(Zj0.75n) — Zj0.25n])
~ 0(0.67 — (—0.67)) = 1.340,
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Buradan ¢ = —- seklinde tahmin edilir. (3.19)’de verilen A,,.'da & yerine konursa

aralarindaki iliski:

~ R 1 1
=1.06——n 5~ 0.79Rn’ 5 21
hyot 06 1.3471 0 n (3.21)

(3.19) ve (3.20)’de verilen formiillerinden “daha iyi bir temel kural” yazilabilir:

A (. R -1/5
hyor = 1.06min {0,1—34}71 (3.22)

Yine, hem (3.19) hem de (3.22) gergek olasilik yogunlugu normal dagilima benziyorsa
bu formiil olduk¢a iyi sonuglar verecektir, ancak gercek yogunluk normal dagilimin
seklinden onemli Olclide saparsa (6rnegin cok modlu olarak), temel bant genisligi

kullanilarak elde edilen tahminlerde 6nemli 6lgiide yanilma olacaktir (Wolfgang vd.

2004).
3.1.4.2 Yenilenmis eklenti yontemi

Normallik varsaymmi altinda hesaplanan Silverman’in temel kurali normallik
saglanmadiginda biiyiik olgiide basarisiz olacaktir. Burada ||f”'||5 igin dogal bir
iyilestirme, parametrik olmayan tahminleri kullanmaktan olusur. Bagka bir yontem ise,
biitiinlesik hata kareler ortalamas1 (BHKO) i¢in daha 1yi bir yaklasimin kullanilmasidir.
Capraz gecerlilik yonteminin aksine eklenti bant genisligi secicileri, biitlinlesik hata
Kareler ortalamasini en aza indiren bir bant genisligi bulmaya ¢alisir. Segilen bir & bant
genisliginin kalitesini degerlendirmenin yaygin bir yontemi, onu nispi degerde
BHKO’n1 optimal bant genisligi olan h,,, ile karsilagtirmaktir. h ', hope'a
yakimsaklig1 O, (n~%) mertebesinde oldugu sdylenir:
a h—h opt P

nt——————->T,
hopt
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Burada T, n’den bagimsiz rastgele bir degiskendir. Eger 0=1/2 ise, buna genellikle vn
yakinsama denir ve bu yakinsama orani da Hall & Marron'in (1991) gosterdigi gibi elde
edilebilecek en iyi orandir. Park & Marron (1990), f'nin parametrik olmayan bir
tahminini kullanarak ve bu tahminin ikinci tiirevini alarak BHKO'da ||f"||3 tahminini
onerdi (Wolfgang vd. 2004). Burada bir g bant genisligi kullanildig:1 varsayilsin, 0

zaman fg'nin ikinci tiirevi su sekilde hesaplanabilir:

1 © X

3 x — X;

D)= E K”(—l>.
$#L Uy

Burada da bant genisligi se¢imi problemi ortaya ¢ikacaktir. ikinci tiirev igin temel kural

(Rule of thumb) ile bulunan bant genisligi ilk asamada kullanilabilir. Bagka bir problem
ise, diizeltilmis tahmin yanliligin1 kullanarak istesinden gelinebilecek olan || fé’”z

Sapmasi nedeniyle baska b'll sSOorun or taya Qlkal.
”f””2 “f””z 1 ” Hullz ( )
2 ) ngs 2" 3.23

Ilf"|l5 yerine Asimptotik biitiinlesik hata kareler ortalamasinda h’ye gére optimize

etmek bant genisligi secicisini verir.
. _< IK1IZ )“5 324
pm T\ ey )
111303 (K)n

Park & Marron (1990), 0,(n~*/13) diizeyinde h,,,'nin hyp,'a gdreceli bir yakinsama

oranina sahip oldugunu gosterdiler yani optimal bant genisligi h,,.’a yakinsama orani

a= 113 <% anlamma gelmektedir. Dezavantaji, kiigiik bant genislikleri sebebiyle

||/’ |5 tahmin edicisinin negatif sonuglar vermesidir (Wolfgang vd. 2004).
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3.1.4.3 Capraz gecerlilik kural

Capraz gecerlilik yontemi, parametre veya fonksiyon tahmininin 6zel yapisindan
bagimsizdir. Bant genisligi secim problemi goz oniline alindiginda, ¢apraz gecerlilik
teknikleri, temel kural yaklagimima (Rule of thumb) gore daha genis bir f yogunluk
fonksiyonlar1 sinifina uyum saglar. Temel kural bant genisligi referans dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in en uygun yontem iken c¢ok modlu yogunluk
fonksiyonlart i¢in basarisiz olacaktir. Yogunluk tahmini i¢in en kii¢lik kareler ¢apraz
gegerlilik biitiinlesik kare hatasiyla optimal bant genisligini tahmin eder (Hardle vd.
2004). Cok degiskenli durum igin,

A 2
BRHUD = [ {fa() - £GO) dx
= [ fryax =2 [ fuGo o0 + [ 20 ax
Bu formiilde bilinmeyen ve tahmin edilmesi gereken ikinci terimdir. Ilk terim ise

verilerden tahmin edilir. [ f;;(x) f(x)dx = Efy(X), bu terimi “leave-one-out” tahmin

edicisi ile tahmin edersek,

— 1,
EFaC0) == fuiCX)

i —ico) = - i —X)

i%j,j=1
Tek degiskenli igin verilen gapraz gegerlilik formiiliinii ¢ok degiskenliye genellemesi ise

asagidaki gibidir.

CV(H) = ——— Zdt(H ii Ko« K{H (X — X))} — n(n—1)z Z Ky (X; — X))
=19

i=1j=1,j#i

Buradaki zorluk ise bant genisliginin d*d boyutlu H matrisine bagli olmasidir. H, bir
kosegen matris olarak kabul edilirse, bu bir d-boyutlu optimizasyon problemi olarak
kalir.

Bu, diger capraz gecerlilik yaklagimlari i¢in de gecerlidir.
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3.2 Nonparametrik Regresyon Tahmini

Nonparametrik regresyon tahmini i¢in Kernel yontemlerinden Nadaraya-Watson ve
yerel polinom regresyonu kullanilabilir. Nadaraya-Watson agirliklandirilmis ortalama
degerleri  kullanirken yerel polinom regresyonu, ortalama degerleri yerine
agirliklandirilmis en kiigiik kareler kestirim degerlerini kullanir. Yerel polinom

regresyonu Nadaraya-Watson tahmin edicisinin genellestirilmis halidir.

3.2.1 Nadaraya-Watson Kernel tahmin edicisi

Nadaraya-Watson tahmin edicisi, herhangi bir x degerinin komsulugunda bagimsiz x;
degerlerine karsilik gelen bagimli y; degerlerinin agirlikli ortalamasidir. Bu agirliklar x
degerine daha uzak olan x; degerleri icin kiigiik olarak tanimlanirken, x degerine daha
yakin olan x; degerleri igin daha biiyiik tanimlanmaktadir. Oncelikle f(x)’in tahmini

asagidaki gibidir.

f(x) = E[Y]x]

= fyp(ylx)dy

1
=50 J yp(x,y)dy.

Kernel yontemiyle p(x, y)’ nin tahmini:

n
1 X —X; - Vi
A(Axdy) _ ZK ( l)K Y —=JYi 2
p y (X;y) Tl/lx/ly - X /1x y /’{y (3 5)
1=

p(x)’in tahmini: (Wakefield Jon 2013)

n
1 X — X;
5000 (x) = —— K(_l)
H0) (x) MZ (=
l:

(3.25)’de verilen tahminden yola ¢ikarak Nadaraya-Watson kernel regresyon tahmin

edicisi:

25



s )
k(Y
LK, (x;_xxl) J (i + udy))K, (wdu
aaE=y
-1 K (x ;xl) Vi

K ()

Burada, | K, (u) du =1 ve [uK,(u)du = 0. Ayrica son satirda, 1 = 4, ve K = K,’e

(3.26)

esittir. Bu tahmin edici dogrusal diizlestirici olarak da yazilabilir:

n

f()t) (x) = Z Si(l) (X)Yl,

i=1
Formiilde S i('D (x), agirliklar olarak tanimlanir.

X — Xj
k(52
n X — X
= ()

Tahmin edicinin makul davranisi icin A diizlestirme parametresinin se¢imi ¢ok

sP(x) =

onemlidir.
Her zaman oldugu gibi kare yanliligi ve varyans nedeniyle bilesenlerine ayrilabilen
asimptotik biitiinlesik kare hatas1 incelenmelidir. 4, - 0 ve nd, - oo iken x

noktasinda N-W tahmin edicisinin yanliligi;

2

. o
bias[f 0 ()] ~ <f”( )+ 2f(x )p((x))>

Burada p(x), x’in bilinmeyen yogunlugudur. A, arttik¢a yanliligin artmasi beklenen bir
durumdur. Ayrica yanhlik, kivrimlarda f(-)’nin arttigi noktalarda yani, biiyik f"(x)
arttig1 ve "tasarim yogunlugunun" yani p’(x) tiirevinin biiyiik oldugu noktalarda da
artar. S6zde tasarim yanliligi 2f'(x)p’(x)/p(x) olarak tanimlanir. x noktasinda N-W

tahmin edicisinin varyansi:

KzO-Z 1
ni, p(x)

var[f@ (x)] ~
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Daha kolay olmasi igin varyans a2’nin, var(Y|x)’ e esit ve sabit oldugu kabul edilir.
Tahmin edicinin varyansi, x degerlerinin yogunlugunun artmasi Olgiim hatasinin
azalmasiyla ve yerel 6rnek hacmi nA,, ile azalir. Sonug olarak, kii¢iik A ‘nin yanlilig1
azalttig1 ancak varyansi arttirdigi goriiliir. Yanliligin karesi ve varyansi birlestirerek ve
x Uzerinden integral alarak biitiinlesik hata kareler ortalamas1 bulunur.

4

Anox

T(f”(x) +2f"(x)

14 2 2
1;53) dx + Ka0 de. (3.27)

BHKO(f ) ~ ni, J p(x)

Bu ifadenin tiirevi alinip sifira esitlenirse, optimal bant genisligi su sekilde elde edilir:

1/5 2 -1 1/5
A;;:(l) < 0K, JPE) " ) (3.28)

[t o [ (f"(0)p' (x) /p(x))*dx

Burada A* = 0(n~'/5)dir. Bu ifadeyi (3.27)’de yerine koyarsak, BHKO'nin birgok
parametrik olmayan tahmin edici igin gegerli ve varyansi1 O(n™1) olan ¢ogu parametrik
tahmin edicinin aksine, 0(n=*/%) oldugunu gosterir. Verimlilikteki kayip, parametrik
olmayan yontemlerin sagladigi esnekligin bir dezavantajidir. (3.28)’deki ifade birgok
bilinmeyen nicelige baglidir ve bu terimleri tahmin etmek icin “eklenti” yontemleri olsa

da daha yaygin kullanilan bir yaklasim ¢apraz gegerliliktir (Wakefield Jon 2013).

3.2.2 Yerel polinom regresyonu

Yerel polinom regresyonu, Nadaraya-Watson kernel tahmin edicisinin genellestirilmis
halidir. Kernel regresyonuna benzer fakat agirliklandirilmig ortalama degerleri yerine
agirhiklandirlmis en kiigiik kareler kestirim degerlerini kullanir. Herhangi bir X
noktasindaki diizlestirme, agirliklarin kernel fonksiyonunun yiiksekligine karsilik gelen
agirliklandirilmis en kiigiik kareler dogrusuna uydurularak elde edilir. w;(x) =
K[(x; — x) /2] agirliklandirilmis bir fonksiyon olmak iizere, agirliklandirilmis kareler
toplamini minimize etmek igin By, = f(x) secilmis olsun. Y7, w;(x) (V; — Box)?

ifadesinin ¢6ztimii ile asagidaki tahmin elde edilir:
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2 5 Licawi(0)Y;

() = Box = w0

Bu da, (3.26)’daki Nadaraya-Watson kernel regresyon tahmin edicisinin agirlikli en
kiiciik kareler kullanilarak tahmin edilen yerel sabit bir modele karsilik geldigini
gostermektedir. Notasyonal gosterimde kolaylik olmasi i¢in, w;(x) agirhgmnin A
yumusatma parametresine bagli olmadigi kabul edilmistir. Elde edilmek istenen her
tahmin icin ayr1 bir agirlikli en kiigiik kareler uygulanmaktadir. Bu formiilasyon ile
yerel sabit bir model olan Nadaraya-Watson tahmin edicisinin yerini yerel polinom alir.

Sabit bir x komsulugundaki u degerleri i¢in polinom su sekilde tanimlanir:

Bax

P ) = Box + Prc(u —2) + == (u - x)% + - +@

p' (u - x)p'

By = [Boxs ++» Bpx] dir. Buradaki fikir, x komsulugundaki f’yi polinomal P.(u; ) ile
yaklagik olarak bulmaktir. B, parametresi yerel agirliklandirilmis kareler toplamini

minimize etmek i¢in segilir:

> Wi ¥ = Pl BT

u igin f’nin yerel tahmini:
f@) = Pe(u; By)-

Bu tahmin x'in yerel bir komsulugunda kullanabilir, ancak bunun yerine bulunmak

istenen her x degeri igin yeni bir yerel polinomal bulunabilir. u = x degeri i¢in,
f(x) = Px(X; .éx) = .ng-

Agirlik fonksiyonu w(x;) = K[(x; — x)/A]'dir. Dizlestirme seviyesi diizlestirme
parametresi A tarafindan kontrol edilir, A = 0 ise f(x;) = ; ile sonuglanir ve 1 = oo
ise lineer bir modele esdegerdir. f(x) sadece yerel polinomal modelin katsayist 3, e

baglidir. Bu durum yerel sabit bir modelle karistirlmamalidir. x noktasinda f

28



fonksiyonunun tahmini icin, yerel regresyon, modele agirlikli en kiigiik kareler

uygulanmasiyla esdegerdir. E[s, ] = 0 ve var(s,) = o2W; Lile,

Y = x, 0, + &
(x; —x)P
1 x1—x _
p!
Xy = :
(xn - x)p
1 Xp — X T

Xy, 1 X (p+ 1) tasarim matrisini ve W, w;(x) i = 1, ...,n dgeleriyle n X n kdsegen
matrisini temsil eder. w;'nin biiyiikk degerleri x — x;'nin kii¢iik olmasina karsilik gelir,
boylece x'e yakin olan x; veri noktalar1 en etkilidir denir. W, kernel fonksiyonu K(-)’ya
ve dolayisiyla bant genisligine bagli olduguna dikkat edilmelidir.

(Y — %, B) "W, (Y — x,8,)’in minimize edilmesiyle 3, asagidaki sekilde tahmin edilir:

By = (XIWyx,) "Il WL Y. (3.29)

(I Wox,) ' xI W, nin ilk satimnm Y ile i¢ carpimum almak,f(x) = fo,’1 verir.

(3.29)'daki tahmin edicinin verilerde dogrusal oldugu agik¢a gézlemlenebilir.

n
) =) s v
i=1
Tahmin edicinin ortalamasi,
n
E[f@)] = ) s o
i=1

Varyansi,

n

var[f(x)] — Uzzsi(l) (x)% = UZHS(D(X)HZ,

=1

burada yine hata varyansinin sabit ve gozlemlerin iliskisiz oldugu varsayilmistir. Etkin

serbestlik derecesip @ = iz(S®) olarak tamimlanabilir. S®, ¥ = SWy den elde
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edilen sapka matrisidir. Genellikle p = 1, f(-)'yi tahmin etmek i¢in yeterli olacaktir.

Bir dogrusal yerel polinomla asagida verilen sonug elde edilir:

2 o Zimawi (Y | Zimwi() (x — %)Y
fe = =g wi(x) tlr—%) = wi(x) (x — %)%

Formiilde X, = 27, w;(X)x;/ 2= wi(x) ve w;(x) = K((x — x;)/4). Sonug olarak,
yerel sabit (Nadaraya—Watson) tahmincisine ek olarak x;'nin yerel egimini ve
carpikligini diizelten bir terim oldugu sdylenebilir. Dogrusal yerel polinom model i¢in

beklenen deger ise su sekilde tanimlanir:
£(An) 1 2 11 2
E[fO 0] = £ () +5 2 f"(0)0F
Varyansi,

A 1 1
var {0 ()] = Ko o

Eger, f, x’de dogrusal ise f kesinlikle yansizdir. Yerel dogrusal polinom tahmincisi,

BHKO(f*)) = bl-as[fw]z + var[fOn)]

Atog vy K,o? [ 1
~ Jf (x )dx]+ . fmdx

Kernel regresyondaki biitiinlesik hata kareler ortalamasi ile karsilagtirildiginda, tasarim
yanlilig1 sifirdir ve bu durum dogrusal polinomun Nadaraya—\Watson tahmin edicisine

gore avantajin1 gosterir. Optimal A bu nedenle,

2=

(3.30)

(1)1/5 (asz fp(x)‘ldx>1/5

n ok [ £"(x)%dx

(3.30) ifadesindeki terimlerin her birinin, 4,,'nin bir "eklenti" tahmin edicisini verecegi

tahmin edilebilir veya capraz gegerlilik kullanilabilir (Wakefield Jon 2013).
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3.3 Nonparametrik Regresyonda Diizlestirme Yontemleri

Nonparametrik regresyon modelinde diizlestirme kavrami biiyiikk 6nem tagimaktadir.
Diizlestirme; bir ya da birden fazla bagimsiz degiskenin fonksiyonu olan bagiml
degiskeninin sahip oldugu trendi ifade etmek icin kullanilir. Diizlestiriciler degiskenler
arasindaki iliskinin bi¢imini kesin bir sekilde varsaymadigi i¢in parametrik olmayan
regresyonda sik kullanilan bir aragtir. Diizlestirme kavraminin temeli ortalama alma
fikrine dayanir. Bilinen en basit diizlestirici ise hareketli ortalamalardir. Bir diizlestirici
tarafindan tahmin edilen egriye “dilizglin” adi verilir. Tek bir bagimsiz degiskenin
oldugu durumlar ise “serpilme diyagrami diizlestirmesi” olarak adlandirilmaktadir.
Serpilme diyagramindaki noktalar, herhangi bir olasiliksal model olmaksizin diizlem
tizerindeki noktalarin birikimi olarak kabul edilmektedir (Ruppert vd. 2004). Basit
Hareketli ortalamalardan sonra en ¢ok bilinen yontem {istel diizlestirmedir. Basit iistel
ve ikili istel diizlestirme yontemleri kernel regresyonun gesitleridir. Bu boliimde,
parametrik regresyon modellerinin kisitlamalarina nasil ¢6ziim getirilebilecegi

anlatilacaktir.

3.3.1 Cezalandirilmis spline regresyonu

Spline yaklagiminda kestirimin piiriizliligii ¢ok sayida diigiim noktasi olmasindan
kaynaklanir. Bu sorunun {istesinden gelmenin bir yolu, tiim diigtimleri korumak, ancak
etkilerini smirlamaktir. Bu sekilde daha az degiskenle sonuglanmasi beklenir. K'nin
biiyiik oldugu K diigiimlii genel bir spline modeli olsun. Siradan en kiigiik kareler

modeli su sekilde yazilir,

9 = XB, B, |ly — XB||? ifadesini minimize eder.

Esitlikte 8 = [Bo, B1, B11s - Pix]T olup Bk, k. diigiime iliskin parametreyi gosterir.
B1x’ nin smirlandirilmamis bir tahmini fazla kivrimli bir tahmine yol agar. Bu durumu
diizeltebilecek S, tizerindeki kisitlamalar sunlardir:

1) max|Bik| < C

2 YlBul<C
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3) i1 Bl < C
C uygun bir sekilde segildiginde, kisitlarin her birinden daha diiz bir kestirim elde
edilecektir. Diger iki kisita goére uygulanmasi en kolay kisit tglincii kisittir.

(K+2)x(K+2) boyutlu bir D matrisi asagidaki sekilde tanimlanirsa,

D=[02x2 OZxK]
OKxZ IKxK

minimizasyon problemi, fTDB < C kisit1 altinda ||y — XB||*> olan hata Kareler
toplamimin minimum yapilmas:t problemine doniisiir. Bu fonksiyonla, Langrange

carpanlar1 yontemi kullanilarak yazilan asagidaki fonksiyonu minimize etmek

esdegerdir. (Ruppert vd. 2004).
lly — XBII* + 2*B™DB A= 0.
Bu durumda £, tahmini,

By = (X"X +22D)"'X"y bulunur.
A2BT D terimine piiriizliiliik cezas1 denir, ¢iinkii ¢ok sert olan kivrimlar1 cezalandirir ve
boylece daha diizglin bir sonug¢ verir. Diizlestirme miktari, diizlestirme parametresi A
tarafindan kontrol edilir. Cezalandirilmis bir spline regresyonu i¢in uygun degerler daha

sonra su sekilde verilir:
¥ =X(XTX + A2D)"1xTy. (3.31)

Cezalandirilmis tahmin, spline temel fonksiyonlarin tiim katsayilarimi sifira dogru
kiigtiltiir ve bazi katsayilar1 sifira kadar kiiciilten ve kalan katsayilar1 kiigiiltmeden
birakan digim se¢imi ile zithk olusturabilir. (3.23)’deki esitlik bir Ridge
regresyonudur. (Ruppert vd. 2004).

3.3.2 Dogal kiibik splinelar

Kiibik spline modelinin yaygin olarak kullanilan hali dogal kiibik spline temelidir.

Dogal kiibik splinelar kuyruklarinda sinir diigiimlerinin 6tesinde dogrusal olma
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kisitlamasi olan kiibik spline’lardir. Dogrusallik, spline f'nin sinir diigiimlerinde f"" =
f" =0 sagladig1 kisitlamalar araciligiyla saglanmaya ¢alisilir. Kiibik spline, f, artik
kareler toplamim ve ikinci dereceden tiirevinin karesi olan (f'")? integrali tizerindeki
cezayl minimize eder.

Bu durumda ortaya ¢ikan hata kareler toplami1 HKT:
n
HKT = Z{yi —fe) + 2 f (FP () dx (3.32)
i=1

burada A > 0 diizlestirme parametresidir. (f)'nin bir spline olmasi igin 6nceden herhangi
bir kisitlama getirilmemesine ragmen, bu cezali kareler toplaminin minimize edicisine,
xi'de (sinir ve i¢) diigiimleri olan dogal bir kiibik spline’dir denir. Diizlestirici splinelar,

parametrik olmayan uygulamalarda yaygin olarak kullanilmaktadir.

Dogal kiibik splinelar "dogal" olarak adlandirilir ¢iinkii bir optimizasyon probleminin
¢Ozlimii olarak ortaya ¢ikarlar. Herhangi bir uygulamada sinir kisitlamalar1 varsa spline
dogal degildir. Dolayisiyla, bu kisitlamalar olmadan dogal kiibik spline modelini, kiibik
spline modele tercih etmek mantikli bir se¢im olmayacaktir. Cezali splinelar diizlestirme
splinelarindan daha geneldir. Cilinkii dogal kiibik splinelara sinir kisitlamalarinin
uygulanip uygulanamama durumlart s6z konusudur. Cezali splinelarda ise istenen
sayida ya da daha az sayida diigiim kullanilabilir bu da cezali splinelar1 daha genel
yapmaktadir. Bir dogal kiibik spline her bir x; diigiim noktasindaki degeri ve ikinci
mertebeden tiirevinin verilmesi ile belirlenebilir. Bu gosterim ikinci tiirev-deger
gosterimi olarak adlandirilir. f fonksiyonunun x; < -+ < x,, diigiimlerinde dogal kiibik

spline fonksiyonu oldugu varsayilsin ve

fi=fG) vey;=f"(x), i=1.,n

olarak tamimlansin. Dogal kiibik spline tanimina gore, x; Ve x, noktalarinda
f fonksiyonun ikinci tiirevi sifir oldugu ig¢in y; = ¥, =0dir. f = (fy, ..., fn) Ve

Y = (Y2 -, Yno1)' Olsun. f ve y vektorleriyle f egrisinin tam olarak belirlenmesi
saglanir ve f egrisi, herhangi bir x noktasinda f’nin degeri ve tiirevleri icin, f ve y
vektorleri ile acik olarak formiile edilebilir. Fakat her f ve 7y vektorii dogal kiibik

egrisel ¢izgi belirtmez. f ve y vektorlerinin kiibik egrisel ¢izgi belirtmesi i¢in Q ve R
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gibi iki bant matrisi tanimlanmalidir. Bir matrisin sifir olmayan elemanlarinin hepsi az
sayida kosegen elemanlari lizerinde toplanmigsa, bu matrise bant matrisi denir. Matrisin
sifir olmayan kosegen elemanlarinin sayisi da matrisin bant genisligi olarak adlandirilir.

k; = x;;1 — x; olmak iizere Q ve R matrislerinin elemanlar1 asagidaki gibi tanimlanur.

( ki i=j—1
-1
1 1 .
qij = 4 _<E+k_j>’ b=J i=12,..,nvej=2,...,n—1
0, li—jl=2
! [ =j+1
L k' e
1 .
gkj—1 i=j—1
1 .
ry = ACERL) LY i=12.,n—1lvej=2,..,n-1
0, li—jl =2
1 .
\ gkf' i=j+1

Bu esitliklere gore R ve Q matrisleri asagidaki gibi gosterilebilir: R, (n-2)x(n-2)

boyutlu simetrik bir matris, Q, nx(n-2) boyutlu matrisdir:

rl 1
1 1 1
gkz §(k2 + k3) gk3 0
1 1 1
R: 0 gk3 §(k3 + k4) gk4 0
. . 0
1 1 1
0 gkn—3 §(kn—3+kn—2) gkn—z
1 1
0 gkn—z § (kn—z + kn—l)_
1 (1 1) 1 0 0 :
kq ki ks k,
0 1 (1 4 1) 1 0
k, ky  k3/ k3
Q:
, ( 1 '+ 1 ) 1 .
kn-3 kn-s = kn—p kn-2
0 0 0 1 < 1 N 1 ) 1
kn—z kn—Z kn—l kn—l—
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R ve Q indisleri |i — j| = 2 kosulunu saglayan elemanlari sifir olan matrislerdir bu
matrislere lic kosegen matrisler denir. R matrisi her bir i elemani i¢in |rl- j| > )i j|rl- j|
ise kosegen dominanttir. Bu 6zellik R matrisinin pozitif tanimli dolayisiyla R matrisinin

tersi oldugunu gosterir ve

K = QR—IQT

olacak sekilde bir K matrisi tanimlanabilir. Bu esitlik sonucu iki onemli teorem
tanimlanir.
Teorem 1: f ve y vektorleri, yalniz ve yalniz asagidaki kosullar saglanirsa dogal kiibik

egrisel ¢izgi belirtir. QT f = Ry bu esitlik saglanirsa,

b
ff”(x)zdx =yTRy =m"Km
a

esitligi elde edilir. (Green ve Silverman 2000, Rupert vd. 2003).
3.3.3 Diger cezalar

Bir cezayr anlamanin en iyi yollardan biri limiti belirlemektir. Ceza parametresi A
sonsuza yakinsadikca, diizgiin uyum bir limite dogru yakinsar. Kesilmis gii¢ fonksiyonu

temeli ile p. derece spline kullanirsak, bu durumda ceza;

K
220 z B2,, (3.33)
k=1

Bu uyum, p dereceli bir polinoma uyan en kiigiik karelere dogru kiigiiltiiliir. Boylece,
spline derecesi ve kiigiilme hedefi birbirine baglanir. (3.33)’de verilen ceza ile diiz bir
cizgiye dogru kiigiilmek i¢in dogrusal spline’lar kullanilmalidir. Baz1 durumlarda, spline
modelini ve kiiciiltme limitini bagimsiz olarak se¢cmede esneklik istenebilir. Bu
esnekligi saglamak icin baska cezalar getirilebilir. Ornegin, esit aralikli diigiimlere sahip
B-spline'lar  kullanilabilir ve B-spline katsayilarinda (q+1). dereceden farkla
cezalandirilir (Eilers ve Marx 1996, Rupert vd. 2003). Bu nedenle, 6rnegin q = 1
kullanildiginda, spline’mn derecesinden bagimsiz olarak kii¢iilme diiz bir c¢izgiye

dogrudur; oysa q = 2 i¢in kii¢iilme bir parabole dogrudur. Eilers ve Marx cezasi, esit
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aralikli diigtimler uygun oldugunda kesinlikle yararlidir (Rupert, 2008). Uygulamada ise
diigiimler esit olmayan araliklarda genellikle diizensiz bulunur. Genis bir sinirlar
araliginda kii¢iilmeye izin veren ve herhangi bir diigiim aralig1 i¢in uygun olan (3.33)'e

bir alternatif, formun ikinci dereceden integral cezasidir;

b
2P f (F@* D)} dx, (3.34)

burada q+1 < p’dir ve a ve b en kiigiik degerleri iken, x en bliylik degeridir. (3.34)’deki
ceza bir q. derece polinomuna dogru kiigiiliir. p = 3 ve q = 1 kullanilmasi, kiibik
diizlestirme egrisine ¢ok benzer bir uyum saglar. Aslinda, her x'te diigliimlii dogal kiibik
spline kullanmak, tam olarak kiibik bir diizlestirme spline’1 verir.

B(x) = [B1(x), ..., By(x)]T spline tabanli fonksiyonlarm bir vektdrii olsun. Burada
X’in 1. satir1 B(Txl-) dir ve,

f) = p"B().

%P f:{f(q“)(x)}zdx, bu esitlik ST DB’ye esit olur. D, B'nin ikinci moment matrisidir:

b
D= j B@+D(x) {B<q+1)(x)}de.

$ = X(XTX + 2??D)~1XTy formiiliiyle tahmin edilmektedir (Ruppert vd. 2004).
3.3.4 Dogrusal diizlestiriciler

Cezalandirilmis spline uygulamalari, siradan en kiigiik kareler uygulamalarindan
temelde farkli olsa da bazi ortak noktalar1 vardir. Ozellikle her ikiside veri vektdrii y'nin

dogrusal fonksiyonlaridir. Dogrusal bir regresyon modeli i¢in:
y=Xp +¢,
Siradan en kiigiik kareler:
y = Hy, burada H = X(XTX)"1xT (3.35)
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olmak iizere sapka matrisidir. Cezalandirilmis spline modeli bu formiili su sekilde

genellestirir:
=8y, S;=XXTX+A?PD)"1xT (3.36)

X, p dereceli kesilmis polinom tabanina karsilik gelir. Parametrik olmayan regresyonda
sapka matrisi terimi kullanilsa da S, genellikle daha diizgiin matris ya da diizlestirici
matris olarak adlandirilir. (3.35) ve (3.36)’deki formiillerinin her ikisi de asagidaki
sekilde yazilabilir.

y=Ly

L, y’ye bagh olmayan n X n boyutlu bir matristir. Buna dogrusal diizlestiriciler sinifi
denilmektedir. Cogu zaman, L bir diizlestirme parametresiyle y'ye baghidir. Bu
durumda, diizlestirici gercekten dogrusal degildir yaklasik olarak dogrusal oldugu kabul
edilerek uygulamasinin yapilmasi daha yaygindir (Ruppert vd. 2004).

3.4 Diizlestirme Hatas1

Dagilim grafigi diizlestirme modelinde £, £'nin bir tahminci edicisi olsun,
Vi = f(xi) + &)

X S R, f(x) tahmininin ilgilenildigi bir x degerleri kiimesi olsun. Her x € X icin, f(x),
f(x)’in tahminidir. Istatistiksel tahmin teorisinin temel taslarmdan biri tahminci
tarafindan yapilan hatadir. En yaygin hata 6l¢iisii, hata kareler ortalamasidir (HKO).
Hata kareler ortalamasi, bir regresyon egrisinin bir dizi noktaya ne kadar yakin
oldugunu soyler ve her zaman pozitif degerlidir. Eger HKO degeri sifira yakinsa tahmin

edicinin iyi bir performans gosterdigi soylenebilir. Hata kareler ortalamast;

HKO{f (1)} = E[{f (o) - r0Y].

HKO asagidaki sekilde de yazilabilir:

HKO{f ()} = [E{f ) — F)]” + var{f ()},
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Bu karesel yanlilig1 ve genel hataya varyans katkisin1 gdsterir. Hatay1 daha genel olarak
X degerleri arasinda 6lgmek daha yaygin bir uygulamadir. Bunun i¢in Onerilen bir

olasilik, biitiinlesik hata kareler ortalamasidir (BHKO).

BHKO{f (0} = f HKO{f (x)}dx.

X’e bagli olmayan daha kolay bir alternatif ortalama toplam kare hatasidir (OTKH).

OTKH{f()} = E Z{f () — f)Y,
i=1

Burada sadece gozlemlerdeki hata dikkate alinir. Ortalama toplam kare hatasinin bir
avantaji, daha basit matris cebirsel islemlerle yapiliyor olmasidir. f = [f(xy), ..., f(x,)]7,
y ortalama uygun degerlerinin bir vektorii olsun. f’de, f(x;) degerlerinin vektoriini

benzer sekilde tanimlasin.

orxH(f) = £l|f - £II*.

Dogrusal diizlestiricilerde tanimlanan =Ly yerine, f = Ly seklinde yazilir. Ortalama

toplam kare hatast:

OTKH(f) = Z (E(Fe) - £} + var{f ()

i=1

= D By — £ + var((Ly))
i=1

= Z{E(Ly)i — fi}? + {Cov(Ly)}

= ||(L = DfII* + tr{Cov(Ly)}
= |I(L — DfII? + tr{LCov(y)LT}.

Cov(y) = ol ile sabit varyans varsayimi altinda,

OTKH(f) = (L — DfII? + a2tr(LLT) (3.37)
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(3.37)’de yazilan formiiliin ilk kismi1 kare yanlilik katkisini temsil ederken, ikinci kisim
varyanslarin toplamina karsilik gelir. Diizlestirmede, yanlilik ve varyans ikilemi
birbirine bagli olarak degisir. L = S, olan cezalandirilmis spline diizlestiriciler igin,
daha biiyiik A degerleri yanlilikta bir artisa ancak varyansta bir azalmaya yol agar. Daha
kiiglik A degerleri iginse bu durumun tersi bir durum olusmaktadir (Ruppert vd. 2004).

3.5 Diizlestirme Ranki

Klasik diizlestirme spline'lar1 n temel fonksiyon kullanirken, dogrusal cezali spline'lar
veya K diigiimli kiibik radyal diizlestiriciler K + 2 temel fonksiyonlar1 kullanir.
"Azaltilmis digimli" dizlestiriciler "tam diigimli" diizlestiricilerin bilesenlerini
piiriizsiizlik i¢in atma egilimindedir. L’nin n X n boyutlu diizlestirici matrisiyle genel
dogrusal bir diizlestirici oldugu varsayilsin. Burada L, simetrik ve yar1 pozitif
tanimlhidir. L matrisinin vy, ..., v, 6zvektorlerine karsilik gelen 6zdegerleri 4, > -+ > 4,
seklinde olsun. Tam diigiim diizlestirme egrisine karsilik gelen 6zvektorlerin tahmin
degerlerine kars1 cizilen grafikleri daha kivrimlidir. Yani 6zdeger degeri biiylidiikce
grafik diizgiinlesir ya da tam tersi 6zdeger degeri kiiciildiik¢e grafigin kivrimlilig: artar.

Ozdegerler ve 6zvektorler arasindaki iliski su sekilde tanimlanr:
Lvi = Aivi, i = 1, ey, N (338)

Ozvektorler R™de tamimli olmak iizere, y yamit degiskeni vektorii asagidaki sekilde

yazilabilir:

y = z a;v;.

n
=1

(3.38)’deki esitligi kullanarak, y degerleri asagidaki sekilde hesaplanir:

n
y= Z a;A;v;.
i=1

Matris cebir sonucunun kullanilmasiyla,

Bir L matrisinin ranki = L’ nin bagimsiz dogrusal siitun sayisi
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= L’nin sifir olmayan 6zdegerlerinin sayist seklinde ifade edilir.

Hesaplama karmasikliginin istesinden gelmek igin diizlestirici matrisinin ranki
kullanilabilir. n temel fonksiyonu daha az kullanan diizlestiriciler, diisiik rankl1 olarak
adlandirilirken, temel fonksiyonlar1 6rneklem boyutuyla yaklasik olarak ayni olanlara
tam rankli denir. Orneklem boyutu biiyiikk oldugunda diisiik rankli diizlestiricilerin
kullanilmasimin pek bir faydasi olmadigi sOylenebilir. Ancak daha biiyiilk 6rnek
boyutlar1 ve birka¢ diizlestirme iceren daha karmasik modeller i¢in, diisiik rankli

diizlestiriciler hesaplamalarda kolaylik saglayabilir (Ruppert vd. 2004).

3.6 Diizlestiricinin Serbestlik Derecesi

Diizlestirme parametresi A’nin kiiciik bir degeriyle verilerin tahminine biraz yakin
kivrimli bir dagilim grafigi elde edilirken, ¢ok biiylik bir A degeri i¢in spline temel
fonksiyonlarin derecesine bagli olarak parametrik bir uyum elde edilir. Buradaki sorun,
A’nin ne kii¢iik ne de biiyiik olan ara degerleriyle elde edilen diizlestirme ve A arasindaki
iliskinin net olmamasidir yani diizlestirme parametresinin degeri, grafigin seklinin
belirlenmesinde dogrudan etkili degildir. Bu sorunu ¢6zmenin uygun bir yolu, A’nin bir
t(A) doniigimi yani, t(1) =iz(S;)’ya A diizlestirme parametresine karsilik gelen
uyumun serbestlik derecesi olarak adlandirilir. Parametrik regresyondaki sapka matrisi
H’nin izi, iz(H) = uyum parametre sayis1 = serbestlik derecesi seklindedir. Dolayisiyla
iz(S;), bu tamimin sagilim grafigi diizlestiricilerine genellestirilmis halidir. Esdeger
parametre sayilarmma bagli olarak genel bir yorum yapilirsa polinom uyumu ile
iligkilendirilebilir yani v serbestlik derecesine sahip diiz bir dagilim grafigi ile (v - 1)
dereceli bir polinom verileri yaklasik olarak aymi Olgiide 6zetler. Kisaltma olarak
sdgy = iz(Sy) gosterimi kullanilacaktir. Bu durumda iz(AB) = iz(BA) matris dzelligine

dayanarak cezalandirilmis spline igin:
SAyestirim = iZ{(XTX + AZD)_IXTX}.

K diigiim ve p derecesi ile cezalandirilmis bir spline dagilim grafigi i¢in,
tr(So) = p + 1+ K oldugu soylenir. Diger ugta, tr(S;) = p + 1, A—oo iken yani
Anin pozitif' degerleri, p +1 < sdy;; < p +1+ K'ye karsilik gelir. Sonug olarak
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oOzetlenirse, A ve sdf; arasinda monoton olarak azalan bir iliski oldugu sdylenir.
Boylece, her A > 0 degerine karsilik gelen benzersiz bir sdy;; vardir. A degerleri igin
sdy;; degerleri birbirine yakinsarsa bu benzer goriiniimlerini agiklar, kabaca ayni sayida

esdeger parametreye sahip olduklar1 sdylenir (Ruppert vd. 2004).
3.7 Diizlestirme Parametresi Secimi

Nonparametrik regresyon modelinde diizlestirme kavrami biiyiikk 6nem tagimaktadir.
Diizlestirme; bir ya da birden fazla bagimsiz degiskenin fonksiyonu olan bagiml
degiskeninin sahip oldugu trendi ifade etmek icin kullanilir. Diizlestiriciler degiskenler
arasindaki iliskinin bi¢imini kesin bir sekilde varsaymadigi i¢in parametrik olmayan
regresyonda sik kullanilan bir aragtir. Diizlestirme parametresini segmek de bu yiizden
onemli bir konudur. “Capraz gegerlilik”, “Mallows’un C, olgiiti” ve “Akaike bilgi

kriteri” gibi yontemler parametre se¢iminde kullanilmaktadir.
3.7.1 Capraz gecerlilik (Cross validation)

Capraz gecerlilik 0Olgiiti nonparametrik regresyonda parametrik regresyona benzer
olarak acgiklanabilir. Parametrik regresyonda capraz gegerlilik asagidaki sekilde ifade

edilir.

n

i=1
h;;, H sapka matrisinini kosegen elemanlarin1 gostermektedir. Nonparametrik

regresyonda da benzer olarak,
n
~ 2
V@) =Y (3 - fratxs D)
i=1

seklinde yazilir. f(x;; 1), x; noktasinda A diizlestirme parametresiyle nonparametrik
regresyon tahmini goOstermek {izere nonparametrik regresyonda kestirim degerleri

asagidaki gibidir:
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f(xp A)

Sly = L
f (n; )

flxi; ) = 2i=154iYj» Saij» Sa’nm (i,j). elemandir. Diizlestiricilerin birgogu asagidaki
sekilde ifade edilebilir. (Ruppert vd. 2003, Tiirkan 2009).

fals) = Z—i*;z'”y :
Veri kiimesinden (x;, y;) gozlem degeri ¢ikarildiktan sonra elde edilen tahmin degeridir
ve genellikle bu esitligin yaklasik olarak saglandigi bilinmektedir. Capraz gecerlilik

Olgiitiic de bu gosterim ile bulunabilir. Diizlestiriciler her zaman y; =1 ise y; =1

ozelligine sahiptir ve bu 6zellik tiim diizlestiriciler icin,
n
ZSM]- =1, timi'lericin
i=1

oldugunu gosterir. Buna gére YiL; S j = 1 — Sy 5 dir ve nonparametrik regresyonda

capraz gecerlilik olctitii asagidaki gibi bulunur (Tiirkan, 2009).

n

cv(A) = Z ()’i — foiCxss /1))2

n
B Z (y- B Dizj S/l,ijyj>2
— 1= Sy
n ~ 2
_ z <yi - f(xiil)>
- 1= Sy
i=1

~ z {a-spyh\’
4 1 =5

Capraz gegerlilik Olgiitiine gore en uygun diizlestirme parametresi (1), CV(4)
fonksiyonunu minumum yapan degerdir (Rupert vd. 2003, Tiirtkan 2009).
Genellestirilmis capraz gegerlilik Olgiitiinde ise, Sy ;;’nin yerine S ;’nin ortalamasi

kullanilir. Buna gore,
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n

_ fx;2)
GCVA) = z {1 — lZ(SA)/n}

i=1

Z yi_f(xi;/l) ’
L (1—1iz(Sy)/n

=1

S

o la—-sple
{1 —=n"tiz(5)})?

seklinde ifade edilir. Genellestirilmis capraz gecerlilik Olclitine goére en uygun
diizlestirme parametresi A, GCV(A) fonksiyonunu minumum yapan degerdir (Tirkan,

2009).

3.7.2 Mallows’un C, olgiitii

Mallows C,, olgiitii Mallows tarafindan 6nerilen, Craven ve Wahba tarafindan spline

diizeltmeye uyarlanan bir Olgiittiir (Rupert vd. 2003). Spline diizeltmede yansiz risk
yontemi olarak bilinir. Cesitli formlarda yazilabilir, bunlardan biri agagidaki gibidir:

Cy, = HKT(p) = 262p (3.39)

p modeldeki parametre sayisidir, HKT(p) ayn1 model i¢in hata kareler toplamidir,

Burada 62, ilgilenilen en genis modele ait hata varyansinin tahminidir. Amag, en kiigiik
C, degerine sahip modeli se¢gmektir. Parametrik olmayan regresyon fikrini kullanarak

C, degeri elde edilebilir. Asagidaki model ele alinsin:
y=f+e Cov(e) = d?l,
f’nin tahmin edicisi, dogrusal bir diizlestiricidir ve f ile gosterilir.
f=Ly.
f’nim ortalama hata kareler toplamu:
OHKT(f) = (L — DfII* + a2iz(LLT).
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Hata kareler toplaminin beklenen degeri,
E(HKT) = OHKT(f) + 02 (n — 2sdgestirim)
SAyestirim = 1Z(L), serbestlik derecesini gosterir. 62, 62 nun yansiz tahmin edicisidir.

HKT + 262sdyestirim ifadesi de OHKT(f) + no2’nun yansiz tahmin edicisidir. no?2, L
matrisine bagli olmadigindan, C,’nin minimizasyonu yaklasik olarak OHKT(f)’mn
minimizasyonuyla aymidir. L = S, seklinde alinirsa segilen A i¢in C, kriteri asagidaki

gibi yazilir.
Cp (1) = HKT(A) + 26'525dkestirim (D).

C,(1)’y1 minimize eden diizlestirici parametresini /icpile gosterilsin. 62 tahmini igin
Sdyestirim in segilmesi gerekir. Artiklar gercek hatalar1 tahmin ettiginden, o2'nun bir
tahmini olarak HKT/n kullanilabilir ama bu istatistik o ’nu oldugundan az tahmin eder
clinkii artiklar gercek hatalara gore daha az degiskendir. Bu sorunla parametrik
regresyonda da karsilasilir ve sorun, HKT’n1 n yerine (n — p)'ye boliinerek ¢oziiliir. Ayni
sorunu burada da (n — p)’yi, sdgrax(4) ile degistirerek ¢ozmek miimkiindiir. Sonug

olarak ¢ ’nu asagidaki sekilde yazabiliriz.

52 = _HKT)
S dartlk (/1)

62 tahmini igin A’min secilmesi gerekir Bunun icin ¢apraz gegerlilik veya

genellestirilmis ¢apraz gecerlilik kriterlerini minumum yapan 1’y1 kullanmak uygundur
ya da bunun yerine f varyansim ve yanhiligimi dengeledigi i¢in bu Kriterlerin
kiigiiltiiciilerinden biraz daha kiiciik A secilebilir. Bununla birlikte, 62 tahmini edilme
amact olsa bile, f’daki yanhliktan kagmilmalidir. Ciinkii bu yanhilik &2’nu
diizeltilemeyecek sekilde bilyiitiir. f’daki varyans ise 62 disiirir ancak bu durum
HKT’nin n yerine sd,.;’a bolerek diizeltilebilecek etkidir. Sonug olarak, 62 tahmin
edilirken ¢ok kiigiik bir diizeltme miktar1 kabul edilebilir. Cezalandirilmis splinelar
kullanilirken, EKK yontemi ¢ok fazla diigiim olmasi sebebiyle tutarli sonuglar

vermeyecegi i¢in 62 nu tahmin ederken A = 0 bile kullanilabilir.
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3.7.3 Akaike bilgi kriteri (AIC)

Akaike bilgi kriteri, ilk olarak parametrik modeller igin gelistirilmistir. Ancak dogrusal
regresyon ve zaman serileri i¢in Akaike bilgi kriterinin sapmasmin oldukg¢a biiylik
oldugu Hurvich, Simonoff ve Tsai (1998) tarafindan gosterilmistir ve daha kii¢lik sapma
igeren diizeltilmis AIC. gelistirmiglerdir. Diizeltilmis akaike bilgi kriteri, parametrik
olmayan diizelticilerde diizeltme parametresinin se¢imi igin kullanilmistir. Oncelikle

Akaike bilgi kriteri su sekilde hesaplanir (Akaike 1973, Rupert vd. 2003):
AIC(A) = log{HKT(/D} + 25dgestirim (1) /.

Diizeltilmis Akaike bilgi kriteri ise asagidaki sekilde hesaplanir:

Z{Sdkestirim (/1) + 1}

(D) gt A} n — Sdyestirim (1) — 2

3.8 Nonparametrik Regresyonda Kernel Yontemi ile Tahmin

Orneklem sayilar1 200 olmak iizere tekdiize dagilimdan X degiskeni, normal dagilimdan
Y degiskeni tretilsin. X; ve Y; degiskenleri arasindaki iliski basit dogrusal regresyonla

tahmin edildiginde asagidaki sekil elde edilir.

10 15

Y
-05 00 05

-15

Sekil 3.2 Basit dogrusal regresyon tahmini
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Basit regresyon yontemiyle yukaridaki veride dogru bir tahmin yapilamamistir. Bu iki
degisken arasindaki tahmini yapabilmek i¢in parametrik olmayan yontemlerden Kernel
regresyon tercih edilebilir. Kernel normal dagilim olarak ayarlandiginda fonksiyon
olarak Gauss kullanilir bant genisligi h ise 0.9 olarak alinirsa asagidaki Kernel tahmini

elde edilecektir.

15

1.0

Y
-05 00 05

-15

Sekil 3.3 Nonparametrik regresyonda Kernel tahmini
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4. SEMIiPARAMETRIK REGRESYON

Semiparametrik regresyon modeli, bagimli degiskenin bagimsiz degiskenlerin bir
kismiyla parametrik bir kismiyla parametrik olmayan bir iliski i¢inde oldugu
durumlarda kullanilir. Semiparametrik modelin parametrik kisminin belirlenmesinde
farkli modeller tahmin edilebilir. Tahmin edilen bu modellerden artik kareler toplamin
minimum yapan model semiparametrik modelin parametrik kismini olusturur. Bagiml
degisken ile her bir bagimsiz degiskenin ayr1 ayr cizilecek grafikleri incelenerek,
bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki iligkinin yapist hakkinda fikir
sahibi olunabilir. Her bir degiskenin iligkisine tek tek bakildiktan sonra bagimsiz
degiskenlerin bir veya birkag1 i¢in parametrik, digerleriyle parametrik olmayan bir iligki

varsa semiparametrik model tercih edilir.

Semiparametrik modeller, parametrik ve parametrik olmayan bilesenlerin her ikisini
igerdiginden, bu modellere kismi dogrusal modeller (partially linear model) de denir. Bu
modeller standart regresyon modellerine gore ¢ok daha esnektir. Semiparametrik
regresyon modellerinde parametrik kisim, dogrusal olabilecegi gibi doniisiim yontemleri
(Logaritmik, karesel doniistirme vs), uygulanarak dogrusallastirilabilen yapida da
olabilir. Semiparametrik modelin parametrik kisminin belirlenmesinde farklt modeller
tahmin edilebilir. Tahmin edilen bu modellerden artik kareler toplamini minimum yapan
model semiparametrik modelin parametrik kismi olarak tahmin edilebilir. Tahmin
yontemlerinden biri spline diizeltme yontemidir ve bu yontemin temeli cezali en kiigiik
kareler regresyon tahminine dayanir. Siradan en kiiglik kareler yonteminden farkl
olarak burada hata kareler toplamina, diizeltme parametresine sahip ceza fonksiyonu

eklenir ve daha tutarli tahminler elde edilebilir (Aydin, 2005)

Semiparametrik Regresyon Modeli: Semiparametrik regresyon modeli toplamsal
modellerin (additive model) 6zel bir durumudur. Nonparametrik regresyonda coklu
regresyon modellerinin tahmini, ¢ok boyutlulugun yarattigi sikintt nedeniyle

zorlagsmaktadir. Bu zorlugun tistesinden gelebilmek i¢in toplamsal modeller kullanilir.
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Toplamsal model tanima:
Yi=a+my(xq) + my(xy) ...+ my(xy) + €
Semiparametrik regresyon modeli:
yi=a+zB;+m(x) + g, &~N(@0,0%), 1<i<n
bigiminde ifade edilir.
Burada:

z! B ; (1 x p) boyutlu parametrik kisma karsilik gelen i.gozlem vektoriinii

m(x;); modelin parametrik olmayan kismina karsilik gelen ikinci mertebeden tiirevi
alinabilen fonksiyonlar uzayimin bir elemanin

x;: 1. gozlem degerini

g; ; I. gozlem i¢in hata terimini gostermektedir.

Bu modelde amag, parametrik kisimdaki parametreler vektorii f’y1 ve parametrik

olmayan m(x;) fonksiyonunu {x;, y;, z;} veri kiimesinden tahmin etmektir.
Formiiliin agik hali de su sekilde ifade edilir:
yi =a+my(x)) + my(xy) + - + m]-(x]-) + Bzl + -+ Bzl + ¢ (4.1)

Matris-vektor terimi ile ifade edersek;

y=Zp+m+e¢

Y17 (Z11 - - - Z1k] 511 (M (%) €17

Y2 Zyy - - - Zyg Bo m(x,) &
y=|.Z=|. . . . | B=| | m=| @ |wee=

| Vi 1 Zn1 - - o Zpgd S ] _m(xn)_ L &,

(4.1) modelinde yer alan tiim agiklayic1 degiskenlerin belirlenmis oldugu varsayilir ve
s6z konusu modelde m(x;) sabit terimi kapsadigindan parametrik kisim sabit terim

icermez (Aydin 2005).
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4.1 Semiparametrik Regresyon Modellerinin Tahmini

Bu tiir regresyon modellerinin kestirimde kullanilan yontemlerden biri spline diizeltme
yontemidir. Spline diizeltme yonteminin temeli, cezali en kiigiik kareler regresyonuna
dayanmaktadir. Siradan en kiiciik karelerden farkli olarak, hata kareler toplamina bir
diizeltme parametresi sahip ceza fonksiyonu eklenir. Bu ceza fonksiyonuyla birlikte
esnek egimli uyumlar ve sabit egimli uyumlar arasinda ortak bir nokta saglanir ve

boylece s6z konusu modelle ¢ok daha tutarli tahminler yapilir (Aydin, 2005).
4.1.1 Cezalandirilms en Kkii¢giik kareler yontemi

Klasik yaklagimdan yola ¢ikarak artik kareler toplamini minumum yapan m fonksiyonu
ve P parametreleri elde edilmeye c¢alisilir. Fakat m fonksiyonu iizerinde bir kisit
bulunmuyorsa bu yontem basarisiz olacaktir. Farkli x; degerleri i¢in, B’nin herhangi bir
degerine karsilik m fonksiyonu m(x;) = y; — z] B seklinde elde edilebilir. Ancak
burada B’nin bilinmesi gerekir bilinmedigi durumlarda ise bu yaklagimla m fonksiyonu
elde edilemez. Bu sorunun tiistesinden gelebilmek icin cezalandirilmis en kiigiik kareler
yontemi kullanilir. Semiparametrik regresyon icin cezalandirilmig en kiigiik kareler

toplami1 asagidaki sekilde ifade edilir:

n b
SGm) = Y = 2B = mGY +2 [ ") dx (42)
i=1 a

Bu yontem, kiibik spline diizeltmeye dayanan spline diizlestirme yontemini esas alan bir
¢oziimdiir. (4.2)’deki esitlikteki ilk kisim hata kareler toplamini, ikinci kisim ise
nonparametrik regresyonda oldugu gibi piiriizliilik cezasini gosterir. Burada A skaler bir
degerdir ve {x;,y;, z;}i=; gozlem degerlerine bagli olarak belirlenen bilinmeyen

regresyon fonksiyonu ile sabit bir diizeltme parametresidir.

Parametre tahmini i¢in, Xy, ..., x, diigiim noktalar1 farkli ve sirali olmak iizere yani,
x; < -+ < x,, kosuluyla semiparametrik regresyon i¢in cezalandirilmis en kiiciik kareler

toplama:
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n b
S = Y (= 208 = mGY + 4 [ fm' (0

seklinde yazilir. m(-) fonksiyonu [x;, x;,] aralifinda pargali kiibik bir polinom ise o
zaman [{m"'(x)}?dx piiriizliiliik cezas1 K = QR™1Q seklinde ayrigtirilabilen karesel bir
formdur bu durumda cezalandirilmis en kiiciik kareler toplaminda bu formu yerine

koyarsak formiil su sekilde ifade edilir:
SBm)=w—-ZB—m)T(y—ZB —m) + AmTKm

Eger x;’ler farkli ve sirali degilse, N tekrarlanma matrisi (incidence matrix) ile farkli ve
siral hale getirilir. Burada ise X, ..., x, diiglim noktalarinin farkli ve sirali degerleri
S1, -, Sq ile gosterilsin. Boylece tekrarlanma matrisinin elemanlar1 x; = s; ise N;; = 1
aksi durumda N;; = 0 bicimindedir. Buna gore, cezalandirilmis en kiiciik kareler

toplam1 asagidaki sekilde ifade edilir:
S(B,m) =y —2ZB — Nm)T(y —ZB — Nm) + Am"Km (4.3)

Her iki formiil i¢inde B ve m vektorlerinin kestirimleri, bu esitliklerin f ve m’ye gore
tiirevi alinip sifira esitlenerek bulunur. (4.3) esitligi icin elde edilen denklemler matris
formunda asagidaki sekilde yazilir:
VAV ZTN ] p zZT
= 4.4
Nz N k) lml = el (4
Bu modelin parametrik kismi goz ardi edildiginde yani f=0 oldugunda yukaridaki

formil

(N'N + AK)m = N'y formiiliine indirgenir. Nm uyum degerlerini elde edebilmek igin

y vektoriline uygulanan ve A>0 sabitine bagl diizeltme matrisi,
Sy =N(N'N + AK)"IN’ (4.5)

bi¢iminde elde edilir.

Eger x; diigiim noktalar1 farkli1 ve 6dnceden sirali ise, N=I olmasindan dolay1 S;
diizeltme matrisi asagidaki formiile indirgenir. I, burada bir birim matristir (Green ve
Silverman, 1994; Tabakan, 2009).

S, =+ i) (4.6)
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4.1.2 Kismi spline yaklasim

Kismi spline yaklasimi ile Onceden belirlenmis A degeri igin y=2Zf+m+¢
modelindeki m ve [ vektorlerinin tahmini bir S; diizeltme matrisi yardimiyla elde
edilir. Elde edilen tahmin bir kismi spline olarak adlandirilir. Modele gore m, S ve y’ye
karsilik gelen tahmin ediciler:
m, = Nm = S)(y — Zf)
By =127 = SNZI7'Z7 (U - S)
= (272)' 77y
Semiparametrik regresyon modelinin ortalama vektorii ise,
ty =ZPy + My =ZB, + Si(y — ZB,)

=Sy + U - SDZB,

=Sy + U —=SPZIZTU = $)HZ1ZT A - Sp)y

=[si+2(z'2) " 77|y

= H,y (4.7)
H, =S+ Z(ZTZ)_IZT matrisi Z = (I — S;)Z dogrusal regresyondaki sapka matrisine
karsilik gelir. Z matrisi tam rankli degilse (Z TZ )_1 genellestirilmis ters olarak

yorumlanir.
4.2 Diizeltme Parametresinin Se¢imi

Spline diizeltme yontemine dayali semiparametrik modeli degerlendirmek igin bir A
diizeltme parametresinin segilmesi gerekir. ikinci boliimde ayrmtili olarak incelenen ve
diizeltme parametresinin se¢iminde kullanilan Capraz Gegerlilik, Gelistirilmis Akaike
Bilgi Kriteri ve Mallow’un C, Kriteri olan klasik yontemlerin yardimiyla A diizeltme
parametresinin se¢imi yapilabilir. Semiparametrik model i¢in A diizeltme parametresinin
belirlenmesinde kullanilan kriterlerin, parametrik olmayan bir model i¢in kullanilan
kriterlerden farki S; matrisi yerine H matrisinin hesaplanmasidir. Kismi spline
yaklagimi kullanildiginda, (4.6)’de verilen ve simgesel olarak tr(S,) ile gosterilen

matris izi yerine, (4.7)’de ifade edilen matrisin izi hesaplanir. Diger bir ifadeyle tr(H,)
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hesaplanir. Buna gore, A diizeltme parametresi s6z konusu bu matrisin boyutlari ile

orantilt bir zamanda elde edilir.

4.3 Varyans ve Kovaryans Tahmini

Semiparametrik regresyonda varyans ve kovaryans tahmin edilmesindeki amaglar su
sekilde siralanabilir:
I.  Diizeltme parametresinin se¢imindeki Olgiitler olan yansiz risk Kkriteri ve risk
tahmin kriterlerinin hesaplanmasinda
ii.  Modelin parametrik bileseni i¢in ¢ikarimlar yapilmasinda
iii.  Modelin parametrik olmayan fonksiyonu hakkindaki ¢ikarimlarin yapilmasinda
gereklidir.
Semiparametrik modelin parametrik kismini temsil eden Zf icin gelistirilen varyans
tahmini:
_ YA -P)4A,
tr(A'(I — P)A)

~2

Bu formiilde P = Az(2’A’Az) 1z’ A’, A matrisi (n — 2)xn boyutludur ve herhangi bir i.

satirin i. elemant a;c;, (i+1). eleman1 —c¢; ve (it2). eleman1 b;c; olmak ftizere, bu

satirin diger tiim elemanlari sifirdir. A matrisi asagidaki elemanlardan olugsmaktadir.
Xi+1 — X Xi = Xi—1

Xit1 — Xi—1 Xi+1 — Xi—1

ci=(@+b}+1)7?, i=1,.,n-1

Semiparametrik regresyonun parametrik katsayilarinin varyanslarinin tahmininde
kullanilan varyans kestiricileri i¢in Schimek tarafindan yapilan ¢aligmada iki yaklagim
ele alimmistir. Bu yaklagimlar: Kismi spline (partial spline) ve Speckman yaklasimidr.

Burada kismi spline f3,, igin varyans-kovaryans matrisi verilmistir (Aydin, 2005).

v, =02(2'2) 2'z(2'2)"
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4.4 Semiparametrik Regresyonda Kernel Yontemi ile Tahmin

Bo =1 ve B; =2 gergek degerler, h bant genisligi 0.5 olarak alinmis, diizlestirme
parametresi genellestirilmis c¢apraz gegerlilik yontemiyle secilmistir. Sonug¢ olarak

Kernel diizlestiricisiyle tahmin asagidaki grafik de goriildiigii gibi elde edilmistir.

o — — Gergek Regresyon Egrisi
Kernel Tahmin Egrisi

5
L]
£ o~
o
DII —
(‘? —
| | | | | | |
00 0.5 1.0 15 20 25 3.0
z

Sekil 4.1 Semiparametrik regresyonda Kernel tahmini

Tahmin edilen beta degerleri ise sirasiyla §, = 1.020775 ve B; = 1.981537 seklinde
gercek tahminlere ¢ok yakindir.
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5. BAYESCI ISTATISTIK

Bayesci istatistigin temelini Thomas Bayes tarafindan ortaya atilan Bayes teoremi
olusturmaktadir. Bu yaklasimda parametreler klasik yaklasimin aksine rastgele
degiskenler olarak ele alinir. Klasik yaklasimdan ayiran en 6nemli 6zellik gozlemleri ve
0znel gortsleri kullanmasidir. Veriden elde edilen olabilirlik fonksiyonu ve daha dnceki
arastirmalardan elde edilen ya da arastirmacinin kendi goriislerini yansitan ve Onsel
bilgi ad1 verilen bu onsel bilgi ile olabilirlik fonksiyonuna dayanarak, sonsal dagilim
elde edilir. Elde edilen bu sonsal dagilimdan parametreye iligkin tiim bilgiye ulasilabilir.
Bayes teoremi, sonuglardan hareket ederek nedenlerin olasiliklarini belirlemeye ¢alisan,
alisilagelenin disinda bir bakis ag¢ist sunmustur. Kosullu olasilik tanimindan yola

cikilarak Bayes teoremi agiklanabilir. Kesikli olasilik modeli igin:

P(A|B)P(B)

P(B|A) = P

P(B) on bilgiyi, P(A|B) yeni bilgiyi i¢eren olabilirlik fonksiyonunu (likelihood) ve
P(B|A) sonsal olasiligi gostermektedir. Degiskenlerin siirekli oldugu durumlar igin

Bayes Teoremi:

_p@y)
r()

p(6lY =y)

p@ly) = p(y|6)p(6)

+ oo

p(y) = j p(8)p(y|6)do

— 00

p(8)p(y10)
9|Y: = ¥
e g I-. p(®p(y|6)de

Yukaridaki formiiliin paydada yer alan integral sebebiyle hesaplanmasi oldukg¢a giictiir.
Hesaplamay1 kolaylastirmak icin 6nsel dagilimlar kullanilir. Onsel ve olabilirlik

fonksiyonlar1 ayni aileye mensup ise, sonsal dagilimlar analitik olarak elde edilebilir.
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5.1 Onsel Dagihmin Belirlenmesi

Onsel dagilim, daha 6nce yapilmis arastirma ve denemelerle elde edilmis bilgiye ait
dagilimdir. Bayesci analizinin en 6nemli noktalarindan biri 6nsel dagilimin se¢imidir.
Tahmini yapilmak istenen belirsiz nicelikler veya tesadiifi degiskenlerle ilgili bilgi
olasiliksal olarak ifade edilmeli ve ardindan Bayes Teoremi uygulanmalidir. Cogu
zaman tesadiifi degiskenin alabilecegi degerler belliyken, belli olmadigi durumlarda
degerler siibjektif olarak belirlenmektedir. Cok sayida mimkiin deger olmasi
durumunda hesaplamalar1 kolaylastirmak i¢in daha az deger alinabilir ya da siirekli
olarak ele alinabilecek bir degisken kesikli varsayilabilir. Kesikli olmas1 durumunda,
onsel olasilik dagilimi tesadiifi degiskenin degerler kiimesinden ve olasiliklarindan
olusur. Burada olasiliklarin pozitif olmasi ve toplamlarinin 1 olmasi sarti aranir
(Winkler, 2003). Bayesci yaklasimda onsel dagilim se¢iminde farkli goriisler vardir.
Klasik Bayesciler, bilgi vermeyen onsel dagilimlar1 6rnegin dikdortgen onsel dagilim
gibi dagilimlarin (non-informative prior) se¢ilmesini uygun goriirler. Modern
parametrik Bayesciler tasarlanmis 6zelliklere sahip eslenik onsel dagilimlari (conjugate
prior) secmeyi tercih ederler. Siibjektif Bayesciler ise benzer bir alanda daha Once
yapilmis calismalar sonucu elde edilen, cogu zaman uzman goriisiinden elde edilen

bilgiye gore ¢ikarimi yapilan 6nsel dagilimlar: (elicited prior) kullanmay1 dnermislerdir.

Bilgi Vermeyen Onsel Dagilimlar

Bilgi vermeyen Onsel dagilimlarin, parametreyi agiklama giicli ¢ok azdir yani veriden
elde edilen bilgi disinda bilgiye kullanilmaz bu yilizden bu o6nsel dagilimlara bilgi
icermeyen Onsel dagilim denir. Elde edilen tahminlerle, klasik yaklasimla elde edilen
tahminler arasinda ¢ok fark olmayacagi sdylenebilir. Bilgi igermeyen onsel dagilimlar
verilerden elde edildigi i¢in siibjektif olduguna dair olan elestirileri bertaraf etmis olur.
Bilgi vermeyen onsel dagilimlar; Uniform (diizgiin) onsel dagilim, Jeffreys’in Onsel

dagilim, referans dnsel dagilim, belirsiz 6nsel dagilimlardir.

Diizgiin Onsel Dagilim: Diizgiin (Uniform) 6nsel dagilimda belirlenen bir araliktaki

parametreye ayni olasilik degerleri atanir boylece siibjektiflikten uzaklasilmasi saglanir.
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Diizgiin 6nsel olasilikta eger doniigiim yapiliyorsa yeni bir ifade meydana getirecegi i¢in
esit olasilik 6zelligi kaybolabilir bu durumda bu 6nsel dagilimlarin doniistimler altinda
sabit olmadigi soylenebilir. Bu dagilimin giiclii yani ise, 6rneklem hacmi arttikca

diizgiin dagilim olmasinin etkilerinin azalmasidir.

Jeffieys’in Onsel Dagilimi: Jeffreys’in dnsel dagilim goriisii tam bilgisizlik durumuna
inanir. Eger olasiliklar esit degilse bir olaym diger olaya gore gergeklesme olasiligi
degisiyorsa bunun bir nedene dayandirilmasi gerektigini soyler. Belirsizligi temsil
etmesi i¢inde tek bir onsel dagilim olmasi gerekmez. Diizgiin 6nsel dagilim gibi belirli
bir aralik olsun ya da olmasin doniisiimler sonucu degismez ve sabit kalir. Bu dagilim,
parametrik olan herhangi bir model igin bilgi igermeyen 6nsel dagilimin elde edilmesine

imkan verir.

Bilgi Veren Onsel Dagilimlar

Eslenik Aileleri: Onsel bilgi belirsiz degildir. Uygun matematiksel 6zelliklere sahip
dogal eslenik ailelerinden birinin iyesi durumundaki oOnsel dagilimlardir. Sonsal
dagilimin kapali bir formda matematiksel olarak elde edilmesi hedeflenir. Bu durumun
saglanmasi i¢in de cogu zaman Onsel dagilimin eslenik Onsel olmasi istenir ¢linkii
eslenik onsel ile bulunan sonsal dagilim 6nsel dagilim ile ayni aileye sahiptir. Ayn
aileden olmasi ise matematiksel hesaplamalarda biiyiik kolaylik saglar. Eslenik ailelerin

her biri benzerlik fonksiyonuyla birlestirilebilen dagilimlardan olusur.

Cizelge 5. 1 Eslenik Aileleri (Karadag, 2011)

Onsel Olabilirlik Parametre(ler) | Sonsal

Beta Bernoulli/Binom P Beta

Gamma Poisson/Ustel A Gamma

Normal Normal D. (¢ biliniyor) U Normal D.

Ters Gamma Normal D. (u biliniyor) o? Ters Gamma
Normal-Gamma | Normal D. U Normal-Gamma
Pareto Tek Bigimli o,p Pareto

Gamma Gamma a, Gamma
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5.2 Sonsal Dagihim

6 = [91,...,9p]T bilinmeyen parametre vektorini ve y = [yy,...,v,]7 gdzlemlenen
verilerin vektoriinti ifade eder. Bayes ¢ikarimi, Bayes teoremi tarafindan verilen y'yi
gozlemledikten sonra 0'nin sonsal olasilik dagilimina dayanir. Daha kolay anlagilmasi

icin 0'nin her bir elemaninin siirekli oldugu varsayimi altinda:

p(y16,Dm(6]1)
p(y|D)

p@ly, D) = (5.1)

seklindedir. Burada iki onemli bilesen vardir: Olabilirlik islevi p(y|8,1) ve Onsel
dagilim m(@|I). Onsel dagilm, y verileri gdzlemlenmeden once, 0 icin olasilik
inanglarini temsil eder. Her ikisi de mevcut bilgi I'ya baglidir. Farkli bireylerin farkli
bilgileri I olacaktir ve bu nedenle genel olarak onsel dagilimlar1 (ve muhtemelen olasilik
islevleri) farkli olabilir. (5.1)'deki payda, p(y|I), sag tarafin parametre uzayi iizerinden
bir ile biitiinlesmesini saglayan bir normallestirme sabitidir. Cok ©nemli olmasina
ragmen, islemlerde kolaylik olmasi i¢in, bu noktadan itibaren I'ya olan bagimlilik

kaldirilmaktadir. Normallestirme sabiti asagidaki gibidir:

p) = [ pO10I(@)aE 5.2)

bu deger 0’ya bagli degildir. Orant1 sabiti bilinen bir olasilik yogunluk fonksiyonundan
ornekleme yontemleri bulunmaktadir. Bu yontemler paydayr hesaplamadan sonsal
dagilimi bulmamizi saglar. Ornegin, eger 6y, ...,0y bir drnekse N™1 YN 6; sonsal
dagilimm bir tahminidir. Normallestirme sabiti ayni zamanda modeli verilen
gozlemlenen verilerin marjinal olasiligidir, yani olabilirlik fonksiyonu ve 6nsel bilgidir.

Sabit terim kaldirilirsa,

_pO|6)n()
p()

p(Oly) x p(y|6) x (6)

p(6ly)

seklinde formiilize edilebilir veya daha yaygin olarak,
Sonsal o Olabilirlikx Onsel olarak gosterilir.
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Bayesci ¢ikarim yaklagimi i¢in uygulamada dikkate alinmasi gereken bir dizi 6nemli
konu vardir. En 6nemlisi onsel bilginin tammlanmasidir. ikinci olarak, &nsel ve
olabilirlik bilesenlerine karar verildikten sonra, (genellikle) cok degiskenli sonsal
dagilimi 6zetlememiz gerekir ve bu ozetleme, yiiksek boyutlu olabilecek parametre
uzay1 lizerinde entegrasyon gerektirir. Bayes yaklasimi ¢ok dogal ¢ikarimsal 6zetler
saglar. Ancak, bu Ozetler integral hesaplamalar1 gerektirir ve ¢ogu model i¢in bu
integraller analitik olarak anlagilmazdir. Bundan dolay1 Bayesci yaklasimda MCMC
gibi teknikler kullanilir.

5.3  Bayesci Istatistikte Parametre Tahmini

Cok agamali modellerde ilgilenilen parametre sayisi kadar bilinmeyen parametre degeri
vardir. Bayesci istatistikte ¢ikarim yapabilmek i¢in ortak sonsal dagilimin bulunmasi
gerekir bu da cok boyutlu integrallerin ¢6ziimiinliin yapilmasini gerektirmektedir.
Integral c¢oziimleri zor oldugundan Bayesci yaklasimda alternatif bir ydntem olan
Markov zinciri ve Monte Carlo simiilasyon (MCMC) yaklasimi kullanilmaktadir.
Pratikte kullanilan iki temel MCMC yontemi vardir.

1. Metropolis ve Metropolis-Hastings Y 6ntemi
2. Gibbs Ornekleme

Kosullu onsel dagilimlar standart bir dagilima sahip degilse Metropolis-Hastings

yontemi kullanilirken standart bir dagilimlar1 varsa Gibbs 6rnekleme kullanilir.

5.3.1 Metropolis ve Metropolis-Hasting algoritmasi

Metropolis ve Metropolis-Hasting algoritmasinda Markov zinciri ile iliskili degiskenler
olusturulamamaktadir. Simdiki degere rassal bir say1 eklenerek yeni bir deger onerilir ve
bu degerin yeni deger olarak kabul edilip edilmeyecegine karar verilir. Onerilen degerin
olasiligr eski degerin olasiligindan yiiksekse yeni degerle devam edilir degilse eski
deger kullanilmaya devam edilir. Bu degerler dizisi ile histogram olusturulabilir ya da

beklenen deger hesaplanabilir.
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Metropolis _Algoritmasi: Metropolis algoritmasi, belirtilen hedef dagilimina

yakinsamak icin bir kabul/red kuralina sahip rastgele bir yiirliylisiin uyarlamasidir. 8
parametresinin olasilik yogunluk fonksiyonu p(6) olarak verilsin. Metropolis

algoritmasi su sekilde ilerler:

1. Po(0) baslangi¢ dagilimindan p(68y|y) > 0 olmak iizere 6, baslangic noktasini
alalim.
2. t=1,2,... olmak lizere,

a) J.(6*16"1) olmak iizere t zamanmda sigrama(jumping) ya da teklif
(proposal) dagilimindan bir 8* 6rnegi alinir. Sigrama dagilimi simetrik olmalidir
ve tim 6,, 8, ve tigin J;(0,10;) = J:(0,]6,) kosulunu saglamalidir.

b.)  Yogunluk oranlar1 hesaplanir:

_ p@7y)

"= @) (3:3)

c) 6t = { zz min(.l:, 1)olasiligiyla
o diger durumlarda
Eger aday nokta yogunluk fonksiyonunu arttirirsa (r>0 ise) kabul edilir yani 6¢ =
0" olarak alinir ve tekrar bir aday noktasi ¢ekilir. Aday nokta yogunluk fonksiyonunu
azaltirsa (r<0 ise) r olasilig1 ile kabul edilir, aksi halde reddedilir. 8¢ = '~ oldugunda
yani, sigrama kabul edilmez ise zincir hareket etmez ama algoritmada bir yineleme
olarak sayilir ve yeni bir aday nokta secilir. Bu sekilde bir Markov zinciri olusturulur ve
yeteri kadar yineleme yapilarak zincir duragan dagilima yaklasir ve elde edilen

orneklemler p(0) dagilimindan 6rneklemlere karsilik gelir.

Metropolis-Hasting Algoritmasi: Metropolis-Hasting algoritmasi, yukarida sunulan

temel Metropolis algoritmasmi iki sekilde genellestirir. Ilk olarak, J; sigrama
kurallarinin artik simetrik olmasi gerekmez; yani, J;(6,|0,) = J:(0]6,) sart1 yoktur.
Ikincisi, sigrama kuralindaki asimetriyi diizeltmek igin, (5.3)'deki r orani, bir oran orani
ile degistirilir:
. p(0°1y)/]:(6716°1)
P61 y)/](6*1167)
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r oran1 her zaman tanimlanir, ¢iinkii 8¢~1’den 6*’a bir sigrama ancak p(6'~1|y) ve

J:(6*184™1) sifir olmadiginda gergeklesebilir.

Sicrama Kurali ile Simiilasyonlarin Verimliligi Arasindaki iliski

Ideal Metropolis-Hastings sicrama kural1, hedef dagilimdan alinan 8* ile 6rneklemedir;
yani, tim 0 icin J(8*|0) = p(8*|y)’dir ve 8¢ yinelemeleri p(8|y)'den bagimsiz
cekilisler dizisidir. Ancak genel olarak, yinelemeli simiilasyon dogrudan 6rneklemenin

miimkiin olmadig1 problemlere uygulanir.
Iyi bir sigrama dagilim1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:

e Herhangi bir 6 i¢in J(6*|0)'den 6rnek almak kolaydir.

e roranini hesaplamak kolaydir.

e Her sigrama parametre alaninda makul bir mesafe kat eder (aksi takdirde
rastgele yliriiyiis cok yavas hareket eder).

e Sigrayislar ¢ok sik reddedilmez (aksi takdirde rastgele yiiriiylis hareketsiz

durmak i¢in ¢ok fazla zaman harcar).

5.3.2 Gibbs Ornekleme

Gibbs orneklemesi, birgok ¢ok boyutlu problemde faydali bulunan bir 6zel Markov
zincir algoritmasidir. 0'nin alt vektorleri cinsinden tanimlanan alternatif’ kogsullu
ornekleme olarak da adlandirilir. 6 parametre vektoriiniin d bilesene veya 6 = 04, -+, 04
seklinde alt vektore boliindiigii varsayilsin. Gibbs 6rnekleyicisinin her yinelemesi, her
bir alt kiimeyi digerlerinin degerine kosullu olarak bagli olarak 6 alt vektorleri arasinda
dongii yapar. t yinelemede d adim vardir. Her t yinelemesinde, 6'nin d alt vektorlerinin

bir siralamasi secilir ve sirayla, her Y, 0'min diger tiim bilesenleri verilen kosullu

dagilimdan orneklenir:
burada 95}1, 0'nin 0j hari¢ tiim bilesenlerini mevcut degerlerinde temsil eder:
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t—-1 _ t t t—1 t—1
9_]- —(61,...,9j_1,9j+1;;--'l9d )

Boylece, her 6; alt vektorl, 6'nin diger bilesenlerinin en son degerine bagli olarak
giincellenir, Ki bunlar, halihazirda giincellenmis bilesenler i¢in yineleme t degerleri ve
digerleri i¢in yineleme t — 1 degerleridir. Standart istatistiksel modelleri igeren bir¢ok
problem igin, parametrelerin kosullu sonsal dagilimlarinin ¢ogundan veya tamamindan
dogrudan 6rnekleme yapmak miimkiindiir. Bir dizi kosullu olasilik dagilimi kullanilarak
modeller olusturulabilir. Genellikle bu kosullu dagilimlar bilinen bir forma sahiptirler
bdylece rastgele sayilar simiilasyonla kolay bir sekilde tiretilebilirler. Gibbs 6rneklemesi
her zaman yeni bir degere gider ve 6nemli bir farki Onerilen bir dagilima gerek
duymamasidir ancak parametre uzayi anlagilmasi zor veya parametreler yiiksek iliskili

ise Gibbs 6rneklemesi basarili olmayabilir.
5.4 Bayesci Semiparametrik Regresyon Tahmini

Markov zinciri Monte Carlo’ya dayanan Bayesci Semiparametrik regresyon modeli,
cezalandirilmig spline’lar ve karma modeller arasinda uygun bir baglanti kullanan
karma bir model olarak tanimlanir. Karma dogrusal modelde ama¢ hem sabit etkilere
hem de rastgele etkilere iliskin parametre kestirimlerinin elde edilmesidir. Bu béliimde
Gibbs orneklemesi kullanarak cezalandirilmis spline’larla Bayes tahmini anlatilmistir.

Dogrusal karma bir modelin genel formu asagidaki sekilde tanimlanar:

p
Yi= Zﬁjxji +9(xpsr) +& i=12,..,n (4)
j=0

Bu denklemde Z?zoﬁjxji ifadesi modelin p boyutlu ortak degisken fonksiyonunun

dogrusal kabul edilen parametrik kismidir. g(xpﬂ‘l-), parametrik olmayan kismi ve
€1, &y, - &, gOzlemlenemeyen hata terimlerini temsil eder. Bu hata terimlerinin sifir
ortalama ve ¢2I, kovaryansiyla bagimsiz ve dzdes normal dagilimli oldugu kabul
edilirken, o2 ise bilinmeyen varyansi gosterir. (5.4)’deki model igin q dereceli

cezalandirilmis spline’1 kullanarak asagidaki modele ulagilir:
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p q K
j q .
Vi = Z Bjxji + Z Bpﬂxéﬂ'i + Z uk(xpﬂ‘l- — kk)+ + ¢, i=12,..,n (55
j:O ]:1 k=1

ki, ...k, a<k;<--<k,<b olmak ilizere i¢ diigimlerdir. Modelin matris

formundaki gosterimi agsagidaki gibidir.
Y=Xp+Zu+e¢ (5.6)

XB spline’in saf polinom bilesenidir. Zu, 02Q kovaryansiyla cezalandirilmis kesikli
fonksiyon bilesenidir. X, sabit etkilere iliskin tasarim matrisi, 5, sabit etkilere iliskin
parametre vektorii, Z, rastgele etkilere iliskin tasarim matrisi, u rastgele etkilere iliskin
parametre  vektori, & rastgele hatalar vektoridir.  Olabilirlik  fonksiyonu
f | B,u,02,02) seklinde belirtilir. (B,u,02,02) parametre vektorii olmak iizere,
karma bir model wu’nun 6nseli N(0,02I) ‘dir. Bu modeli bayesci modele
genisletebilmek igin B, 02, 62 onsel dagilimlarimin bulunmas: gerekir. B hakkinda gok
az sey bilindigi i¢in Onsel olarak uygun olmayan tek diize dagilimi segmek mantiklidir

ya da daha uygun bir 6nsel segmek istenirse 8 igin o ile N(0, g5 1) onseli kullamlabilir

burada normal dagilim g araliginda tek diizedir. Sonug¢ olarak my(8) = 1 kullanilir.
o2’nun onseli icinse A, ve B, parametreleriyle ters gamma dagilimi kullanilir ve
IG(Ag, B,) seklinde belirtilir (Rupert vd., 2003). IG(Ag, B,)’ nin olasilik yogunluk

fonksiyonu:

B
(o8 etVexp (-5 (5.7)

&

B’
(AL

mo(0f) =

Ayrica ¢ igin de aym sekilde ters gamma dagilimi, &nsel olarak kullanilir yani,

o2~1G(Ay, B,) seklindedir.

Be

(As_l)

e Eger A, > 1 ise rastgele degiskenlerin ortalamasi sonlu ve e esittir.
2
g . 2 , "
e Eger A_>2 ise varyansi sonludur ve G e esittir.
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Burada, A, B, Ay, B, oOnselleri belirten ve istatistik¢i tarafindan segilmesi gereken
hiperparametrelerdir. Eslenik bir 6nsel kullanildiginda sonsal dagilim ayni aileden
olurken verilerden eklenen bilgileri yansitan farkli hiperparametrelere sahip olacaktir.
Genel bir 6nsel dagilim i¢in bu hesaplama agisindan ¢ok karmasiktir ve sonsal zor bir
forma sahip olabilir. Eger eslenik Onseller sonsal hiperparametrelerle iligkilendirilirse
sonsalin hesaplanmasi daha kolay olmaktadir. Bu parametrelerin dnseller i¢in uygun

olmasmin sart1 kesinlikle pozitif olmalaridir. A, ve B, sifir olsayd: [¢2] ‘nun uygun

olmayan onseli — ile orantil olup bu da uygun olmayan tekdiize oOnsele sahip

&

log(o,)’ye esit olmaktadir. Bu nedenle A, ve B, sifira yakin degerler segilirse (6rnegin,
bu deger 0.1 alinsin) bilgilendirici olmayan ama uygun olan bir 6nsel segilmis olur.
Ayni mantik 4, ve B, i¢in de gegerlidir. Olusturulan model, rastgele degiskenlerin her
seviyedeki dagilimlarin 6nceki seviyelerdeki rastgele degiskenler tarafindan belirlendigi
bir hiyerarside diizenlendigi hiyerarsik bir Bayes modelidir. Bdylece her bir seviyedeki
dagilimlar bir O©nceki seviyelerdeki rastgele degiskenler tarafindan belirlenir.
Hiyerarsinin en altinda bilinen hiperparametreler bulunur. Bir sonraki seviyede,
dagilimlar1 hiperparametreler tarafindan belirlenen sabit etki parametreleri ve varyans
bilesenleri bulunur. Bunun iizerindeki seviyede, dagilimlar1 varyans bilesenleri
tarafindan belirlenen rasgele etkiler u ve € vardir. En st seviye, y verilerini igerir ve
hiyerarsik model tanimlanmis olur.« ile gosterilen sabit orantisallik hari¢ sonsal dagilim

asagidaki denkleme esittir (Rupert vd. 2003).

[B,u, 08,02 1yl < [y | B,u,0f][u | oi][oz][B[0F] (5.8)

Sonsal Dagilim: (5.8)’deki denklemde (8,u)’ya bagli olan kisim yalniz birakilirsa

verilen (62,062)’nun (B, u)’nun kosullu sonsali oldugu goriilir ve asagida verilen

denklemle orantili oldugu sdylenir.

1 2 0-52 2
exp {5 (Ily = XB = Zul? + = Ilul (5.9)
& u

Esitlikteki parantez igindeki terim, (8, ) nun negatif olmayan karesel bir fonksiyonudur
ve (5.9)°’daki bu denklem ¢ok degiskenli normal olasilik yogunluk fonksiyonuyla

orantilidir. Karesel tamamlama metoduyla formiil su sekilde yazilabilir.
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a2 \7' a2 \ !
[B,u | a2, a,f,y]~N{<cTc + U—€D> CTy, o2 (cTc + G—ZD) (5.10)

2
u u

Formiilde C= [X, Z] ifadesine esittir ve X, Z rastgele degiskenlerinin olasilik
yogunlugunu ifade eder. ([] ifadesi Markov zincirlerinde olasilik yogunlugunu temsil
eder). D kosegenleri K tane diiglim noktasin1 gosteren diagonal bir matristir geri kalan
p+1 elemani sifirdir p+1 ise polinom katsayilarint gosterir. MCMC zincirinin bir pargasi
olarak, (5.10) esitliginde verilen kovaryans matrisi ve ortalama ile, ¢ok degiskenli
normal dagilima gore (62, 0:2) simdiki degerlerinden B ve u iiretilir. 62 igin tam kosullu

dagilim1 asagidaki denklemle orantilidir.

1 /1
(o2 /24 Dexp = — (S lly - X - Zull* + 5. )} (5.11)

&

(5.7) ve (5.11) esitliklerinin ortak sonucu olarak ¢ igin

1 1
(02 13,80, G21~1G (Ac + 5, e + 5 lly = X — Zull? ) (5.12)

Ve aym sekilde 62 i¢in

1 1
[0 18,0, 21~1G (Ay + 57,8y + 5 [l ) (5.13)
Sonsaldan 6rnekleme i¢in asagidaki ti¢ adim N kez tekrarlanir.
1) Cok degiskenli normal dagilimdan £ ve u 6rneklemi alinir.

o2 \' o2 \'
T T 2 T
N <C C+O'_£D> C y, O¢ <C C+?D>

u

2) IG (Au + %K ,Bu + % ||u||2) dagilimindan o2 6rneklemi tiiretilsin

3) IG (As + %n, Be + % ly — XB — Zullz) dagilmindan 62 drneklemi tiiretilsin

4) 1l.adima geri doniiliir ve adimlar tekrarlanir.

(5.10)’daki formiilde 62 /a2 ifadesi diizlestirme parametresine karsilik gelmektedir ve 1

ile gosterilir. A, hata ve degiskenlik arasindaki degisim oranimni gostermektedir.
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Diizlestirme parametresinin diisiik degerleri regresyon egrisinin daha kivrimli olmasina
neden olurken yiiksek degerleri daha az kivrimli bir hale gelmesine neden olur. A — o
iken regresyon egrisi diiz bir ¢izgi halini alirken, A= 0 oldugunda ise cezalandirilmamis
regresyon egrisi tahminine dontistir. Markov zincirinde cezalandirilmis spline tahmini

icin baglangi¢c noktalari (,8 ©), u(o)) olarak alinabilir ya da cezalandirilmig spline karma
2 2
modelinden <,8°,u°, (a2) . (a) > tahmin edilebilir. Ancak zincir hizlt bir sekilde

duragan dagilima yaklastig1 igin ayrica Markov zincirinde yanma periyodu olarak
tanimlanan baslangigtaki yinelemelerin atilmasi durumuna dayanarak baglangic
degerleri atilabilir bu yilizden baslangic degerlerinin kesin se¢imi Onemli degildir.
Burada dikkat edilmesi gereken B,u,y verildiginde 6? ve 62 bagimsiz olmasidir. Bu
nedenle algoritmanin 2. ve 3. adimlarinin net etkisi gereken ,u,y biliniyorken onun
kosullu dagilmindan o2 ve o2 oOrneklemesidir. Ayrica 62 Ve o2 bagimsiz olmasi
sebebiyle 2. ve 3. adimlarinin sirasinin degistirilmesinin algoritma iizerinde etkisi

bulunmamaktadir.

Bayes tahmini parametre vektoriiniin herhangi bir alt vektoriiniin kare hatasi kaybi
altinda parametrenin sonsal dagiliminin ortalamasidir. Parametreler hakkindaki
belirsizlik sonsalin kovaryans matrisi ile 6lgiilebilir. Bir parametre kiimesinin sonsal
ortalamasin1 ve kovaryansini tahmin etmenin en kolay yolu Markov zincirinde N kez
tekrarla bu parametrelerin 6rnek ortalamasi ve kovaryansini almaktir. Daha verimli

sonuclar elde etmek i¢in Rao-Blackwell teknikleri kullanilmaktadir.
5.5 Lineer Karma Modeller

Bu boliimde birden fazla varyans bilesenine sahip dogrusal karma modellerin
genisletilmesi anlatilmistir. Birden fazla varyans bilesenine sahip Gauss dogrusal karma

modeli:

y=XB+Zu+se, Cov [?] = [g agl]’ (5.14)
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Bu esitlikte
G = blockdiagoZ,)], 1<€<L ve u=[ul,.., ull” (5.15)

Cov(u,) = 02,1 olacak sekilde u’nun bir bélimiidiir. g, 1 <# <L, olmak iizere
up’deki tam sayilar1 gostersin ve o2,’nin 6nsel dagilimi icin 1G (A, Bye) olarak ele
alinsin. Yukarida verilen denklem (5.14) i¢in uygun bir Gibbs Ornekleme semasi

asagidaki gibidir.

1) Cok degiskenli normal dagilimindan (8, u) tiiretilir.
N{(CTC + 62B)"1CTy,02(CTC + 62B)™1},
C = [X Z] ve B = blockdiag(0,G~1) dir.

2) 1<€<L,0%, 16 (Aue+3qe Bue + 5 llnel|? ) den tiretilir
3) 16 (A + 2, + 1y — X — Zul|?) den 6 tiiretilir.

4) 1. adima geri doniiliir ve adimlar tekrarlanir.

5.6 Genellestirilmis lineer karma modeller

Ortak degiskenlere verilen yanit degiskeninin dagiliminin Gauss olmadigini, bunun
yerine bagka bir tistel ailede bir dagilim 6rnegin iki kategorili Binom dagilimi oldugu

varsayilsin. (B, u) biliniyorken y’nin olasilik yogunluk fonksiyonu,
[v | B,u] = exp{y"(XB + Zu) — 1Tb(XB + Zu) + 1Tc(y)} (5.16)

u~N (0, G) oldugu varsayilmak iizere, (5.15)’deki 62, 1 < ¢ < L igin 6rnekleme semast,

Gauss dagilim i¢in ayn1 sekildedir.
2 2 l l 1 1 2

Ayrica,

1
[B,uly,02,..,0%] < exp {yT(XB + Zu) — 1Tb(XB + Zu) — EuTG_lu} (5.17)
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Kosullu yogunluk herhangi bir standart aileye ait olmadigi i¢in buradan 6rnekleme
yapmak kolay degildir. Bu gibi durumlarda, 6rnekleme semasini tamamlamak igin
uyarlamali reddetme Orneklemesi (Gilks ve Wild 1992, Rupert vd. 2003) veya
Metropolis—Hastings algoritmasi1 (Metropolis vd.1953, Hastings 1970, Rupert vd. 2003)
gibi daha kapsamli algoritmalar gerekir. Burada Metropolis-Hasting algoritmasina yer
verilmistir. Metropolis-Hastings algoritmasi, hedef dagilimm yogunlugu yalnizca
orantililik sabitine kadar bilindiginde, belirli bir duragan dagilima sahip bir Markov
zinciri olusturmak icin kullamilabilir. Ornegin burada, [B,u|y,c2,,...,02].
Metropolis-Hastings algoritmasi, kiginin uygun bir dagilimdan Ornegin, normal
dagilimdan 6rnek almasina ve ardindan hedef dagilimdaki olasiligina bagh olarak bu
yeni gozlemi "kabul etmesine™ izin vermektedir. Genellikle Metropolis-Hastings

algoritmas1 direk kullanilmaz ve bunun yerine Metropolis-Hastings adimlar1 daha

karmasik bir MCMC'ye yerlestirilir.

Zincirdeki (8, u)’nun mevcut degeri ., u. olsun. (8, u)’ nun deneme degerleri olan yeni
Bt, uy olusturulur, ki bu degerler f.,u. ortalamasiyla normal dagilimlidir. r orani
(5.17)’deki denkleme gore hesaplanan (B;, u;)’nin ayni sekilde bulunan (B, u.)’ye
oranidir ve min(1,r) olasiligi ile (B, u;) kabul edilir, yani, (8., u.) yerine (B us)
degeri dikkate alinir. Aksi takdirde (8,u)’nun mevcut degeri korunur. Deneme
degerlerinin (B, u;) kovaryansi i¢in, (8, u)’nun cezalandirilmis yari-olasilik tahmininin
yaklasik kosullu kovaryans matrisinin bir ¢arpani kullanilabilir. t skaler ¢arpan olmak
lizere 1 yeterince kiiciik olursa deneme degerleri oldukga yiiksek olasilikla kabul edilir.
T —0’a yaklasiyorsa (S, u;)’de (B u.)’ye yaklasir ve kabul olasilig1 biitiine (unity)
yakinsar. 1 kiigiikse, deneme degerleri (B, ut), (B., u.)'ye yakin oldugundan, neredeyse
tim deneme degerleri kabul edilse bile zincir yavas hareket edecektir. Denemeler
sonucunda t degerinin 0.2 < 1 < 0.4 araliginda olduk¢a iyi sonuglar verdigi
bulunmustur. Son olarak Bayesci genellestirilmis dogrusal karma model i¢in gelistirilen
algoritma adimlari agagida gibidir (Rupert vd. 2003).

1) Skaler garpan ayar parametresi T’nun degeri belirlenir. 0.2 < 1 < 0.4 araligi

onerilmektedir.
2) Cezali yari-olasilik yontemi araciigiyla B.,uc,02,, ..., 02, nin ilk degerleri

tahmin edilir.
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Z(CTWC + B)"ICTWC(CTWC + B)™Y, C =[X,Z] ve W = dia{b" (X8, + Zu.)}

3) 52] ~N ([52» TZ]) olmak tizere r orani agsagidaki sekilde hesaplanir:

exp {yT(X,Bt + Zu,) — 1Tb(X B, + Zu,) — %utTG‘lut}

T =
exp {yT(Xﬁc + Zuc) = 1Th(XB. + Zu,) — %uzc—luc}

Sonrasinda 0 ile 1 arasinda rastgele tekdiize degisken u 6rneklenir.
a) Egeru<rise (B u.) yerine (B u;) kullanilir.

b) Eger u >rise (8,.,u.) degistirilmeden birakilir.
4) 1= 2< L, 1G (Aye + 3 qe, Bue + 3 lell?) *den o2, iretilir

5) 3.adima doniiliir ve adimlar yinelenir.
5.7 Rao-Blackwell Yéntemi ile Tahmin

(B,u)’nun sonsal tahminini elde etmenin alternatif bir yontemi, asagida verilen
formiilde kosullu ortalamanin aritmetik ortalamasinin hesaplanmasiyla Markov

zincirinden tahmin edilmesidir.

o2 \! 2 \!
[B,u | 62,62, y]~N {(CTC + G—ZD) CTy, o} <CTC + G—ZD) (5.18)
u u

(B,u)’nun kosullu ortalamalarinin aritmetik ortalamasimin alinmasiyla daha kiigiik
Monte Carlo varyansi elde edilir. N, MCMC algoritmasindaki denemelerin sayisini
gostermek tizere, (fB,u)'nun sonsal kovaryans matrisinin etkili bir tahmini asagidaki
adimlarla elde edilir:

1) Oncelikle (5.10)’daki (B,u)’nun N kosullu ortalamasinin kovaryansi yani
Cov[E{(B,u) | 62,02, y}] tahmin edilir:

2) N tane kovaryans matrisin ortalamasi yani E[{(8,w) | 62,2, y}] bulunur.
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3) Kosullu ve kosulsuz ortalamalar ve kovaryans matrisleri arasinda asagidaki
esitlikler gecerlidir:
E(y) = E{E(yI0)};
Cov(y) = E{Cov(y|x)} + Cov{E(y|x)}

bu iki esitligin toplammin alinmasiyla, Cov{(B,u)|y} nin etkili bir tahmini elde

edilmis olur. IG(a,b) dagilimimin ortalamasi, a > 1 i¢in b/(a — 1)’dir. 2.adimda
o2’ nun kosullu ortalamast, (Bu + % ||u||2)/(Au + %K - 1) seklindedir. u'nun N kez
simiile edilmis degerlerinin ortalamasinin alinmasi ile o2 tahmin edilir. Eger ¢;2’nun
sonsal olasilik yogunlugunun tahmini isteniyorsa, /G olasilik yogunlugunun u’nun N

deneme degerleri iizerinden ortalamasi alinabilir. Ayni yol izlenerek ¢ nun tahmini ve

sonsal olasilik yogunlugu da bulunabilmektedir.
5.8 Bayes Faktorleri

Bayes faktorlerini kullanarak elde edilen karma model Bayesci cezali spline
semiparametrik regresyon modeli ile katsayilar1 bilinen Bayesci cezali spline
semiparametrik regresyon modeli arasinda se¢im yapilmasi gerektiginde hipotez testi ile

bu iki model karsilastirilarak se¢im yapilabilir.

Hy:Y =XB%+ Zu® + ¢
Hi:Y=XB+Zu+e¢

Burada B° ve u® bilinen degerlerdir. Hy’in H;’e gore Bayes faktorii Sy, asagidaki

sekilde hesaplanmaktadir:

m(Y | Ho)

Bo1(Y) = —m(Y | Hy)

m(Y | H;),i = 0,1 H; modeli altinda Y’nin marinal olasilik yogunluk fonksiyonudur.

m(Y | Hy), Marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu:

m(¥ | Ho) = j FOY 1800, 02)m0(02) do?
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_ 0 _ 0y2
= (2m) ™2 = )jkaz)'vzexp(ﬁ )(a?)(%*ﬂe p( o) >da§

ag n _ 1 _ 0 _ 0 2
= (2m) /2 |_'[i£a )f(o_g)—(7+ag+1) exp( Bg+2(y )Z(B Zu ) )do-g

20%

Qe n (n+ag+1)
— (27'[)_71/2%[(0'3)_(74-%4-1) <ﬁg +%(Y —Xﬁo _ Zu0)2> 2

Ll _ ly_XO_ZOZ
) M S P

207

27)~"/2 ;Zg Be + 1 (Y — Xﬁo - ZuO)z (7+a8+1)
_( T[) r(as) (0_2)( +(xg+1)

207

(Frae+2)-1
Y —XB° — Zu°
= (271)‘"/2 )f( ( '8 w) )

1 n
— By + 5 (Y — XB® — Zu®)? (Rt
exp( d +2( 23 it >(ﬁg+%(Y—Xﬁ0—Zu0)2> (2 )dasz

20¢

1 n
—B.+5 — XB° — Zu®)? —(5tas+1
exp( F +2( A & >(ﬁg+%(Y—XﬁO_ZuO)2> (2 )dagz

42>

m(Y | Hy) = (2m)~™/? F(g S ( +a, + 1) (ﬁg +%(Y — XB° — Zu°)2>

~(Brac)

m(Y | H,), marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu:

p+q+1 -1/2 n -1/2
m(Y | H,02,6,y) = (2na§)‘"/2< 1_[ 1+ 5di)> < 1_[ 1+ Ydi)>

i=1 i=p+q+2
p+q+1
1 s? 4 zn: s?
Py o0z L T+6d; 1+0d;
i=1 i=p+q+2

mWHm=ijH%ﬁﬁmﬁw&5wdeV
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47>

m(Y | Hy) === @02 T (5 + )

[(ae) 2
prq+1 -1/2 n -1/2
[ [T a+sw [T a+rd] w6y
i=1 i=p+q+2
+q+1
i1 pi S, i £ \asa
Petszl L THsa, T 1+yd; ¥
i=1 i=p+q+2
5.9 Uygulama

Simiilasyon ¢aligmasi R programinda yer alan “mtcars” datasi i¢in yapilmistir. 32 farkli
araba markasina ait veri setinde galon basina mil ile bir dizi agiklayici degisken
arasindaki iliski icin modeller belirlenmek isteniyor. Bagimli degisken, galon basina mil
mpg olmak fizere acgiklayici degiskenler disp: motorun iiretebilecegi toplam giig
miktarini Olgen arag, hp: briit beygir giicli gsec: ¢eyrek mil ¢alisma siiresi, wt: aracin
agirligr arasindaki iligkiyi anlamak i¢in sonsal olasiligi en yiliksek olan modeller
belirlenmistir. Orneklem hacmi n=32, yineleme sayilar1 sirastyla 50.000, 40.000.
30.000, 20.000, 10.000 olarak alinmis ve sonsal olasiliklara goére modeller
karsilastirilmistir. Zincirde dogru bir yakinsama elde etmek igin yineleme sayilarinin
yarist yanma periyodu olarak belirlenmistir. Seyreltme orani 2 olarak alinmis yani elde

edilen sonsal 6rneklemlerden 2 tanesinden 1°i alinarak sonsal olasiliklar elde edilmistir.

Cizelge 5. 2 50.000 Yineleme I¢in Sonuglar

disp hp wit gsec Sonsal Olasilik (%) Kiimiilatif (%)
Model-1 0 1 1 0 42.91 42.91
Model-2 0 0 1 1 42.41 85.32
Model-3 0 0 1 0 5.68 91.00
Model-4 0 1 1 1 3.14 94.14
Model-5 1 1 1 0 2.00 96.14
Model-6 1 0 1 1 1.55 97.69
Model-7 1 0 1 0 1.32 99.01
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Tabloda sonsal olasilig1 %1 ve lizeri sonug veren 7 model gosterilmistir. Birinci model

briit beygir giicii ile agirlik degiskenlerini igermektedir. Modeller igerisinde %42.91 ile

1. model en yiiksek sonsal olasiliga sahip modeldir. Ikinci model agirlik ve ¢eyrek mil

calisma siiresini iceren modeldir ve %42.41 yiizdesine sahiptir. Ugiincii model en net

bilgiyi veren modeldir ¢iinkii sadece agirlik degiskenini i¢cermektedir fakat %5.68 ile

diisiik bir yiizdeye sahiptir. Yineleme sayisi arttikca Onerilen model sayist da

artmaktadir ama 6zellikle ti¢lincii modelden sonra sonsal olasilik yiizdelerinde ciddi bir

diislis yasanmaktadir.

Cizelge 5. 3 40.000 Yineleme I¢in Sonuglar

disp hp wit gsec Sonsal Olasilik (%) | Kiimiilatif (%)
Model-1 0 1 1 0 42.60 42.60
Model-2 0 0 1 1 42.48 85.08
Model-3 0 0 1 0 6.12 91.20
Model-4 0 i 1 1 3.11 94.31
Model-5 1 1 1 0 1.81 96.12
Model-6 1 0 1 1 1.54 97.66
Model-7 1 0 X 0 1.29 98.95

40.000 yineleme ise ilk iki model i¢in sonsal olasilik yiizdeleri birbirine ¢ok yakindir.

Sonsal modellerin %85.09’unu ilk iki model igermektedir. Agirlig1 tek basina igeren

tiglincii modelin ise sonsal olasiligi %6.12’ye ¢ikmustir.

Cizelge 5. 4 30.000 Yineleme I¢in Sonuglar

disp hp wit gse Sonsal Olasilik (%) | Kiimiilatif (%)
Model-1 0 1 1 0 42.16 42.16
Model-2 0 0 1 1 41.93 84.09
Model-3 0 0 1 0 9.12 93.21
Model-4 0 1 1 1 2.23 95.44
Model-5 1 1 1 0 1.25 96.69
Model-6 1 0 1 1 1.09 97.79
Model-7 1 0 1 0 1.01 98.80
Model-8 1 0 1 0 1.00 99.80

30.000 yineleme ise ilk iki model i¢in sonsal olasiliklar yine birbirine ¢ok yakindir.

Kiimiilatif olasiliklar1 %84.09’a diismistiir. Agirlig1 tek basina igeren ti¢lincii modelin

ise sonsal olasilig1 %9.12°ye ¢ikmaistir.
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Cizelge 5. 520.000 Yineleme I¢in Sonuglar

disp hp wit gsec Sonsal Olasilik (%) Kiimiilatif (%)
Model-1 0 1 1 0 45.06 45.06
Model-2 0 0 1 1 40.10 85.16
Model-3 0 0 1 0 5.22 90.38
Model-4 0 1 1 1 3.70 94.08
Model-5 1 1 1 0 2.12 96.20
Model-6 1 0 1 1 1.56 97.76
Model-7 1 0 1 0 1.22 98.98

20.000 yineleme icin hp ve wt aciklayict degiskenlerini iceren modelin tiim modeller
icindeki sonsal olasilig1 %45.06’ya yiikselmistir. Agirlik wt ve gsec'i iceren model,
%40.10’a dismustir. Bu iki model sonsal kitlenin %85.16'sinm1  olusturmaktadir.

Yalnizca agirligi igeren modelin sonsal olasilig1 ise tekrar %5.22°e diismiistiir.

Cizelge 5. 6 10.000 Yineleme I¢in Sonuglar

disp hp wit gsec Sonsal Olasilik (%) Kiimiilatif (%)
Model-1 0 1 1 0 45.08 45.08
Model-2 0 0 1 1 39.76 84.84
Model-3 0 0 1 0 5.24 90.08
Model-4 0 1 1 1 2.72 92.80
Model-5 1 1 1 0 2.48 95.28
Model-6 1 0 1 1 2.16 97.44
Model-7 1 0 1 0 1.64 99.08

10.000 yineleme sonuglarina bakildiginda 20.000 yineleme ile birbirine ¢ok yakin

sonuclar verdigi sdylenebilir.

Sonug olarak simiilasyon calismasiyla farkli agiklayici degiskenlerden olusan modeller
belirlenmistir. En yiiksek olasiliga sahip iki model briit beygir giicli ve agirlig1 igeren
birinci modelle agirlik ve ¢eyrek mil caligma siiresini i¢eren ikinci modeldir. Yalnizca
agirligl iceren model ise iigiincli siradadir bu modelin sonsal olasiligimin yinelemenin

40.000 ve 30.000 oldugu simiilasyonlarda ytikseldigi goriilmiistiir.
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6. SONUC

Calismada regresyon analiz  yontemlerinden nonparametrik  regresyon ve
semiparametrik regresyon anlatildiktan sonra Bayesci yaklasimla semiparametrik
regresyon agiklanmistir. Nonparametrik ve semiparametrik regresyona neden ihtiyag

duyuldugundan, diizlestirme ve tahmin yontemlerinden bahsedilmistir.

Istatistikte klasik yaklasima alternatif bir yontem olarak sunulan Bayesci yaklasimda
onsel ve sonsal dagilimlarin nasil belirlenmesi gerektigi, tahmin yontemi olarak Markov
zinciri ve Monte Carlo simiilasyon yontemlerinden Metropolis ve Metropolis-Hasting
algoritmast ve Gibbs Orneklemenin adimlari anlatilmistir. Bayesci semiparametrik
regresyon i¢in onseller ve sonsallar hiyerarsik bir model kullanarak belirlenmistir. Daha

etkili bir yontem olarak Rao-Blackwell yonteminin adimlari gosterilmistir.

Uygulamada bir simiilasyon ¢alismasi yapilmus, farkli yineleme degerleri i¢in regresyon
modelleri elde edilmistir. Sonsal olasilik degeri lizerinden farkli agiklayici degiskenlerle
kurulabilecek modeller gosterilmistir. Ilk ii¢ modelden sonra yiizdelerde ciddi bir diisiis
oldugu goriilmiistiir. Ilk model briit beygir giicii ve agirlik degiskenlerini, ikinci model
ise agirlik ve ceyrek mil galisma siiresini icermektedir. Ugiincii model ise en umut verici
model olabilir ¢ilinkii tek degisken agirligi igermektedir ama diisiik bir yiizdeye sahiptir.
40.000 ve 30.000 yineleme ile elde edilen sonuglarda {igiincii modelin yiizdesinin arttig1

goriilmiistiir. Her bir yinelemede ise ilk iki model en yiiksek yiizdelere sahiptir.

Sonug olarak regresyon analizinin varsayimlarinin saglanmadigi durumlarda kullanilan
alternatif yontemler anlatilmistir. Farkli bir bakis agisiyla istatistigi ele alan Bayesci
istatistik tartisilmig, Bayesci yaklagimla semiparametrik regresyon analizi ele alinmis ve

bir simiilasyon ¢alismasinin sonuglari tartigilmistir.
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