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ÖZET

Doktora Tezi

KES·IRL·I BASAMAKTAN B·IR D·IFERENS·IYEL DENKLEM S·ISTEM·I
ÜZER·INE

·Ilknur KOCA

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Doç.Dr. Nuri ÖZALP

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.
Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.
·Ikinci bölümde, kesirli basamaktan türev ve integral operatörleri ile ilgili temel
kavramlar verilmi̧s, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler için varl¬k ve tek-
lik teoremleri hat¬rlat¬lm¬̧s, çözümlerin asimptotik kararl¬l¬¼g¬ile ilgili sonuçlar ifade
edilmi̧stir.
Üçüncü bölümde, kesirli basamaktan lineer olmayan ikili model ele al¬nm¬̧st¬r. Ele
al¬nan modelin çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬, tekli¼gi ve başlang¬ç koşullar¬na sürekli ba¼g¬m-
l¬l¬¼g¬ incelenmi̧stir. Ayr¬ca modelin denge noktalar¬elde edilerek lokal asimptotik
kararl¬l¬k için teoremler ifade edilmi̧stir. Elde edilen sonuçlar, nümerik çözüm yard¬m¬
ile desteklenmi̧stir.
Son bölümde ise, kesirli basamaktan lineer olmayan üçlü bir model ele al¬nm¬̧st¬r.
Üçlü modelin denge noktalar¬elde edilerek lokal asimptotik kararl¬l¬¼g¬nümerik çözüm
yard¬m¬yla gösterilmi̧stir.

2013 , 49 sayfa
Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklemler, kesirli basamaktan lineer
olmayan model, kararl¬l¬k, nümerik çözümler.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

ON A SYSTEM OF FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL EQUATION

·Ilknur KOCA

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Nuri ÖZALP

This thesis consists of four chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, basic concepts on fractional integral and derivative are given,
existence and uniqueness theorems for fractional di¤erential equations are recalled
and some results on the asymptotic stability of solutions are expressed.
In the third chapter, a fractional order nonlinear dynamical model involving two

person is introduced. Boundedness, uniqueness and continuous dependence of the
solutions of the nonlinear two-dimensional system of fractional di¤erential equation
is considered. Stability analysis of the fractional-order nonlinear dynamical model
involving two person is studied. By using stability analysis on fractional order
system, we obtain su¢ cient condition on the parameters for the locally asymptotical
stability of equilibrium points. Our results are validated by numerical simulations.
Finally, in the fourth chapter, a fractional order nonlinear dynamical model of triadic
relationship is introduced. By obtaining the equilibrium points, stability analysis
of the fractional-order nonlinear dynamical model involving three person is studied.
Finally, our results are validated by numerical simulations.

2013 , 49 pages
Key Words: Fractional di¤erential equations, a fractional order nonlineer model,
stability, numerical solutions.
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B.D.P. Başlang¬ç de¼gerproblemi

C[a; b] [a; b] de sürekli reel de¼gerli fonksiyonlar kümesi

R[a; b] [a; b] üzerinde Riemann anlam¬nda integrallenebilen fonksiyonlar kümesi

R Reel say¬lar kümesi

x Kesirli basamaktan lineer olmayan modelde 1. ki̧si

y Kesirli basamaktan lineer olmayan modelde 2. ki̧si

vi





1. G·IR·IŞ

Mühendislikte, fen bilimlerde, sosyal bilimlerde ve daha birçok bilim dal¬nda çok

say¬da problemi çözmek için ilk olarak bu problemleri matematiksel ifadelerle for-

müle etmek daha sonra baz¬s¬n¬r şartlar¬ve başlang¬ç koşullar¬yard¬m¬yla problem-

lerin çözümlerini oluşturan fonksiyonlar¬bulmak gerekmektedir. Bilinen bir prob-

lemi formüle eden bu matematiksel ifadelerin fonksiyonlar¬kesirli basamaktan, bi-

rinci basamaktan veya daha yüksek basamaktan türevler içermektedir. ·I̧ste, bu şe-

kildeki bir matematiksel ifadeye içerdi¼gi türevin basama¼g¬na göre kesirli diferensiyel

denklem veya adi diferensiyel denklem denir.

Kesirli kalkülüs araçlar¬uzun zamand¬r bilinmesine ve de¼gi̧sik alanlarda uygulan-

mas¬na ra¼gmen, kesirli diferensiyel denklemler teorisine yak¬n zamanlarda çal¬̧s¬l-

maya başlanm¬̧st¬r. Kesirli kalkülüs ile ilgili pekçok kitap yaz¬lm¬̧s, bu kitaplarda

kesirli kalkülüsün tarihi detayl¬ bir şekilde verilmi̧stir (Oldham ve Spanier 1974,

Miller ve Ross 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006).

Tamsay¬ olmayan basamaktan türev ve integral kavramlar¬ ilk olarak Leibniz ve

L�Hospital taraf¬ndan 1695 y¬l¬nda ortaya konmuştur. Marquis de L�Hospital (1661-

1704)�¬n Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)�e yazd¬¼g¬bir mektupta n 2 N0 :=

f0; 1; 2; :::g inci basamaktan türev için kullan¬lan dny

dxn
ifadesinde n =

1

2
olmas¬du-

rumu ne anlama gelir sorusu kesirli diferensiyelin ç¬k¬̧s tarihi olarak gösterilebilir.

Bu mektup 30.09.1695 y¬l¬nda Leibniz taraf¬ndan yan¬tlanm¬̧s ve kesirli basamaktan

türev kavram¬oluşmuştur.

Bu mektuplaşman¬n ortaya ç¬kmas¬ndan sonra, birçok matematikçi kesirli türev

kavram¬yla ilgilenmi̧stir. Kesirli kalkülüsün az bilinen di¼ger tan¬mlar¬n¬ tarihsel

olarak s¬ralamak istersek (Dalir ve Bashour 2010) :

1. L. Euler (1730)
dnxm

dxn
= m(m� 1):::(m� n+ 1)xm�n

formülünü, Gamma fonksiyonunun

�(m+ 1) = m(m� 1):::(m� n+ 1)�(m� n+ 1)

1



özelli¼gini kullanarak,

dnxm

dxn
=

�(m+ 1)

�(m� n+ 1)
xm�n

eşitli¼gini vermi̧stir. Buradaki Gamma fonksiyonu

�(z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt; Re(z) > 0

şeklinde tan¬mlanmaktad¬r.

2. J. B. J. Fourier (1820-1822)

f(x) =
1

2�

Z 1

�1
f(z)dz

Z 1

�1
cos(px� pz)dp

integral eşitli¼gi yard¬m¬yla

dnf(x)

dxn
=
1

2�

Z 1

�1
f(z)dz

Z 1

�1
cos(px� pz + n

�

2
)dp

elde etmi̧stir.

3. N. H. Abel (1823-1826), key� bir � de¼geri içinZ x

0

s
0
(�)d�

(x� �)�
=  (x)

ifadesini gözönüne alarak,

s(x) =
1

�(1� �)

d�� (x)

dx��

eşitli¼gini tan¬mlam¬̧st¬r.

4. J. Liouville (1832-1855), ilk olarak f(x) =
1P
n=0

cne
anx üstel ifadesine göre

dmeax

dxn
= ameax

formülünü genelleştirerek

dvf(x)

dxv
=

1P
n=0

cna
v
ne
anx

eşitli¼gini tan¬mlam¬̧st¬r. Bir başka tan¬m¬Z �

�(x)dx� =
1

(�1)��(�)

Z 1

x

(� � x)��1�(�)d�Z �

�(x)dx� =
1

�(�)

Z x

�1
(x� �)��1�(�)d�

2



kesirli basamaktan integralidir. Üçüncü tan¬m¬ise

d�F (x)

dx�
=

(�1)�
h�

(F (x)
�

1
F (x+ h) + +

�(�� 1)
1:2

F (x+ 2h)� � � � )

d�F (x)

dx�
=

1

h�
(F (x)

�

1
F (x� h) + +

�(�� 1)
1:2

F (x� 2h)� � � � )

kesir basamaktan türev tan¬mlar¬d¬r.

5. G. F. B. Riemann (1847-1876)

D�vf(x) =
1

�(v)

Z x

c

(x� t)v�1f(t)dt+  (t)

tan¬mlam¬̧st¬r.

6. N. Ya. Sonin (1869), A. V. Letnikov (1872), H. Laurent (1884), N. Nekrasove

(1888), K. Nishimoto (1987)

fn(z) =
n!

2�i

Z
c

f(t)

(t� z)n+1
dt

Cauchy integral formülünü gözönüne alarak ve n yerine v indisini kullanarak

Dvf(z) =
�(v + 1)

2�i

Z x+

c

f(t)

(t� z)v+1
dt

elde etmi̧slerdir.

7. Riemann-Liouville:

aD
�
t f(t) =

1

�(n� �)

�
d

dt

�n Z t

a

f(�)d�

(t� �)��n+1
; n� 1 � � < n:

8. Grünwald-Letnikove:

aD
�
t f(t) = lim

h!0
h��

[ t�ah ]P
j=0

(�1)j
�
�

j

�
f(t� jh)

9. M. Caputo (1967):

C
aD

�
t f(t) =

1

�(�� n)

Z t

a

fn(�)d�

(t� �)�+1�n
; n� 1 � � < n:

10. K. S. Miller, B. Ross (1993):

D�f(t) = D�1D�2 � � �D�nf(t); � = (�1; �2; : : : ; �n):
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Kesirli basamaktan türev, özellikle birçok madde ve sürecin haf¬za ve kal¬tsal özel-

liklerini aç¬klamak için uygun bir yaklaş¬md¬r. Bu tip özellikler tamsay¬basamaktan

türevde göz ard¬edilmektedir. Kesirli basamaktan türev içeren modeller çeşitli �zik-

sel ve biyolojik süreçler ile dinamik sistemlerin kontrolü teorisinde tamsay¬basamak-

tan modellere göre daha iyi sonuçlar vermektedir. Viskoelastik meteryaller, elek-

troanalitik kimya, biyolojik sistemlerin elektrik iletkenli¼gi ve sinir hücrelerinin i̧sleyi̧si

gibi süreçlerin kesirli basamaktan türevler yard¬m¬yla modellenmesi ve simülasyon-

lar¬kesirli basamaktan diferensiyel denklem içeren denklemlerin önemini artt¬rmak-

tad¬r (Cherif 2009).

Klasik matemati¼gin genelleştirilmi̧s bir şekli olan Kesirli Matematik (Fractional Cal-

culus), özellikle son yirmi y¬ld¬r matematik ve mühendislik dallar¬nda, özellikle de

sinyal i̧sleme ve kontrol teorisi alanlar¬nda önemli çal¬̧smalar¬n yap¬lmas¬na neden ol-

muştur. Burada temel �kir, tamsay¬basamaktan klasik integral ve türev i̧slemlerini

kullanmak yerine, kesirli basamaktan türev ve integral i̧slemlerini kullanmakt¬r. Bu

şekilde klasik matemati¼gin s¬n¬rlar¬üzerine ç¬k¬larak oldukça geni̧s bir çal¬̧sma alan¬

elde edilmektedir. Bu durum, temelinde matematik yatan bütün bilimsel alanlar¬

etkileyerek, bu alanlarda yeni çal¬̧sma konular¬n¬n ortaya ç¬kmas¬na neden olmuştur.

Bununla birlikte, kesirli matematik, kesirli basamaktan sistemler ve kesirli basamak-

tan kontrol alanlar¬halen çok say¬da aç¬k konular içermektedir. Son zamanlarda

kesirli basamaktan sistemler üzerine yap¬lan çal¬̧smalardaki art¬̧s da, bunun en iyi

göstergesidir.

Literatürde son y¬llarda h¬zla artan bir ivme ile çal¬̧s¬lan kesirli matematik ve kesirli

basamaktan sistemler üzerine Türkiye�de yap¬lan çal¬̧smalarda da bir art¬̧s görülmek-

tedir. ·Ilk olarak 2007 y¬l¬nda Sabanc¬Üniversitesi�nde düzenlenen TOK�07 Toplan-

t¬s¬nda "Kesirli basamaktan Sistemler" ad¬ alt¬nda bir özel oturum düzenlenmi̧s

ve bu oturumda toplam 7 bildiri sunulmuştur. Daha sonra 2008 y¬l¬nda Çankaya

Üniversitesi�nde düzenlenen FDA 2008 (IFAC Workshop on Fractional Di¤erentia-

tion and its Applications) çal¬̧stay¬nda kesirli basamaktan sistemler üzerine dünyaca

meşhur bilim adamlar¬n¬n ülkemize gelerek bildiri sunmas¬, konunun ülkemiz araşt¬r-

mac¬lar¬ taraf¬ndan ö¼grenilmesi aç¬s¬ndan büyük bir şans olmuştur. Bununla be-
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raber, bu tür uluslararas¬büyük organizasyonlar¬n ulusal ba¼glamda yans¬malar¬n¬n

devam etmesi gerekmektedir. ·Iki y¬lda bir düzenlenen ve başlang¬çta konunun yeni

olmas¬ve araşt¬rmac¬say¬s¬n¬n az olmas¬nedeniyle çal¬̧stay şeklinde gerçekleştiri-

len FDA serisi 2012 y¬l¬nda Çin�de bir sempozyum şekline dönüştürülmüştür. FDA

2012 (IFAC Symposium on Fractional Di¤erentiation and its Applications) sem-

pozyumuna yaklaş¬k 300 yay¬n sunulmuş olmas¬, kesirli basamaktan sistemlerin art¬k

önemli bir araşt¬rma alan¬haline geldi¼gini ispat etmektedir.
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2. KES·IRL·I BASAMAKTAN D·IFERENS·IYEL DENKLEMLER

Bu bölümde kesirli basamaktan türev ve integral operatörleri ile ilgili temel tan¬mlar

ile bu operatörlerin baz¬özelliklerini verdikten sonra kesirli basamaktan türev içeren

diferensiyel denklemler için varl¬k ve teklik teoremleri verilecektir.

2.1 Kesirli Basamaktan Türev ve ·Integral

2.1.1 Gamma fonksiyonu

Gamma fonksiyonu kesirli diferensiyel ile do¼grudan ili̧skilidir. Gamma fonksiyonunun

en basit anlam¬ faktoriyelin bütün reel say¬lar için genelleştirilmesidir. Gamma

fonksiyonu

�(z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt

genelleştirilmi̧s integrali yard¬m¬yla tan¬mlan¬r. Gamma fonksiyonuna bazen genelleş-

tirilmiş faktöriyel fonksiyonu da denir. Gamma fonksiyonunun en temel özellik-

lerinden biri

� (z + 1) = z�(z) (2.1)

eşitli¼gidir. Bu ifade k¬smi integrasyon yöntemi ile kolayca ispatlanabilir.

� (z + 1) =

Z 1

0

e�ttz dt = [�e�ttz]t=1t=0 + z

Z 1

0

e�ttz�1 dt = z�(z):

Buradan aç¬kça görülmektedir ki � (1) = 1; ve (2.1) den z = 1; 2; 3; ::: için

� (2) = 1:� (1) = 1 = 1!;

� (3) = 2:� (2) = 2:1! = 2!;

� (4) = 3:� (3) = 3:2! = 3!;

::: (2.2)

� (z + 1) = z�(z) = z:(z � 1)! = z!

elde edilir (Podlubny, 1999).

� (z) fonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen
R1
0
e�t tz�1dt integrali z > 0 için yak¬nsak olup,

c > 0 olmak üzere bu integral her [c; d] sonlu aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsakt¬r. O
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halde Gamma fonksiyonu aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir.

i) Gamma fonksiyonunun tan¬m bölgesi fz : z > 0g d¬r.

ii) Gamma fonksiyonu z > 0 için süreklidir.

iii) � (z) ye kaŗs¬l¬k gelen integral, her sonlu [c; d] � R+ aral¬¼g¬nda düzgün yak¬nsak

oldu¼gundan z de¼gi̧skenine göre integral i̧sareti alt¬nda türev alarak �(z) nin türevi

elde edilebilir.

Benzer şekilde Gamma fonksiyonunun yüksek basamaktan türevleri de bulunabilir.

Böylece �0(z) ve �00(z) türevleri için

�0 (z) =

Z 1

0

tz�1 (ln t) e�t dt ; �00 (z) =

Z 1

0

tz�1 (ln t)2 e�t dt

yaz¬labilir. Böylece, z > 0 için �00 (z) > 0 olup, � (z) in e¼grisi z > 0 için yukar¬

konkavd¬r. �(z) in z ! 0+ için limiti

lim
z!0+

� (z) =1

dur. Gerçekten

� (z) >

1Z
0

tz�1e�t dt > e�1
Z 1

0

tz�1 dt =
1

ez

olup, böylece,

lim
z!0+

� (z) > lim
z!0+

1

ez
!1

olur. Di¼ger yandan, faktöriyel özelli¼ginden dolay¬,

lim
z!1

� (z) = lim
z!1

(z � 1) �(z � 1)!1

olur.

2.1.2 Genelleştirilmi̧s Gamma fonksiyonu

Şimdiye kadar z in pozitif de¼gerleri için tan¬mlad¬¼g¬m¬z Gamma fonksiyonunu negatif

z de¼gerleri için de tan¬mlayabiliriz. Yani �(z) yi tüm reel eksene geni̧sletebiliriz.

�(z + 1) = z�(z) özelli¼gini kullanarak 1 � z � 2 için �(z) in bilinen de¼gerlerinden

yararlan¬p her z 2 R için �(z) ler elde edilebilir. Negatif z de¼gerleri için �(z)

fonksiyonunu aşa¼g¬daki gibi tan¬mlar¬z.
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Şekil 2.1. Gamma fonksiyonunun gra�¼gi

�1 < z < 0 ise, � (z) =
� (z + 1)

z
de 0 < z + 1 < 1 olaca¼g¬ndan ve (z + 1) 2 (0; 1)

deki � (z + 1) de¼gerleri bilindi¼ginden z 2 (�1; 0) için � (z) ler bulunabilirler. Benzer

şekilde, �2 < z < �1 ise 0 < z + 2 < 1 olup, � (z) =
� (z + 2)

z (z + 1)
yard¬m¬yla ve genel

olarak �n < z < �n+ 1 ise 0 < z + n < 1 olup,

� (z) =
� (z + n)

z (z + 1) (z + 2) ::: (z + n� 1)

eşitliklerinden � (z) ler hesap edilebilir. Yukar¬daki ifadeler göstermektedir ki, Gamma

fonksiyonu s¬f¬r ve negatif tamsay¬lar için s¬n¬rs¬zd¬r. Yani de¼geri sonsuzdur.

Kesirli basamaktan integralin tan¬m¬yap¬l¬rken, tamsay¬basamaktan n-katl¬

integralin genelleştirilmesi esas al¬nm¬̧st¬r. f fonksiyonu (a; t) sonlu aral¬¼g¬nda sürekli

ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun (f fonksiyonu, t = a noktas¬nda r < 1

basamaktan singülerli¼ge sahip olabilir). Bu durumda

Iaf(t) = D�1
a f(t) =

Z t

a

f(�)d�

integrali sonludur ve t! a iken de¼geri s¬f¬ra eşittir (Podlubny, 1999).

Tan¬m 2.1 f : (a;1) ! R sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

f fonksiyonunun � > 0 (� reel) basamaktan Riemann-Liouville integrali, n katl¬

integralin genellemesi olan

I�a f (t) =a D
��
t f (t) =

1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 f (�) d�
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eşitli¼gi ile verilir. Bu genelleme,Z t

a

dtn�1

Z tn�1

a

:::

Z t1

a

f (�) d�

n katl¬integraline f (�) sürekli fonksiyonu için bilinen

tZ
a

dt1

t1Z
a

f (�) d� =

Z t

a

d�

Z t

�

f (�) dt1

eşitli¼ginin ard¬̧s¬k olarak uygulanmas¬yla elde edilir.

Tan¬m 2.2 f : (a;1)! R sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, f

fonksiyonunun � > 0 (� reel) basamaktan Riemann-Liouville türevi

D�f (t) :=

8><>:
1

� (n� �)

dn

dtn

Z t

a

(t� �)n���1 f (�) d� ; n� 1 � � < n;

dn

dtn
f (t) ; � = n

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada n; n� 1 � � < n koşulunu sa¼glayan bir tamsay¬olup,

� Gamma fonksiyonunu göstermektedir.

Bu türev tan¬m¬ teorik olarak uygun olsa da uygulama aç¬s¬ndan baz¬ sorunlar

ç¬karmaktad¬r. Riemann-Liouville türevi yard¬m¬yla tan¬mlanan başlang¬ç de¼ger

problemlerinde başlang¬ç koşullar¬n¬n limit konumunda verilmesinin gereklili¼gini ve

sabitin türevinin sabit olmayan bir fonksiyona eşit olmas¬n¬(D� (c) = ct��

�(1��)) �ziksel

olarak aç¬klaman¬n bir yolu bilinmemektedir. Bu durum için Caputo taraf¬ndan 1967

y¬l¬nda bir çözüm önerilmi̧stir. Caputo�nun verdi¼gi türev tan¬m¬aşa¼g¬daki gibidir.

Tan¬m 2.3 f : (a;1)! R sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, f

fonksiyonunun � > 0 basamaktan Caputo türevi

CD�f (t) :=

8><>:
1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� ; n� 1 < � < n;

dn

dtn
f (t) ; � = n

şeklinde tan¬mlan¬r. f fonksiyonunun [a; T ] aral¬¼g¬nda (n+ 1): basamaktan sürekli,

s¬n¬rl¬türevlere sahip olmas¬durumunda Caputo türevi, � ! n için n: basamaktan

geleneksel türev haline gelir.
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Riemann-Liouville anlam¬nda türev ve integralin baz¬özellikleri aşa¼g¬da verilmi̧stir

(Podlubny, 1999):

(i) f 2 C[0;1) ve � > 0; � > 0 olsun. Riemann-Liouville kesirli integrali

I�(I�f (t)) = I�+�f (t)

özelli¼gine sahiptir.

(ii) f 2 C[0;1), � > 0 ve t > 0 için

D� (I�f (t)) = f (t)

dir. Yani Riemann- Liouville kesirli türevi ayn¬basamaktan kesirli integralin sol

tersidir.

(iii) E¼ger f fonksiyonunun �: basamaktan kesirli türevi integrallenebilir ise

I� (D�f (t)) = f (t)�
nX
j=1

[D��jf (t)]t=0
t��j

� (�� j + 1)

d¬r. Burada n = d�e+ 1 dir.

(iv) Bir c reel sabitinin Riemann- Liouville kesirli türevi

D� (c) =
ct��

� (1� �)

d¬r.

(v) Lineerlik

D� (�f (t) + �g (t)) = �D�f (t) + �D�g (t)

(vi)

D� (t�) =
� (� + 1)

� (� + 1� �)
t���

2.2 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler

D�
af (t) :=

1

� (n� �)

dn

dtn

Z t

a

(t� �)n���1 f (�) d� ; n� 1 � � < n;

diferensiyel operatörünü içeren diferensiyel denklemler birçok �ziksel olay¬modelle-

mek için kullan¬lm¬̧st¬r. d�e + 1 = n olmak üzere, D� Riemann-Liouville türevini

içeren
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D�x (t) = f (t; x (t))

diferensiyel denkleminin çözümünü elde etmek için

d��k

dt��k
x (t) jt=0+ = bk; k = 1; 2; :::; n

ile verilen n tane başlang¬ç koşuluna ihtiyaç duyulmaktad¬r. Bu koşullar¬elde etmek

için x fonksiyonunun kesirli basamaktan türevlerine ihtiyaç vard¬r. Ancak, bu türev-

lerin elde edilmesi her zaman mümkün de¼gildir. Bunun yan¬s¬ra, bu koşullara �zik-

sel anlam vermek de olanaks¬zd¬r. Bu zorluklardan kurtulmak için Caputo (1967)

taraf¬ndan bir �kir ortaya konmuştur. Tn�1 [x], x nin 0 komşulu¼gundaki (n� 1) :

dereceden Taylor polinomu olmak üzere,

D� (x� Tn�1 [x]) (t) = f (t; x (t))

denklemi

x(k) (0) = xk0 k = 0; 1; :::; n� 1

başlang¬ç de¼gerleri ile birlikte ele al¬nabilir.

2.2.1 Çözümlerin varl¬¼g¬ve tekli¼gi

f 2 C([0; T )�R; R ) ve 0 < � < 1 olmak üzere,8<: D� (x (t)� x0) = f (t; x (t))

x (0) = x0
(2.3)

ile verilen Riemann-Liouville kesirli türevi içeren başlang¬ç de¼ger problemi

x(t) = x0 +
1

�(�)

Z t

0

(t� �)
��1
f(� ; x(�))d� ; 0 � t � T

Volterra kesirli integraline denktir. Burada �; Gamma fonksiyonunu ifade etmekte-

dir. Yani, f sürekli oldu¼gu kabul edildi¼ginden (2:3) ile verilen B.D.P. nin her çözümü

Volterra integral denkleminin de bir çözümüdür (Lakshmikantham ve Vatsala 2007).

Bu ifadenin terside do¼grudur.

(2.3) ile tan¬mlanan B.D.P. nin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi ile ilgili teoremleri

vermeden önce, bu teoremlerin ispat¬nda kullan¬lacak bir tan¬m ve bir lemma verelim

(Lakshmikantham ve Vatsala 2007).
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Tan¬m 2.4 x-ekseninin bir I alt aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ sürekli fonksiyonlardan oluşan

bir fonksiyon ailesi ffn(x)g olsun. E¼ger her " > 0 için

jx� x0j < �

oldu¼gunda

jfn(x)� fn(x0)j < "; (8n 2 N)

olacak biçimde bir � = �(x0) > 0 bulunabiliyorsa, ffn(x)g ailesine eş-süreklidir

denir.

Lemma 2.1 Her " > 0 için [0; T ] üzerinde tan¬ml¬sürekli x"(t);

D� (x" (t)� x"(0)) = f (t; x" (t)) ; 0 < � < 1

x" (0) = x0

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü olmak üzere, 0 � t � T için jf (t; x" (t))j � M

koşulu sa¼glan¬yorsa, fx"(t)g fonksiyon ailesi 0 � t � T üzerinde eş-süreklidir.

Teorem 2.1 R0 = [(t; x) : 0 � t � a; jx� x0j � b] için f 2 C [R0; R] ve R0 ü-

zerinde jf (t; x)j �M olacak şekilde M � 0 olsun. Bu durumda, 0 � t � 
 üzerinde

(2:3) B.D.P. nin en az bir çözümü vard¬r. Burada 
 = min
�
a;
�
b
M
� (�+ 1)

� 1
�

�
;

0 < � < 1 dir.

·Ispat. � > 0 olmak üzere x0 (") ; [��; 0] üzerinde x" (t) = x0 (t) ve [0; 
1] üzerinde

x" (t) = x0 +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x" (s� "))ds (2.4)

olacak şekilde bir x" (t) fonksiyonu tan¬mlayal¬m. Bu durumda D�x" (t) mevcuttur

ve 
1 in seçiminden dolay¬

jx" (t)� x0j �
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x" (s� "))ds

� M

�(�)

Z t

0

(t� s)��1ds =
M
�

�(�+ 1)
� b

dir. 
1 < 
 olmas¬durumunda da (2.4) denklemi kullan¬larak x" (t) fonksiyonu 
2 =

min(
; 2") olmak üzere [��; 
2] üzerinde kesirli basamaktan sürekli türevlenebilir
12



ve jx" (t)� x0j � b koşulunu sa¼glayacak şekilde geni̧sletilebilir. Bu şekilde de-

vam edilirse, jx" (t)� x0j � b koşulunu sa¼glayan, [��; 
] üzerinde tan¬ml¬bir x" (t)

fonksiyonu tan¬mlanabilir. Bu fonksiyon, kesirli basamaktan sürekli türevlere sahip

ve ayn¬aral¬kta (2.4) denklemini sa¼glayan bir fonksiyondur. Ayn¬zamanda R0 ü-

zerinde jf(t; x" (t� "))j �M oldu¼gundan jD�x0 (t)j �M dir. Bu durumda fx"(t)g

ailesinin eş-sürekli ve düzgün s¬n¬rl¬ fonksiyonlar¬n bir ailesi oldu¼gu söylenebilir.

Ascoli-Arzela teoremi gere¼gince, n ! 1 halinde "1 > "2 > ::: > "n ve [��; 0]

üzerinde x(t) = limn!1 x"(t) (düzgün) olacak şekilde bir f"ng dizisi mevcuttur. f

düzgün sürekli oldu¼gundan, n ! 1 halinde f(t; x" (t� ")); f(t; x(t)) ye düzgün

olarak yak¬nsar. "n = " ve 
1 = 
 al¬nmas¬yla ve (2.4) ün terim terime integre

edilmesiyle

x (t) = x0 +
1

�(�)

Z t

0

(t� s)��1f(s; x(s))ds

elde edilir. Bu da (2.3) B.D.P. nin bir x(t) çözümünün varl¬¼g¬n¬verir.

Teorem 2.2 R0 = [(t; x) : 0 � t � a; jx� x0j � b] için f 2 C [R0; R] ve R0 ü-

zerinde jf (t; x)j �M olacak şekilde M � 0 olsun. f , R0 üzerinde ikinci de¼gişkenine

göre Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n, yani,

jf(t; x1)� f(t; x2)j � A jx1 � x2j

olsun. Bu durumda, 0 � t � 
 üzerinde (2.3) B.D.P. nin tek bir çözümü vard¬r.

Burada 
 = min
�
a;
�
b
M
� (�+ 1)

� 1
�

�
; 0 < � < 1 dir.

(2.3) B.D.P. nin tekli¼gi ile ilgili verdi¼gimiz bu teoremin ispat¬(Podlubny 1999)

görülebilir.

2.2.2 Denge noktalar¬n¬n asimptotik kararl¬l¬¼g¬

� 2 (0; 1] olmak üzere 8>>>>>><>>>>>>:

D�
� x1(t) = f1(x1; x2; :::; xk)

D�
� x2(t) = f2(x1; x2; :::; xk)

...

D�
� xk(t) = fk(x1; x2; :::; xk)

(2.5)
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otonom sistemini

x1(0) = x01; x2(0) = x02; . . . ; xk(0) = x0k (2.6)

başlang¬ç de¼gerleri ile birlikte gözönüne alal¬m. (2.5) sisteminin denge noktalar¬,

D�
� xi(t) = 0 =) fi(x

�
1; x

�
2; . . . ; x

�
k) = 0; i = 1; 2; : : : ; k

koşullar¬n¬sa¼glayan E� = (x�1; x
�
2;. . . ; x

�
k) noktalar¬d¬r.

Denge noktalar¬n¬n asimptotik kararl¬l¬¼g¬n¬elde etmek için

xi(t) = x�i + �i(t)

diyelim. xi(t); (2.5)-(2.6) B.D.P.�nin çözümü oldu¼gundan

D�
� (x

�
i + �i) = fi(x

�
1 + �1; x

�
2 + �2; . . . ; x�k + �k) ; i = 1; 2; : : : ; k

yani

D�
� �i(t) = fi(x

�
1 + �1; x

�
2 + �2; . . . ; x�k + �k) ; i = 1; 2; : : : ; k (2.7)

yaz¬labilir. � denge noktas¬n¬göstermek üzere,

fi(x
�
1 + �1; x

�
2 + �2; . . . ; x�k + �k) w fi(x

�
1; x

�
2; . . . ; x

�
k)

+
@fi
@x1

j� �1 +
@fi
@x2

j� �2 + :::+
@fi
@xk

j� �k

+ : : :

ve fi(x�1; x
�
2;. . . ; x

�
k) = 0 oldu¼gundan,

fi(x
�
1 + �1; x

�
2 + �2; . . . ; x�k + �k) w

@fi
@x1

j� �1 +
@fi
@x2

j� �2 + :::+
@fi
@xk

j� �k (2.8)

yaz¬labilr. (2.7) ve (2.8) den

D�
� �i(t) �

@fi
@x1

j� �1 +
@fi
@x2

j� �2 + :::+
@fi
@xk

j� �k i = 1; 2; : : : ; k (2.9)

d¬r. Bu şekilde aşa¼g¬daki indirgenmi̧s sistem elde edilir.

D�
� � = J�; � =

26666664
�1

�2
...

�k

37777775 ; J(E�) =

26666664
@f1=@x1 @f1=@x2 � � � @f1=@xk

@f2=@x1 @f2=@x2 � � � @f2=@xk
...

...
. . .

...

@fk=@x1 @fk=@x2 � � � @fk=@xk

37777775 ;
(2.10)
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ve

M�1JM = N ; N =

26666664
�1 0 � � � 0

0 �2 � � � 0
...

...
. . .

...

0 0 0 �k

37777775 dir. (2.11)

Burada �1; �2;...,�k lar J Jakobiyan matrisin özde¼gerleri ve M ise özvektörleridir.

·Indirgenmi̧s sistem

�i(0) = xi(0)� x�i ; i = 1; 2; : : : ; k

başlang¬ç de¼gerlerine sahiptir. (2.10) ve (2.11) den

D�
� � = (MNM�1)� ve D�

� (M
�1�) = N(M�1�)

oldu¼gundan

D�
� � = N�; � =M�1�; � = [�1 �2...�k]

T ;

elde edilir. O halde

D�
� �1 = �1�1; D

�
� �2 = �2�2; ...; D

�
� �k = �k�k (2.12)

sistemi mevcuttur. (2.12) ile verilen sistemin çözümü Mittag-Le­ er fonksiyonlar¬

yard¬m¬ile

�i(t) =
1X
n=0

(�i)
ntn�

�(n�+ 1)
�i(0) = E�(�it

�)�i(0); (i = 1; 2; : : : ; k)

şeklinde elde edilir (Podlubny 1999).

Matignon (1996) taraf¬ndan elde edilen sonuçlar kullan¬l¬rsa,

jarg(�i)j >
��

2
; (i = 1; 2; : : : ; k)

oldu¼gundan �i(t) azaland¬r. O halde �i(t) de azaland¬r. Yani jarg(�i)j > ��
2
koşullar¬

tüm �i; i = 1; 2; : : : ; k özde¼gerleri için geçerliyse (x�1; x
�
2; . . . ; x

�
k) denge noktalar¬lokal

olarak asimptotik kararl¬d¬r (Ahmed vd. 2007).
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3. KES·IRL·I BASAMAKTAN L·INEER OLMAYAN ·IK·IL·I MODEL

Son zamanlarda dikkati çeken bir çal¬̧sma alan¬ki̧sileraras¬ili̧skilerdir. Ki̧sileraras¬

ili̧skiler konusu sosyoloji, biyoloji, nörobilim, psikoloji alanlar¬nda çal¬̧san bilim

adamlar¬n¬n da ilgisini çekmektedir (Ozalp ve Koca 2012, Cherif ve Barley 2011,

Allen ve Land 1999, Furman ve Hand 2006, Bus 2005, Collings ve Steinberg 2006

vd.). Ki̧sileraras¬ili̧skiler denilince aşk, sevgi, nefret, sosyal sorumluluklar ve toplum

düzeni gibi birçok konu akl¬m¬za gelmektedir. Toplumda ki̧sileraras¬ili̧skilere örnek

olarak romantik ili̧skilerden, aile ve çocuk, arkadaşl¬k, dostluk, tesadü� rastlant¬lar

ve internet arkadaşl¬klar¬gibi ili̧skilere kadar daha birçok ili̧skiyi gösterebiliriz.

Bu alanlardaki deneylerin tasarlanmas¬ zor oldu¼gundan dolay¬matematiksel mo-

delleme çok önem taş¬maktad¬r. Ayr¬ca matematiksel modeller romantik ili̧skilerin

dinamiklerini çal¬̧smak için strateji belirlemeye ve ki̧siler ile ili̧skili olan intihar gibi

olumsuz sonuçlar¬ kontrol etmeye yard¬mc¬olabilmektedir. Modeldeki parametre

de¼gerlerine ve karmaş¬kl¬¼ga ba¼gl¬olarak oluşabilecek kaos da dahil olmak üzere birçok

davran¬̧s elde edilebilir. Psikolojik olaylar¬n modellenmesi mühendislik sistemlerinin

modellenmesinden çok daha zordur. Bu yüzden romantik ili̧ski dinamiklerini konu

alan çok az matematiksel model vard¬r. Romantik ili̧skiler ve onun ifade edilebilen

davran¬̧ssal özellikleri ki̧siden ki̧siye de¼gi̧sebilir. Birçok matematikçi taraf¬ndan ki̧sil-

eraras¬duyguyu konu alan matematiksel modeller yap¬lm¬̧st¬r (Gragnani 1997, Ri-

naldi 1998, Gottman 2002, Sprott 2004, Sprott 2005, Wauer 2007).

Ki̧silerin birbirlerine kaŗs¬olan sevgilerinin modellenmesi ilk olarak Strogatz taraf¬n-

dan 1988 y¬l¬nda yap¬lm¬̧st¬r. Strogatz Cornell Üniversitesi Matematik Bölümünde

çal¬̧s¬rken ö¼grencilerinden diferensiyel denklemler yard¬m¬yla aşk ili̧skisini incelemele-

rini istemi̧stir. Ö¼grenciler sistemin kurulmas¬, çözümü ve çözümün yorumlanmas¬

konular¬nda �kir üretmi̧slerdir. Bu model bu güne kadar yap¬lan en basit lineer

sevgi modelidir. Modelde Romoe ve Juliet�in aşk ili̧skisi incelenip parametrelerin

de¼gi̧simine göre yorumlar yap¬lm¬̧st¬r.

r(t) = Romeo�nun t an¬ndaki sevgisi ya da nefreti

j(t) = Juliet�in t an¬ndaki sevgisi ya da nefreti
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olarak tan¬mlanm¬̧s ve

dr

dt
= a11r + a12j

dj

dt
= a21r + a22j

sistemi ele al¬nm¬̧st¬r. Burada aik (i; k = 1; 2) pozitif ya da negatif parametreler ol-

mak üzere parametrelerinin i̧saretleri ki̧silerin birbirlerine kaŗs¬duygusunun çeşidini

göstermektedir.

Kesirli basamaktan bir model oluşturulurken tamsay¬basamaktan bir modelin genel-

leştirilmesi esas al¬nmaktad¬r. Örne¼gin Sprott (2004) �Dynamical Models of Love�

makalesinde aşk¬n tamsay¬ basamaktan modelini ele alm¬̧st¬r. Daha sonra 2007

y¬l¬nda Ahmad ve El-Khazali taraf¬ndan yap¬lan �Fractional-order Dynamical Mod-

els of Love� makalesinde aşk¬n kesirli basamaktan modeli kurulmuştur. Roman-

tik ili̧skilerde haf¬zadan etkilendi¼ginden dolay¬ bu tip dinamik sistemlerin kesirli

basamaktan modeller yard¬m¬yla kurulmas¬daha uygun görülmektedir.

3.1 Kesirli Basamaktan Lineer Olmayan ·Ikili Model

Bu bölümde oluşturaca¼g¬m¬z model, romantik dinamiklerin davran¬̧s özelliklerini

konu alan kesirli basamaktan lineer olamayan bir modeldir. Model iki de¼gi̧skenden

oluşmaktad¬r. Bu de¼gi̧skenler x ve y de¼gi̧skenleri olup ki̧silerin birbirlerine kaŗs¬

duydu¼gu sevginin pozitif ya da negatif olmas¬na göre de¼gi̧sen de¼gi̧skenlerdir. Model

üç parametreden oluşmaktad¬r. �i > 0 (i = 1; 2) olmak üzere unutma katsay¬s¬,

�i (i = 1; 2) ki̧sinin, partnerinin kendisine olan ilgisine kaŗs¬l¬k verme katsay¬s¬ve

Ai (i = 1; 2) ise ilgi çekme veya di¼ger bir deyi̧sle cazibe katsay¬s¬d¬r. �i ve Ai

(i = 1; 2) katsay¬lar¬pozitif ya da negatif reel sabitlerdir. Modeldeki parametreler

ki̧silerin romantik tiplerini belirtmektedir. Örne¼gin �i > 0 parametresi, ki̧silerin

kendi kendilerini cesaretlendirmelerinin bir ölçüsüdür. �i parametresi ise ki̧sinin

partneri taraf¬ndan cesaretlendirilmesinin bir ölçüsüdür.

Yukar¬daki koşullar alt¬nda aşa¼g¬daki matematiksel model yaz¬labilir:8<: D�x(t) = ��1x+ �1y(1� "y2) + A1

D�y(t) = ��2y + �2x(1� "x2) + A2
(3.1)
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x(0) = x01 ; y(0) = y02 (3.2)

Burada 0 < � < 1 olmak üzere model kesirli basamaktan lineer olmayan bir sis-

temdir.

Kesirli diferensiyel denklemlerin tamsay¬basamaktan diferensiyel denklem-

lerin bir genelleştirilmesi olmas¬bize modelde tamsay¬olmayan basamaktan türev

kullanmam¬za olanak sa¼glam¬̧st¬r. � = 1 al¬nmas¬yla (3.1)-(3.2) sistemi birinci

basamaktan diferensiyel denklem sistemine dönüşür.

3.1.1 Çözümlerin tekli¼gi ve başlang¬ç koşullar¬na sürekli ba¼g¬m-

l¬l¬¼g¬

Bu bölümde iki boyutlu kesirli basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklem

sisteminin, çözümlerinin s¬n¬rlar¬, çözümlerinin tekli¼gi ve çözümlerinin başlang¬ç

koşullar¬na sürekli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬üzerinde durulacakt¬r.

D�x(t) = f1(t; x(t); y(t))

D�y(t) = f2(t; x(t); y(t))

D��1x(t) j t=0 = a ; D��1y(t) jt=0= b

0 < � < 1; t 2 I = [0; T ); 0 < T < +1 ve f1 ve f2 sürekli fonksiyonlar olmak

üzere, � ¬nc¬basamaktan lineer olmayan kesirli basamaktan sistemini ele alal¬m.

Yukar¬da tan¬mlad¬¼g¬m¬z kesirli basamaktan sistemin çözümlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬, tekli¼gi

ve başlang¬ç koşullar¬na olan sürekli ba¼g¬ml¬l¬¼g¬ile ilgili teoremleri vermeden önce,

bu teoremlerin ispat¬nda kullan¬lacak lemmalar¬verelim [Prudnikov vd. 1981].

Lemma 3.1 �; �; 
; ve p pozitif sabitler olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki integral

eşitli¼gi yaz¬labilir.

tZ
0

(t� s)p(��1)sp(
�1)ds = t�B[p(
 � 1) + 1; p(� � 1) + 1]; t 2 R+;

Burada B[�; �] =
Z 1

0

s��1(1� s)��1ds (<� > 0; <� > 0) ve � = p(�+ 
� 2)+ 1 dir.
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Lemma 3.2 u; v ve fi 2 C(I; R+); i = 1; 2 olmak üzere fi azalmayan ve 'ij 2

C(I � I; R+); (i = 1; 2) her sabit s noktas¬ için t de¼gişkenine göre azalmayan bir

fonksiyon olsun. E¼ger t 2 I için (3.3) sa¼glan¬yorsa (3.4) geçerlidir.

8>><>>:
u(t) � f1(t) +

Z t

0

['11(t; s)u(s) + '12(t; s)v(s)]ds; t 2 I

v(t) � f2(t) +

Z t

0

['21(t; s)u(s) + '22(t; s)v(s)]ds;

(3.3)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

u(t) � [f1(t) + f2(t)

Z t

0

'12(t; s)�2(s)ds]

� expf
Z t

0

'11(t; s)ds+

Z t

0

'12(t; s)�2(s)(

Z s

0

'21(s; �)�1(�)d�)dsg;

v(t) � [f2(t) + f1(t)

Z t

0

'21(t; s)�1(s)ds]

� expf
Z t

0

'22(t; s)ds+

Z t

0

'21(t; s)�1(s)(

Z s

0

'12(s; �)�2(�)d�)dsg

(3.4)

Burada

�i(t) := exp

tZ
0

'ii(t; s)ds; i = 1; 2

dir.

D�x(t) = ��1x+ �1y(1� "y2) + A1 = f1(t; x(t); y(t))

D�y(t) = ��2y + �2x(1� "x2) + A2 = f2(t; x(t); y(t))

D��1x(t) j t=0 = a ; D��1y(t) jt=0= b

kesirli basamaktan lineer olmayan modeli ele alal¬m. Qing-Hua Ma ve Josip Peµcaric

(2010) taraf¬ndan verilen teoremlerin basit bir uygulamas¬olarak yukar¬daki modelin

çözümünün s¬n¬rlar¬n¬, çözümünün tekli¼gini ve çözümün başlang¬ç koşullar¬na sürekli

ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬göstermek için aşa¼g¬daki teoremler ele al¬nabilir.

Teorem 3.1 f1 ve f2 2 C(I �R2; R) olmak üzere8<: jf1 (t; x; y)j � �1(t) jxj+ �1(t) jyj ;

jf2 (t; x; y)j � �2(t) jxj+ �2(t) jyj ;
(3.5)
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koşulunu sa¼glas¬n. �i ve �i 2 C(I; R+); (i; j = 1; 2) ve x; y 2 R oluyorsa, kesirli

basamaktan sistemin çözümü için aşa¼g¬daki eşitsizlik geçerlidir.8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

jx(t)j � 21�
1
q t��1[

�
jaj
�(�)

�q
+

�
jbj
�(�)

�q
E�(t)

Z t

0

�q1(s)�2(s)ds]
1
q

� expf1
q
E�(t)[

Z t

0

�q1(s)ds+

Z t

0

�q1(s)�2(s)(E
�(s)

Z s

0

�q2(�)�1(�)d�)ds]g;

jy(t)j � 21�
1
q t��1[

�
jbj
�(�)

�q
+
�

jaj
�(�)

�q
E�(t)

Z t

0

�q2(s)�2(s)ds]
1
q

� expf1
q
E�(t)[

Z t

0

�q2(s)ds+

Z t

0

�q2(s)�1(s)(E
�(s)

Z s

0

�q1(�)�2(�)d�)ds]g;

Burada t > 0 ve

p =
1 + 4�

1 + 3�
; q =

1 + 4�

�
; � = 2p(�� 1) + 1;

E�(t) =
22q�2B

q
p [p(�� 1) + 1; p(�� 1) + 1]

�q(�)
t�

q
p
+q(1��)

�1(t) : = exp(E�(t)

tZ
0

�q1(s)ds);

�2(t) : = exp(E�(t)

tZ
0

�q2(s)ds);

dir.

·Ispat. 8>>><>>>:
D�x(t) = f1(t; x(t); y(t))

D�y(t) = f2(t; x(t); y(t))

D��1x(t) jt=0= a ; D��1y(t) jt=0= b

(3.6)

kesirli basamaktan (B.D.P) nin çözümü aşa¼g¬daki integral denklemine denktir

(Kilbas vd. 2006).8>><>>:
x(t) =

a

�(�)
t��1 +

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1f1(� ; x(�); y(�))d� ;

y(t) =
b

�(�)
t��1 +

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1f2(� ; x(�); y(�))d� ;

(3:5) koşulu ve u(t) = jx(t)j t1�� ; v(t) = jy(t)j t1�� eşitliklerinin integral denkle-

mine uygulanmas¬ndan aşa¼g¬daki eşitsizlikler elde edilir.8>><>>:
u(t) � jaj

�(�)
+
t1��

�(�)

Z t

0

(t� �)��1���1[�1u(�) + �1v(�)]d� ;

v(t) � jbj
�(�)

+
t1��

�(�)

Z t

0

(t� �)��1���1[�2u(�) + �2v(�)]d� ;

(3.7)

20



Şimdi (3.7) eşitli¼gine 1
p
+ 1

q
= 1 için p = 1+4�

1+3�
hölder eşitsizli¼gini ve (a + b)l �

2l�1(al + bl) (l � 1) basit eşitsizli¼gini uygularsak8>>><>>>:
u(t) � jaj

�(�)
+
21�

1
q t1��

�(�)
E(t)

�Z t

0

[�q1u
q(�) + �q1v

q(�)]d�

� 1
q

;

v(t) � jbj
�(�)

+
21�

1
q t1��

�(�)
E(t)

�Z t

0

[�q2u
q(�) + �q2v

q(�)]d�

� 1
q

;

(3.8)

elde edilir. Burada E(t) =
�Z t

0

(t� �)p(��1)� p(��1)d�

� 1
p

dir. (3.8) eşitli¼gine tekrar

(a+ b)l � 2l�1(a+ b)l

(l � 1, a ve b pozitif sabitler) eşitsizli¼gini uygularsak8>><>>:
uq(t) � 2q�1

�
jaj
�(�)

�q
+
22q�2tq(1��)

�q(�)
Eq(t)

Z t

0

[�q1u
q(�) + �q1v

q(�)]d� ;

vq(t) � 2q�1
�
jbj
�(�)

�q
+
22q�2tq(1��)

�q(�)
Eq(t)

Z t

0

[�q2u
q(�) + �q2v

q(�)]d� ;

(3.9)

olur. Elde edilen son eşitsizlikte Eq(t) integraline Lemma 3.1 uygulan¬rsa8>><>>:
uq(t) � 2q�1

�
jaj
�(�)

�q
+ E�(t)

Z t

0

[�q1u
q(�) + �q1v

q(�)]d� ;

vq(t) � 2q�1
�
jbj
�(�)

�q
+ E�(t)

Z t

0

[�q2u
q(�) + �q2v

q(�)]d� ;

(3.10)

elde edilir. Burada

E�(t) =
22q�2B

q
p [p(�� 1) + 1; p(�� 1) + 1]

�q(�)
t�

q
p
+q(1��)

dir.

p(�� 1) + 1 = 1 + 4�

1 + 3�
(�� 1) + 1 = 4�2

1 + 3�
> 0

ve

�
q

p
+ q(1� �) = [2

1 + 4�

1 + 3�
(�� 1) + 1]1 + 3�

�
+
1 + 4�

�
(1� �) = 4� > 0

oldu¼gundan

0 < B[p(�� 1) + 1; p(�� 1) + 1] < +1

eşitsizli¼gi gösterilmi̧s olur. O halde E�(t) fonksiyonu I aral¬¼g¬nda azalmayand¬r.

Lemma 3.2 nin (3.10) a uygulanmas¬ndan ve u(t) = jx(t)j t1�� ; v(t) = jy(t)j t1��
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eşitliklerinin gözönüne al¬nmas¬ndan istenilen s¬n¬rlar elde edilmi̧s olur. Böylece

ispat tamamlan¬r.

S¬radaki teorem sistemin çözümünün tek oldu¼gunu söyleyebilmek için ver-

ilmi̧stir.

Teorem 3.2 f1 ve f2 2 C(I � R2; R); �i ve �i 2 C(I; R+); (i; j = 1; 2) olmak

üzere 8<: jf1(t; u2; v2)� f1(t; u1; v1)j � �1(t) ju2 � u1j+ �1(t) jv2 � v1j ;

jf2(t; u2; v2)� f2(t; u1; v1)j � �2(t) ju2 � u1j+ �2(t) jv2 � v1j ;
(3.11)

Lipschitz koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda (3.6) sisteminin tek bir çözümü vard¬r.

·Ispat. � > 0 olmak üzere key� reel bir say¬ve 1
p
+ 1

q
= 1 için p = 1+4�

1+3�
alal¬m.

(3.6) kesirli basamaktan sisteminin (x1(t); y1(t)) ve (x2(t); y2(t)) olmak üzere iki

çözümünün oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda (3.6) sistemi i = 1; 2 için aşa¼g¬daki

integral denklemine denktir.8>><>>:
xi(t) =

a

�(�)
t��1 +

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1f1(� ; xi(�); yi(�))d�

yi(t) =
b

�(�)
t��1 +

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1f2(� ; xi(�); yi(�))d�

(3.12)

(3.12) denklemine x(t) = jx2(t)� x1(t)j ve y(t) = jy2(t)� y1(t)j esitliklerini gözönüne

alarak (3.11) Lipschitz koşulu uygulan¬rsa8>><>>:
x(t) � �+

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1[�1x(�) + �1y(�)]d�

y(t) � �+
1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1[�2x(�) + �2y(�)]d�

elde edilir. Teorem (3.1) in ispat¬nda yap¬lan i̧slemlerin benzerleri tekrarlan¬rsa8>><>>:
xq(t) � 2q�1�q + 22q�2

�q(�)
B

q
p [1; �1]t

�1
q
p

Z t

0

[�q1x
q(�) + �q1y

q(�)]d�

yq(t) � 2q�1�q + 22q�2

�q(�)
B

q
p [1; �1]t

�1
q
p

Z t

0

[�q2x
q(�) + �q2y

q(�)]d�

elde edilir.

�1 = p(�� 1) + 1 = 1 + 4�

1 + 3�
(�� 1) + 1 = 4�2

1 + 3�
> 0

olmak üzere 0 < B[1; �1] < +1 ve t�1
q
p nin azalmayan oldu¼gu gösterilmi̧s olur.
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Elde etti¼gimiz son eşitsizli¼ge Lemma 3.2 yi uygularsak8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

xq(t) � 2q�1�q[1 + E1(t)
Z t

0

�q1(t; s)	2(s)ds]

� expfE1(t)[
Z t

0

�q1(s)ds+

Z t

0

�q1(s)	2(s)(E1(s)

Z s

0

�q2(�)	1(�)d�)ds]g;

yq(t) � 2q�1�q[1 + E1(t)
Z t

0

�q2(t; s)	1(s)ds]

� expfE1(t)[
Z t

0

�q2(s)ds+

Z t

0

�q2(s)	1(s)(E1(s)

Z s

0

�q1(�)	2(�)d�)ds]g; t 2 I

E1(t) =
22q�2

�q(�)
B

q
p [1; �1]t

�1
q
p

	1(t) := exp(E1(t)

Z t

0

�q1(s)ds);

	2(t) := exp(E1(t)

Z t

0

�q2(s)ds);

elde edilir. � ! 0 al¬n¬rsa xq(t) = yq(t) = 0 olur. O halde x1(t) = x2(t) ve

y1(t) = y2(t) eşitliklerinden dolay¬sistemin çözümü tektir denir.

Son olarak kesirli basamaktan sistemin çözümlerinin başlang¬ç koşuluna olan sürekli

ba¼g¬ml¬l¬¼g¬n¬inceleyelim. Bunun için aşa¼g¬daki sistemi ele alal¬m.8>>><>>>:
D�x(t) = f1(t; x(t); y(t))

D�y(t) = f2(t; x(t); y(t))

D��1x(t) jt=0= a ; D��1y(t) jt=0= b

(3.13)

t 2 I; f1 ve f2 2 C (I �R2) ; ve a; b 2 R:

Teorem 3.3 Teorem 3.2 nin koşullar¬sa¼glanmak üzere E¼ger8<: ja� aj+
��b� b

�� � ���f1(t; x; y)� f1(t; x; y)
��+ ��f2(t; x; y)� f2(t; x; y)

�� � �
(3.14)

t 2 I ve x; y 2 R ise aşa¼g¬daki eşitsizlikler geçerlidir.8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

jx(t)� x(t)j � 21�
1
q �t��1

�
1

�(�)
+

t

��(�)

�
+ [1 + E�(t)

Z t

0

�q1(s)�2(s)ds]
1
q

� expf1
q
E�(t)[

Z t

0

�q1(s)ds+

Z t

0

�q1(s)�2(s)(E
�(s)

Z s

0

�q2(�)�1(�)d�)ds]g;

jy(t)� y(t)j � 21�
1
q �t��1

�
1

�(�)
+

t

��(�)

�
[1 + E�(t)

Z t

0

�q2(s)�2(s)ds]
1
q

� expf1
q
E�(t)[

Z t

0

�q2(s)ds+

Z t

0

�q2(s)�1(s)(E
�(s)

Z s

0

�q1(�)�2(�)d�)ds]g

t > 0 olmak üzere E�(t) ve �i(t) teorem 3.1 de tan¬mland¬¼g¬gibidir.
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·Ispat. (x(t); y(t)) ve (x(t); y(t)) s¬ras¬yla (3:6) ve (3:13) sistemlerinin çözümleri ol-

sunlar. O halde (x(t); y(t)) (3:6) sistemini, (x(t); y(t)) ise (3:13) sistemini sa¼glad¬¼g¬n-

dan dolay¬aşa¼g¬daki integral denklemleri yaz¬labilir.8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

jx(t)� x(t)j � ja� aj
�(�)

t��1 +
1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1 jf1(� ; x(�); y(�))� f1(� ; x(�); y(�))j d�

+
1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1
��f1(� ; x(�); y(�))� f 1(� ; x(�); y(�))

�� d�
� �

�
t��1

�(�)
+

t�

��(�)

�
+

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1[�1(�) jx(�)� x(�)j+ �1(�) jy(�)� y(�)j]d�

ve8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

jy(t)� y(t)j �
��b� b

��
�(�)

t��1 +
1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1 jf2(� ; x(�); y(�))� f2(� ; x(�); y(�))j d�

+
1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1
��f2(� ; x(�); y(�))� f 2(� ; x(�); y(�))

�� d�
� �

�
t��1

�(�)
+

t�

��(�)

�
+

1

�(�)

Z t

0

(t� �)��1[�2(�) jx(�)� x(�)j+ �2(�) jy(�)� y(�)j]d�

dir. (3:11) ve (3:14) varsay¬m¬ndan

u(t) = jx(t)� x(t)j t1�� ve v(t) = jy(t)� y(t)j t1��

olmak üzere aşa¼g¬daki eşitsizlik yaz¬l¬r.8>><>>:
u(t) � �

�
1

�(�)
+

t

��(�)

�
+
t1��

�(�)

Z t

0

(t� �)��1���1[�1(�)u(�) + �1(�)v(�)]d�

v(t) � �

�
1

�(�)
+

t

��(�)

�
+
t1��

�(�)

Z t

0

(t� �)��1���1[�2(�)u(�) + �2(�)v(�)]d�

dir. Teorem 3.1 in ispat¬nda yap¬lan i̧slemler s¬ras¬yla tekrarlan¬rsa8>><>>:
uq(t) � 2q�1�q

�
1

�(�)
+

t

��(�)

�q
+ E�(t)

Z t

0

[�q1(�)u
q(�) + �q1(�)v

q(�)]d�

vq(t) � 2q�1�q
�

1

�(�)
+

t

��(�)

�q
+ E�(t)

Z t

0

[�q2(�)u
q(�) + �q2(�)v

q(�)]d�

t 2 I ve E�(t) teorem 3.1 de tan¬mland¬¼g¬gibi olmak üzere elde edilen son eşitsizli¼ge

lemma 3.2 yi uygularsak istenilen eşitsizlikler elde edilmi̧s olur.

24



3.1.2 ·Ikili modelin denge noktalar¬ve lokal asimptotik karar-

l¬l¬¼g¬

0 < � � 1 olmak üzere8<: D�x(t) = ��1x+ �1y(1� "y2) + A1

D�y(t) = ��2y + �2x(1� "x2) + A2
(3.15)

x(0) = x01 ; y(0) = y02

�: basamaktan kesirli diferensiyel denklem sistemini ele alal¬m. (3.15) sisteminin

denge noktalar¬

D�x(t) = f1(x; y) = 0

D�y(t) = f2(x; y) = 0

sistemi yard¬m¬yla hesapland¬¼g¬nda K0 = (0; 0) ve K1 = (x
�; y�) elde edilir.

Kaŗs¬l¬kl¬ilgisizli¼gin oldu¼gu K0 denge noktas¬ndaki Jakobiyen matris:

J(x�; y�) =
@(f1; f2)

@(x�; y�)
=

24 @f1@x�
@f1
@y�

@f2
@x�

@f2
@y�

35 =
24 ��1 �1(1� 3"y2�)

�2(1� 3"x2�) ��2

35

J(0; 0) =

24��1 �1

�2 ��2

35
dir.

Teorem 3.4 Aşa¼g¬daki koşullardan biri sa¼glan¬yorsa (3.15) ile verilen sisteminK0 =

(0; 0) denge noktas¬asimptotik kararl¬d¬r.

(i) 1 <
�4�1�2
(�1 � �2)2

(ii)
�1�2
�1�2

< 1

·Ispat. (3.15) sisteminin K0 denge noktas¬n¬n kararl¬olmas¬için bu noktada elde

edilmi̧s Jakobien matrisin tüm �i özde¼gerlerinin

jarg �ij > �
�

2
; i = 1; 2
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koşulunu sa¼glamas¬gerekmektedir (Matignon 1996, Ahmed vd. 2007). Bu özde¼ger-

ler,

det(J (K0)� �I) = 0 (3.16)

karakteristik denkleminin çözülmesiyle elde edilir. (3.16) aç¬k olarak

�2 +B�+ C = 0

şeklinde yaz¬labilir. Burada

B = (�1 + �2)

C = �1�2 � �1�2

dir. Karakteristik denklemin kökleri aşa¼g¬daki gibidir.

�1;2 =
�B
2
�
p
B2 � 4C
2

Denge noktalar¬n¬n asimptotik kararl¬olmas¬için sisteme ait Jakobiyen matris için

hesaplanan özde¼gerlerin her ikisinin negatif olmas¬ gerekmektedir (jarg �1j > ��
2
;

jarg �2j > ��
2
) .

B = (�1 + �2) > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde özde¼gerlerin negatif olmas¬için

ya B2 � 4C < 0 ya da B2 > jB2 � 4Cj koşullar¬sa¼glanmal¬d¬r. E¼ger B2 � 4C < 0

ise

(�1 + �2)
2 � 4(�1�2 � �1�2) < 0

(�1 � �2)
2 < �4�1�2

1 <
�4�1�2
(�1 � �2)2

elde edilir, özde¼gerler negatiftir ve denge noktas¬ asimptotik kararl¬d¬r. Böylece

(i) şart¬ ispatlanm¬̧s olur. Di¼ger taraftan B2 > jB2 � 4Cj olmas¬durumunda (ii)

şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬kolayca görülebilir.

Şimdi (3.15) sisteminin K1 = (x�; y�) pozitif denge noktas¬n¬n kararl¬l¬¼g¬n¬

inceleyece¼giz. K1 noktas¬nda Jakobiyen matris

J(x�; y�) =

24 ��1 �1(1� 3"y2�)

�2(1� 3"x2�) ��2

35
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şeklindedir. Lineerleştirilmi̧s sistemin karakteristik denklemi

P (�) = �2 +D�+K = 0 (3.17)

olup buradaki katsay¬lar,

K = �1�2 � �1�2(1� 3"y2�)(1� 3"x2�) (3.18)

D = (�1 + �2):

dir. Karakteristik denklemin kökleri aşa¼g¬daki gibidir.

�1;2 =
�D
2
�
p
D2 � 4K
2

Teorem 3.5 Aşa¼g¬daki koşullardan biri sa¼glan¬yorsa (3.15) ile verilen sisteminK1 =

(x�; y�) denge noktas¬asimptotik kararl¬d¬r.

(i) 1 <
�4�1�2
(�1 � �2)2

(1� 3"y2�)(1� 3"x2�)

(ii)
�1�2
�1�2

(1� 3"y2�)(1� 3"x2�) < 1

·Ispat. K1 denge noktas¬n¬n asimptotik kararl¬olmas¬için K1 de elde edilen Jako-

biyen matrisin tüm özde¼gerlerinin

jarg(�i)j >
��

2
; i = 1; 2

koşulunu sa¼glamas¬gerekmektedir (Matignon 1996, Ahmed vd. 2007). Teoremin

ispat¬teorem 3.4 ün ispat¬na benzer olarak yap¬l¬r.

Teorem 3.6 K, (3.18) de verildi¼gi gibi olsun. E¼ger K < 0 ise, (3.15) ile verilen

sistemin K1 pozitif denge noktas¬karars¬zd¬r.

·Ispat. E¼ger K < 0 ise Descartes i̧saret kural¬ndan (3.17) denkleminin en az bir

pozitif kökü oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde, (3.15) sisteminin K1 pozitif denge noktas¬

karars¬zd¬r.
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3.2 Nümerik Çözüm

(3.15) tipindeki başlang¬ç de¼ger problemlerinin çözümü için birçok teknik vard¬r. Biz

bu problemin çözümü için Demirci ve Özalp taraf¬ndan verilen yeni bir tekni¼gi kul-

lanaca¼g¬z (Demirci ve Özalp 2012). Kullanaca¼g¬m¬z bu yeni yöntemle yap¬lan çözüm

di¼ger yöntemlerle yap¬lan çözüme göre daha h¬zl¬elde edilmektedir. Ayr¬ca, tamsay¬

basamaktan diferensiyel denklemler için bilinen tüm nümerik çözüm tekniklerinin

kesirli basamaktan diferensiyel denklemler için de uygulanabilmesini sa¼glamaktad¬r.

Teorem 3.7 k:k , Rn de uygun bir norm olsun. f = (f1; f2; : : : ; fn)T ; X = (x1; x2; : : : ;

xn)
T ve R1 = [(t;X) : 0 � t � a ve kX �X0k � b] olmak üzere , f 2 C[R1; Rn] ve

R1 üzerinde kf(t;X)k �M olsun. Bu durumda,

X(0) = X0 (3.19)

başlang¬ç koşulu ile verilen

D�(X(t)�X0) = f(t;X(t)) (3.20)

kesirli basamaktan diferensiyel denklem sisteminin 0 � t � � üzerinde en az bir

çözümü vard¬r. Burada � = min
�
a;
�
b
M
� (�+ 1)

� 1
�

�
; 0 < � < 1 dir.

Teorem 3.8 0 < � < 1 olmak üzere �: basamaktan kesirli türev içeren (3.19)-

(3.20) ile verilen B.D.P. ni ele alal¬m.

g (�;X� (�)) = f
�
t� (t� � �� (�+ 1))1=� ; X

�
t� (t� � �� (�+ 1))1=�

��
olarak tan¬mlans¬n ve teorem 3.7 nin koşullar¬sa¼glans¬n. Bu durumda (3.19)-(3.20)

ile verilen B.D.P. nin bir X(t) çözümü

X (t) = X� (t
�=� (�+ 1))

ile verilir. Burada X� (�) ;

dX� (�)

d�
= g (�;X� (�))

X� (0) = X0

ile verilen tamsay¬basamaktan diferensiyel denklem sisteminin bir çözümüdür.
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3.2.1 ·Ikili sistem için nümerik örnek

(3.15) sistemi,

�1 = 0:001 �2 = 0:004 �1 = 0:005 �2 = �0:001

" = 0:01 A1 = 0:02 A2 = 0:03 � = 0:90

parametreleri ve

x (0) = 10; y (0) = 8 (3.21)

başlang¬ç koşullar¬yla ele al¬ns¬n. (3.15) sistemi (3.21) parametreleri ile birlikte ele

al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sistemin

D�x = �0:001x+ 0:005y(1� 0:01y2) + 0:02 (3.22)

D�y = �0:001x(1� 0:01x2)� 0:004y + 0:03

pozitif denge noktas¬

x� = 13:7604; y� = 10:5737

olarak bulunur. Sistemin nümerik çözümü için Demirci ve Özalp (2012) taraf¬ndan

geli̧stirilen yeni teknik esas al¬narak tamsay¬basamaktan sistem8<: dx�

dv
= �0:001x� + 0:005y�(1� 0:01y�2) + 0:02

dy�

dv
= �0:001x�(1� 0:01x�2)� 0:004y�2 + 0:03

olarak elde edilmi̧stir. Tamsay¬basamaktan sistemin çözümü Runge-Kutta metodu

ile verilmi̧stir. Elde edilen son sistemin çözümü (x�(v); y�(v)) olmak üzere ke-

sirli basamaktan sistemin çözümü � = 0:90 basamak de¼geri için (x�(t0:90=�(1:90));

y�(t0:90=�(1:90)) olup sonuçlar şekil 3.1-3.2�de görülmektedir.
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4. KES·IRL·I BASAMAKTAN L·INEER OLMAYAN ÜÇLÜ MODEL

Bu k¬s¬mda, üçüncü bölümde inceledi¼gimiz kesirli basamaktan lineer olmayan modele

üçüncü bir ki̧si eklenerek, modelin davran¬̧s¬yorumlanacakt¬r. Model A ki̧sisinin B

ve C ki̧sileriyle olan romantik davran¬̧s¬n¬ele alan kesirli basamaktan lineer olmayan

bir modeldir. Modelde karmaş¬kl¬¼g¬önlemek için B ve C ki̧silerinin birbirlerinden

habersiz oldu¼gu varsay¬lacakt¬r. 0 < � � 1 olmak üzere �; A ki̧sisinin B ve C

ki̧silerine kaŗs¬davran¬̧s dinami¼gini temsil etmektedir. �i > 0 (i = 1; 2) olmak üzere

unutma katsay¬s¬, �i (i = 1; 2; 3) ki̧sinin, partnerinin kendisine olan ilgisine kaŗs¬l¬k

verme katsay¬s¬ve Ai (i = 1; 2; 3; 4) ise ilgi çekme di¼ger bir deyi̧sle cazibe katsay¬s¬d¬r.

�i ve Ai katsay¬lar¬pozitif ya da negatif reel sabitlerdir. Modeldeki parametreler

ki̧silerin romantik tiplerini belirtmektedir. Ele ald¬¼g¬m¬z kesirli basamaktan model

(4.1) denklem sistemi ile verilmi̧stir.

D�x1(t) = ��1x1 + �1(x2 � x3)(1� "(x2 � x3)
2) + A1 (4.1)

D�x2(t) = ��2x2 + �2x1(1� "x21) + A2

D�x3(t) = ��2x3 + �3x4(1� "x24) + A3

D�x4(t) = ��1x4 + �1(x3 � x2)(1� "(x3 � x2)
2) + A4

x1(0) = x01 ; x2(0) = x02; x3(0) = x03 ; x4(0) = x04;

4.1 Denge Noktalar¬ve Lokal Asimptotik Kararl¬l¬k

0 < � � 1 olmak üzere (4.1) sistemini

D�x1(t) = f1(x1; x2; x3; x4);

D�x2(t) = f2(x1; x2; x3; x4);

D�x3(t) = f3(x1; x2; x3; x4);

D�x4(t) = f4(x1; x2; x3; x4);

x1(0) = x01 ; x2(0) = x02 ; x3(0) = x03 ; x4(0) = x04 :

başlang¬ç koşullar¬ile ele alal¬m.
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Denge noktalar¬n¬hesaplayabilmek için

D�xi(t) = 0 =) fi(x
�
1; x

�
2; x

�
3; x

�
4) = 0; i = 1; 2; 3; 4

eşitli¼gini gözönüne alal¬m. Buradan A1 = A2 = A3 = A4 = 0 için K0 = (0; 0; 0; 0)

ve K1 = (x
�
1; x

�
2; x

�
3; x

�
4) denge noktalar¬elde edilir.

Kaŗs¬l¬kl¬ilgisizli¼gin oldu¼gu K0 = (0; 0; 0; 0) ve K1 = (x
�
1; x

�
2; x

�
3; x

�
4) denge noktas¬n-

daki Jakobiyen matrisler:

J(0; 0; 0; 0) =

26666664
��1 �1 ��1 0

�2 ��2 0 0

0 0 ��2 �3

0 ��1 �1 ��1

37777775
ve

J(K1) =

26666664
��1 �1(1� 3"(x�2 � x�3)

2) ��1(1� 3"(x�2 � x�3)
2) 0

�2(1� 3"x�21 ) ��2 0 0

0 0 ��2 �3(1� 3"x�24 )

0 ��1(1� 3"(x�3 � x�2)
2) �1(1� 3"(x�3 � x�2)

2) ��1

37777775 :

dir.

Teorem 4.1 Aşa¼g¬daki koşullardan biri sa¼glan¬yorsa (4.1) ile verilen sisteminK0 =

(0; 0; 0; 0) denge noktas¬asimptotik kararl¬d¬r.

(i) 1 <
�4 (�1�3 + �1�2)

(�1 � �2)2

(ii)
(�1�3 + �1�2)

�1�2
< 1

·Ispat. (4.1) sisteminin K0 denge noktas¬n¬n kararl¬ olmas¬ için bu noktada elde

edilmi̧s Jakobien matrisin tüm �i özde¼gerlerinin

jarg �ij > �
�

2
; i = 1; 2; 3; 4

koşulunu sa¼glamas¬gerekmektedir (Matignon 1996, Ahmed vd. 2007). Bu özde¼ger-

ler,

det(J (K0)� �I) = 0 (4.2)
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karakteristik denkleminin çözülmesiyle elde edilir. (4.2) aç¬k olarak

(�1 + �) (�2 + �)
�
�2 + (A+B)�+ (AB � C)

�
= 0

şeklinde yaz¬labilir. Burada

A = �1

B = �2

C = �1�3 + �1�2

dir. Karakteristik denklemin kökleri aşa¼g¬daki gibidir.

�1 = ��1; �2 = ��2

�3;4 =
�(A+B)

2
�
p
(A+B)2 � 4AB + 4C

2

Denge noktalar¬n¬n asimptotik kararl¬olmas¬için sisteme ait Jakobiyen matris için

hesaplanan özde¼gerlerin tümünün negatif olmas¬gerekmektedir (jarg �1j > ��
2
; jarg �2j >

��
2
; jarg �3j > ��

2
; jarg �4j > ��

2
). (A + B) > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde özde¼gerlerin

negatif olmas¬ için ya (A � B)2 + 4C < 0 şart¬ sa¼glanmal¬d¬r ya da (A + B)2 >

j(A+B)2 � 4(AB � C)j durumu incelenmelidir.

Şimdi (4.1) sisteminin K1 = (x�1; x
�
2; x

�
3; x

�
4) pozitif denge noktas¬n¬n karar-

l¬l¬¼g¬n¬inceleyece¼giz. K1 noktas¬nda Jakobiyen matris

J(K1) =

26666664
��1 a �a 0

b ��2 0 0

0 0 ��2 c

0 �a a ��1

37777775
şeklindedir. Burada

a = �1(1� 3"(x�2 � x�3)
2); b = �2(1� 3"x�21 ); c = �3(1� 3"x�24 )

şeklindedir.

Lineerleştirilmi̧s sistemin karakteristik denklemi

K(�) := (�1 + �)R(�) = 0 (4.3)
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olup R(�); a1; a2 ve a3 aşa¼g¬daki gibidir.8>>><>>>:
a1 = �1 + 2�2

a2 = 2�1�2 + �22 � ac� ab

a3 = �1�
2
2 � �2 (ac+ ab)

(4.4)

R(�) = (�3 + a1�
2 + a2�+ a3) (4.5)

P (�) = �3 + a1�
2 + a2�+ a3 polinomu için D(P );

D(P ) = 18a1a2a3 + (a1a2)
2 � 4a3a31 � 4a32 � 27a33

olarak verilsin.

Teorem 4.2 R(�) polinomu (4.5) de, a1; a2 ve a3 katsay¬lar¬(4.4) de verildi¼gi gibi

olmak üzere (4.1) sisteminin K1 = (x�1; x
�
2; x

�
3; x

�
4) pozitif denge noktas¬, aşa¼g¬daki

koşullardan biri sa¼glan¬yorsa asimptotik kararl¬d¬r.

(i) D (R) > 0; a1 > 0; a3 > 0; ve a1a2 > a3:

(ii) D (R) < 0; a1 � 0; a2 � 0; a3 > 0 ve � < 2
3
:

(iii) D (R) < 0; a1 < 0; a2 < 0 ve � > 2
3
:

·Ispat. K1 denge noktas¬n¬n kararl¬olmas¬için K1 de elde edilen Jakobiyen matrisin

tüm özde¼gerlerinin

jarg �ij > �
�

2
; i = 1; 2; 3; 4

koşulunu sa¼glamas¬gerekmektedir. (Ahmed vd. 2006)�da verilen Önerme 1 den

ispat aç¬kt¬r.

Teorem 4.3 a3, (4.4) de verildi¼gi gibi olsun. E¼ger a3 < 0 ise, (4.1) ile verilen

sistemin K1 pozitif denge noktas¬karars¬zd¬r.

·Ispat. E¼ger a3 < 0 ise Descartes i̧saret kural¬ndan (4.5) denkleminin en az bir pozitif

kökü oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde, (4.1) sisteminin K1 pozitif denge noktas¬karars¬zd¬r.
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4.2 Nümerik Çözüm

(4.1) sistemi,

�1 = 0:01 �2 = 0:04 �1 = 0:005 �2 = �0:01 �3 = �0:01

" = 0:01 A1 = 0:2 A2 = 0:3 A3 = 0:2 A4 = 0:3
(4.6)

parametreleri ve

x1(0) = 10 ; x2(0) = 8 ; x3(0) = 3 ; x4(0) = 3 (4.7)

başlang¬ç koşullar¬yla ele al¬ns¬n. (4.1) sistemi (4.6) parametreleri ile birlikte ele

al¬nd¬¼g¬nda aşa¼g¬daki sistemin

D�x1(t) = �0:01x1 + 0:005(x2 � x3)(1� 0:01(x2 � x3)
2) + 0:2

D�x2(t) = �0:04x2 � 0:01x1(1� 0:01x21) + 0:3

D�x3(t) = �0:04x3 � 0:01x4(1� 0:01x24) + 0:2

D�x4(t) = �0:01x4 + 0:005(x3 � x2)(1� 0:01(x3 � x2)
2) + 0:3

pozitif denge noktas¬

x�1 = 23:3243; x
�
2 = 33:3914; x

�
3 = 45:7865; x

�
4 = 26:6757

olarak bulunur. Sistemin nümerik çözümü için Demirci ve Özalp (2012) taraf¬ndan

geli̧stirilen yeni teknik esas al¬narak tamsay¬basamaktan sistem

dx�1
dv

= �0:01x�1 + 0:005(x�2 � x�3)(1� 0:01(x�2 � x�3)
2) + 0:2

dx�2
dv

= �0:04x�2 � 0:01x�1(1� 0:01x�21 ) + 0:3
dx�3
dv

= �0:04x�3 � 0:01x�4(1� 0:01x�24 ) + 0:2
dx�4
dv

= �0:01x�4 + 0:005(x�3 � x�2)(1� 0:01(x�3 � x�2)
2) + 0:3

olarak elde edilmi̧stir. Tamsay¬basamaktan sistemin çözümü Runge-Kutta metodu

ile çözülmüştür. Elde edilen son sistemin çözümü (x�1(v); x
�
2(v); x

�
3(v); x

�
4(v)) olmak

üzere kesirli basamaktan sistemin çözümü � = 0:90 basamak de¼geri için

(x�1(t
0:90=�(1:90)); x�2(t

0:90=�(1:90)); x�3(t
0:90=�(1:90)); x�4(t

0:90=�(1:90))

olup sonuçlar şekil 4.1-4.4�de görülmektedir.
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Şekil 4.4. � = 0:90 için x4(t) nin çözümü

4.3 Kesirli Basamaktan Lineer Olmayan ·Ivmeli Duygu Hareketi

Bu k¬s¬mda, daha önceki bölümlerde kurulan modellerden farkl¬olarak üçlü mod-

elde türevin derecesi 1 < 2� � 2 olarak al¬nm¬̧st¬r. Bu şekilde davran¬̧sa bir ivme

kazand¬r¬lm¬̧st¬r. 2�; A ki̧sisinin B ve C ki̧silerine kaŗs¬davran¬̧s dinami¼gini temsil

etmektedir. Ele ald¬¼g¬m¬z kesirli basamaktan model aşa¼g¬daki denklem sistemi ile

verilmi̧stir.

D2�x1(t) = ��1x1 + �1(x2 � x3)(1� "(x2 � x3)
2) + A1 (4.8)

D2�x2(t) = ��2x2 + �2x1(1� "x21) + A2

D2�x3(t) = ��2x3 + �3x4(1� "x24) + A3

D2�x4(t) = ��1x4 + �1(x3 � x2)(1� "(x3 � x2)
2) + A4

x1(0) = x01 ; x2(0) = x02; x3(0) = x03 ; x4(0) = x04;

2� ¬nc¬ basamaktan caputo türevi içeren (4.8) sisteminin çözümü için sistemi �

¬nc¬basa¼gama indirgememiz gerekmektedir. Öncelikle kullan¬̧sl¬tan¬m ve lemmalar¬

verelim (Podlubny 1999).

Tan¬m 4.1 n inci basamaktan kesirli diferensiyel denkleminin genel formu8<: anD
�ny(t) + an�1D

�n�1y(t) + � � �+ a1D
�1y(t) + a0D

�0y(t) = f(t);

yk(0) = y
(k)
0 ; k = 0; 1; :::; d�ne

(4.9)
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eşitlikleri yard¬m¬yla verilir. Burada �n > �n�1 > � � � > �1 > �0 � 0; ve 0 <

�n � �n�1 < 1 olmak üzere �k (k = 0; 1; :::; n) key� reel say¬lar, ak (k = 0; 1; :::; n)

ise key� sabitlerdir.

Lemma 4.1 T > 0 ve k 2 N için y 2 Ck[0; T ] sa¼glanmak üzere � =2 N; 0 < � < k

ise CaD
�
t y(0) = 0 d¬r.

Lemma 4.2 C
aD

�
t f(t) ve

C
aD

m
t f(t) caputo türev operatörleri olmak üzere aşa¼g¬daki

kural geçerlidir.

C
0D

�
t

�
C
0D

m
t f(t)

�
= C

0D
m
t

�
C
0D

�
t f(t

�
) =C0 D

�+m
t f(t);

f (s)(0) = 0; s = n; n+ 1; ...;m

m = 0; 1; 2; ...; n� 1 < � < n:

T > 0 ve y 2 Cd�ne [0; T ] olmak üzere Lemma 4.1 yard¬m¬yla aşa¼g¬daki

eşitlikler elde edilir.

C
0D

�2i��2i�1
t

C
0D

�2i�1
t y(t) = C

0D
�2i
t y;

C
0D

�2i+1��2i
t

C
0D

�2i
t y(t) = C

0D
�2i+1
t y:

O halde tan¬m 4.1 de verilen n inci basamaktan kesirli diferensiyel denklemini (4.10)

kesirli basamaktan denklem sistemi formunda yeniden yazal¬m.8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

C
0D

�1
t x1(t) =

C
0 D

�1
t x1(t) = x2(t);
...

C
0D

�n�1
t xn�1(t) =

C
0 D

�n�1��n�2
t xn�1(t) = xn(t);

C
0D

�n
t xn(t) =

C
0 D

�n��n�1
t xn(t)

= 1
an
[f(t)� a0x1 � a1x2 � � � � � an�1xn];

(4.10)

(4.10) kesirli basamaktan sistemi (4.11) başlang¬ç koşullar¬yla birlikte geçerlidir.

x1(0) = x
(1)
0 = y

(0)
0 ; x2(0) = x

(2)
0 = 0; � � � ; (4.11)

xi(0) = x
(i)
0 =

8<: y
(k)
0 ; i = 2k + 1

0; i = 2k
i � n:

Lemma 4.1 ve lemma 4.2 den aşa¼g¬daki teorem elde edilir.
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Teorem 4.4 (4.9) eşitli¼gi ile verilen kesirli basamaktan n katl¬diferensiyel denklem

uygun dönüşüm ve başlang¬ç koşullar¬alt¬nda (4.10)-(4.11) sistemine denktir.

Lemma 4.2 de verilen Caputo türev operatörünün özelli¼gini gözönüne alarak (4.8)

sistemindeki de¼gi̧skenlere aşa¼g¬daki parametre de¼gi̧simini uygulayal¬m.

x1 = y1; D�x1 = y2

x2 = y3; D�x2 = y4

x3 = y5; D�x3 = y6

x4 = y7; D�x4 = y8

(4.8) sistemi yukar¬daki parametre de¼gi̧simine ba¼gl¬olarak (4.12) sistemine indirgen-

mektedir.

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D�y1(t) = y2

D�y2(t) = ��1y1 + �1(y3 � y5)(1� "(y3 � y5)
2) + A1

D�y3(t) = y4

D�y4(t) = ��2y3 + �2y1(1� "y21) + A2

D�y5(t) = y6

D�y6(t) = ��2y5 + �3y7(1� "y27) + A3

D�y7(t) = y8

D�y8(t) = ��1y7 + �1(y5 � y3)(1� "(y5 � y3)
2) + A4

(4.12)

y1(0) = 0 ; y2(0) = 0 ; y3(0) = 0 ; y4(0) = 0

y5(0) = 0 ; y6(0) = 0 ; y7(0) = 0 ; y8(0) = 0

0:5 < � � 1; �i > 0; �i; �i; ve Ai (i = 1; 2; 3; 4) olmak üzere sistem yukar¬daki

başlang¬ç koşullar¬yla birlikte ele al¬nacakt¬r.
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4.4 ÜçlüModelin Denge Noktalar¬ve Lokal Asimptotik Karar-

l¬l¬¼g¬

� 2 (0:5; 1] olmak üzere8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D�y1(t) = f1(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

D�y2(t) = f2(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

D�y3(t) = f3(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

D�y4(t) = f4(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

D�y5(t) = f5(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

D�y6(t) = f6(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

D�y7(t) = f7(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

D�y8(t) = f8(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8);

(4.13)

sistemini

y1(0) = 0 ; y2(0) = 0 ; y3(0) = 0 ; y4(0) = 0

y5(0) = 0 ; y6(0) = 0 ; y7(0) = 0 ; y8(0) = 0

başlang¬ç koşullar¬yla birlikte ele alal¬m.

f1(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = y2; f3(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = y4;

f2(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = ��1y1 + �1(y3 � y5)(1� "(y3 � y5)
2) + A1;

f4(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = ��2y3 + �2y1(1� "y21) + A2;

f5(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = y6; f7(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = y8;

f6(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = ��2y5 + �3y7(1� "y27) + A3;

f8(y1; y2; y3; y4; y5; y6; y7; y8) = ��1y7 + �1(y5 � y3)(1� "(y5 � y3)
2) + A4:

(4.13) sisteminin denge noktalar¬

D�yi(t) = 0 =) fi(y
�
1; y

�
2; y

�
3; y

�
4; y

�
5; y

�
6; y

�
7; y

�
8) = 0; i = 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8

sistemi yard¬m¬yla hesapland¬¼g¬ndaA1 = A2 = A3 = A4 = 0 içinK0 = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0)

ve K1 = (y
�
1; y

�
2; y

�
3; y

�
4; y

�
5; y

�
6; y

�
7; y

�
8) elde edilir.
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Sistemin K1 = (y
�
1; y

�
2; y

�
3; y

�
4; y

�
5; y

�
6; y

�
7; y

�
8) noktas¬nda lokal olarak asimptotik karar-

l¬l¬¼g¬n¬incelemek için aşa¼g¬daki lineerleştirilmi̧s sistem ele al¬nacakt¬r.

J(y�1; y
�
2; y

�
3; y

�
4; y

�
5; y

�
6; y

�
7; y

�
8) =

26666666666666666664

0 1 0 0 0 0 0 0

��1 0 a 0 �a 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

b 0 ��2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 ��2 0 c 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 �a 0 a 0 0 0

37777777777777777775
Burada

a = �1(1� 3"(y�3 � y�5)
2); b = �2(1� 3"y�21 ); c = �3(1� 3"y�27 )

dir. O halde karakteristik denklem

P (�) = �8+�6(2�2+�1)+�
4(2�1�2+�

2
2�ab�ac)+�2(�1�22�a�2b�a�1c�a�2c)�a�1�2c = 0;

olur. E¼ger �2 yerine k al¬n¬rsa karakteristik denklem

P (�) = k4 + a1k
3 + a2k

2 + a3k + a4 = 0; (4.14)

8>>>>>><>>>>>>:

a1 = (2�2 + �1)

a2 = (2�1�2 + �22 � ab� ac)

a3 = (�1�
2
2 � a�2b� a�1c� a�2c)

a4 = (�a�1�2c)

(4.15)

olmak üzere P (�) dördüncü dereceden polinomuna dönüşür.

P (�) = k4 + a1k
3 + a2k

2 + a3k + a4 = 0 polinomunun diskriminant¬

D(P ) = R(P; P 0)
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R(P; P 0) =

���������������������

1 a1 a2 a3 a4 0 0

0 1 a1 a2 a3 a4 0

0 0 1 a1 a2 a3 a4

4 3a1 2a2 1a3 0 0 0

0 4 3a1 2a2 1a3 0 0

0 0 4 3a1 2a2 1a3 0

0 0 0 4 3a1 2a2 1a3

���������������������
olarak verilsin. Bu durumda

D(P ) = a21a
2
2a
2
3 � 4a32a23 � 4a31a33 + 18a1a2a33 � 27a43 � 4a21a32a4 + 16a42a4

+18a31a2a3a4 � 80a1a22a3a4 � 6a21a23a4 + 144a2a23a4 � 27a41a24

+144a21a2a
4
4 � 128a22a24 � 192a1a3a24 + 256a34:

dir.

Teorem 4.5 P polinomu (4:14) de, a1; a2; a3 ve a4 katsay¬lar¬da (4:15) verildi¼gi gibi

olmak üzere (4:12) sisteminin K1 = (y
�
1; y

�
2; y

�
3; y

�
4; y

�
5; y

�
6; y

�
7; y

�
8) pozitif denge noktas¬,

D(P ) < 0; a1 > 0; a2 > 0; a3 > 0 a4 > 0 ve a2 =
a1a4
a3

+
a3
a1
koşulunu sa¼gl¬yorsa

� 2 (0; 1) için lokal olarak asimptotik kararl¬d¬r.

·Ispat. K1 denge noktas¬n¬n lokal asimptotik kararl¬olmas¬için K1 de elde edilen

Jakobiyen matrisin tüm özde¼gerlerinin

jarg(�i)j >
��

2
; i = 1; 2; 3; 4

koşulunu sa¼glamas¬gerekmektedir. E¼ger D(P ) < 0 ise iki reel negatif kök vard¬r ve

a2 =
a1a4
a3
+ a3

a1
şart¬ile di¼ger iki kök de imajiner eksene uzanmaktad¬r. Sonuç olarak

P (�) = k4+a1k
3+a2k

2+a3k+a4 = 0 polinomunun tüm kökleri kararl¬bölge içinde

kal¬r. Bu yüzden K1 = (y
�
1; y

�
2; y

�
3; y

�
4; y

�
5; y

�
6; y

�
7; y

�
8) pozitif denge noktas¬asimptotik

kararl¬d¬r.

4.5 ·Ivmeli Duygu Hareketinin Nümerik Çözümü

(2.5)-(2.6) tipindeki başlang¬ç de¼ger problemlerinin çözümleri için s¬k kullan¬lan

tekniklerden biri genelleştirilmi̧s Adams-Bashford-Moulton algoritmas¬d¬r. (Diethelm
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vd. 2009). Bu metodun tamsay¬ basamaktan B.D.P.� ne uygulanmas¬ ve kesirli

diferensiyel denklem içeren B.D.P.�ne uyarlanmas¬ile ilgili detaylar için Diethelm ve

di¼gerleri taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧sma görülebilir (Diethelm vd. 2009).

(4.12) sistemi,

�1 = 0:01 �2 = 0:02 �1 = 0:0003 �2 = 0:0006 �3 = 0:0005

" = 0:001 A1 = 0:1 A2 = 0:03 A3 = 0:2 A4 = 0:3
(4.16)

parametreleri ve

y1(0) = 0 ; y2(0) = 0 ; y3(0) = 0 ; y4(0) = 0 (4.17)

y5(0) = 0 ; y6(0) = 0 ; y7(0) = 0 ; y8(0) = 0

başlang¬ç koşullar¬yla ele al¬ns¬n. (4.12) sistemi (4.16) parametreleri ile birlikte ele

al¬nd¬¼g¬nda (4.18) sistemin

D�y1(t) = y2 (4.18)

D�y2(t) = �0:01y1 + 0:0003(y3 � y5)(1� 0:001(y3 � y5)
2) + 0:1

D�y3(t) = y4

D�y4(t) = �0:02y3 + 0:0006y1(1� 0:001y21) + 0:03

D�y5(t) = y6

D�y6(t) = �0:02y5 + 0:0005y7(1� 0:001y27) + 0:2

D�y7(t) = y8

D�y8(t) = �0:01y7 + 0:0003(y5 � y3)(1� 0:001(y5 � y3)
2) + 0:3

pozitif denge noktas¬

y�1 = 9:76815; y
�
2 = 0; y

�
3 = 1:76508; y

�
4 = 0; y

�
5 = 10:065; y

�
6 = 0 y

�
7 = 30:2318; y

�
8 = 0

olarak bulunur. Sistemin nümerik çözümü Diethelm (2009) taraf¬ndan verilen teknik

esas al¬narak çözülmüştür. � = 0:6 basamak de¼geri için kesirli basamaktan sistemin

çözümü şekil 4.5-4.8�de görülmektedir.
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