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OZET
Doktora Tezi

KESIRLI BASAMAKTAN BIR DIFERENSIYEL DENKLEM SISTEMI
UZERINE

Ilknur KOCA

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Danisman: Doc.Dr. Nuri OZALP

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, kesirli basamaktan tiirev ve integral operatorleri ile ilgili temel
kavramlar verilmis, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler i¢in varlik ve tek-
lik teoremleri hatirlatilmig, ¢oziimlerin asimptotik kararliligi ile ilgili sonuclar ifade
edilmigtir.

Uciincii boliimde, kesirli basamaktan lineer olmayan ikili model ele alinmustir. Ele
alinan modelin ¢oziimlerinin sinirliligy, tekligi ve baglangic kosullarina siirekli bagim-
lilig1 incelenmisgtir. Ayrica modelin denge noktalar: elde edilerek lokal asimptotik
kararhlik icin teoremler ifade edilmistir. Elde edilen sonuglar, niimerik ¢oziim yardimi
ile desteklenmigtir.

Son boliimde ise, kesirli basamaktan lineer olmayan {iclii bir model ele alinmistir.
Uclii modelin denge noktalar elde edilerek lokal asimptotik kararlilig niimerik ¢oziim
yardimiyla gosterilmistir.

2013, 49 sayfa
Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklemler, kesirli basamaktan lineer
olmayan model, kararlilik, niimerik ¢oziimler.



ABSTRACT
Ph.D. Thesis

ON A SYSTEM OF FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL EQUATION
[knur KOCA

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Nuri OZALP

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, basic concepts on fractional integral and derivative are given,
existence and uniqueness theorems for fractional differential equations are recalled
and some results on the asymptotic stability of solutions are expressed.

In the third chapter, a fractional order nonlinear dynamical model involving two

person is introduced. Boundedness, uniqueness and continuous dependence of the
solutions of the nonlinear two-dimensional system of fractional differential equation
is considered. Stability analysis of the fractional-order nonlinear dynamical model
involving two person is studied. By using stability analysis on fractional order
system, we obtain sufficient condition on the parameters for the locally asymptotical
stability of equilibrium points. Our results are validated by numerical simulations.
Finally, in the fourth chapter, a fractional order nonlinear dynamical model of triadic
relationship is introduced. By obtaining the equilibrium points, stability analysis
of the fractional-order nonlinear dynamical model involving three person is studied.
Finally, our results are validated by numerical simulations.

2013 , 49 pages
Key Words: Fractional differential equations, a fractional order nonlineer model,
stability, numerical solutions.
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1. GIRIiS

Miihendislikte, fen bilimlerde, sosyal bilimlerde ve daha bircok bilim dalinda cok
sayida problemi ¢ézmek icin ilk olarak bu problemleri matematiksel ifadelerle for-
miile etmek daha sonra bazi sinir sartlar: ve baslangic kosullar1 yardimiyla problem-
lerin ¢oziimlerini olugturan fonksiyonlar1 bulmak gerekmektedir. Bilinen bir prob-
lemi formiile eden bu matematiksel ifadelerin fonksiyonlar: kesirli basamaktan, bi-
rinci basamaktan veya daha yiiksek basamaktan tiirevler icermektedir. Iste, bu se-
kildeki bir matematiksel ifadeye igerdigi tiirevin basamagina gore kesirli diferensiyel

denklem veya adi diferensiyel denklem denir.

Kesirli kalkiiliis araclar1 uzun zamandir bilinmesine ve degigik alanlarda uygulan-
masina ragmen, kesirli diferensiyel denklemler teorisine yakin zamanlarda calisil-
maya baglanmigtir. Kesirli kalkiiliis ile ilgili pekcok kitap yazilmig, bu kitaplarda
kesirli kalkiiliisiin tarihi detayl bir sekilde verilmigtir (Oldham ve Spanier 1974,
Miller ve Ross 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006).

Tamsay1 olmayan basamaktan tiirev ve integral kavramlar: ilk olarak Leibniz ve
L’Hospital tarafindan 1695 yilinda ortaya konmustur. Marquis de L’Hospital (1661-
1704)’ in Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)’ e yazdig1 bir mektupta n € Ny :=
{0,1,2,...} inci basamaktan tiirev i¢in kullamlan d%/‘ ifadesinde n = % olmas1 du-
rumu ne anlama gelir sorusu kesirli diferensiyelin ¢ikis tarihi olarak gosterilebilir.

Bu mektup 30.09.1695 yilinda Leibniz tarafindan yanitlanmig ve kesirli basamaktan

tirev kavrami olusmustur.

Bu mektuplasmanin ortaya c¢ikmasindan sonra, bircok matematikci kesirli tiirev
kavramiyla ilgilenmigtir. Kesirli kalkiiliisiin az bilinen diger tanimlarini tarihsel
olarak siralamak istersek (Dalir ve Bashour 2010) :
1. L. Euler (1730)
drx™

dz™

=m(m—1)..(m —n+1)z™"
formiiliinii, Gamma fonksiyonunun

Fm+1)=mm-—1)..(m—n+1DI'(m—n+1)
1



ozelligini kullanarak,

dz™  T'(m+1)
dem T'(m—n+1)

m—n

egitligini vermigtir. Buradaki Gamma fonksiyonu
'(z) = / e """ ldt,  Re(z) >0
0
seklinde tanimlanmaktadir.

. J. B. J. Fourier (1820-1822)

/ f(z dz/ cos(pr — pz)dp
integral esitligi yardimiyla

dTL
f =g / f(z / cos(pr — pz + ng)dp

:ETL

elde etmigtir.

. N. H. Abel (1823-1826), keyfi bir o degeri igin

TSy
/0 (x —n)" =v@

s(z) = I

ifadesini gozoniine alarak,

l1—a) dx—@

esitligini tanimlamigtir.

. J. Liouville (1832-1855), ilk olarak f(z) = > c,e®* iistel ifadesine gore
n=0

m ,ax
d € — ameax

dz™

formiiliinii genellegtirerek

dvf( ) ch U o an

dxv =0

esitligini tanimlamistir. Bir bagka tanimi

/utb(w)d:p“ = (_JT(M)/QEOO(T—:E)“_%I)(T)CZT
/Mé(x)dx“ _ FL/_ (z — 1) 1B(r)dr



kesirli basamaktan integralidir. Uciincii tanim ise

d“F(z)  (=1)* " (i — 1)
>'Fiz) L P plp—1)
— = mF@TF@=h)+ + =5 F@—=2h) =)

kesir basamaktan tiirev tanmimlaridir.

5. G. F. B. Riemann (1847-1876)

D f(x) = % / "o — 0" F@)de+ ()

tanimlamigtar.

6. N. Ya. Sonin (1869), A. V. Letnikov (1872), H. Laurent (1884), N. Nekrasove
(1888), K. Nishimoto (1987)

nl [ )
"2)==— | ————dt
I"E) =55 / (t — 2)nt
Cauchy integral formiiliinii gozoniine alarak ve n yerine v indisini kullanarak

D f(z) = F(g; 2 /Cx (t ;f(zt))uﬂ dt

elde etmislerdir.

7. Riemann-Liouville:

N B 1 d\" [t f(r)dr
ath(t)—m(%> /CLW, TL-].SO[<’I’L

8. Griinwald-Letnikove:

>

|

[e=]
o

9. M. Caputo (1967):

C 1o B 1 bofr(rydr _ wen
CDE(t) = )/a( l<a<n

INa—n t — 7)etl-n’
10. K. S. Miller, B. Ross (1993):

Df(t) = DD ... D f(t), a=(a1,q9,...,Q).
3



Kesirli basamaktan tiirev, ozellikle bir¢ok madde ve siirecin hafiza ve kalitsal 6zel-
liklerini agiklamak i¢in uygun bir yaklagimdir. Bu tip 6zellikler tamsay1 basamaktan
tiirevde goz ardi edilmektedir. Kesirli basamaktan tiirev iceren modeller ¢esitli fizik-
sel ve biyolojik siirecler ile dinamik sistemlerin kontrolii teorisinde tamsay1 basamak-
tan modellere gore daha iyi sonuclar vermektedir. Viskoelastik meteryaller, elek-
troanalitik kimya, biyolojik sistemlerin elektrik iletkenligi ve sinir hiicrelerinin igleyisi
gibi siireclerin kesirli basamaktan tiirevler yardimiyla modellenmesi ve simiilasyon-
lar1 kesirli basamaktan diferensiyel denklem igeren denklemlerin 6nemini arttirmak-

tadir (Cherif 2009).

Klasik matematigin genellestirilmis bir gekli olan Kesirli Matematik (Fractional Cal-
culus), ozellikle son yirmi yildir matematik ve miihendislik dallarinda, 6zellikle de
sinyal isleme ve kontrol teorisi alanlarinda 6nemli ¢aligmalarin yapilmasina neden ol-
mustur. Burada temel fikir, tamsay1 basamaktan klasik integral ve tiirev iglemlerini
kullanmak yerine, kesirli basamaktan tiirev ve integral iglemlerini kullanmaktir. Bu
sekilde klasik matematigin sinirlar: iizerine ¢ikilarak oldukca genig bir calisma alani
elde edilmektedir. Bu durum, temelinde matematik yatan biitiin bilimsel alanlar:
etkileyerek, bu alanlarda yeni ¢alisma konularinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.
Bununla birlikte, kesirli matematik, kesirli basamaktan sistemler ve kesirli basamak-
tan kontrol alanlari halen cok sayida agik konular igermektedir. Son zamanlarda
kesirli basamaktan sistemler iizerine yapilan ¢aligmalardaki artis da, bunun en iyi

gostergesidir.

Literatiirde son yillarda hizla artan bir ivme ile ¢aligilan kesirli matematik ve kesirli
basamaktan sistemler iizerine Tiirkiye’de yapilan ¢caligmalarda da bir artis goriilmek-
tedir. Ilk olarak 2007 yilinda Sabanci Universitesi'nde diizenlenen TOK’07 Toplan-
tisinda "Kesirli basamaktan Sistemler" adi altinda bir 6zel oturum diizenlenmis
ve bu oturumda toplam 7 bildiri sunulmustur. Daha sonra 2008 yilinda Cankaya
Universitesi'nde diizenlenen FDA 2008 (IFAC Workshop on Fractional Differentia-
tion and its Applications) galistayinda kesirli basamaktan sistemler iizerine diinyaca
meshur bilim adamlarinin tilkemize gelerek bildiri sunmasi, konunun tilkemiz aragtir-

macilar1 tarafindan 6grenilmesi agisindan biiyiik bir sans olmustur. Bununla be-

4



raber, bu tiir uluslararas1 biiyiik organizasyonlarin ulusal baglamda yansimalarinin
devam etmesi gerekmektedir. Iki yilda bir diizenlenen ve baslangicta konunun yeni
olmas1 ve arastirmaci sayisinin az olmasi nedeniyle calistay seklinde gerceklestiri-
len FDA serisi 2012 yilinda Cin’de bir sempozyum sekline doniigtiiriillmiistiir. FDA
2012 (IFAC Symposium on Fractional Differentiation and its Applications) sem-
pozyumuna yaklagik 300 yayin sunulmus olmasi, kesirli basamaktan sistemlerin artik

onemli bir aragtirma alan1 haline geldigini ispat etmektedir.



2. KESIiRLi BASAMAKTAN DIiFERENSIiYEL DENKLEMLER

Bu boliimde kesirli basamaktan tiirev ve integral operatorleri ile ilgili temel tanimlar
ile bu operatorlerin bazi 6zelliklerini verdikten sonra kesirli basamaktan tiirev iceren

diferensiyel denklemler icin varlik ve teklik teoremleri verilecektir.

2.1 Kesirli Basamaktan Tiirev ve Integral

2.1.1 Gamma fonksiyonu

Gamma fonksiyonu kesirli diferensiyel ile dogrudan iligkilidir. Gamma fonksiyonunun
en basit anlami faktoriyelin biitiin reel sayilar icin genellestirilmesidir. Gamma

fonksiyonu
F(Z):/ e = tdt
0

genellegtirilmis integrali yardimiyla tanimlanir. Gamma fonksiyonuna bazen genelles-
tirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. Gamma fonksiyonunun en temel 6zellik-

lerinden biri

I'(z+1) =z2I(2) (2.1)
egitligidir. Bu ifade kismi integrasyon yontemi ile kolayca ispatlanabilir.
F(z+4+1)= / e 't dt = [—e )50 + z/ e ' dt = 2T(2).
0 0

Buradan agikca goriilmektedir ki I' (1) = 1, ve (2.1) den z = 1,2,3, ... igin

(2.2)

F(z+1) = 2I(2) =z2(2— 1) =2!
elde edilir (Podlubny, 1999).

I'(z) fonksiyonuna kargihk gelen [ e~*¢*~dt integrali z > 0 i¢in yaknsak olup,

¢ > 0 olmak {izere bu integral her [c,d] sonlu arahiginda diizgiin yakinsaktir. O
6



halde Gamma fonksiyonu agagidaki 6zelliklere sahiptir.

i) Gamma fonksiyonunun tamm bélgesi {z : z > 0} dur.

ii) Gamma fonksiyonu z > 0 i¢in siireklidir.

iii) I' (2) ye kargilik gelen integral, her sonlu [¢, d] C RT arahiginda diizgiin yakinsak
oldugundan z degiskenine gore integral isareti altinda tiirev alarak I'(z) nin tiirevi

elde edilebilir.

Benzer gekilde Gamma fonksiyonunun yiiksek basamaktan tiirevleri de bulunabilir.
Boylece I(z) ve I'(z) tiirevleri igin
I’ (2) —/ " tnt) e tdt , T7(z)= / ¥t (Int)* et dt
0 0
yazilabilir. Boylece, z > 0 i¢gin I (2) > 0 olup, I' (2) in egrisi z > 0 i¢in yukar
konkavdir. T'(z) in z — 07 igin limiti

lim I'(2) = o0

z—0t

dur. Gergekten
1

1
1
[(z) > /t‘z_le_t dt > e / tldt = —
0

ez
0
olup, boylece,

lim I'(z) > lim — — oo
z—0t z—0t ez

olur. Diger yandan, faktoriyel ozelliginden dolayn,

lim I'(2) = lim (z —1)T'(z — 1) - 0

Z— 00 Z— 00

olur.

2.1.2 Genellestirilmis Gamma fonksiyonu

Simdiye kadar z in pozitif degerleri i¢in tanimladigimiz Gamma fonksiyonunu negatif

z degerleri i¢in de tanimlayabiliriz. Yani I'(z) yi tiim reel eksene genigletebiliriz.

[(z+ 1) = 2I'(2) 6zelligini kullanarak 1 < z < 2 i¢in I'(2) in bilinen degerlerinden
yararlanip her z € R igin I'(z) ler elde edilebilir. Negatif z degerleri igin I'(z)

fonksiyonunu asagidaki gibi tamimlariz.



Sekil 2.1. Gamma fonksiyonunun grafigi

I'(z+1)

—1<z<0ise, I'(2) = de 0 < z+1 < 1 olacagindan ve (z + 1) € (0,1)

deki I' (z 4 1) degerleri bilindiginden z € (—1,0) igin I' (2) ler bulunabilirler. Benzer
I'(z+2)
z(z+1)

sekilde, -2 < z < —1ise 0 < z+2 < 1 olup, I'(2) = yardimiyla ve genel

olarak —n < z < —m +1ise 0 < z 4+ n < 1 olup,

I'(z+n)
(z+1)(z+2)...(z+n—-1)

P(z)zz

esitliklerinden I" (2) ler hesap edilebilir. Yukaridaki ifadeler gostermektedir ki, Gamma
fonksiyonu sifir ve negatif tamsayilar i¢in sinirsizdir. Yani degeri sonsuzdur.

Kesirli basamaktan integralin tanimi yapilirken, tamsay1 basamaktan n-kath
integralin genellegtirilmesi esas alinmugtir. f fonksiyonu (a, t) sonlu araliginda siirekli
ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun (f fonksiyonu, ¢ = a noktasinda r < 1

basamaktan singiilerlige sahip olabilir). Bu durumda

L) =710 = [ sryir

integrali sonludur ve ¢ — a iken degeri sifira esittir (Podlubny, 1999).

Tanim 2.1 f : (a,00) — R strekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere,
[ fonksiyonunun o > 0 (« reel) basamaktan Riemann-Liouville integrali, n katl
integralin genellemesi olan

I9F (8) =0 D;F (1) = % / (t— )" f(r)dr

oz)a

8



egitligi ile verilir. Bu genelleme,

/atdtn_l /atnl.../atlf(T)dT

n katl integraline f (7) siirekli fonksiyonu i¢in bilinen

]dt17f(r)d72/ath/:f(T)dtl

egitliginin ardisik olarak uygulanmaswyla elde edilir.

Tamim 2.2 f: (a,00) — R siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak tzere, f

fonksiyonunun o > 0 (« reel) basamaktan Riemann-Liouville tirevi

1 d" ' n—a—1
Th_ayar | - dr, 1< ,
Df (t) == '(n— a)dt” /da”( 7) f(r)dr n a<n

seklinde tanwymlanyr. Burada n, n — 1 < a < n kosulunu saglayan bir tamsay: olup,

' Gamma fonksiyonunu gostermektedir.

Bu tiirev tanimi teorik olarak uygun olsa da uygulama acisindan bazi sorunlar
cgikarmaktadir. Riemann-Liouville tiirevi yardimiyla tanimlanan baslangic deger
problemlerinde baglangi¢ kosullarinin limit konumunda verilmesinin gerekliligini ve
sabitin tiirevinin sabit olmayan bir fonksiyona egit olmasini (D* (¢) = Fﬁ—:aa)) fiziksel

olarak agiklamanin bir yolu bilinmemektedir. Bu durum i¢in Caputo tarafindan 1967

yilinda bir ¢oziim 6nerilmigtir. Caputo’nun verdigi tiirev tanimi agagidaki gibidir.

Tanim 2.3 f: (a,00) — R stirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak tzere, f

fonksiyonunun o > 0 basamaktan Caputo tirevi

1 ¢ N n—a—1 g(n) d 1
CDaf(t) = F(n—a)/a(zn T ) n—1l<a<n,
%f (t) > a=n

seklinde tanimlanr. f fonksiyonunun [a,T] aralginda (n + 1). basamaktan siirekli,
sinarh tirevlere sahip olmast durumunda Caputo tirevi, « — n i¢in n. basamaktan

geleneksel tiirev haline gelir.



Riemann-Liouville anlaminda tiirev ve integralin bazi 6zellikleri agsagida verilmistir
(Podlubny, 1999):

(1) f € C[0,00) ve a >0, 8> 0 olsun. Riemann-Liouville kesirli integrali

I*(I°f (1) = 17 £ (t)

ozelligine sahiptir.

(i7) f € C[0,00), @ >0 ve t > 0 igin

D (I°f (1) = [ (1)

dir. Yani Riemann- Liouville kesirli tiirevi ayn1 basamaktan kesirli integralin sol
tersidir.

(7i1) Eger f fonksiyonunun a. basamaktan kesirli tiirevi integrallenebilir ise

n

I“(Df (1) = f(£) = Y _[D*7f (£)]i=o

j=1

o7
'a—j+1)
dir. Burada n = [a] + 1 dir.

(iv) Bir c reel sabitinin Riemann- Liouville kesirli tiirevi

ct™@

D~ =

(€) I'(l—a)
dir.

(v) Lineerlik
D (Af (t) + ng (1)) = ADf (t) + uD% (£)

(vi)
agy L+l
b (t>_1“(1/+1—oz)t

2.2 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler

1 d"
['(n—a)dtm

diferensiyel operatoriinii igeren diferensiyel denklemler birgok fiziksel olay1r modelle-

Dof(t) = /t(t—T)nalf(T)dT, n—1<a<n,

mek i¢in kullamlmigtir. [a] + 1 = n olmak iizere, D® Riemann-Liouville tiirevini

iceren

10



D% (t) = f(t,2 (1))
diferensiyel denkleminin ¢oziimiinii elde etmek igin

da—k

gkt (t) |e=0+ = b, k=1,2,...n

ile verilen n tane baslangic koguluna ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu kosullar: elde etmek
i¢cin = fonksiyonunun kesirli basamaktan tiirevlerine ihtiyac vardir. Ancak, bu tiirev-
lerin elde edilmesi her zaman miimkiin degildir. Bunun yanisira, bu kosullara fizik-
sel anlam vermek de olanaksizdir. Bu zorluklardan kurtulmak igin Caputo (1967)
tarafindan bir fikir ortaya konmustur. 7,_; [z],  nin 0 komsulugundaki (n —1).

dereceden Taylor polinomu olmak iizere,

D (& = Toa [2]) (8) = f (¢, 2 (1))

denklemi

) (0) = af k=0,1,...n—1

baslangic degerleri ile birlikte ele alinabilir.

2.2.1 Coziimlerin varhg: ve tekligi
feC(0,T)x R, R ) ve 0 < a <1 olmak iizere,

D (z (t) — z0) = f (t, (1))
z (0) = xg

(2.3)

ile verilen Riemann-Liouville kesirli tiirevi iceren baslangic deger problemi

1 ! a—1
x(t) :xo—i-m/o (t—7) f(ryz(r))dr, 0<t<T

Volterra kesirli integraline denktir. Burada I', Gamma fonksiyonunu ifade etmekte-
dir. Yani, f siirekli oldugu kabul edildiginden (2.3) ile verilen B.D.P. nin her ¢6ziimii
Volterra integral denkleminin de bir ¢oziimiidiir (Lakshmikantham ve Vatsala 2007).
Bu ifadenin terside dogrudur.

(2.3) ile tanimlanan B.D.P. nin ¢6ziimiiniin varhg ve tekligi ile ilgili teoremleri
vermeden 6nce, bu teoremlerin ispatinda kullanilacak bir tanim ve bir lemma verelim

(Lakshmikantham ve Vatsala 2007).
11



Tanmim 2.4 z-ekseninin bir I alt arahginda tanmaml siirekli fonksiyonlardan olusan

bir fonksiyon ailesi { f,(x)} olsun. Eger her e > 0 ig¢in
|z — x| <

oldugunda

| fa(2) = falz0)] <€, (Vn € N)

olacak bigimde bir § = 0(xg) > 0 bulunabiliyorsa, {f.(x)} ailesine es-streklidir

denir.

Lemma 2.1 Her e > 0 i¢in [0,T)] tzerinde tanvml sirekli z.(t),

D% (z. (t) —z(0)) = f(t,z-(t)), O<a<l
z. (0) = =z

baslangic deger probleminin ¢ozimi olmak tizere, 0 <t < T igin |f (t,z. (t))| < M

kosulu saglanwyorsa, {x.(t)} fonksiyon ailesi 0 <t < T dizerinde es-sireklidir.

Teorem 2.1 Ry = [(t,z):0<t<a, |v—xo| <b| igin f € C[Ro, R] ve Ry -
zerinde | f (t,x)| < M olacak sekilde M > 0 olsun. Bu durumda, 0 <t < v tzerinde

(2.3) B.D.P. nin en az bir ¢ézimii vardir. Burada vy = min (a, [ 2D (o +1)] ) :

O0<a<1 dr.

Ispat. ¢ > 0 olmak iizere z¢ (), [~6, 0] iizerinde . (t) = z (t) ve [0,7,] tizerinde

1 t o1
.. (t):xo—l—m/o (t— 8)* (5,22 (5 — £))ds (2.4)

olacak gekilde bir z. (t) fonksiyonu tanimlayalim. Bu durumda D%z, (t) mevcuttur

ve 7, in se¢iminden dolay1

2. (1) — z0| < L)/O(t—s)a—lf(s,xg(s—s))ds

N
M M~*

t
< = t—s5)*tds = —"— <D
- T(a) /0( ) MNa+1) —
dir. v; < 7 olmas1 durumunda da (2.4) denklemi kullamlarak z. (¢) fonksiyonu 7, =

min(7y, 2¢) olmak iizere [—0,7,| lizerinde kesirli basamaktan siirekli tiirevlenebilir
12



ve |z. (t) —xo| < b kosulunu saglayacak sekilde genisletilebilir. Bu gekilde de-
vam edilirse, |z. (t) — 2| < b kogulunu saglayan, [—¢, ] iizerinde tamiml bir . ()
fonksiyonu tanimlanabilir. Bu fonksiyon, kesirli basamaktan siirekli tiirevlere sahip
ve ayni aralikta (2.4) denklemini saglayan bir fonksiyondur. Ayni zamanda Ry ii-
zerinde |f(t,z. (t — ¢))| < M oldugundan |D%xq (t)| < M dir. Bu durumda {z.(t)}
ailesinin eg-siirekli ve diizgiin sinirli fonksiyonlarin bir ailesi oldugu soylenebilir.
Ascoli-Arzela teoremi geregince, n — oo halinde ¢; > g5 > ... > g, ve [—6,0]
tizerinde z(t) = lim, o x-(t) (diizgiin) olacak gekilde bir {¢,} dizisi mevcuttur. f
diizgiin stirekli oldugundan, n — oo halinde f(¢,z.(t —¢)), f(t,z(t)) ye diizgiin
olarak yakmsar. ¢, = ¢ ve 7; = v alinmasiyla ve (2.4) iin terim terime integre

edilmesiyle
1 t
z(t)==x —|——/ t—s)*"f(s,xz(s))ds
(0 =0+ oy [ (6= 5 (5,005
elde edilir. Bu da (2.3) B.D.P. nin bir z(¢) ¢oziimiiniin varligini verir. m
Teorem 2.2 Ry = [(t,z):0<t<a, |v—xo| <b| igin f € C[Ro, R] ve Ry i-

zerinde |f (t,x)| < M olacak sekilde M > 0 olsun. f, Ry tzerinde ikinci degiskenine

gore Lipschitz kosulunu saglasin, yani,

|f(t,21) = f(t 22)] < Alzy — 29

olsun. Bu durumda, 0 < t < v dzerinde (2.3) B.D.P. nin tek bir ¢éziimii varder.
1

Burada vy = min (a, (2T (a+1)] ) ,0<a<1 dir
(2.3) B.D.P. nin tekligi ile ilgili verdigimiz bu teoremin ispati (Podlubny 1999)

goriilebilir.

2.2.2 Denge noktalarinin asimptotik kararlilig:

a € (0,1] olmak iizere

D3I1<t> = fl(xl,l’g, ,Ik)
Dfxg(t) = fg(l’l,l'g, 7$k)

| Diaw(t) = fr(@e, @2, @)
13



otonom sistemini
21(0) = 201, 22(0) = zg2, ..., 2,(0) = xoy (2.6)
baglangig degerleri ile birlikte gozoniine alahm. (2.5) sisteminin denge noktalar,
Dizi(t) =0 = fi(z],25,...,27) =0, i=1,2,...,k

kogullarim saglayan E* = (z7, z35,. .., ;) noktalaridir.

Denge noktalariin asimptotik kararliligini elde etmek icin
z;(t) = o} + 0;(t)
diyelim. x;(t), (2.5)-(2.6) B.D.P.’nin ¢6ziimii oldugundan
D¢ (xf +0;) = fi(x] + 01, x5+ oy ...,z + k) i=1,2,...k
yani
Do;(t) = filx] + 01, x5+ 0oy ...,z + k) i=1,2,...,k (2.7)
yazilabilir. * denge noktasini gostermek {izere,

filx] 4+ 01, o5+ 0oy xp+0k) = filal,xh, ..., x))

8fz afz afz
o g+ ..+ =—1 6
+61| . |« 02 + +(’91’k| k
+...
ve fi(z},x3,...,z%) = 0 oldugundan,
8 a9fi 6 afi afi
T dxy,
yazilabilr. (2.7) ve (2.8) den
fo afl afl afz .
dir. Bu sekilde asagidaki indirgenmis sistem elde edilir.
(51 8f1/8x1 8f1/8x2 L 8f1/8mk
o 0f2/0 0fa/0 -+ 0fa/0
pes=gs o= | 2|, gy = | OROT OR/Om e 0RO
i 5k i i 6fk/8x1 8fk/a$2 8fk/8xk i

(2.10)
14



ve

M O - 0
. 0 X - 0|
M~—7JM =N , N=| _ dir. (2.11)
0 0 0 X\

Burada Ay, \g,...,\; lar J Jakobiyan matrisin 6zdegerleri ve M ise ¢zvektorleridir.
Indirgenmis sistem

7 )

baslangi¢ degerlerine sahiptir. (2.10) ve (2.11) den
D26 = (MNM 1) ve DX(M~'6) = N(M 1)

oldugundan
D¢ =N¢, €=M, =[5 &6,

elde edilir. O halde

ngl = )\1517 D352 = >‘2527 ey fok: = )\k:fk (2-12)

sistemi mevcuttur. (2.12) ile verilen sistemin ¢oziimii Mittag-Leffler fonksiyonlar:
yardimi ile
i "tm (0) = Ea(Out™)E,(0),  (i=1,2,....k)
I'(na+1 ’ Y

n=0

seklinde elde edilir (Podlubny 1999).

Matignon (1996) tarafindan elde edilen sonuglar kullanilirsa,

axg (M| > S, (i = 1,2, k)

oldugundan ,(t) azalandir. O halde 6;(¢) de azalandir. Yani |arg()\;)| > % kosullar
tim \;, i = 1,2,..., k 6zdegerleri i¢in gegerliyse (z7, x3, .. ., 2} ) denge noktalar lokal

olarak asimptotik kararhdir (Ahmed vd. 2007).
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3. KESIiRLi BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN iKiLi MODEL

Son zamanlarda dikkati geken bir caligma alami kigileraras: iligkilerdir. Kigilerarasi
iligkiler konusu sosyoloji, biyoloji, norobilim, psikoloji alanlarinda c¢aligan bilim
adamlarinin da ilgisini ¢ekmektedir (Ozalp ve Koca 2012, Cherif ve Barley 2011,
Allen ve Land 1999, Furman ve Hand 2006, Bus 2005, Collings ve Steinberg 2006
vd.). Kigileraras iligkiler denilince agk, sevgi, nefret, sosyal sorumluluklar ve toplum
diizeni gibi bircok konu aklimiza gelmektedir. Toplumda kisilerarasi iligkilere 6rnek
olarak romantik iligkilerden, aile ve ¢ocuk, arkadaslik, dostluk, tesadiifi rastlantilar
ve internet arkadasliklar: gibi iligkilere kadar daha bircok iligkiyi gosterebiliriz.

Bu alanlardaki deneylerin tasarlanmasi zor oldugundan dolayr matematiksel mo-
delleme ¢ok 6nem tagimaktadir. Ayrica matematiksel modeller romantik iligkilerin
dinamiklerini ¢aligmak icin strateji belirlemeye ve kisiler ile iligkili olan intihar gibi
olumsuz sonuglar1 kontrol etmeye yardimci olabilmektedir. Modeldeki parametre
degerlerine ve karmagikliga bagh olarak olusabilecek kaos da dahil olmak {izere bircok
davranis elde edilebilir. Psikolojik olaylarin modellenmesi miihendislik sistemlerinin
modellenmesinden ¢ok daha zordur. Bu yiizden romantik iligki dinamiklerini konu
alan cok az matematiksel model vardir. Romantik iligkiler ve onun ifade edilebilen
davramigsal ozellikleri kisiden kisiye degisebilir. Bircok matematikgi tarafindan kisil-
erarast duyguyu konu alan matematiksel modeller yapilmigtir (Gragnani 1997, Ri-
naldi 1998, Gottman 2002, Sprott 2004, Sprott 2005, Wauer 2007).

Kisilerin birbirlerine kargi olan sevgilerinin modellenmesi ilk olarak Strogatz tarafin-
dan 1988 yilinda yapilmistir. Strogatz Cornell Universitesi Matematik Boliimiinde
caligirken ¢grencilerinden diferensiyel denklemler yardimiyla agk iligkisini incelemele-
rini istemistir. Ogrenciler sistemin kurulmasi, ¢oziimii ve ¢oziimiin yorumlanmasi
konularinda fikir iiretmislerdir. Bu model bu giine kadar yapilan en basit lineer
sevgi modelidir. Modelde Romoe ve Juliet’ in agk iligkisi incelenip parametrelerin

degisimine gore yorumlar yapilmigtir.

r(t) = Romeo’nun t anindaki sevgisi ya da nefreti

j(t) = Juliet’in t anindaki sevgisi ya da nefreti
16



olarak tanimlanmis ve

dr n .
— = ayur+a
di 11 12]
dj g
— = anr—+a
di 21 22

sistemi ele almmigtir. Burada a. (i, k = 1,2) pozitif ya da negatif parametreler ol-
mak {izere parametrelerinin igaretleri kisilerin birbirlerine karsi duygusunun c¢esidini

gostermektedir.

Kesirli basamaktan bir model olusturulurken tamsay1 basamaktan bir modelin genel-
lestirilmesi esas almmaktadir. Ornegin Sprott (2004) “Dynamical Models of Love”
makalesinde agkin tamsayr basamaktan modelini ele almigtir. Daha sonra 2007
yilinda Ahmad ve El-Khazali tarafindan yapilan “Fractional-order Dynamical Mod-
els of Love” makalesinde askin kesirli basamaktan modeli kurulmustur. Roman-
tik iligkilerde hafizadan etkilendiginden dolay1 bu tip dinamik sistemlerin kesirli

basamaktan modeller yardimiyla kurulmas: daha uygun goriilmektedir.

3.1 Kesirli Basamaktan Lineer Olmayan Ikili Model

Bu boliimde olusturacagimiz model, romantik dinamiklerin davranis o6zelliklerini
konu alan kesirli basamaktan lineer olamayan bir modeldir. Model iki degiskenden
olugsmaktadir. Bu degiskenler x ve y degiskenleri olup kisilerin birbirlerine kargi
duydugu sevginin pozitif ya da negatif olmasina gore degisen degiskenlerdir. Model
ii¢ parametreden olugsmaktadir. «a; > 0 (i = 1,2) olmak iizere unutma katsayisi,
B; (i = 1,2) kiginin, partnerinin kendisine olan ilgisine kargilik verme katsayisi ve
A; (1 = 1,2) ise ilgi ¢ekme veya diger bir deyisle cazibe katsayisidir. (3, ve A;
(1 = 1,2) katsayilar pozitif ya da negatif reel sabitlerdir. Modeldeki parametreler
kisilerin romantik tiplerini belirtmektedir. Ornegin o; > 0 parametresi, kisilerin
kendi kendilerini cesaretlendirmelerinin bir o6l¢iisiidiir. [, parametresi ise kisinin
partneri tarafindan cesaretlendirilmesinin bir ol¢iisiidiir.

Yukaridaki kogullar altinda asagidaki matematiksel model yazilabilir:

Dox(t) = —arz + By(1 —ey?) + Ay
Doy(t) = —agy + Byx(l — ea?) + Ay
17
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2(0) = zo1 , ¥(0) = yo (3.2)

Burada 0 < a < 1 olmak iizere model kesirli basamaktan lineer olmayan bir sis-
temdir.

Kesirli diferensiyel denklemlerin tamsay1 basamaktan diferensiyel denklem-
lerin bir genellestirilmesi olmasi bize modelde tamsay1 olmayan basamaktan tiirev
kullanmamiza olanak saglamigtir. « = 1 alinmasiyla (3.1)-(3.2) sistemi birinci

basamaktan diferensiyel denklem sistemine doniistir.

3.1.1 Coziimlerin tekligi ve baslangic kosullarina siirekli bagim-

hilig1

Bu boliimde iki boyutlu kesirli basamaktan lineer olmayan diferensiyel denklem
sisteminin, coziimlerinin smirlary, ¢oziimlerinin tekligi ve ¢oziimlerinin baglangig

kosullarina siirekli bagimlilig1 tizerinde durulacaktir.

D%(t) = fi(t,z(t),y(t))
Dy(t) = falt,=(t),y(t))
D 'x(t) | —o=a, D" My(t) l—o="b

O<a<l,tel=1[0,T),0<T< 400 ve f;ve fo siirekli fonksiyonlar olmak
iizere, o mc1 basamaktan lineer olmayan kesirli basamaktan sistemini ele alalim.
Yukarida tanmimladigimiz kesirli basamaktan sistemin ¢oziimlerinin sinirhiligy, tekligi
ve baglangi¢ kosullarina olan siirekli bagimliligi ile ilgili teoremleri vermeden once,

bu teoremlerin ispatinda kullanilacak lemmalar: verelim [Prudnikov vd. 1981].

Lemma 3.1 «, 3, v, ve p pozitif sabitler olsun. Bu durumda asagidaki integral
egitligi yazilabilir.

t

/(t — )P V0 Vds = t'Blp(y - 1) + 1, p(3—1) + 1], t€ Ry,

0

1

Burada B¢, n] = / sSH1—s)7lds (RE >0, Ry >0) ved =p(B+~v—2)+1 dir.

0

18



Lemma 3.2 u, v ve f; € C(I, Ry), i = 1, 2 olmak iizere f; azalmayan ve @;; €

C(I x I, Ry), (i =1, 2) her sabit s noktast i¢in t degiskenine gore azalmayan bir

fonksiyon olsun. Egert € I i¢in (3.3) saglanmyorsa (3.4) gegerlidir.
ut) < A0+ [ loatul) + ot @l tel

alt) < (A (1) + falt) / ult,Pals)ds]
x exp} / eult s + / nlt ) / 31 (5, 7)1 (7)dr)ds ),

o(t) < Lfalt) + (1) / on(t )P (s)ds]

| e / onlti s+ / onlt (o) / 13(5,7)Ba(r)dr) ds)

Burada ,

D,(t) := exp/gpii(t,s)ds7 i=1,2
0
dir.

Dox(t) = —onz+ Byy(l —ey®) + Ay = fi(t, z(t),y(t))
Day(t) - _052y+52x(1 _51‘2) +A2 = f2<t,$(t),y(t))
D lx(t) | mo=a, DY) limo=10

(3.3)

kesirli basamaktan lineer olmayan modeli ele alalim. Qing-Hua Ma ve Josip Pecaric

(2010) tarafindan verilen teoremlerin basit bir uygulamasi olarak yukaridaki modelin

¢Oziimiiniin siirlarini, ¢oziimiiniin tekligini ve ¢oziimiin baglangic kosullarina stirekli

bagimhiligini gostermek icin agagidaki teoremler ele alinabilir.

Teorem 3.1 f; ve fo € C(I x R?, R) olmak iizere

[fr (G2, y)] < aa(t) ] + 5, (1) [yl

2 (6,2, 9)] < Ba(t) ] + (1) [yl
19



kosulunu saglasin. o; ve 5, € C(I, Ry), (i, j = 1,2) ve z, y € R oluyorsa, kesirli

basamaktan sistemin ¢ozimi i¢in asaqidaki egitsizlik gegerlidir.
( lz(t)] < 213#%—1[<ﬂ)q + ( i ) / B(s)®y(s)ds|s
< t (o) 2(

Lp~ d VPo(s)(E*(s 2 T)dr)d
<ol O [ ot + [ s ) [ Ao,
(o) < 2] (d)" +(r‘zzt) 0 [ et >dsﬁ
xexp{%E*(t)[/o ()ds+/ B9(3)81 (5) (E* (s /51 )Oo(r)dr)ds]},

Burada t > 0 ve

-

\

1+ 4« 14+ 4a
P = 1730 ¢=— 0=2p(a—1)+1,
54
«Q

t

Bi(t) = exp(E(0) [ al(s)ds)

0

Ba(t) = exp(E*(1) / 0d(s)ds),

0
dir.

ispat.
Dex(t) = fut, z(t), y(t))
Dey(t) = fa(t, x(t), y(t)) (3.6)
D 'x(t) limo=a , D y(t) [i=o=1b

kesirli basamaktan (B.D.P) nin ¢oziimii agagidaki integral denklemine denktir

(Kilbas vd. 2006).

o) = et + 1y | (£ =T )
W) = st + e [ (=T ) )

(3.5) kogulu ve u(t) = |z(t)[ 17> | w(t) = |y(t)| t'~ esitliklerinin integral denkle-

mine uygulanmasindan asagidaki esitsizlikler elde edilir.

u(t) < i + L / (t — 7)o re agu(r) + Byv(r)]dr

F‘(bo’é) 51(9;) 9 (3.7)
(0) < fps + g [ (0= T (o) + oo
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Simdi (3.7) esitligine % + % = 1i¢in p = % holder esitsizligini ve (a + b)! <

2171 (al 4+ bt) (I > 1) basit esitsizligini uygularsak

Qe

o] 2o

< ) " (o) E(t) ( / O[a?uQ(T>+B‘ivq<T)]dT)l» 58)
b | 2 ‘

q

< () + o) E(t) (/;[ﬁqu(T) + aqu(T)]dT) ’

1
t P
(t— T)p(al)Tp(al)dT) dir. (3.8) esitligine tekrar

elde edilir. Burada F(t) = ( /
0

(a+0b) <27 a +b)
(I > 1, a ve b pozitif sabitler) esitsizligini uygularsak

q q—1 ﬂ ! —22(]72#1(170‘) q taqun Y09\ dr
wi <20 (F) + ZEe e [t + st -

q 2¢—24q(1—a) t
vi(t) < 2471 (%) 2 quza) E4(t) /O[Bguqm + adv?(7)]dr,

olur. Elde edilen son esitsizlikte F9(t) integraline Lemma 3.1 uygulanirsa

wi(t) < 201 (F|(“O|é)): + () / ;[aguq(r) + Blvi(r)dr, .
V() < 201 <%> + B () / [35un(r) + (7).

elde edilir. Burada

_ q
_2Brpla—1) + 1ipla = 1) + 1] pai40-0)

E*(t) To(a)
dir.
i
ve
0+ q(1— ) - Pt )+ R ) = da > 0
oldugundan

0<Bpla—1)+1pla—1)+1] < +o0

esitsizligi gosterilmig olur. O halde E*(t) fonksiyonu I araliginda azalmayandir.

Lemma 3.2 nin (3.10) a uygulanmasindan ve u(t) = |z(t)|t!™® | o(t) = |[y(t)] ¢t}
21



esitliklerinin gozoniine alinmasindan istenilen sinirlar elde edilmis olur. Boylece
ispat tamamlanir. m
Siradaki teorem sistemin ¢oziimiiniin tek oldugunu soyleyebilmek igin ver-

ilmigtir.

Teorem 3.2 f; ve fo € C(I x R*, R), a; ve 8, € C(I, R,), (i, j = 1, 2) olmak

uzere

|f1(t, ug, v2) — fi(t,ur, v1)] < aq(t) Jug — wa| + B1(t) [va — 1],
| fa(t, ug, v2) — fa(t,ur, v1)| < By(t) |ug — ur| + aa(t) |va — v,

(3.11)

Lipschitz kosulunu saglasin. Bu durumda (3.6) sisteminin tek bir ¢ozimi vardr.

1+4a

aa alalim.

Ispat. ¢ > 0 olmak iizere keyfi reel bir say1 ve 1—1) + % =1 i¢in p =
(3.6) kesirli basamaktan sisteminin (z1(t),y1(t)) ve (x2(t),y2(t)) olmak iizere iki
¢oziimiiniin oldugunu varsayalim. Bu durumda (3.6) sistemi ¢ = 1, 2 igin agagidaki

integral denklemine denktir.

a -1 L t — )Y (r, a (7), y (7)) dT
0 T / 7)) .
W) = Tt + e / (¢ =) ulras(r) ()

(3.12) denklemine z(t) = |za(t) — x1(t)| ve y(t) = |y2(t) — y1(t)| esitliklerini gbzoniine
alarak (3.11) Lipschitz kogulu uygulanirsa
1 t
o) < e s [ (=1 ass(r) + Bry(rldr
N 0

y(t) < e+ %a) / (¢ = 1) [Aa(r) + o) dr

elde edilir. Teorem (3.1) in ispatinda yapilan islemlerin benzerleri tekrarlanirsa

22q72 q q ¢

I(t) < 207let + Br[1,0,]t"> / [af2?(r) + By (7))dr
I'i(a) 0
2q—2 t

i) < 2t 2B [ [3g) + afye(rlar
0

['(a)
elde edilir.

1+ 4o 402
1+3a(a )+ 1+ 3«

0 =pla—1)+1

olmak iizere 0 < B[1,6;] < +o0 ve 1% nin azalmayan oldugu gosterilmis olur.
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Elde ettigimiz son esitsizlige Lemma 3.2 yi uygularsak

( t

zi(t) <217 leq[1+E1()/ Bi(t, s)Wy(s)ds]
xexp{El()/ o (s ds+/ Bl(s)¥a(s)(Er(s /6q T)dr)ds]},

yi(t) < 20 [1+E1()/B( $)W, (5)ds]

xexp{E1<>/ (s ds+/ B(s <>/ BI(r)Wa(r)dr)ds]}, t € I
<>—§;(> Lo
(1) = exp(Ea(t) / o))
\ () = exp(Ea(t) / af(s)ds).

elde edilir. ¢ — 0 almrsa x9(t) = y%(t) = 0 olur. O halde x,(t) = zy(t) ve
y1(t) = ya(t) esitliklerinden dolay1 sistemin ¢oziimii tektir denir. m
Son olarak kesirli basamaktan sistemin ¢oziimlerinin baglangi¢ koguluna olan siirekli

bagimliligini inceleyelim. Bunun icin asagidaki sistemi ele alalim.

1) (3.13)

tel, five f€C(IxR?, vea, be R.

Teorem 3.3 Teorem 3.2 nin kosullar: saglanmak tizere Eger

la—al+|b—b| <e
|A(tT7) — LT Y|+ | 0.7.79) — RE7,7)] <

tel vex, y € R ise asaqudaki esitsizlikler gecerlidir.

¢

olt) = ()] < 27t (s ) L B /ﬁq ) (s)ds]
xexp{éE*()/ 0! (s ds+/ B1(5)®a(s)(E*(s /m Pdr)ds)},
t

0(0) - 6) < 275t (s o+ s ) 4 B ﬁ()%(s)dSﬁ

xexp{%E*(t)[/: ag(s)ds+/0 B1(5)®: (5) (E*(s /051 P)By(7)dr)ds]}

Q|

\

t > 0 olmak tizere E*(t) ve ®;(t) teorem 3.1 de tanvmlandige gibidir.
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Ispat. (z(t),y(t)) ve (Z(t),7(t)) sirasiyla (3.6) ve (3.13) sistemlerinin ¢oziimleri ol-
sunlar. O halde (z(t), y(t)) (3.6) sistemini, (Z(t),7(t)) ise (3.13) sistemini sagladigin-
dan dolay1 agsagidaki integral denklemleri yazilabilir.

.

o) ~ 70 < 5Tt s [ = )00 - At g)dr
i [ =D AT = Talr 7). 50| ar
(5ot
t - \I(a)  al'(«a)
\ bty [ €= ) o) =70 + 8,05 o) — () o
SR R S S ]
00 - 30 < et L [ = (0,00 - 2l 30,90
1

1 = (11:(@) ’ a;:w)

\ +m /o(t — 1) By(7) |2(7) — Z(7)| + ao(7) ly(7) — y(7)||dT

dir. (3.11) ve (3.14) varsayimindan

(1) = le(t) — 2()] £ ve B(t) = [y(t) — F(O)] £

S|

olmak iizere agagidaki egitsizlik yazilir.

1) < € (1 + ) * By (0= 7 ) + (ol

()  oI(
a7 1 t tl_a ' a—1_a—1 m 5
u(t) <e (F(a) + aF(a)) + o) /O(t — 1) By (T)u(T) + ao(T)v(T)]dT

dir. Teorem 3.1 in ispatinda yapilan iglemler sirasiyla tekrarlanirsa

u? a—1eq ! i ' * toquﬂqT 4(Vod(T)|dr
w0 <26 (st o) B0 [ laleme) + sl

['(a) * a , 0
w0 < 2-te (st o) B [ 0w+ afrmrlar

t € I ve E*(t) teorem 3.1 de tanimlandig: gibi olmak {izere elde edilen son esitsizlige

lemma 3.2 yi uygularsak istenilen esitsizlikler elde edilmis olur. m
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3.1.2 1kili modelin denge noktalar: ve lokal asimptotik karar-
lilig1

0 < o <1 olmak iizere

Dx(t) = —ayx + Byy(1l — ey?) + Ay

(3.15)
Dy(t) = —asy + Byr(l — ex?) + As
z(0) = zo1 , y(0) = yoo

«. basamaktan kesirli diferensiyel denklem sistemini ele alahm. (3.15) sisteminin

denge noktalar

D%x(t) = fi(z,y) =0
D%(t) = folz,y) =0

sistemi yardimiyla hesaplandiginda Ky = (0,0) ve K; = (z*, y*) elde edilir.
Kargilikl ilgisizligin oldugu Ky denge noktasindaki Jakobiyen matris:

J(il)'* y*) _ a(flvf2) _ % g_i;}« _ —Qq 61(1 - 38y>|2<)
’ Oeny) |2k ok By(1 — 3ea?) —ay
—Q
JO,0)=| b
62 —Q2

dir.

Teorem 3.4 Asagidaki kosullardan biri saglaniyorsa (3.15) ile verilen sistemin Ko =

(0,0) denge noktasy asimptotik kararldar.

. —45, 5,
(i) 1< —(041 ~ on)?

B16s

Q109

<1

(ii)

Ispat. (3.15) sisteminin K, denge noktasmin kararli olmasi igin bu noktada elde
edilmis Jakobien matrisin tiim \; 6zdegerlerinin

T
2 Y
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kosulunu saglamasi gerekmektedir (Matignon 1996, Ahmed vd. 2007). Bu 6zdeger-
ler,

det(J (Ko) — M) =0 (3.16)
karakteristik denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilir. (3.16) agik olarak
N+ BA+C=0

seklinde yazilabilir. Burada

= (Cl/l + OZQ)

= 109 — 5162
dir. Karakteristik denklemin kokleri agagidaki gibidir.

—-B  vB%2—-4C

A g = +
127 79 2

Denge noktalarinin asimptotik kararl olmasi icin sisteme ait Jakobiyen matris i¢in

aT

hesaplanan ozdegerlerin her ikisinin negatif olmasi gerekmektedir (|argA;| > %F,

larg Ao > %) .
B = (a1 + ag) > 0 oldugu aciktir. O halde 6zdegerlerin negatif olmasi icin
ya B? —4C < 0 ya da B% > |B? — 4C| kogullan saglanmahdir. Eger B? — 4C < 0

ise

(041 + 042)2 — 4(041@2 — 5152) < 0

(a1 —ap)® < —4p,5,
L 48,8,

(1 — ap)?

elde edilir, ozdegerler negatiftir ve denge noktasi asimptotik kararlidir. Boylece

(i) sart1 ispatlanmig olur. Diger taraftan B? > |B? — 4C/| olmast durumunda (ii)

sartinin saglandigi kolayca goriilebilir. m

Simdi (3.15) sisteminin K7 = (z*,y*) pozitif denge noktasimin kararhiliginm

inceleyecegiz. K; noktasinda Jakobiyen matris

—Qq 51(1 - 3593)
By(1—3e2?)  —a
26
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seklindedir. Lineerlestirilmis sistemin karakteristik denklemi
PA) =N +DA+K =0 (3.17)
olup buradaki katsayilar,

K = ajay — B185(1 — 3cy?)(1 — 3c2?) (3.18)

D = (a1+ ag).

dir. Karakteristik denklemin kokleri agagidaki gibidir.

-D  vD?—-4K
)\172 - 2 :i: 2

Teorem 3.5 Asagidaki kosullardan biri saglaniyorsa (3.15) ile verilen sistemin K; =

(z*,y*) denge noktasi asimptotik kararlidar.
—45,5,
(1 — ay)?

b5y

0510

() 1< (1 — 3ey?)(1 — 3e2?)

(ii) (1—3ey?)(1 —3ex?) < 1
Ispat. K, denge noktasmm asimptotik kararli olmas: icin &; de elde edilen Jako-

biyen matrisin tiim 6zdegerlerinin

larg(\;)| > % i=1,2

kosulunu saglamasi1 gerekmektedir (Matignon 1996, Ahmed vd. 2007). Teoremin

ispat1 teorem 3.4 {in ispatina benzer olarak yapilir. m

Teorem 3.6 K, (3.18) de verildigi gibi olsun. Eger K < 0 ise, (3.15) ile verilen

sistemin K1 pozitif denge noktast kararsizdar.

Ispat. Eger K < 0 ise Descartes isaret kuralimdan (3.17) denkleminin en az bir
pozitif kokii oldugu agiktir. O halde, (3.15) sisteminin K; pozitif denge noktasi

kararsizdir. m
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3.2 Niimerik Co6ziim

(3.15) tipindeki baglangi¢ deger problemlerinin ¢oziimii i¢in bir¢ok teknik vardir. Biz
bu problemin ¢oziimii i¢in Demirci ve Ozalp tarafindan verilen yeni bir teknigi kul-
lanacagiz (Demirci ve Ozalp 2012). Kullanacagimiz bu yeni yontemle yapilan ¢oziim
diger yontemlerle yapilan ¢oziime gore daha hizli elde edilmektedir. Ayrica, tamsay1
basamaktan diferensiyel denklemler i¢in bilinen tiim niimerik ¢oziim tekniklerinin

kesirli basamaktan diferensiyel denklemler i¢in de uygulanabilmesini saglamaktadir.

Teorem 3.7 ||.||, R" de uygun bir norm olsun. f = (fi, fa, ..., fa)T, X = (z1, 29, . ..
) ve Ry = [(t,X) : 0 <t <a ve || X — Xo| <b] olmak iizere , f € C[Ry, R"] ve
Ry iizerinde || f(t, X)|| < M olsun. Bu durumda,

X(0) = Xy (3.19)
baslangi¢c kosulu ile verilen
D(X(t) — Xo) = f(t, X(t)) (3.20)

kesirli basamaktan diferensiyel denklem sisteminin 0 < t < [ tizerinde en az bir
1

coziimii vardir. Burada [ = min <a, [%F (o + 1)} ) ,0<a<1 dir.

Teorem 3.8 0 < a < 1 olmak tzere a. basamaktan kesirli tirev iceren (3.19)-

(3.20) ile verilen B.D.P. ni ele alalim.
g, X)) = (= (" =T (a+ 1), X (¢ = (" = oD (a+ 1))

olarak tanimlansin ve teorem 3.7 nin kosullary saglansin. Bu durumda (3.19)-(5.20)

ile verilen B.D.P. nin bir X (t) ¢ozimii
X (t) =X, ()T (a+1))

ile verilir. Burada X, (v),

CLX;;U(V) — g(l/,X*(V))
X (0) = Xo

ile verilen tamsayr basamaktan diferensiyel denklem sisteminin bir ¢ézimiidiir.
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3.2.1 1kili sistem icin niimerik 6rnek

(3.15) sistemi,

a; =0.001 ay=0.004 B, =0.005 py=—0.001
e=001 A3 =0.02 A, =0.03 a=0.90

parametreleri ve
z(0) =10, y(0) =38 (3.21)
baslangi¢ kogullariyla ele alinsin. (3.15) sistemi (3.21) parametreleri ile birlikte ele

alindiginda asagidaki sistemin

D% = —0.001z 4 0.005y(1 — 0.01y2) + 0.02 (3.22)

D% = —0.001z(1 —0.012%) — 0.004y + 0.03

pozitif denge noktasi

z* = 13.7604, y* = 10.5737

olarak bulunur. Sistemin niimerik ¢oziimii i¢in Demirci ve Ozalp (2012) tarafindan

geligtirilen yeni teknik esas alinarak tamsay1 basamaktan sistem

. — —0.001z* + 0.005y*(1 — 0.01y*?) + 0.02

W — _0.001z*(1 — 0.012*2) — 0.004y*2 + 0.03

dv -

olarak elde edilmigtir. Tamsay1 basamaktan sistemin ¢oziimii Runge-Kutta metodu
ile verilmigtir. Elde edilen son sistemin ¢oziimii (z*(v),y*(v)) olmak iizere ke-
sirli basamaktan sistemin ¢oziimii o = 0.90 basamak degeri icin (z*(t%%°/T°(1.90)),

y*(t%9°/T°(1.90)) olup sonuglar sekil 3.1-3.2” de goriilmektedir.
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4. KESIRLi BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN UCLU MODEL

Bu kisimda, tigiincii boliimde inceledigimiz kesirli basamaktan lineer olmayan modele
tigiincii bir kisi eklenerek, modelin davranigi yorumlanacaktir. Model A kigisinin B
ve C' kigileriyle olan romantik davranigini ele alan kesirli basamaktan lineer olmayan
bir modeldir. Modelde karmagikligi 6nlemek icin B ve C' kigilerinin birbirlerinden
habersiz oldugu varsayilacaktir. 0 < o < 1 olmak {iizere o, A kigisinin B ve C
kisilerine kargi davranig dinamigini temsil etmektedir. a; > 0 (¢ = 1, 2) olmak {izere
unutma katsayisi, 5, (i = 1,2, 3) kiginin, partnerinin kendisine olan ilgisine karsilik
verme katsayisi ve A; (i = 1,2, 3,4) ise ilgi ¢gekme diger bir deyisle cazibe katsaysidir.
B; ve A; katsayilar1 pozitif ya da negatif reel sabitlerdir. Modeldeki parametreler

kisilerin romantik tiplerini belirtmektedir. Ele aldigimiz kesirli basamaktan model

(4.1) denklem sistemi ile verilmigtir.

D2 (t) = —aqmy + By(ze — 23)(1 — e(39 — 23)%) + Ay (4.1)
D%y(t) = —urs + Boxi(1 —ex) + Ay
Dxs(t) = —aows+ Para(l —ex}) + As
D%xy(t) = —aqwy+ By(zs — 22)(1 — e(w3 — 20)%) + Ay
21(0) = o1, 2(0) = xpa, 23(0) = o3, x4(0) = x0y,

4.1 Denge Noktalar1 ve Lokal Asimptotik Kararhlik

0 < a <1 olmak {izere (4.1) sistemini

D% (t) = fi(xq, 22,23, 14),
D%o(t) = fo(wy, 22, T3, 24),
D%x3(t) = f3(w1, 72,73, 24),
D%xy(t) = fa(x1, 29,73, 14),

21(0) = @1 , 22(0) = wo2 ,23(0) = w03 , ©4(0) = o4 -

baglangic kosullar ile ele alalim.
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Denge noktalarii hesaplayabilmek igin
D%;(t) =0 = fi(a], x5, 25,23) =0, i =1,2,3,4

esitligini gozoniine alahm. Buradan A; = Ay = A3 = A4 = 0 igin K, = (0,0,0,0)
ve K7 = (a7, x5, 2%, x;) denge noktalar1 elde edilir.
Kargihikh ilgisizligin oldugu K, = (0,0,0,0) ve K; = (aF, 3, x}, z}) denge noktasin-

daki Jakobiyen matrisler:

-y By —p 0
J(0,0,0,0) = fromee 00
0 0 —Q9 63
i 0 B By —a i
ve
R By(1—3e(as — 23))  —By(1 - 3e(ah — 23)%) 0
J() = By(1 — 3ex3?) —aiy 0 0
0 0 —ay B3(1 — 3ex3?)
I 0 —B,(1 = 3e(wy —23)?)  Bi(1 — 3e(ah — x3)?) —a

dir.

Teorem 4.1 Asagidaki kosullardan biri saglanwyorsa (4.1) ile verilen sistemin Ky =

(0,0,0,0) denge noktasy asimptotik kararldar.

. —4 (8185 + 5,5,)
(i) 1< (o1 — o)
(ii) (6163 +5152) < 1

109

ispat. (4.1) sisteminin K, denge noktasmin kararli olmasi i¢in bu noktada elde

edilmig Jakobien matrisin tiim \; 6zdegerlerinin
m .
larg \;| >a§, i=1,2,3,4

kogulunu saglamasi gerekmektedir (Matignon 1996, Ahmed vd. 2007). Bu 6zdeger-
ler,
det(J (Ko) — ) =0 (4.2)
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karakteristik denkleminin ¢oziilmesiyle elde edilir. (4.2) agik olarak
(a1 +A) (a2 +A) (AW + (A+B)A+ (AB-C)) =0
seklinde yazilabilir. Burada

A:ozl

= 5153 + 51ﬁ2

dir. Karakteristik denklemin kokleri agagidaki gibidir.

Al = —a, A= —an
—(A+B) \/(A+B)2—4AB+4C'
/\374 = 2 :]: 2

Denge noktalarinin asimptotik kararli olmasi icin sisteme ait Jakobiyen matris i¢in
hesaplanan 6zdegerlerin tiimiiniin negatif olmasi gerekmektedir (Jarg A;| > <, |arg Ag| >
G, larg As| > &F, Jarg Aq| > ). (A + B) > 0 oldugu agiktir. O halde 6zdegerlerin
negatif olmasi i¢in ya (A — B)? 4+ 4C < 0 sart1 saglanmahdir ya da (A + B)? >
|(A+ B)? — 4(AB — C)| durumu incelenmelidir. m

Simdi (4.1) sisteminin K; = (z7, 23, 2%, 2}) pozitif denge noktasimin karar-

liligini inceleyecegiz. K7 noktasinda Jakobiyen matris

-1 a —a 0

seklindedir. Burada
a=3,(1—3e(z5— x§)2), b=[y(1— 35:15{2), c=fF5(1— 351’22)

seklindedir.

Lineerlegtirilmis sistemin karakteristik denklemi

K(A) = (a1 + MR\ =0 (4.3)
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olup R(A), aq,ay ve az agsagidaki gibidir.

ap = aq + 2@2
ay = 2100 + o3 — ac — ab (4.4)

az = a1 03 — s (ac + ab)

R(A) = (N° + a1\ + ap\ + as) (4.5)

P(\) = A 4 a3 )* + ag ) + a3 polinomu icin D(P),
D(P) = 18a1aza3 + (a1a2)* — 4azaj — 4aj — 27a;

olarak verilsin.

Teorem 4.2 R()\) polinomu (4.5) de, ay,as ve as katsaylar: (4.4) de verildigi gibi
olmak tzere (4.1) sisteminin K, = (x7,x3,x%, x}) pozitif denge noktas, asagidaki

kosullardan biri saglamyorsa asimptotik kararldar.

(1) D(R) >0,a; >0, ag > 0, ve ajas > as.
(it) D(R) <0, a1 >0, ap >0, az >0 ve a < 2.
(i) D (R) <0, a; <0, as <0 ve o > 2.
Ispat. K; denge noktasimmn kararli olmasi icin K; de elde edilen Jakobiyen matrisin

tiim 6zdegerlerinin

larg \i| > ag, i=1,2,3,4

kosulunu saglamasi gerekmektedir. (Ahmed vd. 2006)’ da verilen Onerme 1 den

ispat aciktir. m

Teorem 4.3 a3, (4.4) de verildigi gibi olsun. Eger ag < 0 ise, (4.1) ile verilen

sistemin K1 pozitif denge noktast kararsizdar.

ispat. Eger a3 < 0 ise Descartes isaret kuralindan (4.5) denkleminin en az bir pozitif
kokii oldugu aciktir. O halde, (4.1) sisteminin K pozitif denge noktasi kararsizdir.

|
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4.2 Niimerik C6ziim

(4.1) sistemi,

a; =001 a,=004 B, =0.005 B,=-001 JBy=—0.01

(4.6)
£=001 A,=02 Ay,=03 A;3=02  A,=03

parametreleri ve
z1(0) =10, x2(0) =8, z3(0) =3, x4(0)=3 (4.7)

baglangi¢ kosullariyla ele alinsin. (4.1) sistemi (4.6) parametreleri ile birlikte ele

alindiginda asagidaki sistemin

D%ry(t) = —0.01z; + 0.005(xy — 3)(1 — 0.01(29 — 3)%) + 0.2
D%x5(t) = —0.04z5 — 0.01z1(1 —0.0122) +0.3
D%x3(t) = —0.04z3 — 0.0124(1 — 0.012%) +0.2
D%r4(t) = —0.01zy 4+ 0.005(x3 — 25)(1 — 0.01(25 — 25)%) +0.3

pozitif denge noktasi
ot =23.3243, x} = 33.3914, 2 = 45.7865, x| = 26.6757

olarak bulunur. Sistemin niimerik ¢oziimii icin Demirci ve Ozalp (2012) tarafindan

geligtirilen yeni teknik esas alinarak tamsay1 basamaktan sistem

d *

dxl = —0.01z} +0.005(z3 — 2%)(1 — 0.01(z5 — x3)%) + 0.2
v
v
v

d *

;4 = —0.01z% + 0.005(z3 — 23)(1 — 0.01 (% — 23)?) + 0.3
v

olarak elde edilmistir. Tamsay1 basamaktan sistemin ¢oziimii Runge-Kutta metodu
ile ¢oziilmiigtiir. Elde edilen son sistemin ¢oziimii (x5 (v), 23(v), 23(v), z5(v)) olmak

tizere kesirli basamaktan sistemin ¢oziimii v = 0.90 basamak degeri igin
(235 (t%%°/T(1.90)), 25 (¢>°/T(1.90)), 25 (" /T(1.90)), z;(t** /T(1.90))

olup sonuglar gekil 4.1-4.4’de goriilmektedir.
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Sekil 4.1. a = 0.90 igin z4(¢) nin ¢dziimii
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Sekil 4.2. a = 0.90 igin z5(¢) nin ¢dziimii
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Sekil 4.3. a = 0.90 igin z3(t) nin ¢dziimii
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Sekil 4.4. o« = 0.90 igin z4(t) nin ¢oziimii

4.3 Kesirli Basamaktan Lineer Olmayan Ivmeli Duygu Hareketi

Bu kisimda, daha onceki boliimlerde kurulan modellerden farkli olarak ticlii mod-
elde tiirevin derecesi 1 < 2a < 2 olarak alinmigtir. Bu sekilde davranigsa bir ivme
kazandirilmigtir. 2, A kigisinin B ve C kigilerine karsi davranig dinamigini temsil

etmektedir. Ele aldigimiz kesirli basamaktan model agagidaki denklem sistemi ile

verilmistir.
D*z,(t) = —ayxy + By (v2 — 23)(1 — e(x9 — 3)%) + Ay (4.8)
D*xy(t) = —aumy+ Bori(1 —ex3) + Ay
D*x3(t) = —oaur3+ Bswa(l —ex}) + As
D*ay(t) = —ouza+ By(zs — 22)(1 — ez — 22)%) + Ay
21(0) = wo1, 22(0) = 202, 23(0) = o3 , 74(0) = o4,

2a ma basamaktan caputo tiirevi igeren (4.8) sisteminin ¢oziimii i¢in sistemi «
mnc1 basagama indirgememiz gerekmektedir. Oncelikle kullanigh tanim ve lemmalar:

verelim (Podlubny 1999).

Tanmim 4.1 n inci basamaktan kesirli diferensiyel denkleminin genel formu

an D y(t) + ap_1 D y(t) + - - - + a1 D y(t) + agD*y(t) = f(¢),
y*(0) = y(()k), E=0,1,..., [a,]
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egitliklert yardimayla verilir. Burada o, > o, -1 > -+ > a1 > ag > 0, ve 0 <
ap — a1 < 1 olmak dzere ay, (k= 0,1,...,n) keyfi reel sayilar, ar (k =0,1,...,n)

1se keyfi sabitlerdir.

Lemma 4.1 T > 0 ve k € N i¢in y € C*[0,T] saglanmak tizere 3 ¢ N, 0 < B < k
ise CDPy(0) = 0 dur.

Lemma 4.2 ¢D2f(t) ve SD"f(t) caputo tiirev operatirleri olmak dizere asagdaki

kural gegerlidir.

6D; (6D (1) = §D7 (§DRf(t)) =5 D™ f(¢),
&) = o, s=n,n+1,...m

m = 0,1,2,..., n—1<a<n.

T > 0vey € Cl*l [0,T] olmak iizere Lemma 4.1 yardimiyla asagidaki
esitlikler elde edilir.

C nyo2i—a2i—1C yo2i—1 _ C oz
o Dy o Dy y(t) = oDy,

C Mo2i+1—02;C yag; _ C Nn%2i+1
o Dy o Dy y(t) = oD Y.

O halde tanim 4.1 de verilen n inci basamaktan kesirli diferensiyel denklemini (4.10)

kesirli basamaktan denklem sistemi formunda yeniden yazalim.

(

CDJ i (t) =5 Dan(t) = as(t),

CD)" i, o (8) =§ DI TR, (F) = . (E), (4.10)
(?Dtﬁnxn(t) :g Dgn_anilxn(t)

\ - i[f(t) — Ty — A1T3 — *** — An-1Ty),

(4.10) kesirli basamaktan sistemi (4.11) baslangi¢ kosullariyla birlikte gegerlidir.

2(0) = @i’ =y, w(0) =2 =0, (4.11)
*k
, , 1=2k+1
2;(0) = 20 = Yo i <n.

0, i=2k

Lemma 4.1 ve lemma 4.2 den agagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 4.4 (4.9) esitligi ile verilen kesirli basamaktan n katl diferensiyel denklem

uygun doniigim ve baslangi¢ kosullary altinda (4.10)-(4.11) sistemine denktir.

Lemma 4.2 de verilen Caputo tiirev operatoriiniin 6zelligini gozoniine alarak (4.8)

sistemindeki degiskenlere agagidaki parametre degisimini uygulayalim.

T =11, D% =1y
T =Yz, D%y =1y,
x3 =1ys5, D%3=ys

Ty =Y7, D%y =1ys

(4.8) sistemi yukaridaki parametre degisimine bagh olarak (4.12) sistemine indirgen-

mektedir.

Dy (t) = ya

Dys(t) = —aayr + By (ys — ys) (1 — e(ys — y5)*) + A

Dys3(t) = ya

Doya(t) = —agys + Bayr (1 — eyi) + As (4.12)
Dys5(t) = ye

Ds(t) = —aays + Bayr(1 — eyF) + Az

D%y7(t) = ys

Doys(t) = —anyr + B1(ys — y3) (1 — e(ys — y3)?) + As

yi(0) = 0, 1(0)=0, y3(0)=0, y(0)=0

ys(0) = 0, 5(0) =0, y7(0)=0, ys(0)=0

05 <a<1, a >0, a5 5;, ve A; (1 = 1,2,3,4) olmak iizere sistem yukaridaki

baslangic kosullariyla birlikte ele alinacaktir.
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4.4 Uclii Modelin Denge Noktalar1 ve Lokal Asimptotik Karar-

hilig1

€ (0.5, 1] olmak tizere

( y1(t) = f1(y1, Y2, Y3, Ys, Ys, Y6, Y7, Us),

Y2(t) = f2(y1, Y2, Y3, Yas Ys» Y6, Y7, Us),

ys(t) = fa(y1, Y2, Y3, Ya, Ys, Ve, Yz, Us),
D“y4(t) = fa(y1, Y2, Y3, Ya, Ys, Y6, Y7, Ys), (4.13)

Ys(t) = f5(y1, Y2, Y3, Ys, Ys, Y6, Y7, Us),

ys(t) = fo(y1, y2, Y3, Ya, Us, Y6, Y7, ¥s),

D‘“y7(t) = J7(Y1, Y2, Y3, Y1, Y55 Yo, Y7, Ys),

| Dys(t) = fs(y1, Y2, Y3, Ya, Y5, Y6, Y7, Us),

sistemini

y1<0) =0 ) y2(0) =0 ) y3(0> =0 ’ y4(0) =0

ys(0) = 0, 5(0)=0, y,(0)=0, ys(0)=0

baslangi¢ kosullariyla birlikte ele alalim.

= Y2, f3(y17y2ay37y47y57y67y77y8) = Y4,
= —awy1 + By (ys — ys) (1 — e(ys — ys)%) + A,

= —aays + Bayn (1 — eyi) + Ao,

fl Y1,Y2,Y3,Ya, Ys, Yo, Y7, Ys
f2 Y1,Y2,Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, Ys
Ja

(

(

(Y15 Y2, Y3, Yas Us» Y6 Y7+ Us
F5(Y1, Yo, Y35 Yas Uss Yo Y1, Ys

(

(

= Ys, f7(y1,y2,ys,y4,y5,y6,y7,ys) = Vs,
= —anys + Byyr(1 — ey?) + As,

= —onyr+ By (ys — ys) (1 — e(ys — y3)*) + A4

)
Ys)
ys)
ys)
fo(y1, 92, Y3, Y4, Y5, Ve, Y7, Us)
T8 (Y15 Y2, Y3, Yas Ys» Y6, Y7, Us)
(4.13) sisteminin denge noktalar:

D%;(t) =0 = fi(y5, 95,3, V1, Y5, Y5 Y7, ¥s) =0, i =1,2,3,4,5,6,7,8

sistemi yardimiyla hesaplandiginda A; = Ay = A3 = A4, = 0igin K = (0,0,0,0,0,0,0,0)

ve Kl - (y;yguyg’y27y;7y;7y;ay§) elde edilir.
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Sistemin Ky = (5, v5, Y5, Vi, V5, ¥s, v+, ys) noktasinda lokal olarak asimptotik karar-

liligini incelemek igin agagidaki lineerlegtirilmis sistem ele alinacaktir.

[ 001 0 0 0 000]
—a; 0 a 0 —a 0 00
0 0 0 1 0 000
b 0 —as 0 0 0 0 0
(Y15 Y5 Y3s Yas Yss Yo Y10 Ys) =
0 0 0 0 0 100
0 0 0 0 —as 0 ¢ 0
0 0 0 0 0 001
| 0 0 —a 0 a 00 0|

Burada

a=p(1=3(y; —vz)%), b= Pa(1 = 3ey;?), ¢ = B3(1 — 3ey;”)

dir. O halde karakteristik denklem

P()\) = X4\ (2as+ay) A (2a1an+a5—ab—ac) +2* (g ai —aanb—aa; c—aasc) —aagape = 0,

olur. Eger A\? yerine k alimirsa karakteristik denklem

P(\) = k' + a1 k® + ask® + ask +ay = 0, (4.14)

a; = (20&2 + 051)

az = (2onaz + a3 — ab — ac) (4.15)

az = (a3 — aqsb — aaic — aasc)

\ as = (—aajasc)

olmak iizere P()\) dordiincii dereceden polinomuna doniisiir.

P()\) = k* + a1k® + ask® + azk + a4 = 0 polinomunun diskriminanti

D(P) = R(P, P
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1 a4 ay a3 ag4 O 0
0 1 a a a3 ag O
0 O 1 a1 ax a3 a4

R(P,P)=1|4 3a; 2ay laz 0 0 0
0 4 3a; 2ay las O 0
0 0 4 3ay 2a9 laz O
0O 0 0 4  3a; 2as laz

olarak verilsin. Bu durumda
D(P) = dja3a; — 4aja; — 4a’al + 18ara0a3 — 27a3 — 4a’aday + 16a5a4

+18a?{a2a3a4 — 80a1a§a3a4 — 6a?a§a4 + 144a2a§a4 27a1a4

+144a2aya] — 128a3a3 — 192a1asa’ + 25643,
dir.

Teorem 4.5 P polinomu (4.14) de, a1, as, ag ve aq katsaylarida (4.15) verildigi gibi

olmak tizere (4.12) sisteminin Ky = (Y5, Y5, U5, Us, Vs, Us, Y%, ys) pozitif denge noktas,

aia a
D(P) <0,a; >0, a3 >0, a3 >0 a4 >0 veay = M= kosulunu sagliyorsa
as a1

a € (0,1) dgin lokal olarak asimptotik kararlidor.

Ispat. K, denge noktasmm lokal asimptotik kararh olmasi icin K, de elde edilen

Jakobiyen matrisin tiim 6zdegerlerinin
larg(\;)| > % i=1,2,34

kosulunu saglamasi1 gerekmektedir. Eger D(P) < 0 ise iki reel negatif kok vardir ve
ag = 42 + 22 gart1 ile diger iki kok de imajiner eksene uzanmaktadir. Sonug olarak
P()\) = k*+ a1k + ask? + azk + a4 = 0 polinomunun tiim kokleri kararli bolge i¢inde
kalir. Bu yiizden Ky = (v, v5, Y5, Ui, V5, s, %, ys) pozitif denge noktasi asimptotik
kararhidir. m

4.5 Tvmeli Duygu Hareketinin Niimerik Coziimii

(2.5)-(2.6) tipindeki baglangi¢ deger problemlerinin ¢oziimleri igin sik kullanilan

tekniklerden biri genellegtirilmis Adams-Bashford-Moulton algoritmasidir. (Diethelm
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vd. 2009). Bu metodun tamsay1 basamaktan B.D.P.” ne uygulanmasi1 ve kesirli
diferensiyel denklem igeren B.D.P.’ne uyarlanmas ile ilgili detaylar i¢in Diethelm ve
digerleri tarafindan yapilan ¢aligma goriilebilir (Diethelm vd. 2009).

(4.12) sistemi,

a; =0.01 a;=0.02 3, =0.0003 B, =0.0006 [35=0.0005
e=0.001 A; =01 A,=0.03 A3 =0.2 Ay =03

(4.16)

parametreleri ve

y1(0) = 0, 1(0)=0, y3(0)=0, ya(0)=0 (4.17)
y5(0) = 0, y(0)=0, y(0)=0, ys(0)=0

baglangi¢ kogullariyla ele alinsin. (4.12) sistemi (4.16) parametreleri ile birlikte ele
alindiginda (4.18) sistemin

D% (t) = 1y (4.18)
D%y,(t) = —0.01y; 4+ 0.0003(ys3 — y5)(1 — 0.001(ys — y5)2) + 0.1

D%s(t) = s

Deys(t) = —0.02y; + 0.0006y: (1 — 0.00132) + 0.03

D%s(t) = ys

Dys(t) = —0.02ys + 0.0005y; (1 — 0.00132) + 0.2

D%q(t) = ys

D%yg(t) = —0.01y; + 0.0003(ys — y3)(1 — 0.001(ys — y3)2) +0.3

pozitif denge noktasi
y; = 9.76815, y; =0, y; = 1.76508, y; =0, y: = 10.065, yz =0 y; = 30.2318, yz =0

olarak bulunur. Sistemin niimerik ¢6ziimii Diethelm (2009) tarafindan verilen teknik
esas alinarak coziilmiigtiir. o = 0.6 basamak degeri i¢in kesirli basamaktan sistemin

¢oziimii sekil 4.5-4.8’de goriilmektedir.
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