ANKARA UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LiSANS TEZI

CEZALANDIRILMIS EN COK OLABILIRLIK
YONTEMI iILE PARAMETRE TAHMINIi

Hiilya DALKILIC

ISTATISTIK ANABILiM DALI

ANKARA
2023

Her hakki sakhdir



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

CEZALANDIRILMIS EN COK OLABILIRLIK
YONTEMI ILE PARAMETRE TAHMINI

Hiilya DALKILIC

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
[statistik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Olcay ARSLAN

Tahmin edicileri elde etme yontemleri arasinda aragtirmacilar tarafindan en ¢ok tercih
edilen yontem en cok olabilirlik yontemidir. Bu yontemin en 6nemli 6zelligi elde edilen
tahmin edicilerin asimptotik olarak yansiz ve kiiciik varyansa sahip olmalaridir. Bu
yontemi kullanan arastirmacilar tarafindan karsilagilan bir sorun ise tahmin edicilerin elde
edilmesi asmasinda maksimizasyon probleminin ¢éziimiinde sikintilar yaganilmasidir. Bu
durumda elde edilen parametre tahminlerinin daha iyi Ozelliklere sahip olmas1 igin
parametrelere kisit eklenerek olabilirlik fonksiyonu o kisit altinda maksimize edilebilir.
Elde edilen yeni olabilirlik fonksiyonunda parametreler iizerine koyulan kisit ceza olarak
adlandirilir. Bu ¢alismada gesitli cezalandirma yontemleri kullanilmigtir. ML tahmin
edicisin yaygin olarak kullanildig1 ¢alisma alanlarindan biri regresyon analizidir. Bu
tezde literatiirde yaygin olarak kullanilan siradan ml, Bridge regresyon, Ridge regresyon,
LASSO ve Elastik Net regresyon modelleri incelenerek analizler yapilmistir ve analiz
sonucunda karsilastirmalar yapilmistir. Elde edilen sonuglarla en ¢ok olabilirlige en yakin
sonuglar veren metotlar tespit edilmistir. Bu modeller saglik, makine 6grenimi gibi
alanlarda karar vericilerin hizli ve etkili kararlar alip bu kararlar1 eyleme gegirebilmelerini
kolaylastiracak sonuglar olabilir. Cezalandirmis ML yontemine farkli bakis agilari
Genellestirilmis Weibull Dagilimi ve Iki Parametreli Ustel Dagilim ornekleri ile
incelenerek en ¢ok olabilirlik yontemi ile karsilastirilmistir. Bu modeller daha iyi tahmin
ediciler elde edilebilmesi agisindan arastirmacilar tarafindan tercih edilebilir.
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Among the methods of obtaining estimators, the most preferred method by researchers is
the maximum likelihood method. The most important feature of this method is that the
obtained estimators are asymptotically unbiased and have small variance. A problem
encountered by researchers using this method is that there are difficulties in solving the
maximization problem in the stage of obtaining estimators. In this case, the likelihood
function can be maximized under that constraint by adding constraints to the parameters
so that the parameter estimates obtained have better properties. The constraint on the
parameters in the new likelihood function is called a penalty. Various penalization
methods have been used in this study. One of the fields of study where maximum
likelihood method estimator is widely used is regression analysis. In this thesis, ordinary
maximum likelihood method, Bridge, Ridge, LASSO and Elastic Net regression models,
which are widely used in the literature, are examined and analyzed and comparisons are
made as a result of the analysis. With the results obtained, the methods that give the
closest results to the maximum likelihood were identified. These models can help
decision makers in areas such as health and machine learning to make fast and effective
decisions and put these decisions into action. Different perspectives on the penalized ML
method are examined with the examples of Generalized Weibull Distribution and Two-
Parameter Exponential Distribution and compared with the maximum likelihood method.
These models may be preferred by researchers in order to obtain better predictors.
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1. GIRIS

Istatistigin temel amaclarindan biri {izerinde calisan kitle hakkinda sonug¢ cikarimi
yapmaktir. Bu amagcla iizerinde ¢alisilmakta olan kitlenin parametresi tahmin edilir. Daha

sonra ilgili tahmin hipotez testleri ile test edilir ve model belirlenir.

Bir kitle hakkinda bilgi veren ilgilenilen kitlenin parametreleridir. Herhangi bir rasgele
degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu (veya olasilik fonksiyonu) kitle parametrelerine
baglidir. Kitlenin sahip oldugu parametre sayisi bir tane olabilecegi gibi birden fazla da
olabilmektedir. Ornegin, beta dagilimi iki parametreye sahipken binom dagilmm tek
parametreye sahiptir. Kitle parametresi i¢in daha iyi bir tahmin elde etmek amaciyla
deneyler tekrarlanir. Deneyler birbirinden bagimsiz olarak yapilabildigi gibi, bagimli
olarak da yapilabilmektedir. Deney sayisi arttik¢a isgiicii kaybi, zaman kaybi ve maliyetl
kaybi olabilir. Bu nedenle kii¢iik 6rneklemler ile yola ¢ikilarak kitlenin bilinmeyeni yani
parametre hakkinda tahmin yapmak tercih edilebilir. Orneklem, birbirinden bagimsiz
ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu bir kiime olarak adlandirilabilir.
Orneklemin herhangi bir fonksiyonuna tahmin edici veya istatistik denilir. Tahmin

edicinin aldig1 degere ise tahmin denilir (Akdi, 2021).

Kitle parametresi hakkinda tahminde bulunmak i¢in herhangi bir kosul yoktur. Kitlenin
bilinmeyeni i¢in farkli tahminler 6nerilebilir. Yapilan tahminler arasinda hangi tahminin
daha iyi olduguna karar verilebilir. G6zlem degerleri degistik¢e tahmin degerlerinin de
degismesinin kaginilmaz oldugu sdylenebilir. Bu amagla, iyi bir tahmin i¢in tahmin
edicilerde aranan Ozelliklerin incelenmesi gerekmektedir. Arastirmacilar tarafindan en
cok tercih edilen ozelliklerin yeterlilik, minimal yeterlilik, yardimci istatistik, tamlik,

tutarlilik, etkinlik, yansizlik ve asimptotik normallik oldugu sdylenebilir.

[k olarak bir yeterlilik 6zelligi ele almacak olunursa, yeterli bir tahmin edici “kitlenin
bilinmeyeni hakkinda 6rneklem icerisinde ne kadar bilgi varsa herhangi bir bilgi kayb1
olmaksizin onu 6zetleyen bir tahmin edicidir” (Akdi 2021). Bir parametre i¢in birden

fazla yeterli tahmin edici bulunabilir. Bu olanag: saglayan durum ise yeterli istatistigin



her bire bir fonksiyonunun da yeterli bir tahmin edici olarak nitelendirilmesinden

kaynaklanmaktadir.

Tahmin edicilerde aranan bagka bir 6zellik olan minimal yeterlilik ise yeterli istatistigin
bir fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. O halde yeterli istatistik, minimal yeterli
istatistigin bir alt kiimesi olarak nitelendirilebilir. Yani, “herhangi bir parametre i¢in
yeterli istatistiklerden daha fazla minimal yeterli istatistik bulunabilir” (Casella ve Berger
2002).

Eger tahmin edicinin dagilimi parametre igermiyorsa bu tahmin edici yardimci istatistik
olarak ifade edilir. Bu 6zelligin dez avantaji ise tahmin edicinin dagilimi1 parametreye
bagli olmadigi i¢in parametre hakkinda sonug¢ ¢ikarimi yapmanin miimkiin olmayacagi

kanaatine dayanmaktadir.

Tamlik ise genellikle, X;,X,, ..., X, birbirinden bagimsiz ayn1 dagilimhi olasilik veya
olasilik yogunluk fonksiyonlu fonksiyonu f (x; 6) olan kitleden bir 6rneklem oldugunda,
D’nin de parametre 0 icin yeterli bir istatistik oldugu bilindigi durumda biitiin kitle
parametresi itizerinden beklenen deger alindiginda yani Ee(g(D)) =0 = P(g(D) =
0) = 1 kosulu saglaniyorsa tahmin edici tamdir denilir (Akdi 2021). Tamhigin baska bir
sekilde ifadesi ise Uistel aile 6zelligine sahip bir kitleden alinan 6rneklem icin parametreler
ve ornekleme bagli degerler birbirinden ayr1 sekilde ifade edilebiliyorsa e tabaninda iistel
fonksiyonun kuvvetinde yer alan parametrelere bagl ifade tamlik 6zelligine sahip tahmin
edici olarak ifade edilebilir (Hogg vd. 1995).

Tutarlilik, istatistikte tahmin edicilerde aranan Ozellikler arasinda en sik kullanilan
ozelliklerden biri olabilir. Olasilik (veya olasilik yogunluk) fonksiyonu X4, X, ..., X;, i¢in
f (x;0) olan kitleden bir 6rneklem olarak alindiginda ve D de kitle parametresi igin
herhangi bir tahmin edici oldugu bilinmektedir. Orneklem hacmi sonsuza dogru giderken
tahmin edici olasilikta parametreye yakinsiyorsa D tahmin edicisi parametre igin

tutarhdir, denilir (Akdi 2021). Herhangi bir tahmin edicinin, n sonsuza giderken



varyansinin 0 oldugu bilindiginde ve n sonsuza giderken yaninin 0 oldugu bilindigi

durumda tahmin edici parametre i¢in tutarlidir denilir.

Tahmin edicilerin en 6nemli 6zelliklerinden bir digerinin de etkinlik oldugu sdylenebilir.
Tahmin ediciler arasinda varyansi kii¢iik olan tahmin edici diger tahmin edicilere gore

etkindir, denilir.

Tahmin edicilerde aranan en temel 6zelligin yansizlik oldugu bilinmektedir. Tahmin
edicinin beklenen degeri alindiginda kitle parametresi elde ediliyorsa o tahmin edici kitle
parametresi i¢in yansizdir denilir. Eger tahmin edicinin beklenen degeri kitle parametresi

ile ayn1 degil ise o tahmin edicinin yanli oldugu soylenebilir.

Incelenen tahmin edicilerin 6zellikleri arasinda arastirmacilar tarafindan varyansi kiiciik
olan tahmin edici tercih edilir. Bunun nedeni ise diger temel ozelliklerden biri olan
yansizlik incelendiginde, herhangi bir tahmin edici yanli olsa bile yanliligini azaltabilecek
yontemler bulunmaktadir. Ancak bazen yanli herhangi bir tahmin edicinin varyansi1 daha
kiigiik olmaktadir. Bu durumda yanlihigi azaltabilen yontemler bulunabildiginden

varyansi kii¢iik olan yanli tahmin edici de segilebilir.

Herhangi bir istatistiki sonu¢ ¢ikarimi i¢in normallik varsayimi olduk¢a 6nemli oldugu
bilinmektedir. Normallik kosulu saglanmadig1 durumlarada asimptotik normallik 6zelligi
kullanilabilir. Merkezi limit teoreminden 6rneklemin dagilimi ne olursa olsun 6rneklem
istatistiginin dagilimimin dagilimda yakinsama ile normal dagildig: bilinir (Akdi 2021).
Yani tahmin ediciler merkezi limit teoremi gibi yada limit durumunda normallik kosulu

altinda normal dagilabilmektedir.

Tahmin edicilerin incelenen 6zelliklerinin disinda baska 6zellikler de aranilabilir. Bu
sebeple tahmin edicilerin 6zellikleri ele alinan 6zellikler ile kisith degildir. Tahmin
edicilerin var olmasi halinde en iyi tahmin edicinin bulunmasi aragtirmacilar tarafindan
talep edilebilir. Tahmin edicileri bulmak i¢in bir ¢ok yontem vardir. Literatiirde en ¢ok

kullanilan yontemler arasinda momentler yontemi (MOM:Methods of Moments),



(momentler ilk kez Chebyshev (1887) tarafindan Merkezi Limit Teoreminin ispatinda
kullanilmustir, bir dagilimin 6rneklem momentlerini Kitle momentleri ile eslestirme fikri
Pearson (1937) tarafindan onerilmistir.) En ¢ok olabilirlik yontemi (ML) (Fisher 1922),
en kiigiik kareler yontemi (LS) (Legendre 1805) ve bayes yontemi (Bayes 1763) yer

almaktadir.

Parametrelerin momentler tahmin edicilerinin bulunabilmesi i¢in kitle momentlerinin var
olmasi1 gerekir. Momentler tahmin edicileri, kitle momentleri hesaplanarak 6rneklem
momentlerine esitlenmesi ile bulunur (Legendre 1805, Gauss 1809). Ayrica kag tane kitle

momenti varsa o kadar tane 6rneklem momentinin var oldugu bilinmektedir. Kitlenin tek
parametresi varsa, kitlenin beklenen degeri E(X) 6rneklem ortalamasina m; = % X

esitlenir (Pearson 1937).

Parametleri tahmin etmede kullanilan yontemlerden biri olan Bayes yontemi (Bayes,
1763), diger tahmin yontemlerinden en biiyiik farki kitle parametrelerinin de rasgele
degisken olarak ele alinmasidir. Bu parametrelerin alabilecegi degerler ilgili aragtirmaci
tarafindan tecriibeye dayali olarak belirlenir. Tecriibe ile belirlenen parametrelerin
dagilimi ©6nsel dagilm olarak adlandirilmaktadir (Bayes 1763). On sezgiler ile
orneklemden elde edilen bilgilerin kiyaslamasi yapilir. 6’nin 6nsel dagilimi ile birlikte
orneklem bilgisini hesaba katan bir sonsal dagilim kullanilir. Elde edilen sonsal dagilimin

beklenen degeri kitle parametresi i¢in bayes tahmin edicisi olarak adlandirilir (Akdi

2021).

Uygulamalarda en ¢ok kullanilan iki yontem LS (Legendre 1805) ve ML yontemidir
(Fisher 1922). LS yontemi, iki degisken arasindaki iligkiyi tahmin etmek i¢in kullanilir.
Bu yontemi, diger yontemlerden ayiran o6zelligi herhangi bir dagilim varsayim
gerektirmemeyen bir yaklasima sahip olmasi ile ifade edilebilir. Ancak istatistiki sonug
cikarimi yapilmak isteniyorsa dagilim varsayimi gerekli olmaktadir. Bu yontem daha ¢ok

regresyon analizinde kullanilir.



Literatiir incelendiginde parametre tahmini i¢in arastirmacilar tarafindan en ¢ok tercih
edilen yontem ML’dir. ML yontemi bazi varsayimlar altinda asimptotik olarak yansiz ve
tutarli tahmin ediciler vermesi bu tercihin sebebi olarak gosterilebilir. Bir¢ok alanda
kullanilabilir. Bu makalede dagilim parametrelerini ve model parametrelerini tahmin
etmek i¢in kullamlmistir. Hartley ve Ra (1967) sabit ve rasgele faktorleri ve
etkilesimlerini iceren genel karma varyans analizinde yer alan bilinmeyen sabitlerin ve
varyanslarin ML tahmini i¢in bir prosediir gelistirilmistir. Yontem, tasarim matrislerinin
belirli kosullar1 sagladigi tiim durumlar i¢in gegerlidir. Tahminlerin tutarliligi ve

asimptotik etkinligi gosterilmistir. Hipotez testleri ve gliven bolgeleri verilmistir.

Cok degiskenli analizdeki karsilasilan sorunlardan biri, vektdr gozlemlerine dayanan
normal bir dagilimimin ortalama ve kovaryans matrisinin maksimum olasilik tahmin
edicilerini bulmaktir. Anderson ve OIlkin (1985) ,bu amagla ¢ok degiskenli normal
dagilimin kovaryanslarinin ML tahmin edicilerini bulmak i¢in matris tiirevleri
(diferansiyel) ve matris donlisimii olmak {iizere iki farkli yaklagim incelemislerdir.
Weibull dagilim parametreleri ML yontemi ile tahmin edilmek istendiginde bir
optimizasyon problemine doniistiiriilmektedir. Optimizasyon probleminin ¢6ziimii i¢in
nimerik yontemler kullanilabilir. Balakrishnan ve Kateri (2008) tarafindan
parametrelerin ML tahminlerinin varligin1 ve tek oldugunu kolayca gosterebilen grafik
yonteme dayal1 alternatif bir yaklasim Onerilmistir. Weibull dagilimiin parametreleri
acik olarak ifade edilemedigi durumda niimerik olarak bir ¢dzlime ihtiya¢ duyulmaktadir.
Grafik yontem ise bu ¢6ziim i¢in baslangic degerini belirler. Roketi, vd. (2012) tarafindan

Weibull dagilimin ML tahmin edicisinin parametreleri tek olarak elde edilmistir.

Lineer regresyon yontemlerinde ML ya da LS tahmin yontemi ile tahminler elde
edildiginde bazen katsayr tahminlerinde problemler yasanabilir. Bu problemler
neticesinde model anlamli ancak katsayilarin anlamsiz olabilir. Ayrica katsayilarin
standart hatalar1 da biiyiilk olma egilimde olabilir. Bu problemi ¢6zmek i¢in lineer
regresyon modellerinin olabilirlik fonksiyonlarina bir ceza terimi eklenerek
parametrelerin ML ya da LS tahmini yapilabilir. Eklenen ceza terimine gore modeller
farkli sekillerde isimlendirilmistir. Bridge regresyon (Frank ve Friedman 1993) , Ridge
regresyon (Hoerl ve Kennard 1970), LASSO regresyon (Tibshirani 1996) ve Elastik Net



regresyon (Zou ve Hastie 2005) bu problemi ¢6zmek i¢in kullanilan metotlar arasindadir.
Literatiirde arastirmanin ilk 6rneklerden biri Fu (1998) tarafindan yapilmistir. Fu biiziilme
parametresi ve ayar parametresinin degerlerini genellestirilmis c¢apraz dogrulama
(Generalized Cross-Validation: GCV) araciligiyla elde etmistir. Prostat kanseri verilerini
kullanarak bilinen diger yontemler (LASSO, Ridge) ile karsilagtirmis ve bridge

regresyonunun daha iyi sonuglar verdigini ifade etmistir.

Literatiirde Ridge regresyonun birgok ornegine rastlanmistir. Arthur ve Kennard (1970)
tasarim matrisinin ortogonal olmamasi halinde elde edilen parametre degerlerinin tahmin
edici olmama olasiligmin yiiksek oldugunu gostermislerdir. Bu nedenle ortogonal
olmamanin etkilerini iki boyutta gostermek i¢in Ridge regresyonu tanitmiglardir. Daniel
vd. (2014), kovaryans ve yanit degiskeni lizerine yapilan varsayimlar altinda es zamanl
LS tahmini ve ridge tahmini verdigini ifade etmislerdir. Yapilan analiz sonucunda tahmin
edilen kovaryans yapisindaki hatalarin etkisini ve modelleme hatalarinin etkisini ortaya
cikarmigtir. Ridge regresyonun dez avantaji yorumlanabilir modeller vermemesi olarak
ifade edilebilir. LASSO (Tibshirani, Regression Shrinkage and Selection via the Lasso,

1996) ile bu durumun ¢6ziildiigii soylenebilir.

LASSO regresyon modeli, dogrusal modellerde tahmin i¢in katsayilarin mutlak degerinin
bir sabitten kii¢iik olmasi kisit1 altinda LS yontemi kullanilarak parametre tahminini elde
etmek i¢in Tibshirani (1996) tarafindan 6nerilmistir. Bu kisittan kaynakli olarak sifir olan
katsayilar tireyebilir ve bu durumun sonucunda yorumlanabilir modeller elde edilir. Wang
vd. (2007) siradan LASSO’ya karst herbir katsay1 parametresi i¢in farkli ayarlama
parametresini kullanan LASSO’yu 6nermistir. Siradan LASSO, veriye dayali bir yontem
ile kolaylikla hesaplanabilir ancak ortaya ¢ikan LASSO tamin edicisi tam anlamiyla
verimli olmayabilir. Bu nedenle ikinci bir yontem ile katsayilarin her birine farklh
ayarlama parametresi Onerilmistir ve yapilan simiilasyon c¢aligmasinda siradan

LASSO’dan daha {istiin oldugu goriilmiistiir.

Elastik net regresyonda ceza olarak Ridge ve Lasso regresyonunda kullanilan cezalarin
birlesimi kullanilir. Zou ve Hastie (2005) tarafindan kullanilan veriler ile bir simiilasyon

caligmas1 yaptiginda Elastik Net’in LASSO’dan daha iyi oldugunu gostermislerdir.
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Elastik net regresyonun degisken sayis1 gézlem sayisindan biiyiik oldugunda kullanigh
oldugu soylenilebilir. Ayrica Elastik Net, gii¢lii bir sekilde iligkili ongoriiciilerin birlikte
modelin i¢inde veya disinda olma egiliminde oldugu bir gruplandirma etkisini tesvik

ettigi sdylenebilir.

Ridge regresyonun genel hali olarak bilinen Tikhonov diizenlemesi gliniimiizde birgok
alanda kullanilmaktadir. Bu alanlara iliskin literatiirde bircok arastirma oldugu

sOylenebilir.

Tikhonov diizenlilestirmesi, kotii konumlanmis dogrusal sistemlerin ve dogrusal LS
problemlerinin ¢6ziimii i¢in giigclii bir ara¢ olmaktadir. Bu nedenle, diizenlilestirme
parametresinin se¢imi ¢ok dnem arz etmektedir. Bu parametre se¢imi i¢in birgok yontem
Onerilmistir. Ancak, biiyiik 6lgekli problemler i¢in etkili ve glivenilir yontemlerin hala
eksik oldugu goriilmektedir. Golub ve Matt, biiyiik dl¢ekli problemler i¢in hesaplama
karmagikligini azaltmak i¢in Lanczos algoritmasina (Lancsoz 1950) ve Gauss kareleme
teorisine (Gauss quadrature method) (Anderson 1965) dayali yaklasim teknikleri
onerilmistir. Cesitli yontemlerin etkinligini ve saglamlhigini belirlemek ic¢in sayisal

deneyler yapilmugstir.

Tikhonov diizenlilestirmesi, kotii konumlanmis dogrusal sistemlerin ve dogrusal LS
problemlerinin ¢6ziimii igin gii¢lii bir ara¢ oldugu soylenilebilir. Geleneksel olarak,
model tanimlama problemlerindeki kotii kosullandirma, ridge regresyonu ve temel
bilesen regresyonu gibi diizenlilestirme yoOntemleri kullanilarak ele alinmaktadir.
Johansen (1997) Tikhonov diizenlilestirme yonteminin, modelin diizgiinliiglinii 6n bir
bilgi olarak sunarak dogrusal olmayan sistem tanimlama problemlerinin
diizenlilestirilmesi igin giiclii bir alternatif oldugu ifade etmistir. Ozellikleri, yan (bias) ve
varyans analizi agisindan tartisitlmistir. Bu ozellikler icinyar1 gergekei bir simiilasyon

Ornegi incelenmistir.

Phillips-Tikhonov diizenlilestirmesinin  kullanimi1, kot kosullandirilmis  plazma
goriintiilerini yeniden yapilandirmak ve sayisal olarak stabilize etmek i¢in Iwama vd.

(1998) tarafindan 6nerilmistir. Minimize edecek bir amag fonksiyonu, goriintii yogunlugu
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dagiliminin dogrusal bir tahmin edicisine yol acar ve tekil deger ayrisiminin yardimuiyla,
bir diizenlilestirme parametresini optimize etmek i¢in genellestirilmis capraz
dogrulamanin kullanilmasini miimkiin kilmistir. Bir toroidal plazmanin Ha emisyonlu
bilgisayarli tomografisinde hesaplama kolayligina sahip olan tahmin edici i¢in iyi

sonuglar elde ettigini ifade etmislerdir.

Elektrik empedans tomografisinde empedans dagiliminin ¢éziimi, bir diizenlilestirme
yonteminin kullanilmasin1 gerektiren dogrusal olmayan bir ters problem oldugu
bilinmektedir. Genellestirilmis Tikhonov diizenlilestirme yoOntemleri, bir¢ok ters
problemin ¢6ziimiinde popiiler olmustur. Genellikle Tikhonov yontemiyle kullanilan
diizenleme matrisleri 6zel bir amag i¢indir ve kapali 6n varsayimlara sahiptir. Bu nedenle
birgok durumda elverissiz oldugu sdylenebilir. Vauhkoen vd. (1998), empedans
dagilimina iligkin dnceki varsayimlara uyan diizenlilestirme matrisinin olusturulmasina
yonelik bir yaklagim onerilmistir. Yaklasim, beklenen empedans dagilimlari igin yaklasik
bir alt uzaym olusturulmasina dayanmaktadir. Onerilen yontemle elde edilen yeniden
yapilanmanin, 6nceki gercek nesne ile uyumlu oldugunda, ayni tipteki diger iki semadan
daha iyi oldugu simiilasyonlar ile gdsterilmistir. Ayrica, dnceki ger¢cek nesneyle uyumsuz

oldugunda, yontem yine de makul tahminler vermektedir.

Kreutz vd. karistm yogunlugu modellerinin tahmini ig¢in teorik tabanli yeni bir
optimizasyon kriteri onerilmis olup ve bunu maksimum benzerlik ve maksimum bir
sonsal tahmine dayal1 diger yontemlerle karsilastirilmistir. Optimizasyon i¢in, modelin
hem yapisint hem de parametrelerini tahmin eden evrimsel bir algoritma
kullanilmaktadir. Deneysel sonucglar Segilen yaklasimin, az sayida ornek veri iceren
tahmin problemlerinde ve temel yogunlugun duragan olmadigi problemlerde diger

yontemlerle olumlu bir sekilde karsilagtirildigini gosterilmektedir.

Optimal olarak budanmis asirt 6grenme makinesi (OP-ELM) Yoan vd. (2008) icinde
uygulanan bir L diizenlilestirme cezas1 bi¢iminde, (OP-ELM) bir iyilestirmesi Miche vd
tarafindan Onerilmistir. OP-ELM baslangicta, asir1 6grenme makinelerinin (Extreme
Learning Machines :ELM) Huang vd. (2006) duyarliligini alakasiz degiskenlere azaltmak

ve ndron budama sayesinde daha iyi modeller elde etmek amaciyla asir1 6grenme
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makinesi (ELM) etrafinda bir sarmalayici metodoloji 6nermektedir. OP-ELM'nin
onerilen modifikasyonu, iki diizenlilestirme cezasinin bir kademesini kullanir: ilk olarak
gizli katmanin néronlarini siralamak igin bir L1 cezasi, ardindan sayisal stabilizasyon igin
regresyon agirliklarini (gizli katman ve ¢ikt1 katmani arasindaki regresyon) iizerinde bir
L2 cezas1 ve ndronlarin verimli budamasini yapmaktadir. Yeni metodoloji, destek vektor
makineleri veya Gauss slirecleri gibi son teknoloji yontemlere ve orijinal ELM ve OP-
elm'e kars1 11 farkli veri kiimesinde test edilmistir; OP-ELM'den sistematik olarak daha
1yi performans gostermistir (ortalama% 27 daha i1yi ortalama kare hatas1) ve sonuglarin
standart sapmasi agisindan daha giivenilir sonuglar sagladigini gézlemlemislerdir. Bunu

yaparken OP-ELM'den daha yavas kaldigini ifade etmislerdir.

Renaut vd, AER mxn i¢in Ax~b sayisal olarak kotii konumlanmig LS problemlerinin
Tikhonov diizenlilestirmesi ile ¢oziimleri ele alinmistir. DER pxn i¢in Tikhonov
diizenlilestirilmis LS islevi J(c)=||Ax — b||‘2,v+% ID(x — x¢)||5 ile verilmistir. Burada
matris W bir agirhiklandirma matrisi ve Xo verilmistir. Olgiim verisi b'deki hatalarin
kovaryans yapisina iliskin onsel tahminler verildiginde, agirliklandirma matrisi, b'deki
ortalama 0 normal dagilimli 6l¢iim hatalar1 e'nin ters kovaryans matrisi olan W=Wb
olarak almabilmektedir. Ek olarak x,, X'in ortalama degerinin bir tahminiyse ve o
istatistiksel olarak se¢ilmis uygun bir degerse, minimum x(c) degerinde degerlendirilen

J, yaklasik olarak 7=m+p—n serbestlik derecesi ile bir x* dagilimimna sahip olmaktadir.

[W; / 2AD] matris ¢iftinin genellestirilmis tekil deger ayristirmasi (GSVD) kullanilarak o,
elde edilen Jnin bu x%dagilimm izleyecegi sekilde bulunabilir. Ancak, GSVD
kullanilarak elde edilen sorunun dogrudan ¢oziimiine acik¢a dayanan bir algoritmanin
kullanilmasi, biiylik 6lcekli problemler i¢in pratik olmamaktadir. Bunun yerine,
diizenlilestirilmis problemin Golub-Kahan yinelemeli iki kdsegenlestirmesini kullanan
bir yaklasim sunulmaktadir. Orijinal algoritma, X,'in mevcut olmadigi, bunun yerine bir
dizi ol¢lim verisinin b'nin ortalama degerinin bir tahminini sagladigi durumlar icin
genigletilmistir. Sunulan deneyler, bir dizi test problemi ic¢in diizenlilestirme
parametresini bulmak ve nispeten biiyiik bir gercek sismik sinyalin restorasyonu i¢in
diger standart yontemlerle verimlilik ve saglamhigi karsilastirmistir. Goriintii

bulanikligin1 gidermeye yonelik bir uygulama, yaklasimi biiyiik 6l¢ekli problemler igin



de dogrulamistir. Sunulan yaklasimin hem kii¢iik hem de biiyiik 6lgekli kesikli kotii

konumlu LS kareler problemleri i¢in saglam oldugu sonucuna varilmistir.

Ataletsel navigasyon problemleri genellikle baslangic deger problemleri olarak anlagilir.
Ancak, smir deger problemlerinin dogal olarak ortaya c¢iktifi bir¢ok uygulama
bilinmektedir. Bu durumlarda, sonlu elemanlar yonteminin dogru konum ve hiz
tahminlerini hesaplamak icin verimli bir sekilde kullanilabilecegi gosterilmistir.
Mohammed (2011), ters problemler i¢in temel bir ara¢ olan Tikhonov diizenlilestirmesi
ile tamamlanan sonlu elemanlar yonteminin, daha fazla dogruluk iyilestirmesi i¢in giiclii
bir kombinasyon oldugunu &nermistir. Onerilen yontem, cesitli tiirlerdeki 6n bilgileri

kullanmak igin basit bir yol saglamistir.

Chung ve Palmer (2015), Tikhonov diizenlemesi yoluyla biiyiik 6lgekli ters problemlere
hesaplama c¢oziimleri i¢in hibrit yinelemeli bir yaklasim gelistirmislerdir. Orijinal
problemden ziyade seyrek LS problemleri igin yinelemeli bir algoritma (Lung Fong ve
Saunders, 2011) (An Iterative Algorithm for Sparse Least-Squares Problems: LSMR) alt
problemine Tikhonov diizenlilestirmesinin uygulandigi hibrit bir LSMR algoritmasini ele
alinmistir. Standart hibrit yontemlerin aksine, hibrit LSMR yinelemelerinin, dogrudan
diizenlilestirilmis Tikhonov problemindeki LSMR yinelemelerine esdeger olmadig:
gosterilmistir. Bunun yerine hibrit LSMR, farkli bir Krylov altuzay problemine yol
acmistir. Hibrit LSMR'nin, yar1 yakinsama davranisindan kaginmak gibi standart hibrit
yontemlerin bircok avantajii paylastigi  gosterilmistir. Ayrica, diizenlilestirme
parametresi yinelemeli siire¢ boyunca tahmin edilebildiginden, O6nceden tahmin
edilmesine gerek olmadigi belirtilmistir, bu da bu yaklagimi biiyiik 6l¢ekli problemler igin
uygun olustur. Diizenlilestirme parametrelerini se¢gmek icin ¢esitli yontemleri goz oniine
alimmustir ve hibrit LSMR i¢in durdurma kriterlerini tartistlmistir ve goriintii islemeden

elde edilen sonuglar sunulmustur.

Cezalandirilis ML tahmin edicisine farkli bir bakis agis1 ise Fisher Bilgisi kullanilarak
yapilmasidir. Genellikle ML tahmin edicisinin yanli oldugu durumlarda Fisher bilgisi
kullanilarak cezalandirma islemi yapilmaktadir. Firth (1993), diizenli parametrik

problemlerde birinci dereceden terimin skor fonksiyonunun uygun bir doniisiimii ile ML
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tahminlerinin yanliliginin Fisher bilgisi yardimiyla gidermistir. Fisher bilgisine doniistim
yapilacak elde edilen Fisher bilgisi olabilirlik fonksiyonuna ceza terimi olarak
eklenmistir. Elde edilen cezali olabilirlik fonksiyonun ML tahminleri yansiz oldugu ifade
edilmistir. Dordiincii bolimiinde yapilan ¢alismada da ayn1 metot kullanilmis ve iki farkl

dagilim incelenmistir.

Murphy ve van der Vaart (1998), yari parametrik bir modelde sonlu boyutlu kitle
parametresi i¢in profil olasiligmmin biiyiik 6rneklerde yaklasik olarak ikinci dereceden
oldugu ve olabilirlik oran1 testinin asimptotik dagilimimnin sirasiyla normal ve ki-kare
oldugu kosullarin (piirtizsiizliik kosullar1 gibi) bir karakterizasyonunu saglamaktadir.
Profil olasiligi ikinci dereceden oldugu igin skor fonksiyonu Fisher bilgisi ile
degistirilmistir. Bu degisim ile ML tahmin edicisinin asimptotik normal oldugu

gOriilmiistiir.

Scott (2002) tarafindan deneysel Fisher bilgi matrisinin bilgi matrisinin bir tahmincisi
olarak kullanilmasi, yanit modelleri ve eksik veri problemleri baglaminda ele alinmistir.
Bu tiir modellere ek bir stokastik degiskenin dahil edilmesinin, tahmin edicinin
kullanilabilecegi durum araligini biiyiik 6lgiide arttirdign gosterilmistir. Ozellikle, eksik
veri problemlerinde kullanim kosullarinin, EM algoritmasmin kullanimimi dogrulamak

i¢cin gerekenlerle ayni oldugu gosterilmistir.

Paul vd.(2005), Dirichlet-¢ok terimli dagilimin tam Fisher bilgi matrisinin &geleri igin
acik ifadeler tiiretilmektedir. Kesin hesaplamanin Dirichlet-¢ok terimli yerine beta-binom
olasilik fonksiyonuna dayandigini gostermistir. Bu durum sayesinde hesaplamanin
oldukca kolaylastig1 ifade edilmistir. Kesin sonuglarin, toksikoloji ve diger benzer
alanlarda pratikte ortaya ¢ikan veriler i¢in beta-binom parametrelerinin ve Dirichlet-cok
terimli parametrelerinin  maksimum olasilik tahminlerinin standart hatalarinin

hesaplanmasinda yararli olmas1 beklenmektedir.

Lineer regresyon modellerine uygulanan cezali modellere benzer olarak herhangi bir
dagilim da daha iyi tahmin ediciler elde etmek i¢in cezalandirilabilir. Literatiirde

cezalandirma igin farkli bakis agilarina rastlanmaistir.
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Bu cezali modeller giinlimiizde oldukca popiilerdir. Literatiirde bircok arastirma
yapilmistir. Schulz (1997) da karmasik Gauss siiregleri i¢in dogrusal yapiya sahip
kovaryans matrislerinin parametrelerinin ML ve PML tahminlerinin niimerik olarak
hesaplanabilmesi i¢in  genellestirilmis beklenti maksimizasyonu (Generalized
Expectation-Maximization: SAGE) (Fessler ve Hero 1994) algoritmasini kullanmustir.
Beklenti maksimizasyonu (EM) algoritmasi, veriderde kayip gozlem oldugunda,
sansiirlenmis veri oldugunda ya da budanmis gozlemler oldugunda Dempster vd. (1977)
tarafindan Onerilen niimerik bir yontem olarak literatiirde yerini almistir. Bu yontemin
genellestirilmis bir 6rnegi Fessler ve Hero (1994) tarafindan ¢alisilmis olup bu ¢alismada
bu algoritmanin kullanildig1 Schulz (1977) tarafindan ifade edilmistir. Sayisal bir 6rnek
kullanilarak, ML tahmini i¢cin SAGE tabanl bir algoritmanin, EM tabanl algoritmadan

onemli dl¢iide daha hizli bir yakinsama sagladigi gosterilmistir.

Daha iyi bir tahmin edici elde edebilmek adina yapilan bir diger ¢alisma, Coles ve Dixon
(1999) tarafindan ele alinmistir. Burada ele alinan konu ise bir siirecin asir1 davranisinin
tahmini genellikle asimptotik asir1 deger modellerinin kiiclik veri serilerine fit
ettirilmesine dayanmasi1 ancak kullanilan ML kii¢iik 6rneklemlerde performansinin,
olasilik agirlikli momentlere dayali alternatif bir fit ettirme prosediiriine gore zayif oldugu
ifade edilmistir. Bu problem i¢in ML tahmin edicisinin modelleme esnekligini ve biiytik
orneklem optimalligini koruyan ancak kiiciik oOrneklem Ozelliklerini gelistiren
cezalandirilmig bir maksimum olabilirlik tahmincisi 6nermislerdir. Yapilan simiilasyon
sonucunda onerilen PML tahmin edicisi hem hesaplama kolayligi hem de karmasik veri

yapilarii ML ile ayn1 sekilde isleme 6zelligine sahip oldugunu gostermislerdir.

Yapilan farkli bir ¢alisma ise Tingjin vd. (2011) tarafindan Gauss siire¢ hatalariyla
dagilan bir lineer modellerde ortak degiskenleri se¢me problemini ele alinmistir.
Eszamanli degisken secimi ve parametre tahmini saglayabilen cezali maksimum
olabilirlik (PML) tahminini gelistirmislerdir ve hesaplama kolaylig1 i¢in PML tahminine
tek adimli seyrek tahmin (One-step Sparse Estimation :OSE) ile yaklastirmiglardir. Bir
yan iriin olarak, literatiirde daha 6nce bulunmayan ve bagimsiz ilgi konusu olabilen
gittikge sivrilesen kovaryans ML tahmini i¢in yeni sonuglar olusturulmustur. Simiilasyon

ile sifir olmayan regresyon katsayilarinin tahmini agisindan, 6rneklem boyutu arttikca

12



elde edilen tahmin edicisin hem dogrulugunun hem de hassasiyetinin artacagi ifade

edilmistir.

Bu tezde ikinci boliimde cezalandirilmis ML yontemi, cezalandirilmis ML yonteminden
bahsedilecektir. Ugiincii béliimde lineer regresyon modellerinde cezalandirilmis ML
yontemi ile parametre tahminlerinden bashedilecektir. Bunlardan genel hali olan Bridge,
Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyon yontemleri agiklanacak olup simiilasyon

sonuglar1 incelenecektir. Ayrica Tikhonov yontemi de bu boliimde agiklanacaktir.

Dérdiincii boliimde bazi dagilimlarin parametrelerinin cezalandirilmis ML yontemi ile
tahmin edilmesi ifade edilecektir. Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirmig ML yontemi
Genellestirilmis Weibull (MEW) dagilimi ve Iki Parametreli Ustel dagilim icin
uygulanmistir. Ayrica iki parametreli iistel dagilim icin konum parametresi ile
cezalandirilmis ML yontemi de agiklanacaktir. Iki parametreli Ustel dagilim ve MEW
dagilimimin simiilasyon sonucglari da bu boliimde detayli olarak incelenecektir. Son

boliimde ise ¢alisma sonucunda elde edilen bulgular degerlendirilecektir.
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2. CEZALANDIRILMIS EN COK OLABILIRLIK YONTEMI

2.1 ML Yontemi

ML yontemi tahmin edicileri elde etme yontemleri arasinda en popiiler olanidir. Ciinkii
bu yontemin “en dnemli ozelliklerinden™ biri elde edilen tahmin edicilerin asimptotik
olarak yansiz ve kiigiik varyansa sahip olmalaridir. Dezavantaj1 ise bazi durumlarda
tahmin edicilerin elde edilmeleri sirasindaki maksimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde

sikintilar ¢ekilmesidir.

X1, X, X, oOmekleminin olasilik (veya olasilik yogunluk) fonksiyonu f(x;0) olan

kitleden alinan bir 6rneklem oldugu varsayilsin. 0 parametresi icin olabilirlik fonksiyonu,
n

Lolx=z)=f(2:6) =] [f @ @.1)
i=1

seklinde elde edilmektedir. Olabilirlik fonksiyonunun maksimum yapan deger, 0
parametresinin ML tahmini olarak bilinmektedir. Yani 6’nin ML tahmin edicisi 0’lar

tizerinden olabilirlik fonksiyonunun maksimum yapilmasi ile yani,
On(X) = max L(6]X) (2.2)
€

maksimizasyon probleminin ¢6ziilmesi ile elde edilir. Genellikle olabilirlik
fonksiyonunun maksimize edilmesi yerine logaritmasi maksimize edilir. Bunun sebebi

tiirev almada kolaylik saglamasindan kaynaklanir. Log olabilirlik fonksiyonu

1(6) = In(L(61X = z)) (2.3)

seklinde yazilir.

ML tahmin yontemine iliskin 6rneklere bu boliimde yer verilmistir. Dagilimin tek

parametreye sahip oldugu duruma iliskin 6rnek su sekildedir:

X1, X5, X, olasilik yogunluk fonksiyonu
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%e-x/f’, x>060>0
0, dd

f(x;0) = { (2.4)

seklinde verilen 0 parametresi iistel dagilima sahip olsun. 6 parametresinin ML tahmin

edicisi i¢in olabilirlik fonksiyonu

1 _n
L(8|x) = e—ne—2i=1xi/9 (2.5)

seklinde olup log-olabilirlik fonksiyonu
n
x.
n(L(6]x)) = —n In(6) — Z 5‘ (2.6)
i=1

seklinde elde edilir. 6’nin ML tahmin edicisi adayini1 bulmak i¢in (2.6)’da verilen esitligin

0’ya gore tiirevinin alinip 0’a esitlenmesiyle 8 = X olarak elde edilir.

8 = X’nin log-olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapip yapmadigimi arastirmak iizere
(2.6)’ da verilen denklemin 0’ya gore ikinci tiirevi alinir ve 0 yerine X yazilir. Ikinci tiirev
degeri 8 = X 0’dan kiiciik oldugundan 8’nn ML tahmin edicisi X dir, denilir. Tek

parametresi olan bir dagilim i¢cin ML (2.4)’te yer alan 6rnekte oldugu gibi hesaplanir.

X1, Xy Xn N(u 0?) dagilimindan bir 6rneklem olsun. Normal dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu (2.7)’de verilmistir.

. e_%(x_”)z —00 < x <
f(x) =202 ’ (2.7)
0, dd
Bu durumda parametrelerin ML tahmin edicileri igin olabilirlik fonksiyonu
1 n .
L(]x) = (2ma2) /2 207 Zim KImH)’ (2.8)

logaritmasinin alinmasiyla elde edilen log-olabilirlik fonksiyonu (2.9)’da verilmistir.

n

1
In(L(6]x)) = — g In(2m) — gln(az) - FZ(’“ —u)? (2.9)

i=1

15



(2.9)’de verilen parametre sayist iki tane oldugu icin dncelikle p’ye ve 62’ye gore birinci

kismi tiirevler almir. Birinci kismi tirevlerin 0’a esitlenmesi ile elde edilen skor
denklemleri p ve 62 ‘e gore ¢oziilirveu = ¥ ,0%2 = % Z;(xi — w)? olarak elde edilir.
H(u , 0?) Hessian matrisi olmak iizere H(f, 87) nagatif tanimli oldugundan (u , 62)
parametre vektoriiniin ML tahmin edicisi (fi, 02) = (X ,% Z?z 1(Xi — X)?) seklinde elde

edilir.

Farkli bir ornek olarak Laplace dagilimi parametresi tahmini ele alinabilir.

X1, X, X, olasilik yogunluk fonksiyonu

fl;0) =2e 0 x € IR (2.10)

Seklinde olan kitleden bir 6rneklem olarak ele alindiginda, bu dagilim Laplace dagilimi

olarak bilinmektedir.

Laplace dagilimindan alinan 6rneklemin olabilirlik fonksiyonu (2.11)’de elde edilmistir.

L(]x) = (1/2)"e" Zizilxi=6l (2.11)

Daha kolay islem yapabilmek i¢in (2.11)’de verilen fonksiyonun logaritmas1 alinir.

In(L(8]x)) = —nin(2) — Xt qlx; — 0| (2.12)
(2.12)’de verilen esitlikte x # 0 icin dgil) = sgn(x) oldugundan
n
dIn(L(0|x)
% = Z sgn(x; — 6) (2.13)

i=1

elde edilir. Laplace dagilimi mutlak deger icermektedir. Bu durumda olabilirlik
fonksiyonu elde edilirken mutlak deger tlirevlenemediginden isaret fonksiyonu olan sgn
fonksiyonuna déniismektedir. Isaret fonksiyonu -1,0 veya 1 degerlerini alabilir. (2.16)’da
verilen denklem 0’a esitlendiginde veriyi tam ortadan ikiye ayrran medyan 6’nm ML

tahmin edicisi olarak elde edilir.
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Bazi durumlarda olabilirlik fonksiyonunun logaritmasini almaya gerek yoktur. Bu

duruma 6rnek olarak Diizgiin~ (0, 0) verilebilir.

X1,X,,. X, parametresi 0 olan diizgiin dagilimdan bir 6rneklem olarak verilmektedir. O

halde rasgele degiskenlerin olasilik yogunluk fonksiyonu (2.14)’teki gibi verilmektedir.

1
fr;0) =g 0<x<¢ (2.14)
0, dd

Diizgiin dagilimdan alinan bir 6rneklemin ML fonksiyonu

L(8|x) = gin 100 < x < 8)(x) (2.15)

ile verilir ve log-olabilirlik fonksiyonu 6’ya gore tiirevlenememektedir. Bu durumun
sebebi ise parametrenin sinira bagli olmasidir. Fonksiyonun 8 > X p)i¢in 0’nin azalan bir
fonksiyon oldugu ve diger yerlerde 0 degerini aldig1 da goriilmektedir. Bu bilgi goz

oniinde bulunduruldugunda, 6’nin ML tahmin edicisi 8 = X(n) olarak bulunmaktadir.

Bazen parametrelerin ML tahmin edicisi yerine parametre fonksiyonlarinin ML tahmin
edicisinin degerine ihtiyag duyulmaktadir. Ornegin iistel dagilimda 0 yerine Pg(x >
5) seklinde Pg(x < 50) olasiliginin ML tahmini elde edilmek istenebilir. Dagilimin esas
parametresinin ML tahmin edicisi biliniyor ise parametre fonksiyonunun ML tahmin
edicisi kolaylikla elde edilebilir (Hogg, McKean ve Craig (2005)). Parametre fonksiyon

ile ilgili higbir kisitlama olmay1p fonksiyonun birebir olmasi yeterlidir.

Bazi durumlarda parametre tahmini bekledigimiz sonuglari vermemektedir. Bu gibi
durumlarda kitle parametreleri cezalandirilarak tahmin edicilerde aradigimiz yansizlik ve

etkinlik gibi 6zelliklerine sahip tahmin ediciler elde edilebilmektedir.
2.2 Cezalandirilmis ML Yontemi

Cezalandirma, olabilirlik fonksiyonunun grafigi diiz veya diize yakin oldugunda, standart
veya profil yaklagimlar1 aracilifiyla ML tahmininin belirlenmesini zorlastiran parametre

tahminlerinin stabilizasyonundaki problemleri ¢6zmek i¢in kullanilan bir yontemdir.
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Cezalandirma ayni zamanda Bayes gerek¢elendirmesi gerektirmemesine ragmen
biiziilme, yari-Bayes veya kismi-Bayes tahmini olarak da bilinmektedir. Ancak bunun
yerine parametre tahminlerinin degiskenliginde azalma karsiliginda bir miktar tolere
edilebilir yanlilik derecesi getirmek i¢in bir yontem olarak da goriilebilir (Greenland
2000).

Cezalandirma, herhangi bir tahmin metoduna uygulanabilir. Ancak bu tezde
cezalandirilmis olabilirlik yontemi ele almacaktir. Uciincii boliimde detayli olarak
anlatilacak olan dogrusal ¢oklu regresyon model i¢cin model parametreleri j=1,2, ..., p
igin B;’ler oldugu bilinir. Model parametreleri igin ML tahminin elde edildigi varsayilsin.
Bu durumda cezalandirilmig bir log-olabilirlik, nihai tahminleri ML tahminlerinden
uzaga, B'daki f; i¢in iyi tahminler olma olasiliginin diginda bilgi temeli olan m =
my, ...,m;) degerlerine dogru ¢eken veya kiigiilten bir cezanin ¢ikarildig: log-olabilirlik
olarak ifade edilebilir. Aragtirmacilar tarafindan en yayigin olarak kullanilan ceza f'nin
ayrt bilesenleri ile m’in ayr1 bilesenleri arasindaki farklarin karelerinin toplamidir.
Zle(ﬂj — mj)2 ile ifade edilir. Bu ifadenin ikinci dereceden bir ceza oldugu sdylenebilir.
Cezalandirilan log-olabilirlik In{L(B; y)} — r(B — m)2/2 ile gosterilebilir ve burada 1/2,
orijinal log-olabilirlige gére cezaya eklenen agirlik olarak ifade edilir. Cezalandirilmig
ML tahminini elde etmek i¢in bu cezalandirilmis log-olabilirlik maksimize edilir. Bu
formiilasyonda B, m'den uzaklastik¢a cezanin hizla biiyiidiiglinii ve cezanin nihai tahmin
tizerindeki etkisinin (yani, siradan ML tahmini ile cezali ML tahmini arasindaki fark) r

ile dogrudan orantili oldugunu gortilebilir.

Frekans teorisinde ceza fonksiyonu, bir tahmin edicinin tekrarlanan 6rnekleme (frekans)
performansini iyilestirmek ic¢in kullanilan bir stabilizasyon (yumusatma) cihazi oldugu
bilinmektedir (Hastie vd. 2009). Ceza se¢imi, arka planda yer alan bilgiler tarafindan
yonlendirilebilir. Frekansci bakis agisina gore eger m; iyi segilirse tahmin ile dogru
degeri arasindaki ortalama karesel uzaklik olan hata kareler ortalamasin1 (MSE) azaltmak

i¢in kullanilan bir yontem oldugu sdylenebilir.
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Cezalandirma ile yan her azalttiginda MSE'yi azaltacaktir. Ozellikle, ML tahmincisi
yalnizca asimptotik olarak yansiz oldugunda (lojistik regresyonda oldugu gibi) ve bu
nedenle sonlu orneklem yanliligina tabi oldugunda cezalandirmanin yanhilig1 azalttigi
goriilmiistiir (Firth 1993). Cezalandirma igin r'nin en iyi degeri bilinmemektedir. Cilinkii
secilen deger m'nin bilinmeyen dogru  degerinden ne kadar uzak olduguna bagli olarak
degismektedir. Tahmin olarak B’y1 (r = 0'a karsilik gelir ve dolayisiyla ceza fonksiyonunu
g6z ard1 edilir) ve m’i (olabilirlik fonksiyonu ve verileri esasen goz ardi edilecek kadar
bliyiik bir r degerine karsilik gelir) kullanmanin u¢ noktalar arasinda olacagi
diistiniilmektedir. Bu nedenle r, genellikle "ayar" parametresi olarak adlandirilir ve r, 0
ile oo arasinda dikkatlice ayarlandiginda en diisiik MSE'nin ortaya ¢ikacagini yansitir.
Ayni zamanda cezali maksimum olabilirlik tahmini eszamanli degisken se¢imi ve

parametre tahmini vermesi agisindan da olduk¢a 6nemli olmaktadir.

Bu tezde iiglincli boliimde lineer regresyon modellerinde bazi problemler ortaya
ciktiginda regresyon katsayilari cezalandirilarak parametre tahmini yapildig
aciklanmigtir. Lineer regresyon modellerinde ortaya c¢ikan problemlerden bazilari
bagimsiz degiskenler arasinda korelasyon yiiksek oldugunda regresyon parametrelerinin
tahmin edilememesi, bagimsiz degiskenler arasinda korelasyonun ¢ok yiiksek olmadigi
durumlarda ise regresyon Katsayi parametreleri tahmin edilebilir. Fakat bu durumda
model anlamli ancak parametrelerin standart hatalar1 olduk¢a biiyiik oldugu icin
parametrelerin anlamsiz oldugu goézlenmistir. Bu durumda regresyon parametreleri
tizerine bir kisit eklenerek olabilirlik fonksiyonu maksimize edilmistir. Dordiincii
boliimde ise iki farkli bakis acisi ile cezalandirma yapilmistir. ilk olarak yanliligi
diizeltmek i¢in Fisher bilgisinden yararlanilarak bir cezalandirma islemi yapilmaktadir.
Ikinci bir yontem ise ilgili fonksiyonun monoton artan oldugu goriildiigiinde bu
monotonlugu ortadan kaldirmak i¢in konum parametresi cezalandirilarak ML ydntemi
uygulanmistir. Cezalandirilan parametreler olabilirlik fonksiyonuna belirli diizenlemeler
ile eklendigi gosterilmistir. Elde edilen yeni amag olabilirlik fonksiyonu cezalandirilmis

ML fonksiyonu olarak adlandirilmis olup, fonksiyon maksimize edilmistir.
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3. LINEER REGRESYON MODELLERINDE CEZALANDIRILMIS EN COK
OLABILIRLIiK YONTEMIi

Regresyon analizi degiskenler arasindaki iliskiyi incelemek ve modellemek igin
kullanilan istatistiksel bir yontemdir. Regresyon analizinin en énemli amaglarindan biri
degiskenler arasindaki iliskiyi aciklayabilecek dogru modele karar vermektir. Modele
karar verebilmek i¢in degiskenler arasindaki iligkinin On analizinin yapilmasi

gerekmektedir. Bu analize dayali olarak model belirlenmelidir.

Arastirmacilar genellikle, yanit degiskenleri ile aciklayict degiskenler arasindaki
iliskilerle ilgilenirler. Ornegin, domates verimliligi calismasinda, domates verimliligini
etkilen faktorler olarak topragin yapisi, sulama miktari, sicaklik ve tohumun kalitesi gibi
etkilere bagh olup olmadigi merak edilebilir. Bu amagla nedensel iliskiyi gz ardi

etmeksizin degiskenler belirlenebilir.

Regresyon analizi, saglik sektorii ve isletme sektorii gibi bilimin birgok alaninda
kullanilmaktadir. Bu tarz ¢alismalarda yanit degiskenini a¢iklamak i¢in birden fazla etken

oldugu i¢in ¢oklu regresyon yontemi kullanilabilir.

yi, 1. gozlenmis yanit degiskenini, xij de xj agiklayici degiskeninin i. gézlem degerini
gosterdigi varsayilsin. Modelin € hata terimi i¢in E () = 0 ve Var(g) = ¢ ve hatalarin

iliskisiz oldugunu varsayimu ile ele alinir. Coklu regresyon modeli
Vi = Bo + Bixix + Boxip + -+ Ppxip + & 3.1

bi¢imindedir. Buradai=0, 1, ..., p igin ;’ler model parametreleridir. Eger model bir

aciklayici degisken igeriyorsa basit dogrusal regresyon modeli olarak adlandirilir.
(3.1)’de verilen ifade diizenlenirse
yi=x{B+e, i=12,..,n (3.2)

esitligi elde edilir. x/, tasarim matrisinin i. Satirn1 gostermek iizere ¢oklu regresyon

modelinin i. gézlemi (3.2)’de ifade edilen bi¢giminde yazilabilir.
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Gosterim agisindan kolaylik saglamasi adina modelin matris gosterimi

y=XB+e (3.3)
ile verilebilir.
1 x4, - X1p Bo &
I ‘ Il o1 xz}f"*lﬁf |7 (3.4)
1 X o Tm) |By)  Len

Burada yy«; "lik agiklanan degisken vektorii, Xpyp, ‘lik tasarim matrisi, S, ’lik katsayilar

vektdrii ve €4, lik hata terimi vektdrii olarak tanimlanir. Hatalarin 0 ortalama ve o2
varyans ile normal dagildigi varsayimi altinda (3.2)’de verilen esitlikte regresyon
katsayilar1 tahmin edilmek istenmektedir. Katsayi tahmini igin ML yontemi kullanilabilir.
Bu durumda (3.2)’de verilen ifadenin olabilirlik fonksiyonu

L(B, 02|X) = ¢ 220 (3.5)

1
L_l[ V2mo?
seklinde ifade edilebilir. Daha kolay islem yapabilmek adina olabilirlik fonksiyonunun

logaritmasi alinip diizenlendiginde

InL(B,0%|X) = ——ln(Zﬂ) - —ln(ffz) - (yl x{ B)? (3.6)

esitligi elde edilir. Buradan (3.6)’da verilen esitligin f’ya gore tirevi alinip 0’a
esitlendiginde

B= (Z > Zyx (3.7)

olarak bulunur. 8ya gére ikinci tiirevi almip § yerine yazildiginda sifirdan kiigiik oldugu
goriilmiistir. Bu durumda B’nin ML tahmin edicisi (3.7)’de verilen g oldugu
sdylenebilir. a2 icin ML tahmin edicisi de olabilirlik fonksiyonunun ¢2’ye gore tiirevinin

alinip sifira esitlenmesi ile

1% )
52 = EZ(% _ xiTﬁ)z (3.8)
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bulunur. Benzer olarak o?’ye gore ikinci tiireve bakildiginda sifirdan kiigiik oldugu
goriilmiis olup 2’nin ML tahmin edicisi (3.8)’de verilen ifadeye esit oldugu goriilmiistiir.

_ 0-xB)" v-xB)

Matris gosterimi ile 8 = (XTX) Xy ve 62 olarak ifade edilebilir.

Literattirde lineer regresyon probleminde parametre tahmini igin tercih edilen diger bir
yontem ise LS yontemidir. £ i¢in LS’ nin amag fonksiyonu (3.9)’da verilmistir.

n n

B = argminz g% = argminZ(yi —x!'B)? (3.9)
A= A=
Bu minimizasyon probleminin ¢oziilmesi ile S, = (XTX)~*Xy olarak bulunmustur. 62
~ T ~
igin LS tahmin edicisi ise o = v ‘XB:f)(pgyl_)XBLS) olarak elde edilir. Bu durumda

£;~N(0,?) oldugu varsayim altinda B i¢in ML tahmin edicisi ile LS tahmin edicisinin

ayni oldugu goriilmektedir.

ML yontemi ile regresyon katsayilari igin parametre tahmini yapilirken bazi problemlerin
ortaya c¢iktig1 tespit edilmistir. Bu problemlerden biri bagimsiz degiskenler matrisi X tam
rankli olmadig1 durumda ortaya ¢ikmaktadir. Eger matris tam rankli degilse regresyon
katsayilarinin tahmin edilemedigi goriilmiistiir. Benzer olarak bagimsiz degiskenler
arasinda yiiksek korelasyondan (korelasyonun 1 oldugu durumda) kaynakli olarak model
parametrelerinin tahmin edilemedigi goriilmiistir (Montgomery vd. 2001). Eger
korelasyon 0.80°den biiyiik 1°den kiiglik ise regresyon parametreleri tahmin edilebilir.
Ancak bu tahminlerin standart hatalarinin oldukga biiyiik oldugu goriilmiistiir. A¢iklayici
degisken sayisi fazla olmasindan kaynakli olarak da regresyon katsayilari tahmin
edilebilecegi ancak standart hatalarmin olduk¢a biiylik olma egilimi tasiyacagi
sOylenebilir. Bu durumda regresyon katsayilar1 anlamsiz oldugu fakat model anlamli
oldugu ifade edilebilir. Bunun gibi durumlarda ortaya cikan sorun coklu baglanti
problemi olarak adlandirilmaktadir. Coklu baglanti problemi asagida yer alan maddeler

ile ifade edilebilir.
(1) Regresyon katsayilart mutlak degerce oldukca biiyiik olma egilimi gosterebilirler.

(ii) Baz1 regresyon katsayilar1 yanlis isarete sahip olabilirler.
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(i) Korelasyon matrisinin 6z degerleri sifir ya da sirifa yakin olma egilimi gosterebilirler

(Foucart, 1999).

Katsayilar1 tahmin etmede kullanilan vektorler ortogonallikten ne kadar biiyiik bir sapma

gosterirse bu tiir zorluklarin yaganma olasiliginin artacagi sdylenebilir.
Coklu baglantinin sonuglari ise asagida maddeler halinde verilmistir.

(i) ML yontemi kullanilarak elde edilen tahminler, gergcek degerlerinden oldukga farkli

yonelim gosterdigi sdylenebilir.

(if) Elde edilen tahminler yansiz ancak tahminlerin standart hatalar1 oldukga biiyiik
oldugu ifade edilebilir. Veride yapilan ¢ok kiigiik degisiklikler bile parametrelerin

isaretlerini degistirebilme egilimde olduklar ifade edilebilir.

(i) Yiksek coklu baglanti altinda parametre tahminleri kararsiz bir davranis sergiledigi

sOylenebilir.

Bu sebeplerden dolay1r bu sekilde ele alinan modeller arastirmacilarin ihtiyaglarini

karsilamak i¢in uygun olmamaktadirlar.

Bu gibi durumlarda ortaya ¢ikan ¢oklu baglanti problemi ¢ézmek igin B’lar iizerine
kisitlar konularak olabilirlik fonksiyonunu maximum yapan 3 degeri bulunabilir. Bu
durumda  iizerine konulan kisit ceza olarak adlandirilir. Bu yontem literatiirde en sik
kullanilan yontemlerden biri olan Bridge (Frank ve Friedman 1993) cezalandirma

yontemi olarak adlandirilir.

3.1 Regresyon i¢cin Cezalandirilmis ML Yontemlerinden Bazilari: Bridge, Ridge,
LASSO ve Elastik Net

Bu béliimde ele alinacak olan Bridge (Frank ve Friedman 1993), LASSO (Tibrishani
1996) ve Elastik Net (Zou ve Hastie 2005) yontemleri parametre tahmini ve model

secimini e zamanda yapmasi ile de oldukg¢a 6nemli oldugu sdylenebilir.
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3.1.1 Bridge regresyon

Bu boliimde regresyon parametre tahminleri elde edilirken ortaya ¢ikan ¢oklu baglanti

probleminin ¢6ziimii i¢in kullanilan Bridge Regresyon yontemi agiklanacaktir.

Uciincii boliim (3.3)’te verilen modelde hatalarin birbirinden bagimsiz 0 ortalama ve
o2 varyans ile normal dagildig1 (g;~N(0, 62)) varsayilsin. O halde normal dagilimm ML

tahmin edicisi igin olabilirlik fonksiyonu

1 1 _%Zizl(%’_xiTﬁ)z

LB, o*|X=x) = @O om

(3.10)

gibi yazilabilir. Daha kolay islem yapabilmek adina verilen ifadenin logaritmasi alinir.
1 n
n !
log (L(B, %X = x)) = —5logm) —nlogs === > =X/ (3.11)
i=1

Burada verilen )’ ?zl(yi — X;'B)? ifadesi

Z(J’i —Xi'B)? =1 — X' B + (2 — X' B)*+... +(yn — X' B)? (3.12)
i=1

ile de gosterilebilir.

1 —X1'B)

(v2 — X2'B)

(s —X3'B) (3.13)
(yn _.Xn’ﬁ)

Bu ifade Oklid uzantismma esit olmaktadir. Bu o6klid uzantist da  —||Y — XB||? =
—(Y = XB)T(y — XpB)’dir. Bu ifadenin minimumunu bulmak i¢in esitlik —1 ile ¢arpalir.
O halde ||Y —XB||12 = (Y — XB)T(y — XB) esit olmaktadir. O halde lineer regresyon

modelinde amag fonksiyonu

Qv = -Xp)" v - Xp) (3.14)

ile ifade edilebilir.

24



Bridge tahmin edicisi, bu boliimde bahsedilecek olan Ridge ve LASSO yontemlerinin

genellestirilmis halidir. Frank ve Friedman (1993) tarafindan 6nerilen ceza terimi

p

pa,(B) = ZIB,-IY (3.15)

Jj=1

ifade edilmistir. O halde dogrusal regresyon modeli ig¢in amag fonksiyonu

P
14
Qs = (Y = XBY (v = XB) + 2 ) | (3.16)
j=1
seklinde tanimlanabilir. Bu amag fonksiyonunu minimize edilerek parametre tahmini ve

es zamanli olarak degisken se¢imi yapilabilir. ML yontemi ile

p
Qs =—1n(®) +2 ) |5, (3.17)
j=1

tahmin ediciler bulunmak istendiginde j=1 olacak sekilde olabilirlik fonksiyonunun
negatifi minimize edilerek parametre tahmini ve es zamanli olarak degisken secimi
yapilabilir. (3.16)’da verilen amag¢ fonksiyonunu [ gbére minimize etmek olabilirlik
fonksiyonunun negatifini almak ile ayn1 noktaya ulasmaktadir. Burada yer alan terimler

Cizelge 3.1°de verilmistir.

Cizelge 3.1’de Bridge regresyon yontemi i¢in (3.17)’de verilen amag fonksiyonunda yer

alan ifadelerin aciklamas1 verilmistir.

Cizelge 3.1 Bridge yonteminde yer alan terimlerin agiklamasi

yvel Ceza ayar parametresi (1 > 0)
0 = B,o° Parametre vektorii
InL(.) Log-olabilirlik fonksiyonu
14
Z 18, L, tipi ceza fonksiyonu
j=1
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Bridge yonteminde, 0 <y <1 araliginda segcilir ise degisken se¢imi yapmaktadir. Eger y
> 1 secilirse de katsayilari sifira biizdiigii bilinmektedir. Bridge ceza fonksiyonunda y =
1 olarak almirsa L; tipi ceza fonksiyonu olarak adlandirilan LASSO ceza terimine
(Tibshirani 1996), y = 2 olarak alindiginda ise Ridge regresyona (Hoerl ve Kennard
1970) doniismektedir.

1) y>2igin |B1]Y + B[ <1 2) y=2icin B7 +p3 <1
3) y=1ligin |B1| + (B2l =1 4)y <2iginigin [B4 |V + [B2|V < 1
gamma > 2 gamma =2
‘T-i.u 05 00 05 1.0 7-1.0 05 00 05 10
gamma = 1 gamma < 1
o /\ a
: s \K
7-1.0 05 00 05 1.0 741.0 45 00 0.5 1.0

Sekil 3.1 L, tipi ceza fonksiyonu i¢in y' ya Gore Grafikler (Fu 1998)

Sekil 3.1°de iki boyutlu parametre uzayinda Bridge regresyonun siirlandirildigi bolgeye
ait grafiklerin degisimi verilmistir. y degistikce Z|Bj |Y’nin nasil bir davranis sergiledigi
gosterilmistir. Burada y = 1 igin LASSO regresyonun katsaymin ifadesi ve y = 2 i¢in

Ridge regresyonun katsayinin grafikleri oldugu sdylenebilir.

Cizelge 3.2’de R paket programinda MASS kiitiiphanesinde tanimli olan Boston veri

setinin degiskenlerine iligkin agiklamalar verilmistir.
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Cizelge 3.2 R paket programinda MASS kiitiiphanesinde tanimli olan Boston veri setinde
yer alan degiskenler

R paket programinda MASS kiitiiphanesinde olan Boston verileri

X4 crim Sehirlere gore kisi basi sug orani

X, Zn 25.000 fit’ in iizerindeki arsalar i¢in imar edilmis konut

arazisinin orani

)& indus Sehir bagina parakende dis1 is akdinin orani

X4 chas Charles River kukla degiskeni (kanal nehri sinirlanirsa
1;aksi halde 0)

X5 nox Nitrik asit konsantrasyonu (10 milyon pargada)

X6 Rm Konut bas1 ortalama oda sayis1

X age 1940’tan once insa edilen birimleri kullananlarin yasi

Xg dis Bes Boston istihdam merkezine olan agirlikli mesafeler

Xq rad Radyal otoyollara erisim endeksi 10.000$ basina vergi tam

deger emlak vergisi orani

X410 ptratio Sehre gore §gretmen 6grenci orani
X11 black 1000-(Bk-0.63)2 burada Bk sehre gore siyahlarin oranidir
X4, Lstat Niifusun % olarak diisiik statiisii

Burada Cizelge 3.2°de verilen agiklayici degisken matrisi (X=X, X5, ..., X;,) ; crim, zn,
indus, chas, nox, rm, age, dis, rad, ptratio, black ve Lstat degiskenlerinin degerlerinden
olusmaktadir. Y (agiklanan degiskenler vektorii) ise R paket programindan “medv”
komutu ile Boston veri setinin benzerlik vektoriinden olusmaktadir. Sekil 3.2°de Cizelge

3.2°de verilen degiskenlere ait korelasyon grafigi verilmistir.

27



w

P @
5 o w B =
© @ o @ N

o -0000
.
® Qoo
® 0000
® X I
- 0000
ptratio .
-@ 000000 Y
e O 00

cha
ptratio
black
900000 0-
'. medy
=

rrm

indus

m

age

dis

rag

r 02

o

. . . . . . e

tax

Sekil 3.2 Boston veri setinin korelasyon matrisinin grafigi

Sekil 3.2°de Boston veri setine ait korelasyon matrisi verilmistir. Verilen sekle bakilarak
koyu mavi olan iki degisken arasindaki korelasyonlar yiiksek olurken kirmiziya doniik

olan renklerde ise korelasyonun diisiik oldugu sdylenebilir.

3.1.2 Ridge regresyon

Coklu regresyon modeli i¢in hata kareler toplamina dayali parametre tahmini yapilirken
tahmin vektorleri ortogonal olmadiginda tahmin edicilerin elde edilemedigi ya da tahmin
edilse bile tahmin edicilerin standart hatalarinin oldukca yiiksek oldugu gozlemlenmistir.
Bu durumu gidermek i¢in Hoerl ve Kennard (1970) tarafindan Ridge regresyon yontemi
onerilmistir. Onerilen yontem X T X'in kdsegenine kiiciik pozitif nicelikler eklemeye dayali
bir tahmin prosediirii oldugu sdylenebilir. Tasarim matrisi X ortogonal olmadiginda bu
durumun etkilerini iki boyutta gdstermek i¢in Ridge izi tanitilmigtir. Hatalarin 0 ortalama

ve o2 varyans ile normal dagildig1 varsayilsin. Ridge regresyonun ceza terimi,
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14
pa;(B) = ZIBJ-I2 (3.18)
j=1

ile verilmektedir. O halde lineer regresyon modeli igin

p
Qe =Y =XB)' v = XB) +2 ) |5’ (3.19)
j=1

J
ile verilen amag fonksiyonunun B’ya gore minimize edilmesi ile B bulunabilir. Burada
amag¢ fonksiyonunu minimize etmek olabilirlik fonksiyonunun negatifini almak ile es
deger olmaktadir. Ridge regresyon icin ML yontemi kullanilarak elde edilen amag

fonksiyonu

14
Qi = —Ln(®) +2 ) |5 (3.20)

J

gibi tanimlanabilir.

Cizelge 3.3’te Ridge regresyon yontemi i¢in (3.20)’de verilen amag fonksiyonunda yer

alan ifadelerin agiklamasi verilmistir.

Cizelge 3.3 Ridge regresyonun amag fonksiyonunda yer alan terimlerin agiklamasi

A Ceza ayar parametresi (4 > 0)
8 = (B,o?) Parametre vektorii
InL(.) Log-olabilirlik fonksiyonu
14
Z|ﬁj|2 L, tipi ceza fonksiyonu
j=1

Cizelge 3.3’te Ridge regresyon modelinin amag¢ fonksiyonunda yer alan terimlerin

|2 L, tipi ceza fonksiyonu olarak tanimlanir. O halde

agiklamasi Verilmistir.z:?= 1 |,B )i

(3.20)’de verilen amag fonksiyonun B’ya gore tiirevi almip 0’a esitlendiginde B =

(XTX + AD)~1XTy olarak bulunur. Burada I birim matris olarak ele almr.
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Sekil 3.3°te R paket programinda MASS kiitiiphanesinde taniml1 olan Boston veri setinde

13 13 13 13 13
L 1 1 1
(=T = — — —
@
T
@
€
©
=
O
o
T T T T
0 2 4 6 8
Log Lambda

Sekil 3.3 Boston veri seti i¢in Ridge regresyonun model katsayilariin degerleri

Sekil 3.3’te eger A, 0’a yakinsa, katsayilar ML tahminlerine denk gelmektedir. A’ y1
arttirarak Kkatsayilar cezalandirilir ve 0’a yakinsadigi goriilmektedir. Ornegin mor ile

verilen katsay1 log 7°de 0’a yakinsamaktadir.

Sekil 3.6’da R paket programinda MASS Kkiitiiphanesinde tanimli olan Boston veri seti
icin artiklar1 en aza indirgeyen bir model konfiglirasyonu ve dolayisiyla degerinin
bulunmas1 gerekmektedir. Bunun i¢in R paket programinda yer alan “Glmnet” paketi
kullanilabilir. Bu paketin igerisinde yer alan Cv.glmnet komutu Boston veri kiimesinde

10 kat ¢apraz dogrulama gergeklestirir ve MSE’i hesaplayarak model performansi
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degerlendirilir. Cv.glmnet nesnesinde plot komutunun ¢agrilmasi, Ridge regresyon icin

MSE ve agiklayict degiskenler arasindaki iliskinin bir grafik temsili verilmistir.

13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13

--------
.

Mean-Squared Error

.®
.
1]
.
.......
-----

I I T I T
0 2 4 6 8

Loa(#)

Sekil 3.4 Boston veri seti kullanildiginda Ridge regresyon i¢in hatay1 en aza indirgeyen
A'nin se¢imi

Bu grafik MSE’ nin A ile arttigin1 gostermektedir. Noktali dikey ¢izgiler minimum
ortalama ile ¢apraz dogrulanmis hatay1 veren A degerini ve hata minimumunun 1 standart
hatas1 dahilinde olacak sekilde A’ nin en biiylik degerini gostermektedir. Dolayis1 ile
MSE’nin regresyon analizinde diisiik olmasi istendiginden noktali dikey ¢izgiler arasinda

kalan en kiiciik A degeri se¢ilmektedir.

Cizelge 3.4’te Boston veri seti kullanildiginda Ridge regresyon icin elde edilen katsay:

tahminleri verilmistir.
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Cizelge 3.4 Boston veri seti kullanildiginda Ridge regresyon i¢in regresyon katsayilarinin

tahminleri
Degisken Tahmin
Intercept 29.2383
crim -0.0767
zn 0.0266
indus -0.0624
chas 2.5289
nox -11.4855
Ridge rm 3.7289
age 0.0020
dis -1.0599
rad 0.1661
tax -0.0053
ptratio -0.8632
black 0.0096
Istat -0.4978

Cizelge 3.4’te Boston veri seti i¢in Ridge regresyona ait katsayi tahminleri verilmistir.

Ornegin zn degiskenine ait katsay1 0.0266 olarak tahmin edildigi yorumu yapilabilir.

3.1.3 LASSO regresyon

Modelleme belirleme agamasinda siradan ML ve Ridge regresyon tahmin edicilerinin
ozellikleri incelenmistir. Burada Ridge tahmin edicilerin tahmin konusunda oldukca
basarili sonuglar elde ettigi goriilmiistiir. Ancak bu tahmin edicilerin varyanslarinin
oldukga biiyiik oldugu gozlemlenmistir. Tahmin edicilerin sergiledikleri bu 6zellikler
incelendiginde ¢oklu baglanti problemi ortaya ¢iktigi durumda biiyiik varyansa sahip
olmalarindan kaynakli yeterli olmadiklar1 tespit edilmistir. ML tahminlerin yaninin
genellikle oldukea diisiik oldugu ancak varyanslarinin da biiyiik oldugu gézlemlenmistir.

Kestirim dogrulugunu elde edebilmek icin bazen katsayilar 0’a dogru bir ayarlama
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yapilarak daraltilabilir. Bu iglem yapilirken tahmin degerlerinin varyansini azaltabilmek
adina kiiglik sapmalar g6z ardi edilebilir. Bunun sonucunda tahminin genel dogrulugu
gelistirilebilir. Ridge, katsayilar1 daraltan bir tahmin edici olmasi nedeniyle daha kararli
bir yapiya sahiptir. Fakat katsayilarin sifira daraltamadigi i¢in modelin yorumlanabilmesi
oldukca gili¢ olmaktadir. Model yorumlanmasi ile ilgili ¢ikan zorluklara karsi1 LASSO
Tibshirani (1996) 6nerilmistir.

Gliniimiizde oldukga popiiler olan makine 6grenimi gibi konularda siklikla kullanilan
regresyon modellerinden biri LASSO’dur (Tibshirani 1996). LASSO elde edilen
istatiksel modelin tahmin dogrulugunu ve yorumlanabilirligini gelistirmek icin tercih
edilir. Tibshirani (1996) L, normu (Hoerl ve Kennard 1970) yerine L; normunu
(Tibshirani 1996) 6nermistir. Bu norm es zamanli olarak parametre tahmini ve degisken

secimi yapilmasina olanak saglamistir. Bu yontem kayip fonksiyonu Z?zll ﬁj| < t kisit1

altinda minimize eder ve buna L, tipi cezalandirma fonksiyonu denilir.

LASSO’nun ceza terimi
D
i, (B) = Zlﬁjl (3.21)
j=1

ile verilmektedir. O halde dogrusal regresyon modeli i¢in amag fonksiyonu,

p
Q= =Xp) (v = XB) +2 ) |B| (3.22)

J
ile ifade edilir. Amag fonksiyonunun minimize edilmesi ile § bulunabilir. Burada amag
fonksiyonunu minimize etmek tipki bridge ve ridge de oldugu gibi olabilirlik
fonksiyonunun negatifini almak ile es deger oldugu sdylenebilir. LASSO regresyon igin

ML yontemi kullanilarak elde edilen amag fonksiyonu

14
0; = ~In(0) +2 ) || (3.23)

J

ile tanimlanir.
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Cizelge 3.5’de LASSO regresyon modeli igin amag fonksiyonunda yer alan terimlerin

aciklamasi verilmistir.

Cizelge 3.5 LASSO regresyonun amag fonksiyonunda yer alan terimlerin agiklamasi

A Ceza ayar parametresi (1 > 0)
0 = (B,0?) Parametre vektorii
InL(.) Log-olabilirlik fonksiyonu
14
z|ﬁj| L, tipi ceza fonksiyonu
j=1

Cizelge 3.5’de LASSO regresyon modelinin amag¢ fonksiyonunda yer alan terimlerin

aciklamasi verilmistir. Z;’=1| B j| L, tipi ceza fonksiyonu olarak tanimlanir.

Bu optimizasyon probleminin agik bir ¢oziimii olmadigi i¢in hesaplamalarda LQA (Local
Quadratic Approximation — Yerel Karesel Yaklagim) (Fun ve Li 2001), LLA (Local
Linear Approximation — Yerel Dogrusal Yaklasim) (Zou ve Li 2008) veya Shooting

Algoritmasi (Fu 1998) gibi niimerik metotlara bagvurulabilir.

Diger tahmin yontemleri incelendiginde LASSO’nun hem parametre tahminini hem de
degisken sec¢imini esanli olarak yapmasi ve uygulama kolayliginin olmasi onun
Ustlinliiglinii gdstermektedir. LASSO’nun diger tahmin edicilere gore daha basarili
sonuclar elde etmesinin temelde iki sebebe dayanmaktadir. Ilk olarak LASSO da
diizglinlestirmenin yapiliyor olmasi dogrudan model se¢imini verir. Bunun biiyiik bir
avantaj oldugu sdylenebilir. Tkinci avantaji ise sayisal olarak uygulanabilir olmasi olarak
nitelendirilebilir. R programinda MASS kiitiiphanesinde tanimli olan Boston verisi

kullanilarak LASSO regresyon analizi yapilmistir ve analiz sonuglar1 yorumlanmaigtir.
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Sekil 3.5°te R paket programinda MASS kiitiiphanesinde tanimli olan Boston veri setinde
LASSO regresyon kullanilarak log A’ nmin bir dizisi i¢in (varsayilan 100) model

katsayilarinin degerlerini gosteren grafik verilmistir.

Coefficients

-10

Log Lambda

Sekil 3.5 Boston veri seti igin LASSO regresyonunun model katsayilarinin degerleri

Sekil 3.5’te verilen grafik log A’ nin bir dizisi i¢in (varsayilan 100) model katsayilarinin
degerlerini gostermektedir. A, 0’a yakinsa, katsayilar ML’e karsilik gelir fakat A> y1
arttirarak katsayilar cezalandirilir ve 0’a yakinsadigi goriilmektedir. Ornegin mor ile

verilen katsay1 log 2°de 0°a yakinsamistir.

Sekil 3.6’da Ridge regresyonunda verilen mantik ile ayni olarak R paket programinda
MASS kiitiiphanesinde taniml1 olan Boston veri seti i¢in artiklar: en aza indirgeyen bir
model konfiglirasyonu ve dolayisiyla degerinin bulunmasi gerekmektedir. Bunun i¢in R
paket programinda yer alan “Glmnet” paketi kullanilabilir. Bu paketin igerisinde yer alan

Cv.glmnet komutu Boston veri kiimesinde 10 kat ¢apraz dogrulama gerceklestirir ve
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MSE’i hesaplayarak model performansi degerlendirilir. Cv.glmnet nesnesinde plot
komutunun ¢agrilmasi, LASSO regresyon i¢in MSE ve agiklayici degiskenler arasindaki

iliskinin bir grafik temsili verilmistir.
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Sekil 3.6 Boston veri seti kullanildiginda LASSO regresyonu icin hatayr en aza
indirgeyen A'nin se¢imi

Bu grafik MSE’nin A ile arttigin1 gosterir. Noktali dikey ¢izgiler minimum ortalama ile
capraz dogrulanmis hatayr veren A degerini ve hata minimumunun 1 standart hatasi
dahilinde olacak sekilde A’nin en biiyiik degerini gostermektedir. Dolayist ile MSE’nin
regresyon analizinde diisiik olmasi istendiginden noktali dikey ¢izgiler arasinda kalan en

kiiclik A degeri secilmektedir.

Cizelge 3.6’da Boston veri seti kullanildiginda LASSO regresyonu i¢in elde edilen

katsay1 tahminleri verilmistir.
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Cizelge 3.6 Boston veri seti kullanildiginda LASSO regresyonu i¢in regresyon
katsayilarin tahminleri

Degisken Tahmin
Intercept 37.2251
crim -0.0912
zn 0.0381
indus -0.0153
chas 2.2947
LASSO nox -16.7956
rm 3.5219
age 0.0086
dis -1.3750
rad 0.3154
tax -0.0117
ptratio -0.9554
black 0.0098
Istat -0.5600

Cizelge 3.6’da Boston veri seti icin LASSO regresyonuna ait katsayr tahminleri

verilmistir. Ornegin age degiskenine ait katsay1 0.0086 olarak elde edilmistir.

3.1.4 Elastik Net regresyon

Esnek net dogrusal regresyonu, regresyon modellerini diizenli hale getirmek i¢in hem
LASSO hem de Ridge tekniklerinden gelen L; ve L,normundan gelen cezalar1 kullanir.
Elastik net, istatistiksel modellerin diizenlilestirilmesini iyilestirmek i¢in eksiklikleri
belirleyerek hem LASSO hem de Ridge regresyon yontemlerini birlestiren bir teknik
kullanir. Elastik net model se¢imi ve parametre tahminini es zamanli yapmak i¢in
kullanilir. Elastik net yontemi, LASSO’nun yiiksek boyutlu veriler i¢in sinirlamalarini

tyilestirmek icin L, normu cezasini kullanir. Elastik net prosediirii doygunluga kadar “n”
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sayida degiskenin dahil edilmesini saglar. Zou ve Hastie (2005) elastik net amag

fonksiyonunu agagidaki gibi tanimlamiglardir.

p p
Qs = (Y = XBY (v = XB) + 41 ) || + 1. ) g (3.24)
j=1 j=1

Bu amag fonksiyonu minimize edildiginde ya da hatalarin 0 ortalama ve o2 varyans ile
normal dagildig1 varsayildiginda esdeger olarak olabilirlik fonksiyonunun negatifi

alindiginda elde edilen amag fonksiyonu

P p
. 2
0: = (@) +2 ) |8;| + 2. ) |B] (3.25)
j=1 j=1
minimize edilerek parametre tahmini yapilabilir. Ancak parametrelerin acik formu elde

edilemediginden niimerik bir ¢6ziim bulunabilir.

Sekil 3.7°te Ridge, Elastik Net ve LASSO regresyona ait grafik verilmistir.

Elastic Net

Ridge

Lasso

Sekil 3.7 Ridge, Elastik Net ve LASSO regresyona ait grafikler (CFI Team 2022)
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Sekil 3.7°te Ridge, Elastik Net ve LASSO regresyona ait grafik verilmistir. Elastik Net
ceza terimi olarak hem Ridge hem de LASSO’nun ceza terimini kullanmaktadir. Elastik
Net LASSO da yer alan smirlamalar1 kaldirmak igin ||B]|? ikinci dereceden bir ifade
icermektedir ve Ridge’in cezasi oldugu (L,) ifade edilebilir. Bu ikinci dereceden ifade

olabilirlik fonksiyonunu dis bukey olmaya dogru yonelttigi soylenebilir.

Sekil 3.8’de R paket programinda MASS kiitliphanesinde tanimli olan Boston veri
setinde Elastik Net regresyon kullanilarak log A’nin bir dizisi igin (varsayilan 100)

model katsayilarinin degerlerini gosteren grafik verilmistir.

Coefficients

10

T T T T T T
-4 3 2 1 0 1 2

Log Lambda

Sekil 3.8 Boston veri seti i¢in Elastik Net regresyonunun model katsayilarinin degerleri

Sekil 3.8°de verilen grafik log A’nin bir dizisi i¢in (varsayilan 100) model katsayilarinin
degerlerini gostermektedir. A, 0’a yakinsa, katsayilar ML’e karsilik gelir fakat A’y1
arttirarak katsayilar cezalandirilir ve 0’a yakinsadigi goriilmektedir. Ornegin mor ile

verilen katsay1 log 2°de 0’a yakinsamustir.
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Sekil 3.9’da Ridge ve LASSO regresyonunda verilen mantik ile ayni olarak R paket
programinda MASS kiitiiphanesinde tanimli olan Boston veri seti i¢in artiklar1 en aza
indirgeyen bir model konfigiirasyonu ve dolayisiyla degerinin bulunmasi1 gerekmektedir.
Bunun i¢in R paket programinda yer alan “Glmnet” paketi kullanilabilir. Bu paketin
icerisinde yer alan Cv.glmnet komutu Boston veri kiimesinde 10 kat ¢apraz dogrulama
gerceklestirir ve MSE’i hesaplayarak model performansi degerlendirilir. Cv.glmnet
nesnesinde plot komutunun ¢agrilmasi, Elastik Net regresyonu i¢in MSE ve agiklayict

degiskenler arasindaki iligkinin bir grafik temsili verilmistir.
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Sekil 3.9 Boston veri seti kullanildiginda Elastik Net regresyonu i¢in hatayr en aza
indirgeyen A'nin se¢imi

Bu grafik MSE’nin A ile arttigin1 gosterir. Noktali dikey ¢izgiler minimum ortalama ile
capraz dogrulanmis hatayr veren A degerini ve hata minimumunun 1 standart hatasi

dahilinde olacak sekilde A’nin en biiyiik degerini gostermektedir. Dolayis1 ile MSE’ nin
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regresyon analizinde diisiik olmasi istendiginden noktali dikey ¢izgiler arasinda kalan en

kiiclik A degeri se¢ilmektedir.

Cizelge 3.7°de Boston veri seti kullanildiginda Elastik Net regresyonu icin elde edilen

katsay1 tahminleri verilmistir.

Cizelge 3.7 Boston veri seti kullanildiginda Elastik Net regresyonu i¢in regresyon
katsayilarinin tahminleri

Degisken Tahmin
Intercept 36.7275
crim -0.0907
zn 0.0374
indus -0.0204
Elactic Net chas 2.3202
nox -16.4577
rm 3.5333
age 0.0084
dis -1.3588
rad 0.3053
tax -0.0112
ptratio -0.9503
black 0.0098
Istat -0.5572

Cizelge 3.7°de Boston veri seti i¢in Elastik Net regresyonuna ait katsayr tahminleri

verilmistir.
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Cizelge 3.8’de R paket programinda yer alan MASS kiitiiphanesi i¢inde tanimli olan
Boston verisi igin regresyon parametrelerinin ML, Ridge, LASSO ve Elastik Net

tahminleri verilmistir.

Cizelge 3.8 Boston veri seti i¢gin ML, Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlari i¢in
regresyon katsayilar1 tahminleri

Regresyon Katsilar1 Tahminleri
Degisken MLE Ridge LASSO Elastik Net
Intercept 37.7336 29.2383 37.2251 36.7275
crim -0.0939 -0.0767 -0.0912 -0.0907
zn 0.0394 0.0266 0.0381 0.0374
indus -0.0130 -0.0624 -0.0153 -0.0204
chas 2.2902 2.5289 2.2947 2.3202
nox -17.1306 -11.4855 -16.7956 -16.4577
rm 3.4992 3.7289 3.5219 3.5333
age 0.0098 0.0020 0.0086 0.0084
dis -1.3908 -1.0599 -1.3750 -1.3588
rad 0.3309 0.1661 0.3154 0.3053
tax -0.0124 -0.0053 -0.0117 -0.0112
ptratio -0.9607 -0.8632 -0.9554 -0.9503
black 0.0098 0.0096 0.0098 0.0098
Istat -0.5621 -0.4978 -0.5600 -0.5572

Cizelge 3.8’de verilen regresyon katsayilarina bakilarak LASSO regresyon analizi
sonucunda elde edilen regresyon katsayilarinin tahminlerinin ML’e yakin oldugu
goriilmiistiir. Yani Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyon karsilastirildiginda A’y1 0’a
biizen dolayisiyla da ML’e en yakin sonu¢ veren analiz yonteminin LASSO oldugu

goriilmiistiir.
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Cizelge 3.9°da R paket program1 MASS kiitiiphanesinde tanimli olan Boston veri seti i¢in
Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlari igin MSE ve agiklama katsayis1 (r*) degerleri

verilmistir.

Cizelge 3.9 Boston veri seti i¢in Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlar1 i¢gin MSE
ve agiklama katsayisi (R?) degerleri

Model MSE R?

Ridge 4.6454 0.7657
LASSO 4.5866 0.7618
Elastic Net 45874 0.7621

Cizelge 3.10°da Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlara ait hata MSE ve R? degerleri
verilmistir. En yiiksek R? degerinin Ridge regresyona ait oldugu sdylenebilirken
MSE’nin de en diisiik degerinin LASSO regresyona ait oldugu sdylenebilir. MSE’si

kiigiik olan modelin daha anlamli oldugu s6ylenebilir.

Cizelge 3.10°da Boston veri seti i¢in Ridge, LASSO, Elastik Net modellerine ait en iyi A

degerleri verilmistir.

Cizelge 3.10 Boston veri seti i¢in Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlari i¢in en iyi

A degerleri
En lyi A Degeri
Ridge (x = 0) 0.6804
LASSO (a =1) 0.0070
Elastik Net (a = 0.1) 0.0388

Cizelge 3.10’da Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlar i¢in en iyi A degerleri
verilmistir. A degerleri Ridge i¢in 0.6804, LASSO i¢in 0.0070 ve Elastik Net i¢in 0.0388

olarak elde edilmistir.
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Cizelge 3.11°de Boston veri setine iliskin Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlarina

ait p degerleri verilmistir.

Cizelge 3.11 Boston veri seti i¢in Ridge, LASSO ve Elastik Net regresyonlarinin
parametre tahminlerinin p-degerleri

Degisken A=0 (Ridge) A=1 (LASSO) A=0.5 (Elastic Net)
crim 1.7e-02 9.8e-05 2.1e-02
zn 1.4e-02 9.0e-02 3.1e-01
indus 8.5e-01 2.0e-04 1.1e-02
chas 1.5e-02 6.2e-05 3.7e-04
nox 8.0e-05 7.7e-04 2.3e-03
m 9.1e-15 2.9e-42 2.7e-32
age 5.3e-01 3.3e-01 9.6e-01
p-Degeri
dis 1.6e-09 4.2e-02 1.2e-03
rad 1.8e-05 2.9e-02 8.5e-01
tax 4.3e-03 7.4e-06 1.6e-02
ptratio 1.6e-10 4.1e-24 2.2e-19
black 8.0e-04 6.0e-08 3.6e-06
Lstat 2.1e-21 5.6e-78 4.1e-46

Cizelge 3.11°de verilen p degerlerine bakilarak her bir regresyon analizi sonucunda ele

edilen parametre tahminlerinin anlamli oldugu s6ylenebilir.

Ayrica (3.3)’te verilen c¢oklu regresyon modelinde hatalarin birbirinden bagimsiz 0
ortalama ve 2c2varyans ile laplace dagildig1 (g;~Laplace(0,0) ) varsayildiginda ML
yontemi i¢in amag fonksiyonu kullanilarak elde edilen tahmin edicilerin robust oldugu

sOylenebilir.
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3.2 Tikhonov

K&tii kurulmus problemlere bilimin birgok alaninda rastlanmaktadir. Iyi ve kotii kurulmus
problem kavrami 20. yiizyilin baglarinda Hadamard (1902) tarafindan tanitilmistir.
Hadamard’a gore iyi tanimlanmis bir problem varolus, benzersizlik ve kararlilik
ozelliklerini tasimalidir. Bu kosullardan en az biri veya daha fazlasi karsilanmazsa,
problemin koétii tanimlandigr kabul edilmistir (Stando ve Rudnicki 2007). Bazi model
parametrelerinin degerleri gozlemlenen verilerden elde edilebilir. Bu gozlemlenen veri
kullanilarak elde edilen ters problemlerin genellikle hatali oldugu gorilmistiir
(Hadamard 1902). Bu kosulsuz problemleri iyi yapilandirmis hale getirmek i¢in bazi
yontemler kullanilir. Bu yontemler diizenlilestirme teknikleri iizerine kuruludur.
Diizenlilestirmenin temel amaci sorunu istikrara kavusturmaktir. Bu amag i¢in en sik
tercih edilen yontemlerden biri 1984 yilinda Andrey Tychonoff tarafindan adlandirilan
Tikhonov diizenlilestirmesidir (Groetsch 1984). Istatistikte, Ridge regresyonun genel hali

olarak da bilinir.

Tikhonov diizenlilestirmesinin en temel hali
mﬁinllXﬁ =yl + @?lIBI3 (3.26)

ile verilir. Burada @2= A €R*, diizenlilestirme ya da degis tokus parametresi olarak
adlandirilir. Hatalarin birbirinden bagimsiz 0 ortalama ve 62 varyans ile normal dagildig
(£;~N(0, 62)) varsayim altinda (3.26)’da yer alan ifadenin matris gdsterimi

p
Q= =XBY v = XB) + ¢ ) | (3.27)
j=1

ile ifade edilir. Burada amag¢ fonksiyonun ff’ya gore minimum yapilmasi demek ML
yonteminde olabilirlik fonksiyonunun negatifinin alinmas1 ile esdeger oldugu

sOylenebilir. O halde ML yontemi kullanilarak elde edilen amag fonksiyonu

P
0y = —In(6) + <pZZ|ﬁj|2 (3.28)
=1

ile verilir.
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Cizelge 3.12°de Tikhonov diizenlilestirmesinde yer alan terimlerin agiklamasi verilmistir.

Cizelge 3.12 Tikhonov diizenlilestirmesinde yer alan terimlerin agiklamasi

p? =1 Ceza ayar parametresi (1 > 0)
0 = (B,0?) Parametre vektorii
InL(.) Log-olabilirlik fonksiyonu
14
z|ﬁj|2 L, tipi ceza fonksiyonu
j=1

Cizelge 3.12°de Tikhonov diizenlilestirmesinde Z?=1|ﬁj|2 L, tipi ceza fonksiyonu
kullanilir. Ugiincii kisimda yer alan Ridge regresyon ile ayni ceza terimini kullandig

sOylenebilir.

Tikhonov diizenlemesinde, diizenlilestirilmis ¢6ziim artik norm ve bir yan kisitin agirlikl
bir kombinasyonunun kiiglltiicisii  olarak  diistiniilmektedir. Kenar Kkisitinin
minimizasyonuna verilen agirhk diizenlilestirme parametresi tarafindan kontrol
edildiginden, ¢6ziimiin kalitesi bu parametre tarafindan belirlenir. Artik hata ile
diizenlilestirme hatas1 arasinda denge kurabilen bir parametredir, yani yaklasik ¢o6ziimiin
kararliliginda, optimal bir diizenleme parametresi olarak kabul edilmektedir (Stando ve
Rudnicki 2007). Verideki hatanin normu veya hatasiz problemin ¢éziimiiniin normu
mevcut oldugunda, diizenlilestirme parametresi i¢in uygun bir deger diisiinmek ve
hesaplamak miimkiin olmaktadir (Friedman 1991). Tikhonov diizenlemesi kotii
konumlandirilmis denklemlere uygulandiginda diizenlilestirme parametresi yaklagimlar
icin en uygun yakinsama oranini vermektedir. Bununla birlikte, yakinsama oranlar
tiiretildiginde, stabilizasyonun dogasi (yani, Tikhonov diizenlemesinde yar1 norm se¢imi)

ve ¢ozlime dayatilan diizenlilik hakkinda varsayimlar yapilmalidir (Nair vd. 1997).

Yakinsama orani agisindan istikrar ve diizenlilik arasinda bir degis tokus oldugu

sOylenebilir.
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3.2.1 Tikhonov diizenlemesinde diizenleme parametresinin secimi

Hem ¢6ziimiin boyutu hakkinda bilgi igermesi hem de artik boyutu hakkinda bilgiyi
kullanan bir yontem olmasi ile kotii konumlandirilmis problemler i¢in diizenlilestirme
parametresini se¢gmesiyle tercih edilen bir yontemdir. Aslinda bu iki degeri de kiiciik
tutmak i¢in adil bir dengeye ulasmak istenmektedir. Diizenlilestirme parametresinin
uygun bir se¢imini bulmak i¢in birkag¢ olas1 yontem olmasina ragmen, bu yontemler iki
ana kategori de incelenebilir. Ilk ydntem, diizenlilestirme parametresini segmek icin
sonsal bir stratejiye dayalidir, yani bilgi veya hata normunun iyi bir tahmini gereklidir,
ikincisi ise hata normu hakkinda herhangi bir bilgi gerektirmeyen yontemleri
icermektedir. Aslinda, giris hatasinin yapisinin 6nsel bilgisine dayanmaktadir. Yani sag
taraftaki hata terimleri beyaz giiriiltii ile birbirinden bagimsiz sifir ortalama ve ortak bir
varyansa sahip olan rasgele degiskenler olarak varsayilabilir (Stando ve Rudnicki 2007).
Tutarsizlik ilkesi birinci kategorinin bir 6rnegi iken, Capraz Dogrulama ve L-egrisi ikinci

kategorinin 6rnegi oldugu soylenebilir (Hansen 1992).

L-egrisi kriteri, oOzellikle veriler giriiltii icerdiginde diizenlilestirme parametresini
belirlemek i¢in yararli bir yontem oldugu bilinmektedir. ilk kez 1974 yilinda Lawson ve
Hanson tarafindan tanitilmistir (Lawson ve Hanson 1974). Bu yontem, diizenlilestirilmis
¢ozlimiin normunun karsilik gelen artik norma kars1 ¢izilmesi ve grafigin karakteristik L-
sekilli 'kosest' ile ilgili bir diizenlilestirme parametresi se¢ilmesi tizerine kurulmustur. Az
ve asir1 diizenleme bolgeleri arasindaki gecis bu kosede gerceklesmektedir. Kdsenin iki
anlam1 oldugu bilinmektedir. Ilk anlama gdre egrinin orijine en yakin oldugu nokta,
ikincisine gore ise egriligin maksimum oldugu nokta Hansen ve O’Leary (1993)
tarafindan soylenmistir. Spesifik olarak, L-egrisinin iki karakteristik boliimi oldugu
bilinmektedir. Bunlar Stando ve Rudnicki, (2007) tarafindan "diiz" kisim ve neredeyse
"dikey" kisim olarak ifade edilmistir. Daha yatay kisimda, diizenlilestirme parametresi
cok biiylik oldugu i¢in, ¢6zlime diizenlilestirme hatalar1 hakimdir ve bu nedenle ¢oziimler
asir1 diizeltilmistir. Ancak dikey kisimda, diizenlilestirme parametresi ¢ok kiigliktiir ve
¢cOzlime sag taraftaki hatalar hakimdir ve bu nedenle ¢oziimler yetersiz diizeltilmistir.
Bagka bir deyisle, ¢oziimler, 6rnegin hatalarin istatistiksel dagilimi (Stando ve Rudnicki

2007) gibi problemin diger ek 6zelliklerinden degil, diizenlilestirme parametresinden
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etkilenmektedir. Bu nedenle, bu parametrenin uygun bir sekilde secilmesi kotii

konumlanmig problemler i¢in olduk¢a dnemli olmaktadir.

Dogrusal 6l¢ekte, iki norm i¢in genis deger araligi nedeniyle L-egrisinin 6zelliklerini
goriintlilemek zor olmaktadir. Ancak cift logaritmik Olgekte cizildiginde egrinin
ozelliklerini goérmek miimkiin olabilmektedir. L egrisinin kosesi agik olarak
gorilebilmektedir. Ayrica, sag taraftaki belirli 6lgeklendirmeler ve ¢oziim L egrisini
yatay ve dikey olarak kaydirmaktadir (Stando ve Rudnicki 2007). Bu nedenle, L egrisini

cift logaritmik 6l¢ekte analiz etmenin daha iyi oldugu sdylenebilir.

Diizenlilestirilmis ¢6ziimiin diizenlilestirme parametresindeki degisime gore nasil
degistigini gosterdiginden, L-egrisi ayrik kotii konumlu problemlerin analizinde
Tikhonov diizenlilestirmesi i¢in Onemli olmaktadir. L-egrisinin kdsesi, boyutlarin
kiigtiltiilmesi arasinda iyi bir dengeye karsilik gelir. Ciinkii bu kdsede ¢oziim, diizenleme
hatalarinin hékimiyetinden sag taraftaki hatalarin hakimiyetine dogru degismektedir.
Ayrica karsilik gelen diizenlilestirme parametresinin de iyi bir parametre oldugu
sOylenebilir (Stando ve Rudnicki 2007). Ashinda bu kosedeki deger, diizenleme
parametresinin (Hansen 1992) optimal degerine karsilik gelmektedir.

3.2.2 Tikhonov diizenlemesinde iyi bir ¢6ziim secmek

Tikhonov ¢oziimii, X tasarim matrisinin tekil deger ayristirmas1 (SVD: Singular Value
Decomposition) cinsinden kolayca ifade edilebilir.

Xp=y (3.29)
ile verilen X agiklayict degiskenler matrisi kotii kosullandirilmis bir matris oldugu

varsayilsin. Genel dogrusal LS problemi ve ML yontemi igin ¢ok sayida ¢6ziim olabilir.

Veri giiriiltii icerdiginde ve giiriiltii herhangi bir noktaya tam olarak sigmadiginda,
IXB — y||, normu yeterince minimuma indirildigi siirece, verilere iyi uyan birgok ¢6ziim
olabilir. Tikhonov diizenlilestirmesinde, ||XB — y||, ile tiim ¢6ziimleri tutarsizlik ilkesi

(Aster vd. 2004) altinda ele almaktadir ve f normunu en aza indiren ¢6ziim se¢ilmektedir.
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IBll, normu (uzunluk) olasi ¢6ziimiin karmasikligini temsil ettiginden, genellikle
normunu en aza indiren bir ¢O0ziim tercih edilmektedir. Ayrica, kiigiiltiilerek,
normallestirilmis ¢éziimden gereksiz tiim 6zellikler ¢ikarilabilir ve model verilere daha

1yl uyum gosterebilir.

Farkli tiirde Tikhonov diizenlilestirmesi, minimizasyon problemleri olarak temsil
edilmektedir. Tutarsizlik ilkesi kapsaminda, ||XB — y||, ile tiim ¢ozliimler dikkate alinir

ve f normunu en aza indiren ¢oziim se¢ilmektedir.

IXB —yll, <6 icin Tgu'nllﬁllz (3.30)

Birinci optimizasyon probleminde (3.30), § arttik¢a uygulanabilir modeller dizisi genisler

ve ||B]|;'nin minimum degeri azalir.

Sorun ise,

IBll; < ¢ (3.31)

kisit1 altinda (3.30)’da verilen ||[XB — y||,’yt minimum yapmaktir.
minllXg —yll; (3.32)

(3.32)’de ifade edilen denklemi (3.31)’da yer alan kisit altinda minimum yapmaya
caligmak ikinci bir optimizasyon problemi ile karsilagsmaktir. Burada & azaldikga,
uygulanabilir ¢oziimler kiimesi kiigiiliir ve ||XB — y||,'nin minimum degerinin artig

gozlemlenmistir.

Go6z Onilinde bulundurulmasi gereken {igiincii bir secenek daha oldugu bilinmektedir. Bu
secenek soniimlenmis bir LS (Damped LS) sorunu olarak bilinir. Bu form, probleme

(3.31)’de verilen esitlige bir Lagrange ¢arpani uygulanarak elde edilir. Sonra
mﬁinIIXﬁ =yl + @?1IBII3 (3.33)

ile verilen esiklik elde edilir. A =¢?, Lagrange ¢arpani ve ¢, iki kisim arasindaki
diizenlilestirme parametresidir. Bu {i¢ problem §, € ve ¢ 'nin uygun se¢imleri i¢in ayni
¢Oziime ulagabilir (Hansen P 1998). (3.33)’te verilen problemin soniimlii LS (Damped

LS) formunu ¢6zilerek tiglincli segenek ele alimustir.
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IBIl,, @'nin kesinlikle azalan bir fonksiyonu ve ||XB —yll, ¢ 'nin artan fonksiyonu
oldugundan, bu normlarin optimal degerlerinin egrisi genellikle log-log 6lgeginde bir L

egrisi gibi gorlindir.

Hatasiz problemin ¢oziimiiniin normu bilindiginde veya hatanin normu bilindiginde,
Tikhonov diizenlilestirmesinin parametresi i¢in uygun bir deger hesaplamak miimkiindiir.
Ancak bir¢cok énemli uygulamada hatanin normu agik¢a bilinmemektedir. Bu durumda,
L-egrisi uygun bir diizenlilestirme parametresi segmek i¢in popiiler bir yaklasimdir
(Hansen 1998). Aslinda L-egrisi, diizenleme parametresinin iki parcay1 diizgiin bir
sekilde dengeleyebilmesi i¢in degis tokusu kontrol etmek icin kullanilir. Ayrica, A
diizenlilestirilmis  ¢0ziimiin (temel fonksiyonlarin katsayilar1)) y ve f'daki
pertiirbasyonlara duyarliligini da kontrol eder ve pertiirbasyon sinir1 A—1 ile orantilidir
(Hansen 1994). Dolayisiyla, bu diizenlilestirme parametresi, diizenlilestirilmis ¢6ziimiin

Ozelliklerini kontrol eden 6nemli bir niceliktir, bu nedenle A dikkatle secilmelidir.

IB113 “ye karst ||[XB — yl|3'nin optimum degerlerini bir log-log lgeginde cizersek, ||5]|3
¢ nin kesinlikle azalan bir fonksiyonu oldugundan ve ||XB — y||5 ¢ 'nin kesinlikle artan
bir fonksiyonu oldugundan, egrinin karakteristik bir L sekline sahip oldugu

gortilebilmektedir.

3.2.3 Sifirinc1 dereceden Tikhonov diizenlilestirme problemlerinin ¢oziimii

Sifiriner dereceden Tikhonov diizenlilestirmesi, uyumsuzluk ve model normunun agirliklt
bir toplamini en aza indirmek yerine, uyumsuzluk ve model "karmasikliginin" agirlikl
bir toplamin1 en aza indirmeyi amaglamaktadir. Bunun i¢in L matrisi piiriizsiizliigiin bir
dlciisiinii cezalandiracak sekilde tasarlanmistir. Ornegin, sabit bir modelden sapmalari,
L((3.49)’da verilen) bir birinci fark operatorii olarak ele alindiginda cezalandirilabilir.
Bu L'yi kullanmak Birinci Dereceden Tikhonov diizenlemesi saglar. FOT "diiz" (sabit)
coziimleri tercih eder ve gradyanlar1 cezalandirir. Alternatif olarak, model gradyani
yerine model pilriizliligini veya tlimsekligini (egrilik) cezalandirmak istendiginde

L((3.50)’de verilen) matrisi olarak ikinci fark operatorii ele alinabilir. Bu L'yi kullanmak
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Ikinci Dereceden Tikhonov diizenlemesi saglar ve "diizgiin" (sabit gradyanl) ¢dziimleri

tercih eder.

Onceki boliimde, minimizasyon problemleriyle temsil edilen farkli Tikhonov
diizenlilestirme tiirlerinden bahsedilmis ve 6, € ve ¢ degerlerinin bazi uygun secimleri
icin bu problemlerin ayni1 ¢oziime sahip olabilecegi belirtilmistir. Bu problemler, tekil

deger ayristirmasi veya SVD (Aster vd. 2004) kullanilarak ¢6ziilebilir.

SVD'de (Lanczos 1997), bir nxp boyutlu bir matris X su sekilde tanimlanir:

X =UsvT (3.34)

burada U ve V ortogonal matrislerdir ve S nxp boyutlu bir matris olup, burada negatif
olmayan kdsegen elemanlarina tekil degerler denilir. SVD matrisleri R'da svd komutu ile
hesaplanabilir. (3.33)’te verilen problem, ¢ ceza terimli soniimlii bir LS (Damped LS)
problemidir ve normal denklemler yontemiyle ¢oziilebilir. X — y’nin sifirinci dereceden

Tikhonov diizenlilestirme ¢oziimii i¢in kisitlama denklemleri seti

XTX+ DB =XTy (3.35)
ile verilmistir. X'in SVD'sini uygulayarak, denklem su sekilde yazilabilir:

(VSTUTUSVT + 2D = VSTUT (3.36)
(VSTUTUSVT + 92D = VSTUTy, ¢ # 0 icin tekil olmadigindan, bu sorunun benzersiz

bir ¢6ziimil oldugu bilinmektedir.

2 nT
S WYy (3.37)

+p2 s

X, =Yk
[ l—1si2

burada k = min{N,m}ile ifade edilmektedir.
Burada miktarlar

s2

fi=2 +l p (3.38)
l

ile verilen filtre faktorleri olarak adlandirilir. Filtre faktorleri, tekil degerlerin (ve karsilik
gelen tekil vektorlerinin) ¢oztime katkisini kontrol etmektedir. s; < ¢, ise fi= 0 ve s; =

@ ise fi = 1. Bu uygulamanin daha fazla detay i¢in Aster vd. (2004) incelenebilir.
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Ancak bircok durumda, SVD ¢6ziimii kullanmak yerine B'min birinci veya ikinci
dereceden tlirevinin normu tercih edilir. Burada, B'y1 ayirt etmek icin L matrisi
kullanilacaktir. Diizenleme amaciyla B'y1 ayirt etmek icin kullanilan matrislere

piiriizlendirme matrisleri denilir (Aster vd. 2004).

Bu birinci veya ikinci dereceden tiirevler, j ve j+1 "noktalarinda" degerlendirilen bir
fonksiyon olarak kabul edilen B'nin birinci veya ikinci dereceden fark boliimlerinden
yaklasik olarak elde edilir. Hepsi, sirasiyla birinci ve ikinci dereceden ayrik diferansiyel
operatorleri temsil eden L matrisleri ile B ¢arpimlarindan olusmaktadir. Bant iizerinde
sirastyla -1, 1 ve 1, -2, 1 degerlerine sahip bant yapist matrisleri ile ifade edilir (Aster vd.
2004).

Birim matris (L = I) kullanilirsa, (3.33)'teki optimizasyon problemi (3.39)'un 6zel bir
durumu olarak diisiiniilebilir. Bu tiir problemlere 0. dereceden Tikhonov diizenlilestirme
problemi denilir ve SVD yontemi ile ¢oziilebilir. Bununla birlikte, genel olarak, L matrisi
birim matristen farklidir ve bu tiir problemler, yiiksek mertebeden diizenlilestirme
problemleri olarak bilinir. Birinci dereceden Tikhonov diizenlilestirmesinde, soniimli LS

problemi
mﬁinIIXﬁ =yl + ?ILBII3 (3.39)

L matrisi kullanilarak ¢oziiliir.

-1 1 .. 0
L=|0 -1 .. 0 (3.40)
0 .. =1 1

Ikinci dereceden Tikhonov diizenlilestirmesinde, L matrisi asagidaki gibi verilmektedir.

(12 1 1 0 0
lo 1 -2 1 0|
0 0 0 0 0

L=| 0 0 0 0 0| (3.41)
l o 0 0 -2 1 oJ
0 0 1 1 -2 1
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(3.40)ta, ||LB]|,, p'nin birinci tiirevi ile orantili bir sonlu fark yaklasimidir, oysa (3.41)'de
B'nin ikinci tiirevi ile orantilidir. ||LB]|,, yalnizca p = 0 igin degil, herhangi bir sabit model
i¢in sifir oldugundan, bunun bir yari norm oldugu soylenebilir. (3.41)'de, |[LB]|, yar1
normunun minimizasyonu, ikinci dereceden tiirev anlaminda piiriizlii olan ¢6ziimleri

cezalandirmaktadir.

Yiiksek dereceli problemleri ¢6zmek icin, GSVD veya Yiiksek Dereceli Tikhonov
Diizenlemesi kullanilir (Hansen 1990, 1998).GSVD, (3.33)’te verilen LS denkleminin
¢Oziimiiniin filtre faktorlerinin genellestirilmis tekil vektorlerle carpimi olarak ifade

edilmektedir.

Lineer regresyon modelleri disinda da farkli modeller ya da dagilimlar i¢in de
cezalandirilmis ML yontemleri uygulanarak parametre tahminleri yapilabilir.
Arastirmacinin ihtiyact dogrultusunda elde edilen modelin tahmin edicilerinin yansiz ve
minimum varyansa sahip olmalar tercih edilir. Dordiincii béliimde baz1 dagilimlar i¢in

uygulanan cezalandirma tekniklerinden bahsedilmistir.
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4. BAZI DA(V}I.LI.MLARIN_. PARAM'ETRELERi.NiN CEZALANDIRILMIS EN
COK OLABILIRLIK YONTEMI ILE TAHMIN EDILMESI

Bu bélimde MEW dagilimi ile iki parametreli iistel dagilim ele alinmigtir. ML yontemi
ile elde edilen tahmin edicilerin yanli oldugu tespit edildiginde bu yanlilig1 ¢6zmenin bir
yolu olarak olabilirlik fonksiyonuna ceza terimi eklenmis olup elde edilen tahmin
edicilerin  6zellikleri incelenmistir. Bu ¢6ziim yolu igin Fisher bilgisinden
yararlanilmistir. Iki parametreli {istel dagilimm olabilirlik fonksiyonunun monoton artan
oldugu tespit edilmis olup bu monotonlugu diizeltmek icin farkli bir bakis acgisiyla
parametreler cezalandirilmistir. Daha sonra elde edilen tahmin ediciler i¢in simiilasyon

calismasi yapilmis olup elde edilen sonuglar incelenmistir.

4.1 Fisher Bilgisi ile Cezalandirilmis ML Tahminleri

Matematiksel istatistikte, Fisher bilgisi (1922) (genellikle bilgisi (Casella ve Lehmann)
olarak adlandirilir) gézlemlenebilir bir X rastgele degiskeninin X’i modelleyen bir
dagilimin parametresi olan 8 hakkinda tasidigi bilgi miktarin1 6lgmenin bir yolu olarak
tanimlanmustir. Fisher bilgisi, aslinda skorun varyansi ya da gozlemlenen bilginin

beklenen degeri olarak da tanimlanabilir.

Bayesgi istatistikte, sonsal dagilimim asimptotik dagilimi 6ncekine degil Fisher bilgisine
bagli oldugu bilinmektedir (Laplace tarafindan tistel aileler i¢in 6ngdriilen Bernstein-von
Mises teoremine gore) (Cam 1986). Fisher bilgisinin maksimum olasilik tahmininin
asimptotik teorisindeki rolii, istatistik¢i Fisher (1922) tarafindan vurgulanmistir (Francis
Ysidro Edgeworth'un bazi ilk sonuglarmin ardindan). Fisher bilgisi, Bayes

istatistiklerinde kullanilan Jeffreys nselinin hesaplanmasinda da kullanilir.

Fisher bilgi matrisi, maksimum olasilik tahminleriyle iliskili kovaryans matrislerini
hesaplamak i¢in kullanilir. Wald testi gibi test istatistiklerinin formiilasyonunda da
kullanilabilir. Olabilirlik fonksiyonlari kayma degismezligine uyan bilimsel nitelikteki

(fiziksel, biyolojik vb.) istatistiksel sistemlerin maksimumunun Fisher bilgisine uydugu
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gosterilmistir (Frieden ve Gatenby 2013). Maksimumun seviyesi, sistem kisitlamalarinin

dogasina bagli olmaktadir.

Tamm 4.1 (Fisher Bilgisi) Fisher bilgisi, gézlemlenebilir bir rasgele X degiskeninin X
olasiliginin bagli oldugu bilinmeyen bir parametre 6 hakkinda tasidigi bilgi miktarini
6lgmenin bir yoludur. f(X; 8), 6 degerine bagl X igin olasilik yogunluk fonksiyonu (veya
olasilik fonksiyonu) olsun. 8'nin bilinen bir degeri verildiginde, X'in belirli bir sonucunu

gozlemleme olasiligimizi tanimlar.

Eger f, 6 'daki degisikliklere gore keskin bir sekilde zirve yapiyorsa, verilerden 6 'nin
"dogru" degerini belirlemek kolay olmaktadir. Yada esdeger olarak X verilerinin 6
parametresi hakkinda birgok bilgi sagladigini bulmak kolay olacaktir. f diiz ve
yayilmigsa, o zaman &6rneklem popiilasyonun tamami kullanilarak elde edilecek olan

gercek 0O degerini tahmin etmek icin bir¢ok X 6rneginin gerekecegi asikar olmaktadir.

Bu durum, B'yva gore bir gesit varyansin calisilmasini Onermektedir. Olabilirlik
fonksiyonunun dogal logaritmasinin 0'ya gore kismi tiirevi skor olarak adlandirilir. Belirli
diizenlilik kosullar altinda, eger 6 dogru parametre ise (yani, X aslinda f olarak dagitildi
ise), B gergek parametre degerinde degerlendirilen skorun beklenen degerinin (ilk an) O

oldugu gosterilebilir.

d
35109 £(x;0)

0 0) f(x;0)dx (4.1)

E %logf(X; 9)|e] =me

9 R
= %IR f(x;0)dx

Fisher bilgisi, skorun varyansi olarak
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9] = .’j (;—9 log f (x; 0))2 f(x; 0)dx, (4.2)

1) = E [(% log f(x; e))z

tanimlanmaktadir 0 < I(0). Yiiksek Fisher bilgisi tasiyan rastgele bir degiskenin,
skorunin mutlak degerinin genellikle yiiksek oldugunu soylenebilir. X rasgele
degiskeninin ortalamasi alindigindan, Fisher bilgisi belirli bir gbzlemin bir fonksiyonu

degildir.

log f(x; 0) 0'ya gore iki kez tiirevlenebilirse ve belirli diizgiinliik kosullar1 altinda, Fisher
bilgisi (4.6)’da gosterildigi sekilde de yazilabilmektedir.
2

1(6) = —E l(aa—e log f(x; 9))

9] (4.3)

Olabilirlik fonksiyonun ikici tlirevleri alinir ve

2 2
2 ggloaf %0 (Frano .
207N =" ey T\ o) @0
esitligi elde edilir. (4.4)’te verilen esitlik diizenlendiginde
O F(x:6)
062 F(x;0) dx = 0. (4.5)

e |°| T a6z ),

elde edilir. Hesaplama kolaylig1 agisindan (4.5)’te verilen ifade kullanilabilir. Bu nedenle,
Fisher bilgisi destek egrisinin egriligi olarak goriilebilir (log-olabilirlik  grafigi). Bu
nedenle, maksimum olabilirlik tahmininin yakininda, diisiik Fisher bilgisi, maksimumun
"kor" goriindiiglinli, yani maksimumun s1g oldugunu ve benzer bir log-olasiliga sahip
birgok yakin deger oldugunu gostermektedir. Tersine, yiiksek Fisher bilgisi,

maksimumun keskin oldugunu gostermektedir.

Diizgiinliik kosullar1 i¢in asagida yer alan lic madde saglamalidir.

e f(X;0) nin 6 ya gore kismi tiirevi hemen hemen her yerde mevcut olmasi
gerekmektedir.
e f (X; 0) nmn integrali, 0' ya gore integral isareti altinda tiirevlenebilir olamsi

gerekmektedir.

56



o f(X;0) nin sinirlar1 8' ya bagli olmamasi gerekmektedir.

0 bir vektor ise, diizgiinliik kosullar1 0'nin her bileseni i¢in gecerli olmalidir. Diizgiinliik
kosullarin1 saglamayan bir yogunluk 6rnegi olarak, Diizgiin(0, 0) verilebilir. Dagilimin
degiskeninin yogunluk fonksiyonunun, 1. ve 3. kosullar1 karsilamadigi goriillmektedir. Bu
durumda, Fisher bilgisi tanimdan hesaplanabilir. Ancak Fisher bilgisinin genel olarak

sahip oldugu varsayilan 6zelliklere sahip olmayacagi sdylenebilir.

Fisher bilgisi i¢in tek parametreli ve iki parametreli dagilimlar i¢in 6rnekler incelenmistir.

1 e
f(x;@)zge X0 x>0 (4.6)
ile verilen Ustel dagilimin Fisher bilgisi i¢in 6ncelikle olabilirlik fonksiyonu yazilir. Daha
sonra log- olabilirlik fonksiyonunun ikinci tiirevleri belirlenir ve (4.7)’de verilen ikinci
tirevden elde edilen ifade belirlenir. Bu belirlenen ifadenin beklenen degeri alinip eksi

ile garpilarak Fisher bilgisi elde edilir.

1 n
L(6.1l ) = grexp(= ) x/0) (4.7)

Daha kolay islem yapabilmek adina logaritmasini alinacaktir.

n
in(L(B.nlz)) = ~nin(6) - z %0 (4.8)
i=1
ile verilen ifadenin 6’ya gore birinci tiirevi

dln (L(H,Tﬂ &)) __n + Lic1%i
a6 0 02
ile verilir. 6’ya gore ikinci tiirevi
i (1ox)) n 23
0606 BCEERNE (4.10)
ile ifade edilir. (4.10)’da verilen ifadenin

no 2Yhix
1(9) = —E lﬁ—Tl

(4.9)

(4.11)

beklenen degeri alinip negatifi ile garpilir. }.iL; X; ifadesinin beklnene degeri n6 olup
ifade yerine yazildiginda
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n 2n6
_ _ﬁ-l_F (4.12)

esitligi elde edilir. O halde tistel dagilimin Fisher bilgisi

n
e
seklinde ifade edilebilir. Yani I(0) = % olarak bulunur.

(4.13)

Iki parametreli bir dagilimin Fisher bilgisi icin normal dagilim ele alinmistir.

fx) = ;e Pl xeR
V2mo? ’

olarak verilen normal dagilimin Fisher bilgisi i¢in de (4.6)’da verilen tistel dagilim da
oldugu gibi ayni adimlar izlenir. Ustel dagilimdan tek fark, normal dagilimin iki
parametresi oldugundan log-olabilirlik fonksiyonu olusturulduktan sonra ikinci kismi

tiirevler p ve o gore alinir.

Normal dagilimin olabilitlik fonksiyonu

LI (xi-p)?
L(6]x) = (2mo?)"/2e 202 Li=a ¥ TH (4.14)

Seklinde elde edilir. Logaritmasi alinir.

n

In(L(6]x)) = — g In(21) — gln(az) - 2%ZZ(M —)? (4.15)

i=1
Elde edilen log-olabilirlik fonksiyonunun 6nce p’ye gore birinci tiirevi alinir. u’ye gore

birinci tiirev

dlIn (L(H nlx )
(xl 1) (4.16)
ou
ile verilir. (4.16)’da elde edilen esitligin p’ye gore tekrar tiirevi alindiginda p’ye ikinci
kismi
azln(L(B,nlg)) 1

Suon =-= (4.17)

tiirev elde edilir. Daha sonra (4.16)’da verilen esitligin
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azln(L(B,nlg)) 7 —

oy =5 )k (4.18)
i=1

0’ya gore tiirevi alinir. Burada Fisher bilgi matrisin birinci satir ikinci siitun elemani

elde elde edilmistir. Daha sonra (4.25)’te verilen log-olabilirlik fonksiyonunun o¢’ya

gore tiirevi alinir. Elde edilen o’ya gore kismi tiirev

dIn (L(H nlx )
Onlz))_ _zm 7 .19
ile verilir. Daha sonra (4.19)’da elde edilen esitligin o’ya gore tekrar tiirevi alindiginda
o’ya gore ikinci kismi tiirev elde edilir. Bu bilgi dogrultusunda o’ya gore ikinci kismi

tirev

0%in(L(e, nlx)
(aaaa 1——2(& w? (4.20)

ile ifade edilir. Fisher bilgi matrisinin ikinci satir birinci siitun elemani ise (4.19)’da

verilen esitligin p’ye gore kismi tlirevinin alinmasi

Ozln(L(G,nlg)) 2
— =—;Z(xi—u) (4.21)

1 2 ©
T 52 —;Z(xi—ﬂ)
1(0) = —E L@ =1 (4.22)
n
——32( ) E—FX(%—H)Z

seklini almaktadir. Burada ).i_,(X; — p)’nin beklenen degeri 0 olarak elde edilir.
> (x; —w? ifadesinin beklenen degeri ise no?’dir. (4.22)’de bulunan beklenen

degerler yerine yazildiginda Fisher bilgi matrisi

1
1(6) = - (4.23)
0 -=
o

ile verilir.

59



4.1.1 Genellestirilmis Weibull Dagiliminin Parametrelerinin Fisher Bilgisi ile
Cezalandirilmms ML Tahmin Edicileri

Weibull dagilimi giivenilirlik calismalarinda en sik kullanilan modellerden biri olarak
bilinmektedir (Balakrishnan vd. 2009). Basarisizlik oran1 artan, azalan veya sabit olabilir.
Ancak kiivet seklinde olamayacagi bilinmektedir. Literatiirde, Weibull yasasinin kiivet
seklindeki basarisizlik oranini igeren uzantilart 6nerilmistir. Xie vd. (2002) tarafindan
MEW modeli bu tiir uzantilardan biri olarak bilinmektedir. MEW dagilimi, diger
alternatif Weibull dagilimlarina gére daha az parametreye sahip olmasi bu dagilimin
diger 6nemli bir 6zelligi olarak ifade edilebilir. MEW dagilimi, sadece ii¢ parametre
icermektedir. MEW dagilimi, bir 6l¢ek parametresi eklenerek iki parametreli dagilimin
(Chen 2000) bir uzantisi olarak elde edilmistir. Bu parametre, kiivet seklinde olan ariza
orani fonksiyonunun degisim noktasini etkiledigi i¢cin modelin pratik uygulamalarinda
onemli bir rol oynamaktadir. Rastgele degisken T'nin MEW(A, B, ) ile gosterilen A, B ve
o> 0 parametreleriyle MEW dagilimini takip ettigi sdylenebilir, dagilim fonksiyonu

(4.24)’da verilmistir.
F(t)=1—exp [/'la (1 - e(t"‘)ﬁ)] (4.24)

Yogunluk fonksiyonu ise

f(6) = 28t / )P texp|(t/a)f + 2a (1 — /)] (4.25)

ile ifade edilmektedir.

Sekil 4.1’de MEW yogunluklar sirastylaA =1, f €{ 0.5,0.9,2,4,6,10}, o =10 olarak alinip
ve diger parametreler sabit tutuldugunda B’larin degisim grafigi Diizglin dagilimdan

MEW dagilim fonksiyonun tersi yaklagimi kullanilarak R programinda tiretilmistir.

60



——€—  beta=0.5

1.5

1 beta=0.9

beta=2

beta=4

o beta=6

1.0

T - beta=10

05

0.0
|

Sekil 4.1 Genisletilmis Weibull dagiliminin betalara gére degisimi

Sekil 4.1’de MEW yogunluklar1 sirastyla A =1, B €{ 0.5,0.9,2,4,6,10}, o =10 olarak
alinmistir ve diger parametreler sabit tutulup B’larin degisim grafigi verilmistir. Degisen

her bir B i¢in fonksiyonun sergiledigi davranis gosterilmistir.

Sekil 4.2’de MEW yogunluklar1 sirasiyla A =1, B =2, o € {10,50,100,500,1,000,
5.000}olarak alinip diger parametreler sabit tutuldugunda o’larin degisim grafigi Diizgiin
dagilimdan MEW dagilim fonksiyonun tersi yaklasimi kullanilarak R programinda

tretilmistir.
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Sekil 4.2 Genisletilmis Weibull dagiliminin alfalara gore degisimi

Sekil 4.2’de MEW yogunluklar1 sirasiyla A =1, B =2, a € {10,50,100,500,1,000,
5.000}olarak alinmistir ve diger parametreler sabit tutulup o’larin degisim grafigi

verilmistir. Degisen her bir a i¢in fonksiyonun sergiledigi davranig gosterilmistir.

Parametreler A ve o dagilim oOlgegini belirler ve P bir sekil parametresi olarak

tanimlanmaktadir. MEW basarisizlik oran1 (4.26)’da verilmektedir.

t\A 1
h(t) = 2B (E) eWof 1 Ba>0,t>0 (4.26)

MEW ariza orani fonksiyonunun 3 > 1(artan) veya 0 < 3 <1 (kiivet) olmasina bagl olarak

kesin olarak artan veya kiivet seklinde olabilecegi soylenilebilir. MEW ariza orani

1/8
fonksiyonundaki degisim noktas1 t = a (% - 1) ile verilir. Bu nedenle, yeni dlgek

parametresinin degerinden, yani iki parametreli temel dagilima eklenen parametreden
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etkilenmektedir. Sabit B i¢in degisim noktasinin o ile artmasi dikkat ¢cekmektedir (Xie vd.
2022). Sekil 4.1 ve 4.2, farkli MEW yogunluklarini géstermektedir. MEW rasgele say1
iiretimi, Diizgiin dagilimdan MEW dagilim fonksiyonun tersi yaklasimi kullanilarak

tretilmistir.

MEW(, B, o) dagilimimin k. momenti, eksik Gamma dagiliminin bir tiirevini
icermektedir (Nadarajah 2005). k/B =m tamsay1 oldugunda (4.27)’de verilen esitlik ile
ifade edilebilir.

L0V (Aa) T (v, Aa)

K1 — ko
E[T*] = ma“e FCy ’

m=12,.., (4.27)

Burada tiirev v —0 olarak degerlendirilebilir. m tamsayi olmadiginda k’mct MEW
momenti sayisal iterasyon kullanilarak hesaplanmalidir. MEW dagiliminin tanitilmasini
izleyen istatistiksel gelismelere ve uygulamalara ragmen (Bagheri vd. 2016) bilindigi
kadariyla MEW noktast maksimum olabilirlik tahmininin sorunlu bir davranisi elde
edilememistir. Baz1 veri kiimeleri i¢in, log-olabilirlik maksimizasyonu i¢in kullanilan
standart dogrusal olmayan optimizasyon algoritmalari, yalnizca a tahmini oldukga biiytik
oldugunda yakinsamaya ulagmaktadir. Weibull dagilimi gercekten de MEW dagiliminin
bir alt modeli olmasina ragmen, Sekil 4.3’te goriildiigli gibi, maksimum olabilirlik sonlu
olmayan tahminler icermektedir. Bu durum, monton olmayan olabilirlik fonksiyonundan

kaynaklanabilir.

Sekil 4.3’te orneklem hacmi n=50 ve veriler R programlama dili kullanilarak Diizgiin
dagilim yaklasim modeli ile A =0.5, B =1 ve a =10 genellestirilmis weibull dagilimindan

tiretilmistir. Orneklem degistikge alfalarm nasil bir davranis sergiledigi gosterilmistir.
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Sekil 4. 3 Alfa i¢in log-likelihood fonksiyonu grafigi

Kotii davranisa sahip olan MEW log-olabilirlik fonksiyonlarinin gizimleri Sekil 4.3'te
goriilmektedir. Burada A =0.5, =1, a =10 ve drneklem hacmi yani n=50 alininmis olup
veri degistiginde o’ya gore log-olabilirlik fonksiyonunun grafigi verilmistir. Ornek 1 ve
3 i¢in log-olabilirlik fonksiyonlari, biiyiik o tahminleriyle sonuglanabilecek diiz veya

diize yakin bolgeler igerebilir. Bu nedenle olabilirlik fonksiyonu cezalandirilmalidir.

4.1.1.1 Cezalandirilmis olabilirlik ¢ikarimi

Burada amag, MEW dagilimi1 kullanarak verilerin eksiksiz bir sekilde modellenmesi
olarak ele alinabilirr MEW sansiirlii veri modellemesi (Tang vd. 2003). MEW
dagilimindan n boyutunda rastgele bir 6rnek tq,t,, ..., t, oldugunu varsayilmaktadir.

Parametre vektorii i¢in log-olabilirlik fonksiyonu 6 = (A, B, a) olmak tizere
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n n

d=100)=nlog(AB) + 2 log (%)B_l + z {(%)ﬁ + Aa [1 - e(ti/a)ﬁ]} (4.28)

verilir. 0'nin maksimum olabilirlik tahmincisi (8), 0'ye gore (4,28)'de verilen log-
olabilirlik fonksiyonunu maksimize ederek elde edilebilir. Bu islem, skor fonksiyonunu
sifira esitlenerek elde edilen denklem sistemi ¢oziilerek yapilabilir. U(0) =

T
(U;L, Us, Ua)T = (%,g—é,%) skor fonksiyonunun bilesenleridir. (4.28)’de verilen log-

olabilirlik fonksiyonunun A’ya gore birinci tiirevi

n

n
U, =E+na—a2e(ti/“)ﬁ (4.29)

i=1
ile verilir. (4.28)’de verilen log-olabilirlik fonksiyonunun ’ya gore birinci tiirevi

n n
B

o< os (2)+ ) (3 ton (@) Y (5 00 o0

ile verilir. (4.28)’de verilen log-olabilirlik fonksiyonunun a’ya gore birinci tiirevi

., n . n o n NN
Ua=n,1—$—§ze> —AZe(E) +Aﬁz<g) @ (.31
iN i=1 i=1

ile verilir. 6'nin maksimum olabilirlik tahmincisi kapali formda ifade edilememektedir.
Maksimum olabilirlik tahmini, log-olabilirlik fonksiyonu sayisal olarak maksimize
edilerek gergeklestirilir. Standart diizenlilik kosullar1 altinda ve biiyiik Orneklerde,
6 ~ N3(6,1(0)~1) yaklasik olarak, burada 1(8) Fisher'in (beklenen) bilgi matrisidir.
Fisher bilgi matrisi (4.3)’te verilmistir. Genellikle hesaplama islemi daha kolay

yapilabilsin diye 1(8) = E[]J(8)] kullanilmaktadir. Burada J(6),

0% In(6)

J®) =~ Gpaem

(4.32)

ile ifade edilmistir.
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Jan T Jra
JO)=—\| Jag Jpp Jpa (4.33)
]la ]Ba ]aa

Burada J(0) igin gerekli olan ikinci tiirevlerden olusan ifadeler (4.34)’ten (4.39)’a kadar
yer alan esitliklerde verilmistir. (4.29)’da verilen ifadenin A’ya tilirevi alinirsa A’ya gore

ikinci kismi tiirev elde edilir. A’ya gore ikinci kismi tiirev

n

Ju=—3 (4.34)

ile verilir. (4.29)’da verilen ifadenin (’ya gore tiirevi alinirsa J(6) nin birinci satir ikinci

stitun degeri elde edilir. (4.29)’da verilen ifadenin ’ya gore tiirevi

n
ti\P G\ (ta)B
. E B\ (_) (ti/) 4.35
Jap = —a ( a) og\_Je (4.35)
i=1
seklinde ifade edilir. (4.29)’da verilen ifadenin a’ya gore tiirevi alinirsa J(6)’nin birinci

satir liglinci stitun degeri elde edilir. (4.29)’da verilen ifadenin o’ya gore tiirevi

n n ﬁ
t:
Jag =1 — E et/f 4 g E (_l) o (ti/)P (4.36)
i=1 , ¢
=1
ile verilir. (4.30)’da verilen ifadenin f’ya tlirevi alinirsa [3’ya gore ikinci kismi tiirev elde

edilir. B’ya gore ikinci kismi tiirev

n
n
n t\P t t\P t;
=) G wr (@) Y (3 e
=1
n =1
t\2B t: 8
-2 (_l) l 2(_1) (ti/a) 4.37
a E - og - e ( )
i=1

ile ifade edilir. (4.30)’da verilen ifadenin a’ya gore tiirevi alinirsa J(0)’nin ikinci satir

ticiincii siitun degeri elde edilir. (4.30)’da verilen ifadenin o’ya gore tiirevi

66



=1 n =1
t\P
-s1-0Y (3 va e
i=1
n
n
taPB t\2B t:
_ EANN YL <_l> (_l> (ty/ )P 4
p (a) e/F | 38 E 1) 1og(2L)e (4.38)
. i=1
i=1

ile ifade edilir. (4.31)’de verilen ifadenin a’ya tiirevi alinirsa o’ya gore ikinci kismi tlirev

elde edilir a’ya gore ikinci kismi tiirev

n(g—1)

Jaa = T
B(B+1) . t\*  AB(1—p) t\° (s
+TZ(E> += ) () e

i=1 -
2NV 28
—% (%) e(ti/@)F (4.39)
i=1

seklinde elde edilir.

ML' nin asimptotik normalligi, 6rnegin aralik tahmini yapmak i¢in yararl olabilir. A, ve
a i¢in (1-8)x%100 nominal kapsama sahip asimptotik gliven araliklari sirasiyla
Atz1-¢/2se(N), B £z1-¢/2se(PB), ve ttz1-{/2se(@), ile verilmistir. Burada "se" beklenen
veya gozlemlenen bilgi matrisinden elde edilen standart hatayr gostermektedir. z1—/2,

1-{/2 standart normal nicelik olarak ifade edilir.

Firth (1993), ML’deki yanlilig1 azaltmak i¢in skor fonksiyonunu degistirmeyi onermistir.
Onerisi, ML yontemin kullanilarak tahmin edilen sapmay1 ¢ikarma seklindeki olagan
yaklasima bir alternatif sunmaktadir. Bunun altinda yatan fikir, parametre tahmini mevcut

olmayabileceginden, tahminden Once yanliligi diizeltmek i¢in tahmin denklemlerini
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doniistiirmenin daha giivenli oldugu diisiincesine dayanmaktadir. Ustel aile modelinin

kanonik parametresi i¢in, degistirilmis skor denkleminin r'inci bileseni

Uz (6) = Ur(6) + Ar(6) (4.40)

ile verilmektedir.

Burada Ar(0), A(6) =—1(8)B1(0)/n'nin r'inci bileseni oldugunda, r =1,..., 8’nin boyutuna
kadar gitmektedir. Burada B1(0), en c¢ok olabilirligin yanlilik agilimindaki birinci
dereceden terim olarak ifade edilir: B(0) =B1(8)/n+B2(0)/n? +---.

Kanonik formdaki iistel bir aile icin, gézlemlenen bilgi verilere bagli olmamaktadir ve

buradan

Ar(0) =

ad (1
30, {E loglI (9)'} (4.41)

sonug ¢ikarilmaktadir. Buradaki diizeltme, Jeffreys' in 6nsel sabiti kullanilarak elde edilen

sonsal dagilimm modunu bulmak anlamma gelmektedir (Jeffreys 1946), yani
L*(0)=L(0)x |1(8)|*/2, burada L(6) olabilirlik fonksiyonudur. Esdeger olarak,

(0) = 1(9) + §10g|1(e)| (4.42)

verilen tahmin maksimize edilerek gergeklestirilebilir. |1(8)|/? ceza teriminin (Jeffreys

1946) onsel degismezi olduguna dikkat edilmelidir.

MEW modeli iistel bir aile modeli olmasa da olabilirlik fonksiyonunu, cezalandirmak i¢in
(Pianto ve Cribari-Neto 2011) takip edecek olup Jeffrey'lerin 6nselligi incelenecektir.
Arastirmacilar, sonlu tahminler elde etmek igin Jeffreys'in G dagilimimi indeksleyen
parametrelerin cezali maksimum olabilirlik tahminini gerceklestirmislerdir. Olabilirlik
islevi monoton oldugunda, Jeffrey'lerin onselligi bilginin kii¢iik oldugu boélgeleri, yani
olasiligin diiz veya diize yakin oldugu boélgeleri cezalandirmaktadir. Olabilirlik islevi
monoton ise, islevin biiylik parametre degerleri i¢in ¢ok diiz hale gelmesi ve Jeffrey'in
Onseli tarafindan cezalandirilmasi bu tiir parametre araligini tahminden tamamen
kaldirmasina neden olmaktadir. Fonseca vd. (2008), student-t regresyon modelinde

monoton olasilig1 yok etmek i¢in benzer bir yaklasim kullanmaktadir.
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Pianto ve Cribari-Neto (2011) modeli igin gbzlenen ve beklenen bilgiler ¢akismaktadir,
yani gozlenen bilgiler veri igermemektedir. Bu MEW modeli i¢in gecerli olmamaktadir.
Model de gozlemlenen bilgi verisiz olmadigi i¢in (yani, beklenen bilgiden farkli oldugu

i¢in), bdyle bir cezalandirma teriminin varyantlarini da dikkate alinmaktadir. Ozellikle,

1 n
Lm(©) = 1(8) + (5 1ogl1®)]) (4.43)

ile ifade edilen cezali log-olasiliklar ailesini gz dniinde bulundurulmalidir. n € R olarak
tanimlanmaktadir. (4.43)'te verilen log-olabilirlik fonksiyonunun, belirli durumlar olarak
hem standart hem de Jeffreys'in cezalandirilmig log-olabilirlik fonksiyonlarina sahip
olmasi ile ilgi ¢ekici oldugu sdylenebilir. n = 0 ise, o zaman l;, (8) normal log-olabilirlik
fonksiyonuna indirgenmistir; n = 1 ise, o zaman l;,(8), (4.42)'de verilen Jeffreys'in

cezalandirilmis log-olabilirlik fonksiyonuna indirgenmis olmaktadir.

Log-olabilirlik fonksiyonunu cezalandirmak igin Jeffrey onselini kullanilir. Bunun i¢in
(4.33)'te verilen ifadelerin beklenen degerlerinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu

terimlerden sadece ikisi i¢in beklenen degerler kolaylikla elde edilebilmektedir.

(4.36) 'in sag tarafindaki ikinci terim, nE[e(™/ O‘)B]Zn(lJrl/XOL) ve (4.38)’in sagindaki,
(/)E[(T / @)®]= (n/a)e** Ei(1,\a), Ei'nin sag tarafindaki tigiincii terim (1,Aat) iistel
integral fonksiyonu olarak bilinmektedir (Gradshteyn ve Ryzhik 2000). Kalan terimlerin

beklenen  degerleri sayisal iterasyon yoluyla hesaplanmalidir.  Ornegin

y=e(T/ “)B,dénijsﬁmﬁnﬁ uyguladiktan sonra, (4.35)" in beklenen degeri

nak [(E)B log (%) e(TIa)B] _

o B
na [ (2) log (i) e £t = nlgzM(/l, @) (4.44)
ile wverilir. Burada f(:), (4.25)te verilen yogunluk fonksiyonudur ve M(4,a) =
) 100 ylogyylog(logy)e?*(=Y)dy, — sayisal iterasyon yontemleri kullanilarak

hesaplanabilir.

Sayisal iterasyon yontemleri kullanilarak elde edilen parametre degerleri bolim 4.4’te

incelenecektir.
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4.2 iki Parametreli Ustel Dagihmin ML Tahmin Yontemi

ML yontemi etkin ve tutarli tahmin edicilerin elde edilmesi agisindan olduk¢a 6nemli
oldugu bilinmektedir. Bunun nedeni ise konum parametresini tahmin etmek ic¢in her
zaman fonksiyonu minimum yapan degeri segmesi olarak gdsterilebilir. Uygun bir ceza
getirerek, her iki parametre icin de cezalandirilan maksimum olabilirlik tahmin edicileri,

diizgilin en kii¢lik varyansh lineer yansiz tahminciler oldugu bilinmektedir (UMVUE).

Iki parametreli iistel dagilimmn literatiirde bircok uygulama alanm1 oldugu bilinmektedir.
Ornegin; bir sistemdeki personellerin servis siireleri (Kuyruk Teorisi), bir sonraki telefon

goriismesine kadar gecen siire gibi verileri modellemek i¢in kullanilabilir.

Burada iki parametreli iistel dagilimdan n biiyiikliiglinde bir 6rnek verildiginde, hem 6
hem de n 'y1 tahmin etmekle ilgilenilecektir. Iki parametreli iistel dagilimin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

1
—o—(x-n)/0
flax;0,m) =1{g¢ X 21 (4.45)
0 dd

ile tanimlanmaktadir. Burada 6>0 olup olgek parametresidir, n € IR olup konum

parametresidir. Bu dagilimin dagilim fonksiyonu;
F(X)=1 — e"&x-m/8

ile ifade edilir.

Iki parametreli {istel dagilimin siradan ML tahmin edicilerini bulmak igin olabilirlik

fonksiyonu

1 n
L(O.11 2) = grexp(= ) (—m)/0) (4.46)

ile verilmistir. Daha kolay islem yapabilmek adina (4.46)’de verilen olabilirlik

fonksiyonunun logaritmasi alinir. Log-olabilirlik fonksiyonu
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In (L(H,nl g)) = -—nin(0) — Z(xi -n)/6 (4.47)
i=1

ile verilir. Esitlik (4.45)’te verilen fonksiyonda sinir parametreye bagli oldugundan n =
X(1) olarak elde edilmistir. Olabilirlik fonksiyonunu maksimum yaptig1 goriilmiistiir. O

halde n’niin ML tahmin edicisinin fj = X(;) oldugu sdylenebilir.

Simdi 8’nin ML tahmin edicisini elde edebilmek i¢in (4.47)’de verilen esitligin 0’ya gore
tiirevi alinmalidir. Bu tiirev 0’a esitlendiginde 0’nin aday ML tahmin edicisi elde edilir.

(4.47)’de verilen log-olabilirlik fonksiyonunun 6’ya gore tiirevi

din(L(6, o
n(Lomz)) d <—nln(9)—2(9€i—7})/9>=0 (4.48)

de " de

ile verilir. Esitlik diizenlendiginde 8 = x — 7 olarak elde edilir. Burada n = X4y olup
yerine yazildiginda 6 = & — x(;) olarak elde edilir. 8’nin aday ML tahmin edicisi
(4.47) de verilen esitlikte 0’ya gore ikinci tiirevi alinip 8 = & — x(q) yazildiginda sifirdan

kiiciik olup log-olabilirlik fonksiyonunu maksimum yaptigi soylenebilir. O halde 6’nin

ML tahmin edicisi

0 =1x—xq (4.49)

ile verilir. Elde edilen tahmin edicilerin baz1 6zellikleri incelenmistir.

6’nin beklenen degeri

E(0) = E(x — Xw) (4.50)
varyansi
V(8) =v(X) —2Cov(X, X)) + V(X)) (4.51)

ile verilir. Burada Cov(X, X1)) = V(X(1)) oldugu sdylenebilir. (4.51)’de verilen ifade

diizenlenirse
V() =vX) -V(Xy) (4.52)

ile ifade edilebilir.
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7 ‘nin beklenen degeri

E(M) = EX) (4.53)
varyansi
V() = V(X)) (4.54)

ile ifade edilir. Burada yer alan esitliklerde E(X(q)), V(X(1)) Ve E(X) degerlerine ihtiyag
duyulmaktadir. Oncelikle iki Parametreli Ustel dagilimin beklenen degeri ve varyansi ele

alindiginda beklenen degerini bulmak igin;
E(X) =] x e x=m)/0 g x (4.55)
n

ile verilen integral ¢6ziimlenmelidir. (4.55)’te verilen integral ¢oziimlendiginde

EX)=n+6 (4.56)
olarak bulunur. Burada V(X)’y1 bulmak igin ki Parametreli Ustel dagilimim varyansina
ihtiya¢ duyulur. Iki parametreli iistel dagilimin varyansi

V(X) = E(X?) — E(X)? (4.57)
ile elde edilebilir. (4.57)’de verilen esitlikte E(X)? bilinmemektedir. O halde

“ 1
E(X?) = f nge‘(x"’)/edx (4.58)
n
ile verilen integralin ¢ézlimlenmesine ihtiya¢ duyulmustur. (4.58)’de verilen integral
cozlimlendiginde
E(X?) =n*+ 2n0 + 262 (4.59)

olarak bulunur.

O halde (4.57)’de verilen esitlikte bulunan degerler yerine yazildiginda V(X)=62 olarak

elde edilir. Orneklem ortalamasina iliskin varyans ise
2
Vix) =— (4.60)

olarak elde edilir.

Esitlik (4.45)’te verilen fonksiyonun birinci sira istatistigini bulmak igin;
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f(x¢y) = nlFOV 1 = FQOI™ - f (%) (4.61)
ile verilen esitlige j=1 yazildiginda elde edilen fonksiyon

n n
f(xw) =5 le*™/°] (4.62)
ile verilir. . x(1)~Ustel(§, 1) oldugu sdylenebilir.

E(x(1))’y1 bulmak igin birinci sira istatistiginin beklenen degerine ihtiya¢ duyulur.

Birinci sira istatistiginin beklenen degerini bulmak i¢in;
“ n
E(xy) = f xge_"(x_")/gdx (4.63)
n
ile verilen integralin ¢dziimlenmesi gerekmektedir. Integral ¢oziimlendiginde,

0
E(xw)=n+- (4.64)
olarak bulunur.

Burada V(x(;))’y1 bulmak igin birinci sira istatistiginin varyans degerine ihtiya¢ duyulur.

Birinci sira istatistiginin varyansi;

2
V(xm) = E[xw?] - E[xq)] (4.65)
ile verilen esitlikte ifade edilmistir.(4.59)’da verilen esitlikte E(X(l)z) bilinmiyor. Bunun

icin asagidaki integral ¢oziimlenir.
® n

E[xo?] = f x? 2 ey (4.66)
n

Ile verilen integral ¢6ziimlendiginde

26m | 26°

E(Xfy) = n* + +o7 (4.67)

n
olarak elde edilir. (4.59)’da verilen esitlikte bulunan degerler yerine yazildiginda

92
Vixw) = (4.68)

olarak elde edilir.
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(4.50)’de yer alan esitlikte yer alan ifadelerden (4.56)’dan E(X) = n + 6 oldugu ve
(4.58)’den E(X(p)) = n+§ oldugu bilinmektedir. O halde 8’nin beklenen degeri

(4.50)’de yerine yazildiginda,

E(B)=0- - (4.69)
olarak elde edilir. 8 nin varyans ise (4.60)’dan V (¥) = z—z ve (4.68)’den V(X(1)) = Z—z
olarak elde edilen ifadeler (4.52)’de yerine yazildiginda

~ 0%(n—1)
v(0) = — (4.70)
olarak elde edilir.
fi’nin beklenen degeri (4.64)’ten

R 0
E(n)=n+5 (4.71)
olarak elde edilir. fy’nin varyansi ise (4.68)’den

92

Vi) =— (4.72)

nZ
olarak elde edilir.

Bulunan tahmin edicilerin yansiz olup olmadigina incelendiginde iki tahmin edicinin de

yanli oldugu goriilmiistiir.
. 0
EM =—-+n#+n (4.73)
olup 7 yanli oldugu soylenebilir.
0 ‘nin yani1 bias(8)=E(8) — 6 ile bulunur.
~ 0
E@)=6--=+6 (4.74)

6’nin yanl oldugu séylenebilir ve 8’nin yan

bias(d) = -2 (4.75)

n

olarak bulunur. 7 ‘nin yan1 bias(1j)=E(7)- n ile bulunur ve
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bias(n) = % (4.76)

olarak elde edilir.

Parametrelerin hata kareler ortalamasin1 bulmak icin MSE(8)=V/(8)+bias(8)? ile bulunur.

6’nin MSE’si
NNE
MSE(9) = = (4.77)

ile verilir. MSE(#)=V(/)+bias(f})? ' nin MSE’si

262

MSE(@#) = — (4.78)

olarak elde edilmistir.

4.3 iki Parametreli Ustel Dagihmun Fisher Bilgisi ile Cezalandirilmus ML Tahmin
Edicileri

Istatistikte tahmin yapmak icin kullanilan en yaygm ydntemlerden biri ML ydntemi
olarak bilindigi ifade edilmistir. Baz1 diizenlilik kosullar1 altinda, ML yontemi, tutarlilik
ve etkinlik gibi tahmin edicilerde aranan giizel 6zelliklere sahip oldugu bilinmektedir.
ML yontemi ¢ok tutucu oldugu goze ¢arpan 6zelliklerinden biri olmaktadir. Burada
stradan ML ydntemine bir ceza ¢arpani eklenerek parametreler cezalandirilacaktir. Iki
parametreli Ustel dagilim yanli tahmin ediciler verdigi boliim 4.2°de detayli olarak
aciklanmistir. Bu durumu diizeltmek i¢in olabilirlik fonksiyonuna eklenecek ceza i¢in

Fisher bilgisi 6nerilmistir.

Bu boliimde, olabilirlik fonksiyonunu ve Fisher yontemi ile cezalandirilmis olabilirlik
fonksiyonunu tanitilmistir. Daha sonra, iki parametreli iistel dagilimlarin Fisher bilgisi

kullanilarak elde edilen cezali ML tahmin edicilerinin 6zellikleri incelenmistir.

Burada Fisher bilgi matrisi i¢in birinci ve ikinci tiirevler bilgilerine ihtiya¢ duyulmaktadir.

O halde (4.47)’de verilen log-olabilirlik fonksiyonunun 6’ya gore birinci tiirevi
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din (L(H, nlx )) noe

T =-5- i=1(xi—77)/92 (4.79)

ile verilmektedir. (4.47)’de yer alan log-olabilirlik fonksiyonunun n’ya gore birinci
tiirevi

din (L(B,nl x )) n

dn 0

(4.80)

ile ifade edilir. 6 parametresi igin ikinci tiirev bilgileri (4.80)’de verilen ifadenin 06’ya

gore tiirevi alindiginda 0’nin ikinci tiirevi elde edilir. O halde 6’nin ikinci tiirevi

d?In(L(6,ml %) I
(dede )=%—ZZ(xi—TI)/93 (4.81)

ile ifade edilir. (4.80)’de verilen ifadenin 1 ya gore tiire tiirevi

dzln(L(G,nlg))_ n 482
dodn T 62 (4.82)

seklinde ifade edilebilir. n) parametresi igin ikinci tiirev bilgileri (4.81)’de verilen ifadenin

n’ya gore tiirevi alindiginda n’nin ikinci tiirevi elde edilir. O halde n’nin ikinci tilirevi

d%ln (L(G,nl g))
dndn

=0 (4.83)

ile verilir. (4.81)’de verilen ifadenin 6’ya gore tiire tiirevi

d?ln (L(H,nlg)) n
dndo e (4.84)

ile verilir. Burada I1(0) = E(](H)) oldugu ve J(0) (4.33)’te verilmistir. 1ki parametreli
tistel dagilim igin J(0) degeri

n g n
——+2 ) (xi—n)/63 —}
](9):[ o° ;l / HZJ (4.85)
— 0
92

ile verilmistir. E(J(6)) ise
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E——+ZZ(XL 77)/03) E 921 (.56

F(2) 0 |

E(J(®)) = [

ile ifade edilir.

Birinci ifadenin beklenen degeri

E(— +22(x1 n)/93)———+032E(x1)—— (4.87)

ile ifade edilebilir. Burada E (x;) iki parametreli iistel dagilimin beklenen degeri olup n +
0’ya esittir. (4.88)’de verilen ifadeye E(x;) = n + 0 yazildiginda elde edilen beklenen

deger
n
n _ 5 n
—9—2+22(xl—17)/9)=ﬁ (4.88)
i=1
ile verilir. Ikinci ve iigiincii ifadenin beklenen degeri
n n
E(z) =% (4.89)
olarak elde edilmistir. O halde Fisher bilgisi
n n
02 g2
1(6) = 9n 6 (4.90)
92 0

ile verilir. Ikinci tiirevler elde edilmis olup iki parametreli {istel dagilimin yanliligin

gidermek ada Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilmis ML tahmin edicisi

olabilirlik fonksiyonu (4.42)’de verilmistir. 1ki parametreli iistel dagilima ait

cezalandirilmis log-olabilirlik fonksiyonu

1(8) = —nin(8) — Z(xl 1)/6 +110g <gj> (4.91)

ile ifade edilebilir. (4.92)’de verilen ifadenin 6’ya gore tiirevi
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dr@e  n o~ Lo 4 _

ile verilmistir. ifade diizenlendiginde

_ Yi(xi—m)

m—— (4.93)

seklini alir. 6 i¢in aday ML tahmini (4.94)’te verilmistir.
Sinir parametreye bagli oldugu igin sekil (4.92)’da verilen olabilirlik fonksiyonunun n’ye

gore tiirevi

dal*(0)
an

=X (4.94)

ile ifade edilir. Parametre sinira bagli oldugundan birinci sira istatistigine esit olmaktadir.
O halde 7 i¢in aday ML tahmini X(;y (4.92)’de verilen ifadenin n’ya gore ikinci tiirevi
almip n = X(q) yazildiginda sifirdan kiigiik oldugu gozlemlenmistir. O halde n = Xy
oldugundan (4.92)’de verilen esitlik

Z?zl(xi - Xw)

0 = 4.95
n+ 2 ( )

ile ifade edilir. (4.92)’de verilen ifadenin 0’ya gore ikinci tiirevi alinip 8 = %

yazildiginda sifirdan kiiciik oldugu goriilmistiir.

7 =Xq) (4.96)

2?:1(Xi—ﬂ)
n+

olarak elde edilmistir. O halde fj = Xy ve 0= ML tahmin edicileri oldugu

sOylenebilir.

0 ifadesi diizenlenirse,

n

0 =
n+2

(x - xw) (4.97)
ifade edilir.

fi’nin beklenen degeri
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0
E(xw) =n+— (4.98)

(4.72)’den olarak bulunmustur. f}’nin varyansi (4.76)’dan
92
V(xw) = 2 (4.99)

olarak elde edilir.

6’nin beklenen degeri

E(6)=E (n _T: > (x — x(l))> (4.100)

ile verilir. (4.100)’de verilen esitlik diizenlendiginde

E(6) = = [E(®) — E(xa)] (4.101)

olarak ifade edilir. 8 nin varyansi,

v(0) =V|= (F-xw)| (4.102)

n+2

ile verilir. (4.102)’de verilen ifade diizenlendiginde

~ n \2
v(6) = (m) [V(x) =2V (x))] (4.103)
olarak ifade edilir.

0 nin beklenen degerini icin (4.56)’dan E(X) = 1 + 6, (4.64)’ten E(X(l)) =7 +%

olup (4.101)’de yerine yazildiginda

E(0) = - (9 9) 4.104)
 n+2 n (.
~ 2 2
olarak bulunur. ©’nin varyansi i¢in (4.60)’dan V(x) = % ve (4.68)’den V(X(p)) = %
olup (4.103)’te yerine yazildiginda
- n \2[0%°(n—1)
= 4.105
v(6) (n+ 2) I n? l ( )

olarak elde edilir.
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7i"nim beklenen degerini igin (4.64)’ten E(X(y)) =7 +

E(7) = +—6
M =n -

olarak elde edilir. 7’nin varyansi igin (4.68)’den

olarak elde edilir.

Elde edilen tahmin edicilerin baz1 6zellikleri incelenmistir.

E(é): L( 0 — %) # 0 olup 0 yanlidir. 8’nin yan1 ise

n+2
bias(8) = E(6) — 6

ile bulunabilir. O halde yan

bias(f) = —

n+2
ile elde edilir.
f’nin yani bias(7)=E(f}) — 7 ile bulunur.

0
E@m)=ﬂ+;¢n
bias(77)=E(f) — n ile bulunabilir.
bias(7) = 9

las() = —

S 0 . 6, ..
olarak bulunur. Yani 0 i¢in yan — — Vel igin yan ;’dlr.

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)

(4.111)

Parametrelerin hata kareler ortalamasini bulmak igin MSE(8)=V/(8)+bias(8)? ile bulunur.

O halde 8’nin hata kareler ortalamasi

MSE(6) = v(8) + bias(8)"
ile hesaplanabilir. O halde
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= ) e

MSE(9) = (- Z 2)2

ile verilir. ifade diizenlenirse

st ) = () |7

olarak elde edilir.

fj’nin hata kareler ortalamasi
MSE (7)) = V(#) + bias(#)?
ile hesaplanabilir. O halde

~ _ 267

olarak elde edilir.

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

Bu béliimde yer alan Iki Parametreli Ustel dagilimin Fisher bilgisi kullanilarak

cezalandirilmis ML yontemine iliskin simiilasyon ¢alismasi boliim 4.4°te verilmistir.

4.3.1 Konum parametresine gore cezalandirilmus ML tahmin edicileri

Iki parametreli iistel dagilimin diizenli ML'i, olabilirlik fonksiyonunun konum

parametresinin bir fonksiyonu olarak monoton artan olmasi gerceginden dolay1 yansiz

tahmin ediciler vermedigi bilinmektedir.

Sekil 4.4’te 1ki Parametreli Ustel dagilimm olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

verilmistir.
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Sekil 4.4 1ki Parametreli Ustel dagilima ait olasilik yogunluk fonksiyonu

Burada olabilirlik fonksiyonunun monoton artan oldugu goriilmektedir. Dolayist ile
konum parametresinin monoton olmayacagi sekilde bir ceza verilmelidir. Kullandigimiz

ceza terimi x;)—m olup ve normal olabilirlik fonksiyonu bu ceza ile ¢arpilir.

X1, X, ., X} i¢in, cezalandirilmis olabilirlik fonksiyonu

L(6,nl x) = (xa) —n)l_[f(xilf),n) (4.117)

ile verilir. Cezalandirma islemi yaptiktan sonra L"(0,n) n' e gére monoton degildir ve
X(1)~" 'den ayrilmaya zorlayan L, X(p)) = 0°dir. (4.1117)’de yer alan cezalandirilmis

olabilirlik fonksiyonu diizenlendiginde

1 n
1011 2) = Gy = Mg exp(= ) G =m/0) (4.118)
i=1
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yer alan esitlik elde edilmistir. Daha kolay islem yapabilmek icin (4.118)’de verilen

ifadenin logaritmasi alinabilir. Elde edilen log-olabilirlik fonksiyonu

In (L*(H,nl g)) = In(xq) —n) —nin(d) — E(xi -n)/0 (4.119)

ile verilebilir. 6, n' nin cezalandirilmis ML tahmin edicilerini elde etmek igin, (4.119)’da
verilen log-olabilirlik fonksiyonunun sirasiyla 6, n' ye gore tiirevi alinip, tiirevleri 0'a
esitlenmelidir. (4.119)’da verilen log-olabilirlik fonksiyonunun n’ya gore tiirevi

din (L*(H,nl g)) 1 s 1

- —=0 (4.120)
dn Xxqp—n 06

ile verilir. (4.119)’da verilen log-olabilirlik fonksiyonunun 6’ya gore tiirevi

din(L(6,11x)) _1 YimGamm)

de 0 02

ile elde edilir.

0 (4.121)

0 igin bulunan aday ML parametre tahmini 6 = @ (4.119)’da verilen log-olabiirlik

(’_(_X(l))

fonksiyonunda 0’ya gore ikinci tiirevi alinip yerine 8 = z yazildiginda elde edilen

n-1

ifadenin sifirdan kiigiik oldugu sdylenebilir. O halde 0 i¢in cezali ML tahmini

n(x — x(1))

0 = 4,122
— ( )

ile verilir. 1 i¢in bulunan aday ML parametre tahmini n = nxr(%;i olup (4.119)’da verilen

log-olabiirlik fonksiyonunda m’ye gore ikinci tirevi almip yerine 1 = %

n-1
yazildiginda elde edilen ifadenin sifirdan kiiciik oldugu sdylenebilir. O halde n i¢in cezali
ML tahmini

nxg — x

= (4.123)

n—1
ile elde edilir. Elde edilen tahmin edicilerin bazi o6zelliklerini incelendiginde yansiz

tahmin ediciler oldugu goriilmiistiir. 8 icin beklenen degeri
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E(6)=E

. .
n(z ~ ) =nf1<9+n—(;+n>> (4.124)

n—1

ile verilebilir. (4.124)’te verilen ifade diizenlendiginde ve (4.56)’dan E(X) = n + 6,

(4.64)ten E (X(l)) =n+ % yerine yazildiginda 8’nin beklenen degeri

E(6)=9 (4.125)

ile verilir. Yani 6’nin 0 igin yansiz oldugu sdylenebilir. 8 nin varyansi

V() =V [");(11; . (ni 1)2 V(X - %)) (4.126)

ile ifade edilir. (4.60)’dan V(%) = & ve (4.68)'den V(X (1)) = & olup

~ 62

0) = 4.127
V() =—— (4.127)
olarak bulunur.
fj i¢in beklenen deger

. TlX(l) - X _ 1 _
E(f) =E [ " ] =— (nE(xe) - %)) (4.128)

ile verilebilir. (4.56)’dan E(X) = n + 6, (4.64)’ten E(X(l)) =1 +§ olup (4.126)’da
verilen ifade diizenlendiginde f}’nin beklenen degeri
E@@) =n (4.129)

ile elde edilir. Yani j’nin 7 i¢in yansiz oldugu sdylenebilir. fj’nin varyansi ise

V@) =V [% = (== 1)2 (v(Xw %)) (4.130)

ile ifade edilir. (4.60)’dan V(%) = & ve (4.68)'den V(X (1)) = & olup

- 6
V() = nn=1 (4.131)

olarak bulunur.
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O halde parametreler i¢in yanlar bias(fj)=0 ve bias(8)=0 olarak elde edilmistir. MSE’lerin

de yanlar 0 oldugundan varyanslara esit olacagi sdylenebilir.

6’nin MSE’si
~ 2
MSE(0) = — (4.132)
ile verilir. 7’nin MSE’si
2
MSE(@) = e (4.133)
ile elde edilir.

Bu boliimde yer alan iki parametreli tistel dagilimin cezalandirilmig ML tahmin edicisinin
Fisher bilgisi kullanilarak elde edilen tahmin edicilere gore daha iyi sonuglar verdigi
sOylenebilir. Cezalandirilmis ML tahmin ediciler ile Fisher bilgisi kullanilarak elde edilen
tahmin ediciler karsilastirildiginda yansiz olduklar1 ve hata kareler ortalamalarinin daha
kiigiik oldugu gozlemlenmistir. Elde edilen tahmin edicilere ait simiilasyon ¢alismasi

boliim 4.4’te verilmistir.

4.4 Simiilasyon

Genigsletilmis Weibull dagiliminin parametreleri acik olarak ifade edilemegi Kisim 4.1°de
ifade edilmistir. Bu nedenle bu boliimde ilk olarak Genisletilmis Weibull dagilimi i¢in R
paket programini kullanilarak simiilasyon sonuglari elde edilmistir. Burada Diizgiin
dagilimin ters doniisiim yontemi ile veri iiretme Ozelliginden yararlanilarak MEW

dagilimi iiretilmistir. Yapilan simiilasyon ¢alismasinda a=10, =1 ve A=0.5 alinmustr.

Cizelge 4.1°de R paket programinda Diizgiin dagilimin ters doniisiim yontemi ile tiretilen
t degerleri kullanilarak MEW dagilimi1 igin parametre tahminleri elde edilmistir.
Parametre tahminleri R paket programinda yer alan “optim” komutu i¢inde yer alan

“SANN” metodu kullanilarak elde edilmistir.

85



Cizelge 4.1 Genisletilmis Weibull dagilimin parametre tahminleri

Log-
Orneklem (n) I\ B o olabilirlik
Degeri
1 2.9214 4.3238 164.3596 -34.1633
2 3.4448 6.7680 66.9114 -33.2337
3 0.1346 5.3579 154.9954 -33.3561
4 4.4873 5.2861 44.6122 -33.1583

Cizelge 4.1’de 8 = (A, 3, ) = (0.5,1,10) alindiginda Genisletilmis Weibull dagilimina
iliskin parametre tahminleri verilmistir. Burada birinci ve tgiincii 6rnek i¢in @’nin

oldukga biiyiik degerlere sahip oldugu sdylenebilir.

Davidon—fletcher—powell formiilii mevcut tahmine en yakin olan ve egrilik kosulunu
saglayan sekant denkleminin ¢6ziimiinii bulunmasi ile tanimaktadir (Powell 1973).
Sekant yontemini ¢ok boyutlu bir probleme genelleyen ilk yar1 Newton yontemi olarak
bilinir (Avriel 1976). Bu giincelleme, Hessian matrisinin simetrisini ve pozitif kesinligini

korur.

Sayisal optimizasyonda, Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS) (Fletcher 1987)
algoritmasi, kisitlanmamis dogrusal olmayan optimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in
yinelemeli bir yontem olarak bilinmektedir. Davidon—Fletcher—Powell Nelder-Mead
(Powell 1973) yontemine benzer olarak BFGS de gradyan bilgisi ile egimi 6n
kosullandirma yaprak inis yoniinii belirler. Bunu, genellestirilmis bir sekant yontemi
(Avriel 1976) araciligiyla yalnizca yapmaktadir. BFGS egrilik matrisinin giincellemeleri
matris tersi gerektirmediginden hesaplama karmasikligi, Newton'un yontemindeki
Q(n3)ile karsilastirildiginda yalnizca Q(n?) oldugu sdylenebilir. Ayrica, BFGS'nin siirl
bellekli bir versiyonu olan L-BFGS de yaygin olarak kullanilmaktadir ve 6zellikle ¢ok
sayida degiskene (p >1000) sahip problemler i¢in uygun oldugu sdylenebilir.
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"SANN" (Kirkpatrick vd. 1983), simiile edilmis tavlama (Simulated-annealing) stokastik
global optimizasyon yoOntemleri sinifina ait oldugu bilinmektedir. Yalnizca islev
degerlerini kullanir, ancak nispeten yavastir. Ayni zamanda tiirevlenemeyen fonksiyonlar
icin de calistigi bilinmektedir. Bu uygulama, kabul olasilig1 i¢cin Metropolis islevini
kullanir. Bir sonraki aday nokta, gergek sicaklikla orantili 6l¢ege sahip bir Gauss Markov
cekirdeginden iretilir. "SANN" yonteminin kritik olarak kontrol parametrelerinin
ayarlarma bagl oldugu bilinmektedir (Kirkpatrick vd. 1983). Genel amagli bir yontem
olmamakla birlikte ¢ok piiriizlii bir yiizeyde iyi bir deger elde etmede ¢ok faydali olabilir.

Cezalandirilmis Weibull dagiliminda yer alan fisher bilgi matrisi gézlemlenen veriler
kullnilarak elde edilmistir. Daha sonra cezalandirilmis olabilirlik fonksiyonunda yerine
yazilmis olup simiilasyonlar gerceklestirilmistir. MEW dagiliminin cezalai olabilirlik
fonksiyonu kullanilarak elde edilen parametre tahminleri R paket programinda yer alan
“optim” komutu kullnilarak elde edilmistir. “Optim” komutunun igerisinde yer alan

metotlardan “SANN” metodu kullanilarak parametre tahmini yapilmistir.

Cizelge 4.2°de R paket programinda yer alan optim komutu kullanilarak elde edilen

Fisher bilgisi ile cezalandirilmis MEW dagiliminin parametre tahminleri verilmistir.

Cizelge 4.2 R paket programinda optim komutu kullanilarak elde edilen cezalandirilmig
MEW dagilimi i¢in parametre tahminleri

Orneklem (n) A B o Log-olabilirlik
1 1.8389 1.9263 16.4240 -31.0469
2 10.3822 10.9430 7.0250 -30.1935
3 1.4029 4.9522 12.5839 -30.2630
4 6.9207 6.8882 5.3323 -30.09139

Cizelge 4.2, Cizelge 4.1 ile karsilastirildiginda @ degerlerin kiiciik oldugu ve gercegi
yansittigi soylenebilir. Cizelge 4.1°de A degerlerinin gercegi yansitmadigi yorumu

yapilabilir.
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Sekil 4.5’te cezalandirilmis MEW dagilimina ait olabilirlik fonksiyonunun o’ya gore

grafigi verilmistir.
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Sekil 4.5 Fisher Bilgisi kullanilarak cezalandirilmis MEW dagilimimin olabilirlik
fonksiyonunun grafigi

Sekil 4.5°te Fisher bilgisi kullnilarak cezalandirilmis olabilirlik fonksiyonunun o’ya gore
grafigi verilmistir. Burada grafiklere bakilarak o degerinin Sekil 4.3’te verilen grafiklere

gore kiigiildiigli yorumu yapilabilir. Yani yanliligin giderildigi ifade edilebilir.

Ikinci kisimda ise R programlama dilinde simiilasyon yapilmistir. Burada Diizgiin
dagilimin ters doniisiim ydntemi ile veri iiretme Ozelliginden yararlanilarak ki
Parametreli Ustel dagilim {iretilmistir. Yapilan simiilasyon ¢alismasinda konum
parametresi 0, 6l¢li parametresi 3 olarak alinmistir. Orneklem boyutu i¢in 10, 20, 30, 50,
100, 1000 ve 10000 degerleri ele alinmigtir. Her 6rneklem boyutu i¢in deney 1000 kez

tekrarlanmustir.
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Cizelge 4.4, Cizelge 4.6 ve Cizelge 4.8’de her bir O6rneklem degeri i¢in konum
parametresi, Cizelge 4.5, Cizelge 4.7 ve Cizelge 4.9 igin dlgek parametresinin tahmin

degerleri, MSE ve bias (yan) degerleri verilmistir.

Cizelge 4.3 Iki Parametreli Ustel dagilim icin ML ydntemi kullanilarak elde edilen konum
parametresinin simiilasyon sonuglar1

ML Tahmin Edicileri
Orneklem Boyutu o Parametre i¢in
0 Parametre Tahmini MSE Degeri Yan
10 0.3040 0.1829 0.3040
20 0.1575 0.0501 0.1575
30 0.0936 0.0174 0.0936
50 0.0598 0.0072 0.0598
100 0.0318 0.0020 0.0318
1000 0.0031 1.870967e-05 0.0031
10000 0.0003 1.884638e-07 0.0003

Cizelge 4.4 iki Parametreli Ustel dagilim icin ML ydntemi kullanilarak elde edilen 6lgek
g g y
parametresinin simiilasyon sonuclari

ML Tahmin Edicileri
Orneklem Boyutu . Parametre i¢in

) Parametre Tahmini MSE Degeri Yan
10 2.6783 0.7992 -0.3217
20 2.8750 0.4336 -0.1250
30 2.8913 0.3057 -0.1087
50 2.9448 0.1867 -0.0552
100 2.9776 0.0892 -0.0224

1000 2.9965 0.0080 -0.0035

10000 2.9998 0.0009 -0.0002
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Cizelge 4.5 Konum parametresi kullanilarak cezalandirilms Iki Parametreli Ustel dagilim
i¢in konum parametresinin simiilasyon sonuglari

Cezalandirilmis ML Tahmin Edicileri
Orneklem Boyutu Parametresi Parametre i¢in Van

(n) Tahmini MSE Degeri
10 0.0064 0.0961 0.0064
20 0.0062 0.0266 0.0062
30 -0.0061 0.0090 -0.0061
50 -0.0002 0.0038 -0.0002
100 0.0017 0.0010 0.0017

1000 9.462473e-05 9.191203e-06 9.462473e-05

10000 5.275892¢-06 9.525799¢-08 5.275892e-06

Cizelge 4.6 Konum parametresi kullanilarak cezalandirilmis iki Parametreli Ustel dagilim
icin Olgek parametresinin simiilasyon sonuglari

Cezalandirilmis ML Tahmin Edicileri
Orneklem Boyutu | Olgek Parametresi | Olgek Parametresi Van

(n) Tahmini icin MSE Degeri
10 2.9758 0.8595 -0.0242
20 3.0263 0.4638 0.0263
30 2.9910 0.3146 -0.0090
50 3.0049 0.1912 0.0049
100 3.0077 0.0906 0.0077

1000 2.9995 0.0080 -0.0005

10000 3.0001 0.0009 5.467344e-05

Konum parametresi i¢in Cizelge 4.4, Cizelge 4.6 ve Cizelge 4.8 e bakildiginda yanliklar
acisindan ML yontemi kullanilarak elde edilen tahmin edicinin yaninin daha kiigiik
oldugu goriilmiistiir. Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirma yapilan konum parametresi
tahmini i¢in konum parametresi sinirlara bagli olup birinci sira istatistigi olarak tahmin

edilmisti. Bu nedenle konum parametresi icin ML yontemi kullanilarak yapilan
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cezalandirmaya gore yant ve MSE’si daha biiylik elde edilmistir. Siradan ML yontemi
kullanilarak elde edilen konum parametresi tahmini ile Fisher bilgisi kullanilarak
cezalandirma yapilarak elde edilen konum parametresi tahmini ayn1 gelmistir. Olgek
parametresi icin Cizelge 4.5, Cizelge 4.7 ve Cizelge 4.9’a bakildiginda yanliliklar
incelendiginde sirastyla en iyi sonucu ML yontemi kullanilarak yapilan cezalandirma ile
elde edilen tahmin edici, Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirma yapilan O6lgek
parametresi tahmini ve sonuncusu siradan ML yontemi kullanilarak elde edilen 6lgek

parametresi tahmini oldugu goriilmiistiir.

Sekil 4.6’da konum parametresi cezalandirilarak elde edilen “iki Parametreli Ustel”

dagilimin log-olabilirlik fonksiyonuna ait grafik verilmistir.
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Sekil 4.6 iki Parametreli Ustel dagilima ait konum parametresi ile cezalandirilmis log-
olabilirlik fonksiyonu grafigi

Sekil 4.6°da “Iki Parametreli Ustel dagilima” ait konum parametresi ile cezalandirilmis
log-olabilirlik fonksiyonu verilmistir. Grafige bakildiginda monotonlugun kirildig:

yorumu yapilabilir.
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Cizelge 4.7°de Fisher bilgisi kullanilarak cezalandiriimis “iki Parametreli Ustel” dagilim

icin konum parametresinin tahmini, MSE’si ve yan1 verilmistir.

Cizelge 4.7 Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilmis iki parametreli Ustel dagilim i¢in
konum parametresinin simiilasyon sonuglari

Fisher Yontemi ile Cezalandirilmis ML Tahmin Edicileri
Orneklem Boyutu onum ] onum
Parametresi Parametresi i¢in Yan
") Tahmini MSE Degeri
10 0.3040 0.1829 0.3040
20 0.1575 0.0501 0.1575
30 0.0936 0.0174 0.0936
50 0.0598 0.0072 0.0598
100 0.0318 0.0020 0.0318
1000 0.0031 1.870967e-05 0.0031
10000 0.0003 1.884638e-07 0.0003

Cizelge 4.7°de Fisher bilgisi kullamlarak cezalandirilan “Iki Parametreli Ustel” dagilim
icin konum parametresinin tahminleri incelendiginde 6rneklem boyutu arttik¢ca tahmin
degerlerinin kii¢iildiigii yorumu yapilabilir. Ayrica 6rneklem boyutu arttikca MSE’nin de

azaldig1 ve dolayisiyla yanliligin azaldig1 yorumu da yapilabilir.

Cizelge 4.8°de Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilan “Iki Parametreli Usel” dagilimin

Olcek parametresi tahmini, MSE’si ve yan1 verilmistir.
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Cizelge 4.8 Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilmis Iki Parametreli Ustel dagilim igin
Olcek parametresinin simiilasyon sonuglari

Fisher Yontemi ile Cezalandirilmis ML Tahmin Edicileri
Orneklem Boyutu | Olcek Parametresi | Olcek Parametresi van

(n) Tahmini icin MSE Degeri
10 2.2319 1.0731 -0.7681
20 2.6136 0.4947 -0.3864
30 2.7106 0.3420 -0.2894
50 2.8315 0.1982 -0.1685
100 2.9192 0.0918 -0.0807

1000 2.9905 0.0081 -0.0095

10000 2.9992 0.0009 -0.0008

Cizelge 4.8°de Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilan “iki Parametreli Ustel” dagilim
icin Olgek parametresinin tahminleri incelendiginde 6rneklem boyutu arttik¢ca tahmin
degerlerinin biiyiidiigli yorumu yapilabilir. Ayrica 6rneklem boyutu arttikga MSE’nin

azaldig1 ve dolayisiyla yanliligin azaldig1 yorumu da yapilabilir.

Sekil 4.6°da Fisher bilgisi kullamlarak cezalandirilmis olan “Iki Parametreli Ustel”

dagilimin log-olabilirlik fonksiyonuna ait grafik verilmistir.
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Sekil 4.7 Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilmis Iki Parametreli Ustel dagilimin
olabilirlik fonksiyonu grafigi

Burada Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilmis olan olabilirlik fonksiyonuna ait grafik
verilmistir. Grafige bakildiginda monotonlugun kirildig1 yorumu yapilabilir. Ancak Sekil
4.6 ile karsilastirildiginda konum parametresi cezalandirilarak elde edilen olabilirlik

fonksiyonunun monotonlugu daha 1yi kirdig1 yorumu yapilabilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Istatistik alaninda Kitle parametresi hakkinda bilgi sahibi olmak olduk¢a &nemlidir.
Ancak kitlenin tamamina ulasmak her zaman miimkiin olmamaktadir. Bu durumun sebebi
ise basta zaman kaybinin olmasi ve maliyetin artmasi ile ifade edilebilir. Bu amagla hem
zaman kayb1 olmadan hem de maliyet artis1 olmadan bir ¢6ziim yolu olarak ayn1 dagilima
sahip oldugu diisiiniilen 6rneklem bilgisinden yararlanilarak kitle parametresi tahmin
edilebilir.

Kitle parametrelerini tahmin etmek igin literatiirde en ¢ok tercih edilen yontemler
arasinda MOM, LS, ML ve Bayes yontemi (Bayes, 1763) oldugu goriilmektedir. Bu tezde

MLyontemi ele alinmstir.

Bu tezde oncelikli olarak kitle parametrelerinin bazi 6zellikleri incelenmistir Daha sonra
tahmin edici elde etme yontemlerine deginilmis ve olup ML y6ntemi kullanilarak devam
edilmistir. Lineer regresyon modellerinde parametreleri tahmin etmek ig¢in
cezalandirilmis ML yontemi ilk olarak ele alimmistir. Bu yontemler Bridge, Ridge,
LASSO ve Elastik Net yontemleridir. Bu yontemlere iligkin simiilasyon sonuglari
incelenmistir. Yapilan simiilasyon sonuglari karsilastirdiginda LASSO’nun ayar
parametresi olan A’y1 0’a diger yontemlere gore daha iyi biizdiigii dolayisiyla ML yontemi

ile elde edilen katsayilara daha yakin oldugu tespit edilmistir.

Tikhonov diizenlemesi istatistikte kullanilmaya baslayan yeni yontemlerden biridir. Bu

yontem hakkinda genel bilgiler verilmistir.

Doérdiincii boliimde iki farkli dagilim i¢in cezalandirilirmis ML tahminlerine yer
verilmistir. Cezalandirma icin iki farkli yontem ele alinmustir. Ik olarak MEW dagilimi
incelenmistir. Dagilimin parametreleri agik olarak ifade edilemediginden log-olabilirlik
fonksiyonu bir optimizasyon problemine doniistiir. Bunun i¢in R’da yer alan optim
komutu kullanilmistir. Elde edilen sonuglar karsilastirildiginda o tahminin oldukga biiytik

oldugu tespit edilmistir. Olasilik fonksiyonunda o' nin sergiledigi davranisa bakilarak
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gercek degerden uzaklastigi bu neden ile de cezalandirilmaya ihtiya¢ duyuldugu ifade
edilebilir. Cezalandirma icin Fisher bilgisinden yararlanilarak cezalandirilmis olabilirlik
fonksiyonu i¢in parametreler tahmin edilmemistir. Bunun i¢cim Monte Carlo simiilasyonu
R programlama dilinde yapilmistir. Fisher bilgisi kullanilarak cezalandirilan MEW
dagilimmin simiilasyonu sonucunda a ve A igin elde edilen tahmin degerlerinin

degerlerinin gergegi yansittig1 gorilmiistiir.

Iki parametreli Ustel dagilim igin iki farkli cezalandirma ydntemi ele almmustir. ilk
olarak, iki parametreli iistel dagilimin ML tahmin edicileri incelendiginde yanli olduklari
gozlemlenmistir. Burada ilk olarak MEW dagilimda oldugu gibi yanlilig1 diizeltmek igin
Fisher bilgisi kullanilarak olabilirlik fonksiyonu cezalandirilmistir ve parametre tahmini
yapilmistir. Ikinci bir yaklasim ise iki parametreli Ustel dagilimin olasilik yogunluk
fonksiyonu grafigi R programla kullanilarak elde edilmistir. Grafige bakildiginda
fonksiyonun monoton artan oldugu goériilmistiir. Bu durumun konum parametresinden
kaynakli oldugu goriilmiis olup cezasi olabilirlik fonksiyonu konum parametresinin bir
ifadesi ile garpilmigtir. Ceza terimini igeren yeni olabilirlik fonksiyonunun parametre
tahminleri elde edilmistir. Yapilan cezalandirilmig ML yontemleri ile ML yontemlerinin
karsilastirilmast verilmistir. Iki parametreli Ustel dagilim igin konum parametreli

cezalandirmanin daha iyi sonuglar verdigi gézlemlenmistir.
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