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Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci béliimde ¢alismanin amaci ve motivas-
yonu sunulmakta, eriyebilir modiil kavraminin literatiirdeki yeri agiklanmakta ve
temel problem cercevelendirilmektedir. Ayrica modiil teorisi ile halka teorisi ara-
simdaki baglantilar ve calismanin saglayacagl katkilar tartisiimaktadir. Ikinci bo-
liimde tez boyunca kullanilan modiil ve halka siiflarinin tanimlar: verilmektedir.
Uciincii béliimde eriyebilir modiil kavrami ayrintili olarak incelenmekte, genel 6zel-
likleri 6rneklerle agiklanmaktadir. Burulmasizlik ve tekillik gibi yapisal nitelikler
ele alinmakta; eriyebilirligin kalitsalligi altmodiiller, boliim modiilleri, direkt toplam
ve direkt carpim tizerinden degerlendirilmektedir. Ayrica polinom, kuvvet serileri
ve ¢arpik polinom halkalar: tizerindeki eriyebilirlik durumlar: tartisiimaktadir. Dor-
diincii boliimde modiillerin endomorfizmalar: eriyebilirlik 6zelligi bakimindan ele
alinmaktadir. Besinci boliimde endo-eriyebilir modiil kavrami tanimlanmakta, te-
mel ozellikleri ortaya konmaktadir. Bu modiillerin eriyebilirlik kavramiyla iligkileri
analiz edilmekte, karakterizasyonlar: yapilmakta ve bu modiil sinifi diger modiil sinif-
lariyla karsilagtirilmaktadir. Cesitli 6rneklerle endo-eriyebilir modiillerin 6zellikleri
degerlendirilmektedir.

Subat 2026, 60 sayfa

Anahtar Kelimeler: Eriyebilir halka, eriyebilir modiil, burulmali eleman, burul-
masiz eleman, endo-eriyebilir modiil
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This thesis consists of five chapters. The first chapter presents the aim and mo-
tivation of the study, explains the place of the concept of fusible modules in the
literature, and frames the main problem addressed in the thesis. It also discusses
the connections between module theory and ring theory as well as the contributions
of the study to module theory. The second chapter provides the definitions of the
module and ring classes used throughout the thesis. The third chapter examines
the concept of fusible modules in detail and explains their general properties with
examples. Torsion-freeness, singularity, and the heredity of fusibility are examined
via submodules, quotients, and direct constructions. In addition, the fusibility of
modules over polynomial rings, power series rings, and skew polynomial rings is
discussed. In the fourth section, the endomorphisms of modules are examined with
respect to the fusibility. The fifth chapter introduces the notion of endofusible mo-
dules and sets out their basic properties. The relationship between these modules
and the concept of fusibility is analyzed, characterizations of endofusible modules
are given, and comparisons with other classes of modules are presented. Various
examples are provided to evaluate the properties of endofusible modules.
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SIMGELER DIiZINI

Dogal sayilar kiimesi

f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

M sag R-modiil

M modiiliiniin tekil altmodiilii

M modiiliintin N altmodiiliine gore boliim modiilii
S nin [ altkiimesinin M deki sag sifirlayani

M modiiliintin burulmali elemanlarinin kiimesi

M modiiliintin burulmasiz elemanlarimin kiimesi

M — N sag R-modiil homomorfizmalarinin kiimesi
M modiiliiniin sag R-modiil endomorfizmalarinin halkasi
M; modiillerinin direkt toplami

M; modiillerinin direkt ¢arpimi

N, M nin altmodiilii

n pozitif tamsayisina gore kalan simiflarinin halkas

R halkas1 lizerindeki n X n tipinde matrislerin halkasi
N, M nin esas altmodiilii

{feS| M <o M)

Rasyonel sayilar cismi

Reel sayilar cismi

Tamsayilar halkasi
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1. GIRIS

Bu ¢aligmada, R birimli bir halka ve M bir sag R-modiil olarak ele alinacaktir. Ayrica
bir R-modiil M nin endomorfizmalariin halkas1 S = Endg(M) ile gosterilecektir.
Bir halkanin sifir bolen olan iki elemaninin toplami sifir bolen eleman olmak zorunda
degildir. Ayrica eger bir halkanin tiim sol (sag) sifir bolen olan elemanlarinin kiimesi
halkanin bir sol (sag) ideali degilse, o zaman halkanin bir sol (sag) sifir bolen ile
sol (sag) sifir bolen olmayan elemanin toplami olarak ifade edilebilen bir sol (sag)
sifir bolen elemani vardir. Buradan hareketle 2017 yilinda Ebrahim Ghashghaei ve
Warren Wm. McGovern “Fusible rings” isimli ¢aligmalarinda birimli halkalar igin
eriyebilir eleman ve eriyebilir halka kavramlarini tanimlamigtir. Birimli bir R halka-
smin sifirdan farkh bir a elemani, R halkasinin bir sol (sag) sifir bolen ve bir sol (sag)
sifir bolen olmayan (diger bir ifadeyle diizenli) elemanimin toplami geklinde yazila-
biliyorsa, o zaman a elemanma sol (sag) eriyebilir eleman denir. Eger R halkasinin
sifirdan farkl her elemani bir sol (sag) eriyebilir eleman ise, o zaman R halkasina
sol (sag) eriyebilir halka denir. Hem sol hem de sag eriyebilir elemanlara (halkalara)
kisaca eriyebilir eleman (halka) ad1 verilir. Ayrica yine aymi ¢galigmalarinda Ebrahim
Ghashghaei ve Warren Wm. McGovern eriyebilir halkalarin baz temel 6zelliklerini
ve diger halka simiflar1 ile iligkilerini incelemiglerdir. Ayrica sifirdan farkli her ele-
mani sifir bolen olmayan halkalarin eriyebilir halka oldugu ve eriyebilir halkalarin
tekil olmayan (nonsingular) oldugu gosterilerek eriyebilir halkalarin halka teorisin-
deki yeri belirlenmigtir. Tamlik bélgeleri ve Boole halkalar eriyebilir halka 6rnekleri
arasinda yer alir. Ayrica temiz (clean) halkalar, temizimsi (almost clean) halkalar,
ozel temizimsi (special almost clean) halkalar, Rickart halkalar, indirgenmis (redu-
ced) halkalar ve yari-basit (semisimple) halkalar ile eriyebilir halkalar arasindaki

iligkiler yine ayni ¢alismada detayli olarak incelenmigtir.

Halka teorisindeki duruma benzer gekilde, modiil teorisinde de burulmali elemanla-
rin kiimesi altmodiil olmak zorunda degildir. Birimli ve degismeli halkalar tizerindeki
modiillerde ise burulmali elemanlarin kiimesi altmodiil yapisina sahiptir. Bu calig-
mada eriyebilir eleman ve eriyebilir halka kavramlar:1 {izerine yapilan ¢aligmalarin

motivasyonu ile s6z konusu kavramlarin modil teorisindeki kargiliklarinin arastiril-



mas1 amaciyla modiil teoride eriyebilir eleman ve eriyebilir modiil kavramlari ince-

lenmektedir.

Bu calismanin diger bir kisminda modiillerin endomorfizma halkalar1 eriyebilirlik
kavrami bakimindan incelenmektedir. Modiillerin endomorfizma halkalarini incele-
menin, modiillerin kendilerini incelemeye gore cesitli avantajlari vardir. Bir yandan,
modiiliin endomorfizmalarini kullanarak modiiliin yapisinin daha derin bir sekilde
anlagilmasini saglar. Boylece modiillerin endomorfizma halkasi yapilarina gore si-
miflandirilmasina olanak tanir. Ote yandan, modiil ve halka teorisi arasindaki ilig-
kiyi kullanarak, s6z konusu alanlar arasindaki anlayigi ve bilgi paylagimini geligtirir.
Halka ve modiil teorisi baglaminda, endomorfizma halkalar:1 belirli halkalar olan
modiiller ile ilgili ¢ok sayida ¢aligma bulunmaktadir. Bu dogrultuda Crivei, “On a
class of modules whose non-zero endomorphisms are monomorphisms” makalesinde
sifirdan farkli endomorfizmalar1 monomorfizma olan modiiller simifini1 tanitmistir.
Breaz, Calugareanu ve Schultz “Modules with Dedekind finite endomorphism rings”
adli ¢alismalarinda endomorfizma halkalar1 Dedekind sonlu olan modiiller {izerinde
calismiglardir. Lee, Rizvi ve Roman “Modules whose endomorphism rings are von Ne-
umann regular” isimli ¢alismalarinda endomorfizma halkalar1 von Neumann diizenli
olan modiilleri incelemiglerdir. Ayrica 2014 yilinda endomorfizma halkalar1 bélme
halkasi olan modiiller Lee, Roman ve Zhang tarafindan “Modules whose endomorp-
hism rings are division rings” makalesinde ¢aligilmigtir. Zhang ve Lee “Modules whose
endomorphism rings are unit-regular” adli ¢alismalarinda endomorfizma halkalar:
birim-diizenli (unit-regular) olan modiilleri ele almiglardir. Ayrica 2019 yilinda “Mo-
dules whose endomorphism rings are (m, n)-coherent” isimli galigmalarinda Luo ve
Mao endomorfizma halkalar1 (m,n)-tutarh ((m,n)-coherent) olan modiillere odak-

lanmigtar.

Yukarida bahsedilen ¢aligmalardan esinlenerek, bu ¢aligmada endomorfizma halkalar:

eriyebilir olan modiiller arastirilmaktadir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde ¢alismada kullanilacak temel bilgiler verilmektedir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 M bir modiil ve M nin bir altkiimesi N olsun. Bu durumda rz(N) =
{r € R | Nr = 0} kiimesine N nin R i¢indeki sag sifirlayans (right annihilator)
ve lg(N) = {s € R | sN = 0} kiimesine N nin S i¢indeki sol sifirlayans (left
annihilator) denir. Eger N = {n} ise, o zaman rr({n}) yerine rr(n) goésterimi

kullanilmaktadir (Anderson ve Fuller 1992).

Tamim 2.1.2 M bir modiil olsun. Tr(M) = {m € M | rg(m) # 0} kiimesine M
nin burulmaly (torsion) elemanlarimin kimesi denir. Ayrica TjH(M) = {m € M |

rr(m) = 0} kiimesine M nin burulmasiz (torsion-free) elemanlarinin kimesi denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.3 M bir modiil olsun. Eger 0 — B’ % B2 B" = 0 sol R-modiillerin
dizisi tam iken, 0 — M ®z B’ %% M @p B %% M @z B” — 0 dizisi tam oluyor

ise, o zaman M ye bir diz (flat) modiil denir (Anderson ve Fuller 1992).

Onerme 2.1.4 R bir halka olsun. Eger R bir tamlik bolgesi ve M bir diiz R-modiil

ise, 0 zaman M burulmasizdir (Rotman 1979).

Tanim 2.1.5 R bir halka olsun. Eger her r € R i¢in rr'r = r olacak gekilde bir
r" € R var ise, o zaman R ye bir von Neumann diizenli (von Neumann reqular) halka

denir (Anderson ve Fuller 1992).

Teorem 2.1.6 R bir halka olsun. R nin von Neumann diizenli halka olmasi i¢in

gerek ve yeter sart her sag R-modiiliin diiz olmasidir (Rotman 1979).

Tanim 2.1.7 M bir modiil ve 0 # N < M olsun. Eger her L < M i¢gin NN L #0
ise, o zaman N ye M nin bir esas (essential) altmodili, denir (Anderson ve Fuller

1992).



Tanim 2.1.8 Bir M modilinin Z(M) = {m € M | rg(m) sag ideali R de esas}
altmodiiliine tekil (singular) altmodil denir. Eger Z(M) = M ise, M ye bir tekil
(singular) modil ve Z(M) = 0 ise, o zaman M ye bir tekil olmayan (nonsingular)

modil adi verilir (Lam 1999).

Tanim 2.1.9 Eger bir R halkasi kendisi iizerinde sag modiil olarak alinirsa, Z(Rpg)
altmodiililne R nin bir sag tekil (right singular) ideali denir. Benzer sekilde kendisi
tizerinde sol modiil olarak alinirsa, Z(zR) altmodiilii R nin bir sol tekil (left singular)

ideali olarak adlandirilir (Lam 1999).

Tanim 2.1.10 M sifirdan farkli bir modiil olsun. Eger M nin agikar altmodiil-
leri diginda bir altmodiilii yok ise, o zaman M ye bir basit (simple) modil denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanmim 2.1.11 M bir modiil olsun.
Soc(M) = ﬂ{K < M : K modiilii M nin bir esas altmodiilii}

= {L <M : L modiili M nin bir basit altmodiilii}

seklinde tanimlanan kiimeye M nin sokulu (socle) denir (Goodearl 1976).

Tanim 2.1.12 M bir modil olsun. Eger M basit altmodiillerinin direkt toplami
olarak yaziliyor ise, o zaman M ye bir yar: basit (semisimple) modiil denir (Anderson

ve Fuller 1992).

Teorem 2.1.13 M bir modiil olsun. M nin yar1 basit olmasi igin gerek ve yeter

sart Soc(M) = M olmasidir (Goodearl 1976).

Tanim 2.1.14 M bir modiil olsun. Eger M nin altmodiilleri kapsama bagintisina
gore tam sirali ise, yani N, L < M i¢cin N C L veya L C N ise, o zaman M ye bir

tek suraly (uniserial) modil denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.15 R bir halka olsun. Eger 0 # a € R i¢in a = z 4 r olacak sekilde

bir sol (sag) sifir bolen eleman z ve bir sol (sag) sifir bolen olmayan eleman r var



ise, 0 zaman a ya sol (sag) eriyebilir (left (right) fusible) eleman denir. Eger R nin
sifirdan farkli her elemam sol (sag) eriyebilir ise, o zaman R ye sol (sag) eriyebilir
halka denir. Hem sol hem de sag eriyebilir elemanlara (halkalara) kisaca eriyebilir

eleman (halka) denir (Ghashghaei ve McGovern 2017).

Lemma 2.1.16 R bir halka ve n > 2 bir tamsay1 olsun. O zaman R iizerindeki alt
(iist) tiggensel matrislerin halkasi T,,(R) sol (sag) eriyebilir degildir (Ghashghaei ve
McGovern 2017).

Tanim 2.1.17 R bir halka olsun. Bu durumda R|[z]] bi¢imsel kuvvet serileri (formal
power series) halkas: her n € Nigin a,, € R olmak iizere ag+a1r+asx’+- - +a "+
- geklindeki kuvvet serilerinden olugur. R[[z]] bigimsel kuvvet serileri halkasinin

toplama ve garpma iglemi polinomlarm bilinen toplama ve ¢arpma iglemidir (Lam

2001).

Tanim 2.1.18 R bir halka ve R nin bir endomorfizmasi ¢ olsun. Bu durumda
Rlx; o] ¢arpik (skew) polinomlar halkasi ag,aq,- - ,a, € R olmak tizere ag + a1z +
-+ 4 a,x" bigimindeki tiim polinomlarin kiimesi olarak tanimlanir. Burada toplama
islemi polinomlarin bilinen toplama iglemidir, fakat ¢arpma iglemi her a € R igin

zra = o(a)x seklinde tanimhdir (Lam 2001).

Tanim 2.1.19 R bir halka ve R nin bir endomorfizmasi o olsun. Bu durumda
R|[x; ol] bigimsel ¢arpik kuvvet serileri (formal skew power series) halkasi her n € N
icin a,, € R olmak iizere ag + a1z + - - - + a,x™ + - - - bicimindeki kuvvet serilerinin
kiimesi olarak tamimlanir. Burada toplama iglemi polinomlarin bilinen toplama is-

lemidir, fakat ¢arpma islemi her @ € R i¢in xa = o(a)x seklinde tanimhdir (Lam

2001).

Tanim 2.1.20 M bir R-modil, m € M ve a € R olsun. Eger ma = 0 olmas1

mRN Ma = 0 olmasii gerektiriyorsa, M ye indirgenmis (reduced) modiil denir (Lee
ve Zhou 2004).

Ayrica bir R halkasinin indirgenmig olmasi i¢in gerek ve yeter gsart R nin indirgenmis

R-modiil olmasidir (Lee ve Zhou 2004).



Lemma 2.1.21 M bir R-modiil olsun. Bu durumda agagidakiler denktir:
(1) M indirgenmistir.
(2) m € M ve a € R igin,

(i) ma* = 0 ise, o zaman ma = 0,

(ii) ma = 0 ise, o zaman mRa = 0 dir
(Lee ve Zhou 2004).

Lemma 2.1.22 Eger R bir sol eriyebilir halka ise, o zaman M,(R) de bir sol
eriyebilir halkadir (Ghashghaei ve McGovern 2017).

Lemma 2.1.23 R bir halka ve n > 2 bir tamsay1 olsun. O zaman alt ({ist) ti¢ggensel

matrislerin halkasi T,,(R) sol eriyebilir degildir (Ghashghaei ve McGovern 2017).

Tanim 2.1.24 R bir halka olsun. Eger R nin her sol ideali ayn1 zamanda bir sag
ideal ise yani, R nin bir ideali ise, o zaman R ye sol es (left duo) halka denir. Benzer
sekilde eger R nin her sag ideali ayni zamanda bir sol ideal ise yani, R nin bir ideali
ise, o zaman R ye sag es (right duo) halka denir. Ayrica her a € R i¢in aR C Ra ve
Ra C aR ise, o zaman R ye es (duo) halka denir (Thierrin 1960).

Tanim 2.1.25 R bir halka olsun. Eger e € R icin ¢? = ¢ € R saglaniyor ise, o

zaman e ye eskare (idempotent) eleman denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.26 R bir halka olsun. Eger R nin tiim egkare elemanlar1 merkezde
ise, o zaman R ye abelyen (abelian) veya normal halka denir (Endo 1960). Bir M
modiiliinde herhangi f € S, e? =e € S ve m € M icin fem = efm oluyorsa, M ye
abelyen (abelian) modiil denir (Roos 1967).

Tamim 2.1.27 M bir modiil ve o € S olsun. Eger M/a(M) = Ker(«) ise, o zaman
a ya morfik (morphic) denir. Eger S nin her elemani morfik ise, o zaman M ye

morfik modil denir (Nicholson ve Campos 2005).

Lemma 2.1.28 Her morfik modil i¢ kisaltmaya (internal cancellation) sahiptir

(Nicholson ve Campos 2005).



Tanim 2.1.29 Her bir f: M — K modiil epimorfizmasi ve her bir v: U — K modiil
homomorfizmasi i¢in agagidaki diyagram degismeli olacak sekilde bir 7: U — M
modiil homomorfizmasi varsa, U ya bir M -projektif (M-projective) modiil denir. Eger
U modiilii U-projektif ise, o zaman U ya bir yari-projektif (quasi-projective) modiil,
her M modiili i¢in M-projektif ise, o zaman U ya bir projektif (projective) modiil
ad1 verilir (Anderson ve Fuller 1974).

o

.2

»

M f—K 0

Teorem 2.1.30 M bir morfik ve yari-projektif modiil olsun. Ayrica 6§ € S olmak
tizere M nin direkt toplananlar1 0(M)+Ker(0) ve O(M)N Ker(#) olsun. O zaman 6
nin birim-diizenli olmasi icin gerek ve yeter sart 72 = 7 € S ve o € S tersinir olmak

tizere (M) N (M) = 0 igin § = m + o olmasidir (Chen vd. 2018).

Lemma 2.1.31 M bir modiil olsun. O zaman S nin von Neumann diizenli halka
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her f € S i¢in Kerf ve Imf nin M nin direkt

toplananlar1 olmasidir (Ware 1971).

Lemma 2.1.32 P bir projektif modiil ve P nin bir direkt toplanan1 P; ve N bir
altmodiilii olsun. O zaman P = P; & P, olacak sekilde bir P, C N vardir (Nicholson
1977).

Lemma 2.1.33 M bir modiil ve S bir T-projektif modiil olmak tizere M = ST =
N + T olsun. O zaman N nin M = S" @ T olacak sekilde bir S" altmodiilii vardir
(Mohamed ve Miiller 1990).

Tanim 2.1.34 Eger bir M modiiliiniin keyfi iki direkt toplananinin kesigimi M
nin bir direkt toplanam oluyorsa, M ye SIP (Summand Intersection Property) ye
sahiptir, keyfi sayida direkt toplananimin kesisimi bir direkt toplanan oluyorsa, M

ye SSIP (Strong Summand Intersection Property) ye sahiptir denir (Wilson 1986).

Tanim 2.1.35 Eger bir M modiiliiniin keyfi iki direkt toplananinin toplami M
nin bir direkt toplanani oluyorsa, M ye SSP (Summand Sum Property) ye sahiptir,
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keyfi sayida direkt toplananinin toplami bir direkt toplanan oluyorsa, M ye SSSP
(Strong Summand Sum Property) ye sahiptir denir (Garcia 1989).

Tanim 2.1.36 M bir modiil olsun. Eger Endz (M) von Neumann diizenli halka ise,

o zaman M ye endo-diizenli (endoregular) modiil denir (Lee, Rizvi vd. 2013).

Onerme 2.1.37 Her endo-diizenli modiil SSP ve SIP yi saglar (Lee, Rizvi vd.
2013).

Tanim 2.1.38 R bir halka ve e € R bir egkare eleman olsun. Bu durumda eRe ye
R nin kése (corner) halkas: denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.39 R bir halka ve e € R bir eskare eleman olsun. Eger her x € R
i¢in we = exe oluyorsa, e ye sol yari merkezi (left semicentral) eskare eleman denir.
Benzer sekilde, eger her x € R igin ex = exe oluyorsa, e ye sag yart merkezi (right

semicentral) eskare eleman denir (Birkenmeier 1983).

Onerme 2.1.40 Eger R bir halka ise, o zaman R = Endg(R) dir (Anderson ve
Fuller 1992).

Tanim 2.1.41 M bir sag R-modiil olsun. Eger M modiili R nin kopyalarinin bir

direkt toplamina izomorf ise, yani her i € I i¢gin R; = R ve M = @,_,; R; olacak

iel
bigimde bir I indis kiimesi varsa, M ye serbest (free) sag R-modil denir (Dauns

1994).

Tanim 2.1.42 M bir modiil olsun.

e Eiger M nin altmodiillerinin her artan dizisi sonlu bir adimda duruyorsa, M ye
Noetherian denir.

e Eger M nin altmodiillerinin her azalan dizisi sonlu bir adimda duruyorsa, M

ye Artinian denir

(Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.43 Eger bir M modiiliiniin N altmodiili i¢in Homg(N, M)N C N
oluyorsa, yani M nin her f endomorfizmasi i¢cin fN C N ise, o zaman N ye M de
tam degismez (fully invariant) denir. M nin her altmodiilii tam degismezse, M ye

es (duo) modiil denir (Ozcan vd. 2006).



Onerme 2.1.44 {R;}icr halkalarin bir ailesi ve R = [] R; olsun. R nin eriyebilir
iel
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢ € I i¢in R; nin eriyebilir olmasidir (Ghashghaei

ve McGovern 2017).

Tanim 2.1.45 R bir halka olsun. Eger R de sifirdan farkli her elemanin tersi varsa,

R ye bélme (division) halkasy denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.46 Sifirdan farkli her endomorfizmas:1 monomorfizma olan sifirdan farkh

R-modiillerin simifina M smifi denir (Crivei 1998).

Onerme 2.1.47 Her sol eriyebilir halka sag tekil olmayandir (Ghashghaei ve Mc-
Govern 2017).

Onerme 2.1.48 A, B birer halka ve M = 4Mp bi-modiil olsun. O zaman R =
A M

0 B
eriyebilir halkalar olmasidir (Ghashghaei ve McGovern 2017).

nin sol eriyebilir olmasi igin gerek ve yeter sart M = 0 ve A, B nin sol

Tanim 2.1.49 M bir modiil olsun. Eger her f € S i¢in ry,(f) = eM olacak bigimde

bir e? = e € S varsa, M ye Rickart modiil denir (Rizvi ve Roman 2005).

Tanim 2.1.50 M bir modiil olsun. Eger her f € S icin Imf = eM olacak bicimde
bir e? = e € S varsa, M ye dual Rickart modiil denir (Lee vd. 2011).

Tanim 2.1.51 M bir modiil olsun. Eger bir f € S igin ry/(f™) = eM olacak sekilde
bir n pozitif tamsayisi ve e? = e € S varsa, M ye 7-Rickart modiil denir (Ungor vd.

2014).

Onerme 2.1.52 M bir modiil olsun. Eger M bir Rickart modiil ise, o zaman M bir
m-Rickart modiildiir. Ayrica S indirgenmis bir halka ise, o zaman 6nermenin kargiti

da dogrudur (Ungér vd. 2014).

Ornek 2.1.53 A = [[ Z, olmak iizere T = {(a,,)°>, € A | a,, sonlu bilesen diginda sabit}

n=1
= L T T/I :
ve [ = @ Zs gbz oniine alinsin. Simdi R = bir halka olup, F =
n=1 0 T/I
(1,1,...) 0+1

€ R bir egkare elemandir. Bu durumda R bir sag Rickart
0 0+1

halkadir ve M = ER bir Rickart R-modiildiir (Lee vd. 2010).
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Tanim 2.1.54 M bir modiil olsun. Eger M # 0 ve M nin sifir ve M den bagka direkt
toplanan1 yoksa, M ye ayristirilamaz (indecomposable) modil denir (Anderson ve

Fuller 1992).

Onerme 2.1.55 M bir Artinian Rickart modiil olsun. O zaman her i € I icin M; bir

ayrigtirilamaz Artinian Rickart modiil ve Endg(M;) bir bolme halkasi olmak iizere
M=M®&M®-- &M,

olacak gekilde bir ayrigim vardir (Lee vd. 2010).

Onerme 2.1.56 M bir Noetherian dual Rickart modiil olsun. O zaman her i € I
icin M; bir ayrigtirilamaz Noetherian dual Rickart modiil ve Endg(M;) bir bélme
halkas1 olmak iizere

M=MoeM&: - -&M,

olacak gekilde bir ayrigim vardir (Lee vd. 2011).

Tanim 2.1.57 M bir modiil olsun. Eger M nin sifirdan farkli her N altmodiili
icin (M) < N olacak sekilde bir 0 # ¢ € S varsa, M ye kisitlanabilir (retractable)
modil denir (Khuri 1979).

Tanim 2.1.58 M bir modiil olsun. Eger M nin her epimorfizmasi otomorfizma ise,

o zaman M ye Hopfian modil denir (Hmaimou 2007).

Tanim 2.1.59 Eger bir R halkasimin her sag (sol) ideali projektif ise, o zaman R
halkasina bir sag (sol) kalitsal (hereditary) halka denir (Anderson ve Fuller 1974).

Teorem 2.1.60 Bir R halkasi i¢in agagidakiler denktir:
(1) Her projektif sag R-modiil bir Rickart modiildiir.
(2) Her serbest R-modiil bir Rickart modiildiir.

(3) R bir kalitsal halkadir

(Lee vd. 2010).
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Tanim 2.1.61 M bir modiil olsun. Eger her N < M i¢in I5(N) = Se olacak sekilde

bir e? = e € S var ise, o zaman M ye Baer modiil denir (Rizvi ve Roman 2004).

Tanim 2.1.62 M bir modiil olsun. O zaman her N < M i¢in

D(N)={¢p eS| Imp C N} =eS

olacak sekilde bir e = e € S var ise, o zaman M ye dual Baer modiil denir (Keskin

Tiittncii ve Tribak 2010).

Onerme 2.1.63 M bir Z-modiil olsun. M nin dual Baer olmas icin gerek ve yeter
sart p; (i € I) ve g; (j € J) asal sayilar ve her (i,5) € I x J igin p; # ¢; olmak
tizere M nin Q'nun keyfi sayida kopyalarmm, (Z(p®)):er ve (Z/q;Z)jc s nin bir direkt

toplamina izomorfik olmasidir (Keskin Tiitlincii ve Tribak 2010).

Teorem 2.1.64 M bir modiil olsun. Asagidakiler denktir:
(1) M bir dual Baer modiildiir.

(2) S nin her A altkiimesi igin e* = e € S olmak tizere Y Imf = eM dir.
feA

(3) S nin her I sag ideali i¢in ¢ = e € S olmak iizere > Imf = eM dir.
fer

(4) M bir SSSP ye sahip modiil ve her ¢ € S i¢in Imgp altmodiili M nin bir
direkt toplanamdir (yani M dual Rickarttir)

(Keskin Tiitiinci ve Tribak 2010).

Ornek 2.1.65 k karakteristigi p > 0 olan bir cisim ve G de z,y tarafindan iiretilen

mertebesi p? olan elementer abelyen bir p-grup olsun. Bu durumda

V: 611{7@62]{3@63]{7

seklinde tanimlanan 3-boyutlu bir sag kG-modiildiir ve ¢arpim

1T = ey, €T = €9, €3T = e+ €3,
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ve

ey = e1, ey =e3, €3y =eE2+e3

bigiminde tanimlanmaktadir. Ayni tabanda hesaplama yapildiginda, V' 'nin

kG-endomorfizmalar1 agagidaki matrislerle verilmektedir:

a 0 b
0 a c |a,b,c€k

0 0 a

Bu matrislerden olusan halka yerel bir halkadir ve boylece V' ayristirilamaz bir kG-

modiildir (Lam 2001).

Ornek 2.1.66 p bir asal say1 olmak iizere Lo Ve 7L, dual Rickart modiiller olsun.
Ancak Z-modiill M = Zy~ @ Z, dual Rickart degildir. Ger¢ekten, n € 7Z, i¢in ¢ :
(m,n) — (m,0) seklinde tanimlanan ¢ € Endg(M) endomorfizmasi ele alinsin. Bu
durumda Imp = 7, © 0 < Zy~ & 0 olup Imp, M nin bir direkt toplami degildir
(Lee vd. 2011).

- F F 10
Ornek 2.1.67 F bir cisim, R = ve e = olsun. Ayrica M =
0 F 0 0
F F
eR = goz oniine alinsin. Burada Endgz(M) bir cisim oldugundan M
0 0

Rickart ve ayn zamanda dual Rickart bir modiildiir (Lee vd. 2011).

Tanim 2.1.68 M bir modiil olsun. Eger keyfi f € S i¢in Im f™ = eM olacak gekilde

e = e € S ve bir n pozitif tamsayisi varsa, M ye dual 7-Rickart modiil denir (Ungor

vd. 2012).

Onerme 2.1.69 M bir dual Rickart modiil olsun. O zaman M dual 7-Rickarttir.
Eger S indirgenmis bir halka ise, o zaman 6nermenin karsit1 da dogrudur (Ungor

vd. 2012).

Tanim 2.1.70 R bir halka ve z € R olsun. Eger x = zux olacak gekilde bir

u € U(R) eleman1 mevcutsa x e birim-dizenli (unit-reqular) eleman denir (Nicholson

1999).
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Teorem 2.1.71 (Camillo-Khurana Teoremi) R bir halka olsun. R nin birim-diizenli
olmasi icin gerek ve yeter sart R nin her elemanmm e? = ¢ € R ve u € R tersinir
olmak tizere aRNeR olacak gekilde e4wu bigiminde yazilmasidir (Camillo ve Khurana

2001).

Tanim 2.1.72 M bir modiil olsun. Eger M nin endomorfizma halkas1 birim-diizenli
ise, o zaman M ye birim endo-diizenli (unit-endoreqular) modil denir (Zhang ve Lee

2016).

Teorem 2.1.73 M bir modiil olsun. O zaman agagidakiler denktir:
(1) M bir birim endo-diizenli modiildiir.

(2) Keyfi g, € Sigin oM+ M = M olmasi €? = e € S olmak iizere SpNSe = 0

olacak gekilde bir ¢ + e izomorfizmasi olmasini gerektirir.

e S 1IcIn @ = L + e ve N Se = 0 olacak sekilde bir e = e & ve
(3) Keyfi p € S igin ¢ = p S¢ N Se = 0 olacak sekilde bir e? S

i € S izomorfizmasi vardir

(Zhang ve Lee 2018).

Ornek 2.1.74 Z)-modiil M = R®(Z/27) gbz oniine alnsm. M birim endo-diizenli
bir modiil degildir (Anderson ve Juett 2021).

Tanim 2.1.75 R bir halka ve x € R olsun. Eger 2" = 0 olacak gekilde bir pozitif n

tamsayisi varsa, © e tstel sifir (nilpotent) eleman denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.1.76 R bir halka olsun. Eger her 0 # a € R igin a = u + n olacak gekilde
bir 4 € R tersinir elemani ve n € R iistel sifir elemani varsa, R ye ince (fine) halka

denir (Calugdreanu ve Lam 2016).

Teorem 2.1.77 R bir halka ve R\ {0} i¢indeki ince elemanlarm kiimesi ®(R) olsun.

O zaman
(1) Eger a € ®(R) ise, o zaman RaR = R dir.
(2) Eger R bir ince halka ise, o zaman R basittir.
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(3) Her birimli halka homomorfizmas1 f : R — S igin S # 0 olmak iizere
f(®(R)) C ®(S) dir.

(4) R nin bir nil ideali  ve a € R olsun. O zaman a € ®(R) olmasi i¢in gerek ve

yeter sart @ € ®(R/I) olmasidir

(Célugdreanu ve Lam 2016).

Tanim 2.1.78 M bir modiil olsun.
(1) M nin her altmodiilii, M nin bir direkt toplananinda esastir.

(2) Eger M nin bir A altmodiilii M nin bir direkt toplananina izomorf ise, o zaman

M nin bir direkt toplanan1 A dir.

(3) Eger M nin M; N M, = 0 olacak sekilde M; ve My direkt toplananlari varsa,
o zaman M; & M, de M nin bir direkt toplananidir.

Eger yukaridaki (1) ve (2) sartlar1 saglaniyorsa M ye strekli (continuous) modiil,
eger (1) ve (3) sartlar: saglaniyorsa M ye yari-siirekli (quasi-continuous) modiil denir

(Mohamed ve Miiller 1990).
Teorem 2.1.79 Her siirekli modiil yari-siireklidir (Mohamed ve Miiller 1990).

Tanim 2.1.80 M bir modiil olsun. O zaman A = {a € S | Keraw <°** M} geklinde
tanimlanmaktadir (Mohamed ve Miiller 1990).

Lemma 2.1.81 Eger M yari-siirekli ise, o zaman R nin egkare elemanlar1 A ya

yiikselir (Mohamed ve Miiller 1990).

Onerme 2.1.82 M bir modiil olsun. Eger M siirekli ise, o zaman S/A von Neumann

diizenli halkadir ve A da S nin Jacobson radikalidir (Mohamed ve Miiller 1990).

Tamim 2.1.83 R bir halka olsun. Eger keyfi > = ¢ € R ve a,r € R icin ae = 0

olmasi Rera C J(R) olmasim gerektiriyorsa R ye J-normal halka denir (Kose vd.

2020).
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Teorem 2.1.84 R bir halka olsun ve R nin egkare elemanlar1 J(R) ye yiikselsin. O

zaman R nin J-normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart R/J(R) nin abelyen olmasidir

(Kose vd. 2020).

Sonuc 2.1.85 R bir abelyen ve sag yari-stirekli halka olsun. O zaman asagidakiler

denktir:
(1) R sag tekil olmayandir.
(2) Q7,..(R) birim-diizenlidir.

(3) R Rickarttir

(Akalan ve Vas 2013).
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3. ERIYEBILIR MODULLER VE GENEL OZEL-
LIKLERI

Bu boéliimde eriyebilir modiil kavrami tanimlanip cesitli 6rnekler ile baz 6zellikle-

rinden bahsedilmektedir.

3.1 Eriyebilir Modiil Kavrami ve Baz1 Ozellikleri

Tanim 3.1.1 M bir modiil ve 0 # m € M olsun. Eger m = my 4+ my olacak sekilde
my € Tr(M) ve mg € T (M) var ise, o zaman m ye eriyebilir (fusible) eleman denir.
Eger M nin sifirdan farkli biitiin elemanlar: eriyebilir ise, o zaman M ye eriyebilir

modul denir.

Uyar1 3.1.2 M bir modiil olsun. Burada rg(0) # 0 oldugundan 0 € Tg(M) dir.
Ayrica m € M burulmasiz bir eleman olsun. O halde m = 0 + m yazilist m igin bir

eriyebilir ayrigimdir.

Teorem 3.1.3 Eger M burulmasiz bir modiil ise, o zaman M eriyebilirdir. Eger

Tr(M) altkiimesi M nin bir altgrubu ise, o zaman 6nermenin kargiti da dogrudur.

Ispat: M burulmasiz bir modiil olsun. Uyari 3.1.2 geregince M eriyebilirdir. Karsit
olarak, M eriyebilir ve Tr(M) altkiimesi M nin bir altgrubu olsun. O zaman 0 #
m € Tr(M) i¢in m = my + my olacak sekilde my € Tr(M) ve my € TH(M) vardir.
Buradan m — my = mg ve my € T3(M) oldugundan m —my € T3 (M) dir. Bu ise

bir geligki olup Tr(M) = 0 dur. O
Teorem 3.1.3 iin sonucunda bazi eriyebilir modiil 6rnekleri agagida verilmektedir.

Ornek 3.1.4
(1) Her vektor uzay: eriyebilirdir.
(2) Tambk bolgeleri tizerindeki her diiz modiil eriyebilirdir.

(3) Bir von Neumann diizenli tamlik bolgesi tizerindeki her modiil eriyebilirdir.
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(4) Eger R tamlik bolgesi ise, o zaman R eriyebilir bir R-modiildiir.
ispat:

(1) F bir cisim ve V' bir F-vektor uzayr olsun. Kabul edilsin ki 0 # v € V i¢in
rv = 0 olacak gekilde bir » € F olsun. O halde r = 0 dir. Dolayisiyla V

burulmasizdir ve boylece eriyebilirdir.
(2) Onerme 2.1.4 geregince ispat tamamlanir.

(3) R bir von Neumann diizenli tamlik bolgesi olsun. O halde Teorem 2.1.6 gere-
gince M bir diiz modiildiir. O halde R bir tamlik bélgesi oldugundan Onerme
2.1.4 geregince M burulmasiz bir modiildiir. Béylece M eriyebilirdir.

(4) Acgiktir. m

Uyari1 3.1.5 Burulmasiz elemanlarinin kiimesi bog oldugundan burulmali modiiller
eriyebilir degildir. Bu sebeple her n pozitif tamsayisi i¢in Z-modiil olarak Z,, eriyebilir

degildir.

Simdi hangi sartlar altinda eriyebilir modiillerin burulmasiz oldugu incelenmektedir.

Bunun i¢in baz tanim ve 6énermelerden yararlanilmaktadir.

Tanim 3.1.6 M bir modiil ve Ny, Ny C M olsun. Eger rg(N;) C rr(Ny) veya
rr(N2) C rr(Ny) ise, o zaman M altkiimelerinin sifirlayanlars arasinda karsilastirila-
bilirlik bagintisina saglar (satisfy comparability relation between annihilators of sub-

sets) denir.

Ornek 3.1.7

(1) Z-modiil olarak Z,», altkiimelerinin sifirlayanlari arasinda karsilastirilabilirlik

bagintisini saglar.

(2) Her tek sirali modil M, altkiimelerinin sifirlayanlar: arasinda kargilagtirilabi-

lirlik bagintisini saglar.

Bilindigi tizere Tr(M) altkiimesi M nin bir altgrubu olmak zorunda degildir. Simdi
agagida hangi kosul altinda Txr(M) nin M nin altgrubu oldugu gosterilmektedir.
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Sonuc 3.1.8 M bir modiil olsun. Eger M altkiimelerinin sifirlayanlar1 arasinda
kargilagtirilabilirlik bagintisin saglar ise, o zaman Tg(M) altkiimesi M nin bir alt-

grubudur.

ispat: my,me € Tr(M) ve boylece miny; = 0, many = 0 olacak sekilde ny,ny € R
mevcut olsun. Bu durumda ny € rg(my) ve ny € rr(ms) dir. Hipotezden rg(m,) C
rr(ms) veya rgr(ms) C rr(my) dir. Eger rg(my) C rr(msg) ise, o zaman (m; +
mo)ny = 0 elde edilir. Benzer olarak eger rg(ms) C rr(my) ise, o zaman (m; +

ma)ne = 0 dir. Her iki durumda da my +my € Tr(M) dir. O halde Tr(M) altkiimesi
M nin bir altgrubudur. U

Onerme 3.1.9 M eriyebilir bir modiil olsun. Eger M altkiimelerinin sifirlayan-
lar1 arasinda kargilagtirilabilirlik bagintisim1 saglar ise, o zaman M burulmasiz bir

modildir.

Ispat: M altkiimelerinin sifirlayanlar1 arasinda kargilagtirilabilirlik bagintisini sag-
lasin, 0 # m € M ve ry(m) # 0 olsun. M eriyebilir oldugundan m = m; + my
olacak gekilde my € Tr(M) ve mg € Tj(M) vardir. Hipotezden rg(m) C rg(m,)
veya Tr(my) C rr(m) dir. Birinci durum olarak 0 # t € rr(m) C rg(m;) olsun.
Buradan 0 = mt = myt 4+ msot dir. Boylece mit = 0 oldugundan mot = 0 elde
edilir. Benzer sekilde ikinci durum olarak 0 # s € rr(my) C rr(m) i¢in mgs = 0
bulunur. Burada my € Tj,(M) oldugundan her iki durumda da bir geligki elde edilir.
Dolayisiyla 7r(m) = 0 olup M burulmasiz bir modiildiir. O

Teorem 3.1.10 M eriyebilir bir modiil olsun. O zaman M tekil olmayan bir mo-

dildiir.

Ispat: 0 # m € Z(M) olsun. M eriyebilir oldugundan m = m; + ms olacak sekilde
my € Tr(M) ve mg € TH(M) vardir. O halde rg(my) # 0 ve rgr(ms) = 0 dir. Bu
durumda rr(mq) # 0 ve rg(m) de R nin bir esas sag ideali oldugundan rz(m) N
rr(my) # 0 dir. O zaman 0 # ¢ € rg(m) N rr(my) vardir. Boylece m — m; = my
oldugundan 0 # ¢t € rg(m) Nrr(my) C rr(m — my) = rr(mse) dir. Dolayisiyla
rr(ms) # 0 olup buradan bir geligki elde edilir. O halde Z(M) = 0 dir. O
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Lemma 3.1.11 Eger her R-modiil tekil olmayan ise, o zaman R yar1 basittir.

ispat: R nin bir esas ideali I olsun. Bu durumda R/I tekildir. Ayrica hipotezden
R/I tekil olmayandir. O halde R/I = 0 dir ve buradan I = R elde edilir. Soc(Rp)
tiim esas ideallerin bir kesigimi oldugundan Soc(Rg) = R bulunur. Boylece R yari

basittir. 0
Sonuc 3.1.12 Eger her R-modiil eriyebilir ise, o zaman R yar1 basittir.
Teorem 3.1.10 un kargiti1 her zaman dogru degildir.

Ornek 3.1.13 Z, iizerindeki 2 x 2 tipinde iist {icgensel matrislerin halkasi R =
Us(Zy) olsun. Lemma 2.1.16 geregince R eriyebilir R-modiil degildir. Burada e;;
ile 2 x 2 tipindeki matris birimleri gosterilsin. O zaman R nin agikar olmayan bii-
tiin direkt toplanan sag idealleri rg(ej;1) = enR, rr(e;r + e12) = (e1n + ex)R,
rr(erz) = (enn + e2)R, rrleiz + ex2) = (en1 + e1n)R ve rr(en) = (enn + e12)R
dir. Z(Rr) = {a € R | rr(a) sagideali Rg de esas} = {0} oldugu iddia edil-
mektedir. Bu durumda 0 # a € Z(Rg) olsun. O halde aq1,a12,a00 € Zy igin
0#a= e a11€11 + G12€12 + ageao dir.
0 ag

I. Durum: a;; = 1, aj2 = ags = 0 olsun. O zaman a = e;; bulunur ve R de
rr(e11) direkt toplanan sag ideal oldugundan esas degildir. Béylece eyy ¢ Z(Rpg) dir.

I1. Durum: a;; = ag = 0 ve ajp = 1 olsun. O zaman a = e15 ve R de rg(e;2)
direkt toplanan sag ideal oldugundan esas degildir. Boylece ejn ¢ Z(Rp) dir.

ITII. Durum: a;; = a;p = 0 ve agy = 1 olsun. O zaman a = egy ve R de rr(eg2)
direkt toplanan sag ideal oldugundan esas degildir. O halde es ¢ Z(Rpg) dir.

IV. Durum: a;; = a2 = 1 ve ass = 0 olsun. O zaman a = ey, + €12 ve R
de rg(e1; + e12) direkt toplanan sag ideal oldugundan esas degildir. Bu durumda
e +en & Z(Rg) dir.

V. Durum: a;; = 0 ve a1 = ay = 1 olsun. O zaman a = ejq + €95 ve R

de rr(e12 + eg2) direkt toplanan sag ideal oldugundan esas degildir. Bu durumda

€19 + €29 ¢ Z(RR) dir.
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VI. Durum: a;; = ay» = 1 ve a2 = 0 olsun. O zaman a = e + eg olup

e11 + €99 = Iy dir. Buradan rg(ej; + e22) = 0 bulunur.

VII. Durum: a1 = a2 = a9 = 1 olsun. O zaman a = e;; + €19 + €99 =
11

01
Dolayisiyla R sag tekil olmayandir.

bulunur. Boylece rr(e11 + €12 + €22) = 0 elde edilir.

Sonug 3.1.12 nin kargit1 her zaman dogru degildir.

Ornek 3.1.14 R = Zg ve M = (2) C Zg olsun. Bu durumda R yar1 basittir.

R-modiil olarak M burulmali bir modiil oldugundan eriyebilir degildir.

3.2 Eriyebilir Modiiller ve Cebirsel Altyapilar1 Arasindaki
Tligkiler
Bu boéliimde, eriyebilir modiillerin altmodiilleri, b6liim modiilleri, direkt toplamlar:

ve direkt carpimlari eriyebilirlik kavrami bakimindan incelenmektedir.

Asagida eriyebilir modiillerin altmodiillerinin ve boliim modiillerinin eriyebilir olmak

zorunda olmadigini gosteren bazi 6rnekler verilmektedir.

Ornek 3.2.1

(1) Zg eriyebilir bir Zg-modiil olmasima ragmen, Zg mn altmodiilii (2) eriyebilir
bir Zg-modiil degildir, ¢iinkii (2) = {0,2,4} altmodiiliiniin burulmasiz elemam

yoktur.

(2) Z eriyebilir bir Z-modiildiir, fakat Z/6Z bélim modiiliiniin Z-modiil olarak
burulmasiz elemam yoktur. Bu sebeple, Z/6Z eriyebilir bir Z-modiil degildir.

(3) Zg) eriyebilir bir Z-modiil olmasima ragmen, Z) /2% eriyebilir bir Z-modiil
degildir. Giinkii, 7 +2Z) € Ly /2Ly ve 2 € Ligin | 3 +2Z) |2 = 0422,
dir. Dolayisiyla Zs) /272y béliim modiiliiniin burulmasiz elemani yoktur. Boy-

lece Z-modiil olarak Z)/2Z s nin sifirdan farklh elemanlar i¢in bir eriyebilir

ayrigim bulunmamaktadir.
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(4) Zg) eriyebilir bir Z)-modiil olmasina ragmen, 3. érnekteki benzer tartigma

geregince Zy /279 eriyebilir bir Z)-modiil degildir.

Eriyebilir bir modiiliin direkt toplananlarinin da eriyebilir bir modiil olup olmadig:

asagidaki ornek yardimiyla incelenmektedir.

Ornek 3.2.2 Zg-modiil olarak M = Zg goz éniine almsimn. O halde M; = {0, 2,4} ve
My = {0,3} igin M = M, & M, dir. Ayrica Tr(M) = {0,2,3,4} ve Ti(M) = {1,5}
dir. Béylece 1 = 0+1,2=3+5,3=2+1,4=3+1ve5 =0+ 5 oldugundan
M eriyebilir bir Zg-modiildiir. Buradan 2 € M i¢in 2 = 3 + 5 ayrisimi tek tiirliidiir
ve 3,5 ¢ M; oldugundan bu ayrigim M; de degildir. Benzer sekilde 3 € M igin
3 =2+ 1 ayngim tek tiirliidiir ve 1,2 ¢ M, oldugundan bu ayrisim M, de degildir.
Dolayisiyla My ve My eriyebilir Zg-modiiller degildir.

Onerme 3.2.3 R bir tamlik bolgesi olsun. O zaman eriyebilir R-modiillerin her

altmodiilii de eriyebilirdir.

Ispat: M eriyebilir bir R-modiil ve M nin bir altmodiilii N olsun. Bu durumda R
bir tamlik bolgesi oldugu i¢in Tr(M ) altkiimesi M nin bir altgrubudur. Teorem 3.1.3
geregince M bir burulmasiz modiildiir ve buradan N de burulmasiz bir modiildiir.

Teorem 3.1.3 den N eriyebilirdir. 0

Lemma 3.2.4 R-modiillerin bir ailesi {M;};cr ve (m;) € ,.; M; olsun. Eger m;, €

i€l
T} (M) olacak bi¢imde bir k € I varsa, yani a € R olmak tizere mya = 0 iken a = 0

ise, o zaman (m;) € TH(P,.; M;) dir.

Ispat: (m;)r = 0 olacak sekilde bir 7 € R var olsun. O zaman her i € I i¢in m;r = 0

dir. Bu durumda myr = 0 olup, hipotez geregince r = 0 elde edilir. 0

Sonuc 3.2.5 R-modiillerin bir ailesi { M, };cr olsun. Eger (m;) € Tr(®;crM;) ise, o

zaman her ¢ € [ igin m; € Tr(M) dir.

Teorem 3.2.6 Her ¢ = 1,2 i¢in R; bir halka ve M; bir R;-modiil olsun. O zaman
M = M, & M, nin eriyebilir bir R = R; & Ry-modiil olmasi icin gerek ve yeter sart

her ¢ = 1,2 i¢in M; nin eriyebilir bir R;-modiil olmasidir.

21



Ispat: (<:) 0 # (my,0) € My & M, olsun. O zaman 0 # m; € M; oldugundan
my = z1 + y1 olacak sekilde z; € Tg, (My) ve yy € T (My) vardir. O halde zlzll =0
olacak sekilde bir 0 # z; € Ry vardir. Ayrica, My # 0 oldugundan 0 # my € M,
vardir. Béylece my = ag + by olacak sekilde ay € Tg,(Ms) ve by € T (My) vardr.
O zaman (my,0) = (21, —b2) + (y1,b2) dir. Lemma 3.2.4 geregince (y1,bs) € T5H(M)
dir. Ayrica (21, —by)(2},0) = (0,0) oldugundan (z;,—by) € Tr(M) dir. Buradan
(m1,0) € M; @& M, nin bir eriyebilir ayrisimi (mq,0) = (21, —ba) + (y1,0b9) dir.
Benzer sekilde 0 # (0,m2) € My & M, eriyebilirdir.

Her i = 1,2 icin a; € Tg,(M;), bi € T, (M;) ve my = a1 + by, mg = ay + by olacak
sekilde 0 £ mq € My, 0 # mg € M, olsun. O zaman her ¢ = 1,2 i¢in aia; = 0 olacak
sekilde bir 0 # a; € R; vardir. Ayrica my + my = (a1, ay) + (b1, by) dir. Buradan
Lemma 3.2.4 geregince (by,by) € T%(M) dir. Bunun yam sira (ay,a2) € Tr(M)
oldugundan (a1, as)(ay, ay) = (0,0) olacak sekilde a; € R, ve ay € Ry vardir. Béylece
M eriyebilirdir.

(=:) m € M; olsun. M eriyebilir oldugundan (m,0) = (my,ma) + (n1,ny) olacak
sekilde (m;) € Tr(M) ve (n;) € TH(M) vardir. O zaman m € M, in bir eriyebilir
ayrigimi m = my + ny dir. Buradan M, eriyebilirdir. Benzer sekilde M, de bir
eriyebilir modiildiir. U

Teorem 3.2.7 Her ¢+ = 1,2,...,n i¢cin M, eriyebilir bir R-modil olsun. Eger
TR< . Ml> kiimesi € M; nin bir altgrubu ise, o zaman @ M; eriyebilirdir.
i=1 i=1 i=1

Ispat: n =2 ve 0 # (my, my) € My @ M olsun.

I. Durum: m; # 0 ve my = 0 olsun. M; eriyebilir oldugundan m; = m/1 + m’ll
olacak sekilde m) € Tr(M,;) ve m| € Tj(M,) vardir. O zaman (my,0) = (m,0) +
(m,0) olacak sekilde (m},0) € Tr(M; ® Ms) ve (m,0) € Ti(M; © Ms) vardir.

IT. Durum: m; = 0 ve my # 0 olsun. M, eriyebilir oldugundan my = msy, + my
olacak sekilde my € Tr(Ms) ve my € Tj(Ms) vardir. O zaman (0,ms5) = (0,m4) +
(0,my) olacak sekilde (0,ms) € Tr(M; ® Ms) ve (0,my) € Th(M; @ Ms) vardir.

III. Durum: m; # 0 ve my # 0 olsun. M; ve My eriyebilir oldugundan i = 1,2
igin m; = m; + m; olacak sekilde m; € Tr(M;) ve m; € Ti(M;) vardir. Buradan
(m1,ma) = (my, my) + (m] +my) elde edilir. Ayrica, TR(gBlM,) < EEMZ oldu-
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gundan (m},0), (0,my) € Tr(M, © My) iken (m},my) € Tr(M, ® Ms) dir. Benzer
sekilde (m,”,0), (0,my) € TH(M, © My) iken (m),my) € TH(M; © My) dir.

Boylece (my, my) eriyebilirdir ve buradan M; & M, eriyebilirdir. Tiimevarim gere-

gince @ M; eriyebilirdir. O

i=1

Eger R bir tamlik bolgesi ise, o zaman bir R-modiiliin burulmali elemanlarimin kii-
mesi R nin bir altgrubudur (Anderson ve Fuller 1992). Buradan agagidaki sonuca

ulagilmaktadir.

Sonuc 3.2.8 R bir tamlik bélgesi olsun. Eger ¢ = 1,2, ..., n icin M; eriyebilir bir

R-modiil ise, o zaman € M; eriyebilirdir.
i=1

Verilen sonuglarin 11g1nda asagidaki érneklerden bahsedilmektedir.

Ornek 3.2.9 M = Z, & 7 olsun. Bu durumda
(1) M eriyebilir bir Z-modiil degildir.
(2) M eriyebilir bir Zy-modiildiir.
(3) M eriyebilir bir Zy & Zo-modiildiir.

ispat:

(1) M burulmali bir Z-modiil oldugundan A nin burulmasiz elemanlarinin kiimesi

bostur. Bu sebeple M eriyebilir degildir.

(2) M burulmasiz bir Zy-modiil oldugundan Teorem 3.1.3 geregince M eriyebilir-
dir.

(3) M = Zy ® Zs igin Tpez,(M) = {(0,0), (0,1), (1,0)} ve T7,45,(M) = {(1,1)}

dir. Buradan M nin sifirdan farkli elemanlarinin eriyebilir ayrigimlari,



seklindedir. 0

Ornek 3.2.10

(1) R = M(Zs) halkasi, N = Ms(Z,) olmak tizere M = N @& N sag R-modiilii ele

10 00
alimsm ve A = ,B=1 | € N olsun. O zaman N eriyebilir

00 10
oldugundan A, B € N bir eriyebilir ayrigima sahiptir. Bu durumda A = A'+A
ve B = B' + B" olacak sckilde A", B" € Tr(N) ve A", B" € T3(N) vardr.

Ayrica (A', B") € Tr(M) olmak zorunda degildir.
(2) N = M5(Zs) olmak tizere M = N@ N bir R = Uy(Zy)-modiil olarak géz 6niine
alimsin. Bu durumda

(i) N eriyebilirdir.
(ii) M eriyebilirdir.

ispat:
10
(1) A= | | matrisinin bir eriyebilir ayrigim1 A = C' + D olacak sekilde
0 0
a b T
C = € Tr(N) ve D = " | € TE(N) var olsun. D € Tj(N)
¢ d z t

oldugundan zt = 1 veya yz = 1 dir. Eger 2t = 1 ise, o zaman 7 =t = 1 dir.
Buradan @ = 0 ve d = 1 dir. Benzer sekilde eger 7z = 1 ise, 0 zaman b = 1

ve ¢ = 1 dir. Benzer tartisma B matrisi icin de yapilarak asagidaki eriyebilir

ayrisimlar elde edilir:

0 0 1 0 01 1 1

A= o + - = - + o
01 01 01 01

0 0 1 0 1 1 0 1

= o + - = o + o
1 1 1 1 1 1 1 1
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ve

0 1 0 1 11 11
B={| _ |+ 1= |+
00 10 00 10
11 11 0 1 0 1
= |1+ 1= |+
11 01 0 11
00 11 a b 00
Ayrica Y = - o icin Y =1 _ _ | iken
01 0 ¢ d 00
a=0b=¢c¢=d=0 olmahdr. Dolaylslyla Y & Tr(M) dir.

(2) (i) N = My(Zsy) bir R = Uy(Zs)-modiil olsun. N nin sifirdan farkli burulmal

elemanlariin eriyebilir ayrigimlari,

10 00 10 11 0 0 11
h, Wik JEE A =0 )t
00 01 0 1 00 0 1 01
0 1 10 11 0 0 10 10
ay | =dy. _ Il _ A =1 )+ -
01 00 0 1 11 0 0 11
10 00 10 00 11 11
_ = _ + _ ) o = _ + _ )
10 01 11 10 00 10
0 1 10 11 11 10 0 1
=t . = T
00 10 10 11 0 0 11
00 11 11
I B B
01 00 01
seklindedir.
(ii) Yukaridaki benzer tartigma ile ispat tamamlanir. O

Bu kisimda modiillerin direkt carpimlari eriyebilirlik kavrami bakimindan incelen-

mektedir.

Lemma 3.2.11 {R;};c; halkalarin bir ailesi ve her M; bir R;-modiil olmak iizere
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{M,};e;r modiillerin bir ailesi olsun. Ayrica M = []
zaman TpH(M) = [[.c; Tx, (M;) dir.

M; ve R = [],c; R; olsun. O

il

el

Ispat: (m;) € M ve (r;) € R icin (m;)(r;) = (mgr;) dir. Her i € I i¢in myr; = 0
olacak sekilde (m;) € T5(M) ve (r;) € R var olsun. O zaman (m;)(r;) = 0 bulunur
ve buradan (r;) = 0 dir. Béylece r; = 0 ve her i € I i¢in m; € Tk (M;) dir. O
halde Tx(M) C [];c; Tk, (M;) elde edilir. Diger kapsama igin mr = 0 olacak sekilde
m = (m;) € [[,c; T, (M;) ver = (r;) € R olsun. Buradan her i € I igin m;r; = 0 dir.
Béylece her i € I igin r; = 0 bulunur. Dolayisiyla » = 0 dir ve buradan m € T}(M)
dir. O halde [],., T% (M;) C T(M) elde edilir. O

Teorem 3.2.12 {R;},c; halkalarin bir ailesi ve her M; bir R;-modiil olmak iizere
{M;}ier modiillerin bir ailesi olsun. Ayrica M = [[,.; M; ve R = [[,.; R; olsun. O
zaman M nin eriyebilir bir R-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢ € I igin

M; nin eriyebilir bir R;-modiil olmasidir.

Ispat: (=) M eriyebilir bir R-modiil ve i € I olmak iizere z; € M; olsun. O zaman
k € I olmak iizere k # i igin m; = x; ve my, = 0 olacak sekilde 0 # (m;) € M
goz oniine alinsin. Hipotezden, (m;) = (2;) + (v;) olacak sekilde (z;) € Tr(M) ve
(y;) € TH(M) vardir. Buradan (z;)(t;) = 0 olacak sekilde bir 0 # (¢;) € R vardir.
Dolayisiyla her ¢ € I i¢in z;it; = 0 dir. Bir taraftan, her & # 7 igin zp + y, = 0 ve
r; = z;+y; bulunur. Lemma 3.2.11 geregince, y; € T, (M;) dir. Diger taraftan, k # i
olacak sekilde her k € [ i¢in z; + yi = 0 iken y,t, = 0 elde edilir ve buradan ¢, = 0
dir. Boylece t; # 0 ve z; € M; nin bir eriyebilir ayrigimi z; = z; 4+ y; olarak bulunur.
Sonug olarak, M; eriyebilir bir R;-modiildiir.

(«<:) Her i € I i¢in M; eriyebilir bir R;-modiil ve 0 # (m;) € M olsun. Buradan her
0 # m; € M; igin m; = 2; + y; olacak sekilde z; € Tg,(M;) ve y; € T (M;) vardir. O
halde z;z; = 0 olacak sekilde bir 0 # z; € R; meveuttur. Ayrica (m;) = (u;) + (v;)
olacak sekilde (u;) € Tr(M) ve (v;) € TH(M) s6yle tammlansin: Eger m; # 0
ise, o zaman u; = z; ve v; = y; dir. Eger m; = 0 ise, o zaman M; # 0 oldugundan
0 # n; € M; vardir. O halde, n; = a; +b; olacak sekilde a; € Tg,(M;) ve b; € T (M;)
vardir. Buradan m; = 0 olacak sekildeki her ¢ € I igin, u; = —b; ve v; = b; olarak

tanimlansin. Burada bir taraftan, (u;) € Tr(M) oldugu gosterilmek istenmektedir.
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Gergekten, (u;)(u;) = 0 olacak sekilde bir (u;) € R vardir. S6z konusu (u;) elemamn
su sekilde bulunur: Eger m; # 0 ise, o zaman u; = z; dir. Aksi takdirde, yani m; = 0
ise, 0 zaman u; = 0 dir. Bu durumda (u;)(u;) = 0 bulunur. Béylece (u;) € Tr(M) dir.
Diger taraftan, Lemma 3.2.11 geregince (v;) € TH(M) dir. Dolayisiyla (m;) nin bir
eriyebilir ayrigimi (m;) = (u;) + (v;) olarak elde edilir. Sonug olarak, M bir eriyebilir
O

moduldiir.

3.3 Polinom Halkalar1 Uzerindeki Modiillerin Eriyebilirlik Ozel-
ligi
Bu boliimde polinom halkalari, carpik polinom halkalari, kuvvet serileri halkalar1 ve

carpik kuvvet serileri halkalar1 tizerindeki modiiller eriyebilirlik kavrami bakimindan

incelenmektedir.

Uyari 3.3.1 R bir halka olmak tizere R[x] polinom halkasi ve R[[z]] bi¢imsel kuvvet
serileri halkasi gbz 6niine alinsin. Ayrica R nin bir endomorfizmasi «, yani o(1) = 1
olmak tizere o : R — R bir halka homomorfizmasi olsun. Burada belirsiz bir z
i¢in ¢arpik polinomlar halkasi R[z;«| ile gosterilmektedir. O halde R|x;«] nin her
elemani f(z) = i a;x’ seklinde tek tiirlii yazihr ve halkanin ¢arpimi za = a(a)z
ile belirlenir. Berzl;gr sekilde, bigimsel ¢arpik kuvvet serilerinin halkasi R[[z; ] nin
her elemanm f(z) = i a;x' formunda tek tiirlii olarak yazilir ve bu halkanin carpimi

1=0
zra = a(a)z ile belirlenir.

Bir M modiiliiniin polinom geniglemeleri agagidaki sekildedir:

o M[x;al ::{Zmixi|320, miEM},
i=0

o M[[z;a]] := {g%mixi | m; € M}

Ayrica m(x) = imixi € M|[z;a]] ve f(z) = iaixi € R[[z; a]] igin

m(x)f(z) = ( > mio/(aj)>rct (*)

t itj=t

bigiminde tanimlanmaktadir. Boylece bilinen toplama ve (x) da tamimlanan garpma

islemi ile M[[z;a]] bir R[[x;al]-modiildiir. O halde (%) tanimima benzer bir tanim
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ile M[x; o] bir R|z; a]-modiildiir.
Bu dogrultuda asagidaki sonuca ulasilmaktadir.

Teorem 3.3.2 R bir tamlik bolgesi ve R nin birebir olmayan bir endomorfizmasi
o olsun. Eger M |x; o] eriyebilir bir R[x;o]-modiil ise, o zaman M eriyebilir bir R-

modildiir.

Ispat: M|z; o] eriyebilir bir R[z; o]-modiil olsun. Ayrica 0 # m € M icin m(z) = m
goz oniine alinsim. Bu durumda M|z; o] eriyebilir oldugundan, m(x) = d(z) + e(z)
olacak sekilde d(z) = do + dix + - - - + dp2™ € Thpo)(Mlz;0]) ve e(x) = eg + €12 +

et € Ty (Mx; o)) vardir. O halde m = do+eg ve di + dox+ -+ -+ dpz"t +

o]
e1 + eyx + - - + et = 0 dir. Asagidaki durumlar goz oniine alinsin:

L.Durum: dy # 0 ve ¢y # 0 olsun. Boylece d(x) € Trp;0)(M|[z;0]) oldugundan
d(x)f(x) = 0 olacak gekilde bir 0 # f(x) = fo + fix + - + frz® € R[z; 0] vardir.
Buradan dyfy, = 0 bulunur. Eger fy; # 0 ise ispat tamamlanir. Eger f, = 0 ise,
o zaman dyf; = 0 dir. Benzer sekilde, eger f; # 0 ise ispat tamamlanir. Eger
f1 = 0 ise, o zaman dyfy, = 0 bulunur. Bu sekilde devam edilirse dyf; = 0 olacak
sekilde 0 # f; € R elde edilir. Dolayisiyla dy € Tr(M) dir. Simdi ey € TH(M)
oldugu iddia edilsin. O zaman s € R i¢in eps = 0 olsun. Boylece g € M|x; o] olmak
lizere e(r)s = eyxs + -+ + e;xls = g(x)xs olarak bulunur. Bu durumda o birebir
olmadigindan o(r) = 0 olacak sekilde bir 0 # r € R vardir. Eger e(x)s = g(x)xs
esitligini sagdan r ile ¢arparsak ve M[x; o] nin ¢arpim tanimini kullanirsak e(z)sr =
g(x)xsr = g(x)o(sr)x = g(z)o(s)o(r)z = 0 bulunur. O halde e(x)sr = 0 elde edilir.

Bu durumda e(z) € Ty, ,(M[z;0]) oldugundan sr = 0 dwr. Ayrica R bir tamhk

250
bolgesi ve r # 0 oldugu igin s = 0 dir. Boylece ¢y € Tj(M) bulunur. Buradan
m € M nin bir eriyebilir ayrigimi m = dy + eg dir.

II.Durum: dy # 0 ve eg = 0 olsun. O zaman m = dy+0 dir ve yukaridaki ispatin
benzeri uygulanirsa dy € Tr(M) bulunur. Fakat m = dy + 0 ayrigimi m € M|z; o]
nin bir eriyebilir ayrigimi degildir. Dolayisiyla bu durum séz konusu degildir.

III.Durum: dy = 0 ve ¢y # 0 olsun. Béylece m = 0+ ¢ dir ve yukaridaki ispatin

benzeri uygulanirsa eq € 7% (M) bulunur. Buradan m € M eriyebilirdir.

Sonug olarak M eriyebilir bir R-modiildiir. O
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Sonuc 3.3.3 R bir tamlik bolgesi ve R nin birebir olmayan bir endomorfizmasi
o olsun. Eger M|[[x;c]] eriyebilir bir R[[z;o]]-modiil ise, o zaman M eriyebilir bir

R-modiildiir.
Teorem 3.3.4 M eriyebilir bir R-modiil olsun. Bu durumda

(1) M[z;a] nin sabit terimli her elemani eriyebilirdir.

(2) Eger a izomorfizma ise, o zaman M [z; o] eriyebilir bir R[z; o]-modiildiir.
ispat:

(1) mo # 0 olmak iizere m(x) = mo + mix + --- + mya"™ € M[x;a] olsun. M
eriyebilir oldugundan mg = zy + dy olacak sekilde zy € Tr(M) ve dy € TH(M)
vardir. O halde ng(z) = 29 ve do(x) = dy + myz + -+ + m,z"™ olsun. Bu
durumda no(z) € Trizo)(M[z;0]) ve do(z) € Ty, 1 (Mz;0]) dir. Gergekten,
f(x) =ap+aiz+-- +ax' € R[z;al, do(x)f(x) =0 ve t < n olsun. O zaman
do(z) f(x) = (do + muz + max?® 4+ - - + m?)(ap + mx + aga® + - + aya*) = 0
dir. Buradan dy(x) f(x) = (doag + doayx + doasz® + - - - + doaszt) + (myzag +
mixa T +mixrasr? + - - -+ myzagrt) + (mex?ag + moziarr + moziasr? + - +
mox?a;zt) + - -+ (mpa™ag + mpx™ a1 T + murasr? + - -+ mpataat) = 0 elde

edilir. O halde,

(i) dopag = 0 dir. Buradan dy € T},(M) oldugundan ay = 0 bulunur.

(ii) doarz + myzag = 0 dir. Boylece M([z;a] nin ¢arpim tanimindan za =
a(a)r oldugundan doaiz + mia(ag)z = 0 elde edilir. Boylece dya; +
mya(ag) = 0 dir. Béylece ag = 0 ve dy € Tj(M) oldugundan a; = 0 elde
edilir.

(iii) doagz®+miza;x+mexag = 0 dir. Dolayisiyla M[z; o] nin ¢arpim tanimi
uygulanirsa doasx?® + mia(ai)x? + mozalag)r = doasx® + mia(ar)x? +
maa?(ag)z? = 0 elde edilir. O halde dyas + mya(a;) + moa?(ag) = 0 dir.

Ayrica ag = a; = 0 ve dy € T}(M) oldugundan ay = 0 bulunur.

(iv) doazx®+mizasz®+moz’aiz+mardag = 0 dir. Burada M|[x; ] nin carpim

tanmimi uygulanirsa doazr® + mya(az)x® + moza(ay)x® + mar’a(ag)z =
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doazz® +myia(as)x® +moa?(ar)z® +mara?(ag)r? = doazz® +myia(ag)z® +
maa?(ay)z3+maa?(ag)x® = 0 bulunur. Buradan dpaz+mja(as)+mea®(ay)+
maa(ag) = 0 dir. O halde ag = a; = ay = 0 ve dy € Tj(M) oldugundan
az = 0 bulunur.

Bu sekilde devam edilirse,

(n) doan_1 + myia(a, o) + mea®(an_3) + -+ + mpa"(ag) = 0 dir ve buradan

an—1 = 0 elde edilir. Boylece a,, = 0 dir ve buradan f(z) = 0 bulunur.

Simdi ¢ > n olsun. O halde n. adimdan sonra dya,, 1 = dotpio = -+ = dpa; =0
elde edilir. Boylece dy € T5(M) oldugundan a,41 = apyo = ... = a; = 0
bulunur. Dolayisiyla f(z) = 0 dir. O zaman m(x) in bir eriyebilir ayrigimi

m(z) = ng(x) + do(z) olarak bulunur.

[ # 0 igin 0 # m(x) = (mg + miz + mez? + -+ + mua™)z! € M[z;a] olsun.
O zaman mg # 0 ve M eriyebilir bir R-modiil oldugundan mo = 29 + dy
olacak sekilde zy € Tr(M) ve dy € TH(M) vardir. Béylece ng(x) = 22! €
Trize)(M|x; a]) dir. Clinkii 2o € Tr(M) oldugundan zyr = 0 olacak sekilde
bir 0 # r € R vardir. Ayrica a orten oldugundan o de ortendir. O halde
r = a!(s) olacak sekilde bir 0 # s € R vardir. O zaman ng(z) = 22! yi sagdan
s ile garparsak ve M [x;a] nin carpim tanimimi kullanirsak 2pz's = zpal(s)z! =
zorel = 0 bulunur. Ayrica do(z) = (do + myz + mex? + -+ + mua™)z! €
T (Mz; ]) dir. Gergekten, ¢ < n olmak lizere f(z) = ag + a1z + asr? +
- +aprt € R[w; ] ve do(x) f(z) = 0 olsun. Bu durumda do(z) f(z) = (dox'ag+

I+

dorlayxr + dozlasa® + - - - + doztaxt) + (mixlag + myaHayx + myatHlaya? +

I+1 I+ 1+2

o myrtTlaat) + (mer'2ag + mox2ayx + mox ™ 2aga? + - - -+ moz PPagt) +
s (mpa™ag + mpr™larr + mpa™agz? + - + mua™Hagat) = 0 dir. Bu

durumda,

(i) dox'ag = 0 dir. Burada [M; ] min garpim tanimi uygulanirsa doo (ag)z! =

0 bulunur ve buradan dpa'(ag) = 0 elde edilir. Boylece dy € Th(M)
oldugundan o'(ap) = 0 dir. Buradan « birebir oldugundan o' birebirdir.

Dolayisiyla ag = 0 bulunur.
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(ii) dorlair + miattlay = 0 dir. Benzer sekilde doal(ai) + myattt(ag) = 0

elde edilir ve buradan a; = 0 bulunur.

(iii) doz'asz® + miz'layx + mea't?ag = 0 dir. Benzer olarak dyal(as) +
miattt(ay) + miatt?(ap) = 0 bulunur ve buradan a; = 0 elde edilir.

Bu sekilde devam edilirse,

(n-1) doa(an—2)+mia! ™ (an_3)+ - -+mu_oa! T2 (ay) = 0 dir. Béylece a,_y =

0 bulunur.

() doat(an_1) +mia!*H(a, o) + -+ + mu_ 10 Y(ag) = 0 dir ve buradan

a,—1 = 0 bulunur. O halde a,, = 0 dir. Boylece f(z) = 0 elde edilir.

Simdi ¢ > n olsun. Bu durumda n. adimdan sonra dya, 1 = doa,12 = --- = doa; =0
elde edilir. Buradan dy € Tj(M) oldugundan a,1 = api2 = -+ = a' = 0 dur.

Boylece f(z) = 0 dir ve buradan do(z) € T}, (M][x; a]) bulunur. O zaman m(x)

;0]

in bir eriyebilir ayrigimi m(z) = ng(z) + do(x) dir. Boylece ispat tamamlamir. [

Teorem 3.3.5 Eger M eriyebilir bir R-modiil ise, o zaman M [z] eriyebilir bir R[z]-

modiildiir. Eger R bir tamlik bolgesi ise, o zaman 6nermenin karsit1 da dogrudur.

Ispat: M eriyebilir bir R-modiil olsun. O zaman o = 1 alimirsa Teorem 3.3.4 (2) den
M [x] eriyebilir bir R[z]-modiildiir. Kargit olarak, R bir tamlik bolgesi ve 0 # m € M
olsun. Ayrica f(z) = ap + a1z + -+ - + a2t g(x) = by + by + -+ + ba"™ € Mx]
olsun. M [xz] eriyebilir bir R[z]-modiil oldugundan m eriyebilir bir ayrigima sahiptir
yani, m = f(z) + g(z) olacak sekilde f(z) € Tgp(M|z]) ve g(x) € Th, (M|z])
vardir. Bu durumda polinomlarin egitliginden m = ag + by dir. Bir taraftan, Teorem
3.3.2 nin ispatindaki benzer tartigma ile ag € Tr(M) bulunur. Diger taraftan, eger
by € Ty(M) ise, o zaman ispat tamamlanir. Kabul edilsin ki by € Tr(M) olsun.
M [z] eriyebilir oldugundan by = f1(z) + g1(z) olacak sekilde f(z) = co + f(z)x €
Tri(M[z]) ve gi(x) = do + g,(v)z € Ti(M][z]) vardir. O zaman by = ¢ + do dir.
Buradan ¢y € Tg(M) dir. Simdi dy € TH(M) olsun. Bu durumda R bir tamlik
bolgesi oldugundan ispat tamamlanir. Boylece ag + ¢o € Tr(M) ve buradan m =

(ap + co) + do ayrigimi m nin bir eriyebilir ayrigimidir. Aksi takdirde, dy € Tr(M)
dir ve dy i M|x] te bir eriyebilir ayrigimi vardir yani, dy = fo(z) 4+ g2(z) olacak
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sekilde fo(z) = 1 + fo(a)r € Tr(Ma]) ve ga(z) = di + ghla)e € Ty (M[x)

vardir. O halde dy = ¢; + d; dir ve daha 6nce gosterildigi gibi ¢; € Tr(M) dir. Eger

2]

dy € T}(M) ise, o zaman ispat tamamlamr. Gergekten, R de burulmali elemanlarin
toplami burulmali oldugundan ag + ¢y + ¢; € Tr(M) dir. Bu durumda m nin bir
eriyebilir ayrisimi1 m = (ag + ¢o + ¢1) + dy dir. Aksi olarak, dy ¢ T} (M) olsun. M|z]
eriyebilir oldugundan d; eriyebilir bir ayrigima sahiptir yani, d; = f3(x)+gs(x) olacak
sekilde f3(z) = co+ f3(2)x € Tryy(M[z]) ve g3(x) = da+gs(x)x € Ty (M|2]) vardar.
O halde, d; = ¢y + do dir. Boylece daha énce gosterildigi gibi ¢y € Tr(M) dir. Eger
dy € TH(M) ise, o zaman ispat tamamlanir. Aksi olarak, dy € T5(M) olsun. Béylece
ispat benzer sekilde devam eder, fakat bu bir geligkidir. Dolayisiyla bu iglem sonlu

bir adimda durur. Sonug olarak, m € M bir eriyebilir ayrigima sahiptir. U

Bu kisimda indirgenmis modiiller ile eriyebilir modiiller arasindaki iligki incelenmek-

tedir. Asagida eriyebilir olmayan indirgenmis bir modiil 6rnegi verilmektedir.

Ornek 3.3.6 p bir asal say1 ve n > 2 olmak iizere R = Zn olsun. Bu durumda
M = p"'Z,» bir R-modiil olarak goz 6niine alinsin. O zaman M eriyebilir olmayan

indirgenmis bir modiildiir.

Ispat: M = p"'Z,n = {0,p"1,p»12,...,p"L(p — 1)} g6z 6niine alnsm. Ayrica

(@]

4 m = tpnt € M ve m5 = 0 olmak iizere 3 € R olsun. Bu durumda 0 #
m = tp"—! oldugundan p asali ¢ yi bélmez. Buradan ve s = 0 oldugundan p asali
s yi béler. Simdi mR N Ms = 0 oldugu gosterilmek istenmektedir. Bu durumda
F = M8 € MRN M3 olsun. Ayrica iy = t;p"—' olarak almsm. Bu esitlik sagdan s
ile carpilirsa 775 = t;p"Ls bulunur. O halde p asali s yi boldiigii i¢in s = pk olacak
sekilde bir k € Z vardir. Boylece s = t1p" 'pk dir ve buradan s = t;p" Ipk =
tipk elde edilir. Ayrica mr = mys (modp™) ve mis = t1p"k oldugundan 5 = 0
(modp™) bulunur. O halde mr = 0 (modp™) dir. Bu yiizden mr = 0 dir ve bdylece
mRN Ms = 0 elde edilir. Dolayisiyla M indirgenmistir. Ayrica her 0 # m € M icin
P € R olmak iizere mp = 0 oldugundan M eriyebilir degildir. O

Eriyebilir her modiil indirgenmis olmak zorunda degildir. Asagida bu duruma bir

ornek verilmektedir.
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Ornek 3.3.7 R = Ms(Zs) kendisi tizerinde bir R-modiil olarak g6z 6ntine alimsin

yani, Mp = Ms(Z3) olsun. O zaman M indirgenmis olmayan eriyebilir bir modiildiir.

Ispat: Z, eriyebilir oldugundan Lemma 2.1.22 geregince M eriyebilir bir R-modiildiir.

11
Simdi M nin indirgenmis olmadig1 gosterilmek istenmektedir. Eger m = |
0 0
0 1
ve a = - ise, o zaman ma = 0 dir. Bu durumda eger My indirgenmis
0 1
01
olsaydi, o zaman mR N Ma = 0 olarak bulunurdu. Ayricar = | = | € R ve
00
10
my=| | €M olsun. Boylece mr = mja € mR N Ma elde edilir. Gergekten,
0 0
11 0 1 0 1 10 01
mr = Y| =4 |&7 4 | = mya # 0 dir.
0 0 0 0 0 0 00 0
Sonug olarak, M indirgenmis bir R-modiil degildir. U

Ghashghaei ve McGovern (2017) degismeli durumda eriyebilir halkalarin indirgenmis
oldugunu gostermislerdir. Bu kisimda benzer 6zellik eriyebilir modiiller i¢in incelen-

mektedir.

Teorem 3.3.8 M eriyebilir bir R-modiil ve R bir es halka olsun. O zaman M

indirgenmigtir.
ispat:

(i) m € M ve a € R olsun. Ayrica ma? = 0 oldugu kabul edilsin. Eger ma = 0 ise,
o zaman ispat tamamlanir. O halde ma # 0 olsun. M eriyebilir oldugundan
ma = z + y olacak sekilde z € Tr(M) ve y € Ty(M) vardir. Bu durumda
2z = 0 olacak sekilde bir 0 # 2" € R vardir. Bu durumda ma = y + z esitligi
sagdan a ile ¢arpilirsa za + ya = 0 bulunur. Ayrica R bir es halka oldugundan
za € zR C Rz dir. Buradan za = tz olacak gekilde bir ¢ € R vardir. Boylece
0 = za+ya = tz+ya elde edilir. Bu esitligi sagdan 2’ ile carparsak tz2 +yaz =
0 bulunur. Buradan yaz" = 0 dir. Bu durumda y € T} (M) oldugundan az =0

elde edilir. Ayrica ma = z + y esitligi sagdan 2’ ile carpilirsa maz = 22 + y2’
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olarak bulunur ve buradan yz' = 0 dir. Burada y € T5(M) oldugundan z' = 0

dir. Bu bir celigkidir. Dolayisiyla ma? = 0 iken ma = 0 bulunur.

(ii) ma = 0 olacak sekilde m € M ve a € R olsun. Ayrica mR N Ma # 0 oldugu
kabul edilsin. Simdi 0 # mr’ = m'a € mR N Ma olsun. O zaman R bir eg
halka oldugundan r'a € Ra C aR dir. Bu durumda 7'a = at olacak sekilde
bir t € R vardir. Eger mr’ = m’a esitligi sagdan a ile carpilirsa ve r'a = at
oldugu kullanilirsa m'a®> = mr'a = mat = 0 elde edilir. Ayrica kabulden
ma = 0 oldugundan mat = 0 dir ve buradan m'a? = 0 bulunur. Boylece (i)
den m'a = 0 dir. O halde mR N Ma = 0 bulunur. Ayrica mRa C mR N Ma

oldugundan mRa = 0 dir.

Sonug olarak, Lemma 2.1.21 geregince M indirgenmistir. ([l
Teorem 3.3.8 den asagidaki sonuca ulagilmaktadir.

Sonuc 3.3.9 Degismeli halka iizerindeki eriyebilir her modiil indirgenmistir.
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4. ERIYEBILIR ENDOMORFIZMALAR

4.1 Eriyebilir Endomorfizmalar

Bu boliimde modiillerin endomorfizmalari, eriyebilirlik kavrami bakimindan incelen-

mektedir.

Tanim 4.1.1 M bir modiil ve 0 # f € S olsun. Eger f = g+ h olacak sekilde bir sol
(sag) sifir bolen eleman g € S ve bir sol (sag) sifir bolen olmayan eleman h € S var
ise, o zaman f ye sol (sag) eriyebilir endomorfizma (fusible endomorphism) denir.
Eger f hem sol hem de sag eriyebilir ise, o zaman f ye eriyebilir endomorfizma denir.
Teorem 4.1.2 M bir modiil ve M, = M, S = Endg(N) olmak iizere N = € M,
n>0

olsun. O zaman

(1) Eger f € S bir ileri kaydirma operatorii, yani f > 0 i¢in f(m,) = m, ise, o

zaman f eriyebilirdir.

(2) Eger f € S bir geri kaydirma operatorii, yani n > 1 i¢gin f(mgy) = 0 ve

f(m,) = m,_; ise, o zaman f eriyebilirdir.

(3) Eger f € S bir geri kaydirma operatorii ve g € S bir ileri kaydirma operatorii

ise, o zaman fg ve gf eriyebilirdir.

(4) Eger f € S bir geri kaydirma operatorii ve g € S bir ileri kaydirma operatorii

ise, o zaman f + g sol eriyebilirdir.
ispat:

(1) n>0igin f € S olmak tizere f(m,) = My olsun. O halde e(ma,) = may, ve
e(Mapt1) = Maopyo — Mo, olacak sekilde bir e € S endomorfizmasi goz 6niine
alimsin. Bu durumda e?(ma,) = e(ma,) ve €*(maoni1) = e(Maopys — may,) =
e(Manya) —e(May) = Moy o —ma, = €(Mayi1) oldugundan e = e € S bulunur.
Boylece e sifir bolendir. Simdi v = f — e nin tersinir oldugu iddia edilsin. Bu
durumda g € S igin g(msa,) = Mmay1 ve g(May1) = Mopy1 + Mo, olsun. Bir

taraftan, gu(man) = g((f—€)(man)) = g(f(ma2n) —e(man)) = g(Mant1—may) =
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g(Mmani1) — g(Man) = Mani1 + Moy — Moy = Moy Ve gu(mani1) = g((f —
e)(man+1)) = g(f(mani1) — e(Man+1)) = g(Mant2 — Maniz + Man) = g(Mmay) =
Moy, dir. Diger taraftan, ug(ma,) = (f — €)(g(mayn)) = (f — e)(may1) =
f(m2n+1) - €(m2n+1) = Mapt2 — Mapy2 + Moy = Moy VE ug(m2n+1) = (f -
e)g(mant1) = (f = €)(Mant1 + man) = f(mans1 + man) — e(Mant1 +may) =
f(Mani1+man) —e(Mapi1+man) = f(Mans1) + f(Man) — e(Mani1) —e(may,) =
Mopto + Maopi1 — Mapio + Moy — Moy, = Moy dir. Dolayisiyla w tersinir bir

elemandir. Sonug olarak f = e + u elde edilir ve buradan f eriyebilirdir.

n > 1igin f € S olmak iizere f(my) = 0 ve f(m,) = m,_; olsun. O halde n >
1 igin e(myg) = mo, e(may,) = Moy, ve e(Mapy1) = Map — Moy olacak gekilde
bir e € S endomorfizmasi goz oniine alinsin. Bu durumda e?(mg) = e(my),
e*(man) = e(ma,) ve €*(Map1) = e(Map — Mapya) = e(man) — e(Manta) =
Map — Moo = (Mo, 1) oldugundan e? = e € S elde edilir. Boylece e sifir
bolendir. Simdi v = f — e nin tersinir oldugu iddia edilsin. O halde n > 1 igin
g(mg) = —mg, g(man) = ma,_1 ve g(Ma,11) = Mapi1 + Moy olacak gekilde
bir g € S tamimlansin. Bir taraftan, gu(mg) = g((f — e)(mg)) = g(f(mo) +
e(mo)) = g(=mo) = mo, gu(man) = g((f — €)(man) = g(f(m2n)) — e(man)) =
g(Mmaon—1 — Mman) = g(Man—1) — g(Man) = Maon_1 + Map — Map_1 = My, Ve
gu(mans1) = g((f — €)(mant1)) = 9(f (M2n+1) — e(Mmani1)) = g(man — man +
Monta) = G(Manta) = Moy dir. Diger taraftan, ug(mg) = (f — e)g(mg) =
(f —e)(=mo) = f(=mo) — e(=mo) = mo, ug(man) = (f — e)g(ma,) =
(f —e)(man-1) = f(man-1) — e(Man_1) = Moo — Map_o + Moy = Moy,
ve ug(meoni1) = (f — €)g(mani1) = (f — €)(mani1 + mani2) = flmaps1) +
f(Many2) —e(Many1) —e(Mania) = Maop+Map 11— Maon+Map 12— Manto = Mant1
dir. Boylece u tersinirdir. O halde f nin bir eriyebilir ayrigimi f = e+ wu olarak

bulunur.

n > 1i¢in f(mg) = 0, f(m,) = m,_, olacak sekilde bir f € S ven >0
i¢in g(m,,) = m,41 olacak sekilde bir g € S tamimlansin. O zaman n > 0 igin
fg(my,) = f(muy1) = m, olarak bulunur. Boylece fg = 1g ve buradan fg
eriyebilirdir. Ayrica n > 1igin gf(mo) = g(0) = 0 ve gf(m,) = g(mu—1) = m,
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elde edilir. Bu durumda e = gf olsun. O halde €? = ¢ # 1g dir. Bu durumda
2e — 1 tersinir ve 1 — e sifir bolen oldugundan e nin bir eriyebilir ayrigimi

e =(1—e)+ (2e — 1) olarak elde edilir. Boylece gf eriyebilirdir.

(4) f,g € S olmak tizere n > 0 igin f(mg) = 0, f(m,) = m,_1 ve n > 1 i¢in
g(my,) = my,1 seklinde tanimlansi. O zaman (3) ten f sol sifir bolen ve g sol

sifir bélen olmayan elemandir. Dolayisiyla f + ¢ sol eriyebilirdir. L
Teorem 4.1.2 geregince agagidaki sonuca ulagilir.

Sonuc 4.1.3 R bir halka olsun ve R iizerindeki tiim siitun sonlu matrislerin halkas:

0100
1 010
0101
S = CFM(R) ile gosterilsin. O zaman € S sol eriyebilirdir. Ay-
0010
0001
00 00 01 00O0O0 00 0O0O0
1 0 00 00 10O0O0 01 00O
0100 000100 00100
rica , ve S
0010 00 0O01O0 00010
0 0 01 00 0O0O01 00001

S eriyebilirdir.

Onerme 4.1.4 M bir modiil ve 0 # f € S olsun. O zaman f nin sol eriyebilir

1

olmasi icin gerek ve yeter sart a € S tersinir olmak tizere afa™" in sol eriyebilir

olmasidir.

Ispat: (=:) 0 # f € S sol eriyebilir olsun. O zaman, f = g + h olacak sekilde bir
sol sifir bolen eleman g € S ve bir sol sifir bélen olmayan eleman h € S vardir.
Bu durumda g5 = 0 olacak sekilde bir 0 # g € S mevcuttur. Kabul edilsin ki
a € S tersinir olsun. Bir taraftan, (aga™)(aB) = agB = 0 dir. Boylece aff #

1

0 oldugundan aga~" sol sifir bélen olarak bulunur. Diger taraftan, h bir sol sifir
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bolen olmayan eleman ve o tersinir oldugundan aha~! bir sol sifir bolen olmayan

= aga=! + aha™! dir.

elemandir. Dolayisiyla o fa nin bir eriyebilir ayrigimi o fa™

(<:) @ € S tersinir olmak iizere a.fa ! sol eriyebilir olsun. O halde afa™ = g+h
olacak sekilde bir sol sifir bolen eleman g € S ve bir sol sifir bolen olmayan eleman
h € S vardir. Bu durumda g = 0 olacak sekilde bir 0 # € S mevcuttur. Ayrica
afa™t = g+ h esitligi soldan o~ ! ve sagdan « ile carpilirsa f = o~ 'ga+a tha elde
edilir. Buradan (o 'ga)(a™'3) = a~1¢gB = 0 bulunur. Boylece a~! # 0 oldugundan
a"tga bir sol sifir bolen elemandir. Buna ek olarak, h bir sol sifir bolen olmayan

eleman ve o tersinir oldugundan a~!ha bir sol sifir bélen olmayan elemandir. Sonug

olarak, f sol eriyebilirdir. 0

Sonuc 4.1.5 R bir halka ve 0 # a € R olsun. O zaman a nin sol eriyebilir olmasi

1

icin gerek ve yeter sart x € R tersinir olmak tizere xax™" in sol eriyebilir olmasidir.

Onerme 4.1.6 M bir modiil ve 0 # f € S olsun. Eger f sag eriyebilir ve g € S

tersinir ise, o zaman fg ve gf sag eriyebilirdir.

Ispat: f € S sag eriyebilir ve g € S tersinir olsun. Bu durumda f = u + v olacak
sekilde bir sag sifir bolen eleman u ve bir sag sifir bélen olmayan eleman v vardir. O
zaman eger bu egitlik sagdan g ile carpilirsa fg = ug + vg ve soldan g ile ¢arpilirsa
gf = gu+gv elde edilir. Bu durumda u bir sag sifir bélen eleman oldugundan yu = 0
olacak gekilde bir 0 # y € S vardir ve buradan y(ug) = 0 elde edilir. Béylece ug
sag sifir bolen elemandir. Kabul edilsin ki € S olmak {izere z(vg) = 0 olsun. Bu
durumda g € S tersinir oldugundan xv = 0 elde edilir ve b&ylece v bir sag sifir
bolen olmayan eleman oldugundan = = 0 bulunur. O halde vg € S bir sag sifir bélen
olmayan elemandir. Dolayisiyla fg sag eriyebilirdir.

Diger yandan, y # 0 ve g € S tersinir oldugundan yg—! # 0 dir. Boylece (yg~1)(gu) =
yu = 0 dir ve buradan gu sag sifir bolendir. Simdi z € S i¢in z(gv) = 0 olsun. O
zaman v bir sag sifir bolen olmayan eleman oldugundan xg = 0 dir ve buradan g ter-
sinir oldugu i¢in x = 0 elde edilir. Buradan gv bir sag sifir bolen olmayan elemandir.

Sonug olarak gf sag eriyebilirdir. 0

Sonuc 4.1.7 Bir R halkas i¢in asagidakiler saglanir.
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(1) Eger 0 # a € R sag eriyebilir ve b € R tersinir ise, o zaman ab ve ba sag

eriyebilirdir.

(2) Kabul edilsin ki 0 # A € M, (R) sag eriyebilir olsun. Eger A ya uygulanan
satir ve siitun iglemleri P ve @ ile gosterilirse, o zaman PA, AP, AQ ve QA

sag eriyebilirdir.

Bir sonraki sonucta, abelyen dual Rickart modiillerin endomorfizmalar1 eriyebilirlik

kavrami acisindan incelenmektedir.

Teorem 4.1.8 Eger M bir abelyen dual Rickart modiil ve 0 # f € S ise, o zaman
f sag eriyebilirdir veya ¢f sag eriyebilir olacak sekilde bir ¢ = g € S mevcuttur.

Ispat: M bir abelyen dual Rickart modiil ve 0 # f € S olsun. Eger f (M) =M
ise, o zaman f bir sag sifir bolen olmayan elemandir. Gergekten, hf = 0 olacak
sekilde bir h € S var olsun. Bu durumda hf(M) = 0 dir ve f(M) = M oldugundan
hf(M) = h(M) = 0 dir. Dolaywsiyla h = 0 dir ve buradan f bir sag sifir bolen
olmayan elemandir. Béylece f sag eriyebilirdir. Kabul edilsin ki f(M) # M olsun.
Hipotezden, f(M) = eM olacak sekilde bir 1 # e = ¢ € S vardir. Eger (f —e)M =
M ise, o zaman f — e bir sag sifir bolen olmayan elemandir ve f nin bir sag eriyebilir
ayrisimi f = e+(f—e) dir. Aksi takdirde, M abelyen dual Rickart modiil oldugundan
(f —e)g = g(f —e) = 0 olacak sekilde bir g*> = g € S vardir. Buradan gf = eg
elde edilir ve boylece (gf)? = gfgf = eggf = egf = eeg = eg = gf oldugundan g f
eskaredir. Dolayisiyla ¢ f nin bir eriyebilir ayrisimi gf = (1 —gf)+ (2gf —1) dir. O

Simdi von Neumann diizenli endomorfizmalarin hangi sartlar altinda eriyebilir ol-
dugu aragtirilmaktadir. Morfik modiillerin yardimiyla agagidaki sonuca ulagilmak-

tadir.

Teorem 4.1.9 M bir morfik, yari-projektif modiil ve 0 # 6 € S von Neumann
diizenli olsun. Eger M nin direkt toplananlar1 6(M)+Ker(6) ve 0(M)N Ker(6) ise,

o zaman @ sol eriyebilirdir.

ispat: Bu ispat Teorem 2.1.30 daki benzer tartisma ile yapilmaktadir. 6 von Ne-

umann diizenli oldugundan Lemma 2.1.31 geregince M nin direkt toplananlari (M)
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ve Ker(f) dir. Hipotezden M nin direkt toplananlart P = (M )+Ker(0) ve K =
O(M )N Ker(0) dir ve buradan M nin Y, Z altmodiilleri igin M = P®Y ve M = K& Z
dir. P yari-projektif oldugundan (M nin bir direkt toplanani olmasindan dolay1)
Lemma 2.1.32 geregince P = 0(M) & X olacak sekilde bir X C Ker(#) vardir ve
buradan M = (M) & X @Y elde edilir. O halde X C Ker(0) C 0(M) & X oldugun-
dan modiilerite kurali geregince Ker(d) = X @ K bulunur. M morfik oldugundan
XoK =Ker(f) = M/0(M) = XY dir ve boylece Lemma 2.1.28 geregince K =Y
elde edilir. Simdi ¢ : K - Y ven: X & K — X &Y birer izomorfizma olsun. O
halde K C (M) ve M nin bir direkt toplananm K oldugundan #(M) = K & L ola-
cak sekilde bir L C M vardir. Boylece M = K & L & X @& Y bulunur. Bu durumda

v,w € S olmak iizere agagidaki diyagrami elde ederiz:

M b XaY &) K &5, L

] ol g |

M = XeK S7) Y ©® L
ve

M = XpK S5 Y ©® L

| | .| |

M 2 XaoY + Y + L

Teorem 2.1.30 un ispatindaki benzer tartigma ile wvw = w ve 6 — wv tersinirdir.
Bu ispatin tamamlanmasi i¢in eskare wv nin S de tersinir olmadig1 iddia edilsin. O
zaman 0 # k + 1 € K & L olsun. Bu durumda v(l) = 0 ve v(k) = ¢(k) oldugundan
wo(k + 1) = ¢(k) dir. Buradan wv # 1g bulunur. Ayrica v = 6 — wv olsun. Béylece
0 = wv + u elde edilir. O zaman eskare wv € S bir sol sifir bolen ve u € .S bir sol

sifir bolen olmayan elemandir. Sonug olarak, # bir sol eriyebilir ayrigima sahiptir. [

Sonuc 4.1.10 Eger M, SSP ve SIP yi saglayan morfik ve yari-projektif bir modiil
ise, o zaman M nin her von Neumann diizenli sifirdan farkli endomorfizmas: sol

eriyebilirdir.

Ispat: M morfik, yar-projektif ve SSP ile SIP yi saglayan bir modiil olsun. O

zaman Teorem 4.1.9 geregince ispat tamamlanir. 0

Sonuc 4.1.11 M bir endo-diizenli morfik yari-projektif modiil olsun. O zaman M
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nin her endomorfizmasi sol eriyebilirdir.

Ispat: Onerme 2.1.37 geregince, her endo-diizenli modiil SSP ve SIP yi saglar.

Boylece Sonug 4.1.10 geregince ispat tamamlanir. U

Asgagidaki ornek ile eriyebilir bir endomorfizmanin kisitlamasinin da eriyebilir olup

olmadigr aragtirilmaktadir.

Ornek 4.1.12 Z-modiil olarak Z, @ Z, gbz 6niine alimsm. O halde S = My(Zy) elde

edilir. Bu durumda o(z,y) = (22 + y,y) ile tanimlanan bir o endomorfizmas: ele

1
alinsin. Boylece o nin standart matrisi | seklindedir. Dolayisiyla o nin sag

0 1

eriyebilir ayrigimi, | | € My(Zy) sag sifir bolen ve € My(Zy4) sag
0 0

=
(@]
7 ~
il =1
= =1

2 1 1 11

sifir bélen olmayan eleman olmak iizere | | =1 |+ _ _ | olarak
01 0 0 01

bulunur. Ayrica 2 € Ms(Zy4) eriyebilir olmadigindan, o, (z) = 2z sag eriyebilir

degildir.

Simdi eriyebilir halkalarin kése halkalar: eriyebilirlik kavrami bakimindan incelen-
mektedir. Ayrica Lemma 2.1.22 geregince bir F' cismi i¢in M, (F') matris halkasi

eriyebilirdir. Bu dogrultuda asagidaki sonuca ulagilmaktadir.

Teorem 4.1.13 F bir cisim olsun. O zaman Ms(F') nin her sifirdan farkh kose

halkas: eriyebilirdir.

Ispat: M, (F) nin agikar olmayan her egkare elemaninin formu bc = a — a® olmak

a b a b
lizere seklindedir. Kabul edilsin ki F = € My(F)

c 1—a c 1—a
agikar olmayan bir egkare eleman, EAE # 0 ve u = ax+cy+bz+(1—a)t olmak tizere

T u 0
A= 7 e Ms(R) olsun. Ayrica U = alimsin. Buradan FAE =
z t 0 u
EU = UF dir. Eger u = 0 ise, o zaman FAE = 0 dir. O halde u # 0 olsun. Boylece
w0
uwtleFveU! = | € M,y(F) dir. Bu durumda FAE = FU = UE
0 wu”
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oldugundan (FAE)(EU'E) = E = (EU'E)(FAFE). Boylece EM,(F)E nin bir
tersinir eleman1 FAFE olarak bulunur. Sonug olarak, FAF eriyebilirdir ve buradan

EM,(F)E eriyebilirdir. O

Teorem 4.1.14 M bir modiil, @ € S sol eriyebilir ve e = ¢ € S sol yar1 merkezi

olsun. O zaman eae € eSe sol eriyebilirdir.

Ispat: Kabul edilsin ki o nin sol eriyebilir ayrigim f € S bir sol sifir bélen, g € S
bir sol sifir bélen olmayan eleman olmak iizere a = f + ¢g olsun. Bu durumda
eae = efe + ege dir. Boylece f bir sol sifir bélen eleman oldugundan fh = 0
olacak gekilde bir 0 # h € S vardir. Bir taraftan, e sol yar1 merkezi oldugundan
(efe)(ehe) = efehe = efhe = 0 dir. Buradan efe € eSe sol sifir bolendir. Diger
taraftan, (ege)(ete) = 0 olacak sekilde bir ¢ € S olsun. O halde e sol yar1 merkezi
oldugundan (ege)(ete) = (ege)te = (ge)te = g(ete) = 0 elde edilir. Boylece g € S sol
sifir bolen olmayan bir eleman oldugundan ete = 0 bulunur. Dolayisiyla ege € eSe

bir sol sifir bélen olmayan elemandir. Sonug olarak, eae € eSe sol eriyebilirdir. [

Sonuc 4.1.15 Eger R bir sol eriyebilir halka ise, o zaman her sol yar1 merkezi

eskare eleman e € R icin eRe sol eriyebilirdir.

R bir halka ve e = ¢ € R olsun. Bu durumda eRe kose halkasinin sol eriyebilir

olmasi e nin sol yar1 merkezi olmasini gerektirmez.

. 0 3
Ornek 4.1.16 R = My(Zg) ve E>=E = | | € My(Z¢) olsun. Bu durumda
2 1
0 3z
ERE = - | © € Zg p, yani
2v @
00 0 3 00 0 3 00 0 3
ERE - _ ) _ _ 7 _ _ Y _ _ Y _ _ Y _ _
0 0 2 1 4 2 0 3 2 4 4 5
0 1 2 1 00
olarak bulunur. Boylece A = | | € My(Zg)icin AE = | o
0 0 00 4 2

EAFE oldugundan E sol yari merkezi degildir. Bir taraftan, ERE nin sol sifir bo-
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(8]

0 0 3

len olmayan elemanlarnn U = [ |,V = | | dir ve bdylece eriyebilir
2 1 4 5

ayrigima sahiptirler. Diger taraftan, FRE nin sol sifir bolen elemanlarinin ayrigimi,

= Ol
(N} (@]
ol o
Wl Wl
=~ ol
U ol

o Qi
Wl Wi
= Ol
[\l e
ol Ol
= Wl

jan]]

0
2

0 3
= _ |+
0 3

(an]]
ol

|
]
—

seklindedir. Dolayisiyla FRE sol eriyebilirdir.

Simdi eriyebilir matrislerle ilgili 6nemli bir sonug verilmektedir. Lemma 2.1.22 i¢in
2 1
verilen algoritma bazi matrislerin, 6rnegin € My(Zg) matrisinin, eriye-

5 0
bilir ayrigimimi bulmak konusunda ¢alismamaktadir. Bu nedenle Lemma 2.1.22 igin

alternatif bir ispat verilmektedir.

Teorem 4.1.17 R bir halka olsun. O zaman R nin sol eriyebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter sart keyfi bir n pozitif tamsayisi i¢gin M,,(R) nin sol eriyebilir olmasidir.

Ispat: (=) R sol eriyebilir bir halka olsun. Simdi M, (R) nin sol eriyebilir bir halka
oldugu gosterilmektedir. Agagidaki durumlar My(R) deki sifirdan farkl matrisler
i¢in incelensin:

I.Durum: 0 # a € R olsun. Bu durumda a = z + r olacak gekilde bir sol sifir

bolen z € R ve bir sol sifir bolen olmayan eleman r € R vardir. O halde,



— + ,
a O r 0 —r 0
00 r 0 z 0

= +
0 a 0 r 0 —r

matrisleri de sol eriyebilir ayrisima sahiptir.
II.Durum: Eger 0 # a,b € R ise, o zaman R sol eriyebilir bir halka oldugundan
a=1r+zveb=r1" 4+ 2 olacak sekilde z, 2z € R sol sifir bolen ve r, 7" € R sol sifir

boélen olmayan elemanlar mevcuttur. Boylece,

r b z 0
_.I_
0 r 0 —r
ve
r 0 z 0
_l’_
I /
0 a a
elde edilir. Boylece , formundaki matrislerin sol eri-
0 b b
a b 0 a
yebilir ayrisimi matrisine, formundaki matrislerin sol eriyebilir
0 0 b 0
a 0
ayrigimi ise matrisine benzer gekilde bulunur.
0 b

ITI.Durum: Eger 0 # a,b,c € R ise, o zaman a = r + z, ve ¢ = " + 2" olacak
sekilde sol sifir bolen z, 2" € R ve sol sifir bolen olmayan 7, 7" € R elemanlar1 vardir.

Bu durumda,

0 a 0 r 0 =z
= +
c b b 270
ve
a b r b z 0
= -
0 c 0o " 0 2
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sol eriyebilir ayrigimlar elde edilir. Benzer gekilde, , formundaki

matrislerin de sol eriyebilir ayrigimi vardir.
IV.Durum: Eger 0 # a,b,c,d ise, o zaman a = r + z ve d = " + 2" olacak
sekilde sol sifir bolen z, 2" ve sol sifir bélen olmayan r, 7" elemanlar1 mevcuttur. O

halde,

sol eriyebilir ayrigimi elde edilir. Kabul edilsin ki n > 3 ve her k < n igin M,,(R) sol
eriyebilir olsun. Timevarimdan ispat tamamlanir. Gergekten, A = (a;;) € M, (R)
olmak tizere asagidaki durumlar incelensin:

Durum (i) a;; # 0 olsun. O zaman 1 x 1 tipindeki A;; = aj; blok matrisi

g . Ny A Anp
ve (n — 1) x (n — 1) tipindeki A, blok matrisi igin A = olsun.
Ag1 Az

Timevarim geregince Ay, ve Aso sol eriyebilirdir. O halde, A1; = r1; + 211 olacak
sekilde bir sol sifir bélen z1; € R ve sol sifir bélen olmayan r1; € R elemam vardir.
Ayrica Agy = Pas + Zyo olacak sekilde bir sol sifir bolen Py € M, _1(R) ve sol
sifir bolen olmayan Zsy € M,,_1(R) vardir. Boylece A = P + Z olacak sekilde bir

2
sol sifir bélen Z = H € M,(R) ve bir sol sifir bélen olmayan P =
* Z22
11 *
€ M, (R) vardur.
0 Py

Durum (ii) a;; = 0 olsun. Kabul edilsin ki A nin a;; girdisi sifirdan farkl olsun.
Bu durumda A nin satir ve siitunlarina satir ve siitun islemleri uygulayarak a;; nin
A nim (1,1) girisi olmasi saglanir. Sonug 4.1.7 geregince satir ve siitun iglemleri sol
eriyebilirlik 6zelligini korudugundan, A nin bir eriyebilir ayrigimi Durum (i) deki
gibidir.

(«:) Agiktir. O
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5. ENDO-ERIYEBILIR MODULLER

5.1 Endo-Eriyebilir Modiil Tanimi1 ve Bu Modiillerin Bazi
Ozellikleri

Bu béliimde sifirdan farkli her endomorfizmasi bir sol sifir bélen olan ve bir sol
sifir bolen olmayan elemanin toplami geklinde yazilabilen modiillerin sinifi tanim-
lanmaktadir ve bu modiil simifinin 6zellikleri incelenmektedir. Ayrica bu modiillerin
altmodiilleri ve direkt toplamlar1 i¢in bu o6zelligin kalitsal olup olmadigi aragtiril-

maktadar.

Tanim 5.1.1 M bir modiil olsun. Eger S sol (sag) eriyebilir bir halka ise, o zaman M
ye sol (sag) endo-eriyebilir modil denir. Eger M hem sol hem de sag endo-eriyebilir

bir modiil ise, o zaman M ye endo-eriyebilir modil denir.

R = Endg(R) oldugundan R nin bir sol (sag) eriyebilir halka olmas: igin gerek
ve yeter gsart R nin bir sol (sag) endo-eriyebilir R-modiil olmasidir. Dolayisiyla her
tamlik bolgesinin kendisi tizerinde bir endo-eriyebilir modiil oldugu aciktir. Simdi sag
eriyebilir halkalarin, sag endo-eriyebilirlik kavrami bakimindan bir karakterizasyonu

verilmektedir.

Teorem 5.1.2 R bir halka olsun. O zaman agagidakiler denktir:

(1) R sag eriyebilirdir.

(2) Her sonlu tiretilmis serbest sag R-modiil sag endo-eriyebilirdir.
Ispat: (1) = (2) R sag eriyebilir ve bir n pozitif tamsayisi icin R {izerinde M = R
serbest bir modiil olsun. O halde, R = Endg(Rg) oldugundan M, (Endg(Rpg)) =
M, (R) dir. Teorem 4.1.17 geregince M nin endomorfizma halkas: eriyebilirdir. Boy-

lece M sag endo-eriyebilirdir.

(2) = (1) Agiktur. O

Bir sonraki 6rnekte, endo-eriyebilir bir modiiliin altmodiiliiniin endo-eriyebilir olmak

zorunda olmadig1 gosterilmektedir.
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Ornek 5.1.3 Z-modiil M = Q @ Q gz éniine alinsin. O halde S = M(Q) olarak
bulunur. Teorem 4.1.17 geregince S eriyebilirdir. Boylece M endo-eriyebilirdir. Ay-
rica M nin bir altmodiilli N = Z & Q alimsin. O zaman Sy =Endz(N) eriyebilir

olmayan bir elemana sahiptir. Bunu gérmek i¢gin A = € Sy olsun. Burada
b ¢

a=c=0veb# 0 durumu i¢in A bir eriyebilir ayrigima sahip degildir. Ger¢ekten,

r 0
b=1ve A= B+ C olacak sekilde bir sol sifir bélen B = € Sy ve bir sol

sifir bélen olmayan eleman C' = € Sy meveut olsun. O zaman C' € Sy
y oz
matrisinin sol sifir bolen olmamasi igin gerek ve yeter sart  # 0 ve z # 0 olmasidir.

Buna kargilik, » # 0 ve t # 0 dir. Boylece B sifir bolen degildir. Bu ise bir ¢eligkidir.
Sonug olarak, N endo-eriyebilir degildir.

Asgagidaki ornekte, endo-eriyebilir modiillerin direkt toplaminin da endo-eriyebilir

olup olmadig1 aragtirilmaktadir.

. F F
Ornek 5.1.4 F bir cisim ve R = olsun. O zaman R-modil M =
0 F
F F 0 0
ve N = igin R = M & N bir sag R-modiildiir. Bir taraf-
0 0 0 F

tan, Lemma 2.1.23 geregince R endo-eriyebilir degildir. Diger taraftan, Endg(M) =
F =Endg(N) oldugundan M ve N endo-eriyebilirdir.

Simdi hangi sartlar altinda endo-eriyebilir modiillerin direkt toplaminin da endo-

eriyebilir oldugu incelenmektedir.

Onerme 5.1.5 I bir indis kiimesi olmak fizere R-modiillerin bir smufi {M,;}ics ve

her i € I i¢gin M; modiilii @ M; nin bir tam degigmez altmodiilii olsun. O zaman
iel

@ M; nin sol endo-eriyebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart her i € I igin M; nin sol

iel

endo-eriyebilir olmasidir.

Ispat: Her i € I icin @ M; de M; tam degismez oldugundan, Endg(€) M;) =

il il
[TEndg(M;) dir. Onerme 2.1.44 geregince ispat tamamlanir. O
icl
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Teorem 5.1.6 Her ¢ = 1,2, ..., n igin D; bolme halkasi olmak iizere endomorfizma
halkas1 S = M;(D;y) @ My(Ds) @ -+ - & M,(D,,) olan modiil M olsun. O zaman M

endo-eriyebilirdir.

Ispat: D; (i = 1,2,...,n) bolme halkasi oldugundan, Teorem 4.1.17 geregince
i =1,2,...,ni¢in her M;(D;) eriyebilirdir. Ayrica, Onerme 2.1.44 geregince S eri-
yebilirdir ve dolayisiyla M endo-eriyebilirdir. U

Teorem 5.1.6 nin bir sonucu agagida verilmektedir.

Sonuc 5.1.7
(1) Her yar1 basit Artinian modiil endo-eriyebilirdir.
(2) Her basit modiil endo-eriyebilirdir.

(3) Bir cisim iizerindeki her sonlu boyutlu vektor uzayi endo-eriyebilirdir.

Asgagida eriyebilir modiillerin endo-eriyebilir ve endo-eriyebilir modiillerin de eriye-

bilir olmak zorunda olmadigina dair érnekler verilmektedir.

Ornek 5.1.8 Z-modiil olarak M = Z & Q gbz 6niine almsm. Bir taraftan, M
burulmasiz oldugundan M eriyebilirdir. Diger taraftan, Ornek 5.1.3 geregince M
endo-eriyebilir degildir.

Ornek 5.1.9 M = Q/Z bir Z-modiil olarak ele alinsin. O zaman her p asal sayisi
i¢in, p-adik tamsayilarin halkasi Z, olmak iizere S=Endy (M) = [[ Z,, dir. Bu yiizden,
S eriyebilirdir ve bdylece M endo-eriyebilirdir. Ayrica, M bulliulmah oldugundan
eriyebilir degildir.

1998 yilinda Crivei, sifirdan farkli endomorfizmalarinin monomorfizma oldugu si-
firdan farkli biitiin R-modiillerin olugturdugu M simifin1 tanmitmaktadir. Simdi sol
endo-eriyebilir modiiller simifinin, M ve endomorfizma halkalar1 sag tekil olmayan

modiiller siifi arasinda yer aldigi kanitlanmaktadir.

Teorem 5.1.10 M bir modiil olsun. Eger M € M ise, o zaman M sol endo-

eriyebilirdir.
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Ispat: M sifirdan farkh her endomorfizmasi monomorfizma olan bir modiil ve 0 #*
f € S olsun. Kabul edilsin ki bir g € S igin fg = 0 olsun. Bu durumda f(g(M)) =0
dir. Ayrica f monomorfizma oldugundan g(M) = 0 ve buradan g = 0 dir. O halde,
f € Snin f = f+ 0 olacak gekilde bir eriyebilir ayrigimi vardir. Dolayisiyla M sol
endo-eriyebilirdir. O

Teorem 5.1.10 un karsit1 her zaman dogru degildir. Ciinkii, Zg-modiil olarak Zg

endo-eriyebilirdir, fakat M simifina ait degildir.

Teorem 5.1.11 Eger M bir sol endo-eriyebilir modiil ise, o zaman S sag tekil

olmayandir.

Ispat: M sol endo-eriyebilir olsun. O halde, S sol eriyebilirdir. Onerme 2.1.47 gere-
gince S sag tekil olmayandir. O

Teorem 5.1.11 in kargiti1 her zaman dogru degildir.

Q 0
Qlz]/(2*) Qlz]/(=?)

2.1.48 geregince R sol endo-eriyebilir olmayan bir R-modiildiir.

Ornek 5.1.12 R = sag tekil olmayandir, fakat Onerme

Bu kismin devaminda bazi endo-eriyebilir modiil 6rnekleri verilmektedir. Buna ek
olarak, endo-eriyebilir olmayan Rickart ve dual Rickart modiil 6rnekleri sunulmak-

tadir.

Ornek 5.1.13 S = {(a,) € [] Z2 | ay belli bir yerden sonra sabit} halkas1 ve S
n=1

0 S S/ .
nin I = @ Z, ideali goz 6ntine almsim. O halde, R = / halkas1 Onerme

2.1.48 geregince sag eriyebilir degildir ve boylece R endo-eriyebilir bir sag R-modiil

degildir. Ayrica Ornek 2.1.53 geregince R bir Rickart halkadr.

Bir sonraki teoremde Rickart modiillerin hangi kosullar altinda endo-eriyebilir ol-

dugu aragtirilmaktadir.

Teorem 5.1.14 M bir Rickart modiil olsun.
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(1)
(2)
(3)

Eger M ayrigtirilamaz ise, o zaman sol endo-eriyebilirdir.
Eger M abelyen ise, o zaman endo-eriyebilirdir.

Eger M bir Artinian es modiil ise, o zaman endo-eriyebilirdir.

ispat:

(1)

M bir ayrigtirilamaz Rickart modiil ve 0 # f € S olsun. M bir Rickart modiil
oldugundan M nin bir direkt toplanani Ker f dir. Ayrica M ayrigtirilamaz bir
modiil oldugundan M nin sifir ve M den farkl bir direkt toplanani yoktur.
Boylece Kerf = 0 elde edilir. Buradan f bir monomorfizmadir. Teorem 5.1.10

geregince M sol endo-eriyebilirdir.

M bir abelyen Rickart modiil ve 0 # f € S olsun. M bir Rickart modiil
oldugundan Kerf = eM olacak sekilde bir > = e € S vardir. M abelyen
oldugundan ef = fe = 0 dir. Simdi f = e + (f — e) ayriggmmin f nin bir
eriyebilir ayrigimi oldugu iddia edilsin. O halde, f # 0 oldugundan e # 1 dir
ve boylece e bir sifir bolendir. Kabul edilsin ki g € S ve (f — e)g = 0 olsun.
Boylece fg = eg ve buradan efg = eg elde edilir. O zaman eg = 0 bulunur.
Boylece g(M) < Kerf = eM ve buradan eg = g dir. Dolaysiyla g = 0 dir. Bu
durumda f — e sol sifir bolen degildir. Benzer sekilde, g(f — e¢) = 0 olsun. O
zaman gf = ge dir ve buradan gfe = ge = 0 elde edilir. M abelyen oldugundan
eg = ge = g dir. Boylece g = 0 elde edilir. Dolayisiyla f — e sag sifir bélen
degildir. Sonug olarak M endo-eriyebilirdir.

M bir Artinian es Rickart modiil olsun. O zaman Onerme 2.1.55 geregince
M, ayrigtirilamaz Artinian Rickart modiil ve Endg(M;) bir bolme halkasi ol-
mak tizere M = My & My & --- & M, olacak sekilde bir ayrigim vardir. O
halde, Endg(M;) bir bélme halkasi oldugundan eriyebilirdir ve boylece M;

endo-eriyebilirdir. Onerme 5.1.5 geregince M endo-eriyebilirdir. u

Teorem 5.1.14 deki gikarimlarin kargitlar: her zaman dogru olmak zorunda degildir.

Ornek 5.1.15 M = Z & Z bir Z-modiil olarak ele almsm. O zaman S = M,y (Z)

dir. Teorem 4.1.17 geregince S eriyebilirdir ve boylece M endo-eriyebilirdir. Teorem
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2.1.60 geregince M bir Rickart Z-modiildiir, fakat M(7Z) abelyen degildir ve boylece

M abelyen degildir. Ayrica, M ayrigtirilamaz ve Artinian degildir.

Sonuc 5.1.16 R bir sag Rickart halka olsun.
(1) Eger R sag ayrigtirilamaz ise, o zaman sol eriyebilirdir.
(2) Eger R abelyen ise, o zaman R eriyebilirdir.
(3) Eger R sag Artinian sag es ise, o zaman R eriyebilirdir.
Onerme 2.1.52 geregince agagidaki sonuclara ulasiimaktadir.

Sonuc 5.1.17 M bir 7-Rickart modiil ve S indirgenmis bir halka olsun.
(1) Eger M ayrngtirilamaz ise, o zaman M sol endo-eriyebilirdir.
(2) Eger M abelyen ise, o zaman M endo-eriyebilirdir.

(3) Eger M Artinian eg ise, o zaman M endo-eriyebilirdir.

Asagidaki 6rnek dual Rickart modiillerin her zaman endo-eriyebilir olmadigini gos-

termektedir.

Ornek 5.1.18 Z-modiil olarak M = (Q/Z) @ Q gbz 6niine alnsm. Bu durumda
Q/Z Hom(Q,Q/Z)

0 Q
2.1.48 geregince S sag eriyebilir degildir, bu yiizden M endo-eriyebilir degildir. Di-

S endomorfizma halkasi halkasina izomorftur. Onerme

ger yandan, Onerme 2.1.63 geregince M bir dual Baer modiildiir. Teorem 2.1.64(2)
geregince M dual Rickarttir.

Abelyen dual Rickart modiillerin endomorfizmalari, Teorem 4.1.8 de eriyebilirlik kav-
rami agisindan incelenmektedir. Bir sonraki sonucta dual Rickart modiillerin hangi

kosullar altinda endo-eriyebilir olduklar1 arastirilmaktadir.
Teorem 5.1.19 M bir dual Rickart modiil olsun.

(1) Eger M ayngtirilamaz ve kisitlanabilir ise, o zaman M endo-eriyebilirdir.
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(2) Eger M ayrigtirilamaz ve Hopfian ise, o zaman M sol endo-eriyebilirdir.

(3) Eger M Noetherian eg ise, o zaman M endo-eriyebilirdir.
ispat:

(1) M nin bir altmodiilii 0 # N olsun. O zaman M dual Rickart ve kisitlanabilir
oldugundan (M) = eM < N olacak sekilde ¢ = e € Sve 0 # ¢ € S
vardir. Ayrica M ayristirilamaz oldugundan e = 1g ve N = M dir. Buradan

M basittir ve boylece Sonug 5.1.7(2) geregince M endo-eriyebilirdir.

(2) 0 # f € S olsun. O halde M dual Rickart ve ayrigtirilamaz oldugundan
f(M) = M elde edilir. Ayrica M Hopfian oldugundan f € M dir. Teorem
5.1.10 geregince M sol endo-eriyebilirdir.

(3) M bir Noetherian e dual Rickart modiil olsun. Bu durumda, Onerme 2.1.56
geregince M; ayristirilamaz Noetherian dual Rickart modiil ve her ¢ € [ i¢in
Endg(M;) bolme halkasi olmak tizere M = M; @ My @ - - - & M,, ayrigim vardir.
Boylece Onerme 5.1.5 geregince M endo-eriyebilirdir. ]

Teorem 5.1.19(1) de modiiliin kisitlanabilir ve dual Rickart olmasi gz ardi edilemez,
¢linkii endo-eriyebilir olmayan ayristirilamaz modiiller de vardir. Asagida buna bir

ornek verilmektedir.

Ornek 5.1.20 k karakteristigi p > 0 olan bir cisim ve G ise x, y tarafindan firetilen,
mertebesi p? olan elementer abelyen bir p-grup olsun. Ayrica V' tabam {e;,es, €3}
olan 3-boyutlu bir sag kG-modiil olsun ve carpim ejx = e1, esx = €1 + €3, €31 = €3,

e1y = ey, eay = €9, e3y = €1 +e3 seklinde tanimlansin. O zaman S=Endyq (V') matris

a b c
halkas1 R = 0 a O a,b,c € k p ye izomorftur. Ornek 2.1.65 geregince R
0 0 a
yerel oldugundan Vs ayristirilamazdir. O halde Vi nin endo-eriyebilir bir modiil
a b c
oldugu iddia edilsin. Gergekten, A = | 0 a 0 | € R olsun. Eger a # 0 ise, o
0 0 a
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0 b c a 0 0
zaman A nin B = 000 € RveC = 0 a 0O € R olmak tlizere A =

000 0 0 a
B + C olacak sekilde bir eriyebilir ayrigimi vardir. Buradan B € R bir sol sifir bolen

eleman, C' € R bir sol sifir bélen olmayan elemandir. Eger a = 0 ise, o zaman A =

0 b c 0 b c
00 0 € R bir eriyebilir ayrisima sahip degildir. Ayrica B = 00 0 =
0 00 0 00

e12b 4+ e3¢ € R ile tanimlanan doniigiim bir epimorfizma olmadigindan Vs dual

Rickart degildir.

Teorem 5.1.19 un karsit1 agagidaki 6rnek ile goriilecegi tizere, her zaman dogru olmak

zorunda degildir.

Ornek 5.1.21 Ornek 2.1.66 geregince Zye bir dual Rickart Z-modiildiir. Ayrica
Ly ayrigtirlamazdir. Bir taraftan, S = Endy(Zy~) bir tamhk bolgesi olan p-adik
tamsayilar halkasidir ve dolayisiyla eriyebilirdir. O halde Z,~ endo-eriyebilir bir Z-
modiildiir. Diger yandan, Z,~ ne Hopfian ne de Noetherian bir modiildiir ve ayrica

kisitlanabilir de degildir.

Teorem 5.1.19 151g81nda agagidaki 6rnek verilmektedir.

. F F 10
Ornek 5.1.22 F bir cisim, R = ve e = € R olsun. Burada
0 F 0 0
FF
R-modil M = eR = gbz oniine almsm. S = Endg(M) bir cisim ol-
0 0

dugundan, M endo-eriyebilirdir. Ayrica Ornek 2.1.67 geregince M bir dual Rickart
R-modiildiir ve M nin Noetherian, Hopfian, ayristirilamaz, kisitlanabilir ve es bir

modiil oldugu agiktir.

Sonuc 5.1.23 R bir von Neumann diizenli halka olsun.
(1) Eger R sag aynisgtirilamaz ise, o zaman R eriyebilirdir.

(2) Eger R sag Noetherian ve sag eg ise, o zaman R eriyebilirdir.
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Onerme 2.1.69 1s181mda agagidaki sonuca ulagilmaktadir.

Sonuc 5.1.24 M bir dual 7-Rickart modiil ve S bir indirgenmis halka olsun.
(1) Eger M ayrigtirilamaz ve kisitlanabilir ise, o zaman M endo-eriyebilirdir.
(2) Eger M ayrigtirilamaz ve Hopfian ise, o zaman M sol endo-eriyebilirdir.

(3) Eger M Noetherian eg ise, o zaman M endo-eriyebilirdir.
Teorem 5.1.25 Her birim endo-diizenli modiil endo-eriyebilirdir.

ispat: M bir birim endo-diizenli modiil olsun. Teorem 2.1.73 geregince keyfi 0 #
© € Sicin ¢ = p+e ve SpN Se = 0 olacak sekilde bir e? = e € Sve u € S
izomorfizmasi vardir. O halde ¢ = e + pu esitligini saglayan e eskare elemani, M nin
birim endomorfizmasi olamaz. Aksi takdirde, S N Se = 0 egitliginden Sp = 0 elde
edilir, yani ¢ = 0 olur ve bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla ¢ nin bir eriyebilir ayrigimi

¢ = e + p olarak bulunur. O

Bir sonraki ¢rnekte Teorem 5.1.25 in kargitinin her zaman dogru olmak zorunda

olmadigr gosterilmektedir.

Ornek 5.1.26 Z)-modiil olarak M = R® (Z/2Z) gz oniine almsm. Ornek 2.1.74

R 0 ;
geregince M birim endo-diizenli degildir. Ayrica S = dir. Onerme

0 Z/27Z
2.1.48 geregince S eriyebilirdir ve boylece M endo-eriyebilirdir.

Sonuc 5.1.27 Her birim-diizenli halka eriyebilirdir.

Sonu¢ 5.1.27 nin karsiti1 her zaman dogru degildir. Ornegin; Z eriyebilirdir, fakat
birim-diizenli degildir.

Tanim 2.1.76 da ince halka tanimi verilmektedir. Endomorfizma halkalar1 ince olan

modiiller siifi su sekilde tanimlanmaktadir:

Tanim 5.1.28 M bir modiil olsun. Eger S bir ince halka ise, o zaman M ye

endo-ince (endofine) modiil denir.

o4



Endo-ince modiil tanimi geregince asagidaki sonuca ulasilmaktadir.
Onerme 5.1.29 Her endo-ince modiil endo-eriyebilirdir.

Her endo-eriyebilir modiil endo-ince olmak zorunda degildir. Agsagida buna bir 6rnek

verilmektedir.

Ornek 5.1.30 Z-modiil olarak M = Z ® Z ele almsm. Bu durumda S = M,(Z)
dir. Bir taraftan, Teorem 4.1.17 geregince S eriyebilirdir ve dolayisiyla M endo-
eriyebilirdir. Diger taraftan, Teorem 2.1.77 geregince S ince degildir ve buradan M

endo-ince degildir.

Teorem 5.1.31 M bir sturekli modiil ve S bir J-normal halka olsun. O zaman

S/J(S) sol eriyebilirdir.

Ispat: M bir siirekli modiil ve T = S/.J(S) olsun. Teorem 2.1.79 geregince her siirekli
modiil yari-siirekli oldugundan Teorem 2.1.81 geregince 1" deki egkare elemanlar S ye
yiikselir. Ayrica Onerme 2.1.82 ve Lemma 2.1.81 geregince 1" sag siireklidir, buradan
yari-stirekli ve diizenlidir. Ayrica T' nin egkare elemanlar1 J(S) ye yiikselir. T" diizenli
oldugundan tekil degildir. 7" nin sag maksimal boliim halkas1 ) = @, diizenlidir. S
nin bir J-normal halka oldugu kabul edilsin. Teorem 2.1.84 geregince 1" abelyendir.
Boylece Sonug 2.1.85 geregince () birim-diizenlidir. Simdi ¢ € T olsun. Camillo-
Khurana Teoremi geregince €2 =€ € Q, u € Q tersinir ve tQ NeQ = 0 olmak iizere
t € Qicin t =€+ u dur. Buradan € # 1 dir. Ayrica T ve @ daki eskare elemanlar
ayni oldugundan e? = ¢ € T ve e # 1 € T oldugu kabul edilsin. Buradan t —e € T
dir. Simdi rp(t —e) ={x € T | (t —e)x =0} verg(t—¢) ={q€ Q| (t —e)g =0}
goz oniine almsin. O zaman ¢ — € tersinir oldugundan rg(t —€) = 0 dir. Boylece
rr(t —e) C ro(t —e) = 0 oldugundan r¢(t —e) = 0 elde edilir. O halde t —e € T

sol sifir bolen degildir. Sonug olarak, 7" sol eriyebilirdir. U
Bir sonraki sonug, Teorem 5.1.31 in dogrudan bir ¢ikarimidir.

Sonuc 5.1.32 Yari-ilkel J-normal endomorfizma halkasina sahip her stirekli modiil

sol endo-eriyebilirdir.
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6. TARTISMA VE SONU(C

Bu ¢aligmada modiil teorisinde eriyebilir modiil kavrami incelenmektedir ve bu kav-
ramin yapisal ozellikleri detayh bir sekilde ortaya konmaktadir. Ilk olarak, eriyebilir
modiillerin tanimi verilmektedir ve burulmasizlik, tekillik, altmodiil ve boliim mo-
diilii ozellikleri bakimindan kapsamli bir analiz yapilmaktadir. Bu incelemeler so-
nucunda eriyebilir modiillerin burulmasiz ve tekil olmayan modiil siniflar1 arasinda
kaldig1 gosterilmektedir. Ayrica burulmali modiillerin eriyebilir olmadig: ifade edil-

mektedir.

Ayrica galigmada, eriyebilirlik ile endomorfizma halkalar arasindaki iligki ele alin-
maktadir. Burada elde edilen bulgular, modiiliin endomorfizma halkasinin yapisinin
modiiliin eriyebilirligi hakkinda oénemli ipuglar1 verdigini gostermektedir. Bu bag-
lamda, dual Rickart ve m-Rickart gibi modiiller ile endo-eriyebilir modiiller arasin-
daki iligkiler ayrintili olarak tartigilmaktadir. Bu incelemeler, modiil simiflar1 ara-
sindaki iligkilerin daha iyi anlagilmasina katkida bulunmaktadir. Bunlara ek olarak,
endo-eriyebilir modiiller tanimlanmaktadir ve bu modiil sinifinin temel 6zellikleri
incelenmektedir. Elde edilen sonuglar, endo-eriyebilir modiillerin diger modiil siif-
lar1 (6rnegin Rickart ve dual Rickart modiiller) ile yakin iligkiler tagidigim ortaya

koymaktadir. Ayrica cesitli 6rnekler tizerinden bu kavramin sinirlar: tartigilmaktadir.

Bu tezde yapilan caligmalar, modiil teorisi ile halka teorisi arasindaki etkilegimi
giiclendirmekte ve eriyebilirlik kavramini daha genis bir perspektiften ele almakta-
dir. Elde edilen sonuclar, yalnizca eriyebilir modiillerin 6zelliklerini ortaya koymakla
kalmayip ayni zamanda endomorfizma halkalar: {izerinden yeni baglantilar kurarak

literatiire katki saglamaktadir.
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