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Zaman serisi, belirli ya da donemsel zaman araliklarinda gézlenen Olgiimlerin bir
dizisidir. Boyle bir diziden gelecek donemlere ait 6ngoriide bulunabilmenin bir yolu
zaman serileri analiz yontemlerini kullanmaktir. Bu yontemin amact; zaman serileri dizisi
icin belirli disiplinler altinda uygun model bulup, sonug ¢ikarimi1 yapmaktir.

Zaman serilerinde sonug ¢ikarimi igin kullanilan birgok yontem ve model vardir. Ancak
AR(1) olarak adlandirilan otoregresif siireg, zaman serileri analizinde en ¢ok bilinen ve
yaygin olarak kullanilan modeldir. AR(1) siirecinin sonug¢ ¢ikarimlart agisindan farkl
tiirde tahmin yontemleri gelistirilmis ve litaretiirde yerini almistir. Bunlardan biri ise
parametre tahmininde ve model se¢ciminde uzman goriiglerin modele entegre edilmesini
Oongdren Bayes yontemidir.

AR(1) modellerinde Bayes yaklasimi getirilen model parametrelerine ait 6nsel dagilimin
secimi ¢ok dnemli olup bilgi icerip icermemesine gore sonsal dagilimi dolayisiyla modele
ait parametre tahminini degistirmektedir. Bu da model vasitasiyla gelecek planlamalarina
ait ongoriileri etkilemekte ve ilizerinde durulmasi, arastirilmas: gereken bir konu haline
gelmektedir.

Bu calismada amag, 6nsel dagilimlarin se¢iminde kullanilan yontemleri ortaya koyarak,
birinci dereceden otoregresif zaman serileri i¢in farkli 6nsel dagilimlar ile elde edilen
sonsal dagilima ait hem parametre tahmini yapmak hem de model uyumu anlaminda
karsilagtirma yapmaktir. Sonuglara ulagsma ve simiilasyon c¢alismalarinda Matlab,
Minitab, SPSS, Excel programlarindan yararlanilmstir.

Temmuz 2022, 81 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Otoregresif zaman serileri, Bayesci yaklasim, Onsel dagilim, Sonsal
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ABSTRACT

Master Thesis

SELECTION AND COMPARISONS OF PRIOR DISTRIBUTIONS IN BAYESIAN
AUTOREGRESSIVE TIME SERIES

Mustafa GAZIOGULLARI
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Department of Statistics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Esin KOKSAL BABACAN

A time series is a set of measurements taken at regular or fixed periods of time. Applying
time series analysis techniques is one way to predict future periods based on such a series.
This method's objective is to identify an appropriate model for time series set within
certain disciplines and to draw conclusions.

There are several time series inference methods and models. Nevertheless, the
autoregressive process known as AR(1) is the most well-known and commonly used
model in time series analysis. Different types of estimation methods have been developed
in terms of the inferences of the AR(1) process and have taken their place in the literature.
One of them is the Bayesian method, which involves incorporating expert opinions into
the model during parameter estimation and model selection.

In AR(1) models, the selection of the prior distribution of the model parameters using the
Bayesian method is crucial, because it modifies the estimate of the model's parameters
based on the posterior distribution, depending on whether or not it includes information.
This characteristic influences the model's predictions of future planning and so becomes
an issue that requires investigation.

The purpose of this research was to reveal the methods utilised in prior distribution
selection and to compare the model fit and parameter estimation of the posterior
distribution produced with different prior distributions for first order autoregressive time
series.The applications Matlab, Minitab, SPSS, and Excel were utilised to get the results
and conduct the simulation experiments.

July 2022, 81 Pages

Key Words : Autoregressive Time Series, Bayesian Approach, Prior Distributions,
Posterior Distributions
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1. GIRIS

Zaman serileri analizlerinde kullanilan birgok model vardir. AR(1) olarak adlandirilan
birinci dereceden otoregresif siire¢, zaman serileri analizinde en ¢ok bilinen ve yaygin
olarak kullanilan modeldir. AR(1) zaman serilerinde istatistiki sonug¢ ¢ikarimi i¢in farkl
tiirde parametre tahmin yontemleri gelistirilmis ve literatiirde yerini almistir. Klasik
(frekansg) istatistik yontemlerinde en yaygin kullanilanlar; momentler, en ¢ok olabilirlik,
kosullu en ¢ok olabilirlik ve kosullu en kiigiik kareler yontemidir. Diger bir yontem ise
mevcut tahmin argiimanlarin1 gelistirmek i¢in goéz oniinde bulundurulan ve o6zellikle
kiiciik orneklemlerde basarili sonuglar veren Bayesci yaklagimdir. Bayesci yaklasim,
temeli Bayes Teoremine dayandirilarak gelistirilmis bir yaklasimdir. Bayesci yaklagimda
parametre, Onsel olarak adlandirilan bir dagilima sahip rasgele degisken gibi
diistiniilmektedir. Parametreye ait bu onsel dagilim, 6rneklem verisi ile birlestirilerek
parametre i¢in sonsal (posterior) dagilim elde edilir. Sonsal dagilima ait beklenen deger,

model parametresinin Bayes tahmin edicisi olarak adlandirilir.

AR modellerinde Bayes Analizi; Zellner ve Tiao (1964) tarafindan AR(1) modelleri
tizerine ¢alisilmasi ile baglamistir. Zellner (1971), Box ve arkadaslar1 (1976), Monahan
(1984), Monahan ve Smith (1982), “AR Modellerine Bayesci Yaklasimi1” olarak cesitli
calismalar yapmislar ve yontemler gelistirmislerdir. Lahiff (1980), AR(1) modelinde
sonsal dagilim i¢in sayisal bir algoritma gelistirmis, Philips (1991) duragan olmayan AR
modellerinde sonsal dagilimi gelistirmek icin farkli 6nsel dagilimlarin uygulamalar
tizerinde ¢alismistir. Broemeling and Cook (1993) p. dereceden AR modellerinde sonsal
olasilik dagiliminin beklenen degerini belirlemede yontemler gelistirmisler, Ibazizen ve
Fellag (2003) duraganlik varsayimini gz 6niinde bulundurmayan AR(1) modellerinde
bilgi icermeyen (objektif) onsel dagilim varsayimini ortaya atmistir ve literatiirde AR(1)

modelleri lizerine yapilan bir¢gok Bayes analizi bu varsayim altinda yapilmaktadir.

Bu ¢alismada amag; duragan bir AR(1) modeline Bayesci yontemle yaklasimda bulunup,
model parametresine iligkin farkli 6nsel dagilimlar kullanarak sonsal dagilimin beklenen
degerini elde etmek ve siireci gergek bir veri seti {izerinde uygulayarak model i¢in

Onerilen uygun onsel dagilimlar arasinda karsilastirma yapmaktir.



Calismanin 2. bolimiinde, istatistiksel tahmin yontemleri hakkinda bilgi verilmistir. 3.
bolimde Bayesci yaklagim, klasik yaklasimla karsilastirilarak ifade edilmis, Bayes
Teoremi agiklanmis ve teoreme ait bilgi giincelleme yontemi incelenmistir. Daha sonra
onsel ve sonsal dagilimlar teorik olarak ifade edilerek sonsal dagilima ulasmada
kullanilan simiilasyon tekniklerine deginilmistir. 4. Boliimde, otoregresif (AR) zaman
serilerinin genel yapisi verilmis ve zaman serilerinde modelleme konusuna deginilmistir.
5. Boliimde, AR(1) zaman serilerine Bayesci yaklagimdan bahsedilmis ve ti¢ farkli 6nsel
dagilim altinda AR(1) model parametresi i¢in Bayes tahmin edicileri elde edilmistir.
Ayrica sonu¢ ¢ikariminda ele alinan onsellerden olan Kirpilmis Normal Dagilim
(Truncated Normal Distribution) hakkinda genel bilgilere de yer verilmistir. 6. Bolim
uygulama ¢alismalarina ayrilmustir. Ik olarak simiilasyon ¢alismas1 ile AR(1)
modelinden veriler tiretilmis, ii¢ farkli 6nsel dagilim altinda Bayesci yaklagim ele alinarak
AR(1) model parametresine ait Bayes tahminleri elde edilmistir. Daha sonra gercek bir
veri seti kullanilarak yine ayni ti¢ 6nsel dagilim gz 6niine alinmig ve AR(1) modeline ait
parametre i¢in klasik ve Bayesci yaklasim ile parametre tahmini yapilmistir. Tezin son
boliimii olan 7. Boliimde, elde edilen sonuglar birbiriyle karsilastirilmis ve onsel

dagilimlar hakkinda sonug ¢ikarimi yapilmastir.



2.PARAMETRE TAHMINI

Bir arastirmaya konu olan kitleyi karakterize eden ve diger kitlelerden ayirt edilmesini
saglayan olgiilere parametre denir. Ornegin bir gdlde yasayan sazan baliklarinin
agirliklari, boy uzunluklari ve cinsiyetleri birer parametredir. Bir Kitlenin parametreleri
hakkinda sonug¢ ¢ikarimi yapabilmek i¢in tam sayim yapmak ve parametrelere iliskin
degerleri dogrudan belirlemek gergek hayatta miimkiin degildir. Boyle durumlarda
ornekleme yontemlerine bagvurulur. Kitleden 6rnekleme yontemlerine gore alinan veriler
ile istatistiksel tahmin yontemleri kullanilarak kitleye ait parametreler tahmin edilmeye

calisilir.
Tamm 2.1

Q bos olmayan bir kiime ve U, Q’nimn alt kiimelerinden olusan bir sinif olsun. U
sinifinin her bir elemanina olay denir. U sinifi asagida belirtilen dzelliklere sahip ise U

sinifina Q tizerinde bir sigma-cebir, (Q,U) ikilisine de él¢iilebilir bir uzay adi verilir,

1) QeU
2) Her AcU icin A €U (A, A’nim tiimleyenidir)

3) A eU,n=123,..icin | JA €U
n=1

(Akdi 2012).

Tanim 2.2

(Q,U) olgiilebilir bir uzay olmak iizere U iizerinde P:U —>[0,] ve A— P(A) kiime

fonksiyonu tanimlansin. Asagidaki 6zellikleri P kiime fonksiyonu saglar ise bu kiime
fonksiyonuna bir olasilik él¢iisii ve P(A) degerine A olayimin olasilig denir. (QQ,U, P)

ise olasulik uzay olarak adlandirilir. Ozellikler;



1) P(A)=0, VAeU
2) P(Q)=1

3) A’ler U da aynk ANA =0, k=] olaylanmin bir dizisi ise

P[Oajzip(m
dir (Akdi 2012).
Tanim 2.3

(U, P) bir olasilik uzay: olmak tizere, Q ornek uzayindan R reel sayilar kiimesine

tanimli;

X:Q->R
w— X (w)

Bigiminde bir X fonksiyonu tanimlansmn. Eger X fonksiyonu, VaeR i¢in

{W: X(w) < a} €U ozelligine sahipse X fonksiyonuna bir rasgele degisken denir (Akdi
2012).

Tanim 2.4

X bir rasgele degisken olmak tizere, X ile ayn1 dagilima sahip ve birbirinden bagimsiz
X, Xy, X, rasgele degiskenlerine bu dagilimdan bir érneklem denir. Olgiim
sonucunda X, X,,..., X, orneklemindeki rasgele degiskenlerin aldigi X, X,,..., X,
degerlerine veri veya érnek denir. X;, X,,..., X, lerin olabilecek tiim (X, X,,...,X,) € R"
gdzlem noktalarinm kiimesine érneklem uzayr denir. Oreklem uzayr C ile gosterilsin.
CcR" dir. X, X,,..., X, orneklemindeki rasgele degiskenlerin gozlenen degerleri

X, Xy, ey X, olmak iizere (X, X,,..., X,) € C dir (Oztiirk 2006).



Tanim 2.5

X1y Xy, X, 6rnekleminin parametre igermeyen bir fonksiyonuna istatistik veya tahmin

edici denir. Yani X, X,,..., X, bir érneklem ve T(X) bir tahmin edici ise bu tahmin

edicinin dagilimima drneklem dagilimi, tahmin edicinin aldigr degere ise bir tahmin

denir. Yani, T(x) degeri bir tahmindir.

Her istatistik bir rasgele degisken veya bir rasgele vektordiir. Ornegin X, X,,..., X, bir

>

n i
orneklem olmak iizere; Z X, bir istatistik olup rasgele degiskendir. . de bir

n

i=1 ; XiZ

istatistik olup rasgele vektordiir (Oztiirk 2006).

Rasgele degiskenler icin bir olasilik dagilimi mevcuttur ve arastirmanin konusu bu
olasilik dagilimini belirlemek olabilir. Bu dagilimin ortaya cikarilmasi veya dagilimla
ilgili medyan, mod, beklenen deger, varyans gibi bazi karakteristik degerlerin tahmin
edilmesi istatistiksel sonu¢ ¢ikariminin konusudur. Istatistik biliminin temel amaci;
orneklem verilerinden yola c¢ikarak kitleyir karakterize eden parametreler hakkinda

tahminlerde bulunmaya ¢alismaktir.

Cizelge 2.1 Istatistiksel yontemler diyagrami

| istatistiksel Yontemler |
|

’ !

Betimsel istatistik | | Cikarimsal istatistik |
I
| Tahmin I I Hipotez Testleri
I
Nokta Tahmini | I Aralik Tahmini




2.1 Parametre Tahmin Yontemleri

Orneklemden hareketle kitle parametrelerini tahmin etme iki sekilde yapilir; nokta
tahmini ve aralik tahmini. Tahmin sadece tek bir deger olarak elde ediliyorsa buna nokta
tahmini denir. Eger elde edilen tahmin, belirli bir olasilikla (%95, %99 gibi) Kitle

parametrelerinin bulunabilecegi bir aralik bigiminde ise buna da aralik tahmini denir.

2.1.1 Nokta tahmini

Kitle parametresine ait istatistikleri, kitledeki tiim birimleri gozlemlemenin imkansiz
oldugu durumlarda hesaplamak miimkiin degildir. Boylesi durumlarda, tizerinde ¢aligilan
kitleden, kitleyi temsil edebilecek nitelikte 6rnek g¢ekilerek, rneklem istatistikleri elde
edilmekte ve bu istatistikler kitle parametre tahmin degeri olarak kullanilmaktadir.
Orneklem istatistiklerinden yola ¢ikarak kitle parametresini tahmin etme yéntemlerinden
biri nokta tahminidir. Bu yontem 6rneklem istatistigini, Kitle parametresinin tahmini
degeri olarak kabul etmektedir. Dolayisiyla nokta tahmini, 6rneklem istatistigi iizerinden
bilinmeyen kitle parametresini tek bir deger seklinde tahmin etme islemidir. Ornegin,
Kitle varyansi tahmin edilmek istendiginde yapilmasi gereken Kitle iginden bir 6rneklem
cekmek, sonrasinda cekilen orneklemin aritmetik ortalamasini hesaplayarak 6rneklem
varyansini elde etmek ve bu degeri kitle varyansina ait tahmin degeri olarak kullanmak
olacaktir. Ilgilenilen kitlede birim sayisinin ¢ok fazla olmasi muhtemel oldugundan, ilgili
kitleden ¢ekilmesi miimkiin olan ¢ok sayida farkli 6rneklem oldugu anlasilir. Dolayisiyla,
Kitle parametresinin tahmini degeri ¢gekilen her 6rnekleme gore degisecektir. Momentler,
en cok olabilirlik, en kiiciik kareler ve Bayes yontemleri ¢aligmalarda ¢ok yaygin

kullanilan nokta tahmin yontemleridir.

2.1.1.1 Momentler yontemi

Nokta tahmin edicilerinin tliretilmesi icin gelistirilen en eski yontemdir. Kitle
parametrelerine iliskin momentler tahmin edicilerini elde edebilmek i¢in kitle

momentlerinin var olmasi gerekir (Akdi 2005). Momentler yontemi ¢ok basit bir isleme



sahiptir. Kitle parametre sayist kadar, gozlemlenen Ornekleme iliskin 6rneklem

momentlerinin kitle momentlerine esitlenmesiyle moment tahmin edicileri elde edilir.

0=(6,0,,...0,) €5 cR® olmak iizereS(s >1) bilesenli & parametre vektérii tahmin
edilmek istenilsin. Burada 6 parametre uzayidir. X;, X,,..., X, , @ € olan dagilimdan

bir 6rneklem ve olasilik yogunluk fonksiyonu f(-;@) olmak lizere kitle dagiliminin

momentleri;

a =E,(X}) , k=123,... (2.1)
ve 6rneklem momentleri;
A 1 n
a=HZXik , k=12.3,... (2.2)
i=1

olsun. Kitle ve 6rneklem momentlerinden ilk S tanesi esitlenerek elde edilen ve

0,,0,,...,0, bilinmeyen parametrelere gore s denklemli sistemin ¢éziimii olan;

01(X,, X oo X )y 020X, Xroos X1 ) ey O5(Xpy Xy X.) (2.3)

istatistiklerine momentler tahmin edicileri denir (Oztiirk 2006).

2.1.1.2 En cok olabilirlik yontemi

Aragtirmacilar tarafindan tahmin edicileri bulmak i¢in istatistik ve ekonomi alaninda en
sik kullanilan yontemlerden biridir. Bu yontemin en dikkat ¢eken 6zelligi kiigiik varyansh
ve asimptotik olarak yansiz olmalaridir. En ¢ok olabilirlik yontemi, Kitleden cekilen
orneklem degerlerinin gergeklesme olabilirligini maksimum yapan kitle parametrelerini

elde etmeye caligir.



X birrasgele degisken ve olasilik yogunluk fonksiyonu f(x;8) olsunve & parametresi

tahmin edilmeye ¢alisilsin. X, X,,..., X, rasgele 6rnekleminin ¢ekilmesi ile elde edilen
degerler D SRS & olsun. O  halde  orneklemin  ¢ekilmesi  ile

A=(X, =X, X, =X%,,..., X, =X,) olayt meydana gelir. Bu olaym olasilig1 su sekildedir;
P(A) = f (X, X1 %,:0) (2.4)

Burada f(X,X,,....,X,;8), X, lerin ortak yogunluk fonksiyonudur. X, ler aralarinda

1n1

bagimsiz olduklarindan
P(A) = f(x;0)f(x,;6),..., T (x,;60) :ﬁ f(x;0) (2.5)
i-1

yazilabilir. 8 parametresine bagli bir fonksiyon olarak diisiiniilebilen bu olasiliga,

Xy Xy, X, Ornekleminin olabilirlik fonksiyonu denir ve L(X,X,,...,X,;8)ile veya

1n1

L(0) ile gosterilir. Yani;
L(g): f(X17X2’ " n’e) Hf(xﬂe) (26)

dir. En ¢ok olabilirlik yontemi genel olarak su ana diisiinceye dayanir; X, X,,..., X,

orneklemi ¢ekildiginde X, X,,...,X, bilinen degerleri elde edilir. Yani A olayi

gergeklesir. Bu olaym olasiligt L(X,X,,...,X,;0), @ parametresine baghdir. A olayi

meydana geldigine gore bu olasilik ya biiyiik olmali ya da bu olaya miimkiin olan en
biiyiik olasilik degeri verilmelidir. O halde @ parametresinin tahmin degeri olarak

L(X,Xy,..., X,;0) y1 maksimum yapan € degeri arastirilir. Bu deger X, X,,..., X,

degerlerine baghdir. & yerine 6 almirsa;



oL@ _
0 s =0 2.7)

denklemini saglayan deger olarak elde edilir. Buradan iglemleri kolaylastirmak ve

fonksiyonu maksimum yapan degerleri bulabilmek i¢in L(#) nin logaritmasi alinir;

oL(6)
00 le=o  L(O) le=o
e —_ oL(0) 4 L
(2.7) ve (2.8) esitliginin her ikisinde de 20 =0 olur. Buna gore 6 parametresi i¢in en

¢ok olabilirlik tahmin edicisi;

olnL(9)
00

L oln f(x;60)

;=2 20

0=0 =

=0 (2.9)

0-6

denkleminin ¢6ziimii olarak elde edilir.

2.1.1.3 En Kkiiciik kareler yontemi

Uygulamada en yaygin ve tercih edilen yontemlerden biridir. Bu yontemin prensibi, hata
terimlerinin sifir ortalamali, sabit ve homojen varyansli olmasi durumunda hata
terimlerinin kareleri toplamin1 en kiigiik yapacak sekilde model parametrelerini tahmin

etmektir.

Y. : bagiml degisken,

X, . bagimsiz degisken,

&, . hatalar,

By, B, - regresyon katsayilari(parametreler),

N: 6rneklem hacmive i =12,...,n ,



olmak tizere dogrusal bir regresyon modeli;
Yi :ﬂ0+ﬁlxi+gi; i=12,..,n (210)

seklinde yazilir. Regresyon denklemlerinde kestirim yapilabilmesi i¢in; hata terimlerinin

(&=Y, —\?i ) rasgele olup Normal dagilima uygun olmasi, hatalara ait beklenen degerin
sifir, varyanslarinin homojen ve sabit olup o ye esit olmasi, cov(e,, £;)=0 yani hata

terimlerinin iliskisiz olmasi, bagimli degisken ile hata terimlerinin birbiri ile

korelasyonsuz olmasi gibi bir takim varsayimlarin saglanmasi gereklidir. Kitle regresyon

denkleminde bulunan B, ve B, parametrelerinin érneklemden elde edilen kestirimleri

B, ve B, seklinde elde edildiginde, tek degiskenli dogrusal regresyon denklemi;

Yi=B+ A X, ,i=12,..n 2.11)

olarak yazilir.

Y, gozlem degerleriile Y, tahmin degerleri arasindaki farklar modele ait hata terimlerini

verir. En kiigiik kareler yontemi, £, ve 5, parametrelerinin tahmin edicileri olan £, ve

A

B,

n A n A 2
en kiiglk ) &’ =en kUQUkZ(Yi —Yij (2.12)
i=1 i=1

farkin1 minimum yapacak sekilde ile belirler. Buradan gerekli hesaplamalar yapildiginda

N N
B, ve B, min kestirimleri;
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p=" Z — (2.13)
(Xi - X)Z
B, =V - X (2.14)

olarak elde edilir.
2.1.1.4 Bayesci yaklagim ile tahmin

Bayes tahmin yonteminde & parametresi, kendine ait dagilimi olan bir rasgele degisken
olarak diisiiniiliir. Orneklem secilmeden énce, € parametresinin dagilimi hakkindaki
bilgiye 6nsel dagilim bilgisi denir ve @ nin olasilik (yogunluk) fonksiyonu z(6) ile

gosterilir. Bayes yontemi ile tahmin yapabilmek i¢in ilk olarak 6rneklem bilgisi ve onsel
bilgi harmanlanarak;

f(x:0) = 7(0) f (x| O) (2.15)

ortak olasilik (yogunluk) fonksiyonu yazilir veya buna denk olmak iizere;
X0 X O) = (O] T T (% 16) (2.16)
i=1

yazilir. (2.16) esitliginden X in marjinal olasilik (yogunluk) fonksiyonu bulunur. Bu

fonksiyon d(x)ile gosterilsin. Son olarak X bilindiginde @ ’nin sonsal olasilik

(yogunluk) fonksiyonu;

f(x,6)
d(x)

7(0]X) = (2.17)

11



bi¢iminde elde edilir. Sonsal olasiik (yogunluk) fonksiyonu kullanilarak &

parametresinin Bayes tahmin edicisi;

O = E(0]X,, X1 X,) (2.18)

olarak yazilir (Akdi 2005).
2.1.2 Aralik tahmini

Nokta tahmininde, kitle parametresi & i¢in tek bir tahmin degeri elde edilmekte idi.
Ancak daha once belirtildigi iizere kitleden cok sayida oOrneklem alinabilir. Bu
orneklemlerden elde edilen tahmin degerlerinin bir kismi kitle parametresinden biiyiik ya
da kiiciik olacaktir. Dolayisi ile kitle parametresinin gergek degeri ile tahmini arasinda bir
fark olacaktir. Hata terimi de denilen bu farkin, belirlenen bir olasilik ile ne kadar

olacagini tahmin etmek i¢in aralik tahmin yontemine bagvurulur.

Ornegin, bir sehirde Koronaviriise yakalanmayan 40-75 yas arasi erkeklerin yas

ortalamasi tahmin edilmek istenilsin. Kitle ortalamasi olan x yii tahmin etmek i¢in
orneklem ortalamasi olan X_n = zi”:lxi /n kullamlabilir. Yas ortalamasinin N (z, o)

gibi Normal dagilima sahip oldugu varsayildiginda;

ve
7274 N (2.20)
oln

dir. Ayrica @ anlam diizeyinde;

12



P(-z,,<Z<z ,,)=1-«a
P(-z,_,,<Z<2 ,,)=1-a

olmak iizere,

X, —Hu
P(-z_,,<——F<2 ,,)=1-«
A oldn 12)
P(Xn_zl—alz GF<IU<Xn+Zla/2 Gn‘):]-_a

— o - 1o}
yazilabilir. (X, -2,_,,—=,X,+2,,,,—=) araligina u igin giiven aralig1, (1—«)’yada
= =

giiven diizeyi denir. Omegin, a=0.05 olmak iizere (X_n—l,QG%,X_‘Fl 96-Z

n : _)
n Jn
araligina 1—a =%95 lik giiven araligi denir. Burada yorum, ilgili araligin u ’yii iceren

araliklardan biri olmast olasihigt %95 ’tir olarak yapilmaktadir.
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3. BAYESCI YAKLASIM

Istatistik biliminin gelisme siirecinde sonug ¢ikarimi acisindan temel olarak iki goriisiin
one ¢iktig1 goriilmektedir. Bunlar frekansgi yaklasim da denilen Klasik yaklasim ve
Bayesci yaklasimdir. Istatistik bilimine konu olan bircok kavram ve problemlere bakis

acisinda bu yaklagimlar her zaman birbirlerine alternatif olmustur.

Bayesci yaklasim, temeli Bayes Teoremine dayandirilarak gelistirilmis, kendi i¢inde
dinamikleri olan, uzman goriislerin siirece dahil oldugu istatistiki bir yaklasim olup
istatistigin bircok probleminde siklikla uygulanmaktadir. Klasik yaklasimda, Kitleye ait
bilinmeyen parametreleri tahmin etmek icin genellikle en kiiglik kareler ya da en ¢ok
olabilirlik yontemleri kullanilmaktadir. Bayesci yaklasim, nokta tahmini ve giliven
araliklarina, hipotez testlerine bir alternatif olusturur. Bayesci yaklagimin temelinde,
arastirma ile ilgili tiim tecriibelerin, bilgilerin sonu¢ ¢ikarimina eklenmesi siireci yer
almaktadir ve Bayesci uygulamalarda, bilinmeyen Kitle parametresi igin ek bilgilerle
sonug ¢ikarimi yapmak temel amagtir. Buradan hareketle Bayesci yaklasimin ana hedefi;
belirsiz olan kitle parametreleri ile ilgili bir 6nsel dagilim ortaya koymak ve gozlemler
sonucu elde edilen verilerle belirsiz olan model parametreleri hakkinda giincelleme
yaparak sonsal dagilima ulagsmaktir. Yani, Bayes yaklasiminda bilinmeyen parametreler
birer rasgele degisken olup veriler gozlendikge elde edilen dagilimlar

giincellestirilmektedir.

3.1 Bayes Teoremi

Bayes Teoremi, istatistik biliminin 6nemli teoremlerinden biridir. Karar siireglerinde ve
bir olayin gerceklesme olasiliginin hesaplanmasinda kullanilir. Bu teoremi ilk
agiklayan kendi adim1 tasiyan Ingiliz matematik¢i Thomas Bayes’tir. Bayes, 1763
yilinda yayinlanan ve olasilik iizerine yazilan bir eseri ile {in yapmustir. Ingiltere’de vaiz
olan arkadasi Richard Price, Bayes’in vefatindan iki y1l kadar sonra eseri yayimlanmustir.
Thomas Bayes bu eserde ters olasilik problemi iizerine ¢alismalar yapmis ve bunu ortaya

koyan ilk kisi oldugu i¢in teorem kendisine atfedilmistir.
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Bayes teoremi, dayanagini kosullu olasilik tanimindan alan bir teoremdir. Buna gore B

olay1 gozlemlendiginde A olaymin gerceklesme olasiligi;

P(ANnB) _ P(A)xP(B|A)

PAIB) =" P(B)

3.1)

seklinde ifade edilmektedir. (QQ,U,P) bir olasilik uzayi, BeU, P(B)>0 olmak iizere

Anin B ye gore kosullu olasthgn P(ANB)/P(B) dir. Kosullu olasilik genellikle
P(A|B) seklinde gosterilir (Oztiirk 2006).

Burada;

P(A): A olaymin gerceklesmesi olasiligini

P(B): B olaymin gerceklesmesi olasiligini

P(A|B): B olayi bilindiginde A olaymin gerceklesmesi olasiligini
P(B|A): Aolayi bilindiginde B olaymn gergeklesmesi olasiligimi
P(AnB): AveB olayinin birlikte gerceklesme olasiligini

ifade etmektedir.

Tanim 3.1

(Q,U,P) bir olasilik uzay1 ve A, A, A,,..., A €U olmak iizere;
a) P(A)=0,1=123,...,k

b) AnA =09, 1<i<j<k (AAA,..., A lerayrik)
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c) AUA UAU.LUA =Q

olmak iizere A, A,,..., A olaylarma €2 nin bir parcalanmasi (sonlu parcalanma) denir.

Buna gére bu ek uzayda tanimli bir olay,

B=BAQ- Bm(QA) _UBnA)=BRAUEBAA)U.LEBAA) (32

bi¢iminde ifade edilmek lizere olasiligi,
P(B)=P(Q(BN\))=g}P(BﬂA)=g}P(A)/P(B/A) (33)

olarak hesaplanabilir. Buna gore Bayes Teoremi, (Q,U,P) bir olasilik uzayi,
A,A A, ..., A ayrik olaylar1 Q mn bir sonlu pargalanmasi ve P(B)#0, BeU olmak

lizere;

PAXPBIA) 12 & (3.4)

P(A |B) = —; ,
> P(A)xP(B| A)

bi¢iminde ifade edilir (Oztiirk 2006).

Bayesci bilgi giincelleme esast itibariyle ii¢ olasilik dagiliminin matematiksel olarak ifade
edilmesinden olusmaktadir. Bunlar 6nsel dagilim, olabilirlik fonksiyonu ve sonsal

dagilimdir.

Onsel dagihm (prior); olaylar gozlemlenmeden ve veriler elde edilmeden once,
parametre degerine iliskin olusmus fikirler ve tecriibeler ile bir araya gelen olasilik
dagilimidir. Bagka bir ifade ile parametre hakkinda zaman igindeki bilgi birikimini
yansitir. Subjektif veriler, 6nsel olasilik yogunluk fonksiyonunun elde edilmesinde

kullanilir.
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Olabilirlik fonksiyonu (ek bilgi) ; 6rneklemin olabilirligini tanimlar ve dnsel dagilimi

giincellestirmek icin kullanilir.

Sonsal dagilhim (posterior); onsel dagilim ile olabilirlik fonksiyonunun ¢arpimi olarak
ifade edilmektedir. Baska bir deyisle, onsel bilgi ile 6rneklemden hesaplanan ek bilgiyi
bir araya getiren dagilimdir. Sonsal dagilima ait beklenen deger Kitle parametresinin

Bayes tahmin edicisidir.

Bayesci sonug ¢ikarimi igin ilk olarak, € i¢in 7(0) ile gosterilen bir 6nsel olasilik
dagilimi belirlenmelidir. Onsel dagilim, veri elde edilmeden once kitle parametresi
hakkindaki arastirma yapan kisinin edindigi bilgileri ifade etmektedir. Gézlem (deney)
sonucunda elde edilen veri seti i¢in, € bilindiginde X in dagilimini tanimlayan bir

L(x |49) olabilirlik fonksiyonu belirlenmelidir. Olabilirlik fonksiyonu ve 6nsel dagilim bir

arada gilincellenerek 7z(9|x) sonsal olasilik (yogunluk) fonksiyonu elde edilmeli ve €

parametresine iliskin tlim istatistiksel sonu¢ c¢ikarimlari bu fonksiyon kullanilarak

yapilmalidir. Bu ifadenin sematik hali asagida verilmistir.

olabilirlik dagilimix 6nsel dagilim . kesikli dagilim

ZOIabiIirIik dagilimix 6nsel dagilim
= (3.5

sonsal =

olabilirlik dagilimi x 6nsel dagilim . srekli dagiim

.[ olabilirlik dagilimix 6nsel dagilim

—0

Yukaridaki esitlikte paydada yer alan ifadeler (kesikli dagilimlar i¢in toplama iglemleri
ve stirekli dagilimlar igin integral alma islemleri), matematiksel karmasikliklar1 ve
zorluklar1 gidermek amaciyla tahmin siirecine ve sonucuna etki etmediginden g6z ardi
edilip isleme alinmaz. Sonug olarak (3.5) esitligindeki ifade sonsal olasilik (yogunluk)

fonksiyonu olup orantisal olarak;

7(8]%) o< L(x|0) x 7(6) (3.6)
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bi¢iminde ifade edilebilir. Bayesci sonug ¢ikariminin genel 6zelliklerinden biri, 6rneklem
genisligi artik¢a dnsel dagilimin sonsal dagilimi agiklama oraninin azalmasidir. Orneklem
genisliginin artmasiyla birlikte olabilirlik fonksiyonu, 6nsel dagilimin baskinligini azaltir
ve boylece 6nselin sonsal dagilim iizerinde etkisi azalir. Dagilim grafigi basik seklinde
bir dnsel dagilim, kuyruklar1 genis oldugundan sonsal dagilimin sekillenmesinde 6nemli
bir rol oynamaz. Bunun sonucunda hesaplanan parametre tahmin degerleri klasik

yaklasimla benzerlik gosterir (Giliner 2014).

3.2 Onsel Dagilimlar

Bayesci sonug¢ ¢ikariminda en onemli konu, Onsel dagilimin segilmesi ve olabilirlik
fonksiyonunun (ek bilgi) belirlenmesidir. Klasik yaklasimda kitle parametresine dair bir
onsel bilgi kullanilmadigindan siirecin tarafsizligindan bahsedilebilir. Arastirmaci, klasik
yaklagimda parametre tahmini yaparken sadece gozlemlenen verilerden faydalanir.
Bayesci yaklasimda ise gozlem bilgisi yaninda parametrelere iliskin 6nceden edinilmis
bilgiler de analize dahil edilir. Bu yaklasimda 6rneklemden elde edilen verilerin yaninda
onsel bilgi dagilimlarinin kullanilmasi, parametre hakkinda bilginin var olup olmamasina
gore bir takim sorunlar1 da beraberinde getirmektedir. Gelisen siireg i¢erisinde bu soruna
bagl olarak onsel dagilimlarin segiminde ti¢ farkli uygulama 6n plana ¢ikmistir. Bunlar;
bilgi iceren (informative) onsel dagilim, bilgi igermeyen (noninformative) 6nsel dagilim

ve eslenik (conjugate) 6nsel dagilimdir.

Kitle parametresi ile ilgili 6nsel bilginin belirsiz olmadig1 diistiniildiigiinde, elde edilen
onsel dagilim, dogal eslenik aileler denilen uygun matematiksel 6zellikte ailelerden birine
tiye ise eslenik 6nsel dagilim adini alir ve bu dagilimlar kapali formda elde edilen sonsal
dagilimlara imkan sagladigi i¢in kullanima oldukga elveriglidir. Parametreye dair 6nsel
dagilim ile eslenik aileden secilen dagilimin uyumlu olmasi beklense de bazi

uygulamalarda eslenik 6nsel dagilimlar sonug ¢ikarimi agisindan gergekten uzaklasabilir.

Aragtirmaci, ilgilenmis oldugu parametreye dair yeterli bilgilere ulasamamis ya da
elindeki verilerin dnsel bilgiden ¢ok farkli olmadigina inaniyorsa bilgi icermeyen onsel

kullanabilir. Bu onsellerden en sik kullanilani Jeffreys onsel dagilimidir. Jeffreys, uygun
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doniisiimler altinda sabit bir onsel dagilim Onererek diizglin 6nsel olasiliklara alternatif
sunmustur. Bu 6nsel dagilim, eldeki tahmin ediciye ait, en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
komsulugundaki hassasiyeti 6l¢cen Fisher bilgi matrisi ile hesaplanir. Parametre hakkinda
bilgi igermeyen bir onsel se¢ildiginde varilan sonug klasik yaklagimla elde edilenle
hemen hemen ayni olmakta iken, bilgi iceren Onsel ya da eslenik oOnsel dagilim
secildiginde ise tahmin degerleri klasik yaklasimdan farkli olmaktadir. Bunun sebebi ise
her iki onsel dagilimin, kullanilan ek bilgileri analize 6nsel bilgi olarak dahil etmesidir

(Giiner 2014).

Cizelge 3.1 Onsel dagilimlar diyagrami

Y
—_—
I 1 1
0.Y.F TANIMLI BILGi ICERME AILEYE AIT OLMA
OLMASINA GORE DURUMUNA GORE DURUMUNA GORE
Belirli Onsel | Belirsiz Onsel Bilgi iceren | Bilgi icermeyen Eslenik Onsel | Eslenik Olmayan
Dagim Dagiim Onsel Dagim Onsel Dagiim Dagim Onsel Dagiim

Tanim aralig1 siirlart iginde bir 6nsel dagilimin olasilik fonksiyonunun toplami veya

integrali 1’e esit oluyorsa boyle onsel dagilimlara belirli onsel dagilim, eger sonsuz

olarak hesaplaniyorsa belirsiz onsel dagilim denir. Matematiksel ifade ile Z;r(@) =0

veya Iﬂ(@)d@ = ise 7(0) onsel dagiliminin belirsiz oldugu sdylenir (Oztiirk ve Cengiz

2017).

3.2.1 Bilgi iceren onsel dagilhimlar

Parametreler hakkindaki 6nsel bilgi daha 6nce yapilan gézlemlerden, verilerden ve yeterli
uzman goriislerinden, ¢alismalarindan elde edilebiliyorsa boyle 6nsel dagilimlara bilgi

iceren onsel dagilimlar denir. Bu dagilimlar model icinde olabilirlik fonksiyonu

tarafindan baskilanmamustir.
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Bilgi i¢eren 6nsel dagilimlar; arastirmacinin zaman iginde edindigi tecriibeyi yansitan,
sonsal dagilim {iizerine etkisi olan ancak olabilirlik fonksiyonuna etkisi olmayan
dagilimlardir. Onsel bilginin modele eklenmesi ile birlikte elde edilen sonsal dagilim
ulagsmak istenilen dagilim olacagindan bilgi i¢eren onsel dagilima karar verildiginde,
onsel dagilimin tanimlamalari net bir bi¢gimde ortaya konmal1 ve sonsal dagilim {izerinde
etkisini test etmek icin sonuglar bilgi icermeyen Onsel dagilim ile karsilastirilmalidir

(Gliner 2014).

Genel olarak bilgi iceren 6nsel dagilimlar kendi parametrelerine sahiptir ve bunlara hiper
parametre (hyper parameter) denir. Bayesci yaklasimda bilgi iceren Onsellerin
uygulamada pek ¢ok artilar1 vardir. Ornegin, bir arastirmac iizerinde ¢alistigi konu ile
ilgili kitle parametrelerini her defasinda bastan tahmin etmek durumunda olmayip daha
once yapilan arastirmalari, goézlemleri, kendisinin elde ettigi verilerle birlestirip

arastirmaya farkli bir bakis acis1 getirebilir.

Diger yandan bilgi iceren Onsel dagilimlar, 6rneklem hatasi varyansindan kaynakli
ongoriilemez olan kiigiik 6rneklemlerde daha iyi ¢aligmaktadir. Bilgi i¢eren onseller, elde
edilen verilerden hesaplanan olasilikla tutarli olur ise sonug ¢ikariminda kullanilan sonsal
dagilimdaki varyans azalir ve hipotez testlerinin saglikli islemesine yardimci olur ( Erkan

2019).

3.2.1.1 Eslenik ( conjugate) onsel dagilim

Bayesci yaklasimda, bilgi igeren 6nsel dagilim se¢imine karar verilirken uygulamadaki
kolaylig1 sebebiyle eslenik (conjugated) onsel dagilimlar siklikla kullanilmaktadir. &
parametresine ait eslenik 6nsel 7(6) , parametreye ait sonsal dagilim olan 7z(€|x) ile
ayni aileden gelmektedir. Analizlerde, bilinen veya daha dnce tecriibe edilen onseller
mevcut ise bu oOnsellere oncelik verilir. Eger onsellere ait bilgiler net degilse, kiigiik
varyansli olan Onseller modele dahil edilir. Bayesci yaklasimda en sik kullanilan

eslenik(conjugate) onsel dagilimlar ¢izelge 3.2°de gosterilmistir.
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Cizelge 3.2, Eslenik Aile Onseli ile Hesaplanan Sonsal Dagilim Tablosu

Dagilimlara Ait Olabilirlik Fonksiyonu Parametre Eslenik Onsel Sonsal Dagilim
1.Bernoulli Olabilirlik: ] 0 ~beta(ar, f) a>0ve f>0 0| X ~beta(e , B)
fi5P oc p™(@L— p)" 0" (1- ) - .
x| 0=p — 2 0<f<l] a =a+nX
— 1< 9(0)=y B(a,B) . -
’X:HZizlxi 0 ,d.y B =F+nl-x)
2.Poisson Olabilirlik: 0~G(a, ) a>0ve >0 0| X ~G(a,p)
nXx o—nA _ s gl . —
fx(|2"1) @{/1 e, %=01..ver=12..n ,_, 0 e , 0>0 a =a+nx
0 ., dy 9(0)= T(@)p" 4
C 1o 0 - dy F =1
X = H Zi:l X
3.Negatifbinom OJabiIirIik: i 0 ~beta(er, f) a>0ve f>0 9| X ~ beta(a' Ig)
) P (A—-p)"* ", x >rvei=12,.., _ a0 _ g .
f i oc{ o=p o l1=0y" 0<0<1|  a=a+nr
0 , d.y 9(6)=7 B(a.p) . -
0 dy B =p+n(x-r)

-1 n
’X:HZi—lxi
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Cizelge 3.2, Eslenik Aile Onseli ile Hesaplanan Sonsal Dagilim Tablosu (devam)

.. Sonsal Dagilim fa(gm
Dagilimlara Ait Olabilirlik Fonksiyonu Parametre Eslenik Onsel
4. Diizgiin Dagilim Olabilirlik: 0~ Pareto(a,f) a>0ve >0 g | X ~ Pareto( o ﬂ')
= L > max{x;} ap” . ’
S N | =L =g 07F @ =a+n
O , d_y 0 !dy ﬂlzmaX{Xl,Xz,---sxnlﬂ}
5.Pareto Olabilirlik: 0 ~ Pareto(a, f) a>0ve >0 - A
x |b ~ Pareto(a,b) (b biliniyor iken) M 0| X ~ Pareto(a, §)
0 = b a, ! _ ' _
na L A a = —Om, -
i T [ -
, d.y 0 Jdy a>Na
6.Pareto Olabilirlik: 0~G(a,p) a>0ve >0  0|X~G(a,B)
X | a — Pareto(a,b) (a biliniyor iken) L ol . . 1
“ia = , min{x,,...,x,} >b _ —  , 0>0 =+ log(m)—nlog(b
£ O oc{ — =2 4= T@)p —+log(m) ~nlog(v)
(0] , d.y 1
0 , dy P < log(o) Tog(m)

m = H:::in
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Cizelge 3.2, Eslenik Aile Onseli ile Hesaplanan Sonsal Dagilim Tablosu (devam)

Dagilimlara Ait Olabilirlik Fonksiyonu Parametre Eslenik Onsel Sonsal Dagilim
7.Ustel Olabilirlik: 0-G(a,f) a>0ve >0 01X ~G(a.f)
A"e ™ x>0vei=12,..,n 0’ -
(x|]1) ’ i ] ’ ’ _— y 9 0 —
fxlgl o {O d 9(0) =1 I'(a) B° > a =a+n
’ Yy =1 0 ,dy ﬂ _ ﬂ
j:lz_”lxi 1+npx
n "=
8.Gamma Olabilirlik: 0~G(a,f) a>0ve >0 0|X ~G(a, )
1 [ - - ga—le—elﬂ 1
- — , 0>0 :
X | = G(a,b) (b biliniyor iken) 9:1 g(@){r(a)ﬁ“ > ; a =a+na
f(x'%)oc e " , X.>0vwvei=12,...,n = =
x|o bn ' 1+npx
o , d.y
9. Gamma Olabilirlik: a’ % (o))"
x|la—~G(a,b a biliniyor iken — , 6>0 — ., 0>0
| ( )a_(l g ) 9(0) =1 KT (9)" 0|x=1 KI(0)"
m .
—— , X =0vei=12,...,n = 0 , d. _
£ oc b "I (@)" | ’-e i 0 W
0 , d.y K:j‘”@dg' o, By>0 @ =am B =p+ny =y+n
° T(9)’

m :Hrzlxi




Cizelge 3.2, Eslenik Aile Onseli ile Hesaplanan Sonsal Dagilim Tablosu (devam)

Ve

Dagilimlara Ait Olabilirlik Fonksiyonu Parametre Eslenik Onsel Sonsal Dagilim
10.Normal Dagilim Olabilirlik: 0~ N(m, VZ) O|x~N(m,(v)?)
X | g2 —~ N (ue,5?) (u biliniyor iken) S (0-m)? mnx

_ = U - 2 _—

N —or (X—s)? 9(0) = e Ve Y SN S |
fio oce 2o 27v° N =
_ 1 n VZ 02
, X = — ) .

n i=1" 1
11.N0;'mal Dagllm; Olabilzirlil_(:_ _ _ 0~G(a,) a>0ve >0 9| X ~ G((Z',ﬂl)
X|o®~N((u,0°) (o biliniyor iken) 9ole 0P
1 0=o" —— ,0>0 z” (% - 1)?
S () 9(0) = T'(a)B NI LA Vi T H
.. @ 2004 a=a+—-,p =0+
Tl ° W 2 :
(o)
12.Normal Dagilim Olabilirlik: 0=(6,06,) O1x~(6.,6,)|x
X| u,0% ~ N(u,6%) (u,o? biliniyor iken) €=(6.6,) 0, ~ G(a, ) Glx-GleF). 416X ~N(m.26)
1 o, =u 2 a'=a+ﬂ ﬂ':(£+2i:1(xi_”)2+nT(X—,U)2)f1
(Xie.0%) 1 _FZL(X‘ —u)? ! , (6.16,) ~ N(m, z6;) 2’ B 2 2(n+7)
fo" " o —n® 0,=0 9(0) =9(6,16,)9(0,)
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Cizelge 3.2, Eslenik Aile Onseli ile Hesaplanan Sonsal Dagilim Tablosu (devam)

" Sonsal Dagihm f9(|X|X)
Dagilimlara Ait Olabilirlik Fonksiyonu Parametre Eslenik Onsel
13.Lognormal Dagilim Olabilirlik: 0 ~ N(m V2) A x~N(m,(v)?)
X | 1z ~ lognormal (u,c®) (u biliniyor iken) 0my? m Z X
2 1 — . E .
n (zin:llogxify 9:# g(e) = —Ze 2V2 m = V T OI;Z (V )2 =V +—
2072 n 27TV L
(Xlz) 2
fx|;(# oCc e L Vi o
14.Lognormal Dagilim Olabilirlik: 0~G(a,f) a>0ve >0 0] x ~ G(Ot‘ , ﬂ)
x| o? ~lognormal(,c?) (o biliniyor iken) 2 g-ta-018 )
. 6=0c — , 0>0 ‘ ‘ T (X —
S e 0(0)~| @7 d a2
foi0?) o & 0 . dy 2 2
x|@ n
o
15.Lognormal Dagihim Olabilirlik: 0:(01,92) 0,|x~G(a,f)
2 2 2 hilini H — 2a+l
X| 1,0 ~lognormal(u,c°) (1,0 biliniyor iken) 0=(6,,0,) 6,-G(a, ) , a0 ve >0 o s10s 7 Pya —myy
e_zlz Y. (logx )’ O =u 7 wt 9GI= \/7 r (a)
X0 ’ =l [(o+)1+ T (@-m?) *
b o b =0 @)= (et G- v as? by 200 oG
V" \or I(a) 2’ B 2 2(n+7)

_ mz+nx
n+r

T =N+7




3.2.2 Bilgi icermeyen énsel dagilimlar

Bu onsel dagilimlar, parametre hakkinda 6n bilginin yeterli olmadig1 ya da elde edilen
verilerden bagka kaynaga ihtiya¢ duyulmadigi inanci olustugunda kullanilan 6nsel
dagilimlardir. Kitle parametresi € ’ya ait belirlenen tanim araligi haricinde herhangi bir
bilgiye ulasilamamasi veya gozlemler disinda baska bilgiye gerek kalmadiginda bilgi
icermeyen Onsel dagilimlar uygulamalarda kullanilmaktadir. Belirtmek gerekir ki bilgi
icermeyen Onsellere karar verildiginde, klasik yaklasim ile Bayesci yaklasimin tahmin
sonuglari arasinda pek bir fark olmayacaktir (Karadag 2011). Bunun nedeni; parametre

tahmininde, arastirma sonucundaki veri bilgisi disinda farkli bir bilgi kullanilmamasidir.

Tahmin yapmakta amag; bilinmeyen kitle parametreleri hakkinda miimkiin oldugu kadar
bilgi sahibi olmaktir. Ancak, bilgi icermeyen Onsel dagilimlar parametre i¢in minimal
diizeyde agiklayicidir. Giinliik yasamda Oyle arastirmalar vardir ki maliyeti ¢ok fazla
olabilmektedir. Ornegin, uzay calismalarindaki maliyet hem c¢ok yiiksek hem de
ilgilenilen kitle icin veri elde etmek uzun yillara mal olmaktadir. iste boyle bir kitle i¢in
bilgi icermeyen bir 6nsel kullanildiginda, eldeki yetersiz veri Bayesci analizin devamini

saglamaktadir.

Uygulamalarda, Jeffreys onsel dagilimi, diizgiin (uniform) onsel dagilim ve belirsiz

(diffuse) onsel dagilim yaygin bir sekilde kullanilmaktadir.
3.2.2.1 Diizgiin ( uniform) énsel dagilim

Kitle parametreleri hakkinda yeterince bilginin olmamasi1 ya da herhangi bir bilginin
olmamasi durumunda, 7(0) <L, 8€R, bigiminde bir diizglin onsel kullanilir. Burada L

sabit bir say1y1 ifade etmekte olup;

i, a<éf<b .
7(@)=1b-a , R, aile b arasinda sinirhdir. (3.7)
0

, dy
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Ornegin;

a=1b=6icin 7(0) 1/5, 1<6<6 3.8
=1L,0= T = .
¢ 0 . dy (3.8)
a=0,b=1icin () L, 0=0<1 3.9
= , = T = .
¢ 0 . dy 3.9)

dir.

Burada 1/5 ve 1 birer sabit oldugundan 1 ile orantilidir. Bu nedenle 7(8) oc1 dir. Eger

b= 0
1
—0<@, <o olacak bigimde R, sinirsiz ise I 7(0)do = Ib—dQ:oo
; ‘b-a

a=—o0
oldugundan 7(6) diizgiin dagilimli degildir. O halde 7(8) ,diizgiin olmayan (improper)

bir 6nseldir. Boyle bir sorunu agmak igin bolgesel diizgiin 6nseller kullanilir. R, smnirl

olursa;
(1<0<7)icin z() 16, 1=6<7 3.10
S0 T = .
¢ 0 . dy (3.10)
! T_7 1
J‘—dé?:i =(=—=) = 1 olup onsel dagilim;
1 7-1 7-1t 6 6
1 6 e(a,b)
z(@|a,b)={b-a’ ’ (3.11)
0 , O¢(ab)
dir.
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3.2.2.2 Jeffreys onsel dagilim

Bilgi icermeyen oOnsel dagilimlar icinde, literatiirde en yaygin kullanilan onsellerdir.
Jeffreys, uygun matematiksel doniisiimlerle diizgiin 6nsel olasiliklara segenek sunmus ve
sabit bir onsel olasilik 6nermistir. Buna gore orantisal olarak onsel dagilim, Fisher bilgi

matrisinin determinantinin karekokiine esit olup asagidaki esitlik gibidir.
2
7(6) <|J ()| (3.12)

Ayrica Fisher bilgi matrisi esitlik (3.13)’teki gibi tanimlanmistir.

10)=| {%}z(x 16)d6 . (3.13)

Jeffreys’in Onseli, parametrelerin tanimli oldugu aralik disinda biiylik degerleri
icermedigi gibi diizgiin dagilim 6zelligine de sahiptir. Diger yandan olabilirligin uygun
oldugu bolgede pek degismeyen ve Fisher bilgi matrisi ile elde edilen kullanisli bir
onseldir. Farkli dagilimlar i¢in hesaplanan uygun Jeffreys onsel dagilimlar ¢izelge 3.3°te

verilmistir.

Cizelge 3.3 Farkli dagilimlar igin Jeffreys Onselleri

Olabilirlik Fonksiyonu Parametreler Onsel Dagilim

Bernoulli 0=p (p(l—p)) ™2

Binom 0=p (p(-p))™?
Poisson 0=1 A2

Normal (o biliniyor) 0=y 1
Normal ( z biliniyor) 0 =o? ot
Normal ( ve o 0=u,oc’ ot
bilinmiyor)
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3.2.2.3 Belirsiz( diffuse ) onsel dagilim

Bir parametreye ait onsel dagilimin tiiri, dagilim fonksiyonuna seklini veren
parametrelerin degismesi ile degisir. Ornegin, konum parametresi icin &nsel dagilim
olarak Normal dagilim segilebilir. Sekil parametresi i¢in 6nsel dagilim olarak da Gamma
dagilimi segilebilir. Biiylik varyansa sahip olan dagilimlarda belirsizlik hakim oldugu
icin, boyle dagilimlara ait sekil parametresine Oyle degerler verilir ki yaklasik diizgiin

onsel dagilim kadar diiz ve ¢ok genis aralik iginde yer alan bilgilendirici olmayan 6nsel
bir dagilm ortaya ¢ikar. 77(0) ~ N(x, 6°) olmak iizere o ye biiyiik bir deger verilir.
(o) ~ G(a, B) olmak lizere ave S ya 0.0003 gibi kiigiik degerler verilir. Boyle
olusturulan bir belirsiz 6nsel dagilimin en iyi tarafi uygun dagilimli olmasidir. Dolayisiyla

hesaplamalarda kolaylik sagladig: i¢in diizgiin bir 6nsel kullanmak yerine belirsiz bir

onsel dagilim kullanmak daha saglikli olacaktir.
3.3 Sonsal Dagilim

Sonsal dagilim, parametre ile ilgili tiim bilgiye sahip oldugundan bu dagilimin verimli ve
efektif bir sekilde Ozetlenmesi gerekir. Hangi onsel dagilimin kullanilacagina karar
verildikten sonra, siirecin devaminda sonsal dagilimdan parametre hakkinda bilgiye

ulagma siirecin bir diger 6nemli kismidir. Bayesci sonug ¢ikarimi, 7(€) onsel olasilik
(yogunluk) fonksiyonu sec¢imi ile baslayip 72'(9|X) sonsal olasilik (yogunluk)

fonksiyonuna ulasma siireciyle biten bir akistir. Sonsal dagilim, € i¢in belirlenen onsel
dagilima nispeten ¢ok az degiskendir. Clinkii bu dagilim veri yoluyla elde edilen bilgiyi
de barindirmaktadir (Giiner 2014).

Sonsal dagilim elde edildiginde, artik bu dagilima iliskin karakteristik 6zellikleri ortaya
cikaran beklenen deger, varyans, ortanca, mod gibi istatistikler matematiksel olarak
hesaplanabilir. Tiim bu istatistiklerin yaninda, bu dagilima ait grafikler ¢izdirilerek sonsal

dagilim gorsel olarak da 6zetlenebilir.
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3.3.1 Markov zinciri monte carlo (mzmc) simiilasyon teknikleri

Genel olarak Bayesci uygulamalarda, gézlenen veri ve uygun bir 6nsel dagilim ile kosullu
sonsal olasilik (yogunluk) fonksiyonu hesaplanabilmektedir. Bununla birlikte, pek ¢ok
durumda matematiksel iglemlerin zorlugundan dolayr parametreye iliskin marjinal
olasilik dagilimlarinin kapali bir formunu elde etmek zordur. Bu gibi durumlarda
matematiksel ¢oziimleme teknikleri fayda saglamaz. Bu sorunun iistesinden gelebilmek
igin sayisal integrasyon yontemleri kullanilabilir. Bunun yaninda, MZMC simiilasyon
yontemleri bu problemlerin tistesinden gelmek igin son zamanlarda en yaygin kullanilan

yontemlerdendir.

MZMC yontemlerinin 6nemli bir 6zelligi, zincirin baglangi¢ degerine bakilmaksizin
dagilima en uygun benzetim algoritmasinin secilmesi halinde sonsal dagilimin
yakinsamasini saglamasidir. Zinciri uzun bir siirecte ¢alistirmak sonsal dagilimin daha
dogru elde edilmesini saglayacaktir. Zincir sayisi, baslangic degeri, modelin saglikli
islemesi sonsal dagilima ulasmadaki iterasyon sayisim belirler. Iz grafikleri (traceplot)
gibi bu konuda uygulamada kullanilan yéntemler vardir. Iz grafiklerinde titresimin ya da
salimmmin ¢ok olmasi, benzetim algoritmasinin sonsal dagilima hizli bir sekilde
yakinsadigi ve yeni alanlara hizla gecis yaparak Markov Zincirinin (MZ) beklentilerini
kargiladigin1 gostermektedir. MZ algoritmasi kullanilarak yapilan tahminin standart
hatas1t MC hatasi ile ifade edilir. Standart hatay1 parametre tahmininin standart hatasina
oranladigimizda bu oranin gogunlukla 0.05’ten kii¢iik olmasi tercih edilir. MC hata degeri
dikkate alinarak zincir sayisi da tespit edilir. Modeldeki parametre sayisi fazla ise MZMC

nin uzun ¢aligtirilmasi gerekmektedir (Aver 2012).

MZMC uygulamalarinda en sik kullanlan yontemler; Gibbs Ornekleme Algoritmasi ve
Metropolis-Hastings Algoritmasidir. Ayrica verimli bir yazilim programi olan WinBUGS
Paket Programi Bayesci analizlerin sonuca ulasmasima biiyiik katki saglamaktadir. ilk
olarak Monte Carlo simiilasyonunun dayanagi kabul edilen Monte Carlo

Integrasyonu‘ndan bahsedilecektir.
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3.3.1.1 Monte-Carlo integrasyonu

Monte Carlo simiilasyonu, rasgele sayilar iiretilerek integral hesaplamalari igin
gelistirilmis bir yontemdir. Ozellikle Bayesci istatistikte, fizikte ve daha pek ¢ok alanda
olduk¢a yogun bir bigimde kullanilmaktadir. Burada Monte Carlo Integrasyonu ile ilgili

Iki yontemden bahsedilecektir.

3.3.1.1.1 Beklenen deger yontemi

U,U,,..,U, , U(0,1) diizgiin dagilimdan iiretilen N tane rasgele say1 ve Q: RY >R
seklinde bir fonksiyon olmak tizere, g(U,,U,,...,U,) rasgele degiskeni ele alinsin.
Belirtilen rasgele degiskenin beklenen degeri;

1

E(gU,,U,,..,.U,)) =j...jg(ul,uz,...,uN)dulduz...duN (3.14)

0 0
olmak kaydiyla, bu beklenen deger g(U,,U,,...,U, ) rasgele degiskeninin simiilasyondan

elde edilen degerler ile gozlenen degerlerin aritmetik ortalamasi olarak belirlenir. Bu
amag dogrultusunda U (0,1) diizgiin dagilimindan alinan n tane N birimlik;

UppsUpgyees Uy
Upp s Upgyes Uy
Uy Upp s ey Uy

sayilarina dayali olarak

g, :g(un’uzl'""um)
g,= g(u12’u22""’uN2)

gn = g(uln'UZn""'uNn)
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13 L . , .
sayilarinin —Z 0 (Uy, Uy, Uy, ) aritmetik ortalamasi, integralin yaklasik degerini
=

verecektir (Oztiirk ve Ozbek 2015).

3.3.1.1.2 Kabul-Red yontemi

1
I ='f f(x)ox , x€(0,1) olmak tizere 0 < f (X) <c olacak sekilde bir ¢ sabiti se¢ilsin ve
0

B={(x,y):0<x<1, 0<y<c} iizerinde diizgiin dagilima sahip (X,Y)rasgele vektdrii
gbz 6niine almsm. (X,Y)noktasmn sekil 3.1 ‘deki A={(x,y): y < f(X)} bdlgesine (

y < f (X) olmasi olay1) diismesi olasiligi;

1

j f (X)X

_Alan(A) _ b | (3.15)

Alan(B) c c
olacaktir (Oztiirk ve Ozbek 2015).
Yy
B
(x,y) red y=f(x)
(x,y) kabul
A
0 X

Sekil 3.1 (X,Y) rasgele vektor alani
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(X, Y1) (X, Y,), B bolgesinde tretilmis noktalar olmak tizere f(x)>Yy. kosulu
saglanirsa (X;, Y;) noktasi f(x) fonksiyonunun altinda olacak yani A olay1 gergeklesmis
olacaktir. A olayimnin gergeklesmesi olasiligr p, A olayinin goreli frekansi olarak tahmin

edilebilir. p olasiliginin tahmini; B’den iiretilen diizgiin dagilima sahip n tane rasgele

nokta arasindan A bolgesine diisenlerin sayist N, olmak iizere —X goreli frekansi
n

olacaktir. Boylelikle | integralinin tahmini, bu rasgele deney sayesinde;
| =cx-L (3.16)

olarak bulunur (Oztiirk ve Ozbek 2015).
3.3.1.2 Metropolis-Hastings ( MH ) algoritmasi

Karmagik bir f(x) olasilik yogunluk fonksiyonundan 6rneklem dizileri elde etmek,

Monte Carlo integrasyonunun uygulanmasini gii¢lestiren sorunlarin basinda gelmektedir.
Boyle karmasik bir fonksiyonun ¢oziimi, MZMC yontemlerinin temelini
olusturmaktadir. Burada, Metropolis-Hastings algoritmasinin temel mantigindan

bahsedilecektir.

. 0) . - .
0 parametresi igin, f (€)= 9(9) ile belirtilen bir dagilimdan 6rneklem ¢ekmek amaciyla

C

f(0) seklinde bir olasilik yogunluk fonksiyonu tanimlanabilir. Esitlikte verilen C,
normallestirme sabiti olarak bilinmektedir. Algoritmadaki iterasyonlara 7(6,) >0
esitsizligini saglayan bir 6, baslangic degeriyle baslanmakta olup herhangi bir t.
iterasyon icin gecerli bir 6, degeri kullanilarak, q(¢ /6,_,) seklinde oOnerilen
dagilimdan 6" aday noktasi gekilmektedir. Algoritmada, (6" /6,_;) dagilimina getirilen

tek kisitlama simetriklik sartidir.  Yani  [q(6_,/6,)=0q(6,/6_,)]olarak ifade
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edilebilmesidir. Olasilik yogunluk fonksiyonlarinin oram | =7(6")/z(6_,) esitligi ile

hesaplanir. Segilen baslangi¢ noktast, olasilik yogunluk fonksiyonunu arttirirsa (1 <1lise)
| olasilig1 ile kabul edilip diger durumlarda reddedilmektedir. Secilen aday noktaya ret
geldiginde zincir devam etmez, yani 6, =6,_; olur ve yeniden bir aday nokta segilir.

Algoritma i¢in aday noktasinin kabul olasilig1 olan ¢ hesaplanir (Tektas 2006).

7(6) 1).

(= min(ﬁ(g y

(3.17)

Algoritma sayesinde, 6, den 6,.,’e gecis olasiliklart yalnizca 6, ye bagli olan ve

,,6,....6,,..) olacak sekilde bir Markov zinciri olusturulmaktadir. Baslangig
degerlerinin etkisini ortadan kaldirmak icin yeterli sayida iterasyon yapilirsa (yeterli
iterasyon sayis1t M ile gosterilmekte) zincir duraganlagmakta ve (6,,6,,...,6,,...) zincir
vektoriinden ¢ekilen orneklemler, f(6) dagilimindan drneklemlere denk diismektedir.

Hastings, istege bagli gecisli bir olasilik yogunluk fonksiyonu kullanmak suretiyle

Metropolis algoritmasini genellestirmis ve baslangi¢ noktasinin kabul edilme olasiligin;

7(67)9(0,/6")
ﬂ(et—l)q(e* 16,_,) ,

| =min( 1) (3.18)

bigiminde tanimlamistir (Tektas 2006).

(3.18) esitligindeki gegis dagilimini ve kabul olasiligini kullanan algoritmaya Metropolis-
Hastings Algoritmast denmektedir. Bu algoritmada, q(&"/6,_,)dagilimi igin getirilen
herhangi bir kisitlama yoktur yani simetrik olmasina gerek yoktur. Algoritmanin
isletilmesinde tekli uzun bir zincir veya farkli baglangi¢ degerleri olan birden ¢ok zincir
kullanilabilmektedir. Zincirin baslangi¢ degerinin etkisinden siyrilmasi adina agmasi
gereken dongii uzunsa veya zincirlerin otokorelasyon degeri yiiksek ise tek bir uzun zincir

kullanmak yerine birden fazla zincir kullanmanin daha saglikli neticeler verecegi
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belirtilmektedir. Bu nedenle, arastirmacilar tarafindan pratikte birden fazla zincir

kullanilan hesaplamalar daha yaygindir (Tektas 2006).

3.3.1.3 Gibbs algoritmasi

Markov zincirinden faydalanan Gibbs 6rneklemesi, sonsal dagilimin kosullu bir dagilim
dizisi ile agiklanabildigi siire¢lerde kullanilmaktadir. Metropolis-Hastings algoritmasinin
6zel bir durumu olan Gibbs 6rneklemesindeki ana hedef, kosullu iliskiler yardimiyla
tahmin siirecini periyodik sekilde siirdiirerek, parametrelerin bilesik dagilimlarini elde

edebilmektir (Demirci 2016).

0=46,0,,..,6, olmak iizere, ilgilenilen parametreye ait dagilmin 7(6) oldugu
varsayilsin. Ayrica © ile 6 vektoriine iligkin parametre kiimesi gosterilsin. ® parametre
kiimesi iizerinde herhangi bir 6 i¢in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmak

zor olsun. Bu durumda, marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu hesaplamanin bir
alternatifi ® parametre kiimesi lizerinde asagidaki adimlar1 uygulayarak bir Markov
zinciri olusturmaktir. Bu algoritma, Gibbs Ornekleme algoritmas: olarak bilinir.

Algoritmadaki iterasyon sayaci j olmak iizere, Gibbs 6rnekleme siireci asagidaki gibidir:
1. Parametrelere ait baslangi¢ degerleri secilmelidir.

0 =.6,..6) (3.19)
2. j’den baglamak iizere, j. iterasyon i¢in K tane parametrenin kosullu dagilimlar
kiimesi meydana getirilmeli ve bunlardan pes pese sayilar gekilerek . zincir

olusturulmalidir. k tane parametrenin kosullu dagilimlar kiimesi:

6, degeri (6,1097,6007,...007)

0, degeri 7(6,697,607,...,897)
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6, degeri 7(6,1697,697,...,0V7)

0, degeri z(6,|6497,607,007,..,607)

3. Yakinsamaya ulasincaya kadar her iterasyonda j bir birim artirilip ikinci adima geri

doniilerek zincir tamamlanmaya devam edilmelidir (Demirci 2016).

Ikinci adimdaki esitliklere dikkat edilirse, kosullu dagilimlar kiimesinin birbiri ard1 gelen
degerlerin tretimi ile meydana geldigi goriilmektedir. Kiimedeki ilk zincir ilk satirda
olusturulduktan sonra, yeni deger bir diger safhada ikinci bilesenin hesaplanmasinda
kullanilmaktadir. Parametrelerin oncelik siralamasi O6nemsizdir ancak en giincel
orneklemenin tercih edilmesi ve kullanilmast daha faydali olacaktir. Gibbs
orneklemesinde, iterasyonlar yeterince uzun ise algoritmada bulunan tim doéngiiler
kosullu dagilimlar1 kullanarak, € parametresine ait biitiin bilesenlerine orneklem
tiretebilecektir. Ancak algoritma, € parametreleri igin tiim kosullu dagilimlarinin basit
olarak elde edilebilir oldugu durumda galigmaktadir. Bu durumda parametrelere dair
Metropolis-Hastings algoritmasi uygulanarak giincellestirme yapilabilecektir (Demirci
2016).

3.4  En Yiiksek Sonsal Yogunluk Bélgesi (HPDR)

Giiven araligi, kitle parametresinin alt ve iist sinirdan olusan belirli araliklar i¢inde yer
aldig1 bilgisini igeren c¢ikarimsal istatistik yontemlerinden biridir. Klasik yaklasimdaki
giiven aralig1, Bayesci yaklasimda yerini “giivenilir aralik” a birakir. Literatiirde, “Bayes
Araligr” veya “En Yiiksek Sonsal Yogunluk Bolgesi (Higest Posterior Density

Region)” tanimlamalar da kullanilmaktadir.
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0 kitle parametresi olmak tiizere; 6’ya ait sonsal dagilimin elde edilmesiyle birlikte, &

nin olas1 tim degerleri i¢in ¢ikarim yapmak miimkiin olup, 0<a <1 olmak iizere;

f (0 eR,)=1-a olacak sekilde bir R, bolgesi bulunabilir. BuradaR,, sonsal dagilimin
olasilik yogunluk fonksiyonunu maksimum yapan € parametre degerlerini igeren olasi

en kiigiik bolgesidir ve en yiiksek sonsal yogunluk bolgesi olarak tanimlanir. 6, , R,
bolgesinin en kiigiik degeri ve 6, da en yiiksek degeri olmak tizere 6’nin en yiiksek

sonsal yogunluk aralig;

&
j f(6|x)d9=1-a (3.20)

o

dir.

37



4. ZAMAN SERILERI

Aragtirmact tarafindan sinirlar1 belirlenmis araliklarda ve donemsel gozlemlenen
Ol¢timlerin dizisine zaman serisi denir. Zaman serileri, endiistri ve teknoloji iiretim
siireclerinde ve bilim diinyasinda 6zellikle ekonomi ve istatistigin dnemli bir uygulama
alanidir. Yurtdigindan ithal edilen kalem bazinda aylik iiriin miktarlari, okullarin egitim
diizeylerindeki yillik basari oranlari, bir iilkede giinliik kisi basi tiiketilen et miktari,
periyodik olarak yapilan bir deneydeki gozlem sayilari, aylik tiiketici fiyat endeksleri,
hasta iizerinde uygulanan tedavinin olumlu ya da olumsuz cevap verme siiresi zaman

serilerinin tipik 6rneklerindendir.

Tanm 4.1

(U, P) bir olasilik uzay: olmak tizere, T bir indis kiimesi olsun. O halde bir zaman
serisi;
X(,):QxT >R
(w,t) > X (w,t)
seklinde tanimlanan, QxT c¢arpim uzayindan reel sayilara giden bir fonksiyondur.

Zaman serisi X, (W) veya X, ile gosterilmekte olup, bu fonksiyon her sabit t icin bir

rasgele degiskendir (Akdi 2012).

4.1 Zaman Serilerinde Duraganhk

Zaman serileri, sabit bir ortalama etrafinda gosterdikleri yayilima gore duragan seriler ve
duragan olmayan seriler olarak incelenmektedir. Zaman serilerinde, model parametreleri
hakkinda sonug ¢ikarimlart duraganlik varsayimina bagli oldugundan, duraganlik konusu
oldukca 6nemlidir. Serinin duragan olmamast durumunda seriye doniisiim yapma, fark
alma gibi bir takim matematiksel teknikler uygulanir ve seri duragan hale getirilir.

Uygulamada, duraganlik denildiginde zayif duraganlik anlasilir (Akdi 2012).
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Tanim 4.2

Bir {X, :teT} zaman serisi olmak iizere;

1) E(X,)=pu (beklenen deger zamana gore degismiyor),
2) Cov(X,,X,) sadece |t—S| nin bir fonksiyonu,

kosullarin1 sagliyorsa, {Xt ZtET} zaman serisine zayif duragandwr (ya da sadece

duragandir) denir. Tamimdaki 2. kosula gore; Cov(X,, X,,;,) kovaryanst, |(t +h) —t| ye

gore sadece h nin bir fonksiyonu olup buna serinin otokovaryans fonksiyonu denir ve
y(h) ile gosterilir. y(h) daha agik olarak yazilmak istenirse, serinin beklenen degeri u

olmak iizere;

V(h) = COV(Xt’ Xt+h) = E[(Xt _:U)(Xtm _,u)] (4.1)

seklinde yazilir. Otokovaryans fonksiyonu, bir zaman serisi model derecesini belirlemede

ve serinin duragan olup olmadiginin 6n tespitinde ¢ok kullaniglh 6zelliklere sahiptir (Akdi
2012).

Tanim 4.3

{Xt ‘te T} duragan bir zaman serisinin otokovaryans fonksiyonu esitlik 4.1°de verilmis

olup, korelasyon tanimindan;

y(h) _ Cov(X,, Xy)

P=20) Nar(X var(x,)

(4.2)

39



fonksiyonuna serinin  otokorelasyon fonksiyonu denir. Seri duragan ise

y(h) =Var(X,) =Var(X,,) dir (Akdi 2012).

Bir zaman serisinin duraganligin1 bozan temelde iki neden vardi. Bunlar, serinin ya
ortalamasimin ya da otokorelasyonlarinin zamana bagli olmasidir. Serinin ortalamasi
zamana bagl ise boyle seriler deterministik trende sahiptir ve zamana bagimliligindan
arindirilmasi kolaydir. Ancak seride otokorelasyonlar zamana bagli ise boyle seriler
stokastik trende sahip olup, arindirilmasi i¢in bir takim matematiksel doniisiim ya da fark
islemleri uygulanir. Bu sebeple, analiz siirecine baglamadan 6nce seride nasil bir trend

oldugunun ortaya konmasi gerekmektedir (Akdi 2012).

Uygulamalarda Otoregresif (AR), Hareketli Ortalama (MA), Otoregresif Hareketli
Ortalama (ARMA) ve Mevsimsel modeller, {XtItET} zaman serisi i¢in yaygin

kullanilan modellerdir. Calismanin amacina uygun olarak Otoregresif (AR) zaman

serilerinin tanimindan bahsedilecektir.
4.2 Otoregresif (AR) Zaman Serileri

AR(p) olarak adlandirilan P . dereceden otoregresif siire¢, zaman serileri analizinde en
cok bilinen ve yaygin olarak kullanilan modeldir. AR(Pp) siireci hakkinda sonug

cikarimlart igin farkli istatistiksel tahmin yontemleri gelistirilmis ve litaretiirde yerini
almigtir. Klasik (frekansci) istatistik yontemlerinde en yaygin kullanilanlar; momentler,
kosullu en kiiciik kareler, en c¢ok olabilirlik ve kosullu en ¢ok olabilirlik tahmin
yontemleridir. Bu yontemlerden farkli olarak Bayesci istatistik yontemleri de son yillarda

yaygin olarak kullanilmaktadir.

Tanim 4.4

{Xt 1 ET} olarak tanimlanan bir zaman serisi i¢in, g serinin beklenen degerini ve

e, ~WN(0,5°) beyaz giiriiltiiyii gdstermek iizere;
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AR(P) =X, 1= 3 (X, ~) +¢ “3)

modeline p nci dereceden AR modeli denir (Akdi 2012).

(4.3) esitligindeki model;

p P p P
Xe-u=si 3 + DX =ﬂ[1—z¢. ]+z¢. X +e @
i=1 i=1

i=1 i=1

olarak yazilabildiginden, AR(p) zaman serisi modeli;
p
Xt = ¢0 +Z¢| Xt—i +€ (4-5)
i=1

olarak ifade edilir. Matematiksel islemlerde kolaylik saglamasi agisindan =0 alarak,

AR(p) modeli;

X, =Zp:¢| Xei +& (4.6)

seklinde yazilsin. Modelin duragan olmasi halinde x =0 olarak alinmasi sorun yaratmaz.

Aksi halde, Y; = X} — ¢ doniisiimii yaparak beklenen degeri 0 olan bir modele doniiliir.

AR siireglerinde, duraganlik kosullarini saglatmak kolay olmadigindan, serinin
karekteristik denkleminin koklerine bakilarak duraganlik belirlenebilir. Eger model
duragan ise karakteristik denkleme ait tiim kokler mutlak deger olarak 1’den kiigiiktiir.

AR(p) modeli i¢in elde edilen karekteristik denklem;
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mp—igﬁ,mp—i =0 4.7)

i=1
olarak yazilir.

Bu kistmda, AR(1) modeli ele alinsin ve modele ait hatalarn €& ~WN(0,5%) olmast ile;

(Xe =) =9 (X — 1) +& (4.8)

seklinde yazilsin. AR(1) modeline ait karekteristik esitlik m—¢@=0 dir ve m —¢ =0 ise
denklemin kokiidiir. Boylelikle AR(1) modeli, ¢ mutlak degerce 1’den Kiiciikse

duragandir, 1’den biiyiik ise duragan degildir. Ayrica model ¢, = u(1—¢) esitligi ile,
Xi=h+oX ,+€ (4.9)

olarak da ifade edilebilir. Eger ¢ =1 ise serinin beklenen degeri 12 , modele dahil edilmez

ve (4.9) esitligi;

Xi=Xig +6 (4.10)
esitligine doniisiir. X¢ =0 igin, X ’ler daha genis ifade edildiginde model,

X, =€ +6€,+6,+...+¢ (4.11)

olarak yazilir ve E(X;)=0 olarak elde edilmesine karsin Var(X,)=to?dir. Sonug

olarak, varyans zamana bagl olup bu AR(p) modeli duragan degildir. Ayrica
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X, =9X, , +€ (4.12)

seklindeki AR modeli ‘¢‘<1igin duragandir (Akdi 2012).

Bir AR serisi, istatistiki sonug¢ ¢ikarimlari agisindan bazi varsayimlara gereksinim

duymaktadir. Bu varsayimlar:

1) e ~WN(0,0°) hata terimleri birbirinden bagimsiz, beklenen degeri 0 ve sabit
varyansa sahip olan beyaz giiriiltii (white noise) siirecine sahiptir.

2) € lerile X ler birbirinden bagimsizdir.

3) XXy, X ler zayif duragandir.

4.3 Zaman Serilerinde Modelleme

Bir zaman serisini modelleme siirecinde Box-Jenkins metodu kullanilarak, seriye ait
otokorelasyon ve kismi otokorelasyon fonksiyonlarinin irdelenmesiyle uygun gecikme
degerleri tespit edilir. Bu yontem metoduyla model se¢imi i¢in uygulanacak adimlar

asagida belirtilmistir. Buna gore;

1. Serinin nokta grafigi (plot) ile otokorelasyon ve kismi otokorelasyon katsayilari
hesaplanir ve duraganligi irdelenir. Birim kok testi yapilarak serinin duraganlig: tespit
edilir. Serinin duragan ¢ikmamasi halinde, uygun fark alma islemi uygulanarak seri

duragan hale getirilir.

2. Daha sonra otokorelasyon fonksiyonu (ACF) ve kismi otokorelasyon
fonksiyonlarinin (PACF) grafik seyri model belirlemek i¢in incelenir. Otokorelasyon
grafigi, otoregresif modeller i¢in harmonik veya {istel seklinde azalirken hareketli
ortalama modellerinde g gecikmeden sonra birden kesilir. Kismi otokorelasyon
grafiginde ise, otoregresif modellerde p gecikmeden sonra otokorelasyonlar birden

kesilirken hareketli ortalama modelleri i¢in harmonik veya iistel seklinde azalir. ACF ve
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PACEF grafiklerinin her ikisinde periyodik bir diisiis varsa model icin ARMA siireci

Onerilir.

3. Daha sonra ACF ve PACF grafik yapisina bakarak p ve g model derecelerine
kanaat getirilir ve parametrelere dair tahminler yapilir. Bu tahminleri elde etme
yontemleri genellikle en ¢ok olabilirlik, en kiigiik kareler ya da momentler
yontemlerinden biri ile yapilir. Parametre tahminleri ile birlikte segilen modelin
uygunlugu irdelenir. Bu siire¢ hatalarin incelenmesine dayali bir testtir. Hatalarin white-
noise(beyaz giirtiltii) ve Normal dagilima sahip olmasi, hatalara ait otokorelasyonlarin
sifir olmas1 durumlari incelenir. Uygun modele ait ACF ve PACF grafiklerinin, white-
noise(beyaz giiriiltii) siirecinin ACF ve PACF yapisina benzer olmasi istenir. Ilgilenilen
herhangi bir zaman serisi modeli i¢in 6nerilebilecek birden fazla uygun model olabilir.
Iyi bir éngorii icin uygun modeli secmek her zaman kolay olmayabilir ve literatiirde
kullanilan birgok model belirleme 6l¢itleri vardir. Bunlardan ilki, kestirim sonuglarina
gore en uygun modeli belirmek. Bir digeri, Bayesian Information Criterion (BIC), Akaike

Information Criterion (AIC) gibi kriterlere gore se¢im yapmaktir.
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5. OTOREGRESIF ZAMAN SERILERINDE BAYESCI SONUC CIKARIMI

Arastirmacilar, sonu¢ ¢ikarimi agisindan kullanilan yontemlere yenilerini eklemek
suretiyle mevcut bilgileri yeniden gézden gegirerek bir olaya daha genis ve farkli bir
yelpazaden bakilmasini saglamaktadirlar. Yapilan bu aragtirmalar neticesinde gercek
hayattaki sorunlar1 minimize etmek ve bunlara ¢oziimler tiretmek igin ileriki donemlere
dair tahminler ¢ok 6nemlidir. Gelecege yonelik dngdriide bulunmak kolay bir is olmayip,
ayni zamanda oldukga biiytik bir risk teskil etmektedir. Alinan bu riskler neticesinde karar
mekanizmalarinda, sirketlerde ciddi maddi kayiplara sebep olabilir. Ancak istatistiksel
kestirim yontemleri, gelecege dair olusabilecek riskleri minimize etmek adina giivenilir
modeller vasitasiyla dogru Kararlar alinmasina yardimci olur. Baska bir deyisle, hatalari

minimum yapan kestirimler elde etmek, uygun modellerin kullanilmasiyla miimkiindiir.

Seriler i¢in uygun modeller belirlemek ayri1 bir uzmanlik ve bakis agis1 gerektirmektedir.
Bu modelleri belirlemede kullanilan bir yontem ise mevcut tahmin argiimanlarini
gelistirmek i¢in gz Oniinde bulundurulan ve 6zellikle kiigiik drneklemlerde basarili
sonuglar veren Bayesci yaklasimidir. Bayesci yaklasimin karakteristik 6zelliklerinden en
goze carpani modelde Onsel bilgi kullanmasidir. Bu zaman serileri analizi i¢in de
gecerlidir. Daha once ifade edildigi gibi, Bayesci yaklagimda olaylar i¢in gézlemler
yapilmadan Once parametreye dair daha 6nceki arastirmalardan edinilen 6n bilgiye gore
parametreye ait olasilik yogunluk fonksiyonu analize dahil edilir. Yapilan deneylerde ya
da gozlemlenen olaylarda, her zaman 6nsel bilgi mevcut olmayabilir ya da bilgi diizeyi
farkli olabilir. Elbette ki onsel bilginin miktarinda da asamalar olacaktir. Bilgi olmasi, az
bilgi olmasi ya da hi¢ bilgi olmamasi durumu olabilir. Bu yiizden Bayesci zaman
serilerinde de sonug¢ ¢ikarimi agisindan Onsellerin bilgi icerip icermemesi kritik bir

asamayi teskil eder (Gasim 2013).

5.1 AR(1) Zaman Serilerinde Bayesci Sonu¢ Cikarimi

Calismanin bu boliimiinde kullanilan 6rneklem serisinin dagilimina uygun farkli 6nseller

kullanarak ¢ tahmininin elde edilmesi anlatilacaktir.
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5.1.1 Jeffreys onsel dagilmm kullamilarak AR(1) zaman serisi i¢in bayesci sonug

cikarimi

+ =(X,X%,,..., X ) ile 1°den T’ye kadar olan rasgele gdzlem vektorii gdsterilmek iizere
T 2 T

AR(1) siirecine ait model;
X =C+¢X ,+¢&,1=12,..T ve & ~N(0,1) (5.1)

2
o

ve X ~ N(O,W) olarak verilsin ve Q =(¢,o) olarak tanimlansin. AR(1) modeline

ait ¢ parametresi i¢in Onerilen Jeffreys onsel dagilima,

7(¢) < @) 52)

dir ( Berger ve Yang 1994). Burada 1(¢), Fisher bilgi matrisini gosterir. ¢ i¢in |(¢)

hesaplanmak istenirse;

dlog f (X
|(¢):—E¢{ Ogaéz |¢)}
1 2(¢—-d)
o 02
—E, ’ ’ (5.3)
2(¢—-d) 3 . e 1
7 Vg
1
_| o
K
=
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dir.

: 1Y v _ 1 .
Buradan I(¢) 'nin determinati | —- | olup [1(#)] " == olarak elde edilir. Dolayisiyla
Oy O

1

onsel dagilim 7(¢) o — dir. Ancak bu 6nsel dagilimin zayif yaklasim 6zelliklerinden
o
¢

1

dolay1 Harold Jeffreys 77(¢) «c — *y1 6nsel dagilim olarak 6nermistir (Jordan 2010).
o
¢

Ayrica kosullu olabilirlik fonksiyonu;
2 1 < 2
L(XZ:T) |%,Q)=(27c°) 2 eXp{_ZT._ZZ(XI —P%4) } (5.4)
t=2

ve X, in olasilik yogunluk fonksiyonu;

P N | RN
f(XllQ)—[Zﬂ(l_ ¢D o (55)

dir.

Benzer olarak X, | X, ~ N(¢X,0°) olmak iizere;

f(1%,Q)=(220) 2 exp{—?iz(xz—m)ﬂ (5.6)

dir. Boylelikle genel olarak yazilmak istenirse, X, ‘ X 10X preen X =X |Xt—1 ~N(#X_,,0°)

olmak iizere f (X |X_;, X ;... X, Q)in olasilik yogunluk fonksiyonu;
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FO4 X 10X 0%, Q) = (27107 ) 2 eXp{—?iz(xt —¢xt_1)2} (5.7)

olarak hesaplanir. Q =(¢,o) verildiginde olabilirlik fonksiyonu;

LQ) = [27{ g D exp| ——L— ﬁ(zmﬁ-”exp[— 12(x1—¢x1_1)2}
2

o - ) || 20
1- ¢
oC (l_¢2)1/267T expl:_ ztzz()g _¢X;_1)2 + X1 (1_¢ )]
(o)

(5.8)

dir. Q= (¢, o) nin kosullu olabilirlik fonksiyonunda T ¢ok biiyiik oldugunda (1—¢°)

degeri kiigiik olur. Dolayisiyla tam olabilirlik fonksiyonu benzer olarak;

o Qe 09| B0 -0k | 69

1

olarak karsimiza ¢ikar. O halde segilen 7(¢) oc — 6nsel dagilim ile birlikte hesaplanan
o
¢

sonsal dagilim;
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f(Q|X1T)OCO-¢ o« 1)9Xp|: ZlQZ(Xt ¢X11)}
=3

(%" = 20X X, +¢ xtl)}

o 1)exr{ 5o (ZXS—MZXIXI L +d qu }

t=2
T T
Z Z&xH
_t=2 122
oc exp - @ XHZ
T 2
L PR
=exp| — 5o d— tZZXHZ
-
DXy
L t=2 _

(5.10)

dir. Bu esitlikte o bilindiginde;

(5.11)

=2 (5.12)

olarak elde edilir.
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5.1.2 Eslenik onsel dagihm kullamilarak AR(1) zaman serisi i¢in bayesci sonug

cikarimi

X1 = (X, %,,..., %) ile 1’den T ye kadar olan rasgele gozlem vektorii gosterilmek iizere

AR(1) siirecine ait model;

X =C+@x ,+¢&,1=12..T ve & ~N(01 (5.13)

olsun. Q = (¢, o) verildiginde esitlik 5.6, 5.7 ve 5.8’den tam olabilirlik fonksiyonu;

1
207

L(X,, | %, Q) oc o exp{— Z(X‘ —¢x11)2} (5.14)

dir. (5.14) ile verilen modelde ¢ parametresi Normal dagilimin beklenen degeri

oldugundan, AR(1) modeline iliskin ¢ parametresi i¢in eslenik 6nsel dagilim olarak

Normal dagilim 6nerilebilir. Buna gore, beklenen degeri d ve varyanst O ; olarak alinan

otoregresif ¢ parametresine ait 6nsel dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;

(4] o?) = —— exp{‘@‘d) ]

A f 2770; 20, ;

oc exp {_(¢—_2d)2} (5.15)

20¢

bi¢iminde ifade edilebilir. Boylece, 7(¢)onsel dagilimi ile birlikte hesaplanan sonsal

olasilik yogunluk fonksiyonu;
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f(Q|X1:T)°C7T(¢|(72)XL(X2-T) | %, Q)
f(Q|xﬂ)ocexp{ e i }exp[ zi(xt—qsxi_l)ﬂ
@ t=2

=exp{—2(1j22(xf 2% X4 +$°% ) — (¢2 02') }

olarak elde edilir. Burada;

ve

dir. 5.15 esitliginde o, o, ,d bilindiginde;

$lo,x, ~N o2 +—

=

2 2 O 2
—+0 X —+0
T Y ; S

T
-1
O_¢2 thzlxtxt—l O_Z Xd’( 1 T J

dir. Buradan ¢ nin Bayes tahmin edicisi;
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;
A o2 thxt—l o
p=— P x 2 +— xd (5.18)
2
?+a¢f ;XH T +0,

olarak elde edilir.

5.1.3 Karpilmis normal 6nsel dagilim kullamlarak AR(1) zaman serisi i¢in bayesci

sonuc¢ ¢cikarim

(X, t>1) rasgele degiskenlerin bir dizisi olmak iizere olmak iizere; AR(1) modeli

X =C+¢X_,+&, t=12,..,T olarak tammlansin. Duragan bir AR(1) modelinde

-1<¢ <1 oldugu esitlik 4.12°den bilinmektedir. O halde AR(1) modeline ait kosullu
olabilirlik fonksiyonu (Hamilton 1994).

—(% —¢%)°

2y _ : 1
L(¢|X1 ..... XT’Gg)—Hmexp[ 20'5 :| (519)

dir. Duragan varsayilan bir AR(1) modelinde —1<¢@<1 ise ¢ parametresinin 6nsel

dagilimi Kerpilmis Normal dagilim olarak onerilebilir (Johnson vd. 1970).

Kirpilmis Normal dagilim; Normal dagilima sahip bir rasgele degiskenin sinirlarinin
istten, alttan ya da her iki taraftan sinirlandirilmasiyla elde edilen olasilik dagilimidir.
Kirpilmig Normal dagilimin istatistikte ve ekonometride genis uygulamalar1 vardir.
Ornegin niifus sayim formunu gonderen ilk 1000 kisinin gelir verileri incelenmek
istensin. Sadece ilk 1000 kisi incelendigi icin gelire ait sinirlar belirli bir aralik i¢inde
kalacak ve dolayisiyla niifus sayimina dahil olan vatandaslarin gelir sinirma gore
kirpilacaktir. Yine bir okulda yetenekli 6grencilerin katildigi bir egitim programi ve
programdaki tiim 6grencilerin 130 veya daha yiiksek bir 1Q’ su oldugu bilinsin. Okula

yakin bdlgede yasayan okul ¢agindaki ¢ocuklarin, IQ’sunun Normal olarak 100 ortalama
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ve 15 standart sapma ile dagildig1 varsayilsin. Egitime katilan bu grubun ortalama IQ

degeri ile ilgilenildiginde 130" un altindaki her sey kirpilmistir ve tist sinir yoktur.

Bir rasgele degisken; N(u,6°) dagilimina sahip olsun ve (a, ) araliginda kirpilmis

olsun. O halde, araligin disinda kalan alan 0’a ayarlanarak degistirilir ve araligin i¢cindeki
alanin olasilig1 1 olacak sekilde tekrar hesaplanir. Kirpilma araligina gore dort durum s6z

konusudur;

a) Kirpilmamis durum : —o = ¢, f = +x;
b) Alttan kirpilmis durum : —oo < @, f = +o0;
¢) Ustten kirpilmis durum : —0 =, 8 < +0,

d) Cift tarafli kirpilmis durum: —o < @, ff < +0;

O halde, Kirpilmis Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu ¥ (/7, o, a, B X)

olarak gosterilebilir. Burada ; ve o, ana Normal dagilimin beklenen degeri ve

varyansi, o Ve f ise kirpilma araliklarini belirtmektedir.

Kirpilmig Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu:

0 ifx<a
— =2 (i, & ;X) .
v(u o a pix)= __? —— ifa<x<p
o(u, o B)—o(u, o ;a) (5.20)
0 if B <x

dir. Burada w(.), Normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu, ¢(.) ise standart

Normal dagilimin dagilim fonksiyonunu belirtmektedir.

Kirpilmis Normal dagilimin dagilim fonksiyonu ise (5.20) esitliginin o <X < £ kisiti

altinda asagidaki gibi elde edilmektedir:

53



Y o, i) = (v o e, fidt

o(u, o ;%) it
2o, o 3 B)—o(u, o )

[o(u, o)t

o o) -l o )

ol o X -y o )
o, 03 B) -, o°3)

0 ifx<a

go(E%Z;x)—go(;ng;a) ifa<x<p
o(u, o ) -, o )
0 if B <x

W, o a, Bix) =

Buradan Kirpilmis Normal dagilim i¢in beklenen deger ve varyans:

ve o Oolmak iizere ;

— —2 — —2

L= _Exa)(,u, o ;b)-w(u, o ;a)
— —2 — —2

o(u, o ;b)—p(u, o ;a)
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PN (- ba(0,1,b)-aw(0,5a)  @(0,1b)-w(0,5 a))z)
¢(0,1;b)—(0,1;a) ¢(0,1,b) —(0,1;a) (5.24)

olarak elde edilmektedir.

O halde, beklenen degeri d ve varyansi O, ; olan otoregresif ¢ parametresine ait 6nsel

dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu;

1 eXp{_@_d)Z}
lon - 327 L 2
n(¢lo;)= — y (5.25)
oP=Y)_p@Y
Oy Oy

dir. Burada @ ve f Kirpilmis Normal dagilimimn alt ve iist kesim noktalari ve ¢(.)
standart Normal dagilimin birikimli dagilimidir. Buradan @ =—1 ve =1 olmak lizere

onsel dagilim1

1 exp{—(qf—df}
T i B
m(¢lo;) = - — (5.26)
-0
¢ ¢

c, Ve o, olmak iizere;
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o(a) — o(b)

E(¢)=d+ o, o)) (5.27)
VAR(¢) = o2 x (1+ an(@)-ba(b)  o@)-ob),,
T pb)-@) (b)) (5.28)

olarak hesaplanir (Johnson vd. 1970). ¢ parametresi i¢in, dnsel dagilim olarak Kirpilmis

Normal dagilimli alindiginda parametreye ait sonsal olasilik yogunluk fonksiyonu;

JF exp(_g(¢_§)2)
""" 2z (oW a- ) - o (-1-) (5.29)

olarak elde edilir. Burada,

ve

dir. O halde otoregresif AR(1) modeline ait ¢ parametresinin Kirpilmis Normal 6nsel

dagilim1 altinda Bayes tahmin edicisi;
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(]
*1 = ? ve o, =™ (5.30)

olarak elde edilir (Karakani vd. 2016).
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6. UYYGULAMA CALISMALARI

Bu boliimde, ilk olarak farkli 6nsellerin sonuglara olan etkisini gorebilmek amaci ile
simiilasyon ile tiiretilen veriler kullanilarak Bayesci sonug¢ ¢ikarimi yapilmistir. Daha
sonra, gergek bir veri seti gozoniine alinarak klasik ve Bayesci yontemlerle elde edilen

sonugclar karsilastirilmistir.
6.1 Simiilasyon Calismasi

Bu ¢alismanin temel dayanagi; farkli AR(1) modellerinden firetilen verileri kullanarak
secilen Onsellerle, belirlenen sayida denemeler yaparak Bayes tahminlerini elde etmektir.
Amag; secilen onsel dagilimlarin farkli 6rneklem genisliklerinde model tizerindeki
etkinligini test etmektir. Test asamasi siirecinde yapilan hesaplamalar Matlab2015a’da

yapilmistir. Buna gore yapilan simiilasyonlarda;

e Hatalar, & ~WN(O, o’ =1)olan dagilimdan tretilmistir.

e Uygulamada Jeffreys, Eslenik Normal ve Kirpilmis Normal Onselleri

kullanilmustir.

e Uretilen AR(1) serilerinde baslangi¢ degeri X, =3 olarak alimustir.

e 0,’=1,d=0 olarak secilmistir.

e Her bir model i¢in deneme (tekrarlama) sayisi R=1000 olup 6rneklem
genislikleri T =30,50,100,500 olarak belirlenip karsilastirma yapilmustir.

e AR(1) modeline ait ¢ parametresi sirasiyla —0.75,—0.50, 0.50 ve 0.75 olarak

secilmis olup tiim modeller i¢in duraganlik varsayimi kabul edilmistir.

e ¢ ’nin her bir denemede elde edilen ;5 ’ya gore duyarliligin1 6lgmek igin karekok

hata kareler ortalamasi (Root Mean Square Error)
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RMSE = \/ﬁZR 2(¢i—¢j2 (6.1)

kullanilmustir.

e C(izelge 6.1’de ¢ nin farkli degerli i¢cin 1000 kez yapilan simiilasyonda farkli

onsel ve orneklem genisliklerinde hesaplanan sonsal dagilimin beklenen degeri

yani ;2 ‘nin aldig1 degerler ve hesaplanan RMSE degerleri verilmistir.

e (izelge 6.2°de, simiilasyondan elde edilen sonsal dagilimlara ait en yiiksek sonsal

yogunluk bolgesi (HPDR) yiizdelikleri ve degerleri verilmistir.

Cizelge 6.1 Farkli Onseller Kullanilarak Bayesci Yéntemle Parametre Tahmini ve
Bunlara Ait RMSE Degerleri

Bayes Tahmin Degerleri RMSE
¢ T Jeffreys  Eslenik KN Jeffreys Eslenik KN
Normal Normal

-0.75 30 -0.6829 -0.6866 -0.7034 0.1446  0.1365 0.1354
50 -0.7054 -0.7120 -0.7252 0.1071  0.1032 0.1004

100 -0.7273  -0.7309 -0.7344 0.0745  0.0709 0.0703

500 -0.7444  -0.7465 -0.7496 0.0298 0.0286 0.0284

-0.50 30 -0.4304 -0.4554 -0.4664 0.1778  0.1588 0.1580
50 -0.4585 -0.4760 -0.4759 0.1252  0.1245 0.1224

100 -0.4771  -0.4869 -0.4910 0.0931 0.0888 0.0852

500 -0.4948 -0.4974 -0.4995 0.0403 0.0393 0.0387

0.50 30  0.4666 0.4611  0.4829 0.1619  0.1498 0.1493
50  0.4856 0.4749  0.4856 0.1184  0.1221 0.1225

100 0.4866 0.4858  0.4975 0.0855 0.0862 0.0828

500 0.4976 0.4962  0.5003 0.0386  0.0394 0.0390

0.75 30 0.7093 0.6834 0.7074 0.1371  0.1261 0.1236
50  0.7257 0.7080 0.7260 0.0996 0.1010 0.0957

100 0.7304 0.7322  0.7352 0.0694  0.0677 0.0669

500 0.7468 0.7449  0.7476 0.0302 0.0299 0.0294
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Cizelge 6.2 Farkli Onseller Kullanilarak Bayesci Yontemle En Yiiksek Sonsal
Yogunluk Bolgesi(HPDR) Yiizdelikleri ve Alt-Ust Siirlart

HPDR Yiizdelikleri(%) ve Degerleri

¢ T Jeffreys Eslenik Normal KN
-0.75 30 96.4 96.5 96.9
(-0.9688 -0.4380) (-0.9541 -0.4191) (-0.9663 -0.4375)
50 95.8 96.3 96.9
(-0.9263 -0.5241) (-0.9080 -0.5160) (-0.9153 -0.5255)
100 95.4 95.6 95.8
(-0.8734 -0.5954) (-0.8687 -0.5921) (-0.8733 -0.5993)
500 94.9 94.9 95.1
(-0.8072 -0.6920) (-0.8026 -0.6904) (-0.8028 -0.6960)
-0.50 30 94.9 95.7 96.7
(-0.7776 -0.1552)  (-0.7701 -0.1497) (-0.7759 -0.1587)
50 95.5 95.7 96.6
(-0.7199 -0.2319) (-0.7159 -0.2361) (-0.7039 -0.2331)
100 94.9 95.3 95.6
(-0.6650 -0.3170)  (-0.6539 -0.3199) (-0.6506 -0.3192)
500 94.9 94.7 94.9
(-0.5759 -0.4231) (-0.5733 -0.4215) (-0.5738 -0.4225)
0.50 30 95.4 95.7 96.6
(0.1493 0.7839)  (0.1675 0.7547)  (0.1903 0.7755)
50 95.4 95.2 95.8
(0.2535 0.7177)  (0.2356 0.7142)  (0.2455 0.7057)
100 95.0 95.1 95.2
(0.3190 0.6542)  (0.3168 0.6548)  (0.3352 0.6598)
500 94.9 94.9 95.1
(0.4219 0.5733) (0.4190 0.5734) (0.4239 0.5767)
0.75 30 95.7 96.7 96.7
(0.4406 0.9780)  (0.4362 0.9306)  (0.4651 0.9497)
50 96.5 96.4 96.6
(0.5305 0.9209)  (0.5100 0.9060)  (0.5384 0.9136)
100 96.1 96.2 96.3
(0.5944 0.8664)  (0.5995 0.8649)  (0.6041 0.8663)
500 95.4 95.6 95.5

(0.6876 0.8060)

(0.6863 0.8035)

(0.6900 0.8052)

Simiilasyon sonucunda ¢izelge 6.1 incelendiginde; ¢ 'nin alinan tiim degerler esliginde

genel olarak RMSE degerlerinin birbirine ¢ok yakin oldugu, ancak kii¢iikk 6rneklem
genisliklerinde (T=30,50) kirpilmis Normal 6nsel kullanilarak elde edilen tahminlerin

daha iyi performans gosterdigi, 6rneklem genisligi arttikga RMSE degerlerinin birbirine
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yaklastig1 goriilmektedir. Yani, T>50 oldugunda her {i¢ 6nsel kullanilarak elde edilen

tahmin sonuglar1 birbirine yakin degerler almaktadir.

Cizelge 6.2 ile farkli 6nsellerden elde edilen sonsal dagilimlar kullanilarak parametre igin
HPDR’ler elde edilmistir. Buna gore 6rnegin, ¢ =—0.75 ve T=30 i¢in Kirpilmis Normal

Onsel dagilim kullanilarak elde edilen sonsal dagilimin beklenen degeri %96.9 olasilikla
(-0.9663, -0.4375) araligina diismektedir. Bu sekilde, ¢izelge 6.2 yorumlandiginda
Kirpilmis Normal Onseli diger dnsellere gore daha yiiksek HDPR yiizdeligi sunmaktadir.
Yani tiim 6rneklem genisliklerinde Kirpilmis Normal 6nseli diger 6nsellere gore daha dar
“giivenilir aralik” sunmakta olup 6zellikle kii¢iik 6rneklem genisliklerinde (T=30,50) ¢cok
daha dar giivenilir aralik sunmasiyla daha iyi performans gostermektedir. Orneklem
genisligi arttik¢a tiim 6nsellerin sundugu HPDR yiizdesinin birbirine ¢cok yakin oldugu

tespit edilmistir.

6.2 Gercek Veri Calismasi

Calismanin materyalini; bocek popiilasyon dinamikleri izerine uzmanlagmis Avustralyali
entomolog Alexander John Nicholson’ in 1950 yilinda koyun sinekleri (lucilia cuprina )
tizerine yapmis oldugu deneyin gozlemleri olusturmaktadir. Koyun sineklerinin,
koyunlarin kuyruguna yakin veya acikta kalan yaralardan birakmis oldugu kurtcuklar
yumurtalardan ¢ikar ve onlari daha da biiyiiten koyun etiyle beslenir. Sineklerin
yumurtlamalar1 i¢in yemege ihtiya¢ duymalari nedeniyle, popiilasyonlar1 iizerindeki
yogunluk etkileri Nicholson tarafindan incelenmistir. Bu amagla Nicholson, oncelikle
deney amacina uygun olarak bir kafes yapmistir. Bu kafese dengeli sayida olacak bi¢cimde
erkek ve disi koyun sineklerinden birakarak popiilasyonu olusturmustur. Kafesteki sinek
popiilasyonuna gerekli miktarda su ve koyun eti verip, iki giinde bir kontrol ederek iki y1l

boyunca kafesteki popiilasyon sayisini incelemistir.

Deneye ait gozlem sayist N=364 olup bu calismanin amacina uygun olarak

X,t=12,..,364 olmak iizere 218<t<299arasindaki 82 adet veri incelenmistir.

61


https://australian.museum/learn/animals/insects/australian-sheep-blowfly/

Veriler William W.S. Wei’ nin “Time Series Analysis Univariate and Multivariate
Methods “ kitabi sayfa 569’ tan alinmistir.

Bu c¢alismada veriler, otoregresif zaman serileri yontemleri ile analiz edilmis olup
parametre tahmin ydnteminde Bayesci yaklasim ele alinmistir. Oncelikle verilerin
duraganligi test edilmis, ACF ve PACF grafikleri cizdirilerek AR(1) modeline
uygunluguna sezgisel olarak bakilmis ve bazi testler yardimiyla Onerilen modele
uygunlugu 6l¢iilmiistiir. Daha sonra model parametresi i¢in uygun farkli 6nsel dagilimlar
kullanilarak parametreye ait Bayes tahmin edicileri elde edilmis ve sonuglari
karsilastirilmistir. Veriler i¢in uygulanan analizler ve hesaplamalar i¢in Matlab R2015a,

Minitab 17.0, SPSS 22, Excel paket programlarindan faydalanilmistir.

6.2.1 Model se¢imi

Zaman serisi analizi farkli adimlardan olusur ve giivenilir bir zaman serisi modeli bulmak
icin tiim bu adimlarin dikkatle incelenmesi gerekir. Bir zaman serisi oldugu diisiiniilen
veriye yaklasimin nasil oldugu asagidaki tabloda verilmis olup, bu metodoloji calismada

kullanilan verilere adim adim uygulanmastir.

Cizelge 6.3 Zaman Serisi Analiz Uygulama Siras1

.
y | * Zaman serisine gorsel yaklasim ve grafiksel analiz

J

§
M Serinin duraganliginin test edilmesi

/
y* | * Modele uygunlugun test edilmesi

/
i | * Klasik yontem ile model parametrelerinin tahmini

J

§
e Modeli tanimlama ve hatalarin testi

Koyun sinekleri popiilasyonuna ait verilerin zaman serisi grafigi asagida verilmistir.
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Sekil 6.1 Verilere Ait Zaman Serisi Grafigi

Sekil 6.1 incelendiginde, seriye ait herhangi bir dongii, trend veya mevsimsel bir hareket
gozlemlenmemis olup veriler arasinda diizensiz varyasyonlardan bahsedilebilir. Bu
nedenle serinin duragan oldugu sdylenebilir. Ancak duraganlik varsayiminin saglanmasi

icin matematiksel testlere ihtiya¢ vardir.

H, : Birim kok vardir (Seri duragan degildir)

H, : Birim kok yoktur (Seri duragandir)

Phillips-Perron ve Dickey-Fuller birim kok testi bir seriye ait duraganligin sinanmasinda
en sik kullanilan yontemler arasindadir. Bu boéliimde calismada kullanilan serinin
duraganliginin test edilmesi i¢in Dickey-Fuller birim kok testi uygulancaktir. Bu test i¢in

Excel programi kullanilarak elde edilen test sonuglari1 Cizelge 6.4 ve 6.5 ile verilmistir.
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Dickey-Fuller Birim Kok Testi:

Cizelge 6.4 Dickey-Fuller Birim Kok Testi

ANOVA

df SS MS F
Regresyon 1 10289760.12 10289760.12 12.87
Fark 78 62353352.62  799401.95
Toplam 79 72643112.75

katsayr  Standart t-istatistigi  p- %95°'lik %95 'lik

hata degeri  alt stmir  dist sumir

Orjinal_Seri  1123.84 318.50 3.52 0.0007 489.75 1757.94
Fark_Seri -0.26 0.073 -3.58 0.0005 -0.41 -0.12

*Fark_Gecikme_Seri: Orijinal Serinin 1. dereceden fark serisi

Cizelge 6.5 Dickey-Fuller Test Istatistigi

Uyarlanmus t-

istatistigi
Augumented Dickey-Fuller Test Istatistigi -3.58
%1 diizey -2.56
Kritik Degerler %5 diizey -1.94
%10 diizey -1.62

Cizelge 6.4 ve gizelge 6.5 incelendiginde Dickey-Fuller birim kok testi i¢in hesapalan t-
istatistigi degeri & = (-3.58) olup %5 anlam diizeyinde hesaplanan kritik degerden (-1.94)

daha kiigiik oldugu i¢in H; hipotezi reddedilir. Yani orijinal serinin duragan olduguna

karar verilir.

Serinin duraganliginin testinin ardindan, veriler i¢in model Onermesi yapilmasi
gerekmektedir. Bu oneri iki asamada gergeklesir. Ilk adimda serinin ACF ve PACF
grafikleri birlikte yorumlanir ve model igin gorsel tahmin yapilir. ikinci adimda ise

onerilen modele olan uygunlugu test edilir. Buna gore seriye ait ACF ve PACF grafikleri;
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Otokorelasyon ( ACF )
o © © o
S B R &

Kismi Otokorelasyon ( PACF )
2 2 888
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Gecikme (Lag) Gecikme(Lag)

Sekil 6.2 Seriye Ait
Grafigi (ACF)

Otokorelasyon | Sekil 6.3 Seriye Ait Pargali Otokorelasyon

Grafigi (PACF )

bi¢iminde elde edilir.

Serinin otokorelasyon grafigi incelendiginde, otokorelasyonlarin normal bir sekilde
azaldig1 goriilmektedir. Buradan serinin duragan olabilecegi Ongdriisii yapilabilir ki,
yukarida yapilan Dickey-Fuller duraganlik testi bu Ongdriiyli istatistiksel olarak
desteklemektedir. Kismi otokorelasyon grafigi incelendiginde 1. gecikmenin anlamli,
daha sonraki gecikmelerin anlamli olmadigi goriilmektedir. Bu ise serinin 1.dereceden

otoregresif (AR(1)) siireci olabilecegi ihtimalini kuvvetlendirmektedir.

Bir arastirmacinin elindeki 6rnekleme dair 6ne stirmiis oldugu modellerin hangisinin daha

uygun olduguna dair birgok hesaplama yontemi vardir. Bunlardan biri AIC bilgi
kriteridir.

Cizelge 6.6 AIC ( Akaike Information Criterion ) Degerleri

MA(0) MA(L) MA(2)
AR() * 8.329518 10.40252
AR(1) 7.894606 10.27835 12.42395
AR() 8.461519 10.28046 12.56719
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Modele uygunluk testi i¢in AIC degerleri incelendiginde, en kiigiik deger 7.894606

oldugundan model i¢in AR(1) slirecinin uygun olduguna karar verilir. Buna gore verilere

ait model; AR(1) modeli X, =C+¢X , +¢&, t=12,..,T olarak tammlanabilir.

6.2.2 Klasik yontemle parametre tahmini

Bu kisimda, ¢ parametresinin klasik yontemlerle tahmine iliskin sonuglar verilecektir.

AR(1) modeli X, =C+¢x _,+¢, t=12,..,T olmak iizere;

Cizelge 6.7 AR(1) Model Tablosu

Final Estimates of Parameters

Katsayilar Standart Hata t-degeri p-degeri
AR(1) 0.7563 0.0723 10.6 0.000
Constant 946.1 98.9 9.56 0.000
Mean 4045 423

Uyarlanmis Box-Pierce( Ljung-Box) Chi-Square Istatistigi

Lag 12 24 36 48
Chi-Square 5.19 12.23 27.49 31.36
df 10 22 34 46
p-degeri 0.878 0.952 0.777 0.951

olmak tizere model,;

X, =946.1+0.7563x, , + &, (6.2)

olarak tahmin edilmistir. Buna gore, AR(1) modeline ait ¢ parametresinin en ¢ok

olabilirlik yontemi ile elde edilen tahmin degeri QSMLE =0.7563 duir.
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Boliim 4.2°de bahsedildigi iizere, bir serinin otoregresif slire¢ olmasi i¢in hatalarin

birbirinden bagimsiz, beyaz giiriiltii siireci olmasi (&, ~WN(0,5%)) ve €, lerile X lerin

birbirinden bagimsiz olmasi1 gerekmektedir.

Autocorrelation
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Sekil 6.4, 6.5, 6.6 ve 6.7 birlikte degerlendirildiginde Kolmogorov-Simirnov testi

sonucunda hatalarin Normal dagilimli ve histogram grafigi esliginde sifir etrafinda

yaklagik simetrik bir dagilim gosterdigi,

hatalara ait otokorelasyon grafiginden

otokorelasyonlarinin %95 lik giiven diizeyi araliginda kaldig1 ve hatalarin birbirlerinden

bagimsiz oldugu, korelasyon grafiginden ise €, ler ile X, lerin birbirinden bagimsiz

oldugu, aralarinda bir korelasyonun olmadigi
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Ayrica 6rneklem serisinin Normal dagilip dagilmadigr test edildiginde asagidaki sekil 6.8

ve 6.9°dan goriilecegi iizere; X, ~ N(4139,1359°) olarak Normal dagilmaktadir.

Normal

Kolmogorov-Simirnov Test

w Mean 4139
- StDev 1359
ol N 82
B KS 0,056

P-Value >0,150
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5
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Sekil 6.8 Seriye Ait Kolmogorov-Simirnov
Testi

Sekil 6.9 Seriye Ait Histogram Grafigi

6.2.3 Bayesci sonug¢ ¢ikarimi

Caligmanin bu boliimiinde, kullanilan 6rneklem serisinin dagilimina uygun farkli 6nseller

kullanarak & tahmin edilip bu onseller sonug agisindan karsilastirilacaktir.

6.2.3.1 Jeffreys onsel dagilim ile bayesci sonug¢ ¢ikarim

Bir dnceki boliimde Jeffreys onseli kullanildiginda parametreye iliskin sonsal dagilim,

T

D XXy

J2

(6.3)

¢|0_7X1:T~N t=T2 ,
X1
2

t=
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olarak elde edilmisti. ¢ nin Bayes tahmin edicisi sonsal dagilimin beklenen degeri

oldugundan Y, =X —x, donisimi altinda Zyt Y, , Ve Zyﬁl olmak tlizere Bayes

tahmini:

¢Jeffreys =0.7658 (64)
olarak elde edilir.
6.2.3.2 Eslenik onsel dagilim ile bayesci sonu¢ ¢cikarim

Bir 6nceki boliimde eslenik Normal 6nsel dagilim kullanildiginda parametreye iliskin

sonsal dagilim o, o, ,d bilindiginde;

¢|O_, Xl:T N > X t=.|_2 + > ?+? (65)
—+o’ L T +o ¢
T ¢ ;th T ¢

biciminde elde edilmisti. ¢ 'nin Bayes tahmin edicisi sonsal dagilimin beklenen degeri

oldugundan Y, =X — 4, dOnUsimi altmda,z AR Z y2, olmak iizere Bayes

tahmini;

B =0.7566 (6.6)

olarak elde edilir.
6.2.3.3 Kirpilmis normal énsel dagilim ile bayesci sonug ¢ikarim

Bir dnceki boliimde, ¢ parametresi igin 6nsel dagilim olarak kirpilmis Normal dagilim

alindiginda parametreye ait sonsal dagilimin;
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""" ' V27 (oW 2) - o (-1- %)

(6.7)

oldugu gosterilmisti. Burada,

ve

dir. O halde otoregresif AR(1) modeline ait ¢ parametresine iliskin Bayes tahmini,

HE L - g

O.
¢Kpl sNormal — My T 01 X - L _-0,7560
wrpiimi orma, 1_ _1_
o(- M) —p(— 1)
0, 1
e 1

= ? ve o, =Nf" (6.8)
/ —0.7560 6.9)

¢ KurpilmisNormal

olarak elde edilir.

70



Buna gore, AR(1) modeli parametresi i¢in farkli onseller alinarak elde edilen Bayes

tahminleri ve Bayesci giivenilir araliklar ¢izelge 6.8 ile verilmistir.

Cizelge 6.8, ¢ ’nin Bayesci Yontemle Tahminleri ve En Yiiksek Sonsal Yogunluk

Bolgesi
Onsel ¢ Tahmini 95% HPDR
Jeffreys’ onseli 0.7658 [0.7150, 0.8166]
Eslenik(Conjugate) onsel 0.7566 [0.7131, 0.8001]
Kirpilmis Normal onseli 0.7560 [0.7180, 0.7940]
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7. SONUC ve TARTISMA

Bayesci yaklagim, temeli Bayes Teoremine dayanan ve bu teoreme gore yapilandiriimisg
istatistiksel bir yaklagimdir. Klasik yaklasimdan farkli olarak hi¢bir varsayima ihtiyag
duymayan bu yaklagimda parametreler birer rasgele degisken olarak diisiiniilmektedir. Bu
dogrultuda parametrelere ait bir dagilimin varligi séz konusudur. Onsel dagilim olarak
bilinen bu dagilim ile 6rneklem verisi birlestirilerek sonsal dagilim elde edilir. Bayesci
yaklasimda sonug¢ cikarimlari sonsal dagilim kullanilarak yapilir. Dolayisiyla sonsal
dagilimin elde edilmesinde arastirmacinin bilgisini ve tecriibesini temsil eden Onsel

dagilimin se¢imi ¢ok hassas ve 6nemli bir konudur.

Bayesci yontem ile sonu¢ ¢ikarimlarinda diger énemli bir konu ise giliven araligidir.
Parametrenin belirli degerler arasinda yer aldig1 bilgisi ilgilenilen kitleyi tanimada, bilgi
sahibi olmada 6nemli bir aractir. Bu noktada dnemli bir husus olarak Bayesci yaklagimda,
Klasik yaklagimda “giliven aralig1” tanimlamasi yerine “giivenilir aralik”, diger bir deyisle
“ En Yiksek Sonsal Yogunluk Boélgesi” (HPDR) tanimi kullanilir. Yorumlamada da
farkli olarak; ornegin sonsal dagilimin ortalamasi i¢in %95°lik bir giiven araligindan
bahsediliyorsa, ilgili araligin sonsal dagilimin ortalamasini icerme olasilift %95’tir

biciminde yorum yapilir.

Bayesci yaklagima konu olan bir¢ok istatistiksel analiz yontemi vardir. Bunlardan biri de
zaman serileri analizidir. Bu yontem; belirli bir ddnem (zaman) i¢inde gbzlemlenen veri
dizisine uygun modeller sunarak sonug¢ ¢ikarimi saglamaktadir. Bu modeller arasinda en
yaygin kullanilan ve bilinen otoregresif (AR) zaman serileridir. Birgok iktisadi veri AR

zaman serisi olarak modellenir.

Bu calismada, ilk olarak parametre tahmin yontemlerine deginilmistir. Bu tahmin
yontemlerinde biri olan Bayesci Yaklagim ele alinarak 6nsel dagilimlar ve bu dagilimlarla
birlikte elde edilen sonsal dagilim hakkinda bilgiler verilmistir. Onsel dagilimimn
seciminin 6nemi vurgulanarak bilgi iceren ve bilgi icermeyen dnsel dagilimlara 6rnekler

verilmis ve bu dagilimlar teorik olarak agiklanarak Sonsal dagilimin elde edilmesinde
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kullanilan simiilasyon tekniklerine yer verilmis, sonsal dagilim parametresine iligkin en

yiiksek sonsal yogunluk bolgesinin elde edilmesi teorik olarak agiklanmistir.

Daha sonra, otoregresif AR(1) modelinin genel model yapisi ve modelin duraganligi ile
ilgili klasik yontemler altinda genel bilgilere yer verilmistir. Ayrica ¢alismada, Bayesci
yontemde onsel dagilim olarak secilen kirpilmis normal dagilimi daha iyi kavramak
maksadiyla dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu, birikimli dagilim fonksiyonu,

beklenen deger ve varyansinin hesaplanmasi teorik olarak agiklanmistir.

Son olarak AR(1) modellerinden Matlab R2015a programi yardimiyla farkli 6rneklem
genisliklerinde sayilar iretilmis, ti¢ farkli 6nsel dagilim yardimiyla elde edilen sonsal
dagilimin ortalamasina iliskin Bayes tahminleri ve RMSE degerleri elde edilmis, bunlara
iligkin giivenilir araliklar (HPDR) hesaplanarak o6nsel dagilimlarin performans: test
edilmistir. Simiilasyon caligmasinin verimliligini goérmek adma bdcek popiilasyon
dinamikleri {izerine uzmanlagmis Avustralyali entomolog Alexander John Nicholson’ in
1950 yilinda koyun sinekleri (lucilia cuprina ) iizerine yapmis oldugu deneyin goézlemleri
gercek veri c¢alismasinda kullanilmistir. Buna gore; 82 adet veri igin oncelikle klasik
yontemlerle AR(1) zaman serisi analizi yapilarak parametre tahmini yapilmis, daha sonra
Bayesci yaklasim ile Jeffreys, Eslenik Onsel ve Kirpilmis Normal Onsel Dagilimi
kullanilarak bulunan sonsal dagilimlarin beklenen degerleri Bayes tahmin edicisi olmak

tizere modele iliskin parametre tahmin degerleri ve glivenilir araliklar1 hesaplanmistir.

Calismada goriilecegi tizere; otoregresif AR(1) zaman serilerinde parametre tahmini
yapilirken klasik yontemlerin hesaplamada kolaylik sagladigi ancak baslangic
varsayimlarina ihtiya¢c duymasi sebebiyle bu varsayimlart saglatmanin kolay olmadig:
gorilmistiir. Bayesci yaklasimda baslangic varsayimlarina ihtiya¢ duyulmadan analiz
yapilmasi pratiklik saglasa da 6nsel dagilimlarin se¢imi sonrasinda parametre tahmini i¢in

sonsal dagilima ulagsmak bircok matematiksel zorlugu beraberinde getirmektedir.

AR(1) modeline Bayesci yaklasim icin li¢ farkli onsel dagilim secilmis, bunlardan
Eslenik(Conjugate) Onsel eslenik 6nsel dagilima, Jeffreys bilgi icermeyen &nsel dagilima

ve Kirpilmis Normal Onsel, bilgi iceren énsel dagilima drnek teskil etmistir. Simiilasyon
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caligmasinda, li¢ farkli dnselin onerilmesiyle birlikte sonsal dagilima iliskin parametre
tahmin degerleri ve giivenilir araliklar1 degerlendirildiginde Kirpilmis Normal Onsel
dagilimin digerlerine nazaran daha iyi sonuglar verdigi, 6zellikle parametreye iliskin daha
dar giivenilir araliklar sundugu goézlemlenmistir. Ger¢ek veri ¢alismasi, simiilasyon
calismasini teyit ederek diger iki dnsel dagilimdan farkli olarak Kirpilmis Normal Onsel
Dagilim ile elde edilen sonsal dagilimin Bayes tahmin degeri en ¢ok olabilirlik tahmin

edici degerine daha yakin sonug¢ vermis ve daha dar giivenilir aralik ortaya koymustur.

Bilgi igeren Onsel dagilimlarin kullanilmasi parametrenin ger¢ek degerine daha yakin
sonuglar vermesini saglayacaktir. Buradan yola ¢ikarak, Eslenik (Conjugate) Normal
Onsel ile Kirpilmis Normal Onsel Dagilimimn teorik temelinde benzer olmasi gerek
simiilasyon gerekse gercek veri ¢alismasinda sonuglarin birbirine yakin olmasina sebep
olmustur. Jeffreys Onsel Dagilimi, parametre hakkinda 6nsel bir bilgi igermediginden

sonsal dagilimin parametresine iligkin Bayes tahmini gercek degerinden uzaklasmustir.
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EKLER

EK1 AR(1) modelinden say iiretip Jeffreys Onsel Dagihmi Kullanilarak Elde
Edilen Sonsal Dagihmin Bayes Tahminini Bulan ve Istenilen Sayida

Tekrarlayan MATLAB Program

EK 2 AR(1) modelinden say: iiretip Eslenik Onsel Dagiim Kullanilarak Elde
Edilen Sonsal Dagihmin Bayes Tahminini Bulan ve Istenilen Sayida

Tekrarlayan MATLAB Program
EK 3 AR(1) modelinden say1 iiretip Kirpilmis Normal Onsel Dagihim Kullanilarak

Elde Edilen Sonsal Dagihmin Bayes Tahminini Bulan ve Istenilen Sayida

Tekrarlayan MATLAB Program
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EK 1 AR(1) modelinden say iiretip Jeffreys Onsel Dagihmi Kullamlarak Elde
Edilen Sonsal Dagihmin Bayes Tahminini Bulan ve Istenilen Sayida

Tekrarlayan MATLAB Program

clc

clear all

syms n;

n=30;

x0=3; % X(0) baslangic degeri
teta=0.75;

o)

simsay = 2000; % Similasyon Sayisi
Q = zeros(l,simsay);
for s=l:simsay

hata=random('Normal',0,1,n,1); %$hatalardan N(0,1) sayi lUretme
y(1l,1)=teta*x0+hata(1l,1);
for i=2:n
y(l,1i)=teta*y(l,i-1)+hata(i,1l); % X(t)= QO*X(t-1)+e(t) lerin
hesaplama ve say1l lUretme

end
t=y' % Uretilen X (t) lerin transpozu
for j=2:n
TA(L,3-1)=(t(3,1)*t(3-1,1)); % X(J)*X(j-1) ler - pay
TB(1,3-1)=t(j-1,1)"2; % X(j-1)"2 ler - payda
end
A=sum (TA) % Toplam X (Jj)*X(j-1) - pay

B=sum(TB) % Toplam X (j-1)"2 - payda
Q(l,s)=A/B % Jeffreys Onsel Ile Tetanin Bayes Tahmin Edicisi

end

mteta = mean (Q)

mse =(1/(simsay-1))*sum( (Q-teta) .”"2);
rmse = sgrt (mse)

cil=mteta-1.96*rmse
ciu=mteta+l.96*rmse
sayac=0;
for s=l:simsay
if cil<Q(l,s) && Q(1l,s)<ciu
sayac=sayactl;
end
end
pp=(sayac/simsay) *100
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EK 2 AR(1) modelinden say: iiretip Eslenik Onsel Dagiimn Kullanilarak Elde
Edilen Sonsal Dagihmin Bayes Tahminini Bulan ve Istenilen Sayida

Tekrarlayan MATLAB Program

clc

clear all

syms n;

n=30;

x0=3; % X(0) baslangic degeri
teta=0.75;

vl=1;

v2=1;

d=0;

simsay = 2000; % Similasyon Sayisi
Q = zeros (l,simsay);
for s=l:simsay

hata=random('Normal',0,1,n,1); %Shatalardan N(0,1) sayi lUretme
y(l,1)=teta*x0+hata(l,1);
for i=2:n
y(l,i)=teta*y(l,i-1)+hata(i,1l); % X(t)= Q*X(t-1)+e(t) lerin
hesaplama ve sayi Uretme

end
t=y' % Uretilen X (t) lerin transpozu
for j=2:n
TA(1,3-1)=(t(3,1)*t(3-1,1)); % X(J)*X(j-1) ler - pay
TB(1l,j-1)=t(j-1,1)"2; $ X(j-1)72 ler - payda
end
A=sum (TA) % Toplam X (7)*X(j-1) - pay

B=sum (TB) % Toplam X (j-1)"2 - payda
Q(1,s)=(v2/((vl/n)+v2))* (A/B)+(v1l/((vl/n)+v2))*d % Eslenik Onsel
Ile Tetanin Bayes Tahmin Edicisi

end

mteta = mean (Q)

mse =(1/(simsay-1))*sum( (Q-teta) .”"2);
rmse = sgrt (mse)

cil=mteta-1.96*rmse
ciu=mteta+l.96*rmse
sayac=0;
for s=l:simsay
if cil<Q(1l,s) && Q(1l,s)<ciu
sayac=sayact+l;
end
end
pp=(sayac/simsay) *100
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EK 3 AR(1) modelinden say1 iiretip Kirpilmis Normal Onsel Dagilimi Kullanilarak
Elde Edilen Sonsal Dagihmin Bayes Tahminini Bulan ve Istenilen Sayida

Tekrarlayan MATLAB Program

clc

clear all

syms n;

n=30;

x0=3; % X(0) baslangic degeri
teta=0.75;

simsay = 2000; % Similasyon Sayisi
Q = zeros(l,simsay);

for s=l:simsay

hata=random('Normal',0,1,n,1); %$hatalardan N(0,1) sayi lUretme
y(1l,1)=teta*x0+hata(1l,1);
for i=2:n
y(l,1i)=teta*y(l,i-1)+hata(i,1l); % X(t)= QO*X(t-1)+e(t) lerin
hesaplama ve say1l lUretme

end
t=y' % Uretilen X (t) lerin transpozu
for j=2:n
TE(1,3-1)=(t(3,1)*t (3-1,1)); % X(J)*X(j-1) ler - pay
TF(1,3-1)=t(j-1,1)"2; % X(j-1)"2 ler - payda
end

E=sum (TE) +
F=sum (TF) +
M1=E/F
Zl=sqrt (1/F)

pay=normpdf ((-1-M1)/21,0,1)-normpdf ((1-M1)/21,0,1)
payda=normcdf ((1-M1)/721,0,1)-normcdf ((-1-M1)/21,0,1)

> Toplam X (j) *X(j-1) - pay
% Toplam X (j-1)"2 - payda

Q(1,s)=M1+7Z1* (pay/payda) % Kirpilmis Onsel Onsel Ile Tetanin Bayes
Tahmin Edicisi

end

mteta = mean (Q)

mse =(1/(simsay-1))*sum( (Q-teta) .”"2);
rmse = sgrt (mse)

cil=mteta-1.96*rmse
ciu=mteta+l.96*rmse
sayac=0;
for s=l:simsay
if cil<Q(1l,s) && Q(1,s)<ciu
sayac=sayact+l;
end
end
pp= (sayac/simsay) *100

80





