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Sayma süreçlerinden gelen veri kümesi yapısında sistematik değişimler bulunuyorsa 

model olarak durağan sayma süreçleri kullanılamaz. Bu durum, veri kümesi yapısında 

trendin olduğu ve ardışık olaylar arası geçen zamanların dağılımının aynı olmadığı 

anlamına gelmektedir. İstatistiksel olarak trendin ortaya çıkarılması önemli bir 

problemdir. Çalışmada trend testlerinin karşılaştırılması değişik sayma süreçleri üzerine 

yapılan simülasyon çalışması ile değerlendirilmiştir. 
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If there are systematic changes in the pattern of data set arising from the counting 

processes, stationary counting processes cannot be used as a model. This situation 

means that there is a trend in the data set and successive interarrival times are not 

identically distributed. Statistical determination of the trend is an important problem. 

Comparison of trend tests are evaluated and compared by the simulation studies under 

various distributions such as exponential, gamma, weibull etc. 
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1. GİRİŞ 

Zamanın bir fonksiyonu olarak gerçekleşen olayların sayısını sayan bir sürece sayma 

süreci denilmektedir. Bu sayma sürecine göre gerçekleşen ardışık olaylar arası geçen 

zamanların oluşturduğu rasgele değişken dizisi sayma sürecini tek olarak belirler. Örnek 

olarak, olaylar arası geçen zamanlar bağımsız ve aynı ܨ dağılımlı rasgele 

değişkenlerden oluşuyor ise bu sayma sürecinin modellenmesinde yenileme süreci 

kullanılabilir (Karlin 1975). Ancak uygulamada ortaya çıkan birçok bakım, onarım ve 

yer değiştirme problemlerinde ve güvenirlik teorisindeki başka analizlerde sayma 

sürecinden gelen veri kümesi sistematik değişim gösteren rasgele değişkenlerden 

oluşur. Sistematik değişim, sayma sürecinden gelen veri kümesi yapısında trend 

olduğunu ve bu sürece göre gerçekleşen olaylar arası geçen zamanların dağılımının aynı 

olmadığını ifade eder. Bu tür durumlarda model olarak homojen olmayan bir Poisson 

süreci ya da doğrudan stokastik monoton bir sayma süreci düşünülmelidir. 

Stokastik olarak modelleme yapmak için ilk olarak sayma sürecinden gelen veri kümesi 

yapısında bir trendin varlığının araştırılması gerekir. Trendin varlığı durumunda bu 

trend uygulamalarda karşımıza çoğunlukla monoton olarak çıkmaktadır. Monoton bir 

trend aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ sayma sürecinden gelen bir veri kümesi olsun. Burada ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ ‘ler 

bu sayma sürecine göre gerçekleşen ilk ݊ olay için olaylar arası geçen zamanları 

gösterir. ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ rasgele değişkenleri birbirinden bağımsız olmak üzere           

݅, ݆ א ሼ1,2, … , ݊ሽ için  ݅ ൏ ݆ iken ௜ܺ ൐௦௧ ሺ൏௦௧ሻ ௝ܺ , yani her ݔ ൐ 0 için                  

௑೔ܨ
ሺݔሻ ൏ ሺ൐ሻܨ௑ೕ ሺݔሻ   olması süreçte monoton bir trendin varlığını ifade eder. 

Trendin ortaya çıkarılmasında literatürde birçok trend testi vardır. Bu testlerden 

hangisinin kullanılacağına karar verilmesi önemli bir problemdir. 

Çalışma aşağıdaki gibi düzenlenmiştir. 
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İkinci bölümde, çalışmada kullanılacak olan bazı temel kavramlar üzerinde durulmakta, 

rasgele değişken, dağılım fonksiyonu, stokastik artan veya azalan olma, rasgele 

değişken dizilerinde yakınsamalar, güçlü büyük sayılar kanunu, Lindeberg-Levy 

merkezi limit teoremi, asimptotik normallik ve bazı önemli fonksiyonlar ile dağılımlar 

hatırlatılmaktadır.  

Üçüncü bölümde, stokastik süreç tanımı yapılarak, stokastik süreçlerle ilgili temel 

kavramlar verilip çalışmada sözü geçen bazı stokastik süreçler ile özellikleri 

özetlenmektedir. 

Dördüncü bölümde, trendin tanımı yapılıp, sayma süreçlerinden gelen bir veri 

kümesinde bir trend olup olmadığını  görsel olarak inceleyen bazı grafiksel yöntemler 

verilmektedir. Son olarak literatürde bulunan, veri içerisindeki trendin istatistiksel 

olarak anlamlılığının testi için önerilen trend testleri tanıtılmaktadır. 

Beşinci bölümde, sayma süreçlerinden gelen veri kümesindeki trendi ortaya çıkarmak 

için kullanılan literatürdeki trend testlerinin simülasyon ile karşılaştırılmaları 

yapılmaktadır. 

Altıncı bölümde ise yapılan simülasyon çalışmasının değerlendirilmesi verilmektedir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TANIMLAMALAR 

Bu bölümde çalışmada kullanılacak olan bazı temel kavramlar üzerinde durulmaktadır. 

Rasgele değişken, dağılım fonksiyonu, rasgele değişken dizilerinde yakınsamalar, güçlü 

büyük sayılar kanunu, Lindeberg-Levy merkezi limit teoremi, asimptotik normallik ve 

çalışma içinde kullanılacak bazı önemli fonksiyonlar ile dağılımlar hatırlatılmaktadır. 

2.1 Rasgele Değişken ve Dağılım Fonksiyonu 

Tanım (2.1.1) : ሺΩ, ܷ, ܲሻ bir olasılık uzayı olmak üzere  

ܺ: Ω ՜ Թ  

     ߱ ՜ ܺሺ߱ሻ  

fonksiyonu, her ܽ ߳ Թ için ሼ߱: ܺሺ߱ሻ ൑ ܽሽ߳ ܷ özelliğini sağlıyorsa, ܺ fonksiyonuna bir 

rasgele değişken denir. 

Bir rasgele değişkeninin değer kümesi Թ’nin bir alt kümesidir ve ܦ௑ ile gösterilir. Bu 

tanıma göre rasgele değişken örnek uzaya karşılık gelen Ω’nın elemanlarını reel sayılara 

aktaran bir fonksiyondur.  

Tanım (2.1.2) : ሺΩ, ܷ, ܲሻ bir olasılık uzayı ve ܺ bu uzay üzerinde tanımlı bir rasgele 

değişken olmak üzere  

:ܨ Թ ՜ ሾ0,1ሿ  

ݔ       ՜ ሻݔሺܨ ൌ ܲሺሼ߱ ׷  ܺሺ߱ሻ ൑   (ሽݔ

şeklinde tanımlanan ܨ fonksiyonuna, ܺ rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu denir. 

Dağılım fonksiyonu genellikle  ܨሺݔሻ ൌ ܲሺ ܺ ൑   .gösterimi ile kullanılır (ݔ

Teorem (2.1.1) : ሺΩ, ܷ, ܲሻ bir olasılık uzayı, ܺ bu uzay üzerinde tanımlı bir rasgele 

değişken ve  ܨ, ܺ rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu olsun. Bu durumda 

 ,azalmayan bir fonksiyon ܨ .1

 ,sağdan sürekli ܨ .2
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3. lim௫՜ିஶ ሻݔሺܨ ൌ 0 ve lim௫՜ஶ ሻݔሺܨ ൌ 1 

dir. 

Teorem (2.1.2) : ܺ bir rasgele değişken ve ܨ, ܺ rasgele değişkeninin dağılım 

fonksiyonu olsun. Bu durumda, 

1. ܽ, ܾ ߳ Թ ve ܽ ൏ ܾ olmak üzere, ܲሺሼ߱ ׷  ܽ ൏ ܺ ൑ ܾሽሻ ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

2. ܽ ߳ Թ olmak üzere ܲሺܺ ൌ ܽሻ ൌ ሺܽሻܨ െ   ሺܽିሻܨ

dir, burada ܨሺܽିሻ  ܨ fonksiyonunun ܽ noktasındaki soldan limitini göstermektedir. 

Tanım (2.1.3) : ܺ ve ܻ birer rasgele değişken olmak üzere her ݖ reel sayısı için             

ܲሺܺ ൐ ሻݖ ൒ ܲሺܻ ൐  ሻ eşitliği sağlanıyorsa ܺ stokastik olarak ܻ’den büyüktür veݖ

ܺ ൒௦௧ ܻ biçiminde gösterilir. Ayrıca ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ dizisi her ݊ ൌ 1,2, … 

için ܺ௡ ൑௦௧ ሺ൒௦௧ሻܺ௡ାଵ oluyorsa ሺܺ௡ሻ  stokastik artan (azalan) dizi olacaktır. 

2.2 Rasgele Değişken Dizilerinde Yakınsamalar 

ሺΩ, ܷ, ܲሻ bir olasılık uzayı, ܺ: Ω ՜ Թ ve ܺ௡: Ω ՜ Թ , ݊ ൌ 1,2, … birer rasgele değişken 

olmak üzere  

1. ܲሺሼ߱: lim௡՜ஶ ܺ௡ሺ߱ሻ ൌ ܺሺ߱ሻሽሻ ൌ 1 

oluyorsa, ሺܺ௡ሻ dizisine hemen hemen her yerde ܺ rasgele değişkenine yakınsar denir ve 

ܺ௡
௛௛௛௬
ሱۛ ሮۛ ܺ biçiminde gösterilir. 

ߝ׊ .2 ൐ 0 için lim௡՜ஶ ܲሺሼ  ߱: |ܺ௡ሺ߱ሻ െ ܺሺ߱ሻ| ൏ ሽሻߝ ൌ 1 

oluyorsa, ሺܺ௡ሻ dizisine ܺ rasgele değişkenine olasılıkta yakınsar denir ve                   

ܺ௡
௣
՜ ܺ biçiminde gösterilir. 

3. ܺ rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu ܨ ve ݊ ൌ 1,2, … için ܺ௡ rasgele 

değişkeninin dağılım fonksiyonu ܨ௡ olmak üzere, ܨ’ in sürekli olduğu ݔ  noktalarında 

           lim௡՜ஶ ሻݔ௡ሺܨ ൌ   ሻݔሺܨ
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oluyorsa, ሺܺ௡ሻ dizisine ܺ rasgele değişkenine dağılımda yakınsar denir ve                   

ܺ௡
ௗ
՜ ܺ biçiminde gösterilir. Dağılımda yakınsamada ܺ rasgele değişkeni ܺ௡ rasgele 

değişkenleri ile aynı olasılık uzayında tanımlı olmak zorunda değildir.  

Rasgele değişkenlerin dizilerinde yakınsama türleri arasındaki ilişkiler aşağıdaki 

teoremlerle ifade edilir. 

Teorem (2.2.1) : (Arnold 1990) 

1. ܺ௡
௛௛௛௬
ሱۛ ሮۛ ܺ ฺ ܺ௡

௣
՜ ܺ 

2. ܺ௡
௣
՜ ܺ ฺ ܺ௡

ௗ
՜ ܺ 

3. ܿ bir sabit olmak üzere ܲሺܺ ൌ ܿሻ ൌ 1 iken ሺ2ሻ’ nin tersi doğrudur, yani 

ܺ௡
ௗ
՜ ܿ ฺ  ܺ௡

௣
՜ ܿ . 

Teorem (2.2.2) : (Arnold 1990) ܾ bir sabit olmak üzere ܺ௡
ௗ
՜ ܺ ve ௡ܻ

௣
՜ ܾ olsun. Bu 

durumda  

1. ܺ௡ ൅ ௡ܻ  
ௗ
՜ ܺ ൅ܾ , 

2. ܺ௡ ௡ܻ  
ௗ
՜ ܾܺ , 

3. ܺ௡/ ௡ܻ 
ௗ
՜ ܺ/ܾ  ሺܾ ് 0ሻ . 

Teorem (2.2.3) : (Glivenko-Cantelli) ܺ rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu ܨ ve 

݊ ൌ 1,2, … için ܺ௡ rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu ܨ௡ olmak üzere, ܨ’nin 

sürekli olduğu ݔ  noktalarında Pሺlim௡՜ஶ
௦௨௣

௫ ሻݔ௡ሺܨ| െ |ሻݔሺܨ ൌ 0ሻ ൌ 1’dir. 

2.3 Güçlü Büyük Sayılar Kanunu 

ܺ௡, sonlu ortalama ߤ ile bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele değişkenlerin bir dizisi 

olmak üzere  ଵ
௡

∑ ௜ܺ
௛௛௛௬
ሱۛ ሮۛ ௡ߤ

௜ୀଵ  dür.  

2.4 Lindeberg-Levy Merkezi Limit Teoremi 

ܺ௡, bağımsız ve ikinci momenti mevcut aynı dağılımlı (ortalaması ߤ, varyansı ߪଶ) olan 

rasgele değişkenlerin bir dizisi olmak üzere 
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  √௡ሺ௑ത೙ିఓሻ
ఙ

 
ௗ
՜  ܼ~ܰሺ0,1ሻ’ dir.  Burada തܺ௡ ൌ ଵ

௡
∑ ௜ܺ

௡
௜ୀଵ  olarak ifade edilir. 

2.5 Asimptotik Normallik 

ܺ௡ rasgele değişkenlerin bir dizisi olmak üzere  ௑೙ି௔೙
௕೙

 
ௗ
՜ ܰሺ0,1ሻ olacak şekilde reel 

sayıların ሺܽ௡ሻ ve yeterince büyük her ݊ için pozitif reel sayıların ሺܾ௡ሻ dizileri varsa ܺ௡ 

dizisine ܽ௡ ortalaması ve ܾ௡
ଶ varyansı ile asimptotik normal denir ve ܺ௡~ܰܣሺܽ௡, ܾ௡

ଶሻ 

biçiminde gösterilir. Burada ܽ௡ sayısı ܺ௡’ in beklenen değeri ve ܾ௡
ଶ sayısı ܺ௡’ in 

varyansı olmayabilir. Bu sebepten dolayı ܽ௡ sayısına asimptotik ortalama ve  ܾ௡
ଶ 

sayısına asimptotik varyans denir (Serfling 1980). 

2.6 Bazı Önemli Fonksiyonlar  

 ሻ gösterimiࢎሺ࢕ 2.6.1

݂  reel değerli bir fonksiyon olmak üzere lim௛՜଴
௙ሺ௛ሻ

௛
ൌ 0 ise ݂ሺ݄ሻ ൌ  .ሺ݄ሻ yazılır݋

Yukarıdaki tanımdan, ݂ሺ݄ሻ ൌ ݄ ሺ݄ሻ olduğunda݋ ՜ 0 iken ݂ሺ݄ሻ fonksiyonu ݄’den daha 

hızlı sıfıra yaklaşacaktır. 

݂ሺ݄ሻ ൌ ሺ݄ሻ ve ݃ሺ݄ሻ݋ ൌ ሺ݄ሻ iken  ݂ܽሺ݄ሻ݋ ൅ ܾ݃ሺ݄ሻ ൌ  .ሺ݄ሻ olduğu açıktır݋

2.6.2 Hazard (Bozulma Oran) fonksiyonu 

ܺ bir birimin bozulma zamanını gösteren rasgele değişken olsun. ܺ’ in sürekli olduğu 

kabul edilsin.  ܺ rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu ܨሺݐሻ ൌ ܲሺܺ ൑  ሻ ve yaşamݐ

fonksiyonu ܵሺݐሻ ൌ ܲሺܺ ൐ ሻݐ ൌ 1 െ  ሻ  dir. Böylece ܺ rasgele değişkeni içinݐሺܨ

yoğunluk fonksiyonu ݂ሺݐሻ ൌ ௗிሺ௧ሻ
ௗ௧

ൌ െ ௗௌሺ௧ሻ
ௗ௧

 biçiminde yazılır.                  

ܲሺݐ ൏ ܺ ൑ ݐ ൅ ሻݐ∆ ൌ ሻݐሺ݂ݐ∆ ൅   uzunluklu çok küçük bir ݐ∆ ሻ yazılabildiğindenݐ∆ሺ݋

ሺݐ, ݐ ൅  .ሻ dırݐሺ݂ݐ∆ ሿ zaman aralığında birimin bozulması olasılığı yaklaşık olarakݐ∆

Benzer olarak ݐ yaşında olan bir birimin yine aynı ∆ݐ uzunluklu çok küçük bir        

ሺݐ, ݐ ൅ ሿ zaman aralığında bozulması olasılığı yaklaşık olarak ௙ሺ௧ሻ∆௧ݐ∆
ௌሺ௧ሻ

 olacaktır. Bu 

noktadan hareketle ݄ሺݐሻ ൌ ௙ሺ௧ሻ
ௌሺ௧ሻ

  ile tanımlanan ݄ fonksiyonuna hazard yada bozulma 
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oran fonksiyonu denir. Bu fonksiyonun ܨሺݐሻ ൏ 1 şartını sağlayan negatif olmayan ݐ 

değerleri için tanımlı olduğunu hatırlatalım. Genel olarak, kabaca ifade edilecek olursa 

݄ሺݐሻ ݐ yaşında olduğu bilinen bir birimin hemen hemen anlık bozulmasının olasılığını 

verir. ܪሺݐሻ ൌ ׬ ݄ሺݑሻ݀ݑ௧
଴  ile tanımlanan ܪ fonksiyonuna birikimli hazard fonksiyonu 

adı verilir. ܵሺݐሻ ൌ ݁ିுሺ௧ሻ olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Yukarıdaki tanımdan 

görülebileceği gibi ݂, ,ܨ ܵ, ݄,ve ܪ fonksiyonları matematiksel olarak denktirler, yani 

birbirlerini tek olarak belirlerler. 

Eğer ݄ሺݐሻ fonksiyonu ݐ’ ye göre azalmayan ise ܺ rasgele değişkeni artan bozulma 

oranına (IFR), ݐ’ ye göre artmayan ise ܺ rasgele değişkeni azalan bozulma oranına 

(DFR), ݐ’ ye göre sabit ise ܺ rasgele değişkeni sabit bozulma oranına (CFR) sahiptir 

denir. 

2.7 Bazı Önemli Dağılımlar 

2.7.1 Üstel dağılım 

Bir ܺ rasgele değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

݂ሺݔሻ ൌ  ଵ
஘

݁
షೣ
ഇ , ݔ ൐ 0 ; ߠ ൐ 0  

biçimde ise ܺ rasgele değişkeni ߠ parametreli üstel dağılıma sahiptir denir ve 

ܺ~Üstelሺߠሻ ile gösterilir. Üstel dağılımda ܧሺܺሻ ൌ ሺܺሻݎܸܽ ve  ߠ ൌ  ଶ dir. Ölçekߠ

parametresi ߠ nın her bir değeri için dağılımın şekli aynıdır. Üstel dağılıma ilişkin 

yaşam ve hazard fonksiyonları sırasıyla ܵሺݐሻ ൌ ݁ି೟
ഇ ve ݄ሺݐሻ ൌ ଵ

ఏ
 ‘dır. Üstel dağılımın 

sabit bozulma oranına (CFR) sahip olduğu açıktır. 

Üstel dağılım birçok bakım, onarım ve yer değiştirme problemlerinde ve güvenirlik 

teorisindeki başka analizlerde sıkça kullanılan bir dağılımdır. Bunun en büyük nedeni 

hafızasızlık özelliğini taşımasıdır. Hafızasızlık özelliği 

 ܲሺܺ ൐ ݏ ൅ ܺ|ݐ ൐ ሻݐ ൌ ܲሺܺ ൐ ,ሻݏ ,ݏ׊ ൐ ݐ 0                                                         (2.1) 

ile tanımlanır.  Böylece üstel dağılımlı ݐ yaşındaki bir birimin en az ݏ ൅  süre çalışması ݐ

olasılığı, yeni birimin en az ݏ süre çalışması olasılığına eşit olacaktır. (2.1) ifadesi 



8 
 

ݏሺܨ ൅ ሻݐ ൌ   ሻݐሺܨሻݏሺܨ

ifadesine denktir. Bilindiği üzere sürekli dağılımlar ailesi içerisinde yukarıdaki 

fonksiyonel denklemi, yani hafızasızlık özelliğini sağlayan tek dağılım üsteldir. 

2.7.2 Gamma dağılımı 

Bir ܺ rasgele değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

݂ሺݔሻ ൌ ௫ഀషభ௘
షೣ
ഇ

୻ሺఈሻఏഀ  , ݔ ൐ 0 ; ߙ ൐ 0 ; ߠ ൐ 0  

biçiminde ise ܺ rasgele değişkenine ߙ  ve ߠ parametreli Gamma dağılımına sahiptir 

denir ve ܺ~Gammaሺߙ, ሺܺሻܧ ሻ ile gösterilir. Gamma dağılımındaߠ ൌ ሺܺሻݎܸܽ ve  ߠߙ ൌ

 ise ölçek parametresi olarak adlandırılır. Genel olarak ߠ ,şekil parametresi  ߙ .ଶ dirߠߙ

Gamma dağılımına ilişkin yaşam fonksiyonu kapalı bir formda yazılamaz. ߙ  tamsayı 

iken bu fonksiyon ܵሺݐሻ ൌ ݁ି೟
ഇ ሺ1 ൅ ௧

ఏ
൅ ଵ

ଶ!
ቀ௧

ఏ
ቁ

ଶ
൅ ڮ ൅ ଵ

ሺఈିଵሻ!
ቀ௧

ఏ
ቁ

ఈିଵ
ሻ biçimindedir. 

Gamma dağılımının hazard fonksiyonu ise ߙ ൏ 1 iken azalan bozulma oranına (DFR), 

ߙ ൌ 1 iken sabit bozulma oranına (CFR), ߙ ൐ 1 iken artan bozulma oranına (IFR) 

sahiptir. Ayrıca ߙ ൌ 1 iken ܺ~Üstelሺߠሻ olur.  

2.7.3 Weibull dağılımı 

ܻ~Üstelሺߠሻ olsun. ߙ ൐ 0 için ܺ ൌ ܻଵ/ఈ dönüşümü ile verilen ܺ rasgele değişkeninin 

olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

݂ሺݔሻ ൌ ఈ
ఏ

ఈିଵ݁ݔ
షೣഀ

ഇ  , ݔ ൐ 0 ; ߠ ൐ 0 ; ߙ  ൐ 0  

biçiminde elde edilir.  Bu olasılık yoğunluk fonksiyonuna sahip bir ܺ rasgele değişkeni 

,ߙparametreli Weibull dağılımına sahiptir denir ve ܺ~Weibullሺ ߠ ve  ߙ  .ሻ ile gösterilirߠ

Weibull dağılımında  ܧሺܺሻ ൌ ଵߠ ఈൗ Γሺఈାଵ
ఈ

ሻ ve ܸܽݎሺܺሻ ൌ ଶߠ ఈൗ Γሺఈାଶ
ఈ

ሻ’ dir. Burada ߙ 

şekil parametresi, ߠ ise ölçek parametresidir. Weibull dağılımının yaşam fonksiyonu 

ܵሺݐሻ ൌ ݁
ష೟ഀ

ഇ  ve hazard fonksiyonu ݄ሺݐሻ ൌ ఈ
ఏ

ߙ ఈିଵ şeklindedir. Weibull dağılımıݐ ൏ 1 
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iken azalan bozulma oranına (DFR), ߙ ൌ 1 iken sabit bozulma oranına (CFR), ߙ ൐ 1 

iken artan bozulma oranına (IFR) sahiptir.  

2.7.4 Normal dağılım 

ଶߪ Թ ve ߳ ߤ ൐ 0 olmak üzere normal dağılıma sahip bir ܺ rasgele değişkeninin olasılık 

yoğunluk fonksiyonu, 

݂ሺݔሻ ൌ ଵ
√ଶగఙమ ݁ି భ

మ഑మሺ௫ିఓሻమ
 ,   Թ ߳ ݔ

biçimindedir. ܺ~ܰሺߤ ,  ଶሻ ile gösterilir. ܺ normal dağılıma sahip bir rasgele değişkenߪ

ise ܼ ൌ ௑ିఓ
ఙ

 rasgele değişkeni standart normal dağılıma sahiptir. Yani, ܼ~ܰሺ0 , 1ሻ olup 

olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

݂ሺݖሻ ൌ ଵ
√ଶగ

݁ି೥మ

మ  ,   Թ ߳ ݖ

şeklindedir.  

Normal dağılım tüm reel sayılar kümesi üzerinde tanımlanmış olmasına rağmen bir 

ömür dağılımı olarak literatürde yer bulmaktadır.  

2.7.5 Lognormal dağılım 

ܺ ൐ 0 olmak üzere ݈݃݋ ܺ~ܰሺߤ ,  ଶߪ ve ߤ ଶሻ ise ܺ rasgele değişkeninin dağılımıߪ

parametreli lognormal dağılımdır. Bu dağılımın olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

݂ሺݔሻ ൌ ଵ
√ଶగఙమ

ଵ
௫

݁ି భ
మ഑మሺ୪୭୥ ሺ௫ሻିఓሻమ

 , ݔ ൐ 0  

biçimindedir. Lognormal dağılımda ܧሺܺሻ ൌ ݁ఓା഑మ

మ  ve ܸܽݎሺܺሻ ൌ ݁ଶሺఓାఙమሻ െ ݁ଶఓାఙమ 

olduğu kolayca gösterilebilir. 

Normal ve lognormal dağılımlarının ܵሺݐሻ  ve ݄ሺݐሻ fonksiyonları başlangıçta artan olup 

ݐ ՜ ∞ iken sıfıra yakınsar ve eninde sonunda azalan bir biçime sahip olmaktadır. 
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3. STOKASTİK SÜREÇLER 

Bu bölümde stokastik süreç tanımı yapılarak, stokastik süreçlerle ilgili temel kavramlar 

verilip çalışmada sözü geçen bazı stokastik süreçler ile özellikleri özetlenmektedir.  

Tanım (3.1) : ሺΩ, ܷ, ܲሻ bir olasılık uzayı olsun. ܶ bir parametre kümesi olmak üzere 

  ܺ ׷  ܶ ൈ  Ω ՜ Թ   

          ሺݐ, ሻݓ   ՜ ܺሺݐ,   ሻݓ

biçimindeki ܺ fonksiyonunu göz önüne alalım. Her sabit ݐ ߳ ܶ için ܺሺݐ,  ሻ fonksiyonuݓ

bir rasgele değişken ise ܺ fonksiyonuna bir stokastik süreç denir. Bu stokastik süreç 

genellikle ሼܺሺݐሻ,   .ሽ biçiminde gösterilirܶ ߳ ݐ

Her sabit ݐ ߳ ܶ için ܺሺݐ,  ile gösterilen ܧ ሻ fonksiyonunun aldığı değerlerin kümesineݓ

durum uzayı, her sabit ߳ݓΩ için bu sürecin verdiği ݐ’nin fonksiyonuna sürecin bir 

yörüngesi adı verilir. 

ሼܺሺݐሻ,  ሻݐiçin ܺሺ ܶ ߳ ݐ ሽ herhangi bir stokastik süreç olsun. Verilen herhangi birܶ ߳ ݐ

rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu ܨ௑ሺ௧ሻሺݔ; ሻݐ ൌ ܲሺܺሺݐሻ ൑ ,ሻݔ   .Թ ile verilir߳ݔ

,ଵݐ ,ଶݐ … , ,ଵሻݐ௡ ߳  ܶ için ܺሺݐ ܺሺݐଶሻ, … , ܺሺݐ௡ሻ rasgele değişkenlerinin ortak dağılım 

fonksiyonu, ܨ௑ሺ௧భሻ,…,௑ሺ௧೙ሻሺݔଵ, … , ;௡ݔ ,ଵݐ … , ௡ሻݐ ൌ  ܲሺ ଵܺሺݐଵሻ ൑ ,ଵݔ … , ܺ௡ሺݐ௡ሻ ൑  ௡ሻ ileݔ

tanımlanır ve sürecin ݊ boyutlu dağılımı adı verilir. 

ሼܺሺݐሻ,          ሽ bir stokastik süreç olsun. İkinci momentin varlığı koşulu altındaܶ ߳ ݐ

ሻݐሺܯ ൌ ሻݐሻ൯, ܸሺݐ൫ܺሺܧ ൌ ሻ൯ݐ൫ܺଶሺܧ െ  ve ܸ fonksiyonlarına ܯ ሻ ile verilenݐଶሺܯ

sırasıyla ortalama değer ve varyans fonksiyonları denir. ܭሺݏ, ሻݐ ൌ ,ሻݏ൫ܺሺݒ݋ܥ ܺሺݐሻ൯ ൌ

ሻ൯ݐሻܺሺݏ൫ܺሺܧ െ ,ݏ     ሻݐሺܯሻݏሺܯ  fonksiyonuna ise sürecin kovaryans fonksiyonu ܶ ߳ ݐ

adı verilir. 

3.1 Bazı Klasik Stokastik Süreçler 

Bu kısımda çoğu stokastik sürecin tanımlanmasında kullanılan bağımsız artışlılık, 

durağan artışlılık, güçlü durağanlık ve zayıf durağanlık kavramları aşağıda verilmiştir. 



11 
 

Tanım (3.1.1) : ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ bir stokastik süreç olsun. ܶ ‘den alınan   ݐଵ ൏ ଶݐ ൏ ڮ ൏

,ଵݐ ௡  şartını sağlayan sonlu taneݐ ,ଶݐ … , ଶሻݐ௡ ‘nin her seçimi için ܺሺݐ െ ܺሺݐଵሻ, ܺሺݐଷሻ െ

ܺሺݐଶሻ, … , ܺሺݐ௡ሻ െ ܺሺݐ௡ିଵሻ  rasgele değişkenleri birbirinden bağımsız ise     

ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ stokastik sürecine bağımsız artışlıdır denir.  

Benzer olarak, ܶ parametre kümesinin en küçük bir elemanı varsa, ݐ଴ bu elemanı 

göstermek üzere bağımsız artışlılığın tanımı ܺሺݐ଴ሻ, ܺሺݐଵሻ െ ܺሺݐ଴ሻ, … , ܺሺݐ௡ሻ െ ܺሺݐ௡ିଵሻ  

rasgele değişkenlerinin bağımsızlığı ile verilir. 

Tanım (3.1.2) : ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ bir stokastik süreç olsun. Her א ݐ  ܶ ve her ݄ ൐ 0 için 

ݐ ൅ א ݄ ܶ olmak üzere ܺሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܺሺݐሻ rasgele değişkeninin dağılımı yalnızca ݄ ‘ye 

bağlı ሺݐ’den bağımsızሻ ise ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ sürecine durağan artışlıdır denir.  

ܶ ൌ ሾ0,∞ሻ ya da ܶ ൌ ሼ0, 1, 2, … ሽ olmak üzere ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ bağımsız ve durağan 

artışlı bir süreç ise bu sürecin ortalama değer ve varyans fonksiyonlarının lineer 

oldukları kolaylıkla gösterilebilir. 

Gerçekte ሼܺሺݐሻ,  ሽ durağan artışlı ikenܶ ߳ ݐ

ሻ൯ݐ൫ܺሺܧ ൌ ൫ܺሺ1ሻ൯ܧൣ െ ݐ ൫ܺሺ0ሻ൯൧ܧ ൅ ݐ   ,    ൫ܺሺ0ሻ൯ܧ א ܶ  

ve ሼܺሺݐሻ,   ሽ bağımsız ve durağan artışlı ikenܶ ߳ ݐ

ሻ൯ݐ൫ܺሺݎܸܽ ൌ ൫ܺሺ1ሻ൯ݎܸܽൣ െ ݐ ൫ܺሺ0ሻ൯൧ݎܸܽ ൅ ,   ൫ܺሺ0ሻ൯ݎܸܽ ݐ א ܶ                              

dir. Ayrıca bu sürecin kovaryans fonksiyonu 

,ሻݏ൫ܺሺݒ݋ܥ ܺሺݐሻ൯ ൌ ,ݏ൫ܺሺ݉݅݊ሺݎܸܽ ,ሻሻ൯ݐ ,ݏ ݐ א ܶ  

ile verilir. 

Tanım (3.1.3) : ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ bir stokastik süreç olsun. Verilen bir ݊ doğal sayısı için, 

,ଵݐ ,ଶݐ … , ௡ݐ א ܶ ve ݄ א ܶ olmak üzere ሼܺሺݐଵሻ, … , ܺሺݐ௡ሻሽ ile ሼܺሺݐଵ ൅ ݄ሻ, … , ܺሺݐ௡ ൅ ݄ሻሽ 

rasgele vektörleri aynı dağılımlı ise ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ süreci ݊. mertebeden güçlü 

durağandır ve her sonlu mertebeden güçlü durağan süreç güçlü durağan olarak 

adlandırılır. 
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Bir süreç güçlü durağan ise ܺሺݐሻ rasgele değişkeninin dağılımı ݐ’ den bağımsızdır ve 

tüm moment fonksiyonları sabittir. 

Tanım (3.1.4) : ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ bir stokastik süreç olsun. ܶ bir parametre kümesi ve bu 

sürecin kovaryans fonksiyonu ܭሺݏ, ,ݏሺܭ ,ሻ olmak üzereݐ ݐ| ሻ fonksiyonu yalnızcaݐ െ  ’|ݏ

nin bir fonksiyonu olarak elde edilmiş ise ሼܺሺݐሻ , א ݐ  ܶሽ stokastik sürecine zayıf 

durağan veya kovaryans durağan denir. 

Bir süreç zayıf durağan ise varyans fonksiyonu sabittir. 

3.2 Sayma Süreçleri 

Tanım (3.2.1) : ܰሺݐሻ, ሺ0,  ሿ aralığında gerçekleşen belli bir türden olayların sayısıݐ

olmak üzere ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ stokastik sürecine bir sayma süreci denir. 

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma süreci ܶ ൌ ሾ0,∞ሻ ve ܧ ൌ ሼ0,1,2, … ሽ ile sürekli parametre ve 

kesikli durum uzaylı bir süreçtir. ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma süreci aşağıdaki özelliklere 

sahiptir. 

1. ܰሺݐሻ ൒ 0 , ݐ׊ ൒ 0, 

2. ܰሺݐሻ negatif olmayan tamsayı değerli bir rasgele değişkendir, 

3. Eğer ݏ ൏ ሻݏise ܰሺ ݐ ൑ ܰሺݐሻ ‘dir, 

ݏ .4 ൏ ሻݐiçin ܰሺ ݐ െ ܰሺݏሻ  , ሺݏ,  .ሿ aralığında gerçekleşen olay sayısıdırݐ

Tanım (3.2.2) : ሼܰሺݐሻ, ൒ ݐ 0ሽ bir sayma süreci olsun. Bu süreçte ଵܺ rasgele değişkeni 

ilk olay gerçekleşinceye kadar geçen zaman olmak üzere ܺ௡ rasgele değişkeni ሺ݊ െ 1ሻ. 

olay gerçekleştikten sonra ݊. olay gerçekleşinceye kadar geçen zamanı belirtsin. Bu 

şekilde oluşturulan ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ  dizisine ሼܰሺݐሻ, ൒ ݐ 0ሽ  sayma sürecinin varışlar 

arası geçen zaman dizisi adı verilir. Bu dizi sayma sürecini tek olarak belirler. 

ܵ଴ ൌ 0 ve ܵ௡ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ڮ ൅ ܺ௡, ݊ ൌ 1,2, …  yazalım. Burada ܵ௡ sayma sürecinin ݊. 

olayının varış zamanını gösterir.  

Her sabit  ݐ ൒ 0 için ܰሺݐሻ ൌ :ሼ݊ݏ݇ܽ݉ ܵ௡ ൑ ሻݐሽ olduğu açıktır. Ayrıca ሼܰሺݐ ൒ ݊ሽ olayı 

ሼܵ௡ ൑ ሻݐሽ olayına denk olduğundan  ܲሺܰሺݐ ൒ ݊ ሻ ൌ ܲሺܵ௡ ൑  .ሻ olacaktırݐ
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ሼܰሺݐሻ, ൒ ݐ 0ሽ bir sayma süreci olsun. Bu sürece göre bir aralıkta gerçekleşen olayların 

sayısının dağılımı yalnızca o aralığın uzunluğuna bağlıysa bu sayma süreci durağan 

artışlıdır. Literatürde durağan artışlı bir sayma sürecine kısaca durağan denilmektedir 

(Ascher ve Feingold 1984). Ayrıca bir sayma sürecinin bağımsız artışlı olması demek, 

ayrık aralıklarda gerçekleşen olay sayısının birbirinden bağımsız olması anlamına 

gelmektedir. 

Genel anlamda durağan bir sayma süreci için varışlar arası geçen zaman dizisine ilişkin 

ሼܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … ሽ süreci güçlü durağan değildir. Örneğin, Kısım 3.3.6’ da tanımlanacak 

olan durağan bir yenileme sürecinde varışlar arası geçen zaman dizisi güçlü durağan 

değildir. Tersine, varışlar arası geçen zaman dizisinin güçlü durağan olması da sayma 

sürecinin durağan olmasını gerektirmez. Yenilemeler arası geçen zamanların dağılımı 

bilinmeyen ߠ ve bilinen ߛ ൌ 800 saat garanti parametresi ile iki parametreli üstel olan 

bir yenileme sürecinde ܰሺ800ሻ െ ܰሺ0ሻ ve ܰሺ1000ሻ െ ܰሺ200ሻ rasgele değişkenleri 

aynı dağılımlı olmayacağından süreç  durağan değildir. 

Tanım (3.2.3) : ሼܰሺݐሻ, ൒ ݐ 0ሽ bir sayma süreci olsun. Bu sayma sürecinin          

ሻݐሺܯ ൌ ,ሻ൯ݐ൫ܰሺܧ ݐ ൒ 0 ile tanımlı ܯሺݐሻ ortalama değer fonksiyonu sağdan sürekli ve 

azalmayan bir fonksiyondur. ܯሺݐሻ fonksiyonunun türevlenebilir olduğu varsayımı 

altında  

݉ሺݐሻ ൌ ,ሻݐᇱሺܯ ݐ ൒ 0   

ile tanımlanan ݉ fonksiyonuna sürecin bozulma oranı (SBO) denir. 

Gerçekte sürecin bozulma oran fonksiyonu ݉ሺݐሻ zamana göre bozulmaların beklenen 

sayısının anlık oranını ifade eder. 

݉ fonksiyonu ile verilen SBO ile ݄ bozulma oran fonksiyonu birbirine 

karıştırılmamalıdır. ௌ݂೙, ܵ௡ rasgele değişkeninin olasılık yoğunluk fonksiyonu olmak 

üzere  ݉ሺݐሻ ൌ ∑ ௌ݂೙
ஶ
௡ୀଵ ሺݐሻ olduğu açıktır. Bu durumda çok küçük bir ∆ݐ için  

ሻݐሺ݉ݐ∆ ൎ ∑ ܲሺݐ ൏ஶ
௡ୀଵ ܵ௡ ൑ ݐ ൅ ,ݐሻ çok küçük bir ሺݐሺ݉ݐ∆ ሻ yazılabildiğindenݐ∆ ݐ ൅  ሿݐ∆

aralığında bir olay olması olasılığı olarak ifade edilebilir. Halbuki, ݄ሺݐሻ bozulma oran 
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fonksiyonu Kısım 2.6.2’ de ifade edildiği gibi çok küçük bir ∆ݐ için  ∆݄ݐሺݐሻ, ሺݐ, ݐ ൅  ሿݐ∆

aralığında sadece bir olay olmasının koşullu olasılığını ifade eder. 

Bir sayma sürecinin ݉ሺݐሻ bozulma oran fonksiyonunun yanı sıra süreç için ikinci bir 

ilginç fonksiyon aşağıdaki şekilde tanımlanan şiddet fonksiyonudur. 

Tanım (3.2.4) : ሼܰሺݐሻ, ൒ ݐ 0ሽ bir sayma süreci olsun. 

ሻݐሺߣ ൌ lim∆௧՜଴
௉ሺேሺ௧ା∆௧ሻିேሺ௧ሻஹଵሻ

∆௧
   

biçiminde tanımlanan ߣሺݐሻ fonksiyonuna sürecin şiddet fonksiyonu denir. 

Eğer ߣሺݐሻ mevcutsa küçük ∆ݐ değeri için ∆ߣݐሺݐሻ, ሺݐ, ݐ ൅  ሿ aralığında yaklaşık olarakݐ∆

en az bir olay olması olasılığını ifade eder.  

Çok küçük bir zaman aralığında 2 yada daha fazla olayın gerçekleşmesi olasılığı 

yaklaşık olarak sıfır, yani 

ܲሺܰሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ܰሺݐሻ ൒ 2ሻ ൌ  ሻ                                                                         (3.1)ݐ∆ሺ݋

ise ሼܰሺݐሻ, ൒ ݐ 0ሽ sayma sürecine regülerdir denir ve (3.1) ifadesine regülerlik şartı adı 

verilir. 

Bir sayma sürecinin ݉ሺݐሻ bozulma oranı ve ߣሺݐሻ şiddet fonksiyonu mevcut ise 

(3.1)’deki regülerlik şartı altında ݉ሺݐሻ ൌ  ሻ’dir (Thompson 1981). Ayrıca saymaݐሺߣ 

süreci durağan iken yine regülerlik şartı altında eşit olan bu iki fonksiyon aynı zamanda 

sabittir. 

3.3 Bazı Stokastik Süreçler ve Özellikleri  

3.3.1 Ampirik süreç 

ሺΩ, ܷ, ܲሻ bir olasılık uzayı olsun. ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ bu uzay üzerinde tanımlı bağımsız ve 

aynı ܨ dağılımlı rasgele değişkenler ve ܶ ൌ  Թ olmak üzere 

ܶ :௡ܨ    ൈ  Ω ՜ Թ   

         ሺݐ, ሻݓ    ՜ ,ݐ௡ሺܨ ሻݓ ൌ ଵ
௡

∑ ሻݓሺܺ௞ሺܫ ൑ ሻ௡ݐ
௞ୀଵ  
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ile tanımlanan stokastik sürecine bir ampirik süreç adı verilir.  

ሼܨ௡ሺݐሻ, ܶ  Թሽ ampirik süreci ߳ ݐ ൌ  Թ ve ܧ ൌ ሼ0, ଵ
௡

, ଶ
௡

, … ,1ሽ ile sürekli parametre, kesikli 

durum uzaylı bir stokastik süreçtir. Her sabit ߱ ߳ Ω, yani sürecin her bir gerçeklenişi  

için karşılaşılan yörünge fonksiyonuna ampirik dağılım fonksiyonu adı verilir. 

Her sabit ݐ ߳ Թ için ܨ௡ሺݐሻ rasgele değişkeninin olasılık dağılımı ݌ ൌ  ሻ olmak üzereݐሺܨ

Binomሺ݊,  ሻ’dir. Bu sürecin beklenen değer ve varyans fonksiyonlarının sırasıyla݌

ሻݐሺܯ  ൌ ,ሻݐሺܨ ݐ ൒ 0  

ve 

 ܸሺݐሻ ൌ ிሺ௧ሻሺଵିிሺ௧ሻሻ
௡

 , ݐ ൒ 0  

oldukları açıktır. Sürece ilişkin kovaryans fonksiyonu ise  

,ݏሺܭ ሻݐ ൌ ,ሻݏ௡ሺܨ൫ݒ݋ܥ ሻ൯ݐ௡ሺܨ ൌ ሺଵݒ݋ܥ
௡

∑ ሻݓሺܺ௞ሺܫ ൑ ሻ௡ݏ
௞ୀଵ , ଵ

௡
∑ ሻݓሺܺ௞ሺܫ ൑ ሻ௡ݐ

௞ୀଵ ሻ  

ൌ
1

݊ଶ ሾݒ݋ܥሺܫሺ ଵܺ ൑ ,ሻݏ ሺܫ ଵܺ ൑ ሻሻݐ ൅ ڮ ൅ ሺܺ௡ܫ൫ݒ݋ܥ ൑ ,ሻݏ ሺܺ௡ܫ ൑       ሻ൯ݐ

ൌ
1
݊ ሺܫ൫ܧൣ ଵܺ ൑ ሺܫሻݏ ଵܺ ൑ ሻ൯ݐ െ ሺܫ൫ܧ ଵܺ ൑ ሺܫ൫ܧሻ൯ݏ ଵܺ ൑                      ሻ൯൧ݐ

ൌ
1
݊ ሾܨሺminሺݏ, ሻሻݐ െ ,ݏ          ሻሿݐሺܨሻݏሺܨ                                                      Թ ߳ݐ

biçiminde bulunur. Bu süreç kovaryans fonksiyonu |ݐ െ  nin bir fonksiyonu’|ݏ

olmadığından zayıf durağan bir süreç değildir.  

Ampirik sürecin ݊ boyutlu olasılık dağılımı  ݐଵ ൏ ଶݐ ൏ ڮ ൏  ௡ olmak üzereݐ

ܲ ቄܨ௡ሺݐଵሻ ൌ ௞భ
௡

, ଶሻݐ௡ሺܨ ൌ ௞భା௞మ
௡

, … , ௡ሻݐ௡ሺܨ ൌ ௞భା௞మାڮା௞೙
௡

ቅ  

ൌ ܲሼ∑ ሺܺ௞ܫ ൑ ଵሻ௡ݐ
௞ୀଵ ൌ ݇ଵ, ∑ ଵݐሺܫ ൏ ܺ௞ ൑ ଶሻ௡ݐ

௞ୀଵ ൌ ݇ଶ, … , ∑ ௡ିଵݐሺܫ ൏ ܺ௞ ൑ ௡ሻ௡ݐ
௞ୀଵ ൌ ݇௡ሽ  

ൌ
݊!

݇ଵ! ݇ଶ! … ݇௡! ൫݊ െ ሺ݇ଵ ൅ ݇ଶ ൅ ڮ ൅ ݇௡ሻ൯!
ଶሻݐ௡ሺܨଵሻ௞భሺݐ௡ሺܨ െ ଵሻሻ௞మݐ௡ሺܨ      …     
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    ൫ܨ௡ሺݐ௡ሻ െ ௡ିଵሻ൯௞೙ሺ1ݐ௡ሺܨ െ , ା௞೙ሻ൯ڮ௡ሻሻ൫௡ିሺ௞భା௞మାݐ௡ሺܨ 0 ൑ ݇ଵ ൅ ݇ଶ ൅ ڮ ൅ ݇௡ ൑ ݊  

dir.  

3.3.2 Rasgele yürüyüş süreci 

ሼ ௡ܻ, ݊ ൌ 1,2, … ሽ birbirinden bağımsız aynı dağılımlı rasgele değişkenlerin bir dizisi 

olsun. ܺ଴ sabit bir değer olmak üzere ܺ௡ ൌ ܺ଴ ൅ ଵܻ ൅ ڮ ൅ ௡ܻ ile tanımlı             

ሼܺ௡, ݊ ൌ 0,1,2, … ሽ stokastik sürecine rasgele yürüyüş süreci denir.  

ܺ଴ ൌ 0, ଵܻ, ଶܻ, … ‘ler birbirinden bağımsız ve aynı ܲሺ ௜ܻ ൌ െ1ሻ ൌ ve ܲሺ ݍ ௜ܻ ൌ 1ሻ ൌ  ݌

݌ ൅ ݍ ൌ 1 , ݅ ൌ 1,2, … dağılımına sahip olmak üzere ܺ௡ ൌ ܺ଴ ൅ ଵܻ ൅ ڮ ൅ ௡ܻ ile 

verilen rasgele yürüyüş sürecini göz önüne alalım. Burada ܧሺ ௜ܻሻ ൌ ݌ െ    ve ݍ

ሺݎܸܽ ௜ܻሻ ൌ 1 െ ሺ݌ െ ሺܺ௡ሻܧ ሻଶ olduğu açıktır. Böyleceݍ ൌ ݊ሺ݌ െ ሺܺ௡ሻݎܸܽ ,ሻݍ ൌ  ݍ݌4݊

ve ݒ݋ܥሺܺ௡, ܺ௠ሻ ൌ 4 minሺ݊, ݉ሻ ݌ .olarak elde edilecektir  ݍ݌ ൌ  olduğunda rasgele ݍ

yürüyüş sürecine simetrik rasgele yürüyüş süreci denir. 

Teorem (3.3.2.1) : Her rasgele yürüyüş süreci bağımsız ve durağan artışlıdır. 

ሼܺ௡, ݊ ൌ 0,1,2, … ሽ rasgele yürüyüş sürecinin bir boyutlu olasılık dağılımı                   

ܲሺܺ௡ ൌ ݇ሻ ൌ ൬ ௡
೙శೖ

మ
൰ ݌

೙శೖ
మ ݍ

೙షೖ
మ   ,      n çift olduğunda ݇ ߳ ሼ0, േ2, േ4, … , േ݊ሽ

  n tek olduğunda ݇ ߳ ሼേ1, േ3, … , േ݊ሽ  

biçimindedir. ݊ boyutlu dağılımını elde edebilmek için rasgele yürüyüş sürecinin 

bağımsız ve durağan artışlılık özelliği kullanılır. 

3.3.3 Brown hareketi 

ܺ଴ ൌ 0, ଵܻ, ଶܻ, … ‘ler birbirinden bağımsız ve aynı ܲሺ ௜ܻ ൌ െ1ሻ ൌ ܲሺ ௜ܻ ൌ 1ሻ ൌ 1/2 

 ݅ ൌ 1,2, … dağılımına sahip olmak üzere ܺ௡ ൌ ଵܻ ൅ ڮ ൅ ௡ܻ ile verilen rasgele yürüyüş 

sürecini göz önüne alalım. Bu sürece göre başlangıçta orijinde olan bir parçacık eşit 

olasılık ile ya bir birim sola yada bir birim sağa gitmektedir. Şimdi daha küçük zaman 

aralıklarında daha küçük adımlar alarak bu süreci hızlandıracağımızı kabul edelim. 

Limite gittiğimizde elde edeceğimiz süreç Brown hareketi olarak adlandırılır. Kabul 

edelim ki  ݅ ൌ 1,2, …   için her bir ∆ݐ zaman biriminde ∆ݔ büyüklüğünde eşit olasılık ile 

bir birim sola yada bir birim sağa gidilsin. 
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௜ܻ ൌ ൜   ∆ݔ   , uzunluğundaki ݅. adım sağa ݔ∆
െ∆ݔ  , uzunluğundaki ݅. adım sola ݔ∆   

iken ଵܻ, ଶܻ, … ‘ler birbirinden bağımsız ve aynı ܲሺ ௜ܻ ൌ െ∆ݔሻ ൌ ܲሺ ௜ܻ ൌ ሻݔ∆ ൌ 1/2 

 ݅ ൌ 1,2, … dağılımına sahip olmak üzere ܺሺݐሻ, parçacığın ݐ zamanındaki konumunu 

göstermek üzere  

ܺሺݐሻ ൌ ଵܻ ൅ ڮ ൅ ܻቘ ೟
∆೟቙ ݐ ൒ 0  

biçiminde yazılabilir. Burada ۤ.  tam değer fonksiyonudur. Bu şekilde oluşturulan süreç ۥ

için ܧ൫ܺሺݐሻ൯ ൌ 0 ve  ܸܽݎ൫ܺሺݐሻ൯ ൌ ሺ∆ݔሻଶ ቘ ௧
∆௧

቙, ݐ ൒ 0 olarak elde edilir. 

ݔ∆ ൌ ݐ∆ ve ݐ∆ ՜ 0 iken ܧ൫ܺሺݐሻ൯ ve ܸܽݎ൫ܺሺݐሻ൯ ‘nin her ikiside 0’a yakınsayacağından 

parçacık olasılıksal anlamda hareket etmeyecektir. ܺሺݐሻ rasgele değişkeni 0 değerini 1 

olasılık ile alacaktır. Bundan dolayı ߪ pozitif bir sabit olmak üzere ∆ݔ ൌ  ݐ∆√ߪ

seçilerek, ∆ݐ ՜ 0 ile limite geçilirse ܧ൫ܺሺݐሻ൯ ൌ 0 ve ܸܽݎ൫ܺሺݐሻ൯ ՜  .elde edilir  ݐଶߪ

Şimdi  ∆ݔ ൌ ݐ∆ alınarak ݐ∆√ߪ ՜ 0 ile elde edilen bu limit sürecinin bazı özelliklerini 

verelim. 

1. ܺሺݐሻ sıfır ortalamalı ve ߪଶݐ varyanslı normal dağılımlıdır, 

2. ሼܺሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ süreci bağımsız artışlıdır, 

3. ሼܺሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ süreci durağan artışlıdır. 

Tanım (3.3.3.1) : Aşağıdaki şartları sağlayan ሼܺሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sürecine Brown hareketi 

süreci yada Wiener süreci denir. 

1. ܺሺ0ሻ ൌ 0, 

2. ሼܺሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ süreci bağımsız ve durağan artışlıdır, 

3. ܺሺݐሻ~ܰሺ0,  .( ݐଶߪ

ଶߪ ൌ 1 alındığında Brown hareketi, standart Brown hareketi olarak adlandırılır. Rasgele 

yürüyüş sürecinin limiti olarak elde edilen Brown hareketinin yörüngeleri 1 olasılık ile 

süreklidir ancak yine 1 olasılık ile hiçbir yerde türevlenemezler.  
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ሼܺሺݐሻ , ݐ ൒ 0ሽ bir Brown hareketi sürecinin bir boyutlu dağılımının normal olduğu göz 

önüne alınarak, sürecin bağımsız ve durağan artışlılığı yardımıyla ݊ boyutlu olasılık 

dağılımının normal, yani ݐଵ ൏ ଶݐ ൏ ڮ ൏   ௡ olmak üzereݐ

ሼܺሺݐଵሻ, ܺሺݐଶሻ, … , ܺሺݐ௡ሻሽ~ܰሺ ߤ ൌ ቎
0
0
ڭ
0

቏

௡ൈଵ

, Σ ൌ ୫୧୬ሺ௜,௝ሻ൧ݐଶߪൣ
௡ൈ௡

 ) 

olduğu kolaylıkla gösterilebilir.  

Tanım (3.3.3.2) : ሼܺሺݐሻ , ݐ ൒ 0ሽ bir stokastik süreç olsun. Eğer her ݐଵ, ,ଶݐ … ,  ௡ içinݐ

ܺሺݐଵሻ, … , ܺሺݐ௡ሻ rasgele değişkenlerinin ortak dağılımı çok değişkenli normal dağılım 

ise ሼܺሺݐሻ , ݐ ൒ 0ሽ stokastik sürecine Gauss süreci denir.  

Bir çok değişkenli normal dağılım marjinal beklenen değerler ve kovaryanslar ile tam 

olarak belirlendiğinden Brown hareketi süreci aynı zamanda aşağıdaki ortalama değer 

ve kovaryans fonksiyonu ile bir Gauss süreci olarak tanımlanabilecektir.  

ሻ൯ݐ൫ܺሺܧ ൌ 0 , ݐ ൒ 0 ve ݒ݋ܥ൫ܺሺݏሻ, ܺሺݐሻ൯ ൌ ଶߪ minሺݏ, ሻݐ , ,ݏ ݐ ൒ 0. 

ሼܺሺݐሻ , ݐ ൒ 0ሽ bir Brown hareketi süreci olsun ve bu sürecin ܺሺ1ሻ ൌ 0 üzerinden 

koşullandırma ile 0 ve 1 arasında değerler aldığını düşünelim. Böylece 0 ve 1 

noktalarını bağlayan, ሼሺܺሺݐሻ ,0 ൑ ݐ ൑ 1|ܺሺ1ሻ ൌ 0ሻሽ ile tanımlı Brown hareketi sürecine 

bir Brown köprüsü denir. Brown köprüsü bir Gauss sürecidir. Brown köprüsüne ait 

beklenen değer ve kovaryans fonksiyonları, 

ሻ|ܺሺ1ሻݏሺሺܺሺܧ ൌ 0ሻሻ ൌ ݏ   ,0 ൏ 1    

ve   ݏ ൑ ݐ ൑ 1 için 

ݒ݋ܥ ቀ൫ܺሺݏሻ, ܺሺݐሻ൯ቚܺሺ1ሻ ൌ 0ቁ ൌ ሻ|ܺሺ1ሻݐሻܺሺݏሺሺܺሺܧ ൌ 0ሻ  

ൌ ,ሻݐሻ|ܺሺݐሻܺሺݏሺܺሺܧሺܧ ܺሺ1ሻ ൌ 0ሻሻ|ܺሺ1ሻ ൌ 0ሻ  

ൌ ܧሻݐሺܺሺܧ ቀ൫ܺሺݏሻหܺሺݐሻ൯ቚܺሺ1ሻ ൌ 0ቁ  
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ൌ ܧ ቀܺሺݐሻ ௦
௧

ܺሺݐሻቚܺሺ1ሻ ൌ 0ቁ  

ൌ ௦
௧

ሻ|ܺሺ1ሻݐሺܺଶሺܧ ൌ 0ሻ ൌ ௦
௧

ሺ1ݐ െ ሻݐ ൌ ሺ1ݏ െ ,  ሻݐ ݏ ൑   ݐ

biçimindedir. Böylelikle Brown köprüsü, 0 ortalama ve ݏሺ1 െ  ሻ kovaryans fonksiyonuݐ

ile bir Gauss süreci olarak elde edilir. Bu durum böyle bir süreci elde etmede 

kullanılabilecek bir kriteri aşağıdaki teorem ile verir. 

Teorem (3.3.3.1) : ሼܺሺݐሻ , ݐ ൒ 0ሽ bir Brown hareketi süreci olsun. ܼሺݐሻ ൌ ܺሺݐሻ െ

,ሻݐሺ1ሻ ile tanımlı ሼܼሺܺݐ 0 ൑ ݐ ൑ 1ሽ süreci bir Brown köprüsü süreci olacaktır. 

İspat : ሼܺሺݐሻ , ݐ ൒ 0ሽ bir Brown hareketi süreci olduğundan ሼܼሺݐሻ , ݐ ൒ 0ሽ sürecinin bir 

Gauss süreci olduğu açıktır. Bu ispatın tamamlanabilmesi için ܧ൫ܼሺݐሻ൯ ൌ 0 ve 

,ሻݏ൫ܼሺݒ݋ܥ ܼሺݐሻ൯ ൌ ሺ1ݏ െ ݏ ,ሻݐ ൑  .olduğunun gösterilmesi yeterli olacaktır  ݐ

ሻ൯ݐ൫ܼሺܧ ൌ 0 olduğu açıktır.  ݒ݋ܥ൫ܼሺݏሻ, ܼሺݐሻ൯ ൌ ሺ1ݏ െ ݏ ,ሻݐ ൑   .olduğu gösterelim ݐ

,ሻݏ൫ܼሺݒ݋ܥ ܼሺݐሻ൯ ൌ ሻݏሺܺሺݒ݋ܥ െ ,ሺ1ሻܺݏ ܺሺݐሻ െ   ሺ1ሻሻܺݐ

ൌ ,ሻݏ൫ܺሺݒ݋ܥ ܺሺݐሻ൯ െ ,ሻݏ൫ܺሺݒ݋ܥݐ ܺሺ1ሻ൯ െ ,ሻݐ൫ܺሺݒ݋ܥݏ ܺሺ1ሻ൯ ൅ ,ሺܺሺ1ሻݒ݋ܥݐݏ ܺሺ1ሻሻ  

ൌ ݏ െ ݐݏ െ ݐݏ ൅ ݐݏ ൌ ሺ1ݏ െ ,ሻݐ ݏ ൑    ݐ

olduğundan ispat tamamlanmış olur. 

Brown köprüsü süreci ampirik dağılım fonksiyonları üzerinde önemli bir role sahiptir. 

Ampirik dağılım fonksiyonu ve süreci Kısım 3.3.1’de ܨ௡ሺݐሻ ൌ ଵ
௡

∑ ሺܺ௞ܫ ൑ ሻ௡ݐ
௞ୀଵ  olarak 

verilmişti. Şimdi özel olarak ampirik dağılım fonksiyonunun birbirinden bağımsız ve 

ሺ0,1ሻ aralığında düzgün dağılımlı ଵܺ, ܺଶ, … rasgele değişkenleri ile tanımlandığını 

düşünelim. ௡ܰሺݐሻ ൌ ∑ ሺܺ௞ܫ ൑ ሻ௡ݐ
௞ୀଵ , 0 ൏ ݐ ൏ 1 biçiminde tanımlansın. ଵܺ, ܺଶ, … 

rasgele değişkenleri ሺ0,1ሻ aralığında düzgün dağılımlı olduğundan ௡ܰሺݐሻ~Binomሺ݊,  ሻݐ

dağılımına sahip olduğu açıktır. Güçlü büyük sayılar kanununa göre her sabit ݐ için 1 

olasılık ile ݊ ՜ ∞ iken ܨ௡ሺݐሻ ՜  olacaktır. Böylece bu yakınsama Glivenko-Cantelli ݐ

teoremine göre 1 olasılık ile ݐ’ ye göre düzgün olarak yakınsayacaktır, yani 

ܲ൫ ௦௨௣
଴ழ௧ழଵ ሻݐ௡ሺܨ| െ |ݐ ՜ 0൯ ൌ 1 olacaktır. Ayrıca merkezi limit teoremi yardımıyla her 
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sabit ݐ için √݊ሺܨ௡ሺݐሻ െ ሺ1ݐ ሻ ortalaması 0 ve varyansıݐ െ  ሻ olan asimptotik normalݐ

dağılıma sahiptir. Yani ߙ௡ሺݐሻ ൌ √݊ሺܨ௡ሺݐሻ െ ݊ ,ሻ olmak üzereݐ ՜ ∞ iken 

ܲሺߙ௡ሺݐሻ ൏ ሻݔ ՜ ଵ
ඥଶగ௧ሺଵି௧ሻ ׬ ݁ି భ

మ೟ሺభష೟ሻ௬మ
௫ݐ݀

ିஶ   

dır. Şimdi ሼߙ௡ሺݐሻ, 0 ൑ ݐ ൑ 1ሽ stokastik sürecinin  ݊ ՜ ∞ iken limit özelliklerini 

inceleyelim. Bu incelemenin yapılabilmesi için ݏ ൏  olmak üzere yukarıda tanımlanan ݐ

௡ܰሺݏሻ koşulu altında ௡ܰሺݐሻ െ ௡ܰሺݏሻ| ௡ܰሺݏሻ  rasgele değişkeninin Binomሺ݊ െ ௡ܰሺݏሻ 

,௧ି௦
ଵି௦

ሻ dağılımına sahip olduğu göz önüne alınır. Böylece merkezi limit teoremi ile ߙ௡ሺݏሻ 

ve ߙ௡ሺݐሻ’ nin asimptotik ortak dağılımının iki değişkenli normal dağılım olduğu açıktır. 

Bu durum aynı zamanda limit sürecinin bir Gauss süreci olduğu beklentisini uygun 

çıkarır. Bu sürecin hangi Gauss süreci olduğunu göstermek için ܧ൫ߙ௡ሺݐሻ൯ ve 

,ሻݏ௡ሺߙ൫ݒ݋ܥ  .ሻ൯ hesaplanmalıdırݐ௡ሺߙ

ሻ൯ݐ௡ሺߙ൫ܧ ൌ 0,  0 ൑ ݐ ൑ 1 

ve  0 ൑ ݏ ൑ ݐ ൑ 1 için  

,ሻݏ௡ሺߙ൫ݒ݋ܥ ሻ൯ݐ௡ሺߙ ൌ ,ሻݏ௡ሺܨ൫ݒ݋ܥ݊   ሻ൯ݐ௡ሺܨ

ൌ ଵ
௡

൫ݒ݋ܥ ௡ܰሺݏሻ, ௡ܰሺݐሻ൯  

ൌ ଵ
௡

൫ܧሺܧ ௡ܰሺݏሻ ௡ܰሺݐሻห ௡ܰሺݏሻ൯ െ ݊ଶݐݏሻ  

ൌ ଵ
௡

ቀܧ ቀ ௡ܰሺݏሻ ൅ ൫݊ െ ௡ܰሺݏሻ൯ ௧ି௦
ଵି௦

ቁ െ ݊ଶݐݏቁ ൌ ሺ1ݏ െ   .ሻݐ

Böylece limit sürecinin bir Brown köprüsü olduğu ortaya çıkar. 

Gerçekleştirilen tüm bu analizler  ଵܺ, ܺଶ, … rasgele değişkenleri ሺ0,1ሻ aralığında düzgün 

dağılımına sahip olduğu varsayımı altında yapılmıştır. Bu analizler ܨ dağılım 

fonksiyonu sürekli bir dağılım fonksiyonu olduğunda da yapılabilir. Yani ௜ܺ  rasgele 

değişkeninin dağılım fonksiyonu  ܨ sürekli olsun. Bu durumda ܨሺ ௜ܺሻ rasgele değişkeni 

ሺ0,1ሻ aralığında düzgün dağılıma sahip olacaktır. √݊ ௦௨௣
௫ ሻݔ௡ሺܨ| െ  ሻ| dizisi gözݔሺܨ
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önüne alınsın. ܨ௡ሺݔሻ, ܨ dağılımından gelen ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ örneklemine dayalı ampirik 

dağılım fonksiyonunu göstersin. Böylece önceki sonuçtan aşağıdaki yazılabilir. 

ሻݐ௡ሺߙ  ൌ √݊ሾሺଵ
௡

∑ ሺܨሺܫ ௜ܺሻ ൑ ሻሻݐ െ ௡ݐ
௜ୀଵ ሿ 

             ൌ √݊ሾሺଵ
௡

∑ ൫ܫ ௜ܺ ൑ ሻ൯ሻݐଵሺିܨ െ ሿ௡ݐ
௜ୀଵ   

             ൌ √݊ሾ൫ܨ௡൫ିܨଵሺݐሻ൯ሻ െ   ሿݐ

ൌ √݊൫ܨ௡ሺݕ௧ሻ െ                                                                                            .௧ሻ൯ݕሺܨ

Burada ݕ௧ ൌ ,ሻݐ௡ሺߙሻ dır. Bu durumda ሼݐଵሺିܨ 0 ൑ ݐ ൑ 1ሽ süreci Brown köprüsü 

sürecine yakınsayacağından √݊ ௦௨௣
௫ ሻݔ௡ሺܨ| െ  ሻ|’nın limit dağılımı Brownݔሺܨ

köprüsünün supremumunun yada süreklilikten dolayı maksimumunun dağılımı ile aynı 

olacaktır.  

lim௡՜ஶ ܲሺ √݊ ௦௨௣
௫ ሻݔ௡ሺܨ| െ |ሻݔሺܨ ൏ ܽሻ ൌ ܲሺ ௠௔௫

଴ஸ௧ஸଵ |ܼሺݐሻ| ൏ ܽሻ  

dır (Ross 1996). Burada ሼܼሺݐሻ, 0 ൑ ݐ ൑ 1ሽ bir Brown köprüsü sürecidir. 

3.3.3.1 Uyum iyiliği testlerinin asimptotik açıdan değerlendirilmesi 

Uyum iyiliği testlerinde, verilen ݊ bağımsız ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ gözlemlerine ilişkin kitlenin 

yokluk hipotezinde yer alan sürekli dağılım fonksiyonu ܨሺݔሻ’e sahip olduğu, örneklem 

dağılım fonksiyonu ܨ௡ሺݔሻ ile karşılaştırarak elde edilir. ܨ௡ሺݔሻ ile ܨሺݔሻ arasındaki 

sapmaya dayanarak en çok kullanılan Kolmogorov-Smirnov ile Cramer-von Mises test 

istatistikleridir. Bu istatistikler sırasıyla,   ܦ௡ ൌ √݊ ௦௨௣
ିஶழ௫ழஶ ሻݔ௡ሺܨ| െ  ሻ|  veݔሺܨ

௡ܹ
ଶ ൌ ݊ ׬ ൫ܨ௡ሺݔሻ െ ሻஶݔሺܨሻ൯ଶ݀ݔሺܨ

ିஶ  biçimindedir. Gözlem değerleri büyüklük sırasına 

konulduğunda, yani ݔଵ ൑ ଶݔ ൑ ڮ ൑ ௡ ve ௡ܹܦ ௡ ikenݔ
ଶ istatistikleri sırasıyla aşağıdaki 

gibi ifade edilebilirler. 

௡ܦ݊√ ൌ ௠௔௫
௝ୀଵ,…,௡ ሺ݊ܨ൫ݔ௝൯ െ ሺ݆ െ 1ሻ, ݆ െ   ௝൯ሻݔ൫ܨ݊

௡ܹ
ଶ ൌ ଵ

ଵଶ௡
൅ ∑ ሺܨ൫ݔ௝൯ െ ଶ௝ିଵ

ଶ௡
௡
௝ୀଵ ሻଶ  
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Yokluk hipotezi içerisinde belirtilen ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ gözlemlerinin dağılım fonksiyonu 

௡ ve ௡ܹܦ ሻ sürekli bir fonksiyon olmak üzereݔሺܨ
ଶ rasgele değişkenlerinin dağılımını 

elde etmek için ܨሺݔሻ sürekli fonksiyonunun ሺ0,1ሻ aralığında düzgün dağılıma ait 

dağılım fonksiyonu olduğunu kabul edelim. 0 ൑ ݐ ൑ 1 için ߙ௡ሺݐሻ ൌ √݊ሺܨ௡ሺݐሻ െ  ሻݐ

olarak tanımlansın. Daha önce ሼߙ௡ሺݐሻ, 0 ൑ ݐ ൑ 1ሽ sürecinin ݊ ՜ ∞ iken bir Brown 

köprüsü olduğu gösterildi. ሼߙሺݐሻ, 0 ൑ ݐ ൑ 1ሽ bir Brown köprüsü olsun. Böylece 

Kolmogorov-Smirnov istatistiğinin olasılık dağılımı  

௡ܦ ൌ ௠௔௫
଴ஸ௧ஸଵ    |ሻݐ௡ሺߙ|

௡՜ஶ
ሱۛ ሮۛ   ܦ ൌ ௠௔௫

଴ஸ௧ஸଵ  |ሻݐሺߙ|

biçiminde olacaktır. Cramer-von Mises istatistiğinin olasılık dağılımı ise  

௡ܹ
ଶ ൌ ׬ ௡ߙ

ଶሺݐሻ݀ݐଵ
଴     

௡՜ஶ
ሱۛ ሮۛ    ܹଶ ൌ ׬ ଵݐሻ݀ݐଶሺߙ

଴    

biçimindedir (Parzen 1964). Böylelikle uyum iyiliği testlerinin, ܦ௡ ve ௡ܹ
ଶ, asimptotik 

dağılımlarının bir Brown köprüsü olduğu ifade edilmiştir.  

3.3.3.2 Donsker teoremi 

ሺΩ, ܷ, Pሻ olasılık uzayında birbirinden bağımsız ve aynı dağılımlı, ortalaması 0 ve 

varyansı ߪଶ olan ߝଵ, ,ଶߝ … rasgele değişkenleri tanımlansın. ܵ଴ ൌ 0 ve ܵ௡ ൌ ଵߝ ൅ ڮ ൅  ௡ߝ

olmak üzere  

ܺ௡ሺݐሻ ൌ ௌۤ೙೟ۥ 

ఙ√௡
൅ ሺ௡௧ିۤ௡௧ۥ ሻ

ఙ√௡
,  ାଵ ۥ௡௧ۤߝ 0 ൏ ݐ ൏ 1  

yazılabilir. Burada ۤ. ሻ fonksiyonunun ௜ݐtam değer fonksiyonu ifade eder. ܺ௡ሺ ۥ
௡
 

noktasındaki değeri ܺ௡ ቀ ௜
௡

ቁ ൌ ௌ೔
ఙ√௡

 ݅ ൌ 1, … , ݊ olmak üzere lineer interpolasyon ile elde 

edilen bir fonksiyon olarak düşünülecektir. Ayrıca her ݐ için ܺ௡ሺݐሻ bir rasgele değişken 

olduğundan ܺ௡ሺݐሻ bir stokastik süreç olarak nitelenebilir. Örneğin ߝ௜, േ1 değerlerini,  

her biri için ½ olasılık ile aldığında ve ߪ ൌ 1 olduğunda  ܺ௡ሺݐሻ simetrik rasgele 

yürüyüş süreci olacaktır.  

,ଵߝ ,ଶߝ … birbirinden bağımsız ve aynı dağılımlı, ܧሺߝ௜ሻ ൌ 0 ve ܸܽݎሺߝ௜ሻ ൌ    ଶ olanߪ

rasgele değişkenler olsun.  
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ܺ௡ሺݐሻ ൌ ௌۤ೙೟ۥ 

ఙ√௡
൅ ሺ௡௧ିۤ௡௧ۥ ሻ

ఙ√௡
ାଵ  0 ۥ௡௧ۤߝ ൏ ݐ ൏ 1    

ile tanımlanan süreç, ݊ ՜ ∞ iken Brown hareketi sürecine dağılımda yakınsayacaktır 

(Billingsley 1999). 

3.3.4 Homojen Poisson süreci 

Tanım (3.3.4.1) :ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bir sayma süreci olsun. 

1. ܰሺ0ሻ ൌ 0, 

2. ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bağımsız artışlı, 

 ortalamalı ݐߣ uzunluklu bir aralıkta gerçekleşen olayların sayısının dağılımı ݐ .3

Poisson,yani ܲሺܰሺݐ ൅ ሻݏ െ ܰሺݏሻ ൌ  ݇ሻ ൌ ௘షഊ೟ఒ௧ೖ

௞!
 , ݇ ൌ 0,1,2, …  

özelliklerini sağlayan ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma sürecine ߣ oranlı bir Poisson süreci denir. 

Poisson sürecinin 3. özelliği, bu sürecin aynı zamanda durağan artışlı olduğunu ifade 

etmektedir. 

Bu sürece göre olaylar arası geçen zamanların dağılımı, yani ଵܺ, ܺଶ, … bağımsız ve aynı 
ଵ
ఒ
 beklenen değeri ile üstel dağılımlıdır. 

Poisson süreci için yukarıdaki tanıma denk olan diğer bir tanım aşağıda verilmektedir. 

Tanım (3.3.4.2): ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma süreci aşağıdaki şartları sağladığında ߣ oranlı bir 

Poisson sürecidir. 

1. ܰሺ0ሻ ൌ 0, 

2. Süreç bağımsız ve durağan artışlı bir süreçtir, 

3. ܲሺܰሺ݄ሻ ൌ 1ሻ ൌ ݄ߣ ൅  ,ሺ݄ሻ݋

4. ܲሺܰሺ݄ሻ ൒ 2ሻ ൌ  .ሺ݄ሻ݋

,૚ࡿ ሺ࢚ሻ verildiğindeࡺ 3.3.4.1 ,૛ࡿ … ,   ሺ࢚ሻ rasgele değişkenlerinin koşullu dağılımıࡺࡿ

ܰሺݐሻ ൌ ݊ verildiğinde ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ varış zamanlarının koşullu dağılımı aşağıdaki 

şekilde ifade edilir. 
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ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ߣ oranlı bir Poisson süreci olsun. Bu durumda ܰሺݐሻ ൌ ݊ verildiğinde 

ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ varış zamanlarının koşullu dağılımı ሺ0,  ሻ aralığındaki düzgün dağılımdanݐ

alınmış ݊-birimlik örneklemin sıra istatistiklerinin ortak dağılımı ile aynıdır. 

Yani, ଵܷ, ܷଶ, … , ܷ௡’ler ܷሺ0,  ሻ düzgün dağılımından alınan ݊-birimlik örneklem olmakݐ

üzere ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡| ܰሺݐሻ ൌ ݊ ~ ሺ ሺܷଵሻ, ሺܷଶሻ, … , ሺܷ௡ሻሻ’dir. 

3.3.5 Homojen olmayan Poisson süreci 

Tanım (3.3.5.1) : ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bir sayma süreci olsun. ݐ ൒ 0 için ߣሺݐሻ,  nin bir’ݐ

fonksiyonu olmak üzere 

1. ܰሺ0ሻ ൌ 0, 

2. ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bağımsız artışlı, 

3. ܲሺܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൌ 1ሻ ൌ ሻ݄ݐሺߣ ൅  ,ሺ݄ሻ݋

4. ܲሺܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൒ 2ሻ ൌ   ሺ݄ሻ݋

ise ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma sürecine ߣሺݐሻ şiddet fonksiyonlu homojen olmayan Poisson 

süreci denir. 

Homojen olmayan bir Poisson sürecinin şiddet fonksiyonu sabit, yani her ݐ ൒ 0 için 

ሻݐሺߣ ൌ ,ሻݐoranlı bir Poisson süreci denir. ሼܰሺ ߣ ise bu sürece ߣ ݐ ൒ 0ሽ ߣ oranlı bir 

Poisson süreci iken her ݐ ൒ 0 için ܰሺݐሻ ݐߣ ortalamalı Poisson dağılımlıdır ve bu sürece 

göre gerçekleşen olaylar arası geçen zamanlar birbirinden bağımsız aynı 1/ ߣ ortalamalı 

üstel dağılımlı rasgele değişkenlerdir. 

Teorem (3.3.5.1) : ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ߣሺݐሻ şiddet fonksiyonu ile homojen olmayan Poisson 

süreci olsun. 

ሻݐሺܯ ൌ ׬ ௧ݏሻ݀ݏሺߣ
଴   olmak üzere ܰሺݐ ൅ ሻݏ െ ܰሺݏሻ~ܲ݊݋ݏݏ݅݋ሺܯሺݐ ൅ ሻݏ െ  ሻሻ, yaniݏሺܯ

ܲሺܰሺݐ ൅ ሻݏ െ ܰሺݏሻ ൌ ݇ሻ ൌ ௘షሾಾሺ೟శೞሻషಾሺೞሻሿሾெሺ௧ା௦ሻିெሺ௦ሻሿೖ

௞!
 , ݇ ൌ 0,1,2, … dir (Ross 1996). 

Teorem 3.3.5.1’den her sabit ݐ ൒ 0 için ܰሺݐሻ,  .ሻ ortalamalı Poisson dağılımlıdırݐሺܯ

Bundan dolayı ܯሺݐሻ homojen olmayan bir Poisson sürecinin ortalama değer 
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fonksiyonudur. Bu fonksiyon aynı zamanda sürecin varyans fonksiyonudur. Ayrıca 

kovaryans fonksiyonunun bağımsız artışlılık ile  

,ሻݏ൫ܰሺݒ݋ܥ ܰሺݐሻ൯ ൌ ,ݏሺminሺܯ ,ሻሻ  sݐ t ൒ 0  

olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Homojen olmayan Poisson süreci için uygulamalarda 

en çok karşılaşılan şiddet fonksiyonları kuvvet yasası (power law) ve loglineer 

yapılarıdır. İlgili şiddet fonksiyonu yapıları sırasıyla  

ሻݐሺߣ ൌ , ఉିଵݐߚߙ ,ߙ ൐ ߚ 0, ݐ ൒ 0  

ve   

ሻݐሺߣ  ൌ ݁ఈାఉ௧ , െ∞ ൏, ,ߙ ൏ ߚ ∞, ݐ ൒ 0 

biçimindedir.  

3.3.5.1 Homojen olmayan bir Poisson sürecinde olaylar arası geçen zamanların  
  bağımsız ve aynı dağılımlı olup olmadığının incelenmesi 

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ,  .ሻ şiddet fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson süreci olsunݐሺߣ

ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ rasgele değişkenleri bu sürece göre gerçekleşen ardışık olaylar arası geçen 

zamanları göstermek üzere ܵ௡, ݊.olayın gerçekleşme zamanını göstersin. ݊ ൌ 1,2, … 

için ܵ௡ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ڮ ൅ ܺ௡ olduğu açıktır. Burada ܵ଴ ؠ 0 alınır. 

ܲሺ ଵܺ ൐ ሻݐ ൌ ܲ൫ሺ0, ሿaralığında sıfır olay olması൯ݐ ൌ ܲሺܰሺݐሻ ൌ 0ሻ ൌ ݁ିெሺ௧ሻ , ݐ ൒ 0  

olduğundan 

ሻݐ௑భሺܨ ൌ 1 െ ݁ିெሺ௧ሻ , ݐ ൒ 0   

ve 

௑݂భሺݐሻ ൌ , ሻ݁ିெሺ௧ሻݐሺߣ ݐ ൒ 0   

olur.  

ܺଶ rasgele değişkeninin dağılımını bulmak için ଵܺ rasgele değişkeni üzerinden 

koşullandırma ile 
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ܲሺܺଶ ൐ ሻݐ ൌ ׬ ܲሺܺଶ ൐ ∞|ݐ
଴ ଵܺ ൌ    ݏሻ݁ିெሺ௦ሻ݀ݏሺߣሻݏ

yazılabilir. 

ܲሺܺଶ ൐ |ݐ ଵܺ ൌ ሻݏ ൌ ܲሺܰሺݐ ൅ ሻݏ െ ܰሺݏሻ ൌ 0| ଵܺ ൌ   ሻݏ

ൌ ܲሺܰሺݐ ൅ ሻݏ െ ܰሺݏሻ ൌ 0ሻ  bağımsız artışlılık ile, 

ൌ ݁ିሺெሺ௧ା௦ሻିெሺ௦ሻሻ                                                                                                     (3.2) 

Böylece 

ܲሺܺଶ ൐ ሻݐ ൌ ׬ ∞ݏሻ݁ିெሺ௧ା௦ሻ݀ݏሺߣ
଴  , ݐ ൒ 0    

olduğundan  

ሻݐ௑మሺܨ ൌ 1 െ ׬ ∞ݏሻ݁ିெሺ௧ା௦ሻ݀ݏሺߣ
଴  , ݐ ൒ 0   

ve 

௑݂మሺݐሻ ൌ ݐሺߣ ൅ , ሻ݁ିெሺ௧ା௦ሻݏሺߣሻݏ ݐ ൒ 0  

bulunur. ߣሺݐሻ sabit olmadıkça (3.2) ifadesinden ଵܺ ve ܺଶ rasgele değişkenlerinin 

bağımsız olmayacağı açıktır. Ayrıca ଵܺ ve ܺଶ’nin dağılım fonksiyonlarının 

ifadelerinden yine ߣሺݐሻ sabit olmadıkça aynı dağılıma sahip olmayacaklardır. Genelde  

݊ ൌ 1,2, … için 

ܲሺܺ௡ାଵ ൐ |ݐ ଵܺ ൌ ,ଵݔ ܺଶ ൌ ,ଶݔ … , ܺ௡ ൌ ௡ሻݔ ൌ ݁ି ׬ ఒሺ௫భା௫మାڮା௫೙ା௦ሻௗ௦೟
బ   

 ൌ ݁ି ׬ ఒሺ௨ሻௗ௨ೣభశೣమశڮశೣ೙శ೟
ೣభశೣమశڮశೣ೙                                                                                      

 ൌ ݁ିሾெሺ௫భା௫మାڮା௫೙ା௧ሻିெሺ௫భା௫మାڮା௫೙ሻሿ, ݐ ൒ 0 

olduğundan ߣሺݐሻ sabit olmadıkça ଵܺ, ܺଶ, … rasgele değişkenleri bağımsız olmayacaktır. 

Şimdi herhangi bir ݊ א ሼ1,2, … ሽ için genel halde ܺ௡rasgele değişkeninin dağılımını 

bulalım. 

ܲሺܺ௡ ൐ |ݐ ଵܺ ൌ ,ଵݔ ܺଶ ൌ ,ଶݔ … , ܺ௡ିଵ ൌ    ௡ିଵሻݔ
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ൌ ݁ିሾெሺ௫భା௫మାڮା௫೙షభା௧ሻିெሺ௫భା௫మାڮା௫೙షభሻሿ  

olduğundan 

ܲሺܺ௡ ൐ |ݐ ଵܵ ൌ ,ଵݏ ܵଶ ൌ ,ଶݏ … , ܵ௡ିଵ ൌ ௡ିଵሻݏ ൌ ݁ିሾெሺ௦೙షభା௧ሻିெሺ௦೙షభሻሿ  

olur. Böylece 

ܲሺܺ௡ ൐ |ݐ ଵܵ ൌ ,ଵݏ ܵଶ ൌ ,ଶݏ … , ܵ௡ିଵ ൌ ௡ିଵሻݏ ൌ ܲሺܺ௡ ൐ ௡ିଵܵ|ݐ ൌ  ௡ିଵሻݏ

                                                                                      ൌ ݁ିሾெሺ௦೙షభା௧ሻିெሺ௦೙షభሻሿ   (3.3) 

olacaktır. ݊ ൌ 2,3, … için 

ܲሺܺ௡ ൐ ሻݐ ൌ ׬ ܲሺܺ௡ ൐ ௡ିଵܵ|ݐ ൌ ሻݏ ௌ݂೙షభሺݏሻ݀ݏ∞
଴                                                  (3.4) 

yazılabilir. (3.3) ifadesinden  ܲሺܺ௡ ൐ ௡ିଵܵ|ݐ ൌ  ሻ koşullu dağılımının analitik ifadesiniݏ

biliyoruz. Şimdi ܵ௡ିଵ rasgele değişkeninin olasılık dağılımını bulalım. ݄ ൐ 0 bir sabit 

olmak üzere  

ܰሺݐሻ ൌ ݊ െ 1 ve ሺݐ, ݐ ൅ ݄ሿaralığında bir olay olması ฺ ݐ ൏ ܵ௡ ൏ ݐ ൅ ݄    

olacağından 

ܲሺݐ ൏ ܵ௡ ൏ ݐ ൅ ݄ሻ ൒ ܲሺܰሺݐሻ ൌ ݊ െ 1 ve ሺݐ, ݐ ൅ ݄ሿaralığında bir olay olmasıሻ’dır. 

Ayrıca ݄ çok küçük iken  

ܲሺݐ ൏ ܵ௡ ൏ ݐ ൅ ݄ሻ ൌ ܲሺܰሺݐሻ ൌ ݊ െ 1 ve ሺݐ, ݐ ൅ ݄ሿaralığında bir olay olmasıሻ ൅   ሺ݄ሻ݋

olur. Bu durumda  

ܲሺݐ ൏ ܵ௡ ൏ ݐ ൅ ݄ሻ ൌ ܲሺܰሺݐሻ ൌ ݊ െ 1 ve ሺݐ, ݐ ൅ ݄ሿaralığında bir olay olmasıሻ ൅  ሺ݄ሻ݋

                                                      ൌ ௘షಾሺ೟ሻሺெሺ௧ሻሻ೙షభ

ሺ௡ିଵሻ!
 ൫ߣሺݐሻ݄ ൅ ሺ݄ሻ൯݋ ൅  ሺ݄ሻ݋

                                                      ൌ ሻݐሺߣ  ௘షಾሺ೟ሻሺெሺ௧ሻሻ೙షభ

ሺ௡ିଵሻ!
݄ ൅  ሺ݄ሻ݋

olduğundan ܵ௡’nin olasılık yoğunluk fonksiyonu 
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ௌ݂೙ሺݐሻ ൌ ሻݐሺߣ  ௘షಾሺ೟ሻ൫ெሺ௧ሻ൯೙షభ

ሺ௡ିଵሻ!
 , ݐ ൐ 0  

olacaktır. Bu ifadenin (3.4) ifadesinde göz önüne alınmasıyla  

ܲሺܺ௡ ൐ ሻݐ ൌ ׬ ݁ିሾெሺ௧ା௦ሻିெሺ௦ሻሿߣሺݏሻ∞
଴

௘షಾሺೞሻ൫ெሺ௦ሻ൯೙షమ

ሺ௡ିଶሻ!
,ݏ݀ ݐ ൒ 0 

ൌ ׬ ∞ሻݏሺߣ
଴

௘షಾሺ೟శೞሻ൫ெሺ௦ሻ൯೙షమ

ሺ௡ିଶሻ!
   ݏ݀

bulunur. Buradan 

ሻݐ௑೙ሺܨ ൌ 1 െ ׬ ∞ሻݏሺߣ
଴

௘షಾሺ೟శೞሻ൫ெሺ௦ሻ൯೙షమ

ሺ௡ିଶሻ!
, ݏ݀ ݐ ൐ 0   

ve 

௑݂೙ሺݐሻ ൌ ׬ ݐሺߣሻݏሺߣ ൅ ∞ሻݏ
଴

௘షಾሺ೟శೞሻ൫ெሺ௦ሻ൯೙షమ

ሺ௡ିଶሻ!
, ݏ݀ ݐ ൐ 0    

olur. 

ܺ௡’nin olasılık yoğunluk fonksiyonu incelendiğinde ߣሺݐሻ sabit olmadıkça ଵܺ, ܺଶ, … 

rasgele değişkenlerinin aynı dağılımlı olamayacağı görülür. Böylece homojen olmayan 

bir Poisson sürecinin ardışık olaylar arası geçen zamanları şiddet fonksiyonu sabit 

olmadıkça ne bağımsız ne de aynı dağılımlıdır. 

ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ varış zamanları verildiğinde ܵ௡ାଵ varış zamanının koşullu dağılımını 

bulalım. 

ܲሺܵ௡ାଵ ൐ |ݐ ଵܵ ൌ ,ଵݏ … , ܵ௡ ൌ ௡ሻݏ ൌ ܲሺܵ௡ାଵ െ ܵ௡ ൐ ݐ െ |௡ݏ ଵܵ ൌ ,ଵݏ … , ܵ௡ ൌ  ௡ሻݏ

                                                             ൌ ܲሺܺ௡ାଵ ൐ ݐ െ |௡ݏ ଵܵ ൌ ,ଵݏ … , ܵ௡ ൌ  ௡ሻݏ

                                                             ൌ ܲሺܺ௡ାଵ ൐ ݐ െ ௡|ܵ௡ݏ ൌ  ௡ሻݏ

                                                             ൌ ݁ିሾெሺ௧ሻିெሺ௦೙ሻሿ  , ݐ ൐   ௡ݏ

ve dolayısıyla  

ௌ݂೙శభሺݏ|ݐଵ, … , ௡ሻݏ ൌ ௌ݂೙శభሺݏ|ݐ௡ሻ ൌ ,  ሻ݁ିሾெሺ௧ሻିெሺ௦೙ሻሿݐሺߣ ݐ ൐  .௡ݏ
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Negatif değerler almayan bir ܺ rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonunu ܨ ve 

bozulma oran fonksiyonunu  ݄ ile gösterelim. Bu durumda  

ሻݐሺܨ ൌ 1 െ ݁ି ׬ ௛ሺ௦ሻௗ௦ ೟
బ   , ݐ ൒ 0   

olduğunu biliyoruz.  

Homojen olmayan bir Poisson sürecinin ilk olayının gerçekleşme zamanı olan ଵܺ 

rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu  

ሻݐ௑భሺܨ  ൌ 1 െ ݁ିெሺ௧ሻ  , ݐ ൒ 0      

olduğundan ݄ሺݐሻ ൌ  ሻ elde edilir. Böylelikle ilk olayın gerçekleşme zamanı olanݐሺߣ 

rasgele değişkenin bozulma oran fonksiyonu homojen olmayan bir Poisson sürecinin 

şiddet fonksiyonudur. 

,૚ࡿ ሺ࢚ሻ verildiğindeࡺ 3.3.5.2 ,૛ࡿ … ,   ሺ࢚ሻ rasgele değişkenlerinin koşullu dağılımıࡺࡿ

ܰሺݐሻ ൌ ݊ verildiğinde ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ varış zamanlarının koşullu dağılımı aşağıdaki 

şekilde verilir. 

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sürekli ortalama değer fonksiyonu ܯሺݐሻ ile homojen olmayan bir Poisson 

süreci olsun. Bu durumda ܰሺݐሻ ൌ ݊ verildiğinde ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ varış zamanlarının 

koşullu dağılımı aşağıdaki dağılımdan alınmış ݊-birimlik örneklemin sıra 

istatistiklerinin ortak dağılımı ile aynıdır (Parzen 1964). 

݂ሺݔሻ ൌ ൝
ఒሺ௫ሻ
ெሺ௧ሻ

, 0 ൑ ݔ ൑ ݐ
0 ݕ݀              ,

   

3.3.5.3 Şiddet fonksiyonu sınırlı iken varış zamanları  

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ߣሺݐሻ şiddet fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson süreci olsun. 

 ሻ şiddet fonksiyonu sınırlı olduğunda homojen olmayan bir Poisson sürecinin varışݐሺߣ

zamanları homojen bir Poisson sürecinden rasgele bir örneklem olarak düşünülebilir. 

Özellikle ߣ her ݐ ൒ 0 için ߣሺݐሻ ൑  oranlı bir ߣ olacak şekilde bir sayı olmak üzere ߣ

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ Poisson sürecini gözönüne alalım. Poisson sürecinin ݐ zamanında 
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gerçekleşen bir olayının ߣሺݐሻ/ߣ olasılığı ile bir olay olarak sayıldığını kabul edersek, 

sayılan olayların sayma süreci ሼ ଵܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ߣሺݐሻ şiddet fonksiyonu ile homojen 

olmayan bir Poisson sürecidir. Şimdi bunun böyle olduğunu gösterelim. 

1. ଵܰሺ0ሻ ൌ 0 

2. ሺݏ, ݏ ൅  zamanından önce gerçekleşen ݏ ,ሿ aralığında sayılan olayların sayısı sadeceݐ

olaylardan bağımsız olan ሺݏ, ݏ ൅  ሻ aralığındaki Poisson sürecinin olaylarınaݐ

bağlıdır. Sonuçta, ሺݏ, ݏ ൅  den önce sayılan‘ ݏ ሻ aralığında sayılan olayların sayısıݐ

olayların sayısından bağımsızdır. Böylece  ሼ ଵܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bağımsız artışlıdır. 

3. ܲሺ ଵܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ଵܰሺݐሻ ൒ 2ሻ ൑ ܲሺܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൒ 2ሻ  

Çünkü 

ܲሺܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൒ 2ሻ ൌ    ሺ݄ሻ݋

olduğundan  

ܲሺ ଵܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ଵܰሺݐሻ ൒ 2ሻ ൌ   ሺ݄ሻ݋

olduğu açıktır. 

4.    ܲሺ ଵܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ଵܰሺݐሻ ൌ 1ሻ 

            ൌ ܲሺ ଵܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ଵܰሺݐሻ ൌ 1|ܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൌ 0ሻܲሺܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൌ 0ሻ 

                ൅ܲሺ ଵܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ଵܰሺݐሻ ൌ 1|ܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൌ 1ሻ ܲሺܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൌ 1ሻ 

                ൅ܲሺ ଵܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ଵܰሺݐሻ ൌ 1|ܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൒ 2ሻܲሺܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൒ 2ሻ  

ൌ ܲሺ ଵܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ଵܰሺݐሻ ൌ 1|ܰሺݐ ൅ ݄ሻ െ ܰሺݐሻ ൌ 1ሻ൫݄ߣ ൅ ሺ݄ሻ൯݋ ൅  ሺ݄ሻ݋

                 ൌ ఒሺ௧ሻ
ఒ

൫݄ߣ ൅ ሺ݄ሻ൯݋ ൅  ሺ݄ሻ݋

                 ൌ ሻ݄ݐሺߣ  ൅  .ሺ݄ሻ݋

3.3.5.4 Homojen olmayan bir Poisson sürecinin bir Poisson sürecine                   
dönüştürülmesi  

Homojen olmayan Poisson süreci bir Poisson sürecine dönüştürülebilir. ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ 

azalmayan sürekli ܯሺݐሻ ortalama değer fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson 
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süreci olsun. Bu süreç için varış zamanlarını ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ ile gösterelim.                  

ܼ௜ ൌ ሺܯ ௜ܵሻ, ݅ ൌ 1,2, … tanımlansın. Bu durumda ܼଵ, ܼଶ, … ‘ler ߣ ൌ 1 oranlı bir Poisson 

sürecinin varış zamanlarıdır (Parzen 1964). 

ܼଵ, ܼଶ, … zamanlarına karşılık gelen sayma sürecini ሼܩሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ile gösterelim. Bu 

sürecin ߣ ൌ 1 oranlı bir Poisson süreci olduğu gösterilirse yukarıdaki ifadenin ispatı 

yapılmış olur. ିܯଵ ters fonksiyonu, ିܯଵሺݐሻ ൌ inf ሼݏ: ሻݏሺܯ ൒ , ሽݐ ݐ ൐ 0 ile verilmek 

üzere ܩሺݐሻ ൌ ܰ൫ିܯଵሺݐሻ൯, ݐ ൒ 0 olduğu açıktır.  

ሺ0ሻܩ .1 ൌ ܰ൫ିܯଵሺ0ሻ൯ ൌ ܰሺ0ሻ ൌ 0 

2. ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bağımsız artışlı ve, ିܯଵሺݐሻ ‘nin azalmayan bir fonksiyon 

olduğunun göz önüne alınmasıyla ܩሺݐሻ ൌ ܰ൫ିܯଵሺݐሻ൯ ifadesinden     

ሼܩሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sürecininde bağımsız artışlı olacağı ortaya çıkar. 

3. ݄ ൐ 0 için ܩሺݐ ൅ ݄ሻ െ ሻݐሺܩ ൌ ܰ൫ିܯଵሺݐ ൅ ݄ሻ൯ െ ܰ൫ିܯଵሺݐሻ൯~ܲ݊݋ݏݏ݅݋ሺ݄ሻ ,

ݐଵሺିܯ ൅ ݄ሻ ൐   ሻݐଵሺିܯ

Böylece ሼܩሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ߣ ൌ 1 oranlı bir Poisson süreci olur. Bu sonucun tersi de 

doğrudur. ܯ azalmayan sürekli bir fonksiyon ve ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡’ler bir sayma süreci için 

varış zamanlarını göstermek üzere ܯሺ ଵܵሻ, ,ሺܵଶሻܯ … , ߣ  ሺܵ௡ሻܯ ൌ 1 oranlı bir Poisson 

sürecinin varış zamanları ise ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡’ler ortalama değer fonksiyonu ܯ olan 

homojen olmayan bir Poisson sürecinin varış zamanlarıdır. 

3.3.6 Yenileme süreci  

Tanım (3.3.6.1): ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma sürecinde olaylar (yenilemeler) arası geçen 

zamanlar birbirinden bağımsız ve aynı ܨ dağılımlı rasgele değişkenler ise ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ 

sayma sürecine bir yenileme süreci denir. 

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bir yenileme süreci olsun. ܺ௡ rasgele değişkeni ሺ݊ െ 1ሻ. ve ݊. yenilemeler 

arasında geçen zamanı gösterir. ܵ௡ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ڮ ൅ ܺ௡ olmak üzere, her sabit ݐ ൒ 0 

için ܰሺݐሻ ൌ :ሼ݊ݏ݇ܽ݉ ܵ௡ ൑  ሽ’dir. Yenileme rasgele değişkeni olarak adlandırılanݐ

ܰሺݐሻ, ,zamanına kadar, yani ሺ0  ݐ  ሿ zaman aralığında gerçekleşen yenilemelerinݐ

sayısını ifade eder. 
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Olaylar arası geçen zamanların dağılımı üstel olduğunda yenileme süreci homojen bir 

Poisson sürecine dönüşecektir. 

3.3.7 Geometrik süreç  

Tanım (3.3.7.1) :ሼܺ௡ , ݊ ൌ 1,2, … ሽ negatif değerler almayan rasgele değişkenlerin 

herhangi bir dizisi olsun. ሼܽ௡ିଵܺ௡ , ݊ ൌ 1,2, … ሽ bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele 

değişkenlerin bir dizisi olacak biçimde bir ܽ ൐ 0 sayısı varsa ሼܺ௡ , ݊ ൌ 1,2, … ሽ dizisi 

üzerine kurulan ሼܰீሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma sürecine ܽ oranlı bir geometrik süreç denir. 

Geometrik süreç stokastik olarak monotondur. 0 ൏ ܽ ൏ 1 için geometrik süreç stokastik 

artan iken ܽ ൐ 1 için stokastik azalandır (Lam 1988). 

3.3.7.1 Geometrik süreçte olaylar arası geçen zamanın ve bekleme zamanının                  
   dağılımı 

ሼܰீሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ ܽ oranlı bir geometrik süreç olsun. Bu sürecin tanımından, bu sürece 

göre gerçekleşen olaylar arası geçen zamanlar olan ܺ௡ rasgele değişkenleri bağımsızdır. 

Fakat aynı dağılımlı değildir. Yalnızca  ܽ ൌ 1 durumunda bu rasgele değişkenler aynı 

dağılımlıdır ve karşımıza çıkan geometrik süreç bir yenileme süreci olur. 

௡ܻ ൌ ܽ௡ିଵܺ௡, ݊ ൌ 1,2, … diyelim. Bu durumda ௡ܻ dizisi olaylar arası geçen 

zamanlarının dağılım fonksiyonu ܨ ortalaması ߤ ve varyansı ߪଶ olan ܰሺݐሻ ൌ

:ሼ݊ݏ݇ܽ݉ ܵ௡ ൑ ,ሻݐሽ ile tanımlı ሼܰሺݐ ݐ ൒ 0ሽ yenileme sürecini oluşturur. Böylelikle ܺ௡ 

rasgele değişkeninin dağılım fonksiyonu 

ሻݔ௑೙ሺܨ ൌ ܲሺܺ௡ ൑ ሻݔ ൌ ܲሺܽି௡ାଵ
௡ܻ ൑ ሻݔ ൌ ܲሺ ௡ܻ ൑ ௡ିଵሻܽݔ ൌ ,ሻݔሺܽ௡ିଵܨ ݊ ൌ 1,2, … 

olarak bulunur. Ayrıca  

ሺܺ௡ሻܧ ൌ ܽି௡ାଵߤ  ve  ܸܽݎሺܺ௡ሻ ൌ ܽିଶ௡ାଶߪଶ   

olduğu açıktır. 

3.3.7.2 Sayma sürecinden gelen veri setinin geometrik sürece uygunluğunun      
 incelenmesi 

Bu incelemeyi gerçekleştirebilmek için aşağıdaki iki teoremden faydalanılabilir. 
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Teorem (3.3.7.2.1):  ሼܺ௡ , ݊ ൌ 1,2, … ሽ  dizisi  bir  geometrik  süreç  oluşturmak  üzere, 

ܷ௡ ൌ ௑మ೙
௑మ೙షభ

, ݊ ൌ 1,2, … ile verilen ܷ௡ ‘ler bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele 

değişkenlerdir (Lam 1992). 

Teorem (3.3.7.2.2):  ሼܺ௡ , ݊ ൌ 1,2, … ሽ dizisi bir geometrik süreç oluşturmak üzere, 

herhangi bir ݉ doğal sayısı için ௡ܸ ൌ ܺ௡ܺଶ௠ାଵି௡, ݊ ൌ 1,2, … , ݉ ile verilen ௡ܸ’ler 

bağımsız ve aynı dağılımlı rasgele değişkenlerdir (Lam 1992). 

3.3.7.3  Sayma  sürecinden  gelen  veri  setinin  bağımsız  ve  aynı  dağılımlı  olup     
   olmadığının incelenmesi 

Sayma sürecinden gelen veri setinin trende sahip olduğu  belirlendikten sonra, bunların 

geometrik süreç olduğu test edilir. Bunun için daha önce verilen  Teorem 3.3.7.2.1 ve 

Teorem 3.3.7.2.2 ‘den faydalanılır.  

ܰ ൌ 2݉ için ܷ௡ ൌ ௑మ೙
௑మ೙షభ

, ௡ܸ ൌ ܺ௡ܺଶ௠ାଵି௡, ݊ ൌ 1,2, … , ݉  

ve 

ܰ ൌ 2݉ ൅ 1 için ܷ௡ ൌ ௑మ೙
௑మ೙షభ

, ௡ܸ ൌ ܺ௡ାଵܺଶ௠ାଶି௡, ݊ ൌ 1,2, … , ݉  

ile verilen ܷ௡ ve ௡ܸ’lerin bağımsız ve aynı dağılımlı olduğu test edilir. Test 

istatistiklerinden  en çok kullanılanları “Dönüm Noktası” ve “Fark İşareti” testleridir 

(Ascher ve Feingold 1984). 

Bir sayma sürecinden gelen ሼ ௡ܹ, ݊ ൌ 1,2, … ሽ veri setinin bağımsız ve aynı dağılımlı 

rasgele değişkenler olup olmadığının test edilmesi için yokluk hipotezi 

଴: ௡ܹܪ
′ler bağımsız ve aynı dağılımlıdır.  

ve alternatifi 

:ଵܪ ௡ܹ
′ler bağımsız ve aynı dağılımlı değildirler.  

şeklinde kurulur. 
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(1) Dönüm Noktası Testi 

଴ hipotezi altında, ௐܶܪ ൌ ∑ ሺሺ௠ିଵܫ
௡ୀଶ ௡ܹ െ ௡ܹିଵሻሺ ௡ܹାଵ െ ௡ܹሻ ൏ 0ሻ olmak üzere test 

istatistiği, 

ௐܶ
כ ൌ

்ೈିమሺ೘షమሻ
య

ටభల೘షమవ
వబ

  

büyük ݊ için yaklaşık olarak standart normal dağılıma sahiptir (Ascher ve Feingold 

1984). 

(2) Fark İşareti Testi 

ௐܦ ,଴ hipotezi altındaܪ ൌ ∑ ሺ௠ܫ
௡ୀଶ ௡ܹ ൐ ௡ܹିଵሻ olmak üzere test istatistiği, 

ௐܦ
כ ൌ

஽ೈି೘షభ
మ

ට೘శభ
భమ

  

büyük ݊ için yaklaşık olarak standart normal dağılıma sahiptir (Ascher ve Feingold 

1984). 
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4. TREND ANALİZİ  

Bir sayma süreci için, olaylar arası geçen zamanların oluşturduğu dizi bu sayma sürecini 

tek olarak belirler. Örneğin, olaylar arası geçen zamanlar bağımsız ve aynı ܨ dağılımlı 

rasgele değişkenlerden oluşuyor ise bu sayma süreci bir yenileme süreci olacaktır. 

Uygulamalarda ortaya çıkan birçok bakım, onarım ve yer değiştirme problemlerinde ve 

güvenirlik teorisindeki başka analizlerde sayma sürecinden gelen veri kümesi sistematik 

değişim gösteren rasgele değişkenlerden oluşur. Sistematik değişim, sayma sürecinden 

gelen veri kümesi içerisinde trend olduğunu ve bu sürece göre gerçekleşen olaylar arası 

geçen zamanların dağılımının aynı olmadığını ifade eder. Bu tür durumlarda sayma 

süreçlerinden gelen veri kümesi bir yenileme süreci ile modellenemez ve böylece model 

olarak homojen olmayan bir Poisson süreci ya da doğrudan stokastik monoton bir 

sayma süreci düşünülmelidir. 

Stokastik olarak modelleme yaparken ilk olarak sayma sürecinden gelen veri kümesi 

yapısında bir trendin varlığının araştırılması gerekir. Trendin varlığı durumunda bu 

trend karşımıza çoğunlukla monoton olarak çıkmaktadır. Monoton bir trend aşağıdaki 

şekilde tanımlanır. 

Tanım (4.1) :ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ sayma sürecinden gelen bir veri kümesi olsun. Burada 

ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡’ler bu sayma sürecine göre gerçekleşen ilk ݊ olay için olaylar arası geçen 

zamanları gösterir. ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ rasgele değişkenleri birbirinden bağımsız olmak üzere           

݅, ݆ א ሼ1,2, … , ݊ሽ için  ݅ ൏ ݆ iken ௜ܺ ൐௦௧ ሺ൏௦௧ሻ ௝ܺ , yani her ݔ ൐ 0 için                  

௑೔ܨ
ሺݔሻ ൏ ሺ൐ሻܨ௑ೕ ሺݔሻ   olması süreçte monoton bir trendin varlığını ifade eder. 

௑೔ܨ .1
ሺݔሻ ൐ ,݅   ሻݔ௑ೕ ሺܨ ݆ ൌ 1,2, … , ݊ ;   ݆ ൐ ݅;   her ݔ ൐ 0  (İYİLEŞEN SÜREÇ) 

௑೔ܨ .2
ሺݔሻ ൏ ,݅  ሻݔ௑ೕ ሺܨ ݆ ൌ 1,2, … , ݊ ;   ݆ ൐ ݅;   her ݔ ൐ 0  (KÖTÜLEŞEN SÜREÇ). 

Sayma süreçlerinden gelen bir veri seti için ya da başka bir deyişle herhangi bir sistem 

yapısında meydana gelen hata, bozulma, yenileme, onarma gibi ifadelerle elde edilmiş 

olan veri seti için trend, bu veri setinin yapısında sistematik bir değişim olduğunu ifade 

etmektedir. Bu sistematik değişimin yapısına göre trend monoton veya monoton 

olmayan olabilir. Monoton trend, olaylar arası geçen zamanlar artma eğiliminde ise 
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azalan trend (iyileşen süreç), azalma eğiliminde ise artan trend (kötüleşen süreç) olarak 

ifade edilir. Monoton olmayan yapıya sahip olan trend ise döngüsel veya küvet 

biçiminde olabilir. Döngüsel trend, belli bir noktaya kadar azalan (artan) o noktadan 

itibaren artan (azalan) trend olarak meydana gelir. Küvet trend ise başlangıçta azalan 

(artan) trend, belli bir periyot trendsiz bir yapı ve son olarak artan (azalan) trend 

biçiminde elde edilir. Uygulamalarda karşımıza en çok çıkan trend yapısı, monoton 

artan trend veya küvet trend şeklidir.  

4.1 Grafiksel Yöntemler 

Sayma sürecinden gelen bir veri setinin incelenmesi ve sezgisel olarak nitelenebilmesi 

için en basit yol grafiksel bir yönteme başvurmaktır. Genelde, trend içermeyen bir veri 

lineer bir doğru boyunca uzanan bir yapı ile karşımıza çıkacaktır. Lineerlikten sapma 

trendin var olduğundan şüphe duymamıza neden olacaktır. Veri yapısı içerisinde trendin 

varlığını, var olduğunda şeklinin ne olduğunu anlamamıza yardımcı olabilecek birçok 

grafiksel yöntem vardır.  

4.1.1 Birikimli olay sayısının, birikimli zamana göre grafiği 

Olaylar arası geçen zamanlar, sistem yapısı iyileşen (kötüleşen) olduğunda büyüme 

(küçülme) eğiliminde olacaklardır. Böylelikle birikimli olay sayısının, birikimli zamana 

göre grafiğini elde ettiğimizde iyileşen (kötüleşen) sistem için konkav (konveks) yapı 

karşımıza çıkacaktır. 

Örnek 4.1 : Bir Amerikan denizaltısı olan USS Halfbeak’in 3 numaralı ana itici güç 

motorunun birikimli bozulma zamanları saat olarak aşağıdaki çizelge 4.1’de verilmiştir 

(Ascher ve Feingold 1984). Burada sistemin 25518. saatteki 71. bozulmaya kadar 

gözlendiği kabul edilir. 
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Çizelge 4.1 USS Halfbeak denizaltısının 3 numaralı itici güç motoru için birikimli      
        bozulma zamanları 

1382 

2990 

4124 

6827 

7472 

7567 

8845 

9450 

9794 

10848 

11993 

12300 

15413 

16497 

17352 

17632 

18122 

19067 

19172 

19299 

19360 

19686 

19940 

19944 

20121 

20132 

20431 

20525 

21057 

21061 

21309 

21310 

21378 

21391 

21456 

21461 

21603 

21658 

21688 

21750 

21815 

21820 

21822 

21888 

21930 

21943 

21946 

22181 

22311 

22634 

22635 

22669 

22691 

22846 

22947 

23149 

23305 

23491 

23526 

23774 

23791 

23822 

24006 

24286 

25000 

25010 

25048 

25268 

25400 

25500 

25518 

 

Birikimli hata sayısının, birikimli zamana göre grafiğini çizdiğimizde bu veri yapısı 

karşımıza konveks bir şekilde çıkmaktadır. Bu verinin artan bir trende sahip olabileceği 

grafiksel yöntem sonucunda söylenebilir.  

 

Şekil 4.1 USS Halfbeak denizaltısının 3 numaralı itici güç motoru için birikimli          
     bozulma sayısının birikimli zamana göre grafiği 
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4.1.2 Ardışık zaman periyotlarında SBO tahminine dayalı grafik 

Birikimli hata sayısının doğasında bulunan monoton artanlıktan dolayı bazen yerel 

değişimler kendini gizleme eğilimi gösterebilmektedir. Bu durumda birikimli hata 

sayısının yerine alternatif bir yöntem toplam gözlem aralığını üç veya daha fazla alt 

aralığa bölmek ve her bir alt aralık için SBO tahmini yapmak olabilir. Böylece eğer 

sistem iyileşen (kötüleşen) olursa ardışık SBO tahminleri için azalan (artan) bir eğilim 

söz konusu olacaktır.  

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ,  ሻ şiddet fonksiyonu bilinmeyen homojen olmayan bir Poisson süreciݐሺߣ

ve ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ bu süreçten gelen bir veri kümesi olsun. ܯሺݐሻ bu sürecin ortalama 

değer fonksiyonu olmak üzere  

ሻݐሺߣ ൌ ௗெሺ௧ሻ
ௗ௧

 , ݐ ൒ 0  

olduğunu biliyoruz. Bu ifadenin göz önüne alınmasıyla ߣሺݐሻ için doğal bir tahmin edici, 

uygun bir ∆ݐ ile  

ሻݐመሺߣ ൌ ଵ
∆௧

∑ ݐሺܫ ൏௡
௜ୀଵ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ڮ ൅ ܺ௡ ൏ ݐ ൅  ሻ                                                    (4.1)ݐ∆

olarak verilir. Burada ܫሺ. ሻ bir gösterge fonksiyonudur ve (4.1)’deki toplam, 

ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሻ kümesine bağlı olarak ሺݐ, ݐ ൅  ሿ zaman aralığında gerçekleşen olayݐ∆

sayısını ifade eder.  

Sürecin gözlem aralığı ݇ tane ሺ0, ܽଵሿ, ሺܽଵ, ܽଶሿ, … , ሺܽ௞ିଵ, ܽ௞ሿ alt aralığa parçalanırsa 

݆ ൌ 1,2, … , ݇ için ߣሺభ
మሺ௔ೕషభା௔ೕሻ) ‘nın bir tahmini 

መ൫భߣ
మ൫௔ೕషభା௔ೕ൯൯ ൌ ே൫௔ೕ൯ିே൫௔ೕషభ൯

௔ೕି௔ೕషభ
  

olur, böylelikle ௝ܾ ൌ ଵ
ଶ

൫ ௝ܽ ൅ ௝ܽିଵ൯ , ݆ ൌ 1,2, … , ݇ olmak üzere  ௝ܾ’ye karşı ߣመሺ ௝ܾ)’nin 

grafiğine ulaşılır. Bu grafik ߣሺݐሻ şiddet fonksiyonunun şekline ilişkin olarak makul bir 

belirti verecektir. 

Bu grafiği oluştururken ݇ veya ௝ܽ’lerin seçimi büyük önem taşımaktadır. Çünkü grafik 

ile verilen görsel izlenimin kullanılan sınıflandırmaya ciddi bir şekilde bağımlı 
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olmadığını kontrol etmek gereklidir. Farklı parçalanmaların seçimiyle farklı bilgiler 

edinilebilir. Bir histogramı oluştururken izlenen yol burada ݇ veya ௝ܽ’lerin seçimi için 

tavsiye edilebilir. 

Örnek 4.2 : Bir Boeing 720 uçağının havalandırma sisteminin ardışık bozulmalar arası 

geçen zamanları saat olarak çizelge 4.2’de verilmiştir (Proschan 1963). 

Çizelge 4.2 Bir Boeing 720 uçağının havalandırma sisteminin ardışık bozulmalar arası     
        geçen zamanları 

413 

14 

58 

37 

100 

65 

9 

169 

447 

184 

36 

201 

118 

34 

31 

18 

18 

67 

57 

62 

7 

22 

34 

 

Bu gözlemlerin ardışık bozulmalar arası geçen zamanları ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ olan bir 

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma sürecinden geldiği açıktır. Bu veriye ilk bakışta meydana gelen 

olaylar sona doğru gidildikçe, başlangıçtakine göre çok daha sıklıkla gerçekleşme 

eğilimi göstermektedir. Bu veride bir trendin varlığını, yani rasgele değişkenlerin aynı 

dağılımlı olmadığı fikrini akla getirir.  

ݐ∆ ሻ şiddet fonksiyonunun tahminlerini elde etmek için 5 sınıf seçilipݐሺߣ ൌ 440 

alınarak aşağıdaki çizelge oluşturulur. 

Çizelge 4.3 Bir Boeing 720 uçağının havalandırma sistemi veri seti için bozulmaların    
        sayısı ve tahmin edilen ߣሺݐሻ değerleri 

Sınıflar ௝ܾ Bozulmaların Sayısı ߣመሺ ௝ܾሻ 

ሺ0,440ሿ 220 2 2/440 

ሺ440,880ሿ 660 6 6/440 

ሺ880,1320ሿ 1100 1 1/440 

ሺ1320,1760ሿ 1540 3 3/440 

ሺ1760,2201ሿ 1980.5 11 11/440 
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Bu çizelgede verilenler kullanılarak ߣሺݐሻ’nin tahminlerinin grafiği oluşturulur. 

 

 

Şekil 4.2 Boeing 720 uçağının havalandırma sisteminin SBO tahminine dayalı         
    grafiği 

 
Böylelikle SBO tahminine dayanarak çizilen grafiğe göre, ilgili veri kümesinde trendin 

varlığı açık bir şekilde görülmektedir. 

4.1.2.1 Fisher kriteri 

ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡’ler bir sayma sürecine göre gerçekleşen ilk ݊ olay için olaylar arası geçen 

zamanları göstersin. ܵ଴ ൌ 0 ve ܵ௡ ൌ ଵܺ ൅ ܺଶ ൅ ڮ ൅ ܺ௡ ݊ ൌ 1,2, … olmak üzere 

ܵ௡, ݊. olayın gerçekleşme zamanını gösterir. Fisher kriterine göre olaylar arası geçen 

zamanların üstel dağılıma uygunluğunu gösterebilmek amacıyla oluşturulan test 

istatistiği ܶ ൌ
೘ೌೖೞ
భರ೔ರ೙௑೔

ௌ೙
  ve hipotezler 

 .଴: Olaylar arası geçen zamanların dağılımları üstel dağılımdırܪ

 .ଵ: Olaylar arası geçen zamanların dağılımları üstel dağılım değildirܪ

biçimindedir. Yokluk hipotezi altında bu test istatistiğinin olasılık dağılımı ise  
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ܲ ൬ ሺܺ௡ሻ

ܵ௡
൐ ൰ݔ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ 1                                                   ,0 ൏ ݔ ൑ ଵ

௡ 

෍ሺെ1ሻ௞ିଵ ൬
݊
݆ ൰ ሺ1 െ , ሻ௞ିଵݔ݆ ଵ

௞

௞ିଵ

௝ୀଵ

൏ ݔ ൏ ଵ
௞ିଵ

0                                                      , ݔ ൒ 1 

 

݇ ൌ 2,3, … , ݊ için elde edilecektir (Fisher 1929). Böylelikle test istatistiği değerinin, 

kritik değerden büyük olması ߙ anlam düzeyinde yokluk hipotezinin red edileceği 

anlamına gelecektir. 

ߙ ൌ 0.05 anlam düzeyinde Fisher kriteri için kritik değerler çizelge 4.4’de verilmiştir. 

Çizelge 4.4 Fisher kriteri kritik değer tablosu 

૚ െ ࢻ ൌ ૙. ૢ૞ ૚ െ ࢻ ൌ ૙. ૢ૞ 

 ࢞ ࢔ ࢞ ࢔

5 0.68377 30 0.19784 

10 0.44495 35 0.17513 

15 0.33462 40 0.15738 

20 0.27040 45 0.14310 

25 0.22805 50 0.13135 

 

4.1.3 Nelson-Aalen grafiği 

Varsayalım ki ݉ sistem gözlensin. Herbir sisteme ait bireysel sayma süreçleri 

ሼ ௜ܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ  ݅ ൌ 1, … , ݉ olmak üzere bu süreçler birbirinden bağımsız ve aynı 

dağılımlı olsun. ݅. sürece ait gözlem aralığı ሺ0, ߬௜ሿ biçiminde tanımlansın. ݐ zamanında 

gözlem altında (tanımlı) olan süreç sayısını ݕሺݐሻ fonksiyonu göstersin. Burada ܫሺ. ሻ bir 

gösterge fonksiyonu olmak üzere ݕሺݐሻ ൌ ∑ ሺ߬௞ܫ ൒ ሻ௠ݐ
௞ୀଵ  olduğu açıktır. 
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՝                  x    ՝                                        ሼ ଵܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ 
0                       ߬ଵ   

՝                                  x    ՝                        ሼ ଶܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ 
0                                       ߬ଶ 

                                                                     ڭ

՝      x      ՝                                                  ሼܰ௠ሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ 
0             ߬௠   

՝      x          x              x    ՝                        ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ          ߬ ൌ max ሼ߬௜: ݅ ൌ 1, … , ݉ሽ 
0                                        ߬   

ܰሺݐሻ ൌ ∑ ௞ܰሺݐሻ௠
௞ୀଵ  olduğunda ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ sayma sürecine üstüste gelmiş süreç denir. 

ܵ௞, üstüste gelmiş süreç içerisindeki ݇. varış zamanını ifade etsin.  

0 ൏ ଵܵ ൑ ܵଶ ൑ ڮ ൑ ܵே ൏ ߬ olmak üzere ܯሺݐሻ ൌ  ሻሻ ortalama değerݐሺܰሺܧ

fonksiyonunun, parametrik olmayan Nelson-Aalen tahmin edicisi ܯ෡ሺݐሻ ൌ ∑ ଵ
௬ሺௌೖሻௌೖஸ௧  

biçimindedir. Böylelikle bu tahmin edicinin birikimli zamana göre grafiği Nelson-Aalen 

grafiği olarak isimlendirilir.  

Örnek 4.3 : Her biri 16 valf-kayışına sahip 41 dizel motorda meydana gelen valf kayışı 

yenilemeleri aşağıdaki çizelgede verilmiştir (Nelson 1995). 

Çizelge 4.5 Valf-Kayışı yenilemeleri 

Motor No. Yenileme Zamanı Çalışma Süresi:߬௜ 

1 - 761 

2 - 759 

3 98 667 

4 326, 653, 654 667 

5 - 665 

6 84 667 

7 87 663 

8 646 653 

9 92 653 

10 - 651 
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Çizelge 4.5 Valf-Kayışı yenilemeleri (devamı) 

11 258, 328, 377, 621 650 

12 61, 539 648 

13 254, 276, 298, 640 644 

14 76, 538 642 

15 635 641 

16 349, 404, 561 649 

17 - 631 

18 - 596 

19 120, 479 614 

20 323, 449 582 

21 139, 140 589 

22 - 593 

23 573 589 

24 165, 408, 604 606 

25 249 594 

26 344, 497 613 

27 265, 586 595 

28 166, 206, 348 389 

29 - 601 

30 410, 581 601 

31 - 611 

32 - 608 

33 - 587 

34 367 603 

35 202, 563, 570 585 

36 - 587 

37 - 578 

38 - 578 

39 - 586 

40 - 585 

41 - 582 
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ݐ ሻ tahmin değerleriݐ෡ሺܯ ൏ ߬ için anlamlıdır. Her ݐ ൐ ߬ için sabittir ve bir anlamı yoktur. 

Valf-Kayışı veri setine ait parametrik olmayan ܯ෡ሺݐሻ tahmin değerleri elde edilip grafik 

oluşturulur. Örneğin ݐ ൌ 98’de ܯ෡ሺݐሻ ൌ 0.15 olarak elde edilir. 

 

Şekil 4.3 Nelson-Aalen grafiği 

İlk 550 günlük yenilemeler sabit olarak görülmektedir. Bu günden itibaren grafiğin sağ 

tarafı incelendiğinde konveks yapı ile karşılaşılmaktadır. Bu durum veri yapısında 

trendin varlığını ifade etmektedir. 

Özel olarak Nelson-Aalen grafiğinde ݉ ൌ 1 alınırsa birikimli hata sayısının birikimli 

zamana göre grafiği elde edilir. 

4.1.4 Testteki toplam zaman grafiği  

Varsayalım ki ݉ sistem gözlensin. Her bir sisteme ait bireysel sayma süreçleri 

ሼ ௜ܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ  ݅ ൌ 1, … , ݉ olmak üzere bu süreçler birbirinden bağımsız ve aynı ߣሺݐሻ 

şiddet fonksiyonu ile homojen olmayan Poisson süreci olsun. ௜ܵ’lerden bağımsız, 

߬௜’lerin bir fonksiyonu olan ݕሺݐሻ, ݐ zamanında gözlem altında olan süreç sayısını ifade 

etsin. ݕሺݐሻ ൌ ∑ ሺ߬௞ܫ ൒ ሻ௠ݐ
௞ୀଵ  olduğu açıktır.  

݇ ൌ 1,2 … , ݉ için ௞ܰሺݐሻ süreci 0 ൑ ݐ ൑ ߬௞ için gözlem altında olduğundan ܰሺݐሻ üst 

üste gelmiş süreci ݐ’de tanımlı olan ௞ܰሺݐሻ süreçlerinin toplamı ile tanımlı olur. Yani    
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ܰሺݐሻ ൌ ∑ ௞ܰሺݐሻ௠
௞ୀଵ ሺ߬௞ܫ ൒ ሻ, 0ݐ ൑ ݐ ൑ ߬ biçiminde ifade edilir. Böylece       

ሼ ௞ܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ, ݇ ൌ 1,2 … , ݉ bağımsız ve aynı ߣሺݐሻ şiddet fonksiyonu ile homojen 

olmayan Poisson süreci olduğunda ܯሺݐሻ ൌ ∑ ௠ݐሻ݀ݐ௞ሺܯ
௞ୀଵ ൌ  ሻ olacağındanݐଵሺܯ ݉

ሼܰሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ üst üste gelmiş süreci ߶ሺݐሻ ൌ  ሻ şiddet fonksiyonu ile homojenݐሺߣ ݉

olmayan bir Poisson süreci olacaktır.  

ሻݐሺݎ zamanında testteki toplam zaman ݐ ൌ ׬ ௧ݑሻ݀ݑሺݕ
଴  olarak tanımlandığında, testteki 

toplam zaman grafiği ሺ ௜
ே

, ௥ሺௌ೔ሻ
௥ሺఛሻ ሻ ݅ ൌ 1, … , ܰ noktaları ile belirlenecektir. Burada        

ሺ߬ሻݎ ൌ ∑ ߬௜
௠
௜ୀଵ  olduğu açıktır. 

Örnek 4.4 : Her biri 16 valf-kayışına sahip 41 dizel motorda meydana gelen valf kayışı 

yenilemeleri tekrar ele alınsın. 

Çizelge 4.6 Testteki toplam zaman grafiği noktaları 

݅
ܰ 

ሺݎ ௜ܵሻ
ሺ߬ሻݎ  

݅
ܰ 

ሺݎ ௜ܵሻ
ሺ߬ሻݎ  

݅
ܰ 

ሺݎ ௜ܵሻ
ሺ߬ሻݎ  

0,0208 0,0986 0,3541 0,4283 0,6875 0,7991 
0,0416 0,1228 0,3750 0,4461 0,7083 0,8638 
0,0625 0,1357 0,3958 0,4817 0,7291 0,8653 
0,0833 0,1406 0,4166 0,5221 0,7500 0,9000 
0,1041 0,1487 0,4375 0,5269 0,7708 0,9032 
0,1250 0,1584 0,4583 0,5302 0,7916 0,9142 
0,1458 0,1939 0,4791 0,5560 0,8125 0,9190 
0,1666 0,2246 0,5000 0,5625 0,8333 0,9313 
0,1875 0,2263 0,5208 0,5641 0,8541 0,9384 
0,2083 0,2667 0,5416 0,5932 0,8750 0,9576 
0,2291 0,2683 0,5625 0,6094 0,8958 0,9702 
0,2500 0,3265 0,5833 0,6524 0,9166 0,9794 
0,2708 0,3330 0,6041 0,6587 0,9375 0,9826 
0,2916 0,4025 0,6250 0,6619 0,9583 0,9860 
0,3125 0,4105 0,6458 0,7234 0,9791 0,9890 
0,3333 0,4170 0,6666 0,7707 1,000 0,9893 

 

Çizelge 4.6’da elde edilmiş olan verilere göre, testteki toplam zaman grafiği şekil 4.4’de 

elde edilir. 
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Şekil 4.4 Testteki toplam zaman grafiği 

Testteki toplam zaman grafiğinin tanımına göre trendsiz bir verinin birim kare 

üzerindeki diagonal çizgi etrafında yayılım göstermesi beklenir. Alternatif 

yorumlamalar ise trendin varlığına yönelik olacaktır. Elde edilen grafiğe göre Nelson-

Aalen grafiğinde olduğu gibi bu veri setinin trende sahip olduğu söylenebilir.  

4.2 Trend Testleri 

Sayma süreçlerinden gelen bir veri setinin yapısındaki sistematik değişimlerin 

istatistiksel olarak anlamlılığını test eden trend testleri, yokluk hipotezlerine veya 

alternatif hipotezlerine göre sınıflandırılır. Yokluk hipotezleri sayma sürecinin durağan 

bir süreç olduğunu ifade edecek biçimde homojen Poisson süreci veya yenileme süreci 

olabilir. Alternatif hipotezler ise trendin yapısına göre monoton trend veya monoton 

olmayan trend olarak kurulur. Bu çalışmada trend testleri alternatif hipotezlerine göre 

sınıflandırılmıştır. İlk olarak alternatif hipotezi monoton trendi işaret eden testler daha 

sonra ise alternatif hipotezi monoton olmayan trendi işaret eden testler verilmiştir. 
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4.2.1 Monoton trend için testler 

Bu bölümde ilk olarak yokluk hipotezi homojen Poisson sürecini daha sonra ise yokluk 

hipotezi yenileme sürecini gösteren trend testleri verilir. 

Yokluk hipotezi homojen Poisson süreci iken monoton trendin varlığını ortaya 

çıkarmak için önerilen testler Laplace ve Military Handbook testleridir. 

4.2.1.1 Laplace testi 

݊. varış zamanı ܵ௡ ൌ ∑ ௜ܺ
௡
௜ୀଵ  olmak üzere yokluk hipotezi altında, ilk ሺ݊ െ 1ሻ varış 

zamanları olan ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ିଵ rasgele değişkenlerine ሺ0, ܵ௡ሿ aralığından alınmış düzgün 

dağılıma sahip ݊ െ 1 tane rasgele değişkenin sıra istatistikleri olarak bakılabilir. Bu 

durumda merkezi limit teoreminden  

    ܷ ൌ
∑ ೄ೔

೙షభ
೔సభ
೙షభ ିೄ೙

మ

ௌ೙ට భ
భమሺ೙షభሻ

  

rasgele değişkeni büyük ݊ için yaklaşık olarak standart normal dağılıma sahiptir (Cox 

ve Lewis 1966). ܷ ൐ ܼഀ
మ
 veya ܷ ൏ െܼഀ

మ
 olduğunda ܪ଴ red edilir. ݊ ൒ 4  %5 anlamlılık 

düzeyi için yeterlidir (Bates 1955). 

Laplace testinin temelinde yatan düşünce olay zamanlarının beklenen değeri ile gözlem 

aralığının orta noktasını karşılaştırma esasına dayanır. Eğer sayma süreçlerinden gelen 

veri seti içerisinde monoton bir trendin varlığı söz konusu ise bu trend olay 

zamanlarının beklenen değerinin, gözlem aralığının orta noktalarından ne derece de 

sapmış olabileceğini gösterir. Monoton bir trendin varlığında ܷ ൏ 0 ise monoton azalan 

bir trende, ܷ ൐ 0 ise monoton artan bir trende işaret edecektir. 

4.2.1.2 Military Handbook testi 

Herhangi bir ܷ rasgele değişkeni ሺ0,1ሿ aralığında düzgün dağılıma sahip olsun. Bu 

rasgele değişkene ilişkin yapılan െ2ln ሺܷሻ dönüşümü ile elde edilecek olan rasgele 

değişkenin dağılımı 2 serbestlik derecesi ile ki-kare dağılımına uygunluk gösterecektir 
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(Kvaløy ve Lindqvist 1998). Bu noktadan hareketle ݊. varış zamanı ܵ௡ ൌ ∑ ௜ܺ
௡
௜ୀଵ  olmak 

üzere yokluk hipotezi altında, ilk ሺ݊ െ 1ሻ varış zamanları olan ଵܵ, ܵଶ, … , ܵ௡ିଵ rasgele 

değişkenleri ሺ0, ܵ௡ሿ aralığından alınmış düzgün dağılıma sahip ݊ െ 1 tane rasgele 

değişkenin sıra istatistikleri olacağından ∑ ݈݊ ௜ܵ ௡
௜ୀଵ rasgele değişkeninin 

normalleştirilmesi sonucu aşağıdaki test istatistiği oluşturulur.  

ܼ ൌ 2 ෍ ݈ ݊ ൬
ܵ௡

௜ܵ
൰ ~߯ଶ

ଶሺ௡ିଵሻ

௡ିଵ

௜ୀଵ

 

Eğer sayma süreçlerinden gelen veri seti içerisinde monoton artan bir trendin varlığı söz 

konusu ise ܼ test istatistiğinin yokluk hipotezindeki değere göre küçük olması, monoton 

azalan bir trendin varlığı söz konusu ise ܼ test istatistiğinin yokluk hipotezindeki değere 

göre büyük olması gerekecektir (Anonymous, 1981). 

Yokluk hipotezi yenileme süreci iken monoton trendin varlığını ortaya çıkarmak için 

önerilen testler Mann ve Lewis-Robinson testleridir. 

4.2.1.3 Mann testi 

ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ sayma sürecinden gelen bir veri kümesi olsun. Sayma süreçlerinden 

gelen bu veri kümesi büyüklüklerine göre ሺܺଵሻ, ܺሺଶሻ, … , ܺሺ௡ሻ  biçiminde sıralansın. 

݅ ൌ 1,2, … , ݊ െ 1 ve ݆ ൌ 2,3, … , ݊ olmak üzere ௜ܺ ൏ ௝ܺ , ݅ ൏ ݆ olacak biçimde 

yapılabilecek ݊ሺ݊ െ 1ሻ/2 tane karşılaştırmaya dayanarak aşağıdaki test istatistiği 

oluşturulur.  

ܯ ൌ ෍ ෍ ൫ܫ ௜ܺ ൏ ௝ܺ൯
௡

௝ୀ௜ାଵ

௡ିଵ

௜ୀଵ

 

Burada ܫሺ. ሻ bir gösterge fonksiyonudur. ܯ test istatistiğinin dağılımı ݊ ൒ 10 olduğunda 

asimptotik olarak normal dağılıma uygunluk göstermektedir. Yani, 

ܰܣ~ܯ ቀ௡ሺ௡ିଵሻ
ସ

, ଶ௡యାଷ௡మିହ௡
଻ଶ

ቁ’ dir. ݊ ൏ 10 olduğunda ise ܯ istatistiğinin dağılımına 

ilişkin tablo oluşturulmuştur (Mann 1945). 
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Bu test istatistiği ilgili veri kümesine ait rank değerlerini kullandığından nümerik 

değerleri kullanan test istatistiklerine göre yanıltıcı sonuçlar verebilir. 

4.2.1.4 Lewis-Robinson testi 

Mann testi veya diğer rank testlerinin verebileceği düşünülen yanıltıcı sonuçlar 

dolayısıyla, sayma süreçlerinden gelen veri kümesinin nümerik değerlerini kullanılarak 

oluşturulan bir test istatistiğidir. Lewis-Robinson test istatistiği, Laplace test 

istatistiğinin varyasyon katsayısına bölünmesi ile elde edilir.  

ܴܮ ൌ
∑ ௜ܵ െ ሺ݊ െ 1ሻܵ௡

2
௡ିଵ
௜ୀଵ

݊ට݊ െ 1
12  ܵ

~ܰሺ0,1ሻ 

Burada ܵ ൌ ට ଵ
௡ିଵ

∑ ሺ ௜ܺ െ തܺሻଶ௡
௜ୀଵ  ve തܺ ൌ ଵ

௡
∑ ௜ܺ

௡
௜ୀଵ  ‘dir. Standart sapmanın tahmini olan 

ܵ yanlı bir tahmin edici olduğundan bu tahmini ܵ ൌ ට ଵ
ଶሺ௡ିଵሻ

∑ ሺ ௜ܺାଵ െ ௜ܺሻଶ௡ିଵ
௜ୀଵ  gibi alıp 

trendi ortaya çıkarmada daha hassas bir test oluşturulur. Böylece yeni test istatistiği, 

ܬ ൌ
∑ ௜ܵ െ ሺ݊ െ 1ሻܵ௡

2
௡ିଵ
௜ୀଵ

ටሺ݊ െ 1ሻ ݊ ሺ݊ ൅ 1ሻ
12 ܵ

~ܰሺ0,1ሻ 

biçimindedir (Kvaløy ve Lindqvist 2003). 

4.2.2 Monoton olmayan trend için testler 

Bu bölümde ilk olarak yokluk hipotezi homojen Poisson sürecini daha sonra ise yokluk 

hipotezi yenileme sürecini gösteren trend testleri verilir. 

Yokluk hipotezi homojen Poisson süreci iken monoton olmayan trendin varlığını ortaya 

çıkarmak için önerilen testler ܸ1, ܸ2, ܸ3  testleridir. 

,૚ࢂ  4.2.2.1 ,૛ࢂ  ૜ testleriࢂ

Yokluk hipotezinin HPS olması altında monoton olmayan trendi test etmek için 

ܸ1, ܸ2, ܸ3 testleri tanımlanmıştır. ܸ1, ܸ2 test istatistikleri Laplace ve Lewis-Robinson 
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test istatistiklerine benzer biçimde oluşturulmuştur. Laplace ve Lewis-Robinson testleri 

hata zamanının beklenen değeri ile gözlem aralığının orta noktalarından ne derece 

sapmış olacağı yönünde kurulmuştu.  ܸ1, ܸ2 ise her bir ௜ܵ değerinin orta nokta ile 

arasındaki ortalama uzaklığa göre oluşturulmaktadır. ܸ3 ise Military Handbook testi ile 

ilişkili olarak elde edilmiştir. 

ܸ1 ൌ
∑ ቚ ௜ܵ െ ܵ௡

2 ቚ െ ሺ݊ െ 1ሻܵ௡
4

௡ିଵ
௜ୀଵ

ܵ௡ටሺ݊ െ 1ሻ
48

~ܰሺ0,1ሻ 

ܸ2 ൌ
∑ ቚ ௜ܵ െ ܵ௡

2 ቚ
ଶ

െ ሺ݊ െ 1ሻܵ௡
ଶ

12
௡ିଵ
௜ୀଵ

ܵ௡
ଶටሺ݊ െ 1ሻ

180

~ܰሺ0,1ሻ 

   ܸ3 ൌ 2 ∑ ln ሺ ௌ೙
|ଶௌ೔ିௌ೙|ሻ

௡ିଵ
௜ୀଵ ~߯ଶሺ2ሺ݊ െ 1ሻሻ                  

ܸ1, ܸ2 değerleri negatif olduğunda ௜ܺ değerlerinin küvet-biçimi olduğu, pozitif 

olduğunda ise küvet-biçiminin tam tersi olduğu, ܸ3 içinse sağ kuyruk değerlerinin 

küvet-biçimli olduğu ifade edilmektedir (Vaurio 1999). 

Yokluk hipotezi yenileme süreci iken monoton olmayan trendin varlığını ortaya 

çıkarmak için önerilen test genelleştirilmiş Anderson Darling testidir. 

4.2.2.2 Genelleştirilmiş Anderson Darling testi  

Yokluk hipotezi altında ሼ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺ௡ሽ  yenileme sürecinden gelen bir veri kümesidir. 

ሺܧ ௜ܺሻ ൌ ሺݎܸܽ ve ߤ ௜ܺሻ ൌ ௜ߝ ଶ olmak üzereߪ ൌ ௜ܺ െ ve ௝ܶ ߤ ൌ ଵߝ ൅ ڮ ൅ ௝ߝ ൌ

∑ ௜ܺ െ ߤ݆ ൌ ௝ܵ െ ௝ߤ݆
௜ୀଵ  olarak tanımlansın. Burada ௝ܵ , ݆. varış zamanını gösterir. ௡ܸ,ఓ,ఙ 

bir stokastik süreç olsun ve   

௡ܸ,ఓ,ఙሺݐሻ ൌ
ܵۤ௡௧ۥ െ ߤۥݐ݊ۤ

݊√ߪ
൅

ሺ݊ݐ െ ሻ ۥݐ݊ۤ
݊√ߪ

ሺܺۤ௡௧ۥ ାଵ െ  ሻߤ

biçiminde tanımlansın. ሼܼሺݐሻ, ݐ ൒ 0ሽ bir Brown hareketi süreci olmak üzere Donsker 

teoremine göre ݊ ՜ ∞ iken ௡ܸ,ఓ,ఙ
ௗ
՜   ܼ ‘dir. Yani ௡ܸ,ఓ,ఙ ݊ ՜ ∞ iken dağılımda Brown 
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hareketi sürecine yakınsayacaktır. Ayrıca ܼ଴ሺݐሻ ൌ ܼሺݐሻ െ  ሺ1ሻ ile tanımlanan Brownܼݐ

hareketi sürecinin bir Brown köprüsü olduğu bilinmektedir. Böylece 

ܸ଴
௡,ఙሺݐሻ ൌ ௡ܸ,ఓ,ఙሺݐሻ െ ݐ ௡ܸ,ఓ,ఙሺ1ሻ ൌ

√݊ തܺ
ߪ ሺ

ܵۤ௡௧ۥ

ܵ௡
൅

ሺ݊ݐ െ ሻ ۥݐ݊ۤ
ܵ௡

ܺۤ௡௧ۥ ାଵ െ  ሻݐ

തܺ ൌ ௌ೙
௡

 olmak üzere ݊ ՜ ∞ iken ܸ଴
௡,ఙ  

ௗ
՜  ܼ଴ olarak bir Brown köprüsüdür. ߪ yerine 

tahmin edicisi olan ߪො alınarak ܸ଴
௡,ఙෝ

ௗ
՜  ܼ଴ sonucuna ulaşılır.  

Yokluk hipotezinin doğruluğu altında, sayma sürecinden gelen veri seti içerisinde trend 

olmadığında ܸ଴
௡,ఙෝ  yaklaşık olarak bir Brown köprüsü olacaktır. Böylece ܸ଴

௡,ఙෝ’nın 

Brown köprüsünden sapmasını ölçen test istatistikleri aynı zamanda verideki trendin 

varlığını ölçen test istatistikleri olacaktır. Bu düşünceden yola çıkarak Anderson-

Darling istatistiği 

ܦܣܩ ൌ න
ܸ଴

௡,ఙෝ ሺݐሻଶ

ሺ1ݐ െ ሻݐ   ݐ݀
ௗ
՜

ଵ

଴
  න

ܼ଴ሺݐሻଶ

ሺ1ݐ െ ሻݐ ݐ݀
ଵ

଴
 

biçiminde elde edilir. Hesaplamalar sonucunda ise  

ܦܣܩ ൌ
݊ തܺଶ

ܵଶ ෍ሾ
௡

௜ୀଵ

௜ݍ
ଶ ln ൬

݅
݅ െ 1൰ ൅ ሺݍ௜൅ݎ௜ሻଶ ln ൬

݊ ൅ 1 െ ݅
݊ െ ݅ ൰ െ

௜ݎ
ଶ

݊ ሿ 

burada ݍ௜ ൌ ሺௌ೔ି௜௑೔ሻ
ௌ೙

௜ݎ ,  ൌ ௡௑೔
ௌ೙ିଵ

ଵݍ   ,  ൌ ௡ݎ௡൅ݍ ݁ݒ 0 ൌ 0 biçimindedir. Ayrıca             

ܵ ൌ ට ଵ
ଶሺ௡ିଵሻ

∑ ሺ ௜ܺାଵ െ ௜ܺሻଶ௡ିଵ
௜ୀଵ  alınarak duyarlı bir test istatistiği oluşturulur (Kvaløy ve 

Lindqvist 2003).  

ߙ istatistiğinin değeri ܦܣܩ ൌ 0.05 anlamlılık düzeyi için 2.492 < ܦܣܩ ise yokluk 

hipotezi red edilir (Anderson ve Darling 1954). 
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5. SİMÜLASYON ÇALIŞMASI 

Bu bölümde literatürde yer alan trend testlerinin karşılaştırılması amacıyla simülasyon 

çalışması uygulanmıştır. İlk olarak yokluk hipotezi desteklenecek biçimde, daha sonra 

alternatif hipotez desteklenecek biçimde veri üretimi gerçekleştirilmiştir. Ayrıca 

karşılaştırılan trend testlerinin küçük ve büyük örneklem özelliklerini incelemek için ݊ 

örneklem hacmi sırasıyla 10, 20, 30, 50, 70, 100 alınmıştır. 1.tip hata yapma olasılığı 

ߙ ൌ 0.05 seçilmiştir. Tüm grafikler 1000 simülasyon üzerine kurulmuştur. 

5.1 1.Tip Hata Çalışması 

1. Yokluk hipotezi homojen Poisson süreci olduğunda, bu sürece göre veri üretimi 

olaylar arası geçen zaman dağılımları üstel ሺߚ ൌ 0.5, 1, 1.5ሻ biçiminde elde edilmiş ve 

şekil 5.1 oluşturulmuştur.  

 

Şekil 5.1 Homojen Poisson süreci 
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Şekil 5.1 Homojen Poisson süreci (devamı) 

2. Yokluk hipotezi yenileme süreci olduğunda, bu sürece göre veri üretimi için olaylar 

arası geçen zamanların dağılımları aşağıdaki gibi seçilmiştir. 

• Şekil parametresinin 1’den küçük veya büyük olmasına bağlı olarak gamma dağılımı 

ve şekil parametresi ߙ ൌ 3.4, 3.5, 3.6 iken normal dağılıma yakınsamasını göz önüne 

alarak simetriklik özelliğinin testler üzerine etkisini araştırmak amacıyla gamma 

dağılımı, 

ߤ • ൐  ,koşulu altında normal dağılım ߪ3

• Lognormal dağılım, 

• Kesilmiş normal dağılım, 

• Şekil parametresinin 1’den küçük veya büyük olmasına bağlı olarak Weibull 

dağılımı ve şekil parametresi ߙ ൌ 3.4, 3.5, 3.6 iken normal dağılıma yakınsamasını 

göz önüne alarak simetriklik özelliğinin testler üzerine etkisini araştırmak amacıyla 

Weibull dağılımı 

kullanılıp şekil 5.2-5.6’daki grafikler oluşturulmuştur. Burada gözden kaçırılmaması 

gereken nokta yokluk hipotezi yenileme süreci olan Mann, Lewis-Robinson ve 

genelleştirilmiş Anderson Darling testlerinin 1.tip hata olasılıklarına göre 

karşılaştırılmış olmasıdır. 
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Şekil 5.2 Yenileme süreci Gamma dağılımı 
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Şekil 5.2 Yenileme süreci Gamma dağılımı (devamı) 

 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

10 20 30 50 70 100

1.
Ti

p 
H

at
a

n

Gamma(1.3,3) Mann

LR

GAD

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

10 20 30 50 70 100

1.
Ti

p 
H

at
a

n

Gamma(1.5,3) Mann

LR

GAD

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

10 20 30 50 70 100

1.
Ti

p 
H

at
a

n

Gamma(1.7,3) Mann

LR

GAD

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

10 20 30 50 70 100

1.
Ti

p 
H

at
a

n

Gamma(1.9,3) Mann

LR

GAD

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

10 20 30 50 70 100

1.
Ti

p 
H

at
a

n

Gamma(3.4,3) Mann

LR

GAD

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

10 20 30 50 70 100

1.
Ti

p 
H

at
a

n

Gamma(3.5,3)
Mann

LR

GAD



56 
 

 

Şekil 5.2 Yenileme süreci Gamma dağılımı (devamı) 

 

 

 

Şekil 5.3 Yenileme süreci normal dağılım 
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Şekil 5.4 Yenileme süreci lognormal dağılım 
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Şekil 5.5 Yenileme süreci kesilmiş normal 

 

 

Şekil 5.6 Yenileme süreci Weibull dağılımı 
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Şekil 5.6 Yenileme süreci Weibull dağılımı (devamı) 
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grafikler aşağıdaki gibidir. Normal dağılım ve kesilmiş normal dağılıma ilişkin 

grafiklerin bu bölümde neden yer almadığı bir sonraki sonuçlar bölümünde 

açıklanmıştır. 

 

 

 

Şekil 5.7 Gamma dağılımının şekil parametresi ߙ ൌ 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1, 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 
ve 1.9 ile yenileme sürecinin simülasyonu 
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Şekil 5.8 Lognormal dağılımdan elde edilen yenileme sürecine ilişkin simülasyon                  
çalışması 
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Şekil 5.9 Weibull dağılımının şekil parametresi ߙ ൌ 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 1, 1.1, 1.3, 1.5, 1.7 
ve 1.9 ile yenileme sürecinin simülasyonu 
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Şekil 5.10 Üstel(1.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02,                   
ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.10 Üstel(1.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02,                   
ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.11 Gamma (0.5,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01        
      1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.11 Gamma (0.5,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01        
      1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.12 Gamma (1.5,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01    
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.12 Gamma (1.5,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01    
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.13 Gamma (3.4,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.13 Gamma (3.4,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.14 Gamma (3.6,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.14 Gamma (3.6,3) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.15 Normal (1,1/16) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01         
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.15 Normal (1,1/16) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01         
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.16 Normal (5,1.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01                 
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.16 Normal (5,1.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01                 
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.17 Lognormal (1,0.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,           
       1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.17 Lognormal (1,0.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,           
       1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.18 Lognormal (1,2) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,      
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.18 Lognormal (1,2) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,      
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.19 Kesilmiş Normal (4,2) dağılımı ve ܽ ൌ  0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.19 Kesilmiş Normal (4,2) dağılımı ve ܽ ൌ  0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.20 Weibull (1,0.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,                  
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.20 Weibull (1,0.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,                  
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.21 Weibull (1,1.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,                  
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.21 Weibull (1,1.5) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01,                  
1.02 ve 1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.22 Weibull (1,3.4) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.22 Weibull (1,3.4) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.23 Weibull (1,3.6) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması 
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Şekil 5.23 Weibull (1,3.6) dağılımı ve ܽ ൌ 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 ve 
1.03 iken elde edilen simülasyon çalışması (devamı) 
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ሻݐሺߣ .3 ൌ  ఉିଵ şiddet fonksiyonuna sahip homojen olmayan Poisson sürecindenݐߚ

ߚ ൌ 0.5, 0.75, 1 ሺtrend yokሻ, 1.25, 1.5 ve 2 seçilerek monoton trendi içeren veri üretimi 

gerçekleştirilmiştir. Burada ߚ ൏ 1 iken  monoton azalan trend, ߚ ൐ 1 iken monoton 

artan bir trend gözlenir. ߚ ൌ 1 ise trend yoktur. İlgili grafik şekil 5.24’deki gibidir. 

 

Şekil 5.24 Kuvvet yasası monoton şiddet fonksiyonu ile simülasyon çalışması 
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Şekil 5.24 Kuvvet yasası monoton şiddet fonksiyonu ile simülasyon çalışması (devamı) 
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Şekil 5.24 Kuvvet yasası monoton şiddet fonksiyonu ile simülasyon çalışması (devamı) 

ሻݐሺߣ .4 ൌ  ఉିଵ şiddet fonksiyonuna sahip homojen olmayan Poisson sürecinden belliݐߚ

bir periyot ߚ ൌ 1.5, 1.3, 1.1 ve 1.01 diğer belli bir periyotta ise ߚ ൌ 0.5, 0.7, 0.9 ve 0.99 

seçilerek monoton olmayan döngüsel trendi içeren veri üretimi gerçekleştirilmiştir. 

Benzer olarak ilk periyotta ߚ ൌ 0.5, 0.7, 0.9 ve 0.99 ile diğer periyotta ߚ ൌ 1.5, 1.3, 1.1 

ve 1.01 seçilerek yine monoton olmayan döngüsel trendi içeren veri üretimi 

gerçekleştirilmiştir. Burada ߚ ൏ 1 iken periyotta monoton azalan trend, ߚ ൐ 1 iken 

diğer periyotta monoton artan bir trend gözlenir. Böylece döngüsel trendi içeren veri 

kümesi için testlerin güçleri şekil 5.25-5.32’deki grafikler ile verilir. 
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Şekil 5.25 Belli bir periyot ߚ ൌ 1.5 ile monoton artan, belli bir periyot monoton azalan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 
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Şekil 5.26 Belli bir periyot ߚ ൌ 1.3 ile monoton artan, belli bir periyot monoton azalan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 
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Şekil 5.27 Belli bir periyot ߚ ൌ 1.1 ile monoton artan, belli bir periyot monoton azalan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 
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Şekil 5.28 Belli bir periyot ߚ ൌ 1.01 ile monoton artan, belli bir periyot monoton azalan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 
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Şekil 5.29 Belli bir periyot ߚ ൌ 0.99 ile monoton azalan, belli bir periyot monoton artan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 
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Şekil 5.30 Belli bir periyot ߚ ൌ 0.9 ile monoton azalan, belli bir periyot monoton artan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 
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Şekil 5.31 Belli bir periyot ߚ ൌ 0.7 ile monoton azalan, belli bir periyot monoton artan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 
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Şekil 5.32 Belli bir periyot ߚ ൌ 0.5 ile monoton azalan, belli bir periyot monoton artan 
trende ilişkin simülasyon çalışması 

ሻݐሺߣ .5 ൌ  ఉିଵ şiddet fonksiyonuna sahip homojen olmayan Poisson sürecindenݐߚ

başlangıçta ߚ ൌ 0.5, 0.7, 0.9 ve 0.99, belli bir periyot ߚ ൌ 1(trend yok), son olarak da 

ߚ ൌ 1.5, 1.3, 1.1 ve 1.01 seçilerek monoton olmayan trendi içeren veri üretimi 

gerçekleştirilmiştir. Daha özel anlamda ise bu trend küvet trenddir. Bu şekilde 

oluşturulan bir veri seti için test istatistiklerinin güçleri şekil 5.33-5.36’daki grafiklerle 

verilir.  
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Şekil 5.33 Monoton olmayan küvet trend 
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Şekil 5.34 Monoton olmayan küvet trend 
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Şekil 5.35 Monoton olmayan küvet trend 
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Şekil 5.36 Monoton olmayan küvet trend 
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6. SONUÇLAR 

1. Sayma süreçlerinden gelen veri kümesi homojen Poisson sürecine göre üretilmiş 

olduğunda literatürde bulunan trend testlerinin her biri için yokluk hipotezini 

destekleyecek biçimde elde edilmiş olurlar. Buna göre, 

• Küçük örneklem hacminde Laplace, Military Handbook  ve Mann testleri 

önerilebilir. 

• Örneklem hacmi büyüdükçe her bir test 1. tip hata olasılığı olan ߙ değerine 

yakınsamıştır. 

2. Sayma süreçlerinden gelen veri kümesi yenileme sürecine göre üretilmiş olduğunda, 

• Mann, Lewis-Robinson ve genelleştirilmiş Anderson Darling testlerinin yokluk 

hipotezlerini destekleyecek biçimde elde edilmiş olurlar. Buna göre, ilgili dağılımlar 

gamma, normal, lognormal, kesilmiş normal ve Weibull iken küçük örneklem 

hacminde Mann testi önerilebilir. Örneklem hacmi büyüdükçe bu üç test de 1. tip 

hata olasılığı olan ߙ değerine yakınsamıştır.  

• Yokluk hipotezi homojen Poisson süreci olan testler, sayma sürecinden gelen veri 

kümesi yenileme sürecine uygun olduğunda yanıltıcı sonuçlar vermiştir. İlgili 

dağılım gamma olduğunda ve bu dağılımın şekil parametresi 1’den küçük olduğunda 

(DFR) her bir örneklem hacminde Laplace ve Military Handbook testleri yokluk 

hipotezlerini red edip ilgili sürecin monoton trende, V1, V2 ve V3 testleri ise yokluk 

hipotezlerini red edip ilgili sürecin monoton olmayan trende sahip olduğu sonucunu 

vermiştir. Şekil parametresi 1’den büyük olduğunda (IFR) ise bu testler, şekil 

parametresi 1’den uzaklaştıkça yokluk hipotezlerini red edemeyerek ilgili sürecin 

homojen Poisson süreci olduğu sonucunu vermiştir.  İlgili dağılım Weibull dağılımı 

olduğunda da, gamma dağılımı ile benzer sonuçlar ortaya çıkmıştır. Gamma 

dağılımında yapılmış olan  yorumlamalar Weibull dağılımı için de yapılabilir. İlgili 

dağılımlar normal ve kesilmiş normal dağılıma uygunluk gösterdiğinde Laplace, 

Military Handbook, V1, V2 ve V3 testleri yokluk hipotezlerini neredeyse hiç  red 

edemeyerek, aslında yenileme süreci olan ilgili sürecin homojen Poisson süreci 

olduğu sonucunu vererek yanıltıcı bir sonuç göstermiştir. İlgili dağılım lognormal 

dağılım olduğunda ise dağılıma ilişkin varyasyon katsayısı değiştikçe testlerin 
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sonuçları da değişmiştir. Bu oran 1’den küçük olduğunda yenileme süreci olan 

sayma süreci Laplace, Military Handbook, V1, V2 ve V3 testlerine göre homojen 

Poisson süreci, 1’den büyük olduğunda ise Laplace ve Military Handbook testlerine 

göre monoton trendli veri kümesi, V1, V2 ve V3 testlerine göre monoton olmayan 

trendli veri kümesi olarak görülmüştür.  

3. Geometrik sürece ilişkin olan ܽ oranı 0.96, 0.97, 0.98, 0.99, 0.999, 1.001, 1.01, 1.02 

ve 1.03 ile üstel, gamma, normal, lognormal, kesilmiş normal ve Weibull dağılımları 

kullanılarak sayma süreçlerinden gelen monoton trende sahip veri kümeleri 

üretildiğinde, 

• İlgili dağılım üstel dağılım olduğunda, küçük örneklem hacminde Lewis-Robinson 

veya genelleştirilmiş Anderson Darling testleri önerilebilir. Örneklem hacmi arttıkça 

Laplace testi bir adım öne çıkmaktadır.  

• İlgili dağılım şekil parametresi 1’den küçük gamma dağılımı (DFR) olduğunda her 

bir  örneklem hacminde ve ܽ ൏ 1 iken sırasıyla Military Handbook ve Laplace 

testleri önerilebilir. ܽ ൐ 1 iken Laplace testi Military Handbook testine oranla daha 

güçlü duruma gelmiştir. Şekil parametresi 1’den büyük (IFR) olduğunda ise her bir 

örneklem hacmi ve her ܽ oranı için sırasıyla Lewis-Robinson, genelleştirilmiş 

Anderson Darling ve Mann testleri önerilebilir. Şekil parametresi 3 ve 3’den büyük 

olduğunda ise gamma dağılımı normal dağılıma yakınsayacağından, dağılımın 

simetriklik özelliği bulunduğunda öne çıkan testler sırasıyla Lewis-Robinson, 

genelleştirilmiş Anderson Darling ve Mann testleridir. 

• İlgili dağılımlar normal, lognormal ve kesilmiş normal dağılımlar olduğunda ise her 

bir örneklem hacmi ve her ܽ oranı için sırasıyla Lewis-Robinson, genelleştirilmiş 

Anderson Darling ve Mann testleri önerilebilir. 

• İlgili dağılım şekil parametresi  1’den küçük Weibull dağılımı (DFR) olduğunda 

küçük örneklem hacminde ve her ܽ oranı için alternatif hipotezleri farklı olsa da 

sırasıyla V2, V1 ve V3 testleri önerilebilir. Ancak ݊ ൐ 50 ve ܽ ൏ 1 iken Millitary 

Handbook testi ܽ ൐ 1 iken Laplace testi önerilir. Şekil parametresi  1’den büyük 

(IFR) olduğunda ise her bir örneklem hacmi ve her ܽ oranı için sırasıyla Lewis-

Robinson, genelleştirilmiş Anderson Darling ve Mann testleri önerilebilir. Ayrıca 

şekil parametresi 3 ve 3’den büyük olduğunda ise Weibull dağılımı normal dağılıma 
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yakınsayacağından, dağılımın simetriklik özelliği bulunduğunda öne çıkan testler 

sırasıyla Lewis-Robinson, genelleştirilmiş Anderson Darling ve Mann testleridir. 

ሻݐሺߣ .4 ൌ  ఉିଵ şiddet fonksiyonuna sahip homojen olmayan Poisson sürecindenݐߚ

ߚ ൌ 0.5, 0.75, 1 ሺtrend yokሻ, 1.25, 1.5 ve 2 seçilerek monoton trendi içeren veri üretimi 

gerçekleştirilmiştir. Burada ߚ ൏ 1 iken  monoton azalan trend, ߚ ൐ 1 iken monoton 

artan bir trend gözlenir.  

• Her bir örneklem hacminde ve hem ߚ ൏ 1 hem de ߚ ൐ 1 iken Military Handbook 

testi önerilir. 

ሻݐሺߣ .5 ൌ  ఉିଵ şiddet fonksiyonuna sahip homojen olmayan Poisson sürecinden belliݐߚ

bir periyot ߚ ൌ 1.5, 1.3, 1.1 ve 1.01 diğer belli bir periyotta ise ߚ ൌ 0.5, 0.7, 0.9 ve 0.99 

seçilerek önce monoton artan daha sonra monoton azalan trendli yani döngüsel trendli 

veri kümesi üretildiğinde, 

• Küçük örneklem hacminde ve trend varlığını açık bir şekilde belli ettiğinde yani ߚ, 

1’den uzak iken  V1 ve V2 testleri önerilirken, trend varlığını gizledikçe yani 1 ,ߚ’e 

yakın iken genelleştirilmiş Anderson Darling testi önerilir. Örneklem hacmi 

büyüdükçe genelleştirilmiş Anderson Darling testi bir adım öne çıkmaktadır. 

• Alternatif hipotezleri farklı yapıda olsa da Laplace ve Lewis-Robinson testleri 

monoton olmayan trendin varlığını ortaya çıkarmada önerilebilir. 

ሻݐሺߣ .6 ൌ  ఉିଵ şiddet fonksiyonuna sahip homojen olmayan Poisson sürecinden belliݐߚ

bir periyot ߚ ൌ 0.5, 0.7, 0.9 ve 0.99 diğer belli bir periyotta ise ߚ ൌ 1.5, 1.3, 1.1 ve 1.01 

seçilerek önce monoton azalan daha sonra monoton artan trendli yani döngüsel trendli 

veri kümesi üretildiğinde,  

 e çok yakın iken yani trend varlığını oldukça gizlemiş olduğunda alternatif’1 ,ߚ •

hipotezi farklı yapıda olan Laplace testi her bir örneklem hacmi için önerilir.  

 ,den uzaklaştıkça hem küçük hem de büyük örneklem hacimlerinde sırasıyla V2’1 ,ߚ •

V1 ve V3 testleri önerilir. 

• Önce monoton azalan daha sonra monoton artan trendli yani döngüsel trendli veri 

kümesi için Military Handbook testi oldukça zayıftır. 
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7. Son olarak başlangıçta azalan trend, belli bir periyot trendsiz bir yapı, son periyotta 

ise artan trend biçiminde elde edilen monoton olmayan trend yapısını inceleyelim. Bu 

yapı özel olarak küvet trend olarak adlandırılmaktadır. Sayma süreçlerinden gelen veri 

kümesi bu yapıyla üretildiğinde, 

• Küçük örneklem hacminde V2 testi önerilir.  

• Örneklem hacmi ݊ ൐ 30 olduğunda V1, V3, genelleştirilmiş Anderson Darling 

testleri önerilebilir. 

• Laplace testi alternatif hipotezi farklı yapıda olsa da ݊ ൐ 30 için önerilebilir. 
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