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Zaman i¢inde degisen sistemleri modelleyen yapilara dinamik modeller denir. Bayesci
istatistik, bu tiir modellerde belirsizlikleri ifade etmek ve gegmis bilgiyle glincel veriyi
birlestirerek ¢ikarim yapmak i¢in kullanilan giiclii bir yaklagimdir. Markov Zinciri Monte
Carlo (MCMC) yontemleri ise, bu ¢ikarim siirecinde karmagsik sonsal dagilimlardan
ornekleme yaparak Bayesci analizin uygulanmasini miimkiin kilan hesaplama araglaridir.
Bu calismada MCMC yontemlerinin  kuramsal temelleri, baslica algoritmalar
(Metropolis-Hastings, Gibbs orneklemesi, Hamiltonian Monte Carlo) ve birbirleriyle
farklar1 detayli bi¢gimde ele alinmistir. Ayrica, bu yontemlerin dinamik modeller
tizerindeki uygulanabilirligini gostermek amaciyla, Bitcoin log getiri serisi tizerinde
aciklayict degiskenli bir stokastik volatilite modeli kurulmus ve model, Hamiltonian
Monte Carlo algoritmasi ile tahmin edilmistir. Calisma, Bayesci istatistik ve MCMC
yontemlerinin teorik yapisini agiklamakla kalmayip, bu yontemlerin pratikteki giiclinii de
goriiniir kilmay1 amaglamaktadir.
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Dynamic models are structures that represent systems evolving over time, typically
involving unobserved latent states that generate the observed data. Bayesian statistics is
a powerful framework for making inferences in such models by expressing uncertainty
and combining prior information with current data. Markov Chain Monte Carlo (MCMC)
methods are computational tools that enable Bayesian analysis by sampling from complex
posterior distributions. This study presents the theoretical foundations of MCMC
methods, their main algorithms (Metropolis-Hastings, Gibbs sampling, Hamiltonian
Monte Carlo), and a detailed comparison of their properties. Furthermore, to demonstrate
the applicability of these methods to dynamic models, a stochastic volatility model with
explanatory variables is constructed using Bitcoin log return data and estimated via the
Hamiltonian Monte Carlo algorithm. This thesis aims not only to explain the theoretical
structure of Bayesian statistics and MCMC methods but also to reveal their practical
power through a real-world application.
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1. GIRIS ve ONCEKI CALISMALAR

Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) yontemi Monte Carlo simiilasyonu ve Markov
Zincirinin birlesiminden dogan, karmasik dagilimlardan 6rnekleme yapmay1 amaglayan
istatistiksel bir tekniktir. Bu yontem matematiksel ve fiziksel problemlerin ¢éziimiine
yardimei1 olur. Her iki kavramin kdkeni eskiye dayanmaktadir, ancak MCMC’nin modern

hali 20. Yiizyilin ortalarinda gelistirilmistir.

Markov Zinciri, Rus matematik¢i Andrey Markov tarafindan 1906 yilinda tanitilmistir.
Andrey Markov bir sonraki durumun sadece mevcut durumlara bagl oldugu sistemleri
incelemistir (Markov, 1906; Seneta, 2006). Ornegin bir sehirde hava durumu bugiin
yagmurluysa, yarin nasil olacagi sadece bugiinkii duruma bagl olabilir. Markov bu gibi

durumlari bir matematiksel model olarak formiile etmistir (Hayes, 2023).

Monte Carlo simiilasyonu, rastgele Orneklerle karmasik problemlerin ¢dziilmesini
saglayan bir yontemdir (Metropolis ve Ulam, 1949). Bu yontem II. Diinya Savasi
sirasinda icerisinde Stanislaw Ulam ve John von Neumann’in da bulundugu Amerikali
bir grup fizik¢i tarafindan niikleer reaksiyonlar1 modellemek igin gelistirilmistir. Bu
yontemle ¢ok sayida rastgele deney gergeklestirilerek, ilgilenilen niceligin ortalamasi ya
da dagilimi gibi istatistiksel 6zellikleri yaklasik olarak hesaplanir (Kroese, 2014). Ulam
bir giin hasta yataginda soliteaire oynarken oyunu kazanma olasilifinin nasil
hesaplanabilecegini diisiinmiis ve deterministik hesaplamalar zor oldugundan, rastgele
deneyler yaparak bir ortalama bulmanin daha kolay olabilecegini fark etmistir. Bu fikir

Monte Carlo simiilasyonunun temelini olugturmustur.

MCMC’nin modern sekli 1953 yilinda Nicholas Metropolis ve meslektaslar: tarafindan
gelistirilen Metropolis algoritmasi ile ortaya ¢ikmistir. Ekip, niikleer reaksiyonlar ile ilgili
hesaplamalar yaparken Markov Zinciri ile Monte Carlo yoOntemini birlestirmistir
(Metropolis ve Ulam, 1949). Amag karmasik bir dagilimdan 6rnekler iireterek dagilimin
istatistiksel o0zelliklerini tahmin etmektir. Daha sonra, 1970 yilinda Hasting, Metropolis

algoritmasi tizerinden Metropolis-Hastings algoritmasini gelistirmistir (Hastings, 1970).



Bu algoritma, genis bir dagilim yelpazesi icin ¢alisabilen daha esnek bir versiyondur.
llerleyen siiregte, bilgisayarlarin da giicii arttkca MCMC ydntemleri popiilerlesmis ve
daha karmasik-katmanli hale gelmistir. Bunlardan Gibbs algoritmasi, Stuart Geman ve
Donald Geman tarafindan 1984 yilinda gelistirilmis, Metropolis-Hastings’ ten daha 6zel
bir algoritma olup, biiyiik veri setlerinde daha verimli ¢alisabilmektedir. Hamiltonian
Monte Carlo (HMC); fizik alanindaki Hamilton mekaniginden esinlenilerek 1987 yilinda
gelistirilmistir. Bu yontem biiyiik veri kiimelerinde daha az adimda etkili 6rnekleme
yapabilen bir yontemdir. Tempered MCMC ve Paralel MCMC ile 2000’1 yillarda birden
fazla Markov Zinciri ¢alistirilarak ¢ok modlu dagilimlarda geg¢isi kolaylastiran dagilimlar
gelistirilmistir. Bugiin MCMC yontemleri yapay zeka, makina O0grenimi, istatistik,

genetik ve fizik, ekonomi gibi farkli bilim alanlarinda kullanilmaktadir.

MCMC yontemleri, statik (zamana bagli olmayan) sistemlerden ve dinamik (zamana
bagli) sistemlerden 6rneklem olusturmak i¢in kullanilir. MCMC bagimli 6rnekler {iretir,
ancak dinamik modellerde bu bagimlilik daha da belirgin hale gelir. Statik MCMC
yontemleri veriyi tek seferde isler. Dinamik modellerde her yeni 6rnek sadece bir 6nceki
ornekten degil, ayn1 zamanda birden fazla 6nceki 6rnekten de etkilenebilir. Mesela durum
uzay modelleri gibi sistemlerde gozlenen veri bir dizi gizli durumdan tiiretilir ve bu
durumlar birbirine baghdir. Bu dinamik modele basit bir 6rnek asagidaki sekilde

verilebilir.

Bir odanin sicakligin1 6lgen hassas olmayan bir termometre ele alinsin. Gergek sicaklik
x, ile ifade edilsin. Gergek sicaklik bilinmiyor, termometre ile 6l¢iililyor ve termometre
Ol¢clim hatalar1 yapiyor. Ancak her an sicaklik 6l¢iimii, buna y, denilsin, yapiliyor. Burada
amag¢ gercek sicaklik olan x,’yi tahmin etmek. Bu modelde dis ortam sicakligi
degistiginde, mesela odada ocak yakildiginda rastgele bir degisiklik olacaktir, bu

belirsizlige w; denilsin. Buraya kadar anlatilan model asagidaki bicimde ifade edebilir:

xt =xt_1+Wt. (1.1)

Termometrenin 6l¢tiigli sicaklik gercek sicakliga yakindir ama 6lglim hatalar igerir. Bu

da sOyle gosterilebilir:



yt = xt + Ut (1.2)

(v, : 6l¢tim hatasi, 6rnegin +2 °C olabilir)

Ornegin, gercek sicaklik baslangicta x,= 20 °C olsun. Oda sicaklig1 her saniye rastgele
biraz ¢ikip azalsin, mesela w; ~ N(0,1) olsun. Termometrenin 6l¢iim hatasi da v~ N(0,2)

(+2°C civarinda dalgalaniyor) olsun.

Cizelge 1.1 Zaman, sicaklik, dl¢iilen sicaklik degerleri

Zaman X (bilinmiyor) V¢
t=1 20,5 °C 21,2°C
t=2 19,8 °C 18,9 °C
t=3 21,0 °C 22,3 °C
t=4 20,2 °C 19,5 °C

Burada termometre verisinde her yeni 6l¢iim bir sonraki 6l¢limii etkilemekte ve veri seti
bagimli degiskenlerden olusmaktadir. Bu tarz modellere dinamik modeller denir. Bu

modelde MCMC yontemleri kullanarak gergek sicaklik tahmin edilebilir.

Dinamik modeller, birgok bilimsel alanda ve miihendislik alaninda sistemlerin zaman
igindeki degisimini anlamak i¢in kullanilir. Ornegin, finans piyasalarinda hisse senedi
fiyat tahminleri, hava durumu tahminleri, robot hareketleri, biyolojik sistemlerde salgin

hastalik modellemeleri gibi bir¢ok alanda kullanilir.

Termometre 6rnegi bir de su sekilde ele alinsin:

Bilinmeyen, tahmin edilmek istenilen gergek sicaklik x olsun. Elimizde termometreden
herhangi bir anda alman (yq,y,, ..., Vy) gozlemleri olsun ve bu 6lg¢iimlerin hatalar

icerdigi bilinsin. Model su sekilde ifade edilebilir:



Ve =X+ 1, (1.3)
(v, ~ N(0,0%) 6l¢iim hatasi)

Bu modelde gercek sicakligi tahmin etmek icin dlctilen y, sicaklik degerleri herhangi bir
anda alinmis ve birbirinden bagimsiz dlglimlerdir. Bu tarz modellere statik modeller

denir. En ¢ok olabilirlik yontemi ile gercek sicaklik degeri tahmin edilebilir.

Statik modeller hizl1 ve basittir. Ancak zamanla degisen sistemler i¢in uygun degildir.
Termometre 6rneginde 6l¢timlerin herhangi bir anda yapildig: diisiiniilsiin. Eger sicaklik
zamanla degisiyorsa, mesela odada pencere acildi veya kalorifer yakildi, birbirinden
bagimsiz yapilan Ol¢iimler tiim siireci aciklamayacak, dogru sekilde temsil
edemeyecektir. Sicaklik dlgtimleri eski 6l¢iimleri gilincelleyerek gitmeyecegi i¢in sonugta

yapilacak tahmin yaniltic1 olacaktir.

Gortildiigii gibi, statik modeller zamanla degisen sistemlerde yetersiz kalmaktadir. Ciinkii
bu tiir sistemlerde her yeni gozlem, sistemin mevcut durumunu giincelleyerek daha
isabetli tahminler yapmay1 gerektirir. Bu noktada dinamik siire¢ler zamana baglh
giincelleme yapilmasina izin vererek gecmisle bagi korur. Dinamik Markov Zinciri
modellerde Monte Carlo (MCMC) yontemleri kullanarak sadece gecmis verilere bagh
kalinmaz, aym1 zamanda yeni gozlemler dikkate alinarak sistemin zaman igindeki
degisimi daha dogru sekilde modellenir. Ozellikle Kalman Filtreleri ve Par¢acik MCMC
gibi yontemler, dinamik sistemlerin gizli durumlarin1 giincelleyerek en iyi tahminin
yapilmasina olanak tanir. Bu da MCMC' yi zamana bagli siirecleri analiz etmek i¢in gii¢lii

bir ara¢ haline getirir.

Istatistikte MCMC ’nin en yaygin kullanim alanlarindan biri Bayesci istatistiktir. Bayesci
istatistik, belirsizlik altinda ¢ikarim yapmanin giiclii bir yoludur ve genellikle karmagik
olasilik dagilimlarindan 6rnekleme yapmay1 gerektirir. Ancak bu dagilimlar1 dogrudan
hesaplamak ¢ogu zaman zor veya imkansizdir. Iste bu noktada MCMC yéntemleri
devreye girerr MCMC, Bayes teoremini kullanarak olasiliksal modellerin

giincellenmesini saglar ve Ozellikle yiiksek boyutlu, karmagsik sistemlerde Bayesci



¢ikarimi miimkiin kilar. Dinamik sistemlerde ise gézlemlenen veriler ve gizli durumlar
arasindaki bagimliliklar1 takip ederek, zaman icinde degisen siire¢leri modellemeye

yardimei olur.

Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) yontemleri, modern bilim ve teknolojide karmasik

olasilik yapilarinin modellenmesini miimkiin kilarak bir¢ok alanda devrim yaratmistir;

Gelfand ve Smith (1990), Gibbs drneklemesini istatistiksel ¢ikarima entegre ederek her
parametre i¢in kosullu dagilimlardan sirasiyla 6rnekleme yapip tiim modelin sonsal
dagilimin yaklasik olarak elde etmeyi saglamistir. Boylece Bayesci modellemenin pratik

uygulanabilirligini ortaya koymus ve modern Bayesci istatistigin temelini atmistir.

Sims ve Zha (1998), cok degiskenli ekonomik modellerde MCMC tabanli Bayesci
yaklagimi kullanarak para politikasi soklarinin zaman igindeki etkilerini belirsizlikle
birlikte degerlendirmistir. Para politikas1 soklarinin zaman i¢indeki etkilerini belirsizlik
araliklartyla degerlendirmek, ekonomi politikalarinin sadece ortalama etkiyi degil, olasi
riskleri ve senaryolar1 da gostermesini saglamistir. Boylece bu alanda daha temkinli, veri

temelli ve risk yOnetimini i¢eren bicimde politika {iretilmesi gergeklesmistir.

Rannala ve Yang (1996), DNA dizilim verilerinden tiirler arasindaki evrimsel iligkileri
(genetikte evrimsel agag yapilarini) ¢ikarirken Bayesci ¢ergevede tanimladiklar: olasilik
modeline dayanarak, agac yapilar1 ve model parametreleri i¢in sonsal dagilimlardan
MCMC ile 6rnekleme yapmistir. Boylece sadece tek bir ‘en iy1 agag’ yerine, veriye uygun
birgok olasi aga¢ yapisini olasilikla tartarak degerlendirebilmistir. Bu yaklasim, yeni
tirlerin siniflandirilmasinda, virlis mutasyonlarinin izlenmesinde ve genetik soy
analizlerinde daha esnek, veriyle uyumlu ve bilimsel agidan saglam sonuglar elde

edilmesini miimkiin kilmistir.

Christensen ve arkadaglar1 (2001), evrenin parametrelerini (6rnegin Hubble sabiti, madde
yogunlugu, egrilik vs.) tahmin etmek i¢in Bayesci ¢er¢evede bir model kurmustur. Bu

modelin sonsal dagilimlarindan, MCMC (6zellikle Metropolis-Hastings) algoritmasini



kullanarak 6rnekleme yapmistir. Boylece her parametre i¢in yalnizca noktasal bir tahmin
degil, tam bir olasilik dagilim1 ve giiven araliklari elde etmistir. Bu ¢alisma, kozmolojik
parametre tahminlerinde deterministik yaklagsimlar yerine olasiliksal (Bayesci) ¢ikarimin
kullanilabilecegini gostererek fiziksel kozmolojide paradigmayi1 degistirmistir. Artik
evrenin yasi, genisleme hiz1 gibi biytklikler tek bir degerden ibaret degil;
belirsizlikleriyle birlikte modellenen bilimsel biiyiikliikler haline gelmistir. Bu yaklagim,
NASA’nin Planck ve WMAP gibi gorevlerinde de benimsenerek, modern evren
modellerinin temellerini olusturmustur ve MCMC’yi kozmolojide vazge¢ilmez bir arag
yapmistir (Christensen vd., 2001; Planck Collaboration, 2018; WMAP Science Team,
2011).

Kastner ve Frithwirth-Schnatter (2014), ekonometrik ve finansal modelleme
calismalarinda kullanilan stokastik volatilite modelleri i¢in sik¢a karsilasilan karigim
sorununu ¢6zmek amaciyla ASIS algoritmasi adli 6rnekleme stratejisini gelistirmigtir. Bu
strateji, model parametreleri arasindaki yiiksek korelasyon nedeniyle MCMC zincirinin
yavas karismasi ve etkili ornek sayisinin diisiik olmasi gibi sorunlara ¢dziim Onerisi
getirmis, boylece MCMC’nin verimliligi artarken, 6zellikle finansal zaman serilerinde
kullanilan stokastik volatilite modellerinde yiiksek boyutlu ve karmasik yapilarin Bayesci

olarak giivenilir bicimde tahmin edilmesi miimkiin hale gelmistir.

Bronk Ramsey (2009), arkeolojik karbon-14 tarithleme verilerini Bayesci MCMC
yontemleriyle analiz ederek hem kalibrasyon hem de birden fazla 6rnek lizerinden
zamansal faz modelleri kurmustur. Bu sayede, sadece tek bir tahmin degil; 6rnekler
arasindaki belirsizlikler, siralamalar ve evrensel takvimlere gore giiven araliklar1 da aym

anda elde edilmis olur.

Griffiths ve arkadaglar1 (2008), insan zihninin karar verme ve kavramsal 6grenme
stireglerini Bayesci modellerle agiklamigtir. MCMC, bu modellerin parametrelerini ve
yapisint hem teorik hem uygulamali olarak kesfetmeyi saglamis, zihinsel model

O0grenimini simiile etmek i¢in kullanilmistir.



Bu ¢alismalar gostermektedir ki MCMC yoOntemleri yalnizca matematiksel bir ara¢ degil,
ayn1 zamanda istatistiksel diisiince bi¢imini kdkten degistiren ve farkli bilim alanlarinda

kesfi tetikleyen ileri diizey bir yontemdir.

Bu calismada ilk olarak Bayesci istatistiksel yaklasimin temel kavramlari ele alinacak,
ozellikle belirsizlik altinda ¢ikarim yapma siireci ve Onsel-sonsal dagilim iligkisi
aciklanacaktir. Ardindan, rastgele say1 liretme teknikleri incelenerek bilgisayar destekli
simiilasyon yontemlerinin temel dayanaklari ortaya konulacaktir. Markov zincirlerinin
teorik yapist ve zamanla denge dagilimina yakinsama ozellikleri agiklanacak; bunu
takiben Monte Carlo yontemlerinin temel prensipleri ve yiiksek boyutlu problemlerde
yaklasik hesaplamadaki rolii anlatilacaktir. Tezin MCMC Yontemleri bdliimiinde,
Metropolis-Hastings, Gibbs Orneklemesi, Hamiltonian Monte Carlo ve Parallel
Tempering gibi temel MCMC algoritmalart ayrintili bigimde ele alinacaktir. Ayrica
MCMC algoritmalartyla dagilimlardan sayi iiretme siireci, Metropolis algoritmasi ile
Cauchy dagilimi ve Gibbs Orneklemesi ile Normal dagilim parametreleri {izerinden

uygulamali 6rneklerle gosterilmistir.

Son olarak teorik olarak agiklanan MCMC algoritmalarinin isleyisini gostermek amaciyla
Bitcoin volatilitesinin stokastik modeli tizerinde Hamiltonian Monte Carlo yontemi ile

siire¢ ve sonuglar gosterilmis, yontemin agiklayiciligi tartisiimistir.



2. BAYESCIi SONUC CIKARIMI

Bayesci istatistik, olasiligin bir olay hakkindaki mevcut bilgilere (6n bilgi-prior) dayal
olarak giincellenmesine olanak taniyan bir yaklasimdir (Gelman vd. 2013). Olasilig1
yalnizca frekanslarla degil, belirsizlik karsisinda 6n bilgiye dayali bir giiven diizeyi olarak
da ele alir. Frekansgi istatistikte olasilik, belirli bir olaym uzun vadeli ger¢eklesme orani
olarak tanimlanirken, Bayesci istatistikte mevcut bilgiler ve yeni veriler dogrultusunda

giincellenebilen bir inang 6l¢iisii olarak yorumlanmaktadir.

Bayesci yaklasim, 1763’te Thomas Bayes tarafindan ortaya konulan ve matematiksel
istatistigin 6nemli bir teoremi olan Bayes teoremine dayanir. Bayes teoremi, 18. yilizyilda
olasilik kuraminin heniiz gelismekte oldugu bir donemde, etkiden nedene ulasmay1
amaglayan 0zgiin bir diislince deneyi ile ortaya konmustur. Giiniimiizde ters olasilik
(inverse probability) olarak bilinen bu yaklasim, gozlemlenen sonuglardan hareketle gizli
bir nedenin olasiligin1 tahmin etmeye yoneliktir. Sharon Bertsch, McGrayne'nin “The
Theory That Would Not Die” kitabinda Bayes’in bu deneyi sdyle tasarladiginm
anlatmistir; diiz ve kare bi¢giminde bir masa g6z oniine alinir. Bu masa o kadar diizgiindiir
ki, iizerine atilan bir topun masanin herhangi bir noktasina diisme olasilig1 esittir. Bayes,
bu diizlem {izerine ilk topun rastgele atildigini, fakat topun nereye diistiiglinii kendisinin
bilmedigini varsayar. Ardindan ikinci bir top atilir ve sadece bu topun ilk topun sagia
m1 yoksa soluna m diistiigii bilgisi Bayes’e iletilir. Bu islem defalarca tekrarlanir. Her
yeni atista, topun konumu yine sadece “ilk topun sagina mi1 soluna m1” diistiigli biciminde
raporlanir. Bayes, ilk topun (bilinmeyen nedenin) konumunu giderek daralan bir olasilik
araligina sikistirmaya baslar. Ornegin, eger tiim toplar ilk topun sagina diiserse, Bayes bu
ilk topun muhtemelen en sol ucta yer aldigini varsayar. Bu deneysel diisiince, Bayes’in
simdiki gézlemlerden ge¢cmis nedene ulagma fikrini nasil yapilandirdigini gosterir. Bayes
hi¢bir zaman ilk topun tam yerini bilemez; ancak artan sayida gozlemle, bu konum

hakkinda yiiksek gilivenle tahmin yapabilir.

Bayesci yaklasimin kavramsal yapisi oldukga basittir. Baslangi¢ inanglari, glincel gézlem

verileri ile birlestirilerek daha iyi bir inanca ulasilir. Bu yap1 su sekilde formiile edilir:



Yeni Inang (Posterior) = Onceki inang (Prior) X Olabilirlik(Likelihood)

Sistemin her adiminda bu giincelleme tekrarlanir; elde edilen her yeni sonsal dagilim
(posterior), bir sonraki giincellemede onsel dagilim (prior) olarak kullanilir. Bu yoniiyle
Bayesci yaklasim, her yeni bilgiyle birlikte kendini iyilestiren ve dogruluga giderek daha
cok yaklasan evrimsel bir ¢ikarim sistemidir (Gelman vd. 2013). Bu yaklagim, bugiin
Bayes teoremi ile ifade edilen 6nsel bilginin (prior) yeni veri ile glincellenmesi (posterior)

fikrinin sezgisel temelini olusturur (McGrayne, 2011).

Bayes'in bu diisiince deneyini daha iyi kavrayabilmek icin, bir 6rnek senaryo iizerinden
hareket edilebilir. Masanin [0, 1] araliginda dogrusal tek boyutlu bir diizlem olarak
modellendigi varsayilsin. Bu masaya ilk top rastgele atilsin ve konumu gozlemciden
gizlensin. Ornegin, bu topun konumu gercekte 8 = 0.73 noktasina denk gelmis olsun.
Ardindan 10 farkli top konumlari esit olasilikla [0, 1] araligina diisecek sekilde atilsin.
Her atis sonras1 gézlemciye yalnizca yeni atilan top ilk topun saginda mi yoksa solunda
mi diistiigii bilgisi verilsin. Atiglarin sonucunda toplardan 7°si ilk topun soluna, 3’{i sagina

diismiis olsun.

Bu noktadan sonra gézlemcinin amaci, bu kisith bilgiden yola ¢ikarak ilk topun konumu
hakkinda ¢ikarimda bulunmaktir. Baslangigta, ilk topun masa iizerindeki konumu
hakkinda higbir bilgi olmadig1 varsayilir; yani dnsel dagilim (prior) en tarafsiz ve bilgi
icermeyen varsayim olarak 8 ~Uniform(0,1) kabul edilir. Ancak 10 gdzlem sonucunda

elde edilen “sol/sag” verileri ile bu bilgi giincellenebilir.

Bayes Teoremi uygulanarak elde edilen sonsal dagilim (posterior), asagidaki sekilde

modellenir:

p(B|veri) x 87 - (1 — 6)3 2.1

Bu ifade, parametrik olarak Beta(8,4) dagilimina karsilik gelir. Yani Bayes’in gozlemler
sonras1 inanci artik iiniform degildir. 6 degeri biiyiik olasilikla sonsal dagilimin

(Beta(8,4)) tepe noktas1 olan 0.7 civarindadir. Gozlem sayist arttikga dagilim daha



sivrilesir ve belirli bir noktada yogunlasir. Boylece ilk topun konumu hakkinda daha

giivenilir bir aralik elde edilir.

Bu 6rnek, Bayes’in neden-sonug iligkisinde tek tek degerleri bilmeye gerek duymadan,
gozlemlerin yonii lizerinden olasilik giincellemesi yapabilecegini gostermektedir. Bu

giincelleme, modern Bayes teoreminin temel mantigini sezgisel olarak temsil etmektedir.

Bayes’in bu diisince bi¢imini Pierre-Simon Laplace matematiksel c¢erceveyle

genellestirmistir (McGrayne, 2011; Gelman vd., 2013). Su sekilde ifade edilir:

(Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve Ay, A,, -++, A,€U bu uzayda tanimli herhangi bir pargalanma
olsun. Yani, bu olaylar birbirinden bagimsiz, ayni anda gerceklesmesi miimkiin olmayan
ve UL, 4; = Q olan birbirinden farkli ayrik olaylardan olugsun. Bu durumda, bu olasilik
uzayinda P(B) > 0 kosulunu saglayan bir B olay1 ger¢eklestiginde herhangi bir A;

olayinin olasilig1

P(apP(B|A;)
7. Papp(Bl4;) °

P(4|B) = (i=12-,n) (2.2)

ile hesaplanir. Bu formiil, Bayes Teoreminin ayrik olaylar i¢in genellestirilmis hali olarak

verilir.

Y = Y1, V2, -, Y g0zlemi olasilik (yogunluk) fonksiyonu (o(y)f) p(y|8) olan dagilimdan
bir drneklem olmak tizere, 8 parametresi igin I1(6) 6nsel o(y)f gbz 6niine alinsin. Bayes

teoremi kullanilarak sonsal o.(y).f,

_p@y) _p0)n® _  py|0)ne)
p(Oly) = p»  p  [p(y|@)n(®)as

(2.3)

bigiminde elde edilir. Burada, payda da yer alan [p(y|0)I1(6)d6 ifadesi, sonsal
dagilimm normallestirme sabitidir. 8 parametresinin olabilirlik fonksiyonu p(y|8) o(y)f

nin bir orantili fonksiyonu olmak {iizere,
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L(8) x p(y|6) 24

biciminde orantisal olarak ifade edilebilir. Buna gdre sonsal o(y)f,

L(6)I1(O)

p(01Y) = eomeras (2.5)

biciminde yazilir. Burada, paydada yer alan p(y) marjinal dagilimi bir integraldir (kesikli
dagilimlar i¢in toplam). Bu integralin degeri sonlu oldugu siirece sonsal dagilim ile ilgili

herhangi bir ilave bilgi icermez. Bu sebeple, p(6]y)

p(0ly) o< L(EII(H). (2.6)

biciminde orantisal olarak yazilabilir. Bayesci yaklasim, aslinda elde var olan bilginin
yeni bilgiler geldik¢e nasil giincellenecegini ifade eder. Bir parametre i¢in 6nsel dagilim,
veri analizine baglamadan 6nce parametre hakkinda kesin olmayan bilgileri iceren olasilik
dagilimidir. Onsel o(y)f ile olabilirlik fonksiyonunun ¢arpimi parametre igin sonsal o(y)f

verir. Parametre i¢in sonsal dagilim belirlendikten sonra tiim ¢ikarimlar bu dagilim

kullanilarak yapilabilir (Cengiz vd., 2012) .
Bayesci yaklagima asagidaki sekilde bir 6rnek verilebilir;

Bir bilim insani, belirli bir yeni tedavinin hastalar {izerinde etkili olup olmadigini test
etmek istemektedir. Klasik frekansci istatistikte, hipotez testi sonucu tedavinin etkili olup
olmadigina karar vermek i¢in p-degerine bakilir. Ancak Bayesci yaklasimda, tedavi
etkisinin bir onsel olasilik dagilimi belirlenir ve yeni veriler elde edildikge bu olasilik

giincellenir.

Adim 1: On Bilgi (Prior) Bilim insani tedavinin etkili olma ihtimalini %30 olarak

degerlendirmektedir:

11



P(Tedavi Etkili) = 0.30, P(Tedavi Etkisiz) = 0.70 2.7)

Adim 2: Veri Toplama ve Olabilirlik Hesaplama Yapilan klinik denede 100 hastanin

60’1inda iyilesme oldugu gorilmiistiir.

Eger tedavi etkiliyse, hastalarin iyilesme olasiliginin %80 oldugu, eger tedavi etkisizse,

iyilesme oraninin %50 oldugu bilinmektedir. Buna gore,

P(lyilesme|Tedavi Etkili) = 0.80, (P(lyilesme|Tedavi Etkisiz) = 0.50

kosullu olasiliklar1 yazilabilir.

Adim 3: Bayes Teoremi ile Giincelleme Yeni verileri kullanarak, tedavinin gergekten

etkili olma olasili1 giincellenir:

p(lyilesme|Tedavi Etkili)p(Tedavi Etkili)

P(Tedavi Etkili|lyilesme) = P (yilesme) (2.8)
Burada normallestirme sabiti P(lyilesme) toplam olasilik kuralina gore,
P(lyilesme) = P(lyilesme|Tedavi Etkili)P(Tedavi Etkili) (2.9)

+ P(lyilesme|Tedavi Etkisiz)P(Tedavi Etkisiz)

= (0.80 X 0.30) + (0.50 X 0.70) = 0.59

olarak bulunur. Formiilde yerine konuldugunda

(0.80 x 0.30) 024
(0.80 x 0.30) + (0.50 x 0.70) ~ 0.59

P(Etkili|lyilesme) = 0.41
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elde edilir. Yeni veriler 1s1ginda, tedavinin etkili olma olasiligi %30’dan %41’e
yiikselmistir. Yani, Bayes gilincellemesi ile bilim insani, tedaviye olan giivenini

artirmistir.

Ancak Bayesci istatistikte, bazen bu normallestirme katsayisini hesaplamak zor veya
imkansiz olabilir. Cogunlukla, yiliksek boyutlu ve karmasik modellerde integral
hesaplamalarinda bu problem ortaya ¢ikar. Bu durumda MCMC gibi yontemler, dogrudan

sonsal dagilimdan 6rnekleme yaparak bir ¢6ziim onerir. (Ekinci, 2019)
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3. DAGILIMLARDAN RASGELE SAYI URETME

MCMC yontemlerinden bahsetmeden Once rastgele say1 liretmenin temel taglart olan Ters

Dontisiim Yontemi ve Kabul-Red yontemlerinin mantigin1 anlamak gerekir.

3.1 Ters Doniisiim Yontemi

X rasgele degiskenin dagilim fonksiyonu F olarak verilsin ve bu dagilimdan rasgele say1
iiretilmek istensin. Bu durumda, en yaygin kullanilan yéntem, F fonksiyonunun

genellestirilmis tersi olan
F7:(0,1) >R
u—- F (uw) =inf{x:F(x) = u} (3.1)

fonksiyonu ile X = F~(U) doniistimiinii kullanmaktir. U ile (0,1) araliginda Diizgiin
dagilima sahip olan bir rasgele degisken ifade edilir. Bu doniisiim ile Diizgilin dagilimdan

elde edilen U rasgele sayilar1 F dagilimina doniistiiriilmiis olur.

Ornek olarak; olasilik yogunluk fonksiyonu;

2x , 0<x<1

f@={" " i 62)

olan F dagilim fonksiyonuna ters doniisiim ydntemi uygulansin. Ilk olarak dagilim

fonksiyonu
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0, x <0
F(x)={x?, 0<x<1 (3.3)
1, x>1

olmak iizere X = F~1(U) = UY? =+/U doniisimii ile diizgiin dagilmdan iiretilen
rasgele sayilarin kokii alinarak F dagilimdan sayi iiretilmis olur (Oztiirk ve Ozbek, 2015).

Ancak bu yontem ¢ok boyutlu dagilimlara uygulanamaz.

3.2 Kabul-Red Yontemi

Kabul Red yontemi John von Neumann tarafinda 1950’lerde, karmasik dagilimlardan
ornekleme elde etmek amaciyla gelistirilmis, dogrudan 6rnekleme yapmanin zor oldugu

durumlarda kullanilan bir yontemdir. Calisma mantig1 basitge su sekildedir:

Once kolay drnekleme yapilabilecek bir dagilim G (x) ve o.(y).f g(x) segilir. Sonra, bu
dagilimin hedef dagilimi olan f(x) ile benzer olup olmadiklar1 test edilir. Eger g(x)
egrisi, bir M carpantyla f(x)’in lizerinde olacak sekilde 6lgeklendirilebilirse, her yeni

orneklem icin bir kabul testi yapilir.
Formiilasyonu su sekildedir:
X rasgele degiskeni f o.(y).f na sahip ve deger kiimesi D ile ifade edilsin. g o.(y).f na

sahip V rasgele degiskeninin deger kiimesi de D olsun ve burada 6nemli nokta bu

dagilimdan V sayilarini iretmek kolay olsun. Ayrica, Vx € D i¢in

f(x) <a.gx) 3.4)

olacak sekilde a pozitif sabit degeri olsun. Bu kosullar altinda asagidaki algoritma ile

o.(y).f f ile verilen dagilimdan X rasgele sayilar1 iiretilebilir;

15



1.Adim

Birbirinden bagimsiz olarak V rasgele degeri g fonksiyonundan ve U rasgele degeri

U(0,1) dagilimindan iiretilir.

2. Adim

Eger,

)
< 35
—aglV) ( )

oluyorsa X = V olarak alinir ve 1.Adima geri doniiliir.

Ornek olarak olasilik yogunluk fonksiyonu;

2
f(x)={;w/x(2—x) , 0<x<2 (3.6)

0 , d.y.

olan fonksiyon goz oniine alinsin. Bu fonksiyona benzer uygun bir g(x) fonksiyonu da;

1
- 0<x<?2
(x) = {2 ' (3.7)
J 0o , d.y.
bigiminde segilsin. Bu durumda, a = 2 i¢in
f(x) 2% g(x) (3.8)

x € (0,2)’dir. O halde;
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U;, U~U(0,1) dagilimindan tiretilip V = 2 X U; hesaplanir. Daha sonra yine U,, U(0,1)

dagilimindan iiretilir.

2 o . . .
1.Adim U, < ;,/V(Z — V) kosulu saglanirise X = V alinir ve yeni say1 liretmek

icin 1. Adima doniiliir.

Kabul-Red yoOntemi, rastgele secilen her Ornegi bagimsiz olarak degerlendirir ve
kabul/red mekanizmasi ile ¢alistirir. Ancak bu yontem yiiksek boyutlu sistemlerde ¢ok
fazla drnegi reddettigi i¢in verimsizdir. Iste bu noktada, Markov zinciri devreye girerek
ornekleri birbirine baglh hale getirir ve daha az Ornek reddederek daha verimli bir

ornekleme stireci olusturur.
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4. MARKOV ZINCIRi VE MONTE CARLO YONTEMLERIi

4.1 Markov Zinciri

Markov zinciri, sistemin zamanla alabilecegi durumlar1 belirli gecis olasiliklartyla
modelleyen ayrik zamanli stokastik bir siirectir. Bu siirecte, sistemin bir sonraki durumda
bulunma olasilig1 yalnizca su anki duruma baghdir; gegmis durumlarin dogrudan etkisi
yoktur. Durum uzay1 genellikle sonlu ya da sayilabilir sonsuz bir kiimeden olusur ve
sistemin gegisleri bir gecis olasiliklart matrisi ile tanimlanir. Markov zincirinin temel yap1
taglari; sistemin alabilecegi tim durumlari i¢eren durum kiimesi, bu durumlar arasinda
gecisleri rastlantisal olarak tetikleyen mekanizmalar ve gecis olasiliklarin1 belirten

karesel gecis matrisidir (Celik, 2013).

{X;,t € T} bigiminde tanimlanan rassal degiskenlerin dizisi g6z 6niine alinsin. x;, X; nin
t € T anin da aldig1 degeri gostersin. Rassal degiskenler dizisi {X;,t € T} eger asagidaki

kosulu sagliyorsa Markov zinciri olarak adlandirilir:

P(Xe = x| Xe—q = Xe—q, s Xo = X0) = P(Xp = x| X1 = x4-1) 4.1)

(Oztiirk ve Ozbek, 2004). Bu siiregte sistemin alabilecegi durumlar bir durum kiimesi E

ile tanimlanir. Her bir i € E durumundan j € E durumuna bir adimda gegis olasiligi,

pbij = P(Xeyq = JjlXe = 1) 4.2)

kosullu olasilig ile ifade edilir. i durumundan j durumuna n adimda gegis olasiligi

pg} =PXsn = JjlXe = 1) (4.3)
ile ifade edilir. Ge¢is matrisi, elemanlar1 gecis olasiliklar1 olan stokastik bir matristir

(Ekici, 2019). Bu nedenle, matrisin her bir satir toplam1 1° e esit olmalidir. Arastirmaci,

Markov zincirini belirlenen bir baslangic noktasi ile baglatir. Siirecin basladigi anda
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durumlarin olasiliklarina ilk olasiliklar denir. Ilk olasiliklarin olusturdugu vektor m, ile
gosterilir ve zincir, bir 7y baslangi¢ vektoriiniin atanmasi ile baslar. Baslangic vektoriiniin
bir elamani disinda diger tiim elemanlar1 0 degerini alir. Orneklem uzayr S =
{0,1,2, ...} biciminde olan bir Markov zinciri i¢in bir adim gegis olasiliklarinin
olusturdugu matris “gecis matrisi” adin1 alir ve bu gegis matrisi P = [pi j] ile gosterilir.
Elemanlari, n adim gegis olasiliklarindan olusan matris ise P™ = [p{}] ile tanimlanir.
Amag, gecis matrisinin duragan duruma ya da kararli bir orana gitmesini saglamaktir.
Burada bahsedilen duragan durum ya da zincirin duragan dagilimi Orneklemede

kullanilacak 6nemli bir 6zelliktir.
4.2 Monte Carlo Integrasyonu

Monte Carlo yontemleri, karmagik matematiksel iglemler i¢in rastgele drnekleme yoluyla
yaklagik ¢oziimler sunan sayisal tekniklerdir. Bu yontemlerin 6zii, ¢oziilmek istenen
matematiksel problemin bir beklenen deger olarak ifade edilmesi ve bu beklentinin
rastgele drnekleme yoluyla hesaplanmasidir. Ozellikle analitik olarak hesaplanmasi giig

veya yiiksek boyutlu integraller i¢in kullanimi son derece etkilidir. Burada amag;

[7 R(x)dx (4.4)

biciminde verilen karmasik yapidaki integralin hesaplanmasidir. Sinirlari, a ve b olarak
verilmis bu aralikta tanimli olan bir h(x) fonksiyonu, asagida wverildigi gibi

parcalanabilirse, Monte Carlo yaklasimai ile bu integral hesaplanabilir,

[ h()dx = [ g()f (x)dx. (4.5)

Esitlikte verilen g(x) fonksiyonu ile X rasgele degiskeninin bir fonksiyonu ve f(x) ile ise
rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu ifade edilsin. Bu durumda, esitligin sag

tarafinda yer alan integral bir beklenen deger olan Ef(,)(g(x)) ile ifade edilebilir. Burada

asil sorun, verilen integralin hesaplanmasinin zor olmasidir. Buna gore, eger f (x) olasilik
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yogunluk fonksiyonu kullanilarak rasgele degiskenin dagilimindan 6rnekler ¢ekilebilirse,

integral asagidaki yaklasik degere esit olur,

b
J, h(x)dx = Ez(»(9(x)) (4.6)
Elde edilen bu esitlik, Monte Carlo Integrasyonu olarak adlandirilir (Demirci, 2016).

Tezin basindan beri bahsedildigi gibi, karmasik olasilik dagilimlarini elde etmek ¢ogu
zaman analitik yOntemlerle miimkiin degildir. Bu gibi durumlarda Monte Carlo
yontemleri, rastgele oOrnekleme giliciinden yararlanarak dagilimi yaklagik olarak
incelemeyi saglar. Ancak, hedef dagilimdan her seferinde bagimsiz 6rnekler gekmek hem
hesaplama agisindan verimsizdir hem de dagilimin yapisal 6zelliklerini yeterince
yansitamayabilir. Bu sorunu asmak icin gelistirilen MCMC ydntemleri, 6rnekleme
stirecini birbirine bagli adimlardan olusan bir Markov zinciri tizerinden yiiriitiir. Her yeni
ornek, bir onceki ornege bagl olarak iiretilir. Bu sekilde kurulan 6rnekleme zinciri,
zamanla hedef dagilima yakinsayan bir yap1 sergiler ve dagilimin karakteristik

Ozelliklerini temsil eden 6rnekler tiretir (Betancourt, 2017).
4.3 MCMC Yontemlerinin Genel Isleyisi

MCMC yontemlerinde temel amag, belirli bir hedef dagilima (7r(8)) uygun Ornekler
tiretebilecek bir Markov zinciri olusturarak bu dagilim lizerinden istatistiksel ¢ikarimlar

yapaktir (Robert ve Casella, 2004).

Oncelikle modelin yapisina bagl olarak hedef dagilimin tanimlanmasi gerekir. Bayesci
yaklagimla calisildiginda hedef dagilim genellikle sonsal dagilimlardir. Ardindan zincirin
baglatilabilmesi i¢in parametreler i¢cin uygun baslangi¢ noktalarinin belirlenmesi gerekir.
Zincirin baglangic degeri, modelin 6nsel bilgilerine dayanarak, O6rnegin Onceki
aragtirmalarda kullanilan baslangi¢c degerleri olarak veya rastgele belirlenebilir. Ancak
baslangi¢ noktasinin hedef dagilimin karakteristik bolgelerine (tipik kiimeye) yeterince

yakin olmasi, yakinsama siirecinin hizlanmasi agisindan énemlidir.
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Uygun MCMC algoritmasinin seg¢ilmesi, drnekleme silirecinin verimliligi acisindan
onemlidir. Basit yapilarda Metropolis-Hastings ya da Gibbs 6rnekleyici tercih edilirken,
ylksek boyutlu ve daha karmasik modellerde Hamiltonian Monte Carlo (HMC) gibi daha

etkin sonuglar veren yontemlere bagvurulabilir.

Secilen algoritma dogrultusunda bir gecis mekanizmasi tanimlanir. Bu mekanizma,
zincirin her adiminda bir sonraki 6rnegin nasil iiretilecegini belirler. Uretilen yeni
orneklerin hedef dagilim altinda kabul edilip edilmeyecegi, algoritmalarin kabul

kriterlerine gore yapilir.

Zincir, baslangi¢c doneminde hedef dagilima heniiz ulasilmamis olabilir. Bu nedenle ilk
birkag yliz ya da bin iterasyon genellikle “isinma” (burn-in) dénemi olarak kabul edilir
ve analizlerde dikkate alinmaz. Isinma déneminden sonra elde edilen 6rnekler, hedef
dagilimin yapisim1 yansittigt varsayimiyla istatistiksel hesaplamalarda kullanilir

(Betancourt, 2017).

Ornekleme siirecinin basarisi; zincirin karigim kalitesi, otokorelasyon diizeyi, dagilimim
tim bolgelerine erisebilme kapasitesi ve Ozellikle tipik kiime olarak adlandirilan
yogunluk ve hacmin dengelendigi bolgeyi ne derece temsil edebildigiyle dogrudan
iligkilidir. Bu nedenle MCMC uygulamalarinda zincirin yakinsayip yakinsamadigi,
orneklerin bagimsizligi ve 6rnekleme verimliligi gibi faktorler ¢esitli tanilayict grafik ve
metriklerle (6rnegin iz grafigi (trace plot), otokorelasyon fonksiyonu, Gelman-Rubin R

istatistigi) dikkatle degerlendirilmelidir (Betancourt, 2017).

Literatiirde yer alan MCMC yontemleri devam eden alt boliimlerde verilmistir.

4.3.1 Metropolis ve Metropolis-Hastings algoritmasi yontemi

MCMC yontemlerinden en bilinenleri Metropolis ve onun genellestirilmis hali olan
Metropolis-Hastings algoritmalaridir. Ozellikle cok boyutlu, normalize edilmesi zor, ¢ok

modlu veya yiiksek korelasyonlu veri yapilarinda siklikla tercih edilirler. Basit yapilarda
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ve Oneri dagiliminin simetrik secilebildigi durumlarda Metropolis algoritmasi yeterlidir.
Oneri dagilimi asimetrikse veya veri yapisia ozel gegis stratejileri belirlenmisse,
Metropolis-Hastings algoritmasi tercih edilir. Bayesci yaklasimda, sonsal dagilimlardan
orneklem g¢ekmek i¢in bu algoritmalar kullanilir. Bu bdéliimde 6ncelikle Metropolis
sonrasinda bu algoritmanin  genellestirilmis sekli olan Metropolis-Hastings

algoritmalarindan bahsedilecektir.

Hedef dagilimi olarak m(6) tanimlanmis olsun. Bu daglim genellikle normalize
edilmemis bir sonsal dagilimdir. Dogrudan m(60)’dan 6rnekleme yapmak zordur. Bu
nedenle 6’nin bagh oldugu bir olasilik yogunluk fonksiyonu olan f(6) {izerinden
ornekleme yapilir. f(6)’nin beklenen degeri gibi 6zellikleri hesaplanmak isteniyorsa bu

fonksiyon su sekilde olmalidir:

o) ="2 (“.7)
burada ¢, normallestirme katsayist olarak bilinmektedir. Algoritmaya, rastgele ya da
sezgisel olarak m(6y) > 0 kosulunu saglayan bir 8, baslangi¢ degeri ile baslanir. i.
iterasyonda, bir dnceki iterasyon i¢in gegerli 6;_; degeri géz Oniine alinarak q(6*|6;_;)
oneri dagilimindan 8* aday noktasi gekilir. Oneri dagilimi Metropois Algoritmasi igin
N(6;_1,02) gibi simetrik olmalidir. Yani [q(68,)|6;,_1) = q(8;_116;)] olmalidir. Aday

noktanin kabul olasilig1 su sekilde hesaplanir:

. Ch)
a = min (n’z o D (4.8)

Bu noktada, U(0,1) dagilimindan U~U (0,1) rasgele bir say1 ¢ekilir. Eger u < a ise aday
nokta 8* bir sonraki iterasyonun baslangi¢ degeri olur. Eger u > « ise 8" reddedilir ve

yeni bir aday nokta belirlenir.

Bu algoritma ile  6;’den 6;,,’e¢ gecis olasiliklar1 sadece  6’ya bagli olan
(69,64, ...,0,, ...) bigciminde bir Markov zinciri olusturulur. Baslangi¢ degerlerinin

etkisini kaybetmesi i¢in yeterli iterasyon sayisina ulasildiktan sonra (mile yeterli
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iterasyon sayist gosterilir) zincir duragan dagilima yaklasir. Bu sekilde,
(69,04, ..., O, ...) ile elde edilen 6rneklemler () dagilimindan tiretilen 6rneklemlere

karsilik gelir.

Hastings, Metropolis algoritmasim1 keyfi bir gecis olasiligi fonksiyonu kullanarak

genellestirmistir. Hastings algoritmasinda, noktanin kabul edilme olasilig1

_(a(m©)r(6i-416"))
a = min ( 820 16;-D) ,1 ). (4.9)
biciminde tanimlamistir. Bu kabul olasiligini ve gecis dagilimini kullanarak olusturulan
algoritma  Metropolis-Hastings ~ Algoritmas:  olarak  adlandirilir.  Metropolis
algoritmasindan farki, oneri dagilimi {izerine herhangi bir kosul olmamasidir, Oneri

dagiliminin simetrik olmasi gerekli degildir.

MCMC yontemleri uygulanirken, tek bir uzun zincirin olusturulmasi ya da farkli
baslangi¢c degerlerine sahip birden fazla zincirin paralel olarak ¢alistirilmasi gibi farkl
stratejiler benimsenebilir. Her ne kadar tek bir uzun zincir kullanmak teorik olarak hedef
dagilima yakinsamak i¢in yeterli olsa da pratikte bu yaklasim baslangic degerlerinin
etkisini ortadan kaldirmak i¢in uzun bir gecis (burn-in) siiresi gerektirebilir. Ayrica,
ozellikle yiiksek otokorelasyonun gozlendigi durumlarda birden fazla bagimsiz zincir
calistirmak daha gilivenilir sonuglar iiretebilir. Bu tiir ¢oklu zincir stratejileri, modelin
hedef dagilim tizerindeki kesif kapasitesini artirir ve hedef dagilima yakinsamak i¢in

avantaj saglayabilir (Brooks vd., 2011).

Cok modlu hedef dagilimlarda uygulanan Metropolis veya Metropolis Hastings
Algoritmalarinin olusturdugu Markov zinciri bu modlardan birinde sikisma egiliminde
olabilir. Geyer (1991) bu tiir durumlarda, birden fazla zincirin es zamanh kullanildigi
gelismis bir algoritma olan Paralel Tempering yontemini 6nermektedir. Bu yontemde
farkli sicakliklara (T) karsilik gelen farkli zincirler ¢alistirilir. Burada sicaklik, dagilimin

keskinligini kontrol eder; sicaklik arttik¢a dagilim diizlesir ve zincirin yiiksek olasilikli
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bolgeler arasinda daha kolay ge¢is yapmasina olanak tanir (Earl ve Deem, 2005). Her bir

zincir, hedef dagilimin 1 (x)’in su sekilde 6lgeklenmis versiyonunu drnekler:

r(x) < (x) Yr (4.10)

Geyer’1in 6nerdigi bu yontemde, farkli “sicaklik™ seviyelerine karsilik gelen birden fazla
zincir paralel olarak caligtirilir. Sicaklik parametresi T > 1 olan dagilimlar daha
diizlesmis yani modlar aras1 gegisi kolaylastiran yapiya sahiptir. Belirli sayida iterasyon
tamamlandiktan sonra, farkli sicakliklarda calisan iki zincir rastgele segilir. Bu
zincirlerden biri sicaklik T; ile ¢alisan ve mevcut durumda x; konumunda bulunan zincir;
digeri ise sicaklik Tj ile ¢alisan ve mevcut durumda x; konumunda bulunan zincir olsun.
Bu iki zincirin durumlarinin karsilikli olarak degistirilmesi (swap) onerilir. Bu degisimler
Metropolis-Hastings algoritmasinda oldugu gibi bir kabul-red mekanizmasi kullanilarak

uygulanir.

1/T- 1/Tj
a=min<w,1> 4.11)
m(x;) Ti.n(x]-) Ty

Burada a degeri rassal olarak elde edilen bir u (U~Uniform(0,1)) degeri ile
karsilastirilir. Eger u < a ise zincirler arast degisim (swap) kabul edilir. Degisim kabul
edildiginde farkli sicakliklarda ¢alisan iki zincirin yalnizca mevcut durumlari (x; ve x;)
yer degistirir. Boylece, orijinal hedef dagilimi 6rnekleyen zincirin kesif kapasitesi artirilir

Geyer, 1991; Wilkinson, 2013).

4.3.2 Gibbs orneklemesi yontemi

Metropolis-Hastings Algoritmasinin 6zel bir durumu olan Gibbs 6rneklemesi, sonsal
dagilimin tam kosullu dagilim serisinin olusturulabildigi durumlarda kullanilir
(Gamerman ve Lopes, 2006). Gibbs orneklemesinde temel amag, kosullu iliskileri
kullanarak tahmin siirecini ardistk olarak siirdiirmek ve parametrelerin bilesik

dagilimlarina ulagabilmektir. Algoritma su sekildedir:
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(0 = 064,060, ...,0y, ...) olmak lizere ilgilenilen parametreye ait dagilimin n(6) olsun. 0
vektoriine ait tiim tam kosullu dagilimlarin kiimesi ise ® ile gosterilsin. Burada 6’ nin k
tane bileseninin her biri sabit vektor ya da matris bi¢iminde ¢ok boyutlu olabilir. Bu

durumda 0 i¢in tam kosullu dagilimlar kiimesi

(0) = m(6;]6-) (4.12)

biciminde ifade edilmektedir. Burada, 6_; tam kosullu dagilimlar kiimesinin 6;’yi
icermedigi halidir. Gibbs oOrneklemesinde tanimlanan dagilimlardan O6rneklem
cekilebilmek igin, ilgilenilen parametrelere iliskin tiim tam kosullu dagilimlarin analitik
olarak tanimlanabilir bicimde ve tamamen birbirlerine bagimli olmasi gerekir. Bu sekilde
tam kosullu dagilimlardan birbirini izleyen alternatif bir veri tiiretme plan1 uygulanarak
tahmin iglemine gegilebilir. iterasyon sayac j ile ifade edilmek iizere, Gibbs 6rneklemesi

adimlar asagidaki gibidir:

1.Adim Parametrelerin baglangi¢ degerleri belirlenir.
2.Adim

6° = (8?,62,...,6) (4.13)
3.Adim j. iterasyonda k adet parametreye iliskin tam kosullu dagilimlar kiimesi

olusturulur ve bu dagilimlar kullanilarak birbirini izleyen degerler ¢ekilip j. dongii (zincir)

tamamlanir. k tane parametreye iliskin tam kosullu dagilimlar kiimesi
6] ~n(6,16)7", 67", ...,6]7")
0 ~n(6,|6{,6J7",...,6]7")
0 ~n(65|6{,64,6]7",...,6]7")

(4.14)

9}_,- N 7T(@j|‘91, 6), ___,9].1'_1,9],1:11 _,.,9}{—1)
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6] ~n(6,/6,,64,...,6]_)
bi¢imindedir.

4.Adim Yakinsama saglanana kadar her iterasyon icin j, 1 artirilarak devam edilir

ve tekrar 2. adima doniilerek dongii (zincir) olusturulmaya devam edilir.

Iterasyonun 2. Adiminda dikkat edilirse, tam kosullu dagilimlar kiimesi birbirini izleyen
degerlerin tiretimi ile elde edilir. Kiimede yer alan ilk bilesen ilk satirda elde edilir, daha
sonra, yeni degeri bir sonraki adimda yer alan ikinci bilesenin elde edilmesinde kullanilir.
Burada, parametreler arasindaki siralama onemli degildir fakat diger Orneklemler
arasinda en giincel olaninin tercih edilmesi gerekir. Gibbs orneklemesi i¢in yazilan
algoritma yeterince uzun calistirildiginda, var olan tiim dongiiler kosullu dagilimlar
kullanarak, 6’nin biitiin bilesenleri igin birer 6rneklem tiiretebilir. Fakat, bu 6rneklemenin
calisabilmesi i¢cin 0 parametrelerinin tim kosullu dagilimlart kolayca elde edilebilir
olmalidir. Eger elde edilemiyorsa, parametreler i¢in Metropolis-Hasting algoritmasi

kullanilarak giincellestirme yapilir (Demirci, 2016).

Bayesci yaklasim, 6zellikle siniflandirma problemlerinde belirsizlik altinda karar verme
stireglerinde etkin bicimde kullanilmaktadir. Bu kapsamda, Resnik ve Hardisty (2012)
tarafindan sunulan “Gibbs Sampling for the Uninitiated” baslikli ¢alismada, Gibbs
ornekleme yontemi kullanilarak bir e-postanin spam olup olmadigina iliskin tahminler
Bayesci ¢ergevede gergeklestirilmistir. Bu kisimda, s6z konusu calismadan esinlenerek,
siniflandirma problemlerinde Bayesci modelleme ve MCMC yaklagiminin nasil birlikte

kullanilabilecegi sadelestirilmis bir 6rnekle verilmistir.

Problem Tanimau:
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Baz1 kelimeler spam e-postalarda daha sik goriiliir. Amag, her bir e-postanin spam olup
olmadigini, igerdigi kelimelere gore tahmin etmektir. Bu dogrultuda model asagidaki

bi¢imde kurulur:

e z; € {0,1}: i. e-postanin sinifi; spam (z; = 1) veya degil (z; = 0)

e 0 = P(z = 1): herhangi bir e-postanin spam olma olasilig1

* Xx; = (Xi1, Xz, -, Xij) : L. e-postadaki kelimelerin var-yok durumu (ikili-binary)
* Qj = P(xj = 1|Z = k): Jj ci kelimenin siif k iken goriilme olasilig1

Onsel Dagilimlar:

Modeldeki belirsizlikleri ifade etmek i¢in su onsel dagilimlar kullanilir:

6 ~ Beta(a, )

¢jr ~ Beta(a,b)  (tiim kelimeler (j) ve smflar (k = 0,1) i¢in) (4.15)

Bu yap1, parametrelerin degerleri hakkinda gozlem Oncesi inanglari tanimlar. Burada
kullanilan Beta(a, ) onsel dagilimi, parametrelerin olasilik degerleri hakkindaki
baslangigtaki inanglari temsil eder. Beta dagiliminin parametreleri olan a ve £, sirastyla
gecmiste gézlenmis veya varsayilmis “basar1” ve “basarisizlik” sayilarinin bir fazlasini
temsil eder. Ornegin, 6 igin Beta(1,1) se¢imi, herhangi bir 6n bilgiye sahip iiniform bir

onsel dagilimdir.

4.3.2.1 Sonsal dagilim ve Gibbs orneklemesi

Veriler gozlendiginde, eldeki e-posta drneklerinin hangi sinifa ait oldugu (spam ya da
ham) dogrudan bilinemez. Bu nedenle, Bayesci yaklasgimla her e-postanin spam olma
olasilig1 tahmin edilir ve buna gore smif etiketi 6rneklenir. Gibbs Ornekleyicisi, her
parametre i¢in kosullu olasiliklardan ardisik 6rnekleme yaparak bu siireci iteratif sekilde

yiriitiir. Adimlar su sekildedir:

Sinif etiketleri (z;) i¢in 6rnekleme:
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Her e-posta i¢in, spam olma olasilig1 su sekilde hesaplanir:

P(z; = 1|x;,0,0) < 6.[F_. 07

i@ (L= @)ty (4.16)

Bu olasilik, bir Bernoulli dagilimi tizerinden 6rneklenerek z; degeri atanir (yani spam mi,

degil mi karar verilir).
0 parametresi i¢in drnekleme:

Tiim e-postalar i¢inde kag tanesinin spam olarak isaretlendigini (n:) sayarak (n, = ), z;),

su giincellenmis beta dagilimindan 6rnekleme yapilir:

P(0|z)~Beta(a + ny,f + N —n,) (4.17)

@i parametreleri i¢in 6rnekleme:

Her bir kelime (j) ve smif (k € {0,1}) i¢in, o kelimenin ilgili sinifta gegme olasilig1 su

beta dagilimindan 6rneklenir:

(Djk~Beta(a + Zi:zl:k xij , b+ Zi:zi:k(l - xij)) (418)

Bu ii¢ adim ardisik olarak bir¢ok kez tekrarlandiginda, parametrelerin ve gizli siif
etiketlerinin sonsal dagilimlarindan ornekler elde edilir. Boylece hem siniflandirma
problemi (spam tahmini) ¢6ziilmiis olur hem de parametre tahminleri belirsizlikleriyle

birlikte yapilmais olur.

Bu 6rnek, 6zellikle siniflandirma problemlerinde Bayesci yaklasimin sezgisel gliciinii ve
Gibbs 6rneklemesinin basit ama etkili yapisini gostermektedir. Modelin esnekligi, 6nsel
dagilimlar yoluyla bilgi dahil edilmesini ve sonsal tahminlerin dagilimsal 6zellikleriyle

degerlendirilmesini saglar.
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4.3.3 Hamiltonian Monte Carlo yontemi

Klasik MCMC yontemleri yiiksek boyutlu ya da giiclii korelasyon igeren parametre
uzaylarinda yavas yakinsama, yiiksek otokorelasyon ve zayif kesif gibi sorunlarla
karsilasabilmektedir. Her adimda rastgele kiigiik bir ziplama yapilir, ama bu ziplamalar
cok yavas dagilimi kesfeder. Hamiltonian Monte Carlo (HMC); Hamiltonian
mekaniginden ilham alarak Ornekleme siirecini bir pargacigin potansiyel ve kinetik
enerjiden olusan toplam enerjisini (Hamiltonian) koruyarak hareket etmesi olarak

yorumlar.

Hamilton Mekanigi Newton’un hareket yasasina enerji temelli bir yaklasimdir. Bu

yaklasimda q konumu, p momentumu temsil eder, sistemin toplam:

H(q,p) = U(q) + K(p) (4.19)

Burada U(q) potansiyel enerji, K(p) kinetik enerjidir (K(p) =%pTM‘1p). Bu H

fonksiyonuna Hamilton fonksiyonu denir. Fizikte bu enerjiyi kullanarak bir parcacigin

nasil hareket ettigi hesaplanir. Hamilton’un mekanigi bize su denklemi verir:

dq _ 0H dp __ 0H

at  op’ dt  aq (4.20)

Bu denklemden; konum, momentuma gore nasil degisir ve momentum, konuma gore
nasil degisir bilgileri alinir. Yani parcacigin zaman i¢indeki rotast bulunur. Enerji korunur
q konumu kiiciik ama tutarli adimlarla degisir, yon degisimleri ani degildir ve geri
ziplamaz. Mesela bir top dagin yamacima konulsun, topun hareketi siirekli ve egimin

yoniine gore devam eder. Geriye doniis olmaz.

HMC yontemi bu mekanigi kullanarak Ornekleme zincirini model {izerinde uzak
noktalara da gétiirlir ama yine de hedef dagilimda yiiksek olasilikli bolgede kalir, boylece

hedef dagilimi iyi temsil eden verimli bir zincir iiretir.
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q konumu orneklenmek istenen parametre vektorii 8 olsun ve eklenen rastgele bir
momentum vektorii p de hizi (momentumu) temsil etsin. Hedef dagilim m(6) nin negatif

logaritmasi potansiyel enerji olarak tanimlanir:
U(0) = —logm(0) (4.21)

Momentum degiskeni p genellikle ¢cok degiskenli bir Normal dagilimdan (p~N (0, M))

cekilir ve kinetik enerji su sekilde tanimlanir
K(p) = p"M1p. (4.22)
Toplam enerji (Hamiltonian) fonksiyonu su sekildedir

H(6,p) =U(O) + K(p). (4.23)

Ornekleme siireci, Hamiltonian mekaniginde tanimlanan asagidaki diferansiyel

denklemlerin sayisal ¢ozlimiine dayalidir

a0 _on ap _ _on
dat ~ d9p’ dt = 90 °

(4.24)
Bu denklemler, enerji korunumunu saglayacak sekilde bilgisayarda yaklasik ¢6ziim
iiretmek i¢in Leapfrog adi verilen 6zel bir hesaplama yontemi ile ¢oziiliir. Belirli bir stire
(adim sayis1 ve adim biiyiikliigii belirlenerek) sistem simiile edilir ve yeni bir 6neri noktasi
(6%,p") elde edilir. Bu 6neri noktast Metropolis benzeri bir kabul-red mekanizmas: ile

kabul edilir veya reddedilir:
a =min(1l,exp(H(0,p) —H(O%,p"))) (4.25)

Bu yap1 sayesinde, HMC o6rnekleri hedef dagilimin yiiksek yogunluklu bolgelerinde daha

genis adimlarla, otokorelasyonu diisiik bir sekilde iiretebilir. Ozellikle yiiksek boyutlu ve
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karmasik yapili modellerde, HMC algoritmasinin yakinsama hizi ve drnekleme kalitesi

klasik algoritmalara kiyasla oldukg¢a ytiksektir (Betancourt, 2017).

Adimlar1 asagidaki gibidir:

1.Adim Parametrelerin baslangi¢ degerleri belirlenmelidir
6° = (62,62,...,60) (4.26)
2.Adim Yardimcit momentum p vektorii olusturulur
3.Adim
p° = (), p2 -, Pi), P°~N(0,1) (4.27)

(burada I birim kovaryans matrisidir)

4.Adim Hamilton dinamigine baglh ydriinge takibi H(0,p) = U(0) + K(p)
fonksonuyla L adim boyunca (8, p) cifti asagidaki gibi giincellenir: (6nce p yarim adim,

0 tam adim, sonra p tekrar yarim adim giincellenir-leapfrog’un yarim-adim teknigi)

€
PH% =Dt — EVU(Ht)

_ -1
pr =p: + €M QH%)

Per = Pyt =5 VU (Oern) (4.28)

Bu adimlar bizim belirledigimiz toplam L kez tekrarlanarak (6%, p*) cifti elde edilir.

(burada e:adim boyu sabiti, VU (8,): potansiyel enerjinin gradyani)

5.Adim Yeni Onerilen 8° degeri Hamilton fonksiyonu lizerinden Metropolis-

Hastings kabul kriterine gore degerlendirilir.

31



a=min(1l,exp(H(8,p) —H(6",p"))) (4.29)

Belirlenen bu kabul olasiligina gore 6* degeri kabul edilir veya mevcut deger korunur.

Momentum vektorii p gecici olarak kullanildigindan her iterasyon sonunda silinir ve bir

sonraki iterasyonda yeni rastgele momentum vektorii 6rneklenir.

Yakinsama saglanana kadar her iterasyonda yukaridaki adimlar tekrarlanarak yeni

ornekler elde edilir.

3. adimda 6 parametresi Leapfrog adimlariyla yeni bir 8* degerine dogru ilerlemektedir.
Burada secilen L iterasyon sayisi eger kiiciikse (yani az adim atilirsa) 6* noktasi
baslangi¢ noktasi 8’ya ¢ok yakin olur. Zincir kiigiik adimlarla ilerler. Bu da zincirin
yiiksek otokorelasyonlu olmasina neden olur. Eger L iterasyon sayis1 bilylikse 8 noktasi
baslangi¢ noktas1 6’dan ¢ok daha uzak bir noktada olur. Zincir daha genis bir bolgeyi
kesfeder ancak bu durum simiilasyon hizim1 diisiliriir. Bu sorunu ¢6zmek amaciyla
gelistirilen No-U-Turn Sampler (NUTS) algoritmasi, Hamilton dinamikleri altinda
olusturulan 6rnekleme yolu boyunca hareketi takip eder. Eger bu yol, geri donme egilimi
gosterirse (yani yeni noktalar, baslangic noktasina yonelirse), algoritma ornekleme
siirecini otomatik olarak durdurur. Béylece 6rnekleme verimli bir sekilde gerceklestirilir,

gereksiz hesap yiikii 6nlenmis olur.

NUTS algoritmasina gore; yukarida 3. Adimda bahsedilen Leapfrog yontemiyle (6, p)
ciftinden (0%, p*) ¢iftinin elde edilmesinde iterasyon (p* — p)T(q* — q) < 0 durdurulur.
Bu adim igerisinde 8" i¢in hesaplanan degerlerden biri rastgele atanir. Boylece L

iterasyon sayisi yeterince uzun tutulmus olur (Hoffman ve Gelman, 2014).
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5. MCMC YONTEMI iLE DAGILIMLARDAN SAYI URETME
UYGULAMALARI

Tezin bu boliimiinde bir dnceki boliimde anlatilan MCMC yontemleri kullanilarak bilinen

dagilimlardan sayi iiretme ile ilgili ¢esitli 6rnekler yapilmistir.
MCMC yontemleri uygulanirken, iki 6zellige dikkat edilmelidir.

1) Yakinsama: 6© nin dagilimi ne kadar ¢abuk P(8|x) e yaklasur.

MCMC zincirinin hedef dagilima gergekten ulasip ulagsmadigi kontrol edilmelidir. Bunun
icin, trace plot (iz grafigi) cizdirilebilir. Yakinsamanin gergeklesmesi icin iz grafiginin
diiz ve istikrarli goriinmesi gerekir, zamanla sistemli bir artma ya da azalma

gbzlenmemelidir.

2) Etkinlik: 8® kullanilarak P(8|x) i¢in ne kadar iyi tahmin yapilir.
MCMC analizlerinde etkinlik, elde edilen orneklerin istatistiksel olarak ne kadar bilgi
tasidig ile ilgilidir. Ozellikle &rnekler yiiksek otokorelasyonlu olduklarinda, drnek sayisi

cok olsa bile “az bilgi” icerebilir. Bu yiizden MCMC zincirlerinde etkili 6rnek sayisi

onemli bir konudur.

5.1 Cauchy Dagihmindan Say1 Uretmek i¢in Metropolis Algoritmasi

Standart Cauchy(0,1) dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu

1
f(6) = (102’ ° <f<o CRY

olmak tizere MCMC yontemlerinden Metropolis algoritmasi kullanilarak bu dagilimdan
say1 Uretilmek istensin. Bir onceki boliimde anlatildigi gibi, Metropolis 6rneklemesi

yapabilmek i¢in normallestirme sabitine ihtiyag yoktur. Yani,

33



1

f6) < 755 (5.2)

biciminde alinabilir. Metropolis algoritmasina gore kabul olasiligi,

. Cauchy(0®) \ _ . 1+(9(t))2
a =min (1, —Cauchy(e(t))) = min (1,—“(9(*))2 (5.3)

bi¢iminde hesaplanir. Cauchy dagilimindan say1 tiretmek i¢in 6neri dagilimi olarak deger
aralig1 Cauchy dagilimina benzeyen Normal dagilim alinabilir. Ornegin, standart sapmas1
o = 1 olarak bilinen 8® ortalamali Normal dagilim alinsin. 89 icin de baslangic degeri
olarak Diizgiin dagilim alinabilir. Simiilasyonda, baslangic degeri 8(® ~U(—30,30) olan
dagilimdan rasgele iiretilmistir. Bir sonraki 8 degeri ortalamasi 8@, varyansi 1 olan
Normal dagilimdan iiretilip kabul olasilig1 hesaplanmis ve bu sekilde devam edilerek n =

500 iterasyon i¢in tiretilen zincir asagidaki gibi elde edilmistir.

0.1 . . . .
g 0.05 ‘4 .
0 - P 0 e i -
-30 20 -10 0 10 20 30
8
500 . . . .
450 |- % -
400 |- =
350 | i
300 |- -
— 250 i
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Sekil 5.1 Metropolis Algoritmasi ile Cauchy dagilimmdan &rnekleme

Grafikte, siyah ¢ubuklar ile ifade edilen histogram Metropolis algoritmasiyla elde edilen

orneklerin histogramidir yani elde edilmek istenilen Cauchy olasilik yogunluk



fonksiyonunun bir tahminidir. Histogramin {izerine ¢izilen kirmizi kesikli egri ise teorik
(normalize edilmemis) Cauchy yogunluk fonksiyonunu gdstermektedir. Dikkat edilirse
orneklem sonucunda elde edilen histogram ile elde edilmek istenilen oyf birbirine
oldukca yakindir. Yani algoritma istenilen dagilimdan say1 liretme konusunda oldukca
basarilidir. Ikinci grafikte ise iiretilen 6 degerlerine iliskin iz grafigi verilmistir. Bu grafik
ile zincirin nasil davrandig1 gozlenmis olur. Dikkat edilirse zincir bir siire sonra merkez
noktasi etrafinda dolanmaya baslamistir. Bazi bolgelerde (6zellikle 0'in altinda ve 10'un
lizerinde) ani sigramalar olmasi Cauchy dagilimmin kuyruklarinin agir olmasindan

dolayidir.

5.2 Normal Dagilim Parametrelerinin Sonsal Dagihhmlarindan Gibbs
Orneklemesi Yontemi fle Orneklem Ahnmasi

Y., Y, ...,Yy~N(u,0%) olan Normal dagilimdan bir &rneklem olsun. u ve o?
parametreleri bilinmiyor ve MCMC yontemlerinden Gibbs 6rneklemesi kullanilarak bu
parametreler tahmin edilmek isteniyor olsun. Buna gore, Bayesci yaklasim mantigiyla p
ve o2 parametreleri icin sonsal dagilimlar elde edilmelidir. Bunun igin ilk olarak

parametrelere iliskin 6nsel dagilimlar belirlenmelidir.

t~N(uo, T3),

5.4)
o?~Inverse Gamma(ay, Bo)

olsun. Onsel dagilimlar belirlenip, gdzlemler yapildiktan sonra parametrelere iligkin
sonsal dagilimlar belirlenmelidir. Gibbs 6rneklemesini kullanabilmek i¢in parametrelere
iliskin kosullu dagilimlarin bilinmesi gerekir. Goézlemler, y, y,, ..., ¥, olmak {izere sonsal

dagilimlar,

ulo®y~N(u,, 13),

= (342) = (T4 (55)

35



o?|u,y~Inverse Gamma(ay,B,)

n 1 2
Ap = Qo + > Bn = Bo +;Z?:1(}’i _M)

biciminde elde edilir (Gelman vd., 2013).

Simiilasyon ¢alismasinda pu = 5,062 = 4 olan Normal dagilimdan n = 100 gdzlem
alimmistir. Gibbs algoritmasi1 kullanarak parametrelere iliskin sonsal dagilimlardan
gozlem alabilmek icin, ilk olarak uy = 1 ve 6¢ = 1 baslangi¢ degerleri almmistir. Eldeki
veriler ve parametreler i¢in alinan baglangic degerleri kullanilarak ilk olarak p’ niin
kosullu dagilimmdan daha sonra buradan elde edilen p degeri kullamlarak o2 nin kosullu
dagilimdan 6rnekler tiiretilir. Daha sonra bu islemlere ardisik olarak iiretilmek istenen
orneklem sayisina ulasilana kadar devam edilir. Simiilasyon calismasinda oOnsel

dagilimlar,

p~N(0,1)
o?~Inverse Gamma(1,1)

olarak alinmistir. Buna gore, sonsal dagilimlar

n 2

i=1Yi O

2, ~NL’_
ulosy <n -

n Z?=1(yi—u)2)
2’ 2

a?|u,y~Inverse Gamma ( 5.6

bigiminde elde edilmistir.

36



Histogram pn

. ;_,_\
S -
~
b )
< \
E < / '
,gao
P
| / \
o | -
o i T T I T T ]
0 1 2 3 4 5 6

Sekil 5.2 Gibbs Algoritmasi ile Normal Dagilimin u parametresinin sonsal dagiliminda
ornekleme

Histogram, Gibbs orneklemesiyle elde edilen p 6rneklerinin dagilimini gostermektedir.

Gortildiigii gibi dagilim c¢an egrisi seklinde, yani normal dagilima yakin bir sekil almistir.

Histogram o
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Sekil 5.3 Gibbs Algoritmasi ile Normal Dagilimin 62 parametresinin sonsal dagilimindan
ornekleme

Sekil 5.3’te histogram ile teorik olarak elde edilen oyf egrisinin iist iliste geldigi

goriilmektedir. Buna gore, Gibbs drneklemesinin basarili oldugu, 6rneklerin ger¢ekten de
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teorik olarak elde edilen sonsal dagilimdan geldigi sdylenebilir. Histogram, a2 igin elde
edilen orneklerin saga carpik oldugunu gostermektedir ki Inverse Gamma dagiliminin

yapisindan bu beklenen bir durumdur.

| A A
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o 200 400 GO0 800 1000

Sekil 5.4 Normal Dagilimin u parametresinin sonsal dagilimindan elde edilen iz grafigi

Grafik, yaklasik olarak 5 etrafinda dalgalanma egiliminde gozleniyor. Bu da, gercek u
degeri olan 5 ile olduk¢a uyumludur. Bu, zincirin dogru hedef dagilima yakin bir aralikta
ornekleme yaptigin1 gosterir. Baslangic degeri ¢ = 0 oldugundan, zincir ilk 20-30
iterasyonda hizla 5 civarina gecis yapmistir. Bu bolge, burn-in olarak kabul edilerek,
istenilirse analize dahil edilmeyebilir. Zincir siirekli yukari-asagi hareket halinde
goziikmektedir. Buna gore, iyi bir karistmin oldugu sdylenebilir. Bu da o6rneklerin
birbirinden bagimsiz olmaya yakin oldugunu, yani 6rneklemenin verimli oldugunu

gosterir.
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iz Grafigi ©°

Rorasyon

Sekil 5.5 Normal Dagilimin g2 parametresinin sonsal dagilimindan elde edilen iz grafigi

o? igin elde edilen iz grafigine bakildiginda grafikteki ¢izgi 4 etrafinda yukari-asagi
dalgalanma gosteriyor ve yaklasik olarak 2 ile 6 arasinda belirli bir aralikta salintyor.
Buna gore zincirin 1yi karistig1 ve hedef dagilim civarinda dolastig1 sdylenebilir. Grafikte,
belli bir trend veya sistematik sapma gézlemlenmiyor. Buna gére de zincirin duragan hale
geldigi sdylenebilir. Grafikte zaman zaman ug degerlere oldugu gériiliiyor bu da ¢'nin
sonsal dagiliminin kuyruklu oldugunu gosterir. Normal modelde de zaten ¢? igin
kullanilan sonsal dagilim yani Inverse-Gamma dagilimi asimetrik ve kuyrukludur. Bu
nedenle, bu tarz sigramalar, dagilimin dogasina uygundur ve modelin yanlis oldugunu

gostermez.
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6. DINAMIK MODELLERDE MCMC YONTEMLERI UZERINE GERCEK
VERI UYGULAMASI

Bu uygulamada Bitcoin (BTC) gibi yiiksek volatiliteye sahip kripto para biriminin fiyat
hareketleri lizerine dinamik model kurularak, zamanla degisen oynaklig1 (volatiliteyi)
MCMC yontemleri ile anlamaya ve tahmin etmeye calisilmistir. Uygulamanin temel
amaci, finansal piyasalarda volatilite tahmini cercevesinde MCMC yoOntemlerinin

pratikteki isleyisini ve avantajlarini ortaya koymaktir.

Bu amagla 01.01.2020-10.04.2025 tarih aralifinda giinliik BTC kapanis fiyatlar
(getiriler) Yahoo Finance web sayfasi iizerinden elde edilmis, literatiir taramasiyla ve
deneme yoluyla veri setine en uygun oldugu diisiiniilen Aciklayic1 Degiskenli Stokastik
Volatilite (SV) modeli kurulmus, Hamiltonian Monte Carlo (HMC) yontemi kullanilarak

R programu ile parametre tahminleri ve gelecek volatilite tahmini yapilmistir.

6.1 Modelin Yapisi

Bitcoin (BTC), bireylerin dogrudan birbirlerine, banka veya baska bir aracinin (merkezi
otorite) onayina ihtiya¢ duymadan, giivenli bir sekilde dijital para gonderip alabildigi
elektronik nakit sistemi olarak tasarlanmistir (Nakamoto, 2008). Merkeziyetsiz yapist,
7/24 islem gérmesi ve smirl arzi nedeniyle geleneksel finansal araglara kiyasla ¢cok daha
yiiksek oynaklik (volatilite) gosterir. Kisa vadeli ani fiyat sigramalar1 sik goriiliir,
makroekonomik ag¢iklamalar, regiilasyon haberleri, borsa teknik seviyeleri, arz kisit1 gibi

bir¢ok faktorden etkilenir.

Finansal piyasalarda volatilite, fiyatlarin zaman i¢indeki dalgalanma biiyiikliigiini ifade
eder. Bir varligin getirilerinin zaman igerisindeki standart sapmasi ile ol¢iiliir. Yiiksek
volatilite, fiyatlarda ani ve biiylik degisimlerin yagsandigini, diisiik volatilite ise gorece
daha istikrarl bir seyir izlendigini gosterir. Bu tiir oynakliklar, yatirimer davranislaring,
piyasa likiditesini ve risk yonetimini dogrudan etkiler. Bu nedenle volatilitenin dogru
sekilde modellenmesi 6nemlidir. Ancak volatilite cogu zaman dogrudan gézlemlenemez;

bu nedenle gizli bir siire¢ olarak ele alinir. Stokastik Volatilite (SV) modelleri bu
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yaklasimi benimseyerek, volatiliteyi zamanla degisen bir gizli degisken olarak tanimlar
ve bu degiskenin hareketini ayrica bir stokastik siirecle modellemenin yolunu sunar (Kim

vd., 1998).

Bu calismada kullanilan, B. Kachnowski'nin (2020) 6nerdigi SV modelinden esinlenerek
gelistirilen modelde, volatilitenin sadece ge¢mis fiyat hareketlerinden degil, ayni
zamanda digsal faktorlerden (sok) de etkilendigi varsayilmistir. Bu nedenle modele, ani
ekonomik ve politik gelismeleri temsil eden aciklayici degiskenler (regresorler) entegre
edilmistir. Bu sekilde volatilite tahmini sadece igsel dinamiklere degil, ayn1 zamanda

dissal faktorlere bagli olarak da sekillenmistir

Model 01.01.2020 — 01.05.2025 tarihleri arasindaki giinliik BTC kapanis fiyatlarindan
hesaplanan logaritmik getiriler kullanilarak tahmin edilmistir. Bu donemde kripto para
piyasasinda COVID-19 kaynakli ¢okiisler, 2021 boga piyasasi (yiikselis donemi), Terra
krizi gibi ciddi oynaklik donemleri yasanmistir. Bu yapilar, volatilitenin degisken

dogasini modellemek i¢in uygun bir test alan1 saglamaktadir.

Finansal zaman serilerinde, fiyat serisinin yerine logaritmik getiri serisi kullanilmasi
yaygin bir uygulamadir. Bu doniisiim, hem verinin daha istatistiksel olarak simetrik hale
gelmesini saglar hem de volatilite modellemeleri i¢in uygun bir yap1 sunar (Tsay, 2005).

Logaritmik getiri serisi su sekilde tanimlanir:

ye = log(Py) — log(Pe-1) (6.1

Burada y;, t donemine ait logaritmik getiri, P;, t zamanindaki kapanis fiyatidir. Bu
doniistim ile elde edilen getiri serisi, daha simetrik bir yaptya kavusur ve SV modellerinde

kullanilmaya uygun hale gelir (Kim, Shephard ve Chib, 1998).

Getiri serisi su sekilde modellenir:

41



yt = ,uy + Ot * & , &~ N(O,l) (62)

Burada u: ortalama getiri cogu uygulamada sifir kabul edilir. SV modellerinde zamanla
degisen volatiliteyi dogrudan modellemek yerine, onun logaritmast kullanilarak

logaritmik varyans tanimlanir

h
log(c?)=h, = a=e /2 (6.3)

Bu doniisiim, volatilitenin pozitif olmasini saglar. Bu durumda ortalama getiri p,, = 0

varsayimiyla model su hale gelir:

h
yo=e 2.e ,  y~NQ©e) (6.4)

Buradaki h;, gozlemlenemeyen log-volatilite siirecidir. SV modellerinde bu siireg
genellikle bir AR(1) yapida modellenir. Bu c¢alismada kullanilan model, klasik SV
yapisina ek olarak, gecmis donemde yasanan digsal soklarin (6rnegin ekonomik kriz,
savas, politika degisiklikleri vb.) etkisini agiklayici degisken vektorii araciligiyla hesaba
katar. Modelin yapis1 su sekildedir:

he = p+ @Che—y —p) +yX{ + 11 (6.5)

Burada:

e y.:log-getiri

e h;:log-volatilite (gizli)

e u: ortalama volatilite diizeyi,

e ¢: volatilite siirecindeki otokorelasyon katsayisi,

e y: aciklayic1 degiskenlerin volatilite iizerindeki etkisini belirleyen katsayilar
vektori,

e X,:t anindaki soklar1 ve digsal faktorleri temsil eden aciklayict degisken vektorii

7: log-volatilite siirecinin hata teriminin standart sapmasi,
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e 7, : hata terimi (n, ~ N(0,1))

Modelde kullanilan X, aciklayict degisken vektorii asagidaki dissal faktorleri-soklari

kapsamaktadir:

e Ekonomik soklar: faiz ve enflasyon kararlari

e Politik soklar: savas ve yaptirim haberleri

e Kripto para piyasasi krizleri: FTX, Celsius gibi kripto para kaynakli finansal
krizler

e Teknik olaylar: Bitcoin halving, Taproot giincelleme gibi biiyiik ag olaylar

e Sert fiyat diisiisleri: BTC’nin giinliik getirilerinin %10’dan fazla diistiigii giinler,

Bu aciklayict degigskenler 0—1 bi¢iminde kodlanmis ikili gosterge degiskenler olarak
modele entegre edilmistir ve yalnizca gegmis goézlemler lizerinden modele dahil

edilmistir.

Yukaridaki yap1 sayesinde hem volatilitenin zamansal bagimliligi hem de agiklayici
faktorlerin etkisi ayni anda modellenmis olur. Modelin tamamu, agiklayici degisken iceren

bir stokastik volatilite modeli olarak tanimlanabilir.

6.2 HMC Algoritmasi ile Giinliik Bitcoin Volatilitesinin Modellenmesi

Kripto para piyasalari, yapisal rejim degisimleri, ylksek volatilite ve digsal soklara
duyarlilig1 nedeniyle klasik istatistiksel modellerle tahmin edilmesi gii¢ sistemlerdir.
Bitcoin fiyatlar1 zaman igerisinde boga (yiikselis), ay1 (diisiis) ve yatay (duragan) piyasa
rejimleri arasinda gegisler yapabilir. Bu da getirilerin ¢cok modlu ve karmasik bir dagilim
yapisi sergilemesine neden olur. Bu tiir dagilimlar genellikle normalize edilemeyen ve
kapali formda gosterilemeyen karmagik yapilara sahiptir, dolayisiyla geleneksel

istatistiksel yontemlerle dogrudan modellenmesi zordur (Robert ve Casella, 2004).

Bu c¢alismada, Bitcoin log-getiri serisinin volatilite siireci, modelin Yapist boliimiinde

aciklanan aciklayici degiskenli stokastik volatilite modeli ¢ergevesinde modellenmis ve
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HMC algoritmasina dayali No-U-Turn Sampler (NUTS) yontemi kullanilarak parametre

tahmini ger¢eklestirilmistir.

HMC algoritmasi, parametre uzayinda daha uzun ve sistematik sigramalar yaparak,
yuksek otokorelasyon problemini azaltan ve hedef dagilimi daha etkin kesfeden bir
ornekleme yontemidir. NUTS ise HMC algoritmasindaki adim sayisinin manuel olarak
belirlenmesi sorununu ortadan kaldirmak amaciyla gelistirilmis bir eklentidir. NUTS,
simiilasyon sirasinda zincirin geri donme egilimi gosterdigi ani tespit ederek 6rnekleme
siirecini otomatik olarak durdurur. Boylece hem verimlilik artirilir hem de hesaplama

maliyeti optimize edilir.

Bu calismada HMC-NUTS algoritmasi, rstan paketi kullanilarak R programinda
uygulanmis ve dort bagimsiz zincir lizerinden 4000 iterasyon calistirilmistir. Her zincir
icin 1000 iterasyon “burn-in” (1sinma) donemi olarak ayrilmis, toplamda 12.000

kullanilabilir 6rnek elde edilmistir.

MCMC ¢iktilarmin ne kadar dogru-hatali olabilecegini 6lgmek, modelleme siirecinin bir
parcasidir. Gelman-Rubin R degeri, MCMC zincirlerinin hedef dagilima yakinsamis olup
olmadigini degerlendirir. Zincirler aym hedef dagilima yakimsadiginda, R degeri 1’e ¢ok
yakin olmalidir. Ayni modelle birka¢ farkli baslangic noktasindan MCMC zinciri
calistirilir (Gelman vd., 2013). Her zincir i¢in i¢ varyans (within-chain variance) ve
zincirler aras1 varyans (between-chain variance) hesaplanir. R, bu varyanslarmn oranina

dayanarak hesaplanir:

=)
[l
=

(6.6)

e V: zincir i¢i varyanslarin ortalamasi
e W: toplam (zincirler aras1 + zincir i¢i) varyansin tahmini
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Cizelge 6.1 Gelman-Rubin R degerleri anlam tablosu

—~

R~1 Zincirler yakinsamis; sonuglar giivenilirdir.
R>11 Zincirler yakinsamamus; daha fazla iterasyona ihtiya¢c var veya
zincirler karigmiyor.
R>12 Ciddi yakinsama problemi var. Model, ornekleyici veya baslangiglar
gbzden gecirilmeli

MCMC uygulamalarinda karsilagilan temel sorunlardan biri, zincir igerisindeki

orneklerin birbirine bagimli olmasidir. Bu bagimlilik, otokorelasyon yoluyla 6rneklerin

tasidig1 bilginin etkinligini azaltir. Bu nedenle, etkin ornek blyUkligi (nesr) kavrami

gelistirilmistir.

Etkin ornek biiyiikliigii, zincirdeki toplam iterasyon sayist (N) ile

otokorelasyon katsayilari (p,) lizerinden asagidaki sekilde hesaplanir:

N

HMC algoritmasinda her iterasyonda giincellenen parametrelerin bilgi degeri, bu

otokorelasyon yapisina gore degerlendirilir. Yiiksek n, s degerleri, zincirin iyi karigtigini

ve tahminlerin

2019).

istatistiksel olarak giivenilir oldugunu gosterir (Stan Development Team,

Model parametrelerine iliskin MCMC ¢iktilar1 Tablo 6.2°de 6zetlenmistir.

Cizelge 6.2 R (Gelman-Rubin R) ve n_eff degerleri

Parametre Aciklama R Degeri Neff
U Ortalama log-volatilite diizeyi 1.0017 2917
o) Log-volatilite siirecindeki otokorelasyon katsayisi 1.0043 692
g Volatilite inovasyonlarinin standart sapmasi 1.0001 6905
T Dissal soklarin volatilite tizerindeki etkisinin 6lgek 1.0044 705

parametresi
Y1 Aciklayicr degisken BTC fiyatinda %10’dan fazla 0.9996 4073
diisiis yasanan giinlerin etkisi
Y2 Makroekonomik soklarmn etkisi (faiz karari, TUFE, 1.0004 6537
COVID-19 vb.)
Y3 Kripto kaynakli finansal krizlerin etkisi (FTX, Celsius 1.0012 2693
vb.)
Y4 Teknik olaylarin etkisi (halving, Taproot vb.) 0.9997 6841
Vs Politik soklarin etkisi (savaslar, diizenleyici 1.0001 7476
miidahaleler)
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Tablo 6.2°de olusturulan modele ait parametrelerin Gelman-Rubin R istatistikleri
sunulmustur. Buna gore tiim parametreler icin R degeri 1.01’in altindadir. Bu, 6rnekleme
zincirlerinin  yeterince karistigini  ve sonsal tahminlerin giivenilir oldugunu

gostermektedir.

Modeldeki ana parametrelerin ¢ogunda n. ;s degeri 2000’in lizerindedir; bu da 6rneklerin
yeterince bagimsiz oldugunu ve modelin iyi kanistigmi gostermektedir. Ozellikle
volatilite parametreleri i¢in n_ef f degerlerinin 6000—7000 bandinda olmasi, tahminlerin
giivenilirligini artirmaktadir. Ote yandan ¢ ve 7 gibi birkag parametrede n_ef f nispeten
daha diisiiktiir (yaklasik 700 civarinda), bu da bu parametrelerde 6rnekler arasinda daha
yiiksek otokorelasyon olabilecegini gdstermektedir. Ancak bu degerler de kabul edilebilir

diizeydedir.

mu phi sigma

chain

o4

2000 2500 3000 3500 4000 2000 2500 3000 3500 4000 2000 2500 2000 3500 4000

gammal[1] gammal[2]

2000 2500 3000 3500 4000 2000 2500 3000 3500 4000

Sekil 6.1 Dért HMC zinciri i¢in iz grafikleri (traceplot)
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Sekil 6.1°de, modeldeki ana parametreler i¢in dort farkli HMC zincirine ait iz ¢izimleri
(traceplot) sunulmustur. Tiim zincirler hedef dagilim tizerinde kararli bigimde salinim
gostermekte olup, zincirler arasinda herhangi bir sapma veya ayrisma gézlenmemektedir.

Bu durum, 6rnekleme siirecinin basarili bir yakinsama sagladigini1 gostermektedir.

Gozlenen Log-Getiri Buyuklugu (|yt|)
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Sekil 6.2 Gergeklesen log-getiri mutlak degerleri (Jy:|]) ve tahmin edilen volatilite ()

Sekil 6.2° de model tarafindan tahmin edilen giinliik volatilite seviyeleri, yliksek oynaklik
donemlerinde |y,| biiyiikliikleriyle uyumlu sekilde hareket etmektedir. Ozellikle soklarin
yasandig1 tarihlerde (O6rnegin Terra ¢okiisii, faiz kararlari), tahmin edilen volatilite

belirgin artig géstermistir.

Modelin tahmin basarisin1 sadece grafiksel olarak degil, ayn1 zamanda sayisal bir hata
metrigiyle de degerlendirmek amaciyla, tahmin edilen log-volatilite degerleri ile gergek

log-volatilite degerleri karsilastirilmistir. Bu karsilastirmada, tahmin edilen degerler A,
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ile gerceklesen degerler log (|y;|) arasindaki farklar kullanilarak Ortalama Kare Hata
(MSE) ve Ortalama Mutlak Hata (MAE) hesaplanmustir.

Bu metrikler sirasiyla su sekilde tanimlanir:

1w
MSE = 7;( (R — log (Iye[))?)

MAE = 231_,(|h; = log (Iy:D)|) (6.8)

Bu degerler, modelin ne derece basarili tahminler yaptigini degerlendirmek i¢in siklikla

kullanilan standart hata 6lgiitleridir (Hyndman ve Koehler, 2006).

Uygulama sonucunda elde edilen degerler MSE = 1.666, MAE = 1.126 olarak
bulunmustur. Bu sonuglar, modelin log-volatilite tahminlerinde belirli bir dogruluk

seviyesine ulastigini gostermektedir.
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Sekil 6.3 10.04.2025-01.06.2025 aras1 tahmin edilen volatilite ve gerceklesen getiriler

Sekil 6.3 ile 10.04.2025 — 01.06.2025 gelecege yonelik yapilan kisa vadeli volatilite
tahminleri ile gézlenen log-getirilerin gorsel olarak karsilastirilmas: verilmistir. Model,

hem artis hem diisiis yoniindeki oynaklik sinyallerini basarili sekilde 6ngdrmektedir.

Bu uygulama, HMC y6nteminin Bitcoin gibi yiiksek oynaklik i¢eren sistemlerde etkin bir
ornekleme arac1 oldugunu gdstermektedir. Ozellikle ¢ok modlu yapilar ve digsal soklara
dayal1 aciklayict degiskenlerin dahil edildigi modellerde HMC’nin hizli yakinsama
saglamasi ve yiiksek etkin ornek tiretmesi dnemli bir avantajdir. Agiklayici degiskenleri
cogunun volatilite lizerinde istatistiksel olarak anlamli etki gdstermesi, modelin

aciklayiciligini artirmaktadir.
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7. SONUC

Bu tez calismasinda, MCMC yontemlerinin hem teorik temelleri hem de dinamik
sistemlerdeki uygulamalari ayrintili bicimde ele alinmistir. Tezin teorik kisminda Bayesci
istatistik, MCMC simiilasyonu kavramlar1 agiklanmis; MCMC yontemleri, 6zellikle
Metropolis-Hastings ve HMC algoritmalar1 detaylandirilmistir.

Uygulama kisminda ise, dinamik bir finansal siire¢ olan Bitcoin volatilitesi, agiklayici
degiskenli SV modeli ile modellenmistir. Bu modelde, volatilite gizli bir siire¢ olarak
tanimlanmis ve hem gecmis fiyat hareketleri hem de digsal soklar dikkate alinmistir.
Modelin tahminleri, HMC algoritmast ve No-U-Turn Sampler (NUTS) yardimiyla
gerceklestirilmistir.

HMC ile tahmin edilen parametrelerin tiimii i¢in R istatistikleri 1.01’in altindadir. Bu da
MCMC zincirinin hedef dagilima yakinsadigini gostermektedir. Etkin 6rnek biiytikliikleri
(Nefr), ¢ogu parametre igin 2000’in lizerinde gergeklesmis, bu da zincirin karigim

kalitesinin yiiksek oldugunu ve tahminlerin giivenilirligini géstermektedir.

Tahmin edilen volatilite degerleri, yliksek oynaklik donemlerinde gergeklesen log-
getirilerin mutlak degerleriyle paralel hareket etmistir. Bu paralelligi daha sistematik bir
bicimde degerlendirmek i¢in tahmin edilen log-volatilite ile gerceklesen log-getiri mutlak
degerleri arasindaki ortalama kare hata (MSE) ve ortalama mutlak hata (MAE)
hesaplanmistir. Bu degerler sirasiyla MSE = 1.666, MAE = 1.126 olarak bulunmustur.
Gorsel analizler (Sekil 2 ve Sekil 3) tahmin edilen volatilitenin 6zellikle makroekonomik
soklar ve kripto krizleri sirasinda giicli bir Ongdrii performansi sergiledigini

gostermektedir.

Calismada yalnizca 2020-2025 donemine ait BTC fiyatlari ve manuel tanimlanan soklar
kullanilmistir. Otomatik sok tespiti veya alternatif veri kaynaklariyla modelin

kapsayiciligi artirilabilir.
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Volatilite siireci igin sabit parametreli bir AR(1) yapist ve normal dagilimli hata terimi
varsayllmigtir. Ancak finansal zaman serilerinde siklikla gozlenen 6zellikler, 6rnegin
degisen varyans, asir1 u¢ degerler ve volatilitenin zaman i¢inde degisen yapisi, bu
varsayimlarla tam olarak yakalanamayabilir. Bu nedenle, gelecekteki calismalarda t-
dagilimli hata terimleri, zamanla degisen parametreli yapilar veya volatilitenin kendi i¢
varyansini da modelleyen volatilitenin volatilitesi tiirli yaklagimlarla modelin ¢iktilar
karsilastirilabilir. Bu tiir genellestirmeler, modelin 6zellikle ug senaryolarda daha saglam

tahminler iiretmesine katki saglayabilir.

Ayrica agiklayict degisken olarak kullanilan sok vektorleri manuel olarak olusturulmus
ve yalnizca gecmiste gergeklesen belirli olaylara dayandirilmistir. Bu durum hem kapsam
hem de nesnellik agisindan sinirlayici olabilir. Gelecek arastirmalarda, daha sistematik
sok tespiti yontemlerinin (6rnegin dogal dil isleme ile haber analizi veya sosyal medya

verisi kullanimz1) kullanilmasi modelin genisletilmesine katki saglayabilir.

Son olarak, Hamiltonian Monte Carlo (HMC) algoritmasinin hesaplama yiikii nedeniyle
daha uzun oOrnekleme zincirleri g¢alistirilamamis, bazi parametrelerde etkin 6rnek
biiylikliigii sinirli kalmistir. Alternatif 6rnekleme algoritmalar1 veya paralel hesaplama

teknikleri kullanilarak bu sinirlama asilabilir.

7.1 Gelecek Cahsmalar icin Oneriler

Gelecek caligmalara yonelik potansiyel arastirma alanlar1 asagida siralanmaistir:

e Aciklayici degisken belirleme siirecinde otomasyon: Gegmisteki soklarin etkisini tespit
etmek amaciyla kullanilan aciklayici degiskenlerin daha nesnel ve sistematik bicimde
olusturulabilmesi i¢in, dogal dil isleme yontemleri veya haber/sosyal medya analizi gibi
otomatik bilgi ¢ikarim tekniklerinin entegrasyonu dnerilmektedir.

e Farkli piyasa araclarina uygulama: Modelin, Bitcoin disindaki kripto varliklar veya
geleneksel finansal enstriimanlar tizerinde test edilerek genellenebilirliginin sinanmasi,

literatiire katki saglayacaktir.
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e Gergek zamanli tahmin sistemlerinin gelistirilmesi: Model ¢iktilarinin operasyonel
stire¢lerde kullanilabilmesi adina, ger¢ek zamanli veri akisiyla entegre calisan tahmin
sistemlerinin gelistirilmesi 6nem arz etmektedir.

¢ Risk 6l¢iim modelleri ile biitiinlesme: Elde edilen volatilite tahminlerinin Value-at-Risk
(VaR) gibi risk tahmini modelleriyle entegre edilmesi, finansal risk yoOnetimi

uygulamalari agisindan pratik fayda sunabilir.
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