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1. GIRIS

Bu tezde, oncelikle Lie grubu ve Lie cebiri, daha sonra Lie gruplarinin 6telemeleri

yardimiyla, invaryant ve bi-invaryant metrikler tanimlanacaktir.

R’ de, donmelerin grubu SO(3) ve kat1 hareketlerin grubu SE(3) birer Lie grubudur.
Burada, SO(3) Lie grubu ve bu grup i¢in iistel doniisiim tanimlanacak yine bu doniisiim
yardimiyla, SO(3) iin 1- parametreli alt grubu ve SO(3) lizerindeki metrik verilecektir.

Bu metrigin SO(3) i¢in standart bi-invaryant metrik oldugu gosterilecektir.

Riemann konneksiyonu tanimlanacak ve bu konneksiyonla uyumlu metrigin bi-

invaryant olmasi durumunda, x ve y sol invaryant vektor alanlar olmak iizere, y nin x

yoniindeki kovaryant tiirevi,V,y = %[X, y] seklinde kolay bir formiille bulunacaktir.

SE(3) Lie grubu ve buna karsilik gelen se(3) Lie cebiri tanimlanacak ve bu Lie cebirinin
standart bazi, yap1 sabitleri elde edilecektir. SE(3) iizerindeki invaryant vektdr alanlari
ile se(3) Lie cebiri ve Ae SE(3) olmak iizere, T,SE(3) tanjant uzay1 iizerindeki metrik

tanimlanacak ve invaryantliklar1 incelenecektir.

Sol invaryant Riemann metrikleri i¢in egrilik tanimlar1 verilecek ve metrigin flat
(k=0) olma durumu incelenecektir. SO(3) Lie grubunun kesitsel egrilikleri
hesaplanacak ve ayrica flat sol invaryant Lorentz metrige sahip olan 3- boyutlu Lie

gruplartyla ilgili bir teorem de verilecektir.

Son olarak, so(3) ve se(3) Lie cebirlerinin adjoint temsilleri bulunacak ve bu adjoint
temsillerin skew-adjoint olup olmadigi, dolayisiyla metrigin bi-invaryant olup olmadigi

incelenecektir.



1.1 Temel Kavramlar

Tamm 1.1.1 (Lie Grubu) : G bir grup ve X,y € G olmak iizere, GxG—>G ye

(X,y) > xy~' ile verilen doniisiim diferensiyellenebilir olacak bigimde, bir

diferensiyellenebilir yapiyla birlikte verilen G grubuna Lie grubu denir

(do Carmo 1992).

Ornegin;

GL(n,R) = { Ae R™: det(A)# 0 }standart matris ¢arpimiyla birlikte bir Lie grubudur.

Tamm 1.1.2 : H, G grubunun bir alt grubu ve H, G iginde kapali bir alt climle ise H ye
G Lie grubunun bir kapali alt grubu denir (Karger and Novak 1985).

Tamm 1.1.3 : H, G nin bir kapali alt grubu ise bu takdirde H, G nin bir alt manifoldu ve
dolayistyla G nin bir Lie alt grubudur (O’neill 1983).

Tanmm 1.1.4 : Bir manifold bos olmayan iki agik ciimlenin ayrik birlesimi olarak
yazilamiyorsa, bu manifolda irtibathidir denir ya da bir manifoldun irtibath olmasi i¢in

gerek ve yeter sart herhangi iki noktasinin diferensiyellenebilir bir egri parcasi

tarafindan baglanabilmesidir (O’neill 1983).

Tamm 1.1.5 : (Lie Cebiri) gl = {\/ ,D, R,+,-,®}bir reel vektdr uzay1 olsun.

[,] : glx gl — gl bracket operatorii igin

(1) anti-simetrik

(ii) bi-lineer

Gii) [x [y, z]]+ [y, [z, x]]+ [z.[x, y]|= 0 (Jakobi 6zdesligi) 6zeliklerini

saghyorsa , ( gl, [,] ) ikilisine bir Lie cebiri denir (Hacisalihoglu 1980).



Tamim 1.1.6 : G bir Lie grubu ve ge G olsun. V ge G igin,
L,:G>G

x— L, (x) = gx donilsiimiine G iizerinde sol 6teleme denir.

R,:G—>G
x—>R,(X) =xg

dontisiimiine G tizerinde sag 6teleme denir (Hacisalihoglu 1980).

Tamm 1.1.7 : G bir Lie grubu ve G iizerinde bir vektor alan1 da X olsun.V g, g, € G
i¢in
(Iy). X(g,) = X(gg,)

kosulunu saglayan X vektor alanina sol invaryant vektor alan1 denir.

G bir Lie grubu ve G iizerinde bir vektor alan1 da X olsun.V g, g, € G igin

(ry).X(g,)=X(g,8)
kosulunu saglayan X vektor alanina sag invaryant vektor alani denir

(Hacisalihoglu 1980).

Tamm 1.1.8 : G bir Lie grubu ve d : GxG— R bir metrik olsun. VaeGve Vx,y € G
i¢in,
d(ax , ay) = d(x,y) ise d metrigine sol invaryant metrik,

d(xa, ya) = d(x,y) ise d metrigine sag invaryant metrik denir.

Tanim 1.1.9 : d metrigi hem sol invaryant hem de sag invaryant ise d metrigine

bi-invaryant metrik denir.

Tamm 1.1.10 : (G,*) bir grup olsun.

f: (R+) = (G,*) doniisiimii V't,,t, € R icin,

f(t, +t,)=f(t,) * f(t,) ise f(R) ye G nin 1-parametreli alt grubu denir
(Sattinger and Weaver 1993).



Tamm 1.1.11 : G Lie grubu lizerinde bir g = g(7 ) (a< 7 <b) egrisi,
g0)=e
g(r,+7,)=g(7,)e(7,)

g-r)=g(r)”
kosullarin1 saglarsa bu egriye G Lie grubunun 1-parametreli alt grubu denir

(Avramidi 2000).

G bir Lie grubu ve ee G birim eleman olsun. 7,(G), G iizerindeki biitiin sol invaryant

vektor alanlarin uzay1 olmak tizere,

X (G)Z{X: Vegg e Gigin (1), X, =X, } < ;((G) dir.

Teorem 1.1.1: o : #,(G)— T.(G) doniisiimii bir lineer izomorfizmdir.
Ispat: i) o lineerdir (?)

XY €y, (G) i¢in,

a (X+Y) = (X+Y)(e)

=X(e)t+Y(e)

= a(X)ta(Y)
a (cX) = (cX)(e)
= cX(e)
= ca (X)

= « lineerdir.

1) « birebirdir (?)
aX)=a((Y) = X(e)=Y(e)
vV geGigin, (1), uygularsak

X(@) = (). (X(e) = (y)Y(e) = Y(g)



= X =Y dir.

= « birebirdir.

iii) «a ortendir (?)

Vtee T,(G)veVge Gigin,
= X(g = ().t

= ()uUX(e)) =1y).(te)
(1,). birebir oldugundan

X(e)=tg
a(X)=te

= o Ortendir

O halde « bir lineer izomorfizmdir (Hacisalihoglu 1980).

L] 2/(6)x 1 (G) - 1 (6)

( X,Y ) > [XY](f)=X,(V(f))-Y,(X(f)) ;VgeG,VfeC"(G) bracket
operatoriiyle birlikte z,(G) bir Lie cebiridir. @ : , (G) = T,(G) bir lineer izomorfizm
oldugundan T,(G) de bir Lie cebiri olur. Yani, bir G Lie grubunun e birim

noktasindaki tanjant uzay1 T, (G) , G Lie grubunun Lie cebiri olur.

Tamm 1.1.12 : A, nxn bir reel matris olsun. Bu durumda,

exp (A) e’ =+ A1+ A2/2!+. .. serisi yakinsaktir (Curtis 1979).
Teorem 1.1.2 : A reel anti-simetrik bir matris ise e * ortogonaldir (Curtis 1979).
Ispat: AT+A=0

e(0)=exp (A+AT) =exp(A)exp(AT)



= I=exp(A)exp(A)’
= exp(A)T =exp(A)™

= e’ ortogonal

Tanmm 1.1.13 : X, nxn bir reel matris olsun. X in I  komsulugunda

log(X) = (X =1)-(X - I)2/2 +(X - I)3/3-... serisi yakinsaktir (Curtis 1979).

Teorem 1.1.3 : X, nxn bir reel matris olsun. X, X' matrisleri I komsulugunda

degismeli ve X, I komsulugunda ortogonal ise log(X ) anti-simetriktir (Curtis 1979).

Ispat: T =XX'

= 0=Ilog(XX")

= 0=1log(X)+log(X")
= 0=1log(X)+log(X)"
= log(X)" = - log(X)

= log(X) anti-simetrik

Tanim 1.1.14 : Metrik vektor uzaylar arasinda tanimli bir L lineer doniistimiiniin L*
adjointi
(Lx,y) = <x, L*y>

seklinde tanimlanir.
Eger L"=- L ise L lineer doniisiimiine skew-adjoint doniisiim denir (Milnor 1976).

Tamm 1.1.15 : g Lie cebirindeki herhangi bir x elemani i¢cin g den g-ye y— [X, y]

lineer doniisiimiine adjoint doniisiim denir ve ad, ile gosterilir (Milnor 1976).

Teorem 1.1.4 : Bir irtibatli Lie grubu iizerinde bir sol invaryant metrik ayn1 zamanda

sag invaryanttir (bi-invaryanttir) < V xeg i¢in ad, skew-adjointtir (Milnor 1976).



2.SO(3) LiE GRUBU ve so(3) LIE CEBIRI

2.1 SO(3) Lie Grubu ve so(3) Lie Cebirinin Tanim

Tamm 2.1.1 : O(3) = { AeGL(3): ATA = AAT= 1} kiimesi standart matris

carpimiyla birlikte bir gruptur. Bu gruba ortogonal grup denir.

Tanm 2.1.2 : SO3) = {ReGL@3): R'TR = RR"=1, det(R) =1} ile tanimlanan

gruba O(3) ortogonal grubu i¢inde 6zel ortogonal grup denir.

SO (3), topolojik yapisiyla 3-boyutlu bir topolojik manifolddur. Bu yiizden bir matris
Lie grubudur. Bir Lie grubuna karsilik gelen Lie cebiri grubun birim noktasindaki
tanjant uzayi oldugundan, T,(SO(3)), SO(3) Lie grubunun Lie cebiri olur. Bu Lie

cebirine so(3) diyelim.

Ae SO(3) igin, A: Jc R — SO(3) egrisini alalim.
t > A(t)

d d
ATA=1 —(ATA)= —(I
= A AT HD
d . d
“(ADHA+AT —(A)=0
:>dt( ) Olt( )
:E(AT)A+A-11(A):0 (%)
dt dt

(¥)> daA™ %(A) = Q diyelim.
oo oo w2

(*) ifadesinde Q" +Q =0
=Q =-

= Q) anti-simetrik matris



Tanim 2.1.3 : s0(3) = {QeR] : Q =| o, 0 -o |, Q' =-Q} SO3) Lie
grubunun Lie cebiri olarak tanimlanir.

2.2 SO(3) Lie Grubunun Tanjant Operatorii ve 1-Parametreli Alt Grubu

Tamm 2.2.1 : SO(3) Lie grubunun tanjant operatorii, Q = AAT=AA"" anti-simetrik

operatoridiir.
Q) matrisine A(t) donmesinin acisal hiz matrisi denir. Burada , %(A(t)) =A (t)

notasyonunu kullanalim.

Tanmm 2.2.2 :Q) sabit agisal hiz matrisi i¢in, A(0) = I baslangi¢c kosuluyla verilen

A(t) =Q A(t) diferensiyel denkleminin ¢6ziimii

A(t) =exp(Qt)

dir. Bu durumda A(t) egrisi, SO(3) iin 1-parametreli alt grubudur.

2.3 SO(3)’iin Geometrik Yorumu

SO(3) iin elemanlarin1 antipodal noktalarla birlikte merkezi orijinde bulunan 7z
yarigapli kiireler olarak diisiinebiliriz. Gergekten, merkezi orijinde bulunan bir kiire i¢in,

kiire iizerindeki bir noktay1 antipodaline doniistiiren déonmeyi 6 € SO(3) alip donme

acisina da ¢ dersek, ¢ agisinin 7 oldugu ve vektoriin boyuna esit oldugu goriliir.

Bu durumda, kiirenin i¢inde bir @ noktasi alinirsa, orijin ve @ dan gecen dogru

etrafindaki bir & donmesi i¢in ¢ = ||a)|| < 7z dir.



2.4 SO(n) Uzerinde Ustel ve Logaritmik Déniisiimler
Burada anti-simetrik matrislerin iistel donilistimiinii ve ortogonal matrislerin
logaritmasin1 tanimlamak i¢in, Gallier and Xu ’nun (2002) bu konu ile ilgili bir

calismalarindaki hesaplamalardan yararlanilacaktir.

SO(n) i¢in, n = 2 oldugunda bir B anti-simetrik matrisinin {istel ifadesini yazalim.

0 -1
J = (1 0 ] olmak iizere B =@ J olarak yazilabilir. Bu takdirde,

e® =e” = cos(@)1, + sin(d)J
ifadesi elde edilir.

R €SO(2) verildiginde iz(R) = 2cosé oldugu i¢in cos@ y1 bulabiliriz. Bu yiizden

yukarida verilen iistel ifade problemi ¢6ziilmiis olur.

n = 3 durumunda bir reel B anti-simetrik matrisi,

0 -c b
B= 0 -a
-b a 0

ve @ =+a’+b* +¢’ iken Rodrigues formiilii,

e =1, + sin & B+ l—cgsé’ B>
7 0
seklinde yazilir.

Burada B = 0 iken €® = I diir.



0 #0 iken B anti-simetrik matrisi B =B, olarak normallestirilebilir. Bu durumda
Rodrigues formiilii,

e® =1 ,+sin(@)B, + (1-cos6)B,’

olur.

Ayni zamanda R € SO(3) verildiginde iz(R) = 1+ 2cos @ oldugundan cosé y1 ve
%(R— R™) =sin(0)B,

oldugundan B, i bulabiliriz.

=0 ya da O=rx iken yani sinf =0oldugu durumlarda yukaridaki formiil

kullanilamaz. 8 =0 iken R =1, ve B, =0 olur. 8 = 7 oldugunda,
1
E(R— 1,)=B...%

olacak sekildeki B, anti-simetrik matrisini bulmak gerekir.

B,, 3x3 tipinde bir anti-simetrik matris oldugundan, * ifadesi 3 bilinmeyenli bir basit

denklem sistemi olur ve kolaylikla ¢oziilebilir.

Rodrigues formiili B *=-0°B ya da 813 =—B, olmasindan elde edilmistir. Ancak

n>4 iken sifirdan farkli bir anti-simetrik matris i¢in verilen esitlik genellikle dogru

degildir.

Simdi n>4 iken exp:so(n) — SO(n) iistel donilistimiinii hesaplamak i¢in Rodrigues
formiiliiniin bir genellestirilmesinin oldugunu gosterelim ve log: SO(n) — so(n)

logaritma fonksiyonunu hesaplamak icin bir yontem verelim.
nxn tipinde bir B anti-simetrik matrisi verildiginde,

B=6B +..+0,B,

10



olacak bi¢cimde p-tane B,.,..., B, anti-simetrik matrisi vardir. Burada B anti-simetrik
matrisinin istel ifadesinin nasil hesaplanacagini ve B, ,...,B,, matrislerinin tek olarak
varhigini gosterecegiz. Asagidaki lemma B,,...,B, matrislerini elde etmede onemli bir

role sahiptir.

Lemma 2.4.1 : Herhangi bir nxn tipinde B anti-simetrik matrisi verildiginde B = PEP'

olacak sckilde
El

bir blok diagonal matris ve bir P ortogonal matrisi vardir.

Burada her E;,

0 -6 0 -1
E,= =6, ,6,>0

olacak bigimde 2x 2 tipinde anti-simetrik matrislerdir. Burada B anti-simetrik
matrisinin eigen degerleri, herhangi bir anti-simetrik matrisin eigen degerlerinin 0 ya da

sirf imajiner olmasindan +i6; ya da 0 olur.
Simdi hem B ; lerin varligini ve tekligini hem de Rodrigues formiiliinii ispatlayalim.

Teorem 2.4.1 : Herhangi nxn tipinde sifirdan farkli bir B anti-simetrik matrisi
verildiginde (n>3 ) eger:

{i0,,-16,,...,i0,,-160,},0, >0

kiimesi, B nin farkli eigen degerlerinin kiimesi ve her +i6, igin k ;=1 ( k;: eigen

degerinin katl kokii ) ise,

11



B=6B, +..+0,B, (1)
B;B;=B;B;=0, (i=)) (2)
B/=-B, 3)
1<i,j<p ve 2n< p olacak bicimde B,,..,B, anti-simetrik matrisleri tek olarak

p

bellidir. Ayrica

p
e® =1, +) sin6B; +(1-cos6,)B}

i=l
olur ve {6,,...,0,}, —%(B —BT")? simetrik matrisinin 2m-tane katli koke sahip eigen

degerlerinin pozitif karekokleridir.

Ispat: B, ve B ; ler tlimi, j ler i¢in degismeli oldugundan

P
- IZ:l:BiBi
e =8e

= e% . " 1<i<p
olarak yazilabilir.

Bununla birlikte 3 x 3 durumundaki gibi,
B’ =-B,

esitligi kullanilirsa,

e”® = 1_+sin(6,)B, +(1-cosd)B,>(1<i<n) oldugu goriiliir.

B’ = -B, esitligi yardimiyla,

B =B/ ve B*™* =-B/ (j=1,2 vetiim k >0 igin)

elde edilir.
Bu ylizden,
0B}
B — 1 &+ i i
" kz; k!
3 5 2 4 6
= In+(ﬁ—6’—i+0—i+...)8i +(6’—i—9—i+6?—i)8i2
o33 2041 ol
= 1. +sin(6,)B, +(1—cosd,)B’ olur.

12



Gergekten, B;B; = B;B; =0, (i # j) dir ve bu yiizden

eB _ : eGiBi
1l
p
=T, +sin(6)B; +(1-cos6,)B}
i=1
p
=1, + > sin(6,)B; + (1-cosb,)B’
i=1

elde edilir.

%(B —B")? matrisi PE’P" formunda yazilabilir. Burada,

-0 0
Ei2 :( 0 92]

dir.
Boylece, — %(B —B")? matrisinin eigen degerleri
{67.6,....,6,.,6:.0,...,.0}

olur. Bu yiizden {6,,...,6,}, —%(B—BT)2 simetrik matrisinin eigen degerlerinin

pozitif karekokleridirler.

Simdi buradaki B ; lerin tekligini gosterelim. B ; lerin 6zellikleri kullamildiginda

B® = Zeis B, 4)

B2 p-1 — (_1) p-1 Zp: 9i2 p-1 Bi
i=1
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sistemi elde edilir.

Bu sistemin katsayilar matrisi,

6, 0, 2
s s -0
(_ 1) p-1 le p-1 (_1) p-1 922 p-1 (_1) p-1 0; p-1

p
olur. Bu matris, diag( 1,-1,1,-1,...,1,-)*" ) ile (J]6,)V(4/.....6;)
i=l

matrislerinin ¢arpimi olarak yazilabilir. Burada V(Hf,...,&;) bir Vandermonde

matrisidir. Bu matrisin determinantina o, dersek,

p(P

0y op
6,= (1) 2 Hei H(sz_eiz)

I<i<j<p

olur.

Buradaki tiim 6, ler pozitif ve birbirinden farkli olduklarindan, &, # 0 dir. Boylece, B

ve onun sifirdan farkli eigen degerlerinden B, ,..., B matrisleri tek olarak belirlenebilir.

Dolayisiyla, birReSO(n)  verildiginde log(R)=B  olacak  sekilde  bir

B=6,B, +..+6,B, anti-simetrik matrisi bulunabilir.
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3. RIEMANN KONNEKSIYONU ve BI-INVARYANT METRIKLE iLiSKiSi

Bu boliimde Riemann konneksiyonu tanimlanacak ve bu konneksiyonla uyumlu
metrigin bir bi-invaryant metrik olmasi durumunda ortaya ¢ikacak sonuglar

incelenecektir.

Bir Riemann metrigiyle birlikte birV Riemann konneksiyonunu dikkate aldigimizda, V
Riemann konneksiyonu, diferensiyellenebilir x ve y vektor alanlarinin her bir ¢iftine

y nin x yoOniinde kovaryant tlirevi adi verilen bir V,y diferensiyellenebilir vektor

alanini karsilik getirir.

Buradaki amacimiza yonelik, V nin tek olarak taniml oldugunu, V, y nin x ve y nin

bir fonksiyonu olarak bilineer oldugunu ve

[x, y] =V,y - V,x (3.1)(simetri kosulu)
x(y,2)=(V,¥,2)+(y,V,z) (3.2)(metrikle uyumluluk)

kosullarinin saglandigini bilmek yeterlidir.

(3.2) esitligi <y, Z> sabit fonksiyon olacak bigimdeki her y, z vektor alani i¢in sifirdir.

Ozel olarak y ve z bir Lie grubu iizerinde bir sol invaryant metrikle birlikte verilen sol

invaryant vektor alanlar ise bu esitlik her zaman sifirdir. x sol invaryant ise VY de sol
invaryanttir. Boylece her x i¢inV, , Lie cebirinden Lie cebirine tanimli bir skew-adjoint

lineer doniistimdiir.

X, y, Z nin timi sol invaryant vektor alanlar olsunlar. Bu durumda (3.1) ve (3.2)

esitlikleri yardimiyla,
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Voy.2) = 3L {elyz) - (el +(zbey))

esitligi elde edilir.

Simdi bu esitligin varligim1 gosterelim. Simetri kosulunda x, y ve z nin siralar

degistirilirse,

x(y,z) = (V,y,z) + (y,V,z) =0 (1)
y(z,x) = <Vyz,x> + <z,Vyx> =0 (2)
z(x,y) = (V,xy) + (x,V,y) =0 3)

esitlikleri elde edilir.

(1) den (2) ¢ikarilirsa,

<ny—Vyx,z> + <sz,y>—<Vyz,x> =0

(xyl2)+(V,z.y)-(V,2.x) =0 (4
Benzer sekilde (3) den (1) ¢ikarilirsa,

(z,x}y)+(x,V,y)=(V,y,z) =0 (5)
elde edilir.

Burada V, lineer doniisiimii skew-adjoint oldugundan, (4) de

<VXZ, y> = — <Z,VX y> yazilir ve (4) ile (5) taraf tarafa toplanirsa,
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2(9,.2) = (b yba) = (y.2bx)+ (2.0 )
¥,9.2) = S (beyb )= .2+ (2.0 )

esitligi elde edilir.

Metrigin bi-invaryant olmasi durumunda, adjoint doniisiim skew adjoint olacagindan

(ad,” =-ad,), yukaridaki esitlikte <[Z,X], y) = (ad,x,y) = —(x,ad,y) ve bu yiizden

~(ly.z}x)+{[z.x}y) = —(ad,z,x)+ (ad,x, y) = (x,ad,y) - (x.ad,y) =0

elde edilir.

Boylece,

¥,3.2) = 3 {x3)2)

olur.

O halde metrigin bi-invaryant olmasi durumunda, sol invaryant vektor alanlar igin

1
V = —
Y =3 [x, y]

esitligi elde edilir.
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4. SE(3) LIE GRUBU ve se(3) LIE CEBIRI
4.1 SE(3) Lie Grubu ve se(3) Lie Cebirinin Tanimi

Bu boliimde, SE(3) Lie grubu ve se(3) Lie cebiri tanimlanacak ve bu yapilar tizerindeki

operatorler verilecektir.

R°* deki bir kat1 hareket ,

A:R’ >R’

X— A(X)=Rx+d; ReSOQ3), d eR’

lineer dontigiimiiyle ifade edilebilir. Bu doniisiim matris formunda, A = {R d} ile

0 1

gosterilebilir.

Tanim 4.1.1 : Bu formdaki biitlin matrislere 3- boyutta kat1 hareketlerin 6zel dklidiyen

grubu denir.Bu grup,
R d 3x3 3 T
SEB)={A:A= 0 1 ,ReR™, deR’, R R=I,det(R)=1}

kiimesiyle gosterilebilir (Zefran et al. 1999).

GL(4,R) bir Lie grubu ve SE(3), GL(4,R) nin kapal1 bir alt ciimlesi oldugundan SE(3)
bir Lie grubudur.

A:[-a,a]> SEQ3)

R(t) d(t
t o> A= ®) d)
0 1
egrisi verildiginde se(3) Lie cebirinin bir S(t) eleman1 asagidaki gibi elde edilebilir. Bu
egrinin tanjant vektori A(t) olmak {iizere, A(t)z %[A(t)] e T,SE(3) dir.

SE(3) Lie grubu ve I, birim matris olmak tizere, y,SE(3), T,SE(3) ye izomorf
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oldugundan T,SE(3) Lie cebiri olur. Burada, y,SE(3) sol invaryant vektdr alanlarin

uzayidir.
Kisaca, T,SE(3) = se(3) diyelim ve se(3) Lie cebirini elde edelim.

A(t) € SE(3) egrisi igin,

A_l(t):(R‘;(t) —R—lit)d(t)J , A'(t){R(()t) d((')t)j

A A(t){R';(t) Rlit)d(t)J[R(()t) d(()t)]

AT (D) A®) = [Rl ®ORt) R (t)d(t)J
0 0

Q=R't)R({t) , v=R't)d(t) denilirse,

S(H) = A (t) A(t) —(Q V] e se(3)
o o

olarak yazilabilir.

Benzer sekilde verilen A(t) egrisi i¢in,

At AT (t) = [R(t) d (t)J[Rl t —R7(td (t))
0 0 0 1

A(t) A%t){Rﬁ) d(t)J(Rl(t) —R‘(t)d(t)j
0 0 0 1
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At) A (1) = [R(U Rt —ROR™ A1)+ d(t)}
0 0
Q=RM®R'(t) , v=—R®)R'(t)d(t)+d(t) olarak alirsa,

- Q v
S(H)= At) A (t) = ( 0 OJ elde edilir. Kisaca,

© V1o yazlabil
= 5 az1lapilir.
0 0 y

Tanim 4.1.2 : SE(3) Lie grubunun tanjant operatéri S = [Q,v] ile tanimli bir

operatordiir.

.
Teorem 4.1.1 : Q € R; anti-simetrik matris ve X = (X,,X,,X;) € R* i¢in

0 -0 o X,

-
Q=| w, 0 -o| , X X=X
-0, o 0 X,

esitligi vardir.

Ispat :
0 - o \[X — WX, + 0, X,
QX =| o, 0 - || X |=| oX—oX
-0, o 0 X, — W, X, + X,
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€& & &

O XX = o 0, 0 =(0,X5 =X, 0% —OX;, 0%, = D,X;)
Xl X2 X3
. . . . - - . . .
esitliklerin sag taraflari esit oldugundan, o x X=Q x X esitligi elde
edilir.

- -
Bu yiizden Q € R;] anti-simetrik matrisi ile @ € R* vektdrii arasinda Q <> @ eslemesi

vardir. Dolayisiyla her S € se(3) elemanina { @, v} vektor ¢ifti karsilik gelir.

Tamm 4.1.3 : SE(3) Lie grubunun se(3) Lie cebiri ,
o V
se(3)={(0 OJ:weR3X3,VeR3,a)T:—w}

ile verilebilir (Belta and Kumar 2002).

Simdi, se(3) Lie cebirinin standart bazini elde edelim. S € se(3) olsun.

Bu durumda,
0 - o, Vv
S — Q v) | o 0 -o v,
0 0 -0, o 0 v,

biciminde yazilirsa,
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00 0 O 0 01 0 0 -1 0 0
0 0 -10 0 0 0 O 1 0 00
S = o, + o, + w,
01 0 O -1 0 0 0 0 0 00
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 00
0 0 01 0 0 0O 0 0 0O
0 0 0O 0 0 0 1 0 0 0O
1V, +V, +V,
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0 1
0 00O 0 0 0O 0 0 0O

S=ol +o,L, +o,L; +Vv,L, +V,L +V;L,
= se(3) = Sp{L,,L,,L;,L,,Ls,L,}

L, &> Xekseni etrafindaki ani donme
L, = Y ekseni etrafindaki ani donme
L, » Z ekseni etrafindaki ani donme
L, = X ekseni boyunca ani 6teleme
L; — Y ekseni boyunca ani 6teleme
L, = Z ekseni boyunca ani 6teleme

‘ye karsilik gelen matrislerdir.

S(t) <> {w(t),v(t)} icin :
o : Cismin hareketinin agisal hizini

R
vV : Cismin hareketinin lineer hizini

gosterirler.

Tanim 4.1.4 : Kinematikte { o(t),Vv(t) } formundaki elemanlara twist ad1 verilir.
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Teorem 4.1.2 : S, , S, e se(3) i¢in bracket carpimi islemi,
] : se(3)xse(3) — se(3)
(S,,S,) > [Slssz] =35,5,-5,5,

ile taniml1 olsun.

Bu durumda,

S, o f{o,y, },S, &{n.v,},[S.S,] e {ev}ign,

- -> o > o

- > - .
{oVv }={oxw, ,oxv, + Vxe,} dir.

> > 5 >

Ispat: ,,v,,m,,v, € R’ icin,

- -

@ = (X,%,,%) , @, =(Y,,Y,,Y:) » Vi =(&8,8,,a,) , Vv, =(b;,b,,b;) olsun.

Bu durumda,
0 =X X, a, 0 - Y Y, bl
g = X3 0 X &, S = Ys 0 —-Y bz
1 s Y2 T
— X, X 0 a, -Y Y 0 b3
0 0 0 0 0 0 0 0
olur.
[S,.S,] = S,S, —S,S, oldugundan
- XY =X, XY XY, - X3b2 + X2b3
_ XY, - XY =X Y, XY, X3b1 - X1b3
[Sl > SZ ] - b b
XY, X, Y; = XY, =X Y, —X0 +XD,
0 0 0
- XY =X, XY, X\Y; —a,¥; ta;Y,
_ X2 Y — XY XY, X2 Y5 a,y;=asY,
XY, XY, = XY, XY, —ay,+tay,
0 0 0 0
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0 _(Xl Y, _Xzyl) XY =X Ys X2b3 - X3b2 +a,y; —a;Y,

_ XY, =X, Y, 0 —(x2y3—x3y2) X3b1_X1b3+a3y1_a1y3
_(X3y1 =X y3) XY —X5Y, 0 lez - X2b1 +a,y, —a,Y,
0 0 0 0
€ €, &
WX, = X X, Xy :( XY = XY 5 XY =X Y5, XY, = XY, )
Yo Y. Y;s
€ €& &

DXV, = X Xy Xg| =(Xby =xb, , Xsb —xby, xb, —x,b, )

By By
1 » &

> o

Vixw, =2, 2, a|=(ay;-ay,,ay, —ay;,ay,-a,y)
Yo Y2 Y;s

son iki esitlikten

> - > -

@<V, +o,xV, =(X,b; = x;b, +a,y; —a,y,,Xb, —x,b, +a,y, —a,y;,
lez - X2b1 +a,Y, _azyl)

yazilabilir ve ilk esitlikten,

-> > > o > - -> o

{o,v}={oxo,, oxVv, + Vxo,} esitligi elde edilir.

Tanim 4.1.5 : se(3) Lie cebirinin baz vektorlerinin bracket ¢arpimi,
6

[L, Lj 1= ZCilj(Lk
k=1

seklinde tanimlanir. Burada Ci? katsayilarina Lie cebirinin yap1 sabitleri denir.

k . PO k _ k - .
C; vyapi sabitleri i¢in, C;; = —C; bagintisi vardir (Sattinger and Weaver 1993).

Yapi sabitleri hesaplandiginda,

Clll :C121 :C131 :Cl41 :C151 :C161 =0
C132 =1, C112 = C122 = C142 = CISZ =C162 =0
C123 =-1, C113 :C133 :Cé :C153 :C163 =0
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C,=C)=C),=C!=C,=C\=0
C,=1,C,=C.=C,=C.=C,=0
C,=-1,C,=C.=C)=Ci=C’=0
C,=C; =C;,=C,,=C;,=C;, =0
Cy,=1,C;,=Cj,=C;,=C,=C{ =0
Cs,=-1,C),=C},=C;,=C},=C}, =0
C),=C;,=C),=C),=C},=C.% =0
Cy=1,Cy=C;=Cy=Cy=Cy =0
C;, =C;,=C;,=C;,=C;,=Cy, =0
Cjs=-1,C;5=C;=C},=C;;=Cy;=0
Cy =Cy=Ci=Cy; =C5 =Cy, =0
C,=C; =C;,=C,, =C,,=C,, =0
C,=Ci=C,=C,,=C,,=C. =0
C,=C; =C, =C,, =C,, =Ci =0
C,,=C.L=C)=C.=CL=Ci=0

C,, =C2 =C} =Ci =C=Ci=0

Cy, =C. =C) =Cl=C=C:=0

4.2 SE(3) Lie Grubu Uzerinde Invaryant Vektér Alanlari

Bu boliimde, SE(3) Lie grubu i¢in sol ve sag invaryant vektor alanlar tanimlanacaktir.
Tamm 4.2.1 : SE(3) iizerindeki bir X diferensiyellenebilir vektor alani, se(3) iin bir S

elemaninin soldan Gtelenmesi ile elde edilebilir. Bu durumda, X vektor alaninin keyfi

bir A € SE(3) noktasindaki degeri,

X(A)= S(A)=AS ()
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ile verilebilir. Bu esitlikle elde edilen X vektor alanina bir sol invaryant vektor alani

denir. Burada S, S Lie cebiri elemaninin soldan Gtelenmesiyle elde edilen vektor

alanin1 gostermek i¢in kullanilmistir ( Zefran et al. 1999 ).

Benzer sekilde, bir Y sag invaryant vektor alami da, se(3) iin bir S elemaninin

B e SE(3) ile sagdan dtelenmesiyle

Y(B)= S (B) =SB
seklinde tanimlanabilir.

Tamm 4.2.2 : (*) ifadesinden sol invaryant vektor alanlarin uzay1 se(3) e izomorftur.

Ozel olarak, T,SE(3) iizerindeki bracket ¢arpimu,
A A 6 A
_ k
|:|-i, LJ}— -2_1 C; Lk

ile tanimlanabilir (do Carmo 1992).

{ L,L,,L;,L,,Ls, L } kiimesi se(3) i¢in bir baz oldugundan A e SE(3) olmak iizere

(Li(A), L (A), L3(A), L+ (A),Ls(A), Le(A) } kiimesi de T,SE(3)tanjant uzay1 igin bir
bazdir.

Bu yiizden herhangi bir X vektor alan,

X:

6 A
X'L

=1

ile ifade edilebilir. Burada, X' katsayilari manifold iizerinde degismektedir. Eger bu

katsayilar sabitse, X bir sol invaryant vektor alami olur. @=[X,,X,,X,]" ve

- >

V= [X s X5, X 6]T olarak tanimlanirsa { w,v } vektor cifti keyfi bir X vektor alaniyla

eslenebilir (Zefran et al. 1999).
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se(3) Lie cebiri ve Ae SE(3) olmak tizere T,SE(3) tanjant uzay: i¢in bazi yapisal

ozellikler verildikten sonra, simdi de SE(3) Lie grubu iizerindeki Riemann metrikleri

tanimlanacak ve invaryant olup olmadiklar: aragtirilacaktir.

4.3 SE(3) Lie Grubu Uzerinde Riemann Metrikleri

Tamm 4.3.1 : Bir diferensiyellenebilir manifold tizerindeki her bir noktadaki tanjant
uzay1 lizerinde, pozitif tanimli, bi-lineer ve simetrik olarak tanimlanan bir forma (i¢

carpima ) Riemann metrigi, bu manifolda da Riemann manifoldu denir

(do Carmo 1992).

Eger bu form non-dejenere ise yani,

V V,(A) e T,SEQ) igin (V,(A),V,(A)[, =0 = V,(A)=0
ise, elde edilen metrige Semi-Riemann metrik denir.
Simdi se(3) lizerindeki i¢ ¢arpimi tanimlayalim.

Tanmm 4.3.2 : S, ,S, € se(3) olmak lizere, se(3) ilizerindeki i¢ carpim,
(S1,S,)|} = s/ Ws,

ile tanimlidir. Burada s,, s,swrasiyla S, ,S, ye karsilik gelen 6x1 vektorler ve W da

pozitif taniml1 bir matristir (Zefran et al. 1999).

Tamm 4.3.3 : V, ve V, SE(3) iin herhangi bir noktasindaki tanjant vektorler olmak

tizere T,SE(3) tanjant uzay: ilizerindeki i¢ carpim,

VL) = (AVLATY, ) (1)

ile tanimlanabilir.
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Tamim 4.3.4 : Herhangi X ve Y vektor alanlar1 ve A, Be SE(3) i¢in,
(X(B),Y(B))|s = (AX(B), AY(B))| pe

ise metrik sol invaryant,

(X(B),Y(B))s = (X(B)A,Y(B)A)| s

ise metrik sag invaryanttir (Zefran et al. 1999).

Teorem 4.3.1 : do Carmo’ya (1992) gore ( 1) ile tanimlanan metrik sol invaryanttir

(Zefran et al. 1999).
ispat : A, Be SE(3) olmak iizere, V, = X,(0), V, = X,(0) ise,
(Vi(B).V,(B))|s = (AV,(B),AV,(B))| s (?)

(AV,(B).AV,(B)) s = ((AB)"AV,(B).(AB) " AV,(B)),

= (B™V,(B).B™V,(B)),

(Vi(B).V,(B))]

Dolayisiyla verilen metrik sol invaryanttir.

Teorem 4.3.2 : <V1 ,V, >| A= <V1 AT V,AY >| , ile tanimlanan metrik sag invaryanttir.

ispat : A, Be SE(3) olmak iizere, V, = X,(0), V, = X,(0) ise,

VBV, (B))s = (Vi(B)AV,(B)A) g (?)
(Vi(BYAV, (B)A) g = (V(B)ABBA)"V,(B)A(BA) ],
= (V,(B)B™.V,(B)B ™)},

= (Vi(B),V,(B))[;

Dolayisiyla verilen metrik sag invaryanttir.

28



5. LIE GRUPLARI UZERINDE SOL INVARYANT METRiIKLERIN
EGRILIKLERI

5.1 Kesitsel Egrilik

Bu boliimde Milnor’un (1976) sol invaryant metriklerin egrilikleri ile ilgili calismasinda

elde ettigi bulgular incelenecektir.

Bir noktada bir Riemann manifoldunun egriligi, bi-kuadratik egrilik fonksiyonu
K (%y) = (RyX, )

ile tanimlanabilir. Burada x ve y verilen noktada degisen tanjant vektorler ve R de

Riemann egrilik tensortidiir.

Onerme 5.1.1 : M bir semi-Riemann manifold ve x, y, z, v, we T » (M) ise R igin
R,=-R,,

<nyv, W> = — <nyw,v>

R,z+R,x+R,y=0

<nyv, W> = (RyX, Y)

dir( O’neill 1983 ).

Ry:T,(M)—> T, (M)

z —>Ryz=V,,z-V,V,z+V V. 7 dir Burada, V Riemann konneksiyonudur.
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Verilen x (x,y) fonksiyonu bir Riemann metrigi i¢in egrilik fonksiyonudur.
&

K (x,y), x ve y nin fonksiyonu olarak simetrik ve bi-kuadratiktir.

u ve v ortogonal birim vektorler [<u ,u> <v,v> - <u ,v) > =1]ise, K=x(x,y) sayisma u

ve v tarafindan gerilen 2-boyutlu tanjant diizlemin kesitsel egriligi denir.

Sol invaryant metrikle birlikte verilmis bir Lie grubunu calismanin en iyi yolu sol

invaryant vektor alanlarin bir e,,...,e, bazini segmektir. O halde, Lie cebiri yapisim

@i yapi sabitlerinin bir nxnxn dizisiyle tanimlamak miimkindiir. Burada,
lei € J - Zaijkek

k
yada a,;, = ([e..e;] &, ) dir ve bu dizi ilk iki indise gore anti-simetriktir.

Bu durumda, x egrilik fonksiyonu ¢;; nin bir komplike kuadratik fonksiyonu olarak

tanimlanabilir.

Lemma 5.1.1 : ¢;;, lar yardimiyla x(e,,e,) kesitsel egriligi
Rl
K(e,e,) = ZEQIZk( S0, Ty T, )
k

1
- Z( Ay — Ay + A, Ny, 0 — ) - &Gy y,) - (B1LT)

seklinde verilebilir.

Bu acik ifade gosteriyor ki; egrilik, Lie cebiri ve onun metrigi yardimiyla tamamen

hesaplanabilir. ¢, -lar sifirken egrilik de sifirdur.

G bir sol invaryant metrikle birlikte verildiginde, u da g Lie cebirinde bir vektdr olsun.
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Lemma 5.1.2 : ad(u) lineer doniisiimii skew-adjoint ise x(u,Vv) >0 dir. (Vveg)

Ispat : Genelligi bozmadan u ve v yi ortonormal kabul edelim. e, =u ve e, = v ile
birlikte bire, €, ,...,e,, ortonormal baz1 secildiginde ad(e, ) in skew-adjoint olmasi,

1= 1l1i¢in ¢;;, dizisinin son iki terimine gore anti-simetrik olmasi anlamina gelir.

O halde (5.1.1) formiiliinden

2
K(e,,8,)= Z% olur. Dolayisiyla, x(e,,e,) >0 dir.
k

Tanmm 5.1.1 : G grubunun tiim elemanlarinin sirasinin degistirilmesiyle olusan, C(G)

kiimesine G grubunun merkezi denir.
C(G)={geG:g'g=gg .V g €G}
dir (Avramidi 2000).

Sonug 5.1.1 : Eger u vektorii g Lie cebirinin merkezine aitse herhangi bir sol invaryant

metrik icin, x(U,v) >0 ( Vve g) saglanur.
Ispat : Eger u, merkez eleman ise ad(u) = 0 dir ve sifir doniisiimii skew-adjointtir.

Sonug 5.1.2 : Her kompakt Lie grubu biitiin kesitsel egrilikleri K >0 olacak sekilde bir

sol invaryant (aslinda bi-invaryant) metrige sahiptir.

Eger yukaridaki esitsizlik, K >0 olacak bicimde kesinlestirilirse (K = 0 durumu

cikarilirsa) bu kosulu saglayan ¢ok az Lie grubu olur.

Yiiksek boyutlu olan Lie gruplarini anlamanin en kolay yolu, flat olan bir anlamda K

kesitsel egriligi 6zdes olarak sifir olan (K = 0) Riemann manifoldlarini incelemektir.
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Bir sol invaryant metrik i¢in flatlik sart1 asagidaki gibi ifade edilebilir.

Bir Lie cebiri degismelidir < [x,y] =0

g Lie cebiri degismeli ise «;;, Lie cebiri yapr sabitleri o, = <[ei ,€; ],ek> esitliginden

stfir olurlar. Dolayistyla (5.1.1) esitliginden her sol invaryant metrik flattir.
5.2 Ricci Egriligi

Bir Riemann manifoldunun bir noktasindaki egriliginin tanimi r(x) kuadratik formu ile

verilir. Bu form x tanjant vektoriiniin

r(x) = ZK‘(X,ei) = Z(R(X,ei)x,ei> formiliiyle tanimlanan reel degerli bir

fonksiyonudur. Burada x bi-kuadratik egrilik fonksiyonu ve e ,...,e, tanjant uzayi i¢in

ortonormal bazdir. Eger u bir birim vektor ise o halde r(u)-ya u yoniindeki Ricci egriligi

denir.

Hesaplamalarda kolaylik sagladig i¢in self-adjoint IA’ Ricci doniisiimiiyle ¢alismak daha

uygundur.

rx) =3 R, e

dir.

Bu durumda, r(x) ile IA’ (x) arasindaki bagint1 asagidaki gibidir.

<?(x), x> =<Z R(ei,x)ei,x>

= > —(R(x.&)e;,x) (R nin ilk dzeliginden)

= Y (R(x.e)x.e) (R nin ikinci 6zeliginden)
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= Y k(%)
= 1(x)

seklindedir.

IA’ nin eigen degerlerine asli Ricci egrilikleri denir.

Lemma 5.2.1 : ad(u) lineer doniisiimii skew-adjoint ise r(u) >0 dir.

Ispat : r(u) kesitsel egriliklerin toplam1 oldugundan ve Lemma 5.1.2 den r(u) >0 dir.
Lemma 5.2.2 : r(u) = 0 < ad(u) lineer doniisiimii skew-adjoint dir.

Eger u, g nin merkezine aitse r(u) >0 dir.

Teorem 5.2.1 : G Lie grubunun Lie cebiri, [x, y] = z olacak bi¢imde lineer bagimsiz

vektorler igeriyorsa, r(x)<O0 ve 1(z)>0 olacak bi¢imde bir sol invaryant metrik vardir.

Ispat : b, =x, b,=1y, b, =z ile birlikte sabit bir b,,...,b . bazin1 secelim. Herhangi bir
&>0reel sayisiigine, = ¢b,e, = ¢b, vee, = ¢ °b; (123 ) ile tammlanane ,...,e

n

yardimcr bazini dikkate alalim. e,...,e, in ortonormal olmasii gerektiren bir sol

n

invaryant metrik tamimlayalim. g, bu 6zel metrik ve 6zel ortonormal bazla verilen g Lie

cebirini gostersin. [ei 8] = Zaijkek yapisint kurarsak «;;, yapt sabitleri agik bir
k

sekilde & nun fonksiyonu olurlar. Simdi ¢ — 0 limit durumunu dikkate alalim.

Bu durumda her bir ¢;;, iyi tanimh bir limite sahip olurlar. Bu ytizden verilen metrik
ve verilen ortonormal baz ile birlikte bir g, limit Lie cebirini elde ederiz. Ayrica g,

daki bracket carpim, [e,,e, ] = - [e,,e,] =e, ile aksi takdirde [e. e.J = 0 ile verilir.

irv]
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Lemma 5.2.1 ve lemma 5.2.2 den,
r(e,)<0<r(e;) g, i¢inde saglanir.
Yap sabitlerini degistirdigimiz i¢in bu Ricci egrilikleri de degisecektir. Bu yiizden ¢

yeterince sifira yakinken r(e,) <0 <r(e,) elde edilir.

Teorem 5.2.2 : Asagidaki 3-boyutlu Lie gruplarinin her biri, bir flat sol invaryant

Lorentz metrigine sahiptir.

1) E(2); 2-boyutlu Oklid uzaymin kati hareketlerinin grubu

2) E(L1); 2-boyutlu Minkowski uzayinin kat1 hareketlerinin grubu

1 * =*

3) |0 1 =| formundaki tiim reel matrislerden olusan Heisenberg grubu
0 0 1

(Nomizu 1979).

Ispat : Oncelikle her bir Lie grubu icin Lie cebirini ve bu grup iizerinde bir flat sol

invaryant Lorentz metrik taniml1 olacak bigimdeki Lorentz i¢ ¢arpimini tanimlayalim.

cosd —sinf a
E(2): Bu grup, sin@ cosf b
0 0 1

seklindeki matrislerden olusur.

Lie cebiri ise, [X, y] =0, [Z, X] =Y, [y, Z] = X olacak bi¢imde,

0 0 1 0 0 0 0 -1 0
x=/0 0 0}, y=/0 0 1|, z=|1 O
0 0 O 0 0 0 0 0

den olusan bir baza sahiptir.
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<Z, Z> =-1, <X, X> = <y, y> =1, <Z, X> = <Z, y> = <X, y> =0 olacak bi¢cimde bir Lorentz i¢

carpimi tanimlayalim.

Bu durumda,

V,x=V,y=V x=V,z2=V y=V z72=V,2=0
Ve

V.x=y, V,y=-X

olur.

Buradan,
R(X,y)=R(Y,2) =R(z,x) =0

elde edilir, yani metrik flattir.

E(1,1): Bu grup,
cosht sinht a
sinht cosht b
0 0 1
seklindeki matrislerden olusur.
Lie cebiri ise, [X, y] =0, [Z, X] =Y, [Z, y] = X olacak bi¢imde,

0 0O 0 1
, z=|1 0
0 0

S O O

0 1
0 0], y=
00

>
Il
S O O

0 0 1
0 00
den olusan bir baza sahiptir.

<X, X> = <Z, Z> =1, <y, y> =-1, <Z, X> = <Z, y> = <X, y> = (0 olacak bi¢imde bir Lorentz i¢

carpimi tanimlayalim.
Bu durumda,

V,=0,V, =0, V,x=y, V,y=x, V,z2=0

olur.

Buradan,

R(X,Y)=R(Y,2)=R(z,x)=0
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elde edilir, yani metrik flattir.

Heisenberg grubunun Lie cebiri, [x, y]=z, [z,x]= [z, y]=0 olacak bigimde,

010 0 0 O 0 0 1
X=/0 0 Of, y={0 0 1|, z=(0 0 O
0 0 O 0 0 0 0 0 0

den olusan bir baza sahiptir.

Lorentz i¢ ¢arpimi,
(z,7)=(x,x)=0, (z,x)=-1
(xy)=(z.y)=0, (y.y)=1

seklinde tanimlanirsa,

Bu durumda,
V.x=y, V,y=z, V,z=0
Vx=V,y=vV 7=V x=V,y=V,z=0

olur.

ve sonug olarak
R(X,¥)=R(Yy,2)=R(z,x) =0

elde edilir, yani metrik flattir.
5.3 Skalar Egrilik

Herhangi bir e,,...,e, ortonormal bazi secildiginde, bir Riemann manifoldunun

n

herhangi bir noktasindaki tanjant vektorler i¢in,

p=re)+..+r(e,)= 2zk(ei’ej)

i<j

reel sayisina bu noktadaki skalar egrilik denir.
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5.4 SO(3) Lie Grubu icin Kesitsel Egrilik Hesabi

0 -c b
Q= ¢ 0 -—a]e so(3)olmak iizere, so(3) iin standart bazi,
-b a 0
0 0 O 0 0 1 0 -1 0
Q=2a0 0 —-1|+bf 0 0 Of+c/1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 O
= ax+hy+cz

= so(3)=Sp{Xx,y,z} dir.

00 0 0 0 1 0 -1 0
x={0 0 —1ly=[0 o0 olz=|1 o0 o
01 0 10 0 0 0 0
[x, y]=xy - yx
000y (01 0
=1 0 0l-lo 0 o0
000/ 000
0 -1 0
-1 0 o
0 0 0
=12
ly,z]=yz -2y
00 0y (000
1o 0 o|-lo o 1
010/ 1000
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—lo 0 -1
I 0
= X
[2,x]= 2x - xz
0 0 1 0 00
=0 0 0(—-|0 O O
0 0 O 1 0 0
0 0 1
=0 00
-1 0 0
=Yy

Bu durumda [x,y]=1z[y,z]=x[z,x]=y dir. Simdi SO(3) iin standart metrigi icin
kesitsel egrilikleri hesaplayalim.

Kesitsel egrilik fonksiyonu , x (X,Yy) = <nyx , y> seklinde tanimlanmusti.

R Riemann egrilik tensorii X,Y,Z tanjant vektorleri i¢in,

Ryz=V,2-V,V,z+V V,z idi

SO(3) Lie grubu kompakt oldugundan {izerinde bir bi-invaryant metrik vardir. Bir Lie

grubu iizerinde bi-invaryant metrik bulunmasi durumunda y nin x yoniinde kovaryant

tiirevinin,

1
V.y=—
Y =50yl

ile hesaplanabilecegi 3. boliimde gosterilmisti. Bu durumda,

RyX=V 1 X-V,V Xx+V V X
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V. X= %[X, x]=0 oldugundan,

X
RyX=V Xx-V,V X
dir.

[x,y]=2 ve V x :%[y,x] oldugundan,
R ,X=V,x-V l[y q
Xy z x2 >

=sz+%sz ([y.x]=-2)

< N<

—% (sz:%[x,z]:—%)

Benzer sekilde,
Ryzy = V[yz]y _vyvzy

1
:ny_vy E[Z’ y]

1
=ny+5Vyx

NN

z
4

ENG N

Benzer sekilde,

Bu durumda,

K (%Y) = (RyX, y)
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V Q € s0(3) anti-simetrik matrisine bir @ € R® vektdrii karsilik geldiginden,

0 0 1
y= 0 0 0|eso3)« y=(0,1,0)eR’ diir. Dolayisiyla so(3) iizerindeki norm
-1 0 0

Oklid normu olur.

Bu ylizden,

K (X,Y) = %(y, y)

N

K (y,2) = %{z,z)

(z2=1(0,0,1) oldugundan )

NI

K (2,X) = %(x X)

=

( x=(1,0,0) oldugundan )

dir.

Sonug 5.1.2 den kompakt Lie grubu {izerindeki bir bi-invaryant metrigin biitiin kesitsel
egrilikleri x>0 idi. Fakat burada SO(3) Lie grubu icin biitiin kesitsel egriliklerin
pozitif oldugunu gordiik. Ciinkii x =0 ancak degismeli gruplar i¢in mevcut idi.
Ancak SO(3) Lie grubu bir matris Lie grubu oldugundan ve matris ¢arpimi degismeli

olmadigindan « sifir olamaz.
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6. SO(3) ve SE(3) UZERINDE Bi-INVARYANT METRIKLERIN VARLIGININ
ARASTIRILMASI

6.1 SO(3) Uzerinde Bi-invaryant Metrigin Varhg

so(3) Lie cebiri i¢in,

0 —-c b
Q=|c¢c 0 -a]|e so(3)olmak iizere,
-b a 0
0 0 0 0 0 1 0 -1 0
Q =ax+by+cz; x={0 0 -1|,y=/0 0 O|,z=|1 O O
01 0 -1 0 0 0 0 O

[xyl=z,[y.z]=x, [z.x]=y idi.

so(3) Lie cebiri i¢in adjoint doniisiim X € so(3) olmak tizere,

ad, :so(3)—> so(3)

y —>ad,y=[xy]

ile tanimlidur.
Simdi SO(3) Lie grubu lizerinde bi-invaryant metrik olup olmadigin1 arastiralim.

Bir Lie grubu iizerinde bi-invaryant metrik olabilmesi i¢in, adjoint doniisiimiin skew-

adjoint olmasi gerekir.( X € so(3) iken ad,” = -ad, )

O halde,

Q = ax+by +cz € so(3) igin, adjoint doniistimii bulalim.

ad,x =[Q,x]
= [ax +by + ¢z, x]
= a[x, x|+ b[y, x]+ c[z, ]

=cy—bhz
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ad,y =[Q,y]
= [ax+by +cz,y]

= a[x, y]+b[y, y]+c[z,y]

= —-CX+az

ad,z =[Q,z]
= [ax + by + ¢z, 7]
= a[x,z]+b[y, 2]+ c[z,7]

= bx—ay

Bu durumda adjoint doniigiimiin matris temsili ,

0 -c b
[ad,]=l ¢ 0 -a
-b a 0
seklindedir.

[ad,]" =(ad,])" oldugundan,

0 ¢ -b
[ad,]"=|-c O
b -a 0
0 -c b
=—l¢c 0 -a
-b a 0

= _[adg]

Bu yiizden SO(3) Lie grubu iizerinde bir bi-invaryant metrik vardir.
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<,> , SO(3) tizerinde standart bi-invaryant Riemann metrigi olsun. Bu takdirde 8(0) =6,

ve 0(1) =6, ile birlikte bir  : [0,]] - SO(3) egrisi verildiginde,

] <l
il o]

dir (Park 1995).

€ yerine Q alip bu esitligi elde edelim.

Q €50(3) olsun.

0 -o, o,

Qeso3) =>Q =| w, 0 -o
-0, o 0
0 -, o, 0 w, -,

S00'=0-Q)=| o, 0 -ol|l-0, 0 o

-0, O 0 w, - 0

w; + — —
— 2 2
= - o, + w; -
—~ — o + o)

= iz(QQ") = 2(} + @ + 0?)
= 2 iz(00") = of

1

R
= Jof - [5.2@9 )}

dir.
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Teorem 6.1.1 : A,,A, € SO(3) olmak tizere,d (A,,A,) =L ise

d: SO(3)xS0O(3)—> R
(A, A )>d(ALA,) = L =|Log(A™'A)

seklinde tanimlanan d metrigi SO(3) i¢in standart bi-invaryant metriktir.

Ispat : A: [0,1]>SO(3)
t > At)=A,exp(Qt), ( Qeso3))

A(0)=A, , A(1)=A, baslangi¢ kosuluyla verilen A egrisi A, noktasin1 A, noktasina

baglayan egriler icinde uzunlugu en kisa olanidir.

A()=Ae®=A,= e?=A'A,
= Q= Log(A'A),)

= |o] = HLog(A;1 AZH

HA(t)” B HA_I Aﬂ - BiZ[A-l A)( o Aﬂ%

1

- [Lito)] "= o

L=d0a,A,)= [|A At = [loict = o] = [Loala'a,)

, ' P
H Al A” = H AA! H = {%iz(QQT )} oldugu agiktir. Bu durumda,
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dA A= |

A Aﬂdt

AA™ Hdt

A(t)Hdt

Il
) S——

Il
S —

d(TA,,TA,) = j||(TA)||dt (TeSO(3))

(TA)" (TA)”dt
A Aﬂdt
d(A,TA,T)= j

2

1
0
1

|

0

(AT)Hdt (TeSO(3))

(AT)(AT)™
‘Al Aﬂdt

Bu son esitliklerden, d(A,,A,) = d(TA,,TA,) = d(A,T,A,T) oldugu goriiliir.

Il
S —

Il
S —

Dolayisiyla d metrigi SO(3) iizerinde standart bi-invaryant metriktir.
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6.2 SE(3) Uzerinde Bi-invaryant Metrigin Arastirilmasi

0 -o, o, Vv
0y 0 -0 Vv .
X= € se(3) olmak tizere,
-0, o 0 v,

0 0 0 O

X = ol +ol,+o,L,+vL, +v,L, +Vv,L,  seklinde

L,L,,L;,L,,Ls, L, vektorleri se(3) iin standart baz vektorleridir.

Simdi, se(3) lizerindeki adjoint doniisiimiin matris temsilini bulalim.

a‘dXLl :[X’Ll]
=[oL, +o,L, +o,L, +v,L, +V,L, +Vv,L,L,]
= a)l[l—laLl]"'a)z[l—zaL1]+a)3[|-3vL1]+V1[L43L1]+V2[L5:L1]+V3[L69L1]

= 0L, +o,L, —o,L; +OL, +Vv,L; -V, L,

adx Lz = [X=L2]
= [o,L, +o,L, +o,L, +v,L, +V,L, +v,L,,L,]
= a)l[l—lvl—z]"'wz[l-z:L2]+w3[L39L2]+V1[L4:L2]+V2[L5:L2]+V3[L6=L2]

= -w,L, +0L, +o,L, —v,L, + 0L, +V, L

adxl-s :[Xal-s]
=[o,L, +o,L, +o,L, +v,L, +Vv,L, +Vv,L,L,]
= a’1[L1’L1]+a)z[LzaL3]+a)z[l-3aL3]+V1[L4>L3]+V2[L5>L3]+V3[L6a|-3]

= w,L, —oL, +0L, +V,L, —v,L, +0L,

46

yazilabilir.

Burada



adxl-s :[X=L4]
=[o,L, +o,L, +o,L, +v,L, +Vv,L, +Vv,L,L,]

= oL, L]+ oL L]+ oL, L ]+ v L, L ]+ v L L v L L

OL, +0L, +0L; +0L, + o,L; -, L

adxl-s :[X’Ls]
= [o,L, + o,L, +o,L, +v,L, +V,L; +v,L,, L]
= a’l[l—l’Ls]"'a’z[l—zaLs]"'a’s[l—aaL5]+V1[L4’L5]+V2[L5aL5]+V3[L6’L5]

= 0L, + 0L, + 0L, —&,L, + OL, + o, L,

ady L :[X’Ls]
= [o,L, + o,L, +o,L, +v,L, +V,L +v,L, L]
= a)l[Ll’L6]+a)2[|‘2’L6]+a)3[|‘3’L6]+V1[L4’L6]+V2[L59L6]+V3[L6’L6]

= 0L, +0L, + 0L, + w,L, —w, L + 0L,

Bu durumda adjoint doniisiimiin matris temsili,

0 -o o, 0 0 0
w, 0 -o 0 0 0
-0, o 0 0 0 0
[ad x1=
0 -v; v, 0 -o, o,
A 0 -v, o 0 -o
-V, v 0 -, o 0
elde edilir.

Q ve [v] € R; anti-simetrik matrisler olmak iizere [ad , ] matrisi kisaca

Q 0
[adx 1= ([V] Qj
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seklinde de gosterilebilir.

[ad, ]"=(ad, ])" oldugundan,

0 0, -, 0 v, -V,
-w, 0 w, -V, 0 v,
0w, - 0 v -V 0
[ad y ]* — 2 1 2 1
0 0 0 0 0w, -,
0 0 -w, 0 ,
0 0 w, -0 0
elde edilir.

[ad, ] matrisi kisaca

. (~Q -]
(2 )

seklinde de yazilabilir. Sonug olarak,
[ad,]" #—-{ad,]

oldugundan SE(3) iizerinde bi-invaryant metrik yoktur.
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