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Bu tez bes boliimden olusmaktadir.
[k béliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci béliimde, 3 boyutlu Lorentz uzayr tammmlanip, bu uzayda vektdrel carpim,
izometriler, donme hareketi, helikoidal hareket gruplar1 ve ylizeylerden bahsedilmistir.

Ugiincii béliimde, 3 boyutlu Lorentz uzaymda homotetik hareket gruplari tanimlanmig
ve homotetik hareket gruplari altinda bir noktanin yoriingesinden bahsedilmistir. Daha
sonra ise egrilerin homotetik hareket gruplari altinda yoriingesi olan ylizeyler
verilmistir.

Dordiincti boliimde, Lorentz uzaymda bir yiizeyin ortalama ve Gauss egrilikleri
tanimlanmis ve lrete¢ egrisinin bir polinom egrisi veya ¢ember olmasi durumunda
homotetik hareket gruplar altinda taradiklar yiizeylerin egriliklerinin sabit veya sifir
olabilmesi i¢in gerekli sartlar aranmis ve bu yiizeylere 6rnekler verilmistir. Daha sonra
ise ylizeylerin umbilik olmasi ile H?-K=0 olmasi arasindaki iliski aragtirilmistir.

Son olarak besinci boliimde helikoidal hareket gruplar ile elde edilen yiizeyler i¢in
lineer Weingarten ylizey olma sartlar1 ele alinmistir.
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1. GIRIS

Oklid uzaymda bir M yiizeyi icin, H ortalama egrilik ve K Gauss egriligi olmak
tizere H*> — K > 0 dir. Bu esitsizligin 6nemi aslinda Weingarten doniisiimiiniin ma-
trisinin kosegenlestirilebilir olmasidir. Hatta bir P € M noktas: icin H? — K = 0 ise
P noktas1 bu M yiizeyinin bir umbilik noktasidir. Oklid uzayinda biitiin noktalar:
umbilik olan yiizeylere umbilik yiizeyler denir. Bunlar diizlem parcalar1 ve kiirel-

erdir (Struik 1988).

Lorentz uzay1 E¢ de H, K ve umbilik olma arasindaki iliski Oklid uzayindan oldukca
farklidir. Oncelikle H ve K dan bahsedebilmek icin non-dejenere yiizeylere ( metrigin
non-dejenere oldugu yiizeylere) ihtiyag vardir. Bunlar metrigin pozitif tanimh oldugu
spacelike yiizeyler ve metrigin Lorentz metrigi oldugu timelike ytizeylerdir. Bu du-
rumda H ve K Oklid uzayindakine benzer sekilde tanimlamir. P € M noktasindaki

Weingarten doniisiimii Ap olmak iizere bu P noktasinda
H(P) = €iz(Ap), K(p) = edet(Ap)

Burada eger yiizey spacelike ise ¢ = 1, yiizey timelike ise ¢ = —1 dir.

E3 de Weingarten doniigiimii self-adjoint olmasina ragmen kogegenlestirilemeyebilir.
Bunun sebebi yiizey iizerindeki metrigin Lorentz metrigi olmasidir. M, E} iin non-
dejenere bir yiizeyi ve P € M olmak iizere eger Weingarten doniisiimii Ap kosegen-
lestirilebilir ise H*(P) — eK(P) > 0 dir ve P nin umbilik nokta olmasi durumunda
H?*(P) — eK(P) = 0 olur. Ap nin her zaman kosegenlestirilebilir olmasi sadece
spacelike yiizeyler icin miimkiindiir. Timelike yiizeylerde ise genel olarak Weingarten
doniigiimii kogegenlegtirilemez. Eger kogegenlestirilebilir ise H?(P) —eK(P) > 0 dir.
Kosegenlestirilemez ise H?(P) — eK(P) < 0 olur.

Oklid uzaymda oldugu gibi E? de tiim noktalar: umbilik olan spacelike ya da time-

like yiizeylere umbilik yiizeyler denir. Ozel olarak bu yiizeyler icin her P noktasmda



Weingarten doniistimii A kosegenlegtirilebilirdir. Bununla birlikte Lorentz uzayinda
H? — K = 0 sartim1 saglayan ancak Weingarten doniistimii kosegenlestirilemeyen
yiizeyler de vardir. Yani E? de bir yiizey iizerinde H?> — K = 0 olmas1 yiizeyin
umbilik olmasim garanti etmez. F} {in umbilik yiizey érnekleri hiperpolik yiizeyler

ve pseudo kiirelerdir (O’Neill 1983).

Magid (1983) E? de a sabit bir say1 olmak iizere minimal polinomu (z — a)? olan
yiizeylere genellestirilmis umbilik yiizeyler demistir. Dillen ve Kuhnel (1999) ise,
E3} de dogrultmanlari null olan biitiin regle yiizeyler i¢cin H*> — K = 0 oldugunu

sOylemislerdir.

Hou ve Ji (2007) 3 boyutlu Lorentz uzayida H>—K = 0 esitligini saglayan helikoidal
yiizeyler olmasina ragmen helikoidal yiizeyler iizerinde umbilik nokta bulunmadigini
gostermiglerdir. E3 iin umbilik yiizeyleri olan hiperbolik yiizeyler ve pseudo kiireler
sirasiyla spacelike donel yiizey ve timelike donel yiizey ornekleridir. Ayrica Clelland
(2010) H? — K = 0 olan timelike yiizeyleri incelemistir ve bu yiizeylerin, dogrult-

manlar lightlike olan regle yiizeyler oldugunu ispatlamigtir.

Bu tezde once helikoidal hareket gruplarinin daha genel hali olan homotetik hareket
gruplar1 altinda noktalarin ve egrilerin yoriingesi incelenip yoriinge egrilerinden ve
homotetik yiizeylerden bahsedilmistir. Bu yiizeyler i¢in umbilik olma sartlar1 in-
celenmistir. Daha sonra ise homotetik hareket grubu altinda bir egrinin yoriingesi
olan bir yiizeyin iiretec egrisinin bir polinom grafigi veya ¢ember oldugu durumda
yiizeyin sabit egriliklere sahip olmasi i¢in gereken sartlar incelenmistir. Son olarak
ise A nin 1 oldugu durumda 6zel olarak helikoidal yiizeyler igin lineer Weingarten

yiizey olma sartlar1 arastirilmistir.



2. LORENTZ-MINKOWSKIi UZAYI

2.1 Temel Tanimlar

R3, bilinen vektor yapisiyla iic boyutlu reel vektor uzayr ve e; = (1,0,0), e; =
(0,1,0), e3 = (0,0,1) iken B, = {e1, es, €3}, R3 iin standart baz1 olmak iizere (x,y, 2)
bu baza gore bir vektoriin koordinatlaridir.

Eger {e1,...,e,} vektor ciimlesi ise (eq,...,e,) = {d ae;,a; € R;1 < i < m} bu

vektorlerin lineer kombinasyonlar: tarafindan iiretilen alt vektor uzayidir.

Tanim 2.1.1: u = (uy, ug, uz) ve v = (v, v9,v3) € E? olmak iizere Lorentz uzaymda

i¢ carpim asagidaki sekilde tanimlanir:
(,):E*%F® — E

(u,v) — (u,v) = w01 + Usvy — U3V3

E? {izerinde tamimlanan bu simetrik, bilineer ve nondejenere metrik tensére Lorentz

metrigi denir.

10 0
Aym zamanda G = [0 1 0 | olmak iizere (u,v) = u'Gv yazlabilir (Lopez
00 -1

2008).

Tanim 2.1.2: (,), E® de Lorentz metrigi olsun.{ E®, (, )} ikilisine 3 boyutlu Lorentz

uzayr denir ve E ile gosterilir.

v = (v1,v9,v3) € E} olmak tizere v nin normu ||v|| = +/|(v,v)| seklinde tamm-

lanir (Lopez 2008).

Tanim 2.1.3: v = (v, v9,v3) € E? olmak iizere

(v,v) < 0ise v ye timelike vektor,



(v,v) =0 ve v # 0 ise v ye null ya da lightlike vektor;
(v,v) > 0 ise v ye spacelike vektor denir (Lopez 2008).

E3} de lightlike koni tiim lightlike vektorlerin kiimesidir ve asagidaki sekilde tanim-

lanir:

C={(z,y,2) € B} : 2 +y* — 2> = 0} — {(0,0,0)}

e

light cone C

spacelike

timelike

Sekil 2.1 Light koni

Tanim 2.1.4: U C E} bir altvektor uzay1 olsun. U iizerinde tanimlanan metrik
(s ) pozitif tammliysa U ya spacelike, nondejenere indeks 1 ise timelike, dejenere

ve U # {0} ise lightlike denir.

Bir vektoriin ya da bir alt vektor uzayimin karakteri spacelike, timelike ya da light-

like olarak belirlidir. Bu durumda U bu ii¢ durumdan birini saglar (Lopez 2008).

Onerme 2.1.1: U, E} iin bir alt vektor uzay: olsun.

(i) Eger U = (u) 1 boyutlu bir vektér uzayi1 ve u spacelike (sirasiyla timelike,



lightlike) ise U da spacelike ( sirasiyla timelike, ligthlike) olur.

(ii) U' timelike (sirasiyla spacelike, lightlike) ise U spacelike (sirasiyla timelike,
lightlike) olur.

(iii) Eger U lightlike bir diizlem ise bu durumda boy(U N U+) = 1 dir.
(iv) boy(U) = 2 olsun. Bu durumda U iki tane lineer bagimsiz lightlike vektor
igeriyor ise kendisi timelikedir. Diger yandan U bir lightlike vektor igeriyor ancak

timelike vektor igermiyorsa kendisi lightlikedir (Lopez 2008).

Onerme 2.1.2: (i) u ve v iki timelike vektor ve (u,v) # 0 olmak tizere

[{u,0)| = v/ = (u, u) /= (v,v)

dir. (u,v) < 0isew ile v arasindaki hiperbolik ag1 ¢ olmak iizere (u,v) = — |u| |v| cosh ¢

olarak tamimhdir.

(ii) w ve v iki lightlike vektor olmak tizere (u, v) = 0 ise bu vektorler lineer bagimhdir.

(iii) u ve v iki timelike ya da lightlike vektor olmak iizere (u,v) = 0 ise bu du-

rumda bu vektorlerin ikisi de lightlikedir (Lopez 2008).

7, E} de tiim timelike vektorlerin kiimesi olsun. wu,v € 7 olmak iizere yukari-
daki onermeden (u,v) > 0 veya (u,v) < 0 oldugunu biliyoruz. u € 7 olmak iizere
C(u) = {v € 7;(u,v) < 0} kiimesine u ya ait timelike koni denir. Bu da 7 iizerinde

iki sinifa sahip bir denklik bagmtis1 tanimlar (Lopez 2008).

Tanim 2.1.5: E3 = (0,0,1) ve u bir timelike vektor olmak iizere u € C(E3)

ise u ya gelecek yonli denir (Lopez 2008).



Onerme 2.1.3: P, E de bir diizlem olsun. N, de Oklid metrigi ile bu diizleme or-
togonal vektor olmak tizere NN, timelike (sirasiyla spacelike, lightlike) ise P spacelike

(swrasiyla timelike, lightlike) olur (Lopez 2008).

Son olarak yonlendirmeden bahsedilecek olursa bir vektér uzayi olarak E? iizerinde
bilinen yonlendirme mevcuttur. Yani E13 e ait iki baz B ve B’, Mpgp de bu baz-
lar arasinda gegis matrisi olmak iizere det(Mpp/) > 0 ise B ve B’ bazlar aym
yonlendirmeye sahiptir. Bu da E} iin tiim bazlar arasinda bir denklik bagintisi
tammlar. Bu bagmtiyla iki denklik simfi elde edilir. E? iizerinde standart baz B,
ve herhangi bir baz B olmak iizere eger det(Mp,p) > 0 ise bu durumda B pozitif

yonlendirmeye sahiptir .

B°, E3 {in tiim ortonormal bazlarmin ciimlesi olmak iizere, {ey, es, €3} ortonormal

bazi icin e3 timelike alinacaktir. Bu durumda bu baza gore metrigin matris gosterimi

1 0 0
G=101 0
0 0 -1

olacaktir.

B = {e1,e9,e3} ve B' = {e], ¢}, €4} iki ortonormal baz olmak iizere eger e € C(e3)
yani (eg, es) = 0 ise B ~ B’ olur. Bu durumda iki denklik simifi vardir ve bu denk-
lik simiflar1 timelike yonlendirme adin alir. Her denklik sinifi tek bir timelike koni
tanimlar ve ayni sekilde verilen her timelike koni icin tek bir timelike yonlendirme
mevcuttur. Oyle ki bu yonlendirmeye ait olan tiim bazlarn ticiincii vektorleri bu

timelike koni iizerindedir (Lopez 2008).

Tanim 2.1.6: Verilen bir B = {ej, e, e3} ortonormal baz i¢in, e3 vektorii gele-

cek yonlii yani (e3, F3) < 0 ise B ye gelecek yonlii baz denir (Lopez 2008).



2.2 Lorentz Vektorel Carpinu

Tanmim 2.2.1: u = (uy,uz, u3),v = (vy,vq,v3) € £ olmak tizere u ve v nin Lorentz

vektorel carpimi uxv agagidaki egitlikleri saglar.
(uxv, w) = det(u, v, w)

i j —k
UxXv = Uy Uz Us

U1 V2 V3

Eger Oklid uzayimdaki vektorel carpima ux,.v dersek, uxv, ux,v nin z = 0 diizlemine

gore yansimasidir (Lopez 2008).

Onerme 2.2.1: Lorentz vektorel carpimi asagidaki 6zellikleri saglar.

(i) uxv = —vxu dir.

(ii) uxv vektorii u ve v ye diktir.

(iii) uxv = 0 olmasi igin gerek ve yeter sart bu vektorlerin lineer bagimli olmalaridir.

(iv) uxv # 0 olmak iizere bu vektoriin P = (u, v) diizleminde olmasi igin P lightlike

olmalidir (Lopez 2008).

Tanim 2.2.2: E?, 3 boyutlu Lorentz uzay1 ve u,v € E3 olsun.

(u,v) = 0 ise u ve v vektorleri E¥ de birbirine ortogonaldir denir (Lopez 2008).

2.3 E? iin Izometrileri

Tanim 2.3.1: E? iin bir izometrisi A : E2 — E?  Lorentz metrigini koruyan



bir izomorifizmdir. Oyle ki

(Au, Av) = (u,v) ,u,v € E?

dir. FE} iin biitiin izometrilerinin ciimlesi O;(3) ile gosterilir. Bu durumda O(3)
Lorentz grubu adim alir. O;(3) iin bir elemani, iki ortonormal baz arasindaki gegis
matrisi olarak almabilir. Ciinkii £? iin bir izomorfizmi A olmak iizere eger A orto-

normal baz olmay1 koruyorsa bir izometridir.

E3} iizerinde vektor uzayir yapisiyla bilinen yonlendirme ve iizerinde tammlanan
metrikle de timelike yonlendirme mevcuttur. Bununla birlikte bilindigi tizere 3
boyutlu Oklid uzaymnin izometrileri iki baglantili elemana sahiptir; determinan-
tin 1 oldugu pozitif yonlendirme ve determinantin -1 oldugu negatif yénlendirme.

Dolayisiyla O;(3) dort baglantihi elemana sahiptir (Lopez 2008).

Lemma 2.3.1: A € O,(3) olsun.

(i) det A =1 ise A yonlendirmeyi korur.

(ii) A = (ai;) olmak tizere det A = 1 ve azz > 0 ise A timelike yonlendirmeyi

korur (Lopez 2008).

Teorem 2.3.1: O(3) iin baglantili elemanlar

OiH_(g) = {A € 01(3);detA =1,a33 > O}

Oi"__(g) = {A € 01(3);detA =1,a33 < O}
O717(3)={A € 0:(3);det A = —1,as3 > 0}
01__<3) = {A c 01(3),d€t14 =—1,a33 < 0}

olarak tammlamir ve O7 *(3) kiimesine ortocrone grup denir (Lopez 2008).



Tamm 2.3.2: E} de dénme, bir vektorii, bir L dogrusu iizerinde bir nokta etrafinda

hareket ettiren izometridir. L dogrusuna donmenin ekseni denir.

E3} de eksenin spacelike, timelike veya lightlike olmasina gore iig ¢esit donme hareketi
vardir. Bu durumda L, sirasiyla z-ekseni, x-ekseni veya (1,0,1) vektorii tarafindan
tiretilen dogru alinabilir. Dénme hareketinin matrisi de yine L nin karakterine bagh

olarak degisir.

1. L =((0,0,1)) seklinde timelike ise dénme matrisi A

cosf) —sinf O
A= |sinf cosf 0], 0eR
0 0 1

2. L ={((1,0,0)) seklinde spacelike ise dsnme matrisi A

1 0 0
A=10 coshf sinhf |, 0 eR
0 sinhé® coshd

3. L ={((1,0,1)) seklinde lightlike ise donme matrisi A

2 2
LAV
2 2
A= -0 1 0 , 0 eR
62 62
- f 1+=
2 +2

olur (Lopez 2008).

Tamm 2.3.3: Lorentz kat1 hareketi ¢ : Ef — FE} uzakhg koruyan birebir ve

orten bir doniisiimdiir ve p, ¢ € E? olmak iizere

6(p) — d(a)* = Ip — g



esitligi saglanir.

v € E} vektoriiniin 6telemesi T,(p) = p + v doniistimiidiir.

Her Lorentz kat1 hareketi E? iin bir izometrisi A ve 6telemesi T, nin bilegkesidir.

Kisaca ¢ = T,0A dur.

Teorem 2.3.2: Lorentz helikoidal hareket grubu Lorentz kati hareketlerinin bir
parametreli agikar olmayan bir alt grubudur. Her helikoidal hareket grubu bir L ek-
seni ve h € R adimiyla kesin olarak tanimlanir. L ekseninin karakterine bagh olarak
ti¢ farkl durum soz konusudur. Helikoidal hareket ¢, ile gosterilirse bir (a, b, c) € E}

noktasi icin helikoidal hareket grubu

1) L =((0,0,1)) seklinde timelike iken

IS
e}

cost —sint 0
¢t(@;b, C) = | sint cost O bl +h1|O0
0 0 1 c t

2) L =((1,0,0)) seklinde spacelike ise

1 0 0 a t
¢.(a,b,c) = |0 cosht sinht bl +h|O
0 sinht cosht c 0

3. L =1{((1,0,1)) seklinde lightlike ise

2 2 t3
1—= t = — —t
2 2 a 3
¢t(a7b7 C) - —t 1 t b +h t2
2 2 3
—— ot 14+ = c — 4t
2 + 2 3 +

olarak tamimlamr. Ozel olarak h = 0 alimirsa bu durumda L ekseni etrafinda bir

donme grubu elde edilir.
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Helikoidal hareket gruplarinda telemenin ekseni, donme ekseninin karakterine bagl

olarak degisiklik gosterir.

(i) Donme ekseni spacelike ya da timelike iken Steleme de ayni eksen iizerinde olur.
Bununla birlikte P noktas: eksen iizerinde bir nokta ise P nin helikoidal hareket

grubu altindaki yoriingesi eksenin kendisi olacaktir.

(ii) Donme ekseni lightlike iken 6teleme ayni eksen iizerinde degildir. Hatta ek-
sene ait bir P noktasinin helikoidal hareket grubu altindaki yoriingesi eksenin kendisi
degildir. Orjin noktasiin lightlike eksen etrafinda helikoidal hareket grubu altindaki
yoriingesi lightlike bir egridir. Dillen ve Kiihnel (1999) lightlike bir eksen etrafinda
bir donme ve ttelemeden olusan hareketin yine lightlike eksen etrafinda bir dénme

hareketi oldugunu soylemislerdir.

Ornek 2.3.1: ¢ € R ve helikoidal hareket grubu ¢ = T}, o A olsun. Burada A,
ekseni L = ((1,0,1)) olan dénme ve v = ((1,0,1)) dir. Bu durumda helikoidal

hareket grubunun parametrik ifadesi

12 12
1—5 t —_— a t
pla,bye)y=1| —t 1 ¢ b+ 1|0
12 12
B i c t
2 + 2

seklindedir. ¢ altinda sabit kalan noktalarn ctimlesi R = (0,—1,0) + ((1,0,1))
dogrusudur. Bu durumda ¢ yeni ekseni R olan bir donme hareketidir. Burada R, L

ye paraleldir.
2.4 FE? de Yiizeyler
Tamm 2.4.1: E} de M, baglantih bir yiizey ve x : M — R? bir immersiyon

oyle ki T,M, p € M noktasindaki teget diizlem olmak tizere x in p noktasindaki

diferensiyeli (dz), : T,M — R3 birebirdir. Ters fonksiyon teoreminden z, z(M)
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iizerinde lokal olarak homeomorfizmdir. Eger x her yerde homeomorfizm ise x imbe-
ding dir ve M de E3 e embedded dir. Eger M kompakt ise bu sart altinda z(M)
kendi kendini kesmez (Lopez 2008).

Tamim 2.4.2: Bir z : M — E? immersiyonu igin P noktasindaki birinci esas

form g, : T,MxT,M — R metrigidir. E? {izerindeki metrik ii¢ sekilde olabilir.
(i) T,M spacelike bir diizlem ise g, pozitif tanimhdir.

(ii) 7, M timelike bir diizlem ise g, indeks 1 tipinde bir metriktir.

(iii) 7, M lightlike bir diizlem ise g, dejenere bir metriktir (Lopez 2008).

Tamm 2.4.3: M bir yiizey olmak tizere her P € M icin T,M spacelike (sirasiyla
timelike, lightlike) ise M nin immersiyonu z : M — E? de spacelike (sirastyla time-
like, lightlike) tir. Bununla beraber M de spacelike (sirasiyla timelike ya da lightlike)
tir. Immersiyon timelike ya da spacelike ise non-dejenere olarak adlandirihir. Bun-

dan sonra g, yerine (,) ifadesi kullamilacaktir (Lopez 2008).

Tanim 2.4.4: X : U — M, M nin bir parametrizasyonu olsun. Birinci esas

formun katsayilar E, F, G : U — R olmak {izere
E = <Xu7Xu> ’ F = <Xu7Xv> ) G = <XvaXv>

dir. Bununla beraber W = EG — F? olarak tammlamr (Lopez 2008).

Onerme 2.4.1: X : U — M, M yiizeyinin bir parametrizasyonu olsun. Eger

M non-dejenere ise M nin normali

X.xX,

N(u,v) = 220
(00 = k]

olarak tamimlanir. Agagidaki onermeler birbirine denktir.
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(i) M yiizeyi spacelike (ya da timelike) dir.
(ii) W porzitif (ya da negatif) tanimhdir.
(iii) N timelike (ya da spacelike) dir.

Bunun yaninda W = 0 ya da X,xX, vektorii lightlike ise M, lightlikedir (Lopez
2008).

Onerme 2.4.2: z : M — E3, M yiizeyinin spacelike bir immersiyonu olsun.

Bu durumda M yonlendirilebilir bir yiizeydir (Lopez 2008).

Ispat: Her P € M icin, T,M spacelike bir diizlemdir. Vektorel ¢arpimla birlikte
lokal olarak tanjant diizleme ortogonal olacak sekilde bir N birim vektorii bulun-
abilir. X, ve X, vektorleri spacelike olacagindan X,xX, vektorii timelikedir. Bu

durumda N vektori
XxX,

N(u,v) :—]X X,

seklindedir. Boylece her noktanin bir komgulugunda diferensiyellenebilir bir birim

normal vektor alani vardir.

Es = (0,0,1) vektorii timelike bir vektordiir ve VP igin |(N(P), E5)| > 1 olur.
(N(P), E3) > 1 veya (N(P), E3) < —1 dir. Bu da yiizeyin her noktasimda bir nor-

mal vektor alan1 tamimlanmasini saglar ve M yonlendirilebilir bir yiizey olur.

Spacelike yiizeylerde bir N yonlendirmesi alindiginda her zaman (N, E3) < 0 ve

M nin yonlendirmesi gelecek yonlii kabul edilecektir.

Lorentz-Minkowski uzaymnda, Oklid anlaminda kiire tanimi yoktur. Bunun yerine

agagidaki kuadrikler tanimlanir. r > 0 ve py € E3 olmak {izere :

13



1. Yaricap: r ve merkezi pg olan hiperbolik yiizey

H?(r;po) = {p € E; (p— po,p — po) = —1°}

2. Yaricap:i r ve merkezi py olan psuedo-kiire
St(rimo) = {p € EY; (p — po,p — po) = 1’}
3. Merkezi p, olan lightlike koni
C(po) = {p € E7; (p — po,p — po) = 0}
Eger py orijin ise ilk iki durum igin H?(r) ve S%(r) de yazlr.

Tamm 2.4.5:  Hiperbolik yiizey H?*(1) seklinde tamimlh yiizeydir ve H? ile gos-

terilir. De Sitter Yiizeyi ise S? = S%?(1) olarak tamimlanir.

M non-dejenere bir yiizey ve N (P) de her P noktasinda T}, M ye ortogonal olan birim
vektor olmak iizere M spacelike ise N (p) € H?(1) ve M timelike ise N (p) € S%(1) dir.

Tanim 2.4.6: Non dejenere bir M yiizeyi i¢cin n = N : M — E? geklinde tanimh
diferensiyellenebilir 1 doniistimiine Gauss déniigimi denir. Burada M nin her P

noktast i¢in N(P), T,,M ye ortogonal ve |[N(P)| =1 dir.
Eger M spacelike bir yiizey ise yonlendirilebilirdir ve yonlendirme gelecek yonliidiir.
Timelike yiizeyler i¢in ise Gauss doniigiimiiniin varligindan lokal olarak bahsedilebilir

(Lopez 2008).

Teorem 2.4.1: Hiperbolik yiizey H? spacelike bir yiizey ve De Sitter yiizeyi S?
timelike bir yiizeydir. Bununla beraber lightlike koni, lightlike bir yiizeydir. Sekilde
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sirasiyla hiperbolik yiizey, light koni ve De Sitter yiizeyi goriilmektedir.

Sekil 2.2 Hiperbolik yiizey, light koni, De Sitter yiizeyi
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3. E DE HOMOTETIK HAREKET

3.1 Tanimlar ve Parametrizasyonlar

Tanim 3.1.1: 3-boyutlu Lorentz uzayinda 1 parametreli homotetik hareket

Y M C X
1 0 1 1

seklinde bir doniistimdiir. Burada A € 0;(3), A = eA~le dir. X ve Y, 3x1 tipinde
reel matrislerdir. Homotetik sabit A\, A ve C bir ¢ parametresine bagh diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlardir.

Afin doniigiim olma durumunu engellemek icin A = A(t) # sabit olarak alinacaktir.

Bununla birlikte hareketin yalnizca déonme ya da yalnizca oteleme olmamas: icin

d d
%(AA) # 0 ve E<C) # 0 olarak alinacaktir (Tosun, Kiigiik, Giingor 2006).

Tanim 3.1.2: 3-boyutlu Lorentz uzayinda homotetik hareket grubu bir L ekseni
ve h € R adimiyla birlikte eksenin karakterine bagl olarak asagidaki gibi de ifade

edilebilir.

1. L =((0,0,1)) seklinde timelike ise

Q
)

cost —sint 0

¢i(a,b,c) = A(t) | sint  cost 0 bl +h]O0 (3.1)
0 0 1 c t
2. L ={((1,0,0)) seklinde spacelike ise
1 0 0 a t
(3.2)

¢,(a,b,c) =ANt) | 0 cosht sinht | |b|+h]0
0O sinht cosht c 0
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3. L =((1,0,1)) seklinde lightlike ise

12 12 13
1—— t — — ¢
2 2 a 3
di(ab,e) =At) | —t 1 ¢ b|+h| # (3.3)
12 12 13
—— ot 14+ —= c 4t
5 + 5 3 +

olarak tanimlanir. Burada A(t) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve h da reel sabit-
tir. Ozel olarak A(t) = 1 olarak alinirsa Lorentz uzayinda helikoidal hareket gruplari
elde edilir. Bununla birlikte A(t) = 1 ve h = 0 alindiginda doénme hareketi elde edile-

cektir.

3.2 E? de Bir Noktanin Homotetik Hareket Grubu Altindaki

Yoriingesi

Tanim 3.2.1: I, R nin bir acik aralig1 olmak {izere E? de bir egri o : [ — E3
seklinde tanimh diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. Eger bir ¢, € I noktasinda

o/ (tg) # 0 ise a ya bu noktada regiilerdir denir (Lopez 2008).
E3} de egrilerin karakterleri agagidaki gibi ifade edilir.

Tanim 3.2.2: «, E? de bir egri olsun. Eger bir ¢t € I noktasi icin o/(t) space-
like (sirasiyla timelike, lightlike) ise «(t) spacelike (sirasiyla timelike, lightlike) dir.
Genel olarak, E} de bir egrinin karakteri I nin biitiin noktalarinda aym degildir.
Yani o nin spacelike, timelike, lightlike oldugu noktalar olabilir. Bununla beraber
a nin spacelike ve timelike oldugu noktalar arasinda, lightlike oldugu bir nokta da
vardir. Eger «, bir ¢y € I noktasinda spacelike ya da timelike ise @ nin ayni karak-

tere sahip oldugu bir (¢, — d,ty + 0) agik araligy vardir.

Ornegin a(t) = (cosh t, #2, sinh t) parametrizasyonuyla verilen egri igin (o (t), o/ (t)) =

4t%2 — 1 olarak hesaplanir. Bu durumda o egrisi (—oo, —%) U (%, oo) araliginda space-

like, (—%, %) araliginda timelike ve {—%, %} noktalarinda lightlikedir (Lopez 2008).
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Tamim 3.2.3: o : [ — E? egrisi verilsin. Vt € I igin o/(t) # 0 oluyorsa « regiilerdir

denir (Lopez 2008).

Lemma 3.2.1: Her spacelike ya da timelike egri yay parametresi ile parametre-

ki 8 = ao¢ bir egri olmak iizere her s € j icin « spacelike ise (3'(s),5'(s)) = 1 ve
her s € J igin « timelike ise (3'(s), '(s)) = —1 dir (Lopez 2008).

Onerme 3.2.1: E? de p = (a, b, ¢) bir nokta ve a egrisi de bu noktani homotetik
hareket grubu altindaki yoriingesi olsun. Bu durumda o egrisinin karakteri ¢ ye

baghdir.

Ispat: i) Eksen timelike ise p noktasinin homotetik hareket altindaki yoriingesi
a(t) = (aA(t) cost — bA(t) sint, aA(t) sint + bA(t) cost, cA(t) + ht)
olacaktir. Bu egri icin
(), (t)) = (a* + B> — AN () + (a® + b*)A()? — 2ch N (t) — h?

olarak hesaplanir. Goriildiigii gibi « egrisinin karakteri ¢ ye baghdir. Ancak ¢ = 0,

yani p noktasi eksene ortogonal olan diizlemde ise ve A\(t) = cost veya

h
Vi

sint secilirse a bir null egri olur. Burada a? + b% # 0 dir.

h
M= Jore

ii) Eksen timelike ise p noktasinin yoriingesi
a(t) = aA(t) + ht,bA(t) cosht + cA(t) sinh ¢, bA(t) sinh t 4 cA(t) cosht)
ile parametrize edilen egridir. Bu egri igin

(@' (1), (1)) = (a2 + b2 — AN ()2 — (2 — A)A()? — 2ah N (t) + h?
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dir. Yine a min karakteri ¢ parametresine baghdir. Ozel olarak a = 0 ve \(t) =

R cosh t olarak secilirse v null bir egri olacaktir. Burada b* — ¢ # 0 dir.
—c

iii) Eksen lightlike ise p noktasinin homotetik hareket altindaki yoriingesi

at) = (A#)(a(l - §> + bt + c;) + h(g — 1), \(t)(—at + b+ ct) + ht?,
/\(t)(—ag + bt + (1 + g)) + h(g +1))

egrisidir ve bu egrinin karakteri ¢ parametresine baghdir. Ozel olarak p = (0, b,0)

h
ve \(t) = Et2 segilirse o null bir egri olur.

Onerme 3.2.2: Homotetik hareket gruplarmda ozel olarak A(t) = 1 ahndiginda
elde edilen helikoidal hareket gruplar: i¢in p = (a, b, ¢) noktasinin helikoidal hareket

gruplar: altindaki yoriingesi olan egrinin karakteri sabittir.

i) Eksen timelike ise p noktasimin helikoidal hareket grubu altindaki yoriingesi, para-
metrizasyonu

a(t) = (acost — bsint,asint + bcost, c + ht)

olan egridir ve bu egri igin (a/(t),/(t)) = a® + b* — h? dir. «a nin karakteri ¢ den
bagimsizdir. a? + b* = h? oldugunda o null bir egri, a®> + b*> > h? oldugunda «

spacelike bir egri ve a? 4+ b? < h? oldugunda ise a timelike bir egri olacaktir.

ii) Eksen spacelike ise p noktasinin helikoidal hareket grubu altindaki yoriingesi
a(t) = (a+ ht,bcosht + csinht, bsinht + ccosht)
parametrizasyonu ile verilen egri olur ve bu egri igin (o/(t),d/(t)) = —b* + ¢ + h?

olarak hesaplanir. b*> —c? = h? oldugunda o null bir egri, b?> — c? < h? ise a spacelike

bir egri ve b> — ¢ > h? ise a timelike bir egri olacaktir.
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iii) Eksen lightlike ise p noktasmin helikoidal hareket grubu altindaki yoriingesi

c—a c—a

3
2 + ht—)

3
t2+ht—,b—|—(c—a)t+ht2,c(b+h)t—l— 3

a(t) = (a+ (b— h)t + .

ile verilen egridir. (a/(t),a/(t)) = (a — c)* — 4bh olarak hesaplanir. (a —c)? = 4bh ise
a null bir egri, (a — ¢)? > 4bh ise « spacelike bir egri ve (a — ¢)? < 4bh oldugunda

ise o timelike bir egri olur.

Tamim 3.2.4: E? de bir noktanin dénme hareketi ile elde edilen yoriingesine Lorentz

cembert denir.

p = (a,b,c) E} de bir nokta, G, = {¢,;t € R} de ekseni L olan bir dénme hareketi
ve a(t) = ¢,(p), p noktasinin bu dénme hareketi altinda ¢izdigi yoriinge olsun. Bu-

rada p ¢ L dir. Eksenin karakterine bagh olarak ti¢ farkli durum stz konusudur.

i) Eksen timelike z ekseni olsun. Bu durumda «(t) = (acost — bsint,bcost +
asint,c) olur. Bu egri, 2 = c¢ diizleminde yarigapt va2 + b2 Oklid ¢emberidir ve

spacelike bir egridir.

ii) Eksen spacelike = ekseni olsun. Bu eksen etrafinda p noktasmin dénme hareketi
ile elde edilen egri a(t) = (a,bcosht + csinht, ccosht + bsinh t) olarak parametrize
edilir ve [|o/(t)||> = —b% + ¢2 olarak hesaplamr. b ve ¢ nin aldig1 degerlere gore iic

farkli durum s6z konusudur.

a) b < c? ise a, spacelike bir egridir ve z eksenini bir noktada keser. Ozel olarak
p = (0,0, c) secilirse a(t) = (0, c¢sinht, ccosht) olur ki bu egri de x = 0 diizleminde

22 — y? = ¢? hiperbolidiir.
b) v? = ? ise « lightlike bir egridir ve a(t) = (a, £c(cosh t+sinht), +-c(cosh t+sinh t)
seklinde parametrize edilir. Bu durumda o, x = a diizleminde y = £z dogrularindan

biridir.
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c) b* > % ise a timelike bir egridir ve y eksenini bir noktada keser. Ozel olarak
p=(0,b,0) alimirsa «(t) = (0,bcosht, bsinht) elde edilir. Bu egri x = 0 diizleminde

y? — 2% = b? hiperboliidiir.
iii) Lightlike eksen L = ((1,0,1)) ve p = (a,0, ¢) olarak almirsa «(t) = (a,0,c) +

(c—a)t(1,0,1) + (c — a)t?/2(1,0, 1) parametrizasyonuna sahip spacelike egridir. Bu

egri x — z = a — ¢ diizleminde yatar ve ekseni (1,0, 1) e paralel olan bir paraboldiir.

Sekil 3.1 E? de Lorentz ¢emberleri

Bununla birlikte £ de bir gember E? {in bir kat1 hareketidir. Oklid anlaminda, diger

gemberler yukarida verilen ¢emberlerin afin hareketi ile elde edilir (Lopez 2008).
3.3 E? de Bir Egrinin Homotetik Hareket Altindaki Yoriingesi

Teorem 3.3.1: M, E¥ de homotetik hareket grubu altinda iiretilen bir yiizey olsun.
Bu durumda homotetik hareket gruplar1 altinda yoriingesi M olan iiretec egrisi
olmak tizere

(i) L = ((0,0,1)) timelike ise bu egri v(s) = (f(s),0,9(s)) seklinde parametrize

edilir ve ¢, (3.1) ile verilen homotetik hareket, M yiizeyi de X(s,t) = ¢,(7(s))
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olmak fiizere parametrizasyonu agagidaki gibidir:
X(5,1) = (f(5)A(t) cost, F(s)A(t)sint, bt + A(£)g(s))

(ii) L = ((1,0,0)) spacelike.ise tireteg egri v(s) = (0, f(s), g(s)) seklinde parametrize
edilir ve ¢, (3.2) ile verilen homotetik hareket, M ytiizeyi de X (s,t) = ¢,(7(s)) olmak

lizere

X (s,t) = (ht + A(t) f(s), g(s)A(t) cosht, g(s)A(t) sinh t)

olur.

(iii) L = ((1,0, 1)) lightlike ise tireteg egri v(s) = (f(s), g(s), f(s)) seklinde parame-
trize edilir ve ¢, (3.3) ile verilen homotetik hareket, M yiizeyi de X (s,t) = ¢,(v(s))

olmak iizere

3 3

X(s,t) = (A(t)(tg<s)+f(s)>+h(% — 1), A()g(s) + ht?, A(t)(tg(s) + f(s))+h(%+t))

olur.
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4. F? de YUZEYLERIN EGRILIKLERI

4.1 Non-dejenere Yiizeylerin Ortalama Egrilikleri ve Gauss Egrilikleri

x: M — E3}, M yiizeyinin bir non-dejenere immersiyonu olmak iizere, eger immer-
siyon spacelike ise M yiizeyi yonlendirilebilirdir ve gelecek yonlii Gauss doniigiimii N
alimir. Eger immersiyon timelike ise N Gauss doniigiimii olarak alimir. (N, N) = e
olmak {iizere eger immersiyon spacelike ise € = —1 ve timelike ise ¢ = 1 dir. Iki

durumda da yiizey nondejeneredir.

x(M), M nin teget vektor alanlarmin ciimlesi olsun. V°, E?’ iin Levi-Civita kon-

neksiyonu olmak iizere X,Y € x(M) ise bu durumda
VEY = (VXY)" + (V&Y)*

dir. Burada T ve L sirasiyla V%Y vektor alanimin teget kismini ve normal kismini

gostermektedir.V, M iizerinde  immersiyonunun konneksiyonu olmak {izere
VxY = (V4Y)T
dir. z in ikinci esas formu o : y(M)xx(M) — (x(M))* olmak iizere
o(X,Y) = (V3V)*
olur. O halde Gauss formiilii de
VY =VxY +0(X,Y) (4.1)

seklindedir.

M nin normal vektor alan1 Z olmak tizere — V% Z nin teget kismi A, (X) = —(V%2) " icin
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(4.1) den
<AZ(X)’Y> = <0<X> Y)>Z> (4'2)

olur. Ay : x(M) — x(M) doniigiimiine Z ye bagh Weingarten endomorfizmi denir.
o simetrik oldugundan (4.2) den

(A2(X),Y) = (X, Az(Y)) (4.3)

dir. Bu da Az doniigiimiiniin M iizerinde tanimlanan metrige gore lineer ve self-
adjoint oldugunu gosterir. Z = N almirsa (N, N) sabit oldugundan <Vg(N , N > =0
olur. O halde (VxN)+ =0 ve

—VYN = An(X) (4.4)
bulunur (Lopez 2008).

Tamim 4.1.1: p € M noktasindaki Weingarten endomorfizmi A, : T,M — T, M,
A, = An(p) olarak tamimlanir. v € T,M ve X € x(M) de X(P) = v olacak sekilde
teget vektor alan1 olmak tizere A,(v) = (Ax(X)), ve (4.4) den

Ay(0) = —(AN), (), v ET,M
olur. Burada (dN),, F} de N nin p noktasindaki diferensiyelidir.
Eger X,Y € x(M) ise (4.1) ve (4.2) den
o(X,Y)=€(o(X,Y),N) N = (A(X),Y)N (4.5)

olur ve (4.1)
V&Y = VxY +e(A(X),Y)N

olarak yazilabilir (Lopez 2008).
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Tanim 4.1.2: Bir nondejenere immersiyon i¢in ortalama egrilik

1.
H = e§lz(a)

ve Gauss egriligi
K = edet(o)

dir (Lopez 2008).

Bu hesaplamalar teget uzaym B = {e; e2} ortonormal bazina gore yapilmigtir ve
M nin spacelike ya da timelike olmasina gore sirasiyla (eq,e1) = € ve (e, e9) = —¢

dir. Bu durumda

H= §(<A61,61> — ¢ (Aes, e5)) (4.6)
K = —((Aey,e1) (Aeg, e9) — <A€1,€2>2 (4.7)

Iddia: Bu tanimlar secilen bazlardan bagimsizdr.

Ispat: B’ = {vy,v,} ortonormal baz icin B ve B’ bazlar1 arasmda gecis matrisi

a ¢
C = olmak tizere
b d
v, = aeq + beg, V9 = ceq + degy
ve € = —1 ise
cosf)l —sind
C = (4.8)

sinf cos6

ve € = 1 ise
coshf sinh6

sinhf cosh®

Buradan (4.8) ve (4.9) kullanilarak
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o(vy,v1) — €0 (vg, v2) = (a® — ec?)o(er, e1) + (b — ed?)o(eq, e3) + 2(ab — ecd)o(ey, e2)

= O'(@l, 61) — 60'(62, 62)
ve
(Avy,v1) (Avg, v3) — (Avy,v5)? = (ad — be)((Aey, eq) (Aeg, e3) — (Aey, e5)?)
(ad — bc = 1 oldugundan)

= (Aey, e1) (Aeg, €a) — <A€1762>2

elde edilir.

Onerme 4.1.1: Bir nondejenere yiizeyin Weingarten déniistimiiniin matrisi A ol-
mak tizere

H= %fz(A) ve K =edet(A)

dir.

Ispat: T,M nin bir ortonormal bazi {e;, es} i¢in daha énce verilen tanimlardan

<A€1, €1> — € <A€2, €2>
2

H=c¢ (4.10)

O halde H = (¢/2)I2(A) olur. Diger yandan det(4) = —e((Aeq,e1) (Aey, ey) —
(Aey, e3)? Yoldugundan K = edet(A) olur.

Ornek 4.1.1: p, merkezli, r yaricaplh H 2(r, po) hiperbolik yiizey ve her v € T,M

teget vektorii igin normal vektor N(p) = (p = po) ve A,(v) = ~ Y olur. O halde I
r r
tanjant diizlemde birim matris olmak tizere A, = ——1I5 olur ve buradan H = € ve
r r

€ .
K = 3 dir.

" 1
Ornek 4.1.2: py merkezli, r yarigaph S?(r,po) psuedo-kiire i¢in A, = —=1I5 ve
r

=5 K=-< di
T T
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Onerme 4.1.2: T,M nin {e;, ey} baz igin

’61’2 (Aeg, e9) — 2 (€1, €2) (Aeq, e2) + |€2’2 (Aeq, eq)

€
H=2<
2 le1|* |ea]” — (e1, €2)”

(4.11)

2
K _ Jenen) (Aes,ea) — (Aey, ea) (4.12)

|€1|2 |€2|2 - (61,62>2

ve

X = X (u,v) yiizeyi i¢in

dir ve birinci ve ikinci esas formun katsayilar sirasiyla {E, F, G} ve {e, f, g} olmak

lizere

E - <XIL7XU>; F - <X7.L7X’U>7 G - <X'U7X'U>
€:_<NuaXu>7 f:_<NuaXv>> 9=—<Nv,Xv>

olur. O halde
- 1eG —2fF + gFE
T EG—F?2

K- eg — f?

bulunur ve burada

X.xX,
- Ve(EG=F?)

dir. W = EG — F?, eger M spacelike ise pozitif, M timelike ise negatiftir. Her

u,v,w € E? igin (uxv, w) = det(u, v, w) oldugundan (4.13) den

16 det(Xu, Xo, Xou) — 2F det(Xu, Xo, Xuo) + B(Xu, Xoy Xoo)

=3 (e(BEG — F2))3/2

1 H

olur. Ayrica

_ det(Xm Xva Xnu) det(Xm Xv; va) - det(Xu; X’U7 Xm;)2

K= (EG — F?)2
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K
= —W; (4.15)

elde edilir.

Ornek 4.1.3: f, Q C R? de bir doniisiim ve M de f nin grafigi olsun. M nin
bir parametrizasyonu X : Q — E? X(z,y) = (z,y, f(z,y)) ve X, = (1,0, f,) ve
X, = (0,1, f,) olmak iizere EG — F? =1 — f2 — f2=1 — |Df|? dir. M nondejenere
olmak tizere M spacelike ise |Df|* < 1, timelike ise |Df|> > 1 dir. O halde

(1= f) faw + 2fafyfoy + (L= f2) fun

H=—
2[1— 2+ 2|

famfyy - x2y

K=—t—p_pp

olarak hesaplanir.

4.2 E? de Bir Polinom Egrisinin ve Cemberin Homotetik Hareket
Altindaki Yoriingesi Olan Yiizeyler i¢in Ortalama Egrilikler ve

Gauss Egriliklerinin Sabit Olmasi

Teorem 4.2.1: E} de homotetik hareket gruplar altinda iiretilen ve iireteg egrisi
bir polinom olan yiizeylerin sabit ortalama egrilige sahip olmasi ancak alinan poli-

nomun derecesinin 1 veya 0 olmasi ile miimkiindiir. Hatta,

(i) E} de timelike eksen L = ((0,0, 1)) olmak iizere 6zel olarak v(s) = (s,0, f(s)),
f(s) = Z a,s", a, € R olarak alindiginda bu iiretec egrisiyle eksen etrafinda ho-

n=0
motetik hareket altinda elde edilen yiizey
X(s,t) = (sA(t) cost, sA(t)sint, ht + A(t) f(s))

ile parametrize edilen yiizey olur. Bu yiizey icin
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a) H =0 ise f(s) = aop ile birlikte A(¢) = by + byt dir.

I
b) H sifirdan farkli bir sabit ise A(t) = > bpt® |, b, € R,1 > 2 ve f(s) = =s
k=0

1

1
iken H = — ya da f(s) = ag + s ile birlikte A\(¢) = by + bt iken H = ————
|h + (lob1|

||
seklindedir.

ii) Eksen L = ((1,0,0)) spacelike ise v(s) = (f(s),s,0), f(s) = > ans",a, € R
n=0

olarak alindiginda bu eksen etrafinda bu egri ile homotetik hareket altinda elde

edilen ytizey

X(s,t) = (ht + A(t) f(s), sA(t) cosht, sA(t) sinht)

idi. Bu ytiizey icin
a) H =0ise f(s) =ag ve A(t) = by + byt olur.

m l
b) f(s) = > ans™ ve M) = > btF, b, € R iken H sifirdan farkh bir sabit olamaz.
n=0

k=0

iii) Eksen lightlike iken v(s) = (f(s), s, f(s)) ,f(s) = > ans”, a, € R olmak tizere
n=0

bu iireteg egriyle eksen etrafinda homotetik hareket altinda elde edilen yiizey

3 3

X(5,1) = (AOts + £(5)) + A5 = 1), 50 + B2 A1)t + [(5)) + b5 +1)

idi. Bu ytiizey icin

a) H = 0ise f(s) = ap ve A(t) = by + b1t ya da f(s) = ap + a1 ve A(t) =

h
by + byt — M2 Glmahdir.
ag

m l
b) f(s) = > a,s" ve Mt) = Y. btk b, € R iken H sifirdan farkl bir sabit olamaz.
n=0 k=0
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Ispat: i) Eksen timelike iken verilen yiizey igin

H = [=2(h+ (f —sfON)(=sXN + f'(h+ fN) + sf"(=h* + s*°A% — 2hf\ 4 s2\?
—ENZ) A s(1— [N = 2N (4 (f = sf)N) + (f = sf)AN)]/
A—e(*N (=1 + f2) + (h+ (f = s/IX)"))?

dir. Bu da kisaca H = L?, (*) seklinde yazlabilir.

2(EG — F?)z
a) H = 0 oldugu durumda H;, "s” degiskenine bagli bir polinom olur. Vs i¢in
H,(s) = 0 olabilmesi i¢gin H; polinomunun biitiin katsayilar: sifir olmaldir. Gerekli
hesaplamalar yapildiginda H; polinomunun bagkatsayisi1 s3™~! terimine aittir ve o
da —(N2(t)m® — N2(t)(3m? — 2m® — m) + (m® — m*)AN") @, dir. m > 2 oldugu
durumda bagkatsay1 sifir olamaz. Dolayisiyla H; bir sifir polinomu olamaz ve bu-

radan H # 0 elde edilir.

m = 1 yani f(s) = ag + a5 iken H, = (—2ha?s(1 — a?) — 4agah)N + 2a2a; N +
a15%(1 — a?)\* + agsAN” olur. H; = 0 olabilmesi i¢in a; = +1 ve \(t) = by — aﬁot
olmalidir. Ancak bu durumda payda sifir olacagindan H = 0 elde edilemez. m = 0
yani f(s) = ag iken A(t) = by veya A(t) = by + b1t segildiginde H = 0 olur. Ancak
A(t) # sbt kabul edildiginden \(¢) = by alinamaz.

b) H sifirdan farkl bir sabit olsun. Bu durumda (*) ifadesinden 442 |EG — F2|* —
H? = 0 olur. Bu da ”s” degiskenine bagh bir polinomdur. Yine bu polinomun bir
sifir polinomu olabilmesi i¢in tiim katsayilarinin sifir olmasi gerekir. m > 2 iken
bu polinomun derecesi 6m ve bagkatsayis1 4H2%a8 (\>m? + \?(1 —m)?)? olur ki bu

katsay1 sifir olamaz.

m = 1 iken polinomun derecesi 6 ve bagkatsayis1 4H2)\°(a? — 1)3 olur. Bagkatsayimnin
sifir olabilmesi i¢in a; = 41 olmahdir ve bu durumda 4H? |EG — F2|> — H? =
l

4H%(h 4 ag\')® — (apAN" — 2(h + ag\')?)? = 0 olur. A(t) = Y bit® olmak iizere
k=0
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1
f(s) = +s iken 4H*|EG — F2|* — H2 =0 ve H = o dir.

1
A(t) = by + bit ve f(s) =ag £ s iken H = m elde edilir.
ii) Eksen spacelike iken bu eksen etrafinda homotetik hareketle elde edilen yiizey

i¢in ortalama egrilik

H = [Q2h+ (f = sf)N)X + f'(h+ fX) + sf"(B? — X2 4 20N + (52 + f?)
N2 = s(1+ [2) (N + 2N (h+ [N = sfN) = (f = sf)AN))]/
[—e(=*A2(1+ f2) + (A + (f — sf)N)?2

Hy

dir. Bu esitlik kisaca H = ————
2(EG — F?)2

(*) seklinde yazilabilir.

a) H = 0iken Hy,"s"” degiskenine baglh bir polinomdur. Vs i¢in H;(s) = 0 olabilmesi
icin H; polinomunun biitiin katsayilari sifir olmalidir. m > 2 iken H; polinomunun
bagkatsayis1 s>™~! terimine aittir ve bu katsay1 —(\*(t)m?3 — \?(t)(3m? —2m3 —m) —

(m3 —m?)A\") a2, dir ve bu katsay1 sifir olamaz. Dolayisiyla H; # 0 ve H # 0.

m = 1 alahm. f(s) = ag + a5 oldugunda H; = (4hs(1 + a?) + 4agarh + 2a3a; (1 +
SN 4 2aa(2 + a?)N? + a153(1 + a?)A* + ags(1 +2a2) AN + 2h%a; olarak hesaplanir.
m = 1 iken bu katsayi sifir olamaz. O halde m =1 iken H # 0 elde edilir.

m = 0 iken f(s) = ag olsun. Bu durumda H; = 4hs)\ + 4agsA? + agsA\” olur
ve A(t) = by veya A(t) = by + byt segilirse H; = 0 ve dolayisiyla H = 0 elde edilir.
Ancak A(t) # sbt oldugundan A(t) = by alinamaz.

b) H sifirdan farkh bir sabit olsun. Bu durumda (*) ifadesinden 442 |EG — F2|* —
H? = 0 olur. Bu da ”s” degiskenine bagh bir polinomdur. Yine bu polinomun bir
sifir polinomu olabilmesi icin tiim katsayilarinin sifir olmasi gerekir. m > 2 iken bu
polinomun derecesi 6m ve bagkatsayist 4H2((1—m)?X?*—m?\?)3a8, olur ki bu katsay1

sifir olamaz. m = 1 ve f(s) = ag+a;s olsun. Bu durumda polinomun bagkatsayst s°
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terimine aittir ve —4H?X%(1 + a?)? dir. Bu katsay1 sifir olamaz. m = 0 ve f(s) = ag

iken polinomun derecesi 6 ve bagkatsayis1 —4H2)\% dir. Yine bu katsay: sifir olamaz.

iii) Eksen lightlike iken verilen yiizey igin

N INERS = SNV T+ Adhsf” = fX + f/(=2h + s)"))

H= : i
8[—ehN*(sA+ hf? + (f —sf))N)]2
. : H, o -
dir. Bu ifade kisaca H = ——— (*) ile ifade edilebilir.
2(EG — F?)2

a) H = 0 oldugu durumda Hy, ”s” degigkenine bagh bir polinom olur. Vs igin

Hi(s) = 0 olabilmesi i¢gin H; polinomunun biitiin katsayilar1 sifir olmahdir. m > 2
iken H; polinomunun bagkatsayis1 s*™~2 terimine aittir ve o da 4h2A\*X'm(m — 1)a?,

dir. m > 2 iken bu katsay1 sifir olamasz.

m = 1 yani f(s) = ag + ais iken Hy = —hA*N"ag — 2h*\%a; olur. Bu durumda

h
A#) = by + bit — “242 iken H, = 0 elde edilir.
Qo

m = 0 yani f(s) = ag iken H; = —hA*X"aq olur ve H = 0 olabilmesi icin A(t) = by

veya A(t) = by + byt olmalidir. Ancak A(t) # sbt olacagindan A(t) = by alinamaz.

b) H sifirdan farkl bir sabit olsun. Bu durumda (*) ifadesinden 4H? |[EG — F2|* —
H? = 0 olur. Bu da ”s” degigkenine bagh bir polinomdur. Yine bu polinomun bir
sifir polinomu olabilmesi i¢in tiim katsayilarinin sifir olmasi gerekir. m > 2 iken bu

polinomun derecesi 6m — 6 ve bagkatsayis1 256 H2h\ma8 +# 0 dir.

m = 1 yani f(s) = ag + a5 iken polinomun bagkatsayisi s> terimine aittir ve

256 H2h3 )\ # 0 dir.

m = 0 yani f(s) = ag iken polinomun derecesi 3 ve bagkatsayis1 256 H 2R3\ £ 0 dar.
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Ornek 4.2.1: Timelike eksen etrafinda homotetik hareketle elde edilen, iireteg egrisi
v(s) = (5,0, f(s)) ve f(s) =1, A(t) =1+t olmak tizere H = 0 olan ytizey sekildeki

gibidir.

Sekil 4.1 f(s) =1, A(t) =1+t ve H = 0 olan yiizey

Bu yiizeyin parametrizasyonu

X(s,t) = (s(1+t)cost,s(1+t)sint,ht +1+1t)

dir.
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Ornek 4.2.2: Timelike eksen etrafinda homotetik hareketle elde edilen,iireteg egrisi

1
v(s) = (5,0, f(s)) ve f(s) = 1—s, A(t) = 2+ 3t olmak iizere H = = olan yiizey
sekildeki gibidir.
10 05 00 -05 -10
Sekil 4.2 f(s)=1—s, AN(t) =2+ 3t ve H = olan yiizey

|h + 3|

Bu yiizey
X(s,t) = (s(2+ 3t)cost,s(2+ 3t)sint, ht + (1 — s)(2 + 3t))

parametrizasyonuna sahiptir.
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Ornek 4.2.3: Timelike eksen etrafinda homotetik hareketle elde edilen, iiretec egrisi
1

v(s) = (s,0, f(s)) ve f(s) = s, A(t) = 1 + 2t + 3t* olmak tizere H = Tl olan yiizey

sekildeki gibidir.

1
Sekil 4.3 f(s) =s, AM(t) =1+2t+3t> ve H = Tl olan yiizey

Bu yiizey
X(s,t) = s(1 + 2t + 3t?) cost, s(1 + 2t + 3t*) sint, ht + s(1 + 2t + 3t?)

seklinde parametrize edilir.
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Ornek 4.2.4: Spacelike eksen ile birlikte tireteg egrisi v(s) = (f(s),s,0) olmak
tizere f(s) =1 ve A(t) = 1+t iken elde edilen yiizey sekildeki gibidir. Bu yiizey i¢in
H =0 dir.

Sekil 4.4 f(s) =1, A(t) =1+t ve H = 0 olan yiizey

Bu yiizeyin parametrizasyonu

X(s,t) = (1 +t(1+h),s(1+t)cosht,s(l+t)sinht)

dir.
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Ornek 4.2.5: Lightlike eksen etrafindaki homotetik hareketle elde edilen,iireteg
egrisi v(s) = (f(s),s, f(s)), f(s) =2 ve A(t) = 1+t iken elde edilen yiizey sekildeki
gibidir. Bu ytiizey icin H = 0 dir.

Sekil 4.5 f(s) =2, A(t) =1+t ve H = 0 olan yiizey

Bu yiizey
3 3

X(s,t) = (1 +1)(st +2) + h(% —1),s(14+1t) + ht?, (1 +t)(st +2) + h(% 1))

ile parametrize edilir.
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Ornek 4.2.6: Lightlike eksen etrafindaki homotetik hareketle elde edilen,iireteg
egrisi v(s) = (f(s), s, f(5)), f(s) =1+s ve A(t) = 1+¢— ht? ile birlikte H = 0 olan

yiizey sekilde verilmigtir.

Sekil 4.6 f(s) =1+ s, A(t) =1+t — ht* ile birlikte H = 0 olan yiizey

Bu yiizeyin parametrizasyonu
t3
X(s,t) = ((1+t—ht*)(st+1+s)+ h(g —1),s8(1 4+t — ht?) + ht*, (1 + t — ht?)

(st+1+s)+h(§+t))

seklindedir.
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Teorem 4.2.2: E? de homotetik hareket gruplar altinda iiretilen ve iireteg egrisi bir
polinom olan sabit Gauss egriligine sahip yiizeyleri ele alinsin. Bu sekilde yiizeyler

elde edilebilmesi i¢in iiretec egrisinde polinomun derecesi 1 veya 0 olmalhdir.

Ispat: i) Hareketin ekseni timelike iken v(s) = (5,0, f(s)), f(s) = 3. ans™, a, € R
n=0

olarak alindiginda bu iireteg¢ egriyle eksen etrafinda homotetik hareket altinda elde

edilen yiizey

X(s,t) = (sA\(t) cost, sA(t)sint, ht + A(t) f(s))

idi. Bu yiizey icin Gauss egriligi

K = —[h+(f=sfONP+fIsAf = 2X (h+ (f = sfON) + (f = sf)AN)]/
("N (=14 f2) + (h+ (f = sf)N)?)?

K
olarak hesaplanir. Bu egitlik de kisaca K = — : 5 (*) olarak yazlabilir.

(BEG — F?)?
a) K = 0 iken K, degiskeni ”s” olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun
derecesi 2m dir ve bagkatsayis1 m?(m — 1)a?, dir. Bu katsay1r m > 2 iken sifir
olamaz. Dolayisiyla bir sifir polinomu elde edilemez ve K # 0 olur. m < 1 iken
Ky = —[h + ao\']? olur. \(t) = by — a%t ile birlikte K; = 0 = K = 0 olur. Ancak
f(s) = ag + ays olarak segildiginde a; = #+1 olmast durumunda W = EG — F? =0

olacagindan a; # +1 olarak alinmalidir.

b) K sifirdan farkh bir sabit olsun. (*) ifadesinden K (EG—F?)?+ K, = 0 elde edilir

"s" olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun bagkatsayisi

ki bu da degiskeni
s terimine aittir ve bu katsayr1 K(A\°m? + XN?(1 + m)?)%al # 0 dir. m = 1
yani f(s) = ap + a1s iken K(EG — F?)> + K; = 0 polinomunun derecesi 4 ve
baskatsayist K\?(a? — 1)? dir. Bu katsay1 ancak a; = =41 iken sifir olabilir ve

A(t) = bo+ byt olarak secildiginde K = elde edilir. m = 0 yani f(s) = ag

1
(h + CLOA,)Q
iken K(EG — F?)? + K; = 0 polinomunun bagkatsayis1 s* e aittir ve bagkatsay:

K\* 0 dir.
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Sonug olarak timelike eksen etrafindaki homotetik hareketle elde edilen yiizey icin
m h

K =0 olabilmesi f(s) = > a,s",m <1 ve A(t) = by — —t iken miimkiindiir.
n=0 Qo

K mnin sifirdan farkh bir sabit olabilmesi iginse f(s) = ag £ s ve A(t) = by + byt

olmalidir ve bu durumda K = ﬁ elde edilir.
Qo

ii) Homotetik hareketin ekseni spacelike iken v(s) = (f(s),s,0), f(s) = i an s,
a, € R olarak alindiginda bu egrinin homotetik hareket altindaki yﬁrunggsoi olan
yuzey

X (s,t) = (ht + A(t) f(s), sA(t) cosht, sA(t) sinh )

idi. Bu yiizey i¢in

(h+ (f = sfON)? + 82" (A + 2N (B + (f = sf)N) = (f = sf)AN"
(=s2A 1+ f2) + (h+ (f = sf)N)2)?

K =

K
dir. Bu ifade kisaca K = — ! 5 (*) olarak yazilabilir.

(EG — F?)?
a) K = 0 iken K, degiskeni ”s” olan bir polinomdur. m > 2 iken K; polinomunun
baskatsayisi s*™ terimine aittir ve bu katsay1 (m—1)2a2, X?(1—2m)+m?(m—1)a2,\?
olarak hesaplanir. Bu durumda bagkatsay sifir olamaz. m < 1 iken f(s) = ag veya
f(s) = ap + a1s olmak iizere K1 = (h + ag\')? — agA\” olur. A(t) = by — aﬁot ile
birlikte K7 = 0 ve dolaysiyla K = 0 elde edilir.

b) K sifirdan farkhi bir sabit olsun. (*) ifadesinden K (EG—F?)?+ K, = 0 elde edilir

"g" olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun basgkatsayisi

ki bu da degiskeni
s*™ terimine aittir ve bu katsayr K(—m?\? + (1 — m)?\?)%a?, dir ve sifir olamaz.
m < 1 iken f(s) = ag veya f(s) = ag + a;s olmak iizere K(EG — F?)? + K; = 0

polinomunun derecesi 4 ve bagkatsayis1 KA\*(1 + a?)? dir. Bu katsay sifir olamaz.

iii) Hareketin ekseni lightlike iken v(s) = (f(s),s, f(s)) ,f(s) = >_ ans", a, € R
n=0

olmak iizere bu iiretec egriyle eksen etrafinda homotetik hareket altinda elde edilen
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yuzey

t3 3

X(5,8) = (AO)Es + £()) + Al — 1), 570 + B2 A1) b+ (5)) + b5 + 1)

idi. Bu yiizey icin Gauss egriligi

A SN SN = 2R+ s)Y))

=TT RGN T bR 1 (s

Kl R
5 (*) olarak yazilabilir.

olarak hesaplanir. Bu esitlik de kisaca K = ——( EG— F?)

a) K =0 iken K, degigkeni ”s” olan bir polinomdur. m > 2 iken

K = -2A+2m(m—1)a,\Ns™ 1t —(m—1)2ma?, \'s*"2 — 2hm?*(m — 1)a?,s*™ 3 olur.
Burada K; sifir olamaz. O halde m > 2 iken K # 0 olur. m < 1 iken Ky = =X #0
ve dolayisiyla K # 0 dir.

b) K sifirdan farkli bir sabit olsun. (*) ifadesinden K (EG— F?)?+ K, = 0 elde edilir
ki bu da degiskeni ”s” olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun baskatsayisi
s*m=4 terimine aittir ve 4\h?*m?2a?, dir. Bu katsay1 sifir olamaz. m = 1 yani f(s) =
ag+ay s iken 4K (sA+h+a?+ap)')?+1 = 0 elde edilir ki bu durumda K (EG— F?)?+
K1 # 0 ve buradan da K # sbt olur. m = 0 yani f(s) = ag iken K(EG—F?)?+ K, =
0 polinomunun derecesi 2 ve baskatsayis1 4K \* # 0 olur ve bu durumda istenen sifir

polinomu elde edilemez.

Sonug olarak lightlike eksen etrafindaki homotetik hareketle elde edilen yiizeyler icin

f(s) = > ans™ iken K # 0 ve K # sbt olur.
n=0
Sonug 4.2.1: Bir polinom egrisinin homotetik hareket grubu altinda yoriingesi olan

yiizeyler sabit ortalama egrilige veya sabit Gauss egriligine sahip ise bu yiizeyler regle

yiizeylerdir.
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Ornek 4.2.7: Timelike eksen etrafinda homotetik hareketle elde edilen, iireteg egrisi
v(s) = (5,0, f(s)) olmak iizere f(s) =1+ 2s ve A(t) = 1 — ht olan yiizey sekildeki

gibidir. Bu ytiizey icin K = 0 dir.

Sekil 4.7 f(s) =1+ 2s, A(t) =1 — ht ile birlikte K = 0 olan yiizey

Bu yiizeyin parametrizasyonu

X(s,t) = (s(1 — ht) cost, s(1 — ht)sint, ht + (1 + 2s)(1 — ht))
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Ornek 4.2.8: Spacelike eksen ile birlikte iiretec egrisi v(s) = (f(s),s,0) olmak
h

tizere f(s) =2+ s ve A(t) = 3 — §t iken elde edilen yiizey sekildeki gibidir. Bu

yiizey icin K = 0 dir.

h
Sekil 4.8 f(s) =2+ s, A(t) =3 — §t ile birlikte K = 0 olan yiizey

Bu yiizey
h h h, .
X(s,t) = (ht + (3 — 515)(2 +5),8(3 — 575) cosht, s(3 — 575) sinh t)

parametrizasyonuna sahiptir.
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Ornek 4.2.9: Spacelike eksen ile birlikte iiretec egrisi v(s) = (f(s),s,0) olmak
tizere f(s) = 1+ s ve \(t) = 1 — ht segildiginde elde edilen yiizey sekildeki gibidir.
Bu yiizey i¢in K = 0 dir.

Sekil 4.9 f(s) =1+ s, A(t) =1 — ht ve K = 0 olan yiizey

Bu yiizey

X(s,t) = (1+s(1—ht),s(1 — ht)cosht,s(l — ht)sinht)

parametrizasyonuna sahiptir.
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Teorem 4.2.3: E? de bir Lorentz gemberinin homotetik hareket altinda taradigi
yiizeyler icin ortalama egrilik sifir veya sifirdan farkl bir sabit olamaz.Ozel olarak
A(t) = sabit segilmesi durumunda elde edilen hareket gruplar: icin timelike ve space-
like eksen etrafinda Lorentz cemberinin taradigi helikoidal yiizeyilerin ortalama egril-

igi sifirdan farkli bir sabit olabilir.

Ispat: i) Eksen L = ((0,0,1)) timelike iken tirete¢ egrisi v(s) = (x(s),0,2(s))

2 — 2?2 = 4r? olmaldir. Diger durum benzer olacagindan

olmak {izere v egrisi icin x
r? — 2% = r? olarak alahm. Bu durumda 7(s) = (rcosh s, 0, rsinh s) olacaktir. v
egrisi merkezi orijin, yarigap1 > 0 olan bir Lorentz ¢emberidir. ~ egrisi, {izerinde
bulundugu diizlemde 6telenir ve dondiiriiliirse bu diizlemde bagka Lorentz ¢ember-

leri elde edilir. O halde y = 0 diizleminde Lorentz ¢cemberleri genel olarak

coshf 0 sinhé rcosh s a
v(s) = 0O 1 0 0 +| 0 | = (a+rcosh(s+0),0,b+rsinh(s+0))
sinhf 0 cosh@ rsinh s b

seklinde ifade edilebilir. Burada 6,a,b € R dir. (3.1) ile verilen homotetik hareket

altinda «(s) nin taradig1 yiizeyin parametrizasyonu

X(s,t) = (A(t)cost(a+ rcosh(s+ 0)),\(t)sint(a+ rcosh(s+6)), A(t)(b+r

sinh(s + 0)) + ht)
seklindedir. Bu yiizey icin ortalama egrilik

H = —(4rsinh(s + 0)(hcosh(s + 6) + X' (bcosh(s + 0) — asinh(s + 6)))(—hsinh
(s +60)+ N(r+acosh(s+ 60) — bsinh(s + 0))) — 2(a + r cosh(s + 0))
(—h* 4 (a + rcosh(s + 0))2A* — 2h(b + rsinh(s + 0))\ + (a* — b* +1?
+2ar cosh(s + 0) — 2br sinh(s + 0))\?) — r(a + r cosh(s + 6))(2 cosh(s
+0)(a + r cosh(s 4 0))A\* 4 4\ (—hsinh(s + 6) + (r + acosh(s + ) — b
sinh(s + 6))\ — 2(r + acosh(s + 0) — bsinh(s + 0))A\")) /(4r(—(a + r cosh
)

njwo

(5 +6))*\* — (hsinh(s 4+ 0) — (r + acosh(s + 0) — bsinh(s + 0))\)?))

45



olarak hesaplanir.

h
a) H = 0 olabilmesi ancak a = —r, cosh(s+6) = 1,sinh(s+6) = 0 ve A(t) = —gt—l—c

secilmesi ile miimkiindiir. Ancak bu durumda da W = EG — F? = 0 olur.

Bununla birlikte A(f) = 1 oldugu durumda yani helikoidal hareket ile taranan
3

yiizey i¢in H nmin pay kism ZA” cosh(n(s + #)) olarak elde edilir. Bu ifadenin

n=0
sifir olabilmesi icin biitiin A, katsayilar1 sifir olmalidir. Bu durumda bagkatsay1
3(R2 4 2
Az = % dir ve bu katsay:1 sifir olamaz. O halde helikoidal hareket i¢in
H # 0 dir.

b) H sifirdan farkl bir sabit olsun. Bu durumda (4.14) ifadesinden 4 H?W3—H? = 0
h

elde edilir. Burada 6zel olarak a = 0, b = 0, A(t) = 5, Ve sinh[s + 6] = 0 segilirse
T

2
H = 7 olacaktir. Ancak homotetik hareket durumunda A(t) # sabit dir.

ii) Eksen L = ((1,0,0)) spacelike eksen iken iireteg egri y* — 22 = £r? parame-

2 — r2 olarak almirsa

trizasyonuna sahiptir. Diger durum benzer olacagindan y? — z
v(s) = (0,7 cosh s, 7 sinh s) olmak {izere timelike eksen durumuna benzer olarak bir

donme ve dtelemeden sonra

1 0 0 0 0
v(s)=1 0 coshf sinhé rcoshs | +| a
0 sinh@ cosh@ rsinh s b

= (0,a + rcosh(s +0),b+ rsinh(s + 6))

elde edilir. Bu egrinin (3.2) ile verilen homotetik hareket grubu altinda taradig

yiizeyin parametrizasyonu

X(s,t) = ht,A(t)cosh(t)(a + rcosh(s + 0)) + A(t) sinh(t)(b + rsinh(s + 0)),

A(t) sinh(t)(a + 7 cosh(s + 6)) + A(t) cosh(t) (b + rsinh(s + 6)))
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seklindedir. Bu yiizey icin

H = (h(h*+ (—a® 4 b* — arcosh(s + 0) + brsinh(s + 0))\* + (a* — b* + 12
+2ar cosh(s + 0) — 2br sinh(s + 0))A\? — r(r + a cosh(s + 0) — bsinh(s + 6))
M) /2r \(—e(—h* — ((bcosh(s + ) — asinh(s + 0))A + (r + a cosh(s + 6)

3
2

—bsinh(s + 0))\?))

olarak hesaplanir.

a) H = 0ise H; = (h(h?+(—a?+b*—ar cosh(s+0)+brsinh(s+0))A\*+ (a? —b>+r2 +
2ar cosh(s 4 0) — 2br sinh(s + 0))\? — r(r 4 a cosh(s + ) — bsinh(s + 6))AN")) = 0
olmalidir. Bu durumda cosh(s + ) ve sinh(s + 6) lineer bagimsiz olduklarindan
a =0 veb=0 secilirse H; = h(h?+r2\? — r2A)\") olarak elde edilir ki bu ifadenin
sifir olmast i¢in A dogrusal olmalidir. Ancak bu secimle de W = EG — F? = 0
olacagindan H; sifir olamaz. O halde H # 0 dir.

b) H sifirdan farkh bir sabit olmasi igin. a = 0 ve b = 0 segilirse

L R(R N =N
2 A(—e(—h2 — r2X?))3

olacaktir. O halde H sifirdan farkli bir sabit ise

4H2T2A2(—€(—h2 . T2A12)>3 o h2(h2 + 7,2A/2 . T2)\A”>2 =0

olarak hesaplanir. Bu ifadenin sifir olmas1 ancak A(t) = by seklinde sabit ise
1

miimkiindiir. Bu durumda H = 2 olur. Ancak homotetik hareket durumunda
700

A(t) # sabit dir.

iii) Eksen L = ((1,0, 1)) lightlike eksen olsun.Ureteg egri x — z = 0 diizlemdindedir
2 2
e , CS, 2), ¢ # 0 ¢emberinin kat1

ve bu diizlemdeki Lorentz gemberi v(s) = (7 5
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hareketiyle elde edilebilir. O halde

6* 6? cs?
1-Z 9 Z il
2 2 2 a
v(s) = —0 1 0 cs + b
92 62 CS2
oy 1 - a
2 + 2

ile verilen Lorentz cemberinin lightlike eksen etrafinda homotetik hareketle taradig

ylizeyin parametrizasyonu
cs? t3 5 |, CS
X(s,t) = (A(7 +csf + bt + cst +a) + h(g —t),A(cs+0b)+ ht ,A(7 + cs6

3

t
+bt + cst + a) + h(g + 1))

seklindedir. Bu yiizey icin

H = AhX*(4hXN (20 + cs(s +20)) — 2\ (b + cs)? + A(4h(2b + c(s — 0))
+eN'(=2a + ¢s? + 2b(s + 0)))),/ 4V 2(—e(—hA\*(2h(s + 6)?
F2M(b + ¢s) + N(2a — s> — 2b(s + 0))))2

olarak hesaplanir.

a) H = 0 olmasi icin H; = c2hA\*(4h)\ (2a + cs(s + 20)) — 20\?(b + ¢s)? + A(4h(2b +
c(s —0)) +cN'(=2a + cs* +2b(s + 0)))) = 0 olmahdir. Ancak bu ifade sifir olamaz.
O halde H # 0 dir.

b) H # 0 olacak sekilde bir sabit olsun Ozel olarak a = 0 ve b = 0 segilirse
4H?*W?3 — H? = 0 esitliginden

32P AN H? (—e(2h(s 4 0)* 4 2Xcs — Nes?) — (dchs) (s 4 20) — 2¢2s2\?

+A(4ch(s — 0) + 2s*N"))2 =0

elde edilir. Bu da s ye bagh bir polinomdur ve bu polinomun bagkatsayis1 s° terim-

ine aittir ve 256¢2h*A\?>H? dir. Bu katsay1 sifir olamaz. O halde H sifirdan farkli bir

48



sabit olamaz.

Teorem 4.2.4: E? de bir Lorentz ¢emberinin homotetik hareket altinda taradig
yiizeyler icin Gauss egriliginin sifir olmasi ancak hareketin ekseni spacelike iken
miimkiindiir. Bunun diginda, bir gemberin homotetik hareket altinda taradig: yiizeyin

Gauss egriligi sifir veya sifirdan farkli bir sabit olamaz.
Ispat: i) Eksen L = ((0,0, 1)) timelike iken
v(s) = (a+ rcosh(s 4+ 0),0,b + rsinh(s + 6))
¢emberinin taradig1 yiizey
X(s,t) = (A(t) cost(a+r cosh(s+6)), A(t) sin t(a+r cosh(s+0)), A(t)(b+r sinh(s+0))+ht)
idi. Bu yiizey icin

K = 2rsinh®(s + 6)(hsinh(s + ) — (r + acosh(s + #) — bsinh(s + ))\')?
+(a + rcosh(s + 0))*(2 cosh(s + 0)(a + r cosh(s + 0))\* + 4N (—h sinh(s + 0)
+(r + acosh(s + 0) — bsinh(s + 0))\') — 2(r + a cosh(s + ) — bsinh(s + 0))
M),/ 2r((a + 7 cosh(s + 6))?\* + (hsinh(s + ) — (r + acosh(s + ) —
bsinh(s + ))X)?)?

olarak hesaplanir.

a) K = 0 olabilmesi i¢in (4.15) ifadesinden K7 = 0 olmalidir. cosh ve sinh fonksiy-

onlar1 lineer bagimsiz olduklarindan a = 0 ve b = 0 olarak alinirsa

K, = 2rsinh®(s + 0)(hsinh(s + ) — r\)? + r? cosh®(s + 0)(2r\? cosh?(s + 6)

+4XN (=hsinh(s + 0) + rX\') — 2rAN")

olur. Ancak bu durumda K; = 0 olamaz. O halde K # 0 dir.
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b) K sifirdan farkli bir sabit ise (4.15) ifadesinden KW? + K; = 0 olmalidir. Bu
esitlik ise ancak A(t) = by(sabit) ve sinh(s + #) = 0 olmas: ile miimkiindiir. Bu du-

1
rumda K = T olur. Ancak homotetik hareket igin \(¢) # sabit olarak alinmgtir.
0

ii) Eksen L = ((1,0,0)) spacelike eksen iken iirete¢ egri
v(s) = (0,a + r cosh(s + 0),b + rsinh(s + 0))
ve bu egriyle homotetik hareket altinda elde edilen ytizey

X(s,t) = ht,A(t)cosh(t)(a + rcosh(s + 0)) + A(t) sinh(t)(b + rsinh(s + 9)),

A(t) sinh(t)(a + 7 cosh(s + 6)) + A(t) cosh(t) (b + rsinh(s + 6)))
idi. Bu yiizey icin

K = —(h*((acosh(s+ ) — bsinh(s 4+ 6))\ + 2(bcosh(s + ) — asinh(s + 6)) N
+(r + acosh(s + 6) — bsinh(s + 6))\")) /rA(h? + ((bcosh(s + 6)
—asinh(s + 0))\ + (r + acosh(s + 6) — bsinh(s + 6))\)?)?

dir.

a) Timelike eksen ile benzer sekilde cosh ve sinh fonksiyonlar: lineer bagimsiz olduk-
larindan a = 0 ve b = 0 olarak alinirsa

h2)\”
A(h2 4 r2)\?)2

olarak hesaplanir. O halde A(¢) = by + b;t segilirse K = 0 elde edilir.

b) K sifirdan farkh bir sabit ise (4.15) ifadesinden KW?2+ K; = 0 olmalidir. Bunun

icin zel olarak A(t) = by(sabit) ve sinh(s+6) = 0 segilmelidir. Bu sekilde elde edilen
h*a

R olur. Ancak yine homotetik hareket i¢in A\(t) # sabit
r 0

yiizey icin K =
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olacagindan bir ¢gemberin homotetik hareket altinda taradig: yiizey i¢in Gauss egri-

ligi sifirdan farkl bir sabit olamaz.

iii) Eksen L = ((1,0,1)) lightlike eksen olsun. Bir Lorentz gemberinin homotetik

haraket altinda taradig: yiizeyin parametrizasyonu

2 3

X(s,t) = (A(%+cs€+bt+cst+a)+h(%—t

2 3
), M(es+b)+ht?, A(%+cs€+bt+cst+a)+h(%+t)

idi. Bu yiizey icin

_ Ah(s+0) +2eX —4(b+ cs)N 4 (—2a + cs® 4 2b(s + 0)) N
T 2eA(2h(s + 0)2 +2(b 4 cs)A + (2a — ¢s% — 2b(s + 0))\)2

olarak hesaplanir.

a) K = 0 olabilmesi i¢in K; = 0 olmahdir. Ancak ¢ # 0 oldugundan K; # 0
ve K # 0 dir.

b) K sifirdan farkh bir sabit ise KW? + K; = 0 olmahdir.Bu da s parametre-
sine bagli bir polinomdur ve bu polinomun bir sifir polinomu olabilmesi ic¢in tiim
katsayilar1 sifir olmalidir. Bu polinomun bagkatsayis1 s* terimine aittir ve bu kat-

2h
say1 2cAK (2h — ¢X')? dir. Bu katsaymm sifir olabilmesi i¢in X (£) = — ve A(t) =
c

2h
by + —t olmalidir. Ancak Bu durumda da diger katsayilar sifir olamayacagindan
c

KW? + K, # 0 ve K # sabit elde edilir.

4.3 E} de Bir Polinom Egrisinin Homotetik Hareket Altindaki
Yoriingesi Olan Yiizeyler icin Umbilik Olma ve H?> — K =0
Arasindaki Iligki

Oklid uzay1 ve Lorentz uzay: arasinda Weingarten doniisiimiiniin kosegenlestirilebilmesi

konusunda farkhiliklar vardir. E? de Weingarten endomorfizminin matrisi kosegenlestiri-

lebilirdir. E? de ise Weingarten doniisiimii self-adjoint olmasina ragmen kogegenlestiri-
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lemeyebilir. Bunun sebebi yiizey iizerindeki metrigin Lorentz metrigi olmasidir.
M, E} iin bir non-dejenere yiizeyi ve P € M olmak iizere eger P noktasinda bu
yiizeyin Weingarten doniisiimii A, kosegenlestirilebilir ise H?(P) — K(P) > 0 dir ve
P nin umbilik nokta olmast durumunda H?(P) — K(P) = 0 olur. Oklid uzaymda
oldugu gibi F3} de tiim noktalar: umbilik olan spacelike ya da timelike yiizeylere um-
bilik yiizeyler denir. Ozel olarak bu yiizeyler icin ytizeyin her noktasinda Weingarten
doniisiimii kosegenlestirilebilirdir. Bununla birlikte Lorentz uzaymda H? — K =
0 sartini saglayan ancak Weingarten doniisiimii kosegenlestirilemeyen yiizeyler de
vardir. Ornegin parametrizasyonu X (s,t) = (scost, ssint, s + ht + ag) olan yiizey

1 1
icin |H| = 5 ve K = 7 dir. Bu yiizeyin Weingarten doniigiimiiniin matrisi

1
A= | h
-1

Sl

dir ve bu matris kosegenlestirilemez.

Tanim 4.3.1: Bir p € M noktasi ve x : M — E? nondejenere immersiyonu
icin eger A, endomorfizmi kosegenlestirilebilir ise A, nin eigen degerlerine p nok-

tasimdaki esas egrilikler denir ve A;(p) ve A2(p) ile gosterilir.

Eger immersiyon spacelike ise (4.3) den A, M iizerindeki metrige gore self-adjointtir

ve metrik pozitif tanimh oldugundan A, kosegenlestirilebilirdir.

Onerme 4.3.1: A,, E? iin non-dejenere bir yiizeyinde kogegenlegtirilebilir olsun.

Bu durumda ortalama egrilik ve Gauss egriligi sirasiyla

AL(p) + A2(p)

H(p) =¢ 5

ve

olarak tamimlidir.
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Tanmim 4.3.2: Eger bir p € M noktasinda ikinci esas form metrik ile orantiliysa,

yani

ap(u, v) = Ap) {u, v)

ise p noktasi umbilik noktadir. Eger her p € M i¢in bu sart saglaniyorsa bu durumda
M umbilik yiizeydir. Ozel olarak umbilik bir noktada Weingarten doniisiimiiniin ma-

trisi kogegenlegtirilebi- lirdir ve A1(p) = A\2(p) dir.

Bilindigi gibi 3 boyutlu Oklid uzaymda umbilik yiizeyler, diizlemler ve kiirelerdir.

E3 i¢in de benzer bir durum gegerlidir.

Teorem 4.3.1: E? de timelike bir M yiizeyi umbilik yiizey olsun. Bu durumda
M, diizlem veya tek kanath hiperboloid (Lorentz kiiresi) dir.

Ornek 4.3.1: Spacelike ya da timelike diizlemler umbilik yiizeylerdir. Bu yiizeyler
icin her p noktasimnda A, =0 ve A\; = Ay = 0 dur.

Ornek 4.3.2: Yaricap: r, merkezi py olan hiperbolik yiizey H 2(r, po) olmak iizere

1 1
bu yiizey icin A, = ——1I dir. Buradan A\; = Ay = —— olur.
r r

. 1
Ornek 4.3.3: Benzer sekilde pseudo-kiire S (r,pg) igin A, = —=1, dir. Buradan
T
1

Al = Ay = —— olur.

r
Onerme 4.3.2: M, E3 te non-dejenere bir yiizey ve p € M olmak tizere A, kise-
genlestirilebilir ise

H(p)* — eK(p) 2 0 (4.16)

dir. Eger yiizey umbilik bir yiizey ise H(p)?> — eK (p) = 0 olur.

Ispat: Onerme 4.3.1 den

Ai(p) + Aa(p)

M) = Xep) 2 (=) = Mp)ha(p) = H2(p) — €K (p)

0<
(e
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olur. H%(p) —eK(p) = 0 olmast igin A\;(p) = A2(p), yani p noktas: umbilik olmahdir.

Ornek 4.3.4: 3>—2? = 1 olan yiizey spacelike bir yiizeydir. X (s,t) = (ht,sinh s, cosh s)

parametrizasyonu ile verilen yiizey

Sekil 4.10 Lorentz silindiri

seklindedir ve bu yiizey i¢in { X, X;} bazina bagh olarak Weingarten déniigtimiiniin

matrisi
-1 0

0 O

olur.

O halde bu yiizey iizerinde umbilik nokta yoktur.
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Ornek 4.3.5: Ikinci cesit helikoid yiizeyi icin yiizeyin parametrizasyonu
X(s,t) = (ht,scosht,ssinht) ve h > 0, s € (h,00) olmak iizere birinci esas form

EG — F? = h? — 52 < 0 olur.

Sekil 4.11 Ikinci cesit helikoid

Bu durumda ytizey timelike bir yiizeydir ve bu yiizey i¢gin

dir. O halde H?> — K < 0 olur ve bu da Weingarten doniisiimiiniin matrisinin
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kosegenlestirilemeyecegi anlamina gelir. Burada

h
A 0w
—__h 0
N
h2
dir. Karakteristik polinom P4(z) = det(A — zI3) = 2 + (AR olur ve A kose-
S J—

genlegtirilemez.

. t3 t3
Ornek 4.3.6: X (s,t) = (s + h(—t + g), ht?,s + h(t + g)) parametrizasyonu ile

belirlenen parabolik null silindir icin FG — F? = —4h?, H = K = 0 dur.

Sekil 4.12 Parabolik null silindir
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O halde H? — K = 0 olur. h > 0 olmak iizere Weingarten doniisiimiiniin matrisi

bulunur. Karakteristik polinom P4(z) = 22 dir ve A kogegenlestirilemez.

Onerme 4.3.3: E? de verilen bir M yiizeyi igin bir p € M noktasinda ikinci
esas formun kuadratik formu 71, ve birinci esas formun kuadratik formu /, olmak

tizere eger I1,, I,, nin skalar bir kat1 ise p noktas1 M ytiizeyinin bir umbilik noktasidir.

Il, nin, I, nin skalar bir kat1 olmasi, p noktasimndaki sekil operatorii matrisinin
birim matrisin skalar bir kat1 olmasina esdegerdir. Esas olarak [, ile I, arasinda
boyle bir iligkinin elde edilmesi, gekil operatorii matrisinin birim matrisin skalar bir
kat1 oldugunu gostermek igin daha kisa bir yoldur. Bu sart saglandiginda p noktasi

M yiizeyinin umbilik bir noktasi ve H?(p) — K(p) = 0 olur.

Sekil operatorti S, self-adjoint lineer bir operatordiir; Vo, w € T, M vektorleri icin

(Sp(v), w) = (v, Sp(w))

dir. Bu esitlik S, nin matrisinin, 7, nin herhangi bir ortonormal bazina gore
anti-simetrik olmasiyla esdegerdir. Bu durumda Oklid uzayimndan farkli olarak Sp

kosegenlestirilemeyebilir.

Tanim 4.3.3: £} de S, kosegenlestirilemezken H?(p) — K (p) = 0 sart1 saglaniyorsa

bu durumda 7, M nin bir bazina gore .S, nin matrisi, a € R olmak {izere

formundadir. Burada K(p) = a* ve H(p) = a ile birlikte H?(p) — K(p) = 0 dir.

Bu durumun p nin umbilik nokta olma durumuna benzerliginden dolay1 bu sartlar:
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saglayan p € M noktalarina quasi umbilik (genellestirilmis umbilik) noktalar denir.
Vp € M igin bu sonuglar elde ediliyorsa M ye quasi umbilik (genellestirilmis umbilik)

ylizey denir.

p noktasi quasi umbilik bir nokta ise S, nin eigen vektorleri lightlike vektorlerdir.
T,M nin herhangi bir ortonormal (e;, e2)bazina gore S, nin matrisi anti-simetrik

olacagindan

-b ¢

biciminde yazilir. Bu durumda S, nin eigen degerleri icin elde edilen fonksiyonun
diskriminant1 (@ — ¢)? = 4b* dir. Buradan da eigen degerleri Ay = Ay = 1(a + ¢)

olarak hesaplanir. Eigen vektorii ise e; — ey dir. Bu vektor de lightlike bir vektordiir.

Homotetik hareket gruplarinin 6zel bir hali olan helikoidal hareket gruplariyla yapilan
caligmalar sonucunda Hou ve Ji (2007) 3 boyutlu Lorentz uzaymmda H?> — K = 0
denklemini saglayan helikoidal yiizeyler olmasina ragmen bu yiizeyler iizerinde um-
bilik nokta bulunmadigim gostermislerdir. Ayrica Clelland (2010) H? — K = 0 olan
timelike ytiizeyleri incelemistir ve bu ytiizeylerin dogrultmanlar: lightlike olan regle

yiizeyler oldugunu ispatlamistir.

Uretec egrisi bir polinom olan ve homotetik hareket gruplar altinda iiretilen yiizeyler
icin umbilik olma sartlar1 incelenirse, ilk olarak eksenin karakterine bagh olarak ii¢

farkli durum stz konusudur.

(1) Eksen timelike iken v(s) = (s, 0, f(s)), f(s) = Z ans", a, € Rolarak alindiginda
n=0

bu egrinin yoriingesi olan yiizey X(s,t) = (sA(t) gost, sA(t)sint, ht + A(t) f(s)) ve

{E,F,G}, {e, f,g} de sirasiyla birinci ve ikinci esas formun katsayilari olmak iizere
E=X(1—f?), F=M(s—ff)—h\f, G=s(\2+\2)—(Nf+h?

ve
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Sf”)\s
A 9

_ N2y 2
f=- (f—sf )j; A+ hA olarak hesaplanir.

e =

Burada A = /((f — sf)AN +hN)2 + (1 — f2)s2X* dir.

Parametrizasyonu verilen ytizeyin bir P noktas1 umbilik nokta ise bu noktada /1, =

kI, olacak sekilde bir £ € R olmalidir. Bu durumda

e E F
AN "
f g F G
yazilabilir. Buradan £ i — 9 _ k dir.
E F G

O halde p umbilik nokta ise (e’ — fE)(p) = (eG — gE)(p) = (fG — gF)(p) = 0

olmaldir.

(f = sfHNN + hA?)

— (eF—E)(p) = -

0

(1 f7) =

(AN (s=f"f)=hAf")+

_Sf”)\g
A

= XN[(f = sf )X = f2) = Sf" + sf"f {1+ WX (sf"f + 1= f?) =0

Bu durumda f(s) = ap £ s secilirse (e’ — fE)(p) = (eG — gF)(p) = 0 elde edilir.

Ancak
Ah + ag\)((h + ag\)? + agsA\”)

(h + a()/\/)2

(fG = gF)(p) =
olarak hesaplanir ve bu ifadenin sifira esit olmas1 miimkiin degildir.
(i) Eksen spacelike iken v(s) = (f(s), s,0), f(s) = >_ ans", a, € Rolarak alindiginda
n=0
bu eksen etrafinda bu egri ile homotetik hareket altinda elde edilen yiizey X (s,t) =

(ht + A(t)f(s),s\(t) cosht, sA(t) sinht) idi ve bu yiizey i¢in birinci ve ikinci esas for-

mun katsayilar: sirasiyla
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E=X(f?=1), F=MN(f'f+s)+h\f', G=(>+f)N? =\ +2nf\N +h?

ve

Sf”/\3
€ = A ) f*

(sf" — F)NN — hA?
A

bulunur.

Burada A = \/(1 + )20 — ((f — sf))AN + hA)2 dir. Yine

(P — gy = WISl = DU DN ) = 7 )

[k duruma benzer sekilde f(s) = ag £ s segilirse (eF — fE)(p) = (eG — gE)(p) =0

olarak hesaplanir. Ancak

(fG —gF)(p) = —Ah—aoN)(h* = s?A% +2h(ag + s)N + (s> + (ag + 5)2\?)
—s(sAN + A(h + (a+ s)N))(=2X (h + ag)\') + (ag + s)AN"
—SA N /1/2820 — (b4 agN)?

elde edilir ve bu ifade sifir olamaz.

(iii) Eksen lightlike iken v(s) = (f(s),s, f(s)), f(s) = f: a,s" ,a, € R olmak
iizere bu iireteg egriyle eksen etrafinda homotetik hareket g;c(inda elde edilen yiizey
parametrizasyonu X (s, t) = (A(t)(ts+ f(s)) + h(% — 1), sA(t) +ht2, M) (ts+ f(s)) +
h(§ + t)) olan yiizey idi. Bu yiizey igin birinci ve ikinci esas formun katsayilari

sirasiyla
E=X, F=s\—=2hf'\, G=—4hf)\ —4hs\

ve

B 2hf”)\2
€= A )

_2RA% — 2R fIAN
B A

f

olarak hesaplanir.
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Burada A = /452 /(263 + 2t + [/)A2 + 4(f — s f)A2X + 4s)® dir.

I sfMNN —4h2f 2% — 2hAY
I dir.

— (eF - E)(p) = 2

f(8) = ap+s ve A(t) = e’ olarak segilirse (eF' — fE)(p) = 0 olarak hesaplanir. Ancak

h(age’ +2(=h +e's))
Ve2h(age! + h + e's)

(eG —gE)(p) =

ve
e'h(—2eth + es)(age! + 2(—h + €'s))

Verh(age! + b+ €ts)

(fG—gF)(p) =~

bulunur ve bu ifadeler sifir olamazlar.

Sonug 4.3.1: E} de bir polinom egrisinin homotetik hareket altindaki yoriingesi

olan yiizeyler {izerinde umbilik nokta yoktur.

Teorem 4.3.2: E} de bir polinom egrisinin homotetik hareket altindaki yoriin-

gesi olan yiizeyler icin H?> — K = 0 ise bu durumda bu yiizeyler regle yiizeylerdir.

Ispat: i) Eksen timelike iken tireteg egrisi v(s) = (s, 0, f(s)) olmak iizere bu egrinin
homotetik hareket grubu altindaki yoriingesi olan yiizey ic¢in ortalama egrilik ve

Gauss egriligi daha 6nceden hesaplanmigti. Bu hesaplamalardan

H?> — K = [=2(h+(f —sfON)(=sX + f'(h+ fN) + sf"(—h* + s*A* — 2R f N
52N = PA?) 4 s(1 = ) (A2 = 2N (h+ (f = sf)N) + (f — s
FOMP +4(SN (=14 f2) + (B4 (f = sfON))(=(h + (f = sfIN)?
TS SN = 2N (Bt (f = sfON) + (f = sf)AN)
JUSEN (=1 + f2) + (h+ (f = sf)N)?)?

olarak elde edilir. H? — K, s parametresine bagh bir polinomdur ve bu polino-

mun bir sifir polinomu olabilmesi i¢in pay kismi sifir olmahdir. Paydaki polinomun
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bagkatsayis1 s 2 terimine aittir ve ((4m? — 2m)\? — m(m — 1)A\* — m2A\")%a8,
dir. f(s) = 3 ans", a, € R olmak tizere m > 2 iken bu katsay1 sifir olamaz. Ozel
n=0

1 % 1
s = o, V&
a0b1 + h (a0b1 + h)2

olarak f(s) = ag+ s ve A(t) = by + b1t secilirse H =
H? — K = 0 bulunur.

ii) Eksen spacelike iken iireteg egrisi v(s) = (f(s),s,0), f(s) = > ans™, a, € R
n=0
olmak iizere bu egri ile spacelike eksen etrafinda homotetik hareket ile elde edilen

ylizey icin

H>— K = [2h+ (f —sfON)(N + f/(h+ fN) + sf/(h* — *A% + 2hf N + (s
N = s(14 A (SN 2N (B + fN — sf/X) + (f — sf)IN)]?
A= N1+ f2) 4 (W (f = sfON))(h+ (f = sfON)? + s f"(sA?
42N (h4 (f = sfON) = (f = sf)OMN'[4(=* N (1 + f2) + (h + (f
—sfON)?)?

olarak elde edilir. H%2— K, s parametresine bagl bir polinomdur ve bu polinomun bir
sifir polinomu olabilmesi i¢in pay kismi sifir olmalidir. Paydaki polinomun bagkat-
sayist s 2 terimine aittir ve bu katsay1 m?(1 — m)2aS (3A* — m(2X? + A\"))? dir.
m > 2 iken bu katsay1 ancak A sabit iken sifir olabilir. Ancak \(¢) # sbt oldugundan

bu durumda bu katsay1 sifir olamaz. Ozel olarak f(s) = ag secilirse

3(h + agN')* + (252X + 5ag ") (h 4 ag\)? + a2 X2\ + 204052\ N

H* - K = .
(—252X% + (h + ao)\)?)

h
olarak hesaplanir ve burada A(t) = by — —t almirsa H = 0 ve K = 0 olmak iizere

Qo
H? — K = 0 elde edilir.
iii) Eksen lightlike iken v(s) = (f(s), s, f(s)) ,f(s) = >_ a,s" ,a, € R olmak iizere
n=0
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bu iiretec egriyle eksen etrafinda homotetik hareket altinda elde edilen yiizey icin

H?— K = (Nf"(4hf — $®N) + Mdhsf" — fN' + f/(=2h 4+ s\"))))?
+16RA(SA + hf? + (f — sfONYN+ f7(=2sN — fA\”
S+ (2R 4 sA")64hN (sA + hf? + (f — sf)N)]?

H? — K = 0 olabilmesi ancak H = 0 ve K = 0 iken miimkiindiir. Ancak Teorem
4.3.2 de goriildiigii tizere lightlike eksen ile homotetik hareket grubu altinda elde
edilen yiizey i¢in f polinomunun derecesi ne olursa olsun K # 0 oldugundan bu

durumda H? — K # 0 elde edilir.

Sonug 4.3.2: E} de bir polinom egrisinin homotetik hareket grubu altinda taradig

yiizeyler icin H? — K = 0 ise bu durumda bu yiizeyler regle yiizeylerdir.
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Ornek 4.3.7: Timelike eksen etrafinda homotetik hareketle elde edilen, iiretec egrisi

v(s) = (5,0, f(s)) olmak tizere f(s) = 1+ s ve A(t) = 1 — ¢ olan yiizey sekildeki

1
———— ve K = ———— ile birlikte H*> — K = 0 dir
|—1+h| (=1+nh)

gibidir. Bu yiizey i¢in H =
Bu yiizey sekildeki gibidir.

Sekil 4.13 f(s) =1+ s, A(t) = 1 — ¢ olan yiizey

Bu yiizey
X(s,t) = (s(1 —t)cost,s(1 —t)sint,ht + (1 + s)(1 —t))

parametrizasyonuna sahiptir.

64



Ornek 4.3.8: Spacelike eksen ile birlikte tireteg egrisi v(s) = (f(s),s,0) ve f(s) =1

ve A(t) = 2 — ht seqildiginde elde edilen yiizeyin parametrizasyonu
X(s,t) = (1 + s(2— ht),s(2 — ht) cosht,s(2 — ht)sinht)

dir ve bu yiizey sekildeki gibidir. Bu yiizey icin H = 0, K = 0 ile birlikte H>—~ K = 0
dir.

Sekil 4.14 f(s) =1, A(t) =2 — ht olan yiizey
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5. £? BiR EGRININ HELIiKOiDAL HAREKET GRUBU ALTINDAKI
YORUNGESI OLAN LINEER WEINGARTEN YUZEYLER

Tamm 5.1: E? de bir M yiizeyinin esas egrilikleri k; ve ky olmak iizere bu egri-
likler arasinda ¢(ky, k2) = 0 olacak sekilde bir ¢ fonksiyonu var ise M ye FE3 de

Weingarten yiizey (W-yiizey) denir.

Esas egriliklerin arasinda boyle bir fonksiyonun varligina esdeger olarak M yiizeyinin
Gauss egriligi K, ortalama egriligi H olmak iizere ¢(K, H) = 0 olacak sekilde agikar

olmayan bir ¢ fonksiyonu bulunabiliyorsa M bir Weingarten yiizey olur.

Lineer Weingarten yiizeylere ¢rnek olarak sabit ortalama egrilige sahip yiizeyler

(minimal yiizeyler), sabit Gauss egriligine sahip yiizeyler (kiireler, developable yiizey-

ler), domel yiizeyler vb. verilebilir. Developable regle yiizeylerin Gauss egrilik-
leri sifirdir. Bu yiizeyler icin her noktadaki tanjant diizlemleri herbir dogrultman
boyunca sabittir. Developable yiizey ornekleri ise diizlem parcalari, silindirler ve
konilerdir ve Oklid uzay1 ve Lorentz uzay: icin bu 6rnekler aymdir. Ozel olarak

Lorentz uzayinda yiizeylerin teget diizlemleri non dejeneredir.

5.1 Lineer Weingarten Helikoidal Yiizeyler

Homotetik hareket gruplarinda ¢zel olarak A(t) = 1 alindiginda helikoidal hareket
gruplar elde edilir.

Tamim 5.1.1. E? de diizlemsel bir egrinin bir parametreli helikoidal hareket grubu
altinda cizdigi yoriingeye helikoidal yiizey denir. Hareketin ekseni L ve adimi h ol-

mak iizere eksenin karakterine bagh olarak ii¢ farkli durum s6z konusudur.

(i) L = ((0,0,1)) timelike ise iirete¢ egri v(s) = (s,0, f(s)) seklinde parametrize

edilebilir ve (3.1) ile verilen homotetik hareket grubunda A(¢) = 1 olmak iizere elde
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edilen helikoidal yiizey
X(s,t) = (sA(t) cost,ssint, ht + f(s))

seklinde parametrize edilir.

(ii) L = ((1,0,0)) spacelike ise iireteg egri v(s) = (f(s),s,0) seklinde parame-
trize edilebilir ve (3.2) ile verilen homotetik hareket grubunda A(t) = 1 olmak iizere

elde edilen helikoidal yiizey
X(s,t) = (ht+ f(s),scosht, ssinht)

ile parametrize edilen yiizey olur.

(iii) L = ((1,0,1)) lightlike ise iireteg egri v(s) = (f(s),s, f(s)) seklinde para-
metrize edilir ve (3.3) ile verilen homotetik hareket grubunda A(t) = 1 olmak tizere

elde edilen yiizeyin parametrizasyonu

3 3

X(s,t) = (ts+ f(s) + h(% — 1), s+ ht* ts + f(s) + h(% + 1))

seklinde olacaktir.

Teorem 5.1.1: M, E} de diizlemsel bir egrinin helikoidal hareket grubu altindaki
yoriingesi olan helikoidal yiizey olsun. M nin ortalama egriligi H ve Gauss egriligi

K olmak tizere [H + K = c sartin saglayan M yiizeyleri i¢in

i) Eksen L = ((0,0,1)) timelike iken iireteg egri v(s) = (s, 0, f(s)),olmak iizere

ds

o 12564-2¢584-2¢258 —h2s2 (24 (12 4+-4c)s2+2c25%) — \/1288 (RA12+(1244c) s —2h2 (2+1252+2c52))
f(S) - - 254(14(12+2c)s2+c2s%

o 1286+2CSG+262887h282(2+(12+4C)S2+20284)7\/1288(h4l2+(12+40)8472h2(2+1282+2882))d
f(s) = 252 (1+(12+2c)s2+c2 5% o

67



B l236+2036+262$8—h252(2+(l2+4c)32+2c2s4)+\/l258(h4l2+(l2+4c)s4—2h2(2+l232+2cs2))d
fls)=[ - 253 (1+(1242¢)s2+c2 5% o

. l2$6+2036+202$8—h2$2(2—|—(l2+4c)32+2c254)+\/1238(h4l2+(l2+4c)s4—2h2(2+12$2+2cs2))d
f(S) - 25%(14(1242c)s2+c2s4 5

dir.

ii) L = ((1,0,0)) spacelike ve iireteg egri v(s) = (f(s), s,0) olmak iizere

B 2cs6+l236+202587h232(2+4032+l232+20234)+\/l258(h4l2+(4c+l2)s472h2(2+2052+l252))d
f(S) o -\ 25%(142cs2+12s24c2s%) S

B 2036+l236+20238—h252(2+4052+l232+2c254)+\/l238(h4l2+(4c+l2)s4—2h2(2+2032+l232))d
f(S) - - 254 (1+42cs2+1252+c25%) o

o 7205671236720238+h232(2+4cs2+l252+20234)+\/l258(h412+(4c+l2)s472h2(2+2632+l252))d
f(S) - - 254 (14-2¢s2+12 5242 s%) o

o 720567l256720258+h232(2+4csz+l252+2c254)+\/1238(h4l2+(4c+12)s472h2(2+2052+l2s2))d
f(S) - 25%(1+2cs?+1252+c2s%) o
r

dir.

iii) L = ((1,0, 1)) lightlike ise iireteg egri v(s) = (f(s), s, f(s)) olmak iizere

S

£(s) = / 2chs — hi*s +8c2hs® + \/R2P(1 + des + IPs%) |
= 2h2(1%2 — 4c%s?)

f(s) = / \/_ZChs — hl?s +8¢%hs® + /RPE(1 4 des + £2s%) ..

2h2(1%2 — 4c?s?)

fs) = / _\/_20h8 + hi?s — 8¢hs® + \/RPP(1 4 des® + Ps?) |

2h2(—1% 4 4c%s?)

S

£(s) = / —2chs + hi?s — 8c2hs® 4+ \/h212(1 + 4es? + l252)d
= 2h2(—12 + 4c%s?)

dir.
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ispat: i) Eksen L = ((0,0, 1)) timelike iken elde edilen ytizey X (s,t) = (sA(t) cost, ssint, ht+

f(s)) ile parametrize edilir. Bu yiizey icin

H

2 () 4 8 (8) (P = W) + ()L = ()
2=k + 52 (1— f(5)?)}

—h* 4+ 5°f'(s).f"(5)
(=h%+s2(1 = f'(s)?))?

K —

olarak hesaplanir. Buradan

1 s2f/(s) '
H_?8<¢4ﬂ+§u—f@m>

“ (i)

olarak yazilabilir. O halde [H + K = c ifadesinde bu tiirevler yerlerine yazilirsa

ve

i l S2f/(8) N Szf'(S)Q + h2 ! .
25 \ /=h2+s2(1 - f'(s)?) —h? + s2(1 — f'(s)?)
s*f'(s) s*f'(s)* + h? 2

— | + =cs

N [OU M (B[O

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiiyle aranan f(s) ifadesi bulunur.

ii) L = ((1,0,0)) spacelike iken helikoidal hareket grubu ile elde edilen yiizeyin
parametrizasyonu X (s,t) = (ht + f(s), scosht, ssinht) dir ve bu yiizey igin

L)+ s () = ) = L)L+ ()°)
212 = (1+ f/(5))

H

2+ 57 f'(s)f"(s)
(h? = s2(1+ f'(s)%))?

1 52 f'(s) '
H‘¢s<¢%—§a+f@m)
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olur. Buradan




ve

1 —s2f(s)2+h?*
K= (h2 —a +f’(8>2))

olarak hesaplanir. O halde [H + K = c ifadesinde bu tiirevler yerlerine yazilirsa

1 l s2f'(s) N —s2f'(s)? + h? /:
25 \ \/R2 =21+ fi(s)2) D2 —s*(1+ f(s)?)
. s2f'(s) N —s2f'(s)? + h? _ L

VS ) | = R PGP

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiiyle aranan f(s) ifadesi bulunur.

iii) L = ((1,0,1)) lightlike ise helikoidal hareket ile elde edilen yiizey X(s,t) =
(ts+ f(s) + (& —1), s+ ht? ts+ f(s) + (& +1)) ile parametrize edilir. Bu yiizey

icin

) = 25(9))
A(=h(s + hf(s)2)}

ve

L 2hp () f(s)
K= et (s

YRR VL ONERY
H_4( \/4h(8+hf’(8)2)>

1 1 !
=1 (m)

olarak da yazilabilir. [H + K = c ifadesinden

olur. Buradan

ve

1 ahfs) 1 Y
A\ \Ah(s + hpi(s)2)  sthf(s)?)

4hf'(s) N 1
VAh(s + hf'(s)?) s+ hf'(s)?

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin ¢oziimiiyle aranan f fonksiyonu bulunur.

= —4cs
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6. TARTISMA VE SONUC

Bir egrinin, dogrunun ya da noktanin uzayda hareketinin geometrisini aragtirmak
uzay kinematigi agisindan onemlidir. Boyle bir hareket geometrik modellemede ve
mekanik iirtinlerin iiretiminde, robot hareketlerinin dizayninda uygulamaya sahip-
tir. Bununla birlikte homotetik hareketler genel gorecelilik kuraminda yapilan calig-
malarda da yer almaktadir. Ayrica homotetik hareket gruplarinin ¢zel bir hali olan

helikoidal hareket gruplar1 da halen incelenmektedir.

Bu tezde polinom egrilerinin homotetik hareket altinda taradiklar: yiizeylerin sabit
ortalama egrilige ya da sabit Gauss egriligine sahip olabilmesi igin regle yiizeyler
olmasi gerektigi sonucuna ulagilmigtir. Bununla birlikte yine bu yiizeyler genellegtir-

ilmis umbilik ytiizeyler ise regle yiizeylerdir.

Bu calisma uzayda hareketlerin bir genellemesi oldugundan énem tagimaktadir.
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