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LORENTZ UZAYINDA HAREKETLER VE SABİT EĞRİLİKLİ YÜZEYLER 

Esma DEMİR ÇETİN 

Ankara Üniversitesi 

 Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

 

Danışman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI 

 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  

İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölümde, 3 boyutlu Lorentz uzayı tanımlanıp, bu uzayda vektörel çarpım, 

izometriler, dönme hareketi, helikoidal hareket grupları ve yüzeylerden bahsedilmiştir. 

Üçüncü bölümde, 3 boyutlu Lorentz uzayında homotetik hareket grupları tanımlanmış 

ve homotetik hareket grupları altında bir noktanın yörüngesinden bahsedilmiştir. Daha 

sonra ise eğrilerin homotetik hareket grupları altında yörüngesi olan yüzeyler 

verilmiştir.  

Dördüncü bölümde, Lorentz uzayında bir yüzeyin ortalama ve Gauss eğrilikleri 

tanımlanmış ve üreteç eğrisinin bir polinom eğrisi veya çember olması durumunda 

homotetik hareket grupları altında taradıkları yüzeylerin eğriliklerinin sabit veya sıfır 

olabilmesi için gerekli şartlar aranmış ve bu yüzeylere örnekler verilmiştir. Daha sonra 

ise yüzeylerin umbilik olması ile H²-K=0 olması arasındaki ilişki araştırılmıştır. 

Son olarak beşinci bölümde helikoidal hareket grupları ile elde edilen yüzeyler için 

lineer Weingarten yüzey olma şartları ele alınmıştır. 

 Mayıs 2014, 74 sayfa 

 Anahtar Kelimeler : Lorentz uzayı, Homotetik hareket, Umbilik yüzeyler, Sabit 

ortalama eğrilik, Sabit Gauss eğriliği. 
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This thesis consists of five chapters. 

The first chapter is devoted to the introduction. 

In the  second chapter, Lorentz 3-space and its properties are mentioned. Then vector 

product, isometries, rotation, helicoidal motion groups and surfaces are given. 

In the third chapter, firstly homothetic motion groups on Lorentz 3-space is defined. 

Then orbit of a point under a homothetic motion group is mentioned and then surfaces 

which are the orbit of curves under homothetic motion groups are examined.  

In the forth chapter, mean and Gauss curvatures of a surface on Lorentz 3-space are 

defined and then surfaces, which are the orbit of curves under homothetic motion 

groups, with constant or zero curvatures are researched.  

Finally in the fifth chapter the surfaces, which are the orbit of curves under helicoidal 

motion groups, with lH+K=c are investigated. 
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1. G·IR·IŞ

Öklid uzay¬nda bir M yüzeyi için, H ortalama e¼grilik ve K Gauss e¼grili¼gi olmak

üzere H2 �K > 0 d¬r. Bu eşitsizli¼gin önemi asl¬nda Weingarten dönüşümünün ma-
trisinin köşegenleştirilebilir olmas¬d¬r. Hatta bir P 2M noktas¬için H2�K = 0 ise

P noktas¬bu M yüzeyinin bir umbilik noktas¬d¬r. Öklid uzay¬nda bütün noktalar¬

umbilik olan yüzeylere umbilik yüzeyler denir. Bunlar düzlem parçalar¬ve kürel-

erdir (Struik 1988).

Lorentz uzay¬E31 de H, K ve umbilik olma aras¬ndaki ili̧ski Öklid uzay¬ndan oldukça

farkl¬d¬r. ÖncelikleH veK dan bahsedebilmek için non-dejenere yüzeylere ( metri¼gin

non-dejenere oldu¼gu yüzeylere) ihtiyaç vard¬r. Bunlar metri¼gin pozitif tan¬ml¬oldu¼gu

spacelike yüzeyler ve metri¼gin Lorentz metri¼gi oldu¼gu timelike yüzeylerdir. Bu du-

rumda H ve K Öklid uzay¬ndakine benzer şekilde tan¬mlan¬r. P 2M noktas¬ndaki

Weingarten dönüşümü Ap olmak üzere bu P noktas¬nda

H(P ) = �iz(Ap); K(p) = �det(Ap)

Burada e¼ger yüzey spacelike ise � = 1, yüzey timelike ise � = �1 dir.

E31 de Weingarten dönüşümü self-adjoint olmas¬na ra¼gmen köşegenleştirilemeyebilir.

Bunun sebebi yüzey üzerindeki metri¼gin Lorentz metri¼gi olmas¬d¬r. M , E31 ün non-

dejenere bir yüzeyi ve P 2M olmak üzere e¼ger Weingarten dönüşümü Ap köşegen-

leştirilebilir ise H2(P )� �K(P ) � 0 d¬r ve P nin umbilik nokta olmas¬durumunda

H2(P ) � �K(P ) = 0 olur. Ap nin her zaman köşegenleştirilebilir olmas¬ sadece

spacelike yüzeyler için mümkündür. Timelike yüzeylerde ise genel olarakWeingarten

dönüşümü köşegenleştirilemez. E¼ger köşegenleştirilebilir ise H2(P )��K(P ) � 0 d¬r.

Köşegenleştirilemez ise H2(P )� �K(P ) 6 0 olur.

Öklid uzay¬nda oldu¼gu gibi E31 de tüm noktalar¬umbilik olan spacelike ya da time-

like yüzeylere umbilik yüzeyler denir. Özel olarak bu yüzeyler için her P noktas¬nda

1



Weingarten dönüşümü A köşegenleştirilebilirdir. Bununla birlikte Lorentz uzay¬nda

H2 � K = 0 şart¬n¬ sa¼glayan ancak Weingarten dönüşümü köşegenleştirilemeyen

yüzeyler de vard¬r. Yani E31 de bir yüzey üzerinde H
2 � K = 0 olmas¬yüzeyin

umbilik olmas¬n¬garanti etmez. E31 ün umbilik yüzey örnekleri hiperpolik yüzeyler

ve pseudo kürelerdir (O�Neill 1983).

Magid (1983) E31 de a sabit bir say¬olmak üzere minimal polinomu (x � a)2 olan

yüzeylere genelleştirilmi̧s umbilik yüzeyler demi̧stir. Dillen ve Kuhnel (1999) ise,

E31 de do¼grultmanlar¬null olan bütün regle yüzeyler için H
2 � K = 0 oldu¼gunu

söylemi̧slerdir.

Hou ve Ji (2007) 3 boyutlu Lorentz uzay¬ndaH2�K = 0 eşitli¼gini sa¼glayan helikoidal

yüzeyler olmas¬na ra¼gmen helikoidal yüzeyler üzerinde umbilik nokta bulunmad¬¼g¬n¬

göstermi̧slerdir. E31 ün umbilik yüzeyleri olan hiperbolik yüzeyler ve pseudo küreler

s¬ras¬yla spacelike dönel yüzey ve timelike dönel yüzey örnekleridir. Ayr¬ca Clelland

(2010) H2 � K = 0 olan timelike yüzeyleri incelemi̧stir ve bu yüzeylerin, do¼grult-

manlar¬lightlike olan regle yüzeyler oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r.

Bu tezde önce helikoidal hareket gruplar¬n¬n daha genel hali olan homotetik hareket

gruplar¬alt¬nda noktalar¬n ve e¼grilerin yörüngesi incelenip yörünge e¼grilerinden ve

homotetik yüzeylerden bahsedilmi̧stir. Bu yüzeyler için umbilik olma şartlar¬ in-

celenmi̧stir. Daha sonra ise homotetik hareket grubu alt¬nda bir e¼grinin yörüngesi

olan bir yüzeyin üreteç e¼grisinin bir polinom gra�¼gi veya çember oldu¼gu durumda

yüzeyin sabit e¼griliklere sahip olmas¬için gereken şartlar incelenmi̧stir. Son olarak

ise � n¬n 1 oldu¼gu durumda özel olarak helikoidal yüzeyler için lineer Weingarten

yüzey olma şartlar¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.
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2. LORENTZ-M·INKOWSK·I UZAYI

2.1 Temel Tan¬mlar

R3, bilinen vektör yap¬s¬yla üç boyutlu reel vektör uzay¬ ve e1 = (1; 0; 0); e2 =

(0; 1; 0); e3 = (0; 0; 1) iken Bu = fe1; e2; e3g; R3 ün standart baz¬olmak üzere (x; y; z)

bu baza göre bir vektörün koordinatlar¬d¬r.

E¼ger fe1; :::; emg vektör cümlesi ise he1; :::; emi = f
P
aiei; ai 2 R; 1 6 i 6 mg bu

vektörlerin lineer kombinasyonlar¬taraf¬ndan üretilen alt vektör uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.1.1: u = (u1; u2; u3) ve v = (v1; v2; v3) 2 E3 olmak üzere Lorentz uzay¬nda

iç çarp¬m aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

h; i : E3xE3 �! E

(u; v) �! hu; vi = u1v1 + u2v2 � u3v3

E3 üzerinde tan¬mlanan bu simetrik, bilineer ve nondejenere metrik tensöre Lorentz

metri¼gi denir.

Ayn¬ zamanda G =

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

1CCCA olmak üzere hu; vi = utGv yaz¬labilir (Lopez

2008).

Tan¬m 2.1.2: h; i ; E3 de Lorentz metri¼gi olsun.{E3; h; ig ikilisine 3 boyutlu Lorentz

uzay¬denir ve E31 ile gösterilir.

v = (v1; v2; v3) 2 E31 olmak üzere v nin normu kvk =
p
jhv; vij şeklinde tan¬m-

lan¬r (Lopez 2008).

Tan¬m 2.1.3: v = (v1; v2; v3) 2 E31 olmak üzere

hv; vi < 0 ise v ye timelike vektör ;
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hv; vi = 0 ve v 6= 0 ise v ye null ya da lightlike vektör;

hv; vi > 0 ise v ye spacelike vektör denir (Lopez 2008).

E31 de lightlike koni tüm lightlike vektörlerin kümesidir ve aşa¼g¬daki şekilde tan¬m-

lan¬r:

C = f(x; y; z) 2 E31 : x2 + y2 � z2 = 0g � f(0; 0; 0)g

Şekil 2.1 Light koni

Tan¬m 2.1.4: U � E31 bir altvektör uzay¬olsun. U üzerinde tan¬mlanan metrik

h; ijU pozitif tan¬ml¬ysa U ya spacelike, nondejenere indeks 1 ise timelike, dejenere

ve U 6= f0g ise lightlike denir.

Bir vektörün ya da bir alt vektör uzay¬n¬n karakteri spacelike, timelike ya da light-

like olarak belirlidir. Bu durumda U bu üç durumdan birini sa¼glar (Lopez 2008).

Önerme 2.1.1: U , E31 ün bir alt vektör uzay¬olsun.

(i) E¼ger U = hui 1 boyutlu bir vektör uzay¬ ve u spacelike (s¬ras¬yla timelike,
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lightlike) ise U da spacelike ( s¬ras¬yla timelike, ligthlike) olur.

(ii) U? timelike (s¬ras¬yla spacelike, lightlike) ise U spacelike (s¬ras¬yla timelike,

lightlike) olur.

(iii) E¼ger U lightlike bir düzlem ise bu durumda boy(U \ U?) = 1 dir.

(iv) boy(U) = 2 olsun. Bu durumda U iki tane lineer ba¼g¬ms¬z lightlike vektör

içeriyor ise kendisi timeliked¬r. Di¼ger yandan U bir lightlike vektör içeriyor ancak

timelike vektör içermiyorsa kendisi lightliked¬r (Lopez 2008).

Önerme 2.1.2: (i) u ve v iki timelike vektör ve hu; vi 6= 0 olmak üzere

jhu; vij >
p
�hu; ui

p
�hv; vi

dir. hu; vi < 0 ise u ile v aras¬ndaki hiperbolik aç¬' olmak üzere hu; vi = � juj jvj cosh'

olarak tan¬ml¬d¬r.

(ii) u ve v iki lightlike vektör olmak üzere hu; vi = 0 ise bu vektörler lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

(iii) u ve v iki timelike ya da lightlike vektör olmak üzere hu; vi = 0 ise bu du-

rumda bu vektörlerin ikisi de lightliked¬r (Lopez 2008).

� ; E31 de tüm timelike vektörlerin kümesi olsun. u; v 2 � olmak üzere yukar¬-

daki önermeden hu; vi > 0 veya hu; vi < 0 oldu¼gunu biliyoruz. u 2 � olmak üzere

C(u) = fv 2 � ; hu; vi < 0g kümesine u ya ait timelike koni denir. Bu da � üzerinde

iki s¬n¬fa sahip bir denklik ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlar (Lopez 2008).

Tan¬m 2.1.5: E3 = (0; 0; 1) ve u bir timelike vektör olmak üzere u 2 C(E3)

ise u ya gelecek yönlü denir (Lopez 2008).
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Önerme 2.1.3: P; E31 de bir düzlem olsun. Ne de Öklid metri¼gi ile bu düzleme or-

togonal vektör olmak üzere Ne timelike (s¬ras¬yla spacelike, lightlike) ise P spacelike

(s¬ras¬yla timelike, lightlike) olur (Lopez 2008).

Son olarak yönlendirmeden bahsedilecek olursa bir vektör uzay¬olarak E31 üzerinde

bilinen yönlendirme mevcuttur. Yani E31 e ait iki baz B ve B0, MBB0 de bu baz-

lar aras¬nda geçi̧s matrisi olmak üzere det(MBB0) > 0 ise B ve B0 bazlar¬ ayn¬

yönlendirmeye sahiptir. Bu da E31 ün tüm bazlar¬ aras¬nda bir denklik ba¼g¬nt¬s¬

tan¬mlar. Bu ba¼g¬nt¬yla iki denklik s¬n¬f¬elde edilir. E31 üzerinde standart baz Bu

ve herhangi bir baz B olmak üzere e¼ger det(MBuB) > 0 ise bu durumda B pozitif

yönlendirmeye sahiptir .

Bo, E31 ün tüm ortonormal bazlar¬n¬n cümlesi olmak üzere, fe1; e2; e3g ortonormal

baz¬için e3 timelike al¬nacakt¬r. Bu durumda bu baza göre metri¼gin matris gösterimi

G =

0BBB@
1 0 0

0 1 0

0 0 �1

1CCCA
olacakt¬r.

B = fe1; e2; e3g ve B0 = fe01; e02; e03g iki ortonormal baz olmak üzere e¼ger e03 2 C(e3)

yani he3; e03i = 0 ise B � B0 olur. Bu durumda iki denklik s¬n¬f¬vard¬r ve bu denk-

lik s¬n¬�ar¬timelike yönlendirme ad¬n¬al¬r. Her denklik s¬n¬f¬tek bir timelike koni

tan¬mlar ve ayn¬şekilde verilen her timelike koni için tek bir timelike yönlendirme

mevcuttur. Öyle ki bu yönlendirmeye ait olan tüm bazlar¬n üçüncü vektörleri bu

timelike koni üzerindedir (Lopez 2008).

Tan¬m 2.1.6: Verilen bir B = fe1; e2; e3g ortonormal baz¬ için, e3 vektörü gele-

cek yönlü yani he3; E3i < 0 ise B ye gelecek yönlü baz denir (Lopez 2008).
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2.2 Lorentz Vektörel Çarp¬m¬

Tan¬m 2.2.1: u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3) 2 E31 olmak üzere u ve v nin Lorentz

vektörel çarp¬m¬uxv aşa¼g¬daki eşitlikleri sa¼glar.

huxv; wi = det(u; v; w)

uxv =

���������
i j �k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������

E¼ger Öklid uzay¬ndaki vektörel çarp¬ma uxev dersek, uxv, uxev nin z = 0 düzlemine

göre yans¬mas¬d¬r (Lopez 2008).

Önerme 2.2.1: Lorentz vektörel çarp¬m¬aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar.

(i) uxv = �vxu dir.

(ii) uxv vektörü u ve v ye diktir.

(iii) uxv = 0 olmas¬için gerek ve yeter şart bu vektörlerin lineer ba¼g¬ml¬olmalar¬d¬r.

(iv) uxv 6= 0 olmak üzere bu vektörün P = hu; vi düzleminde olmas¬için P lightlike

olmal¬d¬r (Lopez 2008).

Tan¬m 2.2.2: E31 , 3 boyutlu Lorentz uzay¬ve u; v 2 E31 olsun.

hu; vi = 0 ise u ve v vektörleri E31 de birbirine ortogonaldir denir (Lopez 2008).

2.3 E31 ün ·Izometrileri

Tan¬m 2.3.1: E31 ün bir izometrisi A : E31 �! E31 , Lorentz metri¼gini koruyan
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bir izomori�zmdir. Öyle ki

hAu;Avi = hu; vi ; u; v 2 E31

dir. E31 ün bütün izometrilerinin cümlesi O1(3) ile gösterilir. Bu durumda O1(3)

Lorentz grubu ad¬n¬al¬r. O1(3) ün bir eleman¬, iki ortonormal baz aras¬ndaki geçi̧s

matrisi olarak al¬nabilir. Çünkü E31 ün bir izomor�zmi A olmak üzere e¼ger A orto-

normal baz olmay¬koruyorsa bir izometridir.

E31 üzerinde vektör uzay¬ yap¬s¬yla bilinen yönlendirme ve üzerinde tan¬mlanan

metrikle de timelike yönlendirme mevcuttur. Bununla birlikte bilindi¼gi üzere 3

boyutlu Öklid uzay¬n¬n izometrileri iki ba¼glant¬l¬ elemana sahiptir; determinan-

t¬n 1 oldu¼gu pozitif yönlendirme ve determinant¬n -1 oldu¼gu negatif yönlendirme.

Dolay¬s¬yla O1(3) dört ba¼glant¬l¬elemana sahiptir (Lopez 2008).

Lemma 2.3.1: A 2 O1(3) olsun.

(i) detA = 1 ise A yönlendirmeyi korur.

(ii) A = (aij) olmak üzere detA = 1 ve a33 > 0 ise A timelike yönlendirmeyi

korur (Lopez 2008).

Teorem 2.3.1: O1(3) ün ba¼glant¬l¬elemanlar¬

O++1 (3) = fA 2 O1(3); detA = 1; a33 > 0g

O+�1 (3) = fA 2 O1(3); detA = 1; a33 < 0g

O�+1 (3) = fA 2 O1(3); detA = �1; a33 > 0g

O��1 (3) = fA 2 O1(3); detA = �1; a33 < 0g

olarak tan¬mlan¬r ve O++1 (3) kümesine ortocrone grup denir (Lopez 2008).
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Tan¬m 2.3.2: E31 de dönme, bir vektörü, bir L do¼grusu üzerinde bir nokta etraf¬nda

hareket ettiren izometridir. L do¼grusuna dönmenin ekseni denir.

E31 de eksenin spacelike, timelike veya lightlike olmas¬na göre üç çeşit dönme hareketi

vard¬r. Bu durumda L, s¬ras¬yla z-ekseni, x-ekseni veya (1,0,1) vektörü taraf¬ndan

üretilen do¼gru al¬nabilir. Dönme hareketinin matrisi de yine L nin karakterine ba¼gl¬

olarak de¼gi̧sir.

1. L = h(0; 0; 1)i şeklinde timelike ise dönme matrisi A

A =

0BBB@
cos � � sin � 0

sin � cos � 0

0 0 1

1CCCA , � 2 R

2. L = h(1; 0; 0)i şeklinde spacelike ise dönme matrisi A

A =

0BBB@
1 0 0

0 cosh � sinh �

0 sinh � cosh �

1CCCA , � 2 R

3. L = h(1; 0; 1)i şeklinde lightlike ise dönme matrisi A

A =

0BBBB@
1� �

2

2
�

�2

2

�� 1 �

��
2

2
� 1 +

�2

2

1CCCCA , � 2 R

olur (Lopez 2008).

Tan¬m 2.3.3: Lorentz kat¬ hareketi � : E31 �! E31 uzakl¬¼g¬koruyan birebir ve

örten bir dönüşümdür ve p; q 2 E31 olmak üzere

j�(p)� �(q)j2 = jp� qj2
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eşitli¼gi sa¼glan¬r.

v 2 E31 vektörünün ötelemesi Tv(p) = p+ v dönüşümüdür.

Her Lorentz kat¬hareketi E31 ün bir izometrisi A ve ötelemesi Tv nin bileşkesidir.

K¬saca � = TvoA d¬r.

Teorem 2.3.2: Lorentz helikoidal hareket grubu Lorentz kat¬ hareketlerinin bir

parametreli aşikar olmayan bir alt grubudur. Her helikoidal hareket grubu bir L ek-

seni ve h 2 R ad¬m¬yla kesin olarak tan¬mlan¬r. L ekseninin karakterine ba¼gl¬olarak

üç farkl¬durum söz konusudur. Helikoidal hareket �t ile gösterilirse bir (a; b; c) 2 E31
noktas¬için helikoidal hareket grubu

1) L = h(0; 0; 1)i şeklinde timelike iken

�t(a; b; c) =

0BBB@
cos t � sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1

1CCCA
0BBB@
a

b

c

1CCCA+ h
0BBB@
0

0

t

1CCCA
2) L = h(1; 0; 0)i şeklinde spacelike ise

�t(a; b; c) =

0BBB@
1 0 0

0 cosh t sinh t

0 sinh t cosh t

1CCCA
0BBB@
a

b

c

1CCCA+ h
0BBB@
t

0

0

1CCCA
3. L = h(1; 0; 1)i şeklinde lightlike ise

�t(a; b; c) =

0BBBB@
1� t

2

2
t

t2

2

�t 1 t

�t
2

2
t 1 +

t2

2

1CCCCA
0BBB@
a

b

c

1CCCA+ h
0BBBB@
t3

3
� t

t2

t3

3
+ t

1CCCCA
olarak tan¬mlan¬r. Özel olarak h = 0 al¬n¬rsa bu durumda L ekseni etraf¬nda bir

dönme grubu elde edilir.
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Helikoidal hareket gruplar¬nda ötelemenin ekseni, dönme ekseninin karakterine ba¼gl¬

olarak de¼gi̧siklik gösterir.

(i) Dönme ekseni spacelike ya da timelike iken öteleme de ayn¬eksen üzerinde olur.

Bununla birlikte P noktas¬eksen üzerinde bir nokta ise P nin helikoidal hareket

grubu alt¬ndaki yörüngesi eksenin kendisi olacakt¬r.

(ii) Dönme ekseni lightlike iken öteleme ayn¬ eksen üzerinde de¼gildir. Hatta ek-

sene ait bir P noktas¬n¬n helikoidal hareket grubu alt¬ndaki yörüngesi eksenin kendisi

de¼gildir. Orjin noktas¬n¬n lightlike eksen etraf¬nda helikoidal hareket grubu alt¬ndaki

yörüngesi lightlike bir e¼gridir. Dillen ve Kühnel (1999) lightlike bir eksen etraf¬nda

bir dönme ve ötelemeden oluşan hareketin yine lightlike eksen etraf¬nda bir dönme

hareketi oldu¼gunu söylemi̧slerdir.

Örnek 2.3.1: t 2 R ve helikoidal hareket grubu � = Tv � A olsun. Burada A,

ekseni L = h(1; 0; 1)i olan dönme ve v = h(1; 0; 1)i dir. Bu durumda helikoidal

hareket grubunun parametrik ifadesi

�(a; b; c) =

0BBBB@
1� t

2

2
t

t2

2

�t 1 t

�t
2

2
t 1 +

t2

2

1CCCCA
0BBB@
a

b

c

1CCCA+
0BBB@
t

0

t

1CCCA
şeklindedir. � alt¬nda sabit kalan noktalar¬n cümlesi R = (0;�1; 0) + h(1; 0; 1)i

do¼grusudur. Bu durumda � yeni ekseni R olan bir dönme hareketidir. Burada R; L

ye paraleldir.

2.4 E31 de Yüzeyler

Tan¬m 2.4.1: E31 de M; ba¼glant¬l¬ bir yüzey ve x : M �! R3 bir immersiyon

öyle ki TpM , p 2 M noktas¬ndaki te¼get düzlem olmak üzere x in p noktas¬ndaki

diferensiyeli (dx)p : TpM �! R3 birebirdir. Ters fonksiyon teoreminden x; x(M)
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üzerinde lokal olarak homeomor�zmdir. E¼ger x her yerde homeomor�zm ise x imbe-

ding dir ve M de E31 e embedded dir. E¼ger M kompakt ise bu şart alt¬nda x(M)

kendi kendini kesmez (Lopez 2008).

Tan¬m 2.4.2: Bir x : M �! E31 immersiyonu için P noktas¬ndaki birinci esas

form gp : TpMxTpM �! R metri¼gidir. E31 üzerindeki metrik üç şekilde olabilir.

(i) TpM spacelike bir düzlem ise gp pozitif tan¬ml¬d¬r.

(ii) TpM timelike bir düzlem ise gp indeks 1 tipinde bir metriktir.

(iii) TpM lightlike bir düzlem ise gp dejenere bir metriktir (Lopez 2008).

Tan¬m 2.4.3: M bir yüzey olmak üzere her P 2 M için TpM spacelike (s¬ras¬yla

timelike, lightlike) iseM nin immersiyonu x :M �! E31 de spacelike (s¬ras¬yla time-

like, lightlike) t¬r. Bununla beraberM de spacelike (s¬ras¬yla timelike ya da lightlike)

t¬r. ·Immersiyon timelike ya da spacelike ise non-dejenere olarak adland¬r¬l¬r. Bun-

dan sonra gp yerine h; i ifadesi kullan¬lacakt¬r (Lopez 2008).

Tan¬m 2.4.4: X : U �! M , M nin bir parametrizasyonu olsun. Birinci esas

formun katsay¬lar¬E; F; G : U �! R olmak üzere

E = hXu; Xui , F = hXu; Xvi ; G = hXv; Xvi

dir. Bununla beraber W = EG� F 2 olarak tan¬mlan¬r (Lopez 2008).

Önerme 2.4.1: X : U �! M , M yüzeyinin bir parametrizasyonu olsun. E¼ger

M non-dejenere ise M nin normali

N(u; v) =
XuxXv

kXuxXvk

olarak tan¬mlan¬r. Aşa¼g¬daki önermeler birbirine denktir.
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(i) M yüzeyi spacelike (ya da timelike) d¬r.

(ii) W pozitif (ya da negatif) tan¬ml¬d¬r.

(iii) N timelike (ya da spacelike) d¬r.

Bunun yan¬nda W = 0 ya da XuxXv vektörü lightlike ise M , lightliked¬r (Lopez

2008).

Önerme 2.4.2: x : M �! E31 , M yüzeyinin spacelike bir immersiyonu olsun.

Bu durumda M yönlendirilebilir bir yüzeydir (Lopez 2008).

·Ispat: Her P 2 M için, TpM spacelike bir düzlemdir. Vektörel çarp¬mla birlikte

lokal olarak tanjant düzleme ortogonal olacak şekilde bir N birim vektörü bulun-

abilir. Xu ve Xv vektörleri spacelike olaca¼g¬ndan XuxXv vektörü timeliked¬r. Bu

durumda N vektörü

N(u; v) =
XuxXv

jXuxXvj

şeklindedir. Böylece her noktan¬n bir komşulu¼gunda diferensiyellenebilir bir birim

normal vektör alan¬vard¬r.

E3 = (0; 0; 1) vektörü timelike bir vektördür ve 8P için jhN(P ); E3ij > 1 olur.

hN(P ); E3i > 1 veya hN(P ); E3i 6 �1 dir. Bu da yüzeyin her noktas¬nda bir nor-
mal vektör alan¬tan¬mlanmas¬n¬sa¼glar ve M yönlendirilebilir bir yüzey olur.

Spacelike yüzeylerde bir N yönlendirmesi al¬nd¬¼g¬nda her zaman hN;E3i < 0 ve

M nin yönlendirmesi gelecek yönlü kabul edilecektir.

Lorentz-Minkowski uzay¬nda, Öklid anlam¬nda küre tan¬m¬yoktur. Bunun yerine

aşa¼g¬daki kuadrikler tan¬mlan¬r. r > 0 ve p0 2 E31 olmak üzere :
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1. Yar¬çap¬r ve merkezi p0 olan hiperbolik yüzey

H2(r; p0) = fp 2 E31 ; hp� p0; p� p0i = �r2g

2. Yar¬çap¬r ve merkezi p0 olan psuedo-küre

S21(r; p0) = fp 2 E31 ; hp� p0; p� p0i = r2g

3. Merkezi po olan lightlike koni

C(p0) = fp 2 E31 ; hp� p0; p� p0i = 0g

E¼ger p0 orijin ise ilk iki durum için H2(r) ve S21(r) de yaz¬l¬r.

Tan¬m 2.4.5: Hiperbolik yüzey H2(1) şeklinde tan¬ml¬ yüzeydir ve H2 ile gös-

terilir. De Sitter Yüzeyi ise S21 = S
2
1(1) olarak tan¬mlan¬r.

M non-dejenere bir yüzey veN(P ) de her P noktas¬nda TpM ye ortogonal olan birim

vektör olmak üzereM spacelike iseN(p) 2 H2(1) veM timelike iseN(p) 2 S21(1) dir.

Tan¬m 2.4.6: Non dejenere bir M yüzeyi için � = N : M �! E31 şeklinde tan¬ml¬

diferensiyellenebilir � dönüşümüne Gauss dönüşümü denir. Burada M nin her P

noktas¬için N(P ); TpM ye ortogonal ve jN(P )j = 1 dir.

E¼gerM spacelike bir yüzey ise yönlendirilebilirdir ve yönlendirme gelecek yönlüdür.

Timelike yüzeyler için ise Gauss dönüşümünün varl¬¼g¬ndan lokal olarak bahsedilebilir

(Lopez 2008).

Teorem 2.4.1: Hiperbolik yüzey H2 spacelike bir yüzey ve De Sitter yüzeyi S21

timelike bir yüzeydir. Bununla beraber lightlike koni, lightlike bir yüzeydir. Şekilde
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s¬ras¬yla hiperbolik yüzey, light koni ve De Sitter yüzeyi görülmektedir.

Şekil 2.2 Hiperbolik yüzey, light koni, De Sitter yüzeyi
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3. E31 DE HOMOTET·IK HAREKET

3.1 Tan¬mlar ve Parametrizasyonlar

Tan¬m 3.1.1: 3-boyutlu Lorentz uzay¬nda 1 parametreli homotetik hareket0@Y
1

1A =

0@�A C

0 1

1A0@X
1

1A
şeklinde bir dönüşümdür. Burada A 2 O1(3); At = �A�1� dir. X ve Y , 3x1 tipinde

reel matrislerdir. Homotetik sabit �, A ve C bir t parametresine ba¼gl¬diferensiyel-

lenebilir fonksiyonlard¬r.

A�n dönüşüm olma durumunu engellemek için � = �(t) 6= sabit olarak al¬nacakt¬r.

Bununla birlikte hareketin yaln¬zca dönme ya da yaln¬zca öteleme olmamas¬ için
d

dt
(�A) 6= 0 ve d

dt
(C) 6= 0 olarak al¬nacakt¬r (Tosun, Küçük, Güngör 2006).

Tan¬m 3.1.2: 3-boyutlu Lorentz uzay¬nda homotetik hareket grubu bir L ekseni

ve h 2 R ad¬m¬yla birlikte eksenin karakterine ba¼gl¬olarak aşa¼g¬daki gibi de ifade

edilebilir.

1. L = h(0; 0; 1)i şeklinde timelike ise

�t(a; b; c) = �(t)

0BBB@
cos t � sin t 0

sin t cos t 0

0 0 1

1CCCA
0BBB@
a

b

c

1CCCA+ h
0BBB@
0

0

t

1CCCA (3.1)

2. L = h(1; 0; 0)i şeklinde spacelike ise

�t(a; b; c) = �(t)

0BBB@
1 0 0

0 cosh t sinh t

0 sinh t cosh t

1CCCA
0BBB@
a

b

c

1CCCA+ h
0BBB@
t

0

0

1CCCA (3.2)
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3. L = h(1; 0; 1)i şeklinde lightlike ise

�t(a; b; c) = �(t)

0BBBB@
1� t

2

2
t

t2

2

�t 1 t

�t
2

2
t 1 +

t2

2

1CCCCA
0BBB@
a

b

c

1CCCA+ h
0BBBB@
t3

3
� t

t2

t3

3
+ t

1CCCCA (3.3)

olarak tan¬mlan¬r. Burada �(t) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve h da reel sabit-

tir. Özel olarak �(t) = 1 olarak al¬n¬rsa Lorentz uzay¬nda helikoidal hareket gruplar¬

elde edilir. Bununla birlikte �(t) = 1 ve h = 0 al¬nd¬¼g¬nda dönme hareketi elde edile-

cektir.

3.2 E31 de Bir Noktan¬n Homotetik Hareket Grubu Alt¬ndaki

Yörüngesi

Tan¬m 3.2.1: I; R nin bir aç¬k aral¬¼g¬olmak üzere E31 de bir e¼gri � : I �! E31

şeklinde tan¬ml¬diferensiyellenebilir bir fonksiyondur. E¼ger bir t0 2 I noktas¬nda

�0(t0) 6= 0 ise � ya bu noktada regülerdir denir (Lopez 2008).

E31 de e¼grilerin karakterleri aşa¼g¬daki gibi ifade edilir.

Tan¬m 3.2.2: �; E31 de bir e¼gri olsun. E¼ger bir t 2 I noktas¬ için �0(t) space-

like (s¬ras¬yla timelike, lightlike) ise �(t) spacelike (s¬ras¬yla timelike, lightlike) d¬r.

Genel olarak, E31 de bir e¼grinin karakteri I n¬n bütün noktalar¬nda ayn¬de¼gildir.

Yani � n¬n spacelike, timelike, lightlike oldu¼gu noktalar olabilir. Bununla beraber

� n¬n spacelike ve timelike oldu¼gu noktalar aras¬nda, lightlike oldu¼gu bir nokta da

vard¬r. E¼ger �; bir t0 2 I noktas¬nda spacelike ya da timelike ise � n¬n ayn¬karak-

tere sahip oldu¼gu bir (t0 � �; t0 + �) aç¬k aral¬¼g¬vard¬r.

Örne¼gin �(t) = (cosh t; t2; sinh t) parametrizasyonuyla verilen e¼gri için h�0(t); �0(t)i =

4t2�1 olarak hesaplan¬r. Bu durumda � e¼grisi
�
�1;�1

2

�
[ (1

2
;1) aral¬¼g¬nda space-

like,
�
�1
2
; 1
2

�
aral¬¼g¬nda timelike ve

�
�1
2
; 1
2

	
noktalar¬nda lightliked¬r (Lopez 2008).
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Tan¬m 3.2.3: � : I �! E31 e¼grisi verilsin. 8t 2 I için �0(t) 6= 0 oluyorsa � regülerdir

denir (Lopez 2008).

Lemma 3.2.1: Her spacelike ya da timelike e¼gri yay parametresi ile parametre-

lendirilebilir. Bir � : I �! E31 e¼grisi için bir � : J �! I di¤eomor�zmi vard¬r öyle

ki � = �o� bir e¼gri olmak üzere her s 2 j için � spacelike ise h�0(s); �0(s)i = 1 ve

her s 2 J için � timelike ise h�0(s); �0(s)i = �1 dir (Lopez 2008).

Önerme 3.2.1: E31 de p = (a; b; c) bir nokta ve � e¼grisi de bu noktan¬n homotetik

hareket grubu alt¬ndaki yörüngesi olsun. Bu durumda � e¼grisinin karakteri t ye

ba¼gl¬d¬r.

·Ispat: i) Eksen timelike ise p noktas¬n¬n homotetik hareket alt¬ndaki yörüngesi

�(t) = (a�(t) cos t� b�(t) sin t; a�(t) sin t+ b�(t) cos t; c�(t) + ht)

olacakt¬r. Bu e¼gri için

h�0(t); �0(t)i = (a2 + b2 � c2)�0(t)2 + (a2 + b2)�(t)2 � 2ch�0(t)� h2

olarak hesaplan¬r. Görüldü¼gü gibi � e¼grisinin karakteri t ye ba¼gl¬d¬r. Ancak c = 0,

yani p noktas¬ eksene ortogonal olan düzlemde ise ve �(t) =
hp

a2 + b2
cos t veya

�(t) =
hp

a2 + b2
sin t seçilirse � bir null e¼gri olur. Burada a2 + b2 6= 0 dir.

ii) Eksen timelike ise p noktas¬n¬n yörüngesi

�(t) = a�(t) + ht; b�(t) cosh t+ c�(t) sinh t; b�(t) sinh t+ c�(t) cosh t)

ile parametrize edilen e¼gridir. Bu e¼gri için

h�0(t); �0(t)i = (a2 + b2 � c2)�0(t)2 � (b2 � c2)�(t)2 � 2ah�0(t) + h2
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dir. Yine � n¬n karakteri t parametresine ba¼gl¬d¬r. Özel olarak a = 0 ve �(t) =
hp
b2 � c2

cosh t olarak seçilirse � null bir e¼gri olacakt¬r. Burada b2 � c2 6= 0 dir.

iii) Eksen lightlike ise p noktas¬n¬n homotetik hareket alt¬ndaki yörüngesi

�(t) = (�(t)(a(1� t
2

2
) + bt+ c

t2

2
) + h(

t3

3
� t); �(t)(�at+ b+ ct) + ht2;

�(t)(�at
2

2
+ bt+ c(1 +

t2

2
)) + h(

t3

3
+ t))

e¼grisidir ve bu e¼grinin karakteri t parametresine ba¼gl¬d¬r. Özel olarak p = (0; b; 0)

ve �(t) =
h

b
t2 seçilirse � null bir e¼gri olur.

Önerme 3.2.2: Homotetik hareket gruplar¬nda özel olarak �(t) = 1 al¬nd¬¼g¬nda

elde edilen helikoidal hareket gruplar¬için p = (a; b; c) noktas¬n¬n helikoidal hareket

gruplar¬alt¬ndaki yörüngesi olan e¼grinin karakteri sabittir.

i) Eksen timelike ise p noktas¬n¬n helikoidal hareket grubu alt¬ndaki yörüngesi, para-

metrizasyonu

�(t) = (a cos t� b sin t; a sin t+ b cos t; c+ ht)

olan e¼gridir ve bu e¼gri için h�0(t); �0(t)i = a2 + b2 � h2 dir. � n¬n karakteri t den

ba¼g¬ms¬zd¬r. a2 + b2 = h2 oldu¼gunda � null bir e¼gri, a2 + b2 > h2 oldu¼gunda �

spacelike bir e¼gri ve a2 + b2 < h2 oldu¼gunda ise � timelike bir e¼gri olacakt¬r.

ii) Eksen spacelike ise p noktas¬n¬n helikoidal hareket grubu alt¬ndaki yörüngesi

�(t) = (a+ ht; b cosh t+ c sinh t; b sinh t+ c cosh t)

parametrizasyonu ile verilen e¼gri olur ve bu e¼gri için h�0(t); �0(t)i = �b2 + c2 + h2

olarak hesaplan¬r. b2�c2 = h2 oldu¼gunda � null bir e¼gri, b2�c2 < h2 ise � spacelike

bir e¼gri ve b2 � c2 > h2 ise � timelike bir e¼gri olacakt¬r.
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iii) Eksen lightlike ise p noktas¬n¬n helikoidal hareket grubu alt¬ndaki yörüngesi

�(t) = (a+ (b� h)t+ c� a
2
t2 + h

t3

3
; b+ (c� a)t+ ht2; c(b+ h)t+ c� a

2
t2 + h

t3

3
)

ile verilen e¼gridir. h�0(t); �0(t)i = (a� c)2�4bh olarak hesaplan¬r. (a� c)2 = 4bh ise

� null bir e¼gri, (a � c)2 > 4bh ise � spacelike bir e¼gri ve (a � c)2 < 4bh oldu¼gunda

ise � timelike bir e¼gri olur.

Tan¬m 3.2.4: E31 de bir noktan¬n dönme hareketi ile elde edilen yörüngesine Lorentz

çemberi denir.

p = (a; b; c) E31 de bir nokta, GL = f�t; t 2 Rg de ekseni L olan bir dönme hareketi

ve �(t) = �t(p), p noktas¬n¬n bu dönme hareketi alt¬nda çizdi¼gi yörünge olsun. Bu-

rada p =2 L dir. Eksenin karakterine ba¼gl¬olarak üç farkl¬durum söz konusudur.

i) Eksen timelike z ekseni olsun. Bu durumda �(t) = (a cos t � b sin t; b cos t +

a sin t; c) olur. Bu e¼gri, z = c düzleminde yar¬çap¬
p
a2 + b2 Öklid çemberidir ve

spacelike bir e¼gridir.

ii) Eksen spacelike x ekseni olsun. Bu eksen etraf¬nda p noktas¬n¬n dönme hareketi

ile elde edilen e¼gri �(t) = (a; b cosh t+ c sinh t; c cosh t+ b sinh t) olarak parametrize

edilir ve k�0(t)k2 = �b2 + c2 olarak hesaplan¬r. b ve c nin ald¬¼g¬de¼gerlere göre üç

farkl¬durum söz konusudur.

a) b2 < c2 ise �; spacelike bir e¼gridir ve z eksenini bir noktada keser. Özel olarak

p = (0; 0; c) seçilirse �(t) = (0; c sinh t; c cosh t) olur ki bu e¼gri de x = 0 düzleminde

z2 � y2 = c2 hiperbolüdür.

b) b2 = c2 ise � lightlike bir e¼gridir ve �(t) = (a;�c(cosh t+sinh t);�c(cosh t+sinh t)

şeklinde parametrize edilir. Bu durumda �, x = a düzleminde y = �z do¼grular¬ndan

biridir.
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c) b2 > c2 ise � timelike bir e¼gridir ve y eksenini bir noktada keser. Özel olarak

p = (0; b; 0) al¬n¬rsa �(t) = (0; b cosh t; b sinh t) elde edilir. Bu e¼gri x = 0 düzleminde

y2 � z2 = b2 hiperbolüdür.

iii) Lightlike eksen L = h(1; 0; 1)i ve p = (a; 0; c) olarak al¬n¬rsa �(t) = (a; 0; c) +

(c� a)t(1; 0; 1)+ (c� a)t2=2(1; 0; 1) parametrizasyonuna sahip spacelike e¼gridir. Bu

e¼gri x� z = a� c düzleminde yatar ve ekseni (1; 0; 1) e paralel olan bir paraboldür.

Şekil 3.1 E31 de Lorentz çemberleri

Bununla birlikte E31 de bir çember E
3
1 ün bir kat¬hareketidir. Öklid anlam¬nda, di¼ger

çemberler yukar¬da verilen çemberlerin a�n hareketi ile elde edilir (Lopez 2008).

3.3 E31 de Bir E¼grinin Homotetik Hareket Alt¬ndaki Yörüngesi

Teorem 3.3.1: M; E31 de homotetik hareket grubu alt¬nda üretilen bir yüzey olsun.

Bu durumda homotetik hareket gruplar¬alt¬nda yörüngesi M olan üreteç e¼grisi 


olmak üzere

(i) L = h(0; 0; 1)i timelike ise bu e¼gri 
(s) = (f(s); 0; g(s)) şeklinde parametrize

edilir ve �t (3.1) ile verilen homotetik hareket, M yüzeyi de X(s; t) = �t(
(s))
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olmak üzere parametrizasyonu aşa¼g¬daki gibidir:

X(s; t) = (f(s)�(t) cos t; f(s)�(t) sin t; ht+ �(t)g(s))

(ii) L = h(1; 0; 0)i spacelike.ise üreteç e¼gri 
(s) = (0; f(s); g(s)) şeklinde parametrize

edilir ve �t (3.2) ile verilen homotetik hareket,M yüzeyi deX(s; t) = �t(
(s)) olmak

üzere

X(s; t) = (ht+ �(t)f(s); g(s)�(t) cosh t; g(s)�(t) sinh t)

olur.

(iii) L = h(1; 0; 1)i lightlike ise üreteç e¼gri 
(s) = (f(s); g(s); f(s)) şeklinde parame-

trize edilir ve �t (3.3) ile verilen homotetik hareket, M yüzeyi de X(s; t) = �t(
(s))

olmak üzere

X(s; t) = (�(t)(tg(s)+f(s))+h(
t3

3
� t); �(t)g(s)+ht2; �(t)(tg(s)+f(s))+h(t

3

3
+ t))

olur.
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4. E31 de YÜZEYLER·IN E¼GR·IL·IKLER·I

4.1 Non-dejenere Yüzeylerin Ortalama E¼grilikleri ve Gauss E¼grilikleri

x :M �! E31 ; M yüzeyinin bir non-dejenere immersiyonu olmak üzere, e¼ger immer-

siyon spacelike iseM yüzeyi yönlendirilebilirdir ve gelecek yönlü Gauss dönüşümü N

al¬n¬r. E¼ger immersiyon timelike ise N Gauss dönüşümü olarak al¬n¬r. hN;Ni = �

olmak üzere e¼ger immersiyon spacelike ise � = �1 ve timelike ise � = 1 dir. ·Iki

durumda da yüzey nondejeneredir.

�(M); M nin te¼get vektör alanlar¬n¬n cümlesi olsun. r0; E31�ün Levi-Civita kon-

neksiyonu olmak üzere X; Y 2 �(M) ise bu durumda

r0
XY = (r0

XY )
> + (r0

XY )
?

dir. Burada > ve ? s¬ras¬yla r0
XY vektör alan¬n¬n te¼get k¬sm¬n¬ve normal k¬sm¬n¬

göstermektedir.r, M üzerinde x immersiyonunun konneksiyonu olmak üzere

rXY = (r0
XY )

>

dir. x in ikinci esas formu � : �(M)x�(M) �! (�(M))? olmak üzere

�(X; Y ) = (r0
XY )

?

olur. O halde Gauss formülü de

r0
XY = rXY + �(X;Y ) (4.1)

şeklindedir.

M nin normal vektör alan¬Z olmak üzere�r0
XZ nin te¼get k¬sm¬AZ(X) = �(r0

XZ)
> için
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(4.1) den

hAZ(X); Y i = h�(X; Y ); Zi (4.2)

olur. AZ : �(M) �! �(M) dönüşümüne Z ye ba¼gl¬Weingarten endomor�zmi denir.

� simetrik oldu¼gundan (4.2) den

hAZ(X); Y i = hX;AZ(Y )i (4.3)

dir. Bu da AZ dönüşümünün M üzerinde tan¬mlanan metri¼ge göre lineer ve self-

adjoint oldu¼gunu gösterir. Z = N al¬n¬rsa hN;Ni sabit oldu¼gundan


r0
XN;N

�
= 0

olur. O halde (rXN)
? = 0 ve

�r0
XN = AN(X) (4.4)

bulunur (Lopez 2008).

Tan¬m 4.1.1: p 2 M noktas¬ndaki Weingarten endomor�zmi Ap : TpM �! TpM;

Ap = AN(p) olarak tan¬mlan¬r. v 2 TpM ve X 2 �(M) de X(P ) = v olacak şekilde

te¼get vektör alan¬olmak üzere Ap(v) = (AN(X))p ve (4.4) den

Ap(v) = �(dN)p(v); v 2 TpM

olur. Burada (dN)p, E31 de N nin p noktas¬ndaki diferensiyelidir.

E¼ger X; Y 2 �(M) ise (4.1) ve (4.2) den

�(X; Y ) = � h�(X; Y ); NiN = � hA(X); Y iN (4.5)

olur ve (4.1)

r0
XY = rXY + � hA(X); Y iN

olarak yaz¬labilir (Lopez 2008).
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Tan¬m 4.1.2: Bir nondejenere immersiyon için ortalama e¼grilik

H = �
1

2
_Iz(�)

ve Gauss e¼grili¼gi

K = � det(�)

dir (Lopez 2008).

Bu hesaplamalar te¼get uzay¬n B = fe1;e2g ortonormal baz¬na göre yap¬lm¬̧st¬r ve

M nin spacelike ya da timelike olmas¬na göre s¬ras¬yla he1; e1i = � ve he2; e2i = ��

dir. Bu durumda

H =
�

2
(hAe1; e1i � � hAe2; e2i) (4.6)

K = �(hAe1; e1i hAe2; e2i � hAe1; e2i2 (4.7)

·Iddia: Bu tan¬mlar seçilen bazlardan ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat: B0 = fv1; v2g ortonormal baz¬ için B ve B0 bazlar¬aras¬nda geçi̧s matrisi

C =

0@a c

b d

1A olmak üzere

v1 = ae1 + be2; v2 = ce1 + de2

ve � = �1 ise

C =

0@cos � � sin �

sin � cos �

1A (4.8)

ve � = 1 ise

C =

0@cosh � sinh �

sinh � cosh �

1A (4.9)

Buradan (4.8) ve (4.9) kullan¬larak

25



�(v1; v1)� ��(v2; v2) = (a2 � �c2)�(e1; e1) + (b2 � �d2)�(e2; e2) + 2(ab� �cd)�(e1; e2)

= �(e1; e1)� ��(e2; e2)

ve

hAv1; v1i hAv2; v2i � hAv1; v2i2 = (ad� bc)(hAe1; e1i hAe2; e2i � hAe1; e2i2)

(ad� bc = 1 oldu¼gundan)

= hAe1; e1i hAe2; e2i � hAe1; e2i2

elde edilir.

Önerme 4.1.1: Bir nondejenere yüzeyin Weingarten dönüşümünün matrisi A ol-

mak üzere

H =
�

2
_Iz(A) ve K = � det(A)

d¬r.

·Ispat: TpM nin bir ortonormal baz¬fe1; e2g için daha önce verilen tan¬mlardan

H = �
hAe1; e1i � � hAe2; e2i

2
(4.10)

O halde H = (�=2) _Iz(A) olur. Di¼ger yandan det(A) = ��(hAe1; e1i hAe2; e2i �

hAe1; e2i2 )oldu¼gundan K = � det(A) olur.

Örnek 4.1.1: p0 merkezli, r yar¬çapl¬H2(r; p0) hiperbolik yüzey ve her v 2 TpM

te¼get vektörü için normal vektör N(p) =
(p� p0)
r

ve Ap(v) = �
v

r
olur. O halde I2

tanjant düzlemde birim matris olmak üzere Ap = �
1

r
I2 olur ve buradan H =

�

r
ve

K = � �
r2
dir.

Örnek 4.1.2: p0 merkezli, r yar¬çapl¬S21(r; p0) psuedo-küre için Ap = �1
r
I2 ve

H =
�

r
; K = � �

r2
dir.
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Önerme 4.1.2: TpM nin fe1; e2g baz¬için

H =
�

2

je1j2 hAe2; e2i � 2 he1; e2i hAe1; e2i+ je2j2 hAe1; e1i
je1j2 je2j2 � he1; e2i2

(4.11)

K = �
hAe1; e1i hAe2; e2i � hAe1; e2i2

je1j2 je2j2 � he1; e2i2
(4.12)

ve

X = X(u; v) yüzeyi için

Xu =
@X(u; v)

@u
, Xv =

@X(u; v)

@v

dir ve birinci ve ikinci esas formun katsay¬lar¬s¬ras¬yla fE;F;Gg ve fe; f; gg olmak

üzere

E = hXu; Xui ; F = hXu; Xvi ; G = hXv; Xvi

e = �hNu; Xui ; f = �hNu; Xvi ; g = �hNv; Xvi

olur. O halde

H = �
1

2

eG� 2fF + gE
EG� F 2 ; K = �

eg � f 2
EG� F 2 (4.13)

bulunur ve burada

N =
XuxXvp
�(EG� F 2)

dir. W = EG � F 2; e¼ger M spacelike ise pozitif, M timelike ise negatiftir. Her

u; v; w 2 E31 için huxv; wi = det(u; v; w) oldu¼gundan (4.13) den

H = �1
2

G det(Xu; Xv; X{{u)� 2F det(Xu; Xv; Xuv) + E(Xu; Xv; Xvv)

(�(EG� F 2))3=2

= �1
2

H1
(�W )3=2

(4.14)

olur. Ayr¬ca

K = �det(Xu; Xv; X{{u) det(Xu; Xv; Xvv)� det(Xu; Xv; X{{v)
2

(EG� F 2)2
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= �K1

W 2
(4.15)

elde edilir.

Örnek 4.1.3: f; 
 � R2 de bir dönüşüm ve M de f nin gra�¼gi olsun. M nin

bir parametrizasyonu X : 
 �! E31 ; X(x; y) = (x; y; f(x; y)) ve Xx = (1; 0; fx) ve

Xy = (0; 1; fy) olmak üzere EG� F 2 = 1� f 2x � f 2y=1� jDf j
2 dir. M nondejenere

olmak üzere M spacelike ise jDf j2 < 1; timelike ise jDf j2 > 1 dir. O halde

H = �(1� fy)
2fxx + 2fxfyfxy + (1� f 2x)fyy
2
��1� f 2x + f 2y ��3=2

K = �
fxxfyy � f 2xy
(1� f 2x � f 2y )2

olarak hesaplan¬r.

4.2 E31 de Bir Polinom E¼grisinin ve Çemberin Homotetik Hareket

Alt¬ndaki Yörüngesi Olan Yüzeyler için Ortalama E¼grilikler ve

Gauss E¼griliklerinin Sabit Olmas¬

Teorem 4.2.1: E31 de homotetik hareket gruplar¬alt¬nda üretilen ve üreteç e¼grisi

bir polinom olan yüzeylerin sabit ortalama e¼grili¼ge sahip olmas¬ancak al¬nan poli-

nomun derecesinin 1 veya 0 olmas¬ile mümkündür. Hatta,

(i) E31 de timelike eksen L = h(0; 0; 1)i olmak üzere özel olarak 
(s) = (s; 0; f(s));

f(s) =

mX
n=0

ans
n, an 2 R olarak al¬nd¬¼g¬nda bu üreteç e¼grisiyle eksen etraf¬nda ho-

motetik hareket alt¬nda elde edilen yüzey

X(s; t) = (s�(t) cos t; s�(t) sin t; ht+ �(t)f(s))

ile parametrize edilen yüzey olur. Bu yüzey için
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a) H = 0 ise f(s) = a0 ile birlikte �(t) = b0 + b1t dir.

b) H s¬f¬rdan farkl¬ bir sabit ise �(t) =
lP

k=0

bkt
k , bk 2 R; l > 2 ve f(s) = �s

iken H =
1

jhj ya da f(s) = a0 � s ile birlikte �(t) = b0 + b1t iken H =
1

jh+ a0b1j
şeklindedir.

ii) Eksen L = h(1; 0; 0)i spacelike ise 
(s) = (f(s); s; 0); f(s) =
mP
n=0

ans
n; an 2 R

olarak al¬nd¬¼g¬nda bu eksen etraf¬nda bu e¼gri ile homotetik hareket alt¬nda elde

edilen yüzey

X(s; t) = (ht+ �(t)f(s); s�(t) cosh t; s�(t) sinh t)

idi. Bu yüzey için

a) H = 0 ise f(s) = a0 ve �(t) = b0 + b1t olur.

b) f(s) =
mP
n=0

ans
n ve �(t) =

lP
k=0

bkt
k, bk 2 R iken H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olamaz.

iii) Eksen lightlike iken 
(s) = (f(s); s; f(s)) ,f(s) =
mP
n=0

ans
n, an 2 R olmak üzere

bu üreteç e¼griyle eksen etraf¬nda homotetik hareket alt¬nda elde edilen yüzey

X(s; t) = (�(t)(ts+ f(s)) + h(
t3

3
� t); s�(t) + ht2; �(t)(ts+ f(s)) + h(t

3

3
+ t))

idi. Bu yüzey için

a) H = 0 ise f(s) = a0 ve �(t) = b0 + b1t ya da f(s) = a0 + a1s ve �(t) =

b0 + b1t�
ha1
a0
t2 olmal¬d¬r.

b) f(s) =
mP
n=0

ans
n ve �(t) =

lP
k=0

bkt
k; bk 2 R iken H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olamaz.
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·Ispat: i) Eksen timelike iken verilen yüzey için

H = [�2 (h+ (f � sf 0)�0) (�s�0 + f 0(h+ f�0)) + sf 00(�h2 + s2�2 � 2hf�0 + s2�02

�f 2�02) + s(1� f 02)(s�2f 0 � 2�0(h+ (f � sf 0)�0) + (f � sf 0)��00)]=

2(��(s2�2(�1 + f 02) + (h+ (f � sf 0)�0)2)) 32

dir. Bu da k¬saca H =
H1

2(EG� F 2) 32
(*) şeklinde yaz¬labilir.

a) H = 0 oldu¼gu durumda H1, 00s00 de¼gi̧skenine ba¼gl¬ bir polinom olur. 8s için

H1(s) = 0 olabilmesi için H1 polinomunun bütün katsay¬lar¬s¬f¬r olmal¬d¬r. Gerekli

hesaplamalar yap¬ld¬¼g¬nda H1 polinomunun başkatsay¬s¬s3m�1 terimine aittir ve o

da �(�2(t)m3 � �02(t)(3m2 � 2m3 � m) + (m3 � m2)��00) a3m dir. m > 2 oldu¼gu

durumda başkatsay¬s¬f¬r olamaz. Dolay¬s¬yla H1 bir s¬f¬r polinomu olamaz ve bu-

radan H 6= 0 elde edilir.

m = 1 yani f(s) = a0 + a1s iken H1 = (�2ha21s(1 � a21) � 4a0a1h)�0 + 2a20a1�02 +

a1s
2(1 � a21)�2 + a0s��00 olur. H1 = 0 olabilmesi için a1 = �1 ve �(t) = b0 �

h

a0
t

olmal¬d¬r. Ancak bu durumda payda s¬f¬r olaca¼g¬ndan H = 0 elde edilemez. m = 0

yani f(s) = a0 iken �(t) = b0 veya �(t) = b0 + b1t seçildi¼ginde H = 0 olur. Ancak

�(t) 6= sbt kabul edildi¼ginden �(t) = b0 al¬namaz.

b) H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olsun. Bu durumda (*) ifadesinden 4H2 jEG� F 2j3�

H2
1 = 0 olur. Bu da

00s00 de¼gi̧skenine ba¼gl¬bir polinomdur. Yine bu polinomun bir

s¬f¬r polinomu olabilmesi için tüm katsay¬lar¬n¬n s¬f¬r olmas¬gerekir. m > 2 iken

bu polinomun derecesi 6m ve başkatsay¬s¬4H2a6m(�
2m2 + �02(1 �m)2)3 olur ki bu

katsay¬s¬f¬r olamaz.

m = 1 iken polinomun derecesi 6 ve başkatsay¬s¬4H2�6(a21�1)3 olur. Başkatsay¬n¬n

s¬f¬r olabilmesi için a1 = �1 olmal¬d¬r ve bu durumda 4H2 jEG� F 2j3 � H2
1 =

4H2(h + a0�
0)6 � (a0��00 � 2(h + a0�0)2)2 = 0 olur. �(t) =

lP
k=0

bkt
k olmak üzere
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f(s) = �s iken 4H2 jEG� F 2j3 �H2
1 = 0 ve H =

1

jhj dir.

�(t) = b0 + b1t ve f(s) = a0 � s iken H =
1

jh+ a0b1j
elde edilir.

ii) Eksen spacelike iken bu eksen etraf¬nda homotetik hareketle elde edilen yüzey

için ortalama e¼grilik

H = [(2(h+ (f � sf 0)�0)(s�0 + f 0(h+ f�0)) + sf 00(h2 � s2�2 + 2hf�0 + (s2 + f 2)

�02)� s(1 + f 02)(s�2f 0 + 2�0(h+ f�0 � sf 0�0)� (f � sf 0)��00))]=

[��(�s2�2(1 + f 02) + (h+ (f � sf 0)�0)2] 32

dir. Bu eşitlik k¬saca H =
H1

2(EG� F 2) 32
(*) şeklinde yaz¬labilir.

a)H = 0 ikenH1, 00s00 de¼gi̧skenine ba¼gl¬bir polinomdur. 8s içinH1(s) = 0 olabilmesi

için H1 polinomunun bütün katsay¬lar¬s¬f¬r olmal¬d¬r. m > 2 iken H1 polinomunun
başkatsay¬s¬s3m�1 terimine aittir ve bu katsay¬�(�2(t)m3��02(t)(3m2�2m3�m)�

(m3 �m2)��00) a3m dir ve bu katsay¬s¬f¬r olamaz. Dolay¬s¬yla H1 6= 0 ve H 6= 0:

m = 1 alal¬m. f(s) = a0 + a1s oldu¼gunda H1 = (4hs(1 + a21) + 4a0a1h + 2a
2
0a1(1 +

s))�0+2a0a(2+ a
2
1)�

02+ a1s
2(1+ a21)�

2+ a0s(1+2a
2
1)��

00+2h2a1 olarak hesaplan¬r.

m = 1 iken bu katsay¬s¬f¬r olamaz. O halde m = 1 iken H 6= 0 elde edilir.

m = 0 iken f(s) = a0 olsun. Bu durumda H1 = 4hs�0 + 4a0s�
02 + a0s��

00 olur

ve �(t) = b0 veya �(t) = b0 + b1t seçilirse H1 = 0 ve dolay¬s¬yla H = 0 elde edilir.

Ancak �(t) 6= sbt oldu¼gundan �(t) = b0 al¬namaz.

b) H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olsun. Bu durumda (*) ifadesinden 4H2 jEG� F 2j3�

H2
1 = 0 olur. Bu da

00s00 de¼gi̧skenine ba¼gl¬bir polinomdur. Yine bu polinomun bir

s¬f¬r polinomu olabilmesi için tüm katsay¬lar¬n¬n s¬f¬r olmas¬gerekir. m > 2 iken bu
polinomun derecesi 6m ve başkatsay¬s¬4H2((1�m)2�02�m2�2)3a6m olur ki bu katsay¬

s¬f¬r olamaz. m = 1 ve f(s) = a0+a1s olsun. Bu durumda polinomun başkatsay¬s¬s6
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terimine aittir ve �4H2�6(1+ a21)
3 dir. Bu katsay¬s¬f¬r olamaz. m = 0 ve f(s) = a0

iken polinomun derecesi 6 ve başkatsay¬s¬�4H2�6 d¬r. Yine bu katsay¬s¬f¬r olamaz.

iii) Eksen lightlike iken verilen yüzey için

H = �h�
2[�0(4hf � s2�0)f 00 + �(4hsf 00 � f�00 + f 0(�2h+ s�00))

8[��h�2(s�+ hf 02 + (f � sf 0)�0)] 32

dir. Bu ifade k¬saca H =
H1

2(EG� F 2) 32
(*) ile ifade edilebilir.

a) H = 0 oldu¼gu durumda H1, 00s00 de¼gi̧skenine ba¼gl¬ bir polinom olur. 8s için

H1(s) = 0 olabilmesi için H1 polinomunun bütün katsay¬lar¬s¬f¬r olmal¬d¬r. m > 2
iken H1 polinomunun başkatsay¬s¬s2m�2 terimine aittir ve o da 4h2�

2�0m(m� 1)a2m
dir. m > 2 iken bu katsay¬s¬f¬r olamaz.

m = 1 yani f(s) = a0 + a1s iken H1 = �h�3�00a0 � 2h2�3a1 olur. Bu durumda

�(t) = b0 + b1t�
ha1
a0
t2 iken H1 = 0 elde edilir.

m = 0 yani f(s) = a0 iken H1 = �h�3�00a0 olur ve H = 0 olabilmesi için �(t) = b0

veya �(t) = b0 + b1t olmal¬d¬r. Ancak �(t) 6= sbt olaca¼g¬ndan �(t) = b0 al¬namaz.

b) H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olsun. Bu durumda (*) ifadesinden 4H2 jEG� F 2j3�

H2
1 = 0 olur. Bu da

00s00 de¼gi̧skenine ba¼gl¬bir polinomdur. Yine bu polinomun bir

s¬f¬r polinomu olabilmesi için tüm katsay¬lar¬n¬n s¬f¬r olmas¬gerekir. m > 2 iken bu
polinomun derecesi 6m� 6 ve başkatsay¬s¬256H2h6�6m6a6m 6= 0 d¬r.

m = 1 yani f(s) = a0 + a1s iken polinomun başkatsay¬s¬ s3 terimine aittir ve

256H2h3�9 6= 0 d¬r.

m = 0 yani f(s) = a0 iken polinomun derecesi 3 ve başkatsay¬s¬256H2h3�9 6= 0 d¬r.
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Örnek 4.2.1: Timelike eksen etraf¬nda homotetik hareketle elde edilen, üreteç e¼grisi


(s) = (s; 0; f(s)) ve f(s) = 1, �(t) = 1 + t olmak üzere H = 0 olan yüzey şekildeki

gibidir.

Şekil 4.1 f(s) = 1 , �(t) = 1 + t ve H = 0 olan yüzey

Bu yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (s(1 + t) cos t; s(1 + t) sin t; ht+ 1 + t)

dir.
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Örnek 4.2.2: Timelike eksen etraf¬nda homotetik hareketle elde edilen,üreteç e¼grisi


(s) = (s; 0; f(s)) ve f(s) = 1�s, �(t) = 2+3t olmak üzere H =
1

jh+ 3j olan yüzey

şekildeki gibidir.

Şekil 4.2 f(s) = 1� s; �(t) = 2 + 3t ve H =
1

jh+ 3j olan yüzey

Bu yüzey

X(s; t) = (s(2 + 3t) cos t; s(2 + 3t) sin t; ht+ (1� s)(2 + 3t))

parametrizasyonuna sahiptir.
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Örnek 4.2.3: Timelike eksen etraf¬nda homotetik hareketle elde edilen,üreteç e¼grisi


(s) = (s; 0; f(s)) ve f(s) = s, �(t) = 1 + 2t+ 3t2 olmak üzere H =
1

jhj olan yüzey

şekildeki gibidir.

Şekil 4.3 f(s) = s; �(t) = 1 + 2t+ 3t2 ve H =
1

jhj olan yüzey

Bu yüzey

X(s; t) = s(1 + 2t+ 3t2) cos t; s(1 + 2t+ 3t2) sin t; ht+ s(1 + 2t+ 3t2)

şeklinde parametrize edilir.
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Örnek 4.2.4: Spacelike eksen ile birlikte üreteç e¼grisi 
(s) = (f(s); s; 0) olmak

üzere f(s) = 1 ve �(t) = 1+ t iken elde edilen yüzey şekildeki gibidir. Bu yüzey için

H = 0 dir.

Şekil 4.4 f(s) = 1; �(t) = 1 + t ve H = 0 olan yüzey

Bu yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (1 + t(1 + h); s(1 + t) cosh t; s(1 + t) sinh t)

dir.
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Örnek 4.2.5: Lightlike eksen etraf¬ndaki homotetik hareketle elde edilen,üreteç

e¼grisi 
(s) = (f(s); s; f(s)); f(s) = 2 ve �(t) = 1+ t iken elde edilen yüzey şekildeki

gibidir. Bu yüzey için H = 0 dir.

Şekil 4.5 f(s) = 2, �(t) = 1 + t ve H = 0 olan yüzey

Bu yüzey

X(s; t) = ((1 + t)(st+ 2) + h(
t3

3
� t); s(1 + t) + ht2; (1 + t)(st+ 2) + h(t

3

3
+ t))

ile parametrize edilir.
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Örnek 4.2.6: Lightlike eksen etraf¬ndaki homotetik hareketle elde edilen,üreteç

e¼grisi 
(s) = (f(s); s; f(s)); f(s) = 1+ s ve �(t) = 1+ t�ht2 ile birlikte H = 0 olan

yüzey şekilde verilmi̧stir.

Şekil 4.6 f(s) = 1 + s; �(t) = 1 + t� ht2 ile birlikte H = 0 olan yüzey

Bu yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = ((1 + t� ht2)(st+ 1 + s) + h(t
3

3
� t); s(1 + t� ht2) + ht2; (1 + t� ht2)

(st+ 1 + s) + h(
t3

3
+ t))

şeklindedir.
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Teorem 4.2.2: E31 de homotetik hareket gruplar¬alt¬nda üretilen ve üreteç e¼grisi bir

polinom olan sabit Gauss e¼grili¼gine sahip yüzeyleri ele al¬ns¬n. Bu şekilde yüzeyler

elde edilebilmesi için üreteç e¼grisinde polinomun derecesi 1 veya 0 olmal¬d¬r.

·Ispat: i) Hareketin ekseni timelike iken 
(s) = (s; 0; f(s)), f(s) =
mP
n=0

ans
n; an 2 R

olarak al¬nd¬¼g¬nda bu üreteç e¼griyle eksen etraf¬nda homotetik hareket alt¬nda elde

edilen yüzey

X(s; t) = (s�(t) cos t; s�(t) sin t; ht+ �(t)f(s))

idi. Bu yüzey için Gauss e¼grili¼gi

K = �[h+ (f � sf 0)�0]2 + s2f 00[s�2f 0 � 2�0(h+ (f � sf 0)�0) + (f � sf 0)��00)]=

(s2�2(�1 + f 02) + (h+ (f � sf 0)�0)2)2

olarak hesaplan¬r. Bu eşitlik de k¬saca K = � K1

(EG� F 2)2 (*) olarak yaz¬labilir.

a) K = 0 iken K1; de¼gi̧skeni 00s00 olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun

derecesi 2m dir ve başkatsay¬s¬m2(m � 1)a2m dir. Bu katsay¬m > 2 iken s¬f¬r

olamaz. Dolay¬s¬yla bir s¬f¬r polinomu elde edilemez ve K 6= 0 olur. m 6 1 iken

K1 = �[h+ a0�0]2 olur. �(t) = b0 �
h

a0
t ile birlikte K1 = 0 =) K = 0 olur. Ancak

f(s) = a0 + a1s olarak seçildi¼ginde a1 = �1 olmas¬durumunda W = EG� F 2 = 0

olaca¼g¬ndan a1 6= �1 olarak al¬nmal¬d¬r.

b) K s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olsun. (*) ifadesindenK(EG�F 2)2+K1 = 0 elde edilir

ki bu da de¼gi̧skeni 00s00 olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun başkatsay¬s¬
s4m terimine aittir ve bu katsay¬K(�2m2 + �02(1 + m)2)2a4m 6= 0 dir. m = 1

yani f(s) = a0 + a1s iken K(EG � F 2)2 + K1 = 0 polinomunun derecesi 4 ve

başkatsay¬s¬K�2(a21 � 1)2 dir. Bu katsay¬ ancak a1 = �1 iken s¬f¬r olabilir ve

�(t) = b0+b1t olarak seçildi¼ginde K =
1

(h+ a0�
0)2
elde edilir. m = 0 yani f(s) = a0

iken K(EG � F 2)2 + K1 = 0 polinomunun başkatsay¬s¬ s4 e aittir ve başkatsay¬

K�4 6= 0 dir.
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Sonuç olarak timelike eksen etraf¬ndaki homotetik hareketle elde edilen yüzey için

K = 0 olabilmesi f(s) =
mP
n=0

ans
n;m 6 1 ve �(t) = b0 �

h

a0
t iken mümkündür.

K n¬n s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olabilmesi içinse f(s) = a0 � s ve �(t) = b0 + b1t

olmal¬d¬r ve bu durumda K =
1

(h+ a0�
0)2
elde edilir.

ii) Homotetik hareketin ekseni spacelike iken 
(s) = (f(s); s; 0); f(s) =
mP
n=0

ans
n;

an 2 R olarak al¬nd¬¼g¬nda bu e¼grinin homotetik hareket alt¬ndaki yörüngesi olan

yüzey

X(s; t) = (ht+ �(t)f(s); s�(t) cosh t; s�(t) sinh t)

idi. Bu yüzey için

K =
(h+ (f � sf 0)�0)2 + s2f 00(s�2f 0 + 2�0(h+ (f � sf 0)�0)� (f � sf 0)��00

(�s2�2(1 + f 02) + (h+ (f � sf 0)�0)2)2

dir. Bu ifade k¬saca K = � K1

(EG� F 2)2 (*) olarak yaz¬labilir.

a) K = 0 iken K1; de¼gi̧skeni 00s00 olan bir polinomdur. m > 2 iken K1 polinomunun

başkatsay¬s¬s2m terimine aittir ve bu katsay¬(m�1)2a2m�02(1�2m)+m2(m�1)a2m�2

olarak hesaplan¬r. Bu durumda başkatsay¬s¬f¬r olamaz. m 6 1 iken f(s) = a0 veya
f(s) = a0 + a1s olmak üzere K1 = (h + a0�

0)2 � a0��00 olur. �(t) = b0 �
h

a0
t ile

birlikte K1 = 0 ve dolay¬s¬yla K = 0 elde edilir.

b) K s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olsun. (*) ifadesindenK(EG�F 2)2+K1 = 0 elde edilir

ki bu da de¼gi̧skeni 00s00 olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun başkatsay¬s¬
s4m terimine aittir ve bu katsay¬K(�m2�2 + (1 � m)2�02)2a4m dir ve s¬f¬r olamaz.

m 6 1 iken f(s) = a0 veya f(s) = a0 + a1s olmak üzere K(EG � F 2)2 + K1 = 0

polinomunun derecesi 4 ve başkatsay¬s¬K�4(1 + a21)
2 dir. Bu katsay¬s¬f¬r olamaz.

iii) Hareketin ekseni lightlike iken 
(s) = (f(s); s; f(s)) ,f(s) =
mP
n=0

ans
n; an 2 R

olmak üzere bu üreteç e¼griyle eksen etraf¬nda homotetik hareket alt¬nda elde edilen
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yüzey

X(s; t) = (�(t)(ts+ f(s)) + h(
t3

3
� t); s�(t) + ht2; �(t)(ts+ f(s)) + h(t

3

3
+ t))

idi. Bu yüzey için Gauss e¼grili¼gi

K = ���+ f
00(2s�0 + f�00 � f 0(2h+ s�00))

4�(s�+ hf 02 + (f � sf 0)�0)2

olarak hesaplan¬r. Bu eşitlik de k¬saca K = � K1

(EG� F 2)2 (*) olarak yaz¬labilir.

a) K = 0 iken K1; de¼gi̧skeni 00s00 olan bir polinomdur. m > 2 iken

K1 = ��+2m(m�1)am�0sm�1� (m�1)2ma2m�00s2m�2�2hm2(m�1)a2ms2m�3 olur.

Burada K1 s¬f¬r olamaz. O halde m > 2 iken K 6= 0 olur. m 6 1 iken K1 = �� 6= 0

ve dolay¬s¬yla K 6= 0 dir.

b) K s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olsun. (*) ifadesindenK(EG�F 2)2+K1 = 0 elde edilir

ki bu da de¼gi̧skeni 00s00 olan bir polinomdur. m > 2 iken bu polinomun başkatsay¬s¬
s4m�4 terimine aittir ve 4�h2m2a2m dir. Bu katsay¬s¬f¬r olamaz. m = 1 yani f(s) =

a0+a1s iken 4K(s�+h+a21+a0�
0)2+1 = 0 elde edilir ki bu durumdaK(EG�F 2)2+

K1 6= 0 ve buradan daK 6= sbt olur. m = 0 yani f(s) = a0 ikenK(EG�F 2)2+K1 =

0 polinomunun derecesi 2 ve başkatsay¬s¬4K�3 6= 0 olur ve bu durumda istenen s¬f¬r

polinomu elde edilemez.

Sonuç olarak lightlike eksen etraf¬ndaki homotetik hareketle elde edilen yüzeyler için

f(s) =
mP
n=0

ans
n iken K 6= 0 ve K 6= sbt olur.

Sonuç 4.2.1: Bir polinom e¼grisinin homotetik hareket grubu alt¬nda yörüngesi olan

yüzeyler sabit ortalama e¼grili¼ge veya sabit Gauss e¼grili¼gine sahip ise bu yüzeyler regle

yüzeylerdir.
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Örnek 4.2.7: Timelike eksen etraf¬nda homotetik hareketle elde edilen, üreteç e¼grisi


(s) = (s; 0; f(s)) olmak üzere f(s) = 1 + 2s ve �(t) = 1 � ht olan yüzey şekildeki

gibidir. Bu yüzey için K = 0 dir.

Şekil 4.7 f(s) = 1 + 2s; �(t) = 1� ht ile birlikte K = 0 olan yüzey

Bu yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (s(1� ht) cos t; s(1� ht) sin t; ht+ (1 + 2s)(1� ht))
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Örnek 4.2.8: Spacelike eksen ile birlikte üreteç e¼grisi 
(s) = (f(s); s; 0) olmak

üzere f(s) = 2 + s ve �(t) = 3 � h

2
t iken elde edilen yüzey şekildeki gibidir. Bu

yüzey için K = 0 dir.

Şekil 4.8 f(s) = 2 + s; �(t) = 3� h
2
t ile birlikte K = 0 olan yüzey

Bu yüzey

X(s; t) = (ht+ (3� h
2
t)(2 + s); s(3� h

2
t) cosh t; s(3� h

2
t) sinh t)

parametrizasyonuna sahiptir.
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Örnek 4.2.9: Spacelike eksen ile birlikte üreteç e¼grisi 
(s) = (f(s); s; 0) olmak

üzere f(s) = 1 + s ve �(t) = 1 � ht seçildi¼ginde elde edilen yüzey şekildeki gibidir.

Bu yüzey için K = 0 dir.

Şekil 4.9 f(s) = 1 + s; �(t) = 1� ht ve K = 0 olan yüzey

Bu yüzey

X(s; t) = (1 + s(1� ht); s(1� ht) cosh t; s(1� ht) sinh t)

parametrizasyonuna sahiptir.
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Teorem 4.2.3: E31 de bir Lorentz çemberinin homotetik hareket alt¬nda tarad¬¼g¬

yüzeyler için ortalama e¼grilik s¬f¬r veya s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olamaz.Özel olarak

�(t) = sabit seçilmesi durumunda elde edilen hareket gruplar¬için timelike ve space-

like eksen etraf¬nda Lorentz çemberinin tarad¬¼g¬helikoidal yüzeyilerin ortalama e¼gril-

i¼gi s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olabilir.

·Ispat: i) Eksen L = h(0; 0; 1)i timelike iken üreteç e¼grisi 
(s) = (x(s); 0; z(s))

olmak üzere 
 e¼grisi için x2 � z2 = �r2 olmal¬d¬r. Di¼ger durum benzer olaca¼g¬ndan

x2 � z2 = r2 olarak alal¬m. Bu durumda 
(s) = (r cosh s; 0; r sinh s) olacakt¬r. 


e¼grisi merkezi orijin, yar¬çap¬r > 0 olan bir Lorentz çemberidir. 
 e¼grisi, üzerinde

bulundu¼gu düzlemde ötelenir ve döndürülürse bu düzlemde başka Lorentz çember-

leri elde edilir. O halde y = 0 düzleminde Lorentz çemberleri genel olarak


(s) =

0BBB@
cosh � 0 sinh �

0 1 0

sinh � 0 cosh �

1CCCA
0BBB@
r cosh s

0

r sinh s

1CCCA+
0BBB@
a

0

b

1CCCA = (a+r cosh(s+�); 0; b+r sinh(s+�))

şeklinde ifade edilebilir. Burada �; a; b 2 R dir. (3.1) ile verilen homotetik hareket

alt¬nda 
(s) nin tarad¬¼g¬yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (�(t) cos t(a+ r cosh(s+ �)); �(t) sin t(a+ r cosh(s+ �)); �(t)(b+ r

sinh(s+ �)) + ht)

şeklindedir. Bu yüzey için ortalama e¼grilik

H = �(4r sinh(s+ �)(h cosh(s+ �) + �0(b cosh(s+ �)� a sinh(s+ �)))(�h sinh

(s+ �) + �0(r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �)))� 2(a+ r cosh(s+ �))

(�h2 + (a+ r cosh(s+ �))2�2 � 2h(b+ r sinh(s+ �))�0 + (a2 � b2 + r2

+2ar cosh(s+ �)� 2br sinh(s+ �))�02)� r(a+ r cosh(s+ �))(2 cosh(s

+�)(a+ r cosh(s+ �))�2 + 4�0(�h sinh(s+ �) + (r + a cosh(s+ �)� b

sinh(s+ �))�0 � 2(r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))��00))�(4r(�(a+ r cosh

(s+ �))2�2 � (h sinh(s+ �)� (r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))�0)2)) 32 )
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olarak hesaplan¬r.

a) H = 0 olabilmesi ancak a = �r; cosh(s+�) = 1; sinh(s+�) = 0 ve �(t) = �h
b
t+c

seçilmesi ile mümkündür. Ancak bu durumda da W = EG� F 2 = 0 olur.

Bununla birlikte �(t) = 1 oldu¼gu durumda yani helikoidal hareket ile taranan

yüzey için H n¬n pay k¬sm¬
3X
n=0

An cosh(n(s + �)) olarak elde edilir. Bu ifadenin

s¬f¬r olabilmesi için bütün An katsay¬lar¬ s¬f¬r olmal¬d¬r. Bu durumda başkatsay¬

A3 =
r3(h2 + r2)

2
dir ve bu katsay¬ s¬f¬r olamaz. O halde helikoidal hareket için

H 6= 0 dir.

b) H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olsun. Bu durumda (4.14) ifadesinden 4H2W 3�H2
1 = 0

elde edilir. Burada özel olarak a = 0; b = 0, �(t) =
h

2r
ve sinh[s + �] = 0 seçilirse

H =
2

h
olacakt¬r. Ancak homotetik hareket durumunda �(t) 6= sabit dir.

ii) Eksen L = h(1; 0; 0)i spacelike eksen iken üreteç e¼gri y2 � z2 = �r2 parame-

trizasyonuna sahiptir. Di¼ger durum benzer olaca¼g¬ndan y2 � z2 = r2 olarak al¬n¬rsa


(s) = (0; r cosh s; r sinh s) olmak üzere timelike eksen durumuna benzer olarak bir

dönme ve ötelemeden sonra


(s) =

0BBB@
1 0 0

0 cosh � sinh �

0 sinh � cosh �

1CCCA
0BBB@

0

r cosh s

r sinh s

1CCCA+
0BBB@
0

a

b

1CCCA
= (0; a+ r cosh(s+ �); b+ r sinh(s+ �))

elde edilir. Bu e¼grinin (3.2) ile verilen homotetik hareket grubu alt¬nda tarad¬¼g¬

yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = ht; �(t) cosh(t)(a+ r cosh(s+ �)) + �(t) sinh(t)(b+ r sinh(s+ �));

�(t) sinh(t)(a+ r cosh(s+ �)) + �(t) cosh(t)(b+ r sinh(s+ �)))
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şeklindedir. Bu yüzey için

H = (h(h2 + (�a2 + b2 � ar cosh(s+ �) + br sinh(s+ �))�2 + (a2 � b2 + r2

+2ar cosh(s+ �)� 2br sinh(s+ �))�02 � r(r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))

��00))=2r�(��(�h2 � ((b cosh(s+ �)� a sinh(s+ �))�+ (r + a cosh(s+ �)

�b sinh(s+ �))�02)) 32

olarak hesaplan¬r.

a) H = 0 iseH1 = (h(h2+(�a2+b2�ar cosh(s+�)+br sinh(s+�))�2+(a2�b2+r2+

2ar cosh(s+ �)� 2br sinh(s+ �))�02 � r(r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))��00)) = 0

olmal¬d¬r. Bu durumda cosh(s + �) ve sinh(s + �) lineer ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan

a = 0 ve b = 0 seçilirse H1 = h(h2 + r2�
02 � r2��00) olarak elde edilir ki bu ifadenin

s¬f¬r olmas¬ için � do¼grusal olmal¬d¬r. Ancak bu seçimle de W = EG � F 2 = 0

olaca¼g¬ndan H1 s¬f¬r olamaz. O halde H 6= 0 dir.

b) H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olmas¬için. a = 0 ve b = 0 seçilirse

H =
h(h2 + r2�02 � r2��00)
2r�(��(�h2 � r2�02)) 32

olacakt¬r. O halde H s¬f¬rdan farkl¬bir sabit ise

4H2r2�2(��(�h2 � r2�02))3 � h2(h2 + r2�02 � r2��00)2 = 0

olarak hesaplan¬r. Bu ifadenin s¬f¬r olmas¬ ancak �(t) = b0 şeklinde sabit ise

mümkündür. Bu durumda H =
1

2rb0
olur. Ancak homotetik hareket durumunda

�(t) 6= sabit dir.

iii) Eksen L = h(1; 0; 1)i lightlike eksen olsun.Üreteç e¼gri x� z = 0 düzlemdindedir

ve bu düzlemdeki Lorentz çemberi 
(s) = (
cs2

2
; cs;

cs2

2
); c 6= 0 çemberinin kat¬
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hareketiyle elde edilebilir. O halde


(s) =

0BBBB@
1� �

2

2
�

�2

2

�� 1 �

��
2

2
t 1 +

�2

2

1CCCCA
0BBBB@
cs2

2

cs

cs2

2

1CCCCA+
0BBB@
a

b

a

1CCCA
ile verilen Lorentz çemberinin lightlike eksen etraf¬nda homotetik hareketle tarad¬¼g¬

yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (�(
cs2

2
+ cs� + bt+ cst+ a) + h(

t3

3
� t); �(cs+ b) + ht2; �(cs

2

2
+ cs�

+bt+ cst+ a) + h(
t3

3
+ t))

şeklindedir. Bu yüzey için

H = c2h�2(4h�0(2a+ cs(s+ 2�))� 2�02(b+ cs)2 + �(4h(2b+ c(s� �))

+c�00(�2a+ cs2 + 2b(s+ �))))�4
p
2(��(�c2h�2(2h(s+ �)2

+2�(b+ cs) + �0(2a� cs2 � 2b(s+ �)))) 32

olarak hesaplan¬r.

a) H = 0 olmas¬için H1 = c2h�
2(4h�0(2a+ cs(s+ 2�))� 2�02(b+ cs)2 + �(4h(2b+

c(s� �)) + c�00(�2a+ cs2 + 2b(s+ �)))) = 0 olmal¬d¬r. Ancak bu ifade s¬f¬r olamaz.

O halde H 6= 0 dir.

b) H 6= 0 olacak şekilde bir sabit olsun Özel olarak a = 0 ve b = 0 seçilirse

4H2W 3 �H2
1 = 0 eşitli¼ginden

32c2h�2H2(��(2h(s+ �)2 + 2�cs� �0cs2)3 � (4chs�0(s+ 2�)� 2c2s2�02

+�(4ch(s� �) + c2s2�00))2 = 0

elde edilir. Bu da s ye ba¼gl¬bir polinomdur ve bu polinomun başkatsay¬s¬s6 terim-

ine aittir ve 256c2h4�2H2 dir. Bu katsay¬s¬f¬r olamaz. O halde H s¬f¬rdan farkl¬bir
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sabit olamaz.

Teorem 4.2.4: E31 de bir Lorentz çemberinin homotetik hareket alt¬nda tarad¬¼g¬

yüzeyler için Gauss e¼grili¼ginin s¬f¬r olmas¬ ancak hareketin ekseni spacelike iken

mümkündür. Bunun d¬̧s¬nda, bir çemberin homotetik hareket alt¬nda tarad¬¼g¬yüzeyin

Gauss e¼grili¼gi s¬f¬r veya s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olamaz.

·Ispat: i) Eksen L = h(0; 0; 1)i timelike iken


(s) = (a+ r cosh(s+ �); 0; b+ r sinh(s+ �))

çemberinin tarad¬¼g¬yüzey

X(s; t) = (�(t) cos t(a+r cosh(s+�)); �(t) sin t(a+r cosh(s+�)); �(t)(b+r sinh(s+�))+ht)

idi. Bu yüzey için

K = 2r sinh2(s+ �)(h sinh(s+ �)� (r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))�0)2

+(a+ r cosh(s+ �))2(2 cosh(s+ �)(a+ r cosh(s+ �))�2 + 4�0(�h sinh(s+ �)

+(r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))�0)� 2(r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))

��00)�2r((a+ r cosh(s+ �))2�2 + (h sinh(s+ �)� (r + a cosh(s+ �)�

b sinh(s+ �))�0)2)2

olarak hesaplan¬r.

a) K = 0 olabilmesi için (4.15) ifadesinden K1 = 0 olmal¬d¬r. cosh ve sinh fonksiy-

onlar¬lineer ba¼g¬ms¬z olduklar¬ndan a = 0 ve b = 0 olarak al¬n¬rsa

K1 = 2r sinh2(s+ �)(h sinh(s+ �)� r�0)2 + r2 cosh2(s+ �)(2r�2 cosh2(s+ �)

+4�0(�h sinh(s+ �) + r�0)� 2r��00)

olur. Ancak bu durumda K1 = 0 olamaz. O halde K 6= 0 dir.
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b) K s¬f¬rdan farkl¬bir sabit ise (4.15) ifadesinden KW 2 + K1 = 0 olmal¬d¬r. Bu

eşitlik ise ancak �(t) = b0(sabit) ve sinh(s + �) = 0 olmas¬ile mümkündür. Bu du-

rumda K =
1

r2b20
olur. Ancak homotetik hareket için �(t) 6= sabit olarak al¬nm¬̧st¬r.

ii) Eksen L = h(1; 0; 0)i spacelike eksen iken üreteç e¼gri


(s) = (0; a+ r cosh(s+ �); b+ r sinh(s+ �))

ve bu e¼griyle homotetik hareket alt¬nda elde edilen yüzey

X(s; t) = ht; �(t) cosh(t)(a+ r cosh(s+ �)) + �(t) sinh(t)(b+ r sinh(s+ �));

�(t) sinh(t)(a+ r cosh(s+ �)) + �(t) cosh(t)(b+ r sinh(s+ �)))

idi. Bu yüzey için

K = �(h2((a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))�+ 2(b cosh(s+ �)� a sinh(s+ �))�0

+(r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))�00))�r�(h2 + ((b cosh(s+ �)

�a sinh(s+ �))�+ (r + a cosh(s+ �)� b sinh(s+ �))�0)2)2

dir.

a) Timelike eksen ile benzer şekilde cosh ve sinh fonksiyonlar¬lineer ba¼g¬ms¬z olduk-

lar¬ndan a = 0 ve b = 0 olarak al¬n¬rsa

K =
h2�00

�(h2 + r2�02)2

olarak hesaplan¬r. O halde �(t) = b0 + b1t seçilirse K = 0 elde edilir.

b) K s¬f¬rdan farkl¬bir sabit ise (4.15) ifadesinden KW 2+K1 = 0 olmal¬d¬r. Bunun

için özel olarak �(t) = b0(sabit) ve sinh(s+�) = 0 seçilmelidir. Bu şekilde elde edilen

yüzey için K =
h2a

r(h2 + b20b
2)2

olur. Ancak yine homotetik hareket için �(t) 6= sabit
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olaca¼g¬ndan bir çemberin homotetik hareket alt¬nda tarad¬¼g¬yüzey için Gauss e¼gri-

li¼gi s¬f¬rdan farkl¬bir sabit olamaz.

iii) Eksen L = h(1; 0; 1)i lightlike eksen olsun. Bir Lorentz çemberinin homotetik

haraket alt¬nda tarad¬¼g¬yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (�(
cs2

2
+cs�+bt+cst+a)+h(

t3

3
�t); �(cs+b)+ht2; �(cs

2

2
+cs�+bt+cst+a)+h(

t3

3
+t)

idi. Bu yüzey için

K =
4h(s+ �) + 2c�� 4(b+ cs)�0 + (�2a+ cs2 + 2b(s+ �))�00

2c�(2h(s+ �)2 + 2(b+ cs)�+ (2a� cs2 � 2b(s+ �))�0)2

olarak hesaplan¬r.

a) K = 0 olabilmesi için K1 = 0 olmal¬d¬r. Ancak c 6= 0 oldu¼gundan K1 6= 0

ve K 6= 0 dir.

b) K s¬f¬rdan farkl¬ bir sabit ise KW 2 + K1 = 0 olmal¬d¬r.Bu da s parametre-

sine ba¼gl¬bir polinomdur ve bu polinomun bir s¬f¬r polinomu olabilmesi için tüm

katsay¬lar¬s¬f¬r olmal¬d¬r. Bu polinomun başkatsay¬s¬s4 terimine aittir ve bu kat-

say¬2c�K (2h� c�0)2 dir. Bu katsay¬n¬n s¬f¬r olabilmesi için �0(t) = 2h

c
ve �(t) =

b0 +
2h

c
t olmal¬d¬r. Ancak Bu durumda da di¼ger katsay¬lar s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan

KW 2 +K1 6= 0 ve K 6= sabit elde edilir.

4.3 E31 de Bir Polinom E¼grisinin Homotetik Hareket Alt¬ndaki

Yörüngesi Olan Yüzeyler için Umbilik Olma ve H2 �K = 0

Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Öklid uzay¬ve Lorentz uzay¬aras¬ndaWeingarten dönüşümünün köşegenleştirilebilmesi

konusunda farkl¬l¬klar vard¬r. E3 deWeingarten endomor�zminin matrisi köşegenleştiri-

lebilirdir. E31 de iseWeingarten dönüşümü self-adjoint olmas¬na ra¼gmen köşegenleştiri-

51



lemeyebilir. Bunun sebebi yüzey üzerindeki metri¼gin Lorentz metri¼gi olmas¬d¬r.

M;E31 ün bir non-dejenere yüzeyi ve P 2 M olmak üzere e¼ger P noktas¬nda bu

yüzeyin Weingarten dönüşümü Ap köşegenleştirilebilir ise H2(P )�K(P ) > 0 d¬r ve
P nin umbilik nokta olmas¬durumunda H2(P ) � K(P ) = 0 olur. Öklid uzay¬nda

oldu¼gu gibi E31 de tüm noktalar¬umbilik olan spacelike ya da timelike yüzeylere um-

bilik yüzeyler denir. Özel olarak bu yüzeyler için yüzeyin her noktas¬nda Weingarten

dönüşümü köşegenleştirilebilirdir. Bununla birlikte Lorentz uzay¬nda H2 � K =

0 şart¬n¬ sa¼glayan ancak Weingarten dönüşümü köşegenleştirilemeyen yüzeyler de

vard¬r. Örne¼gin parametrizasyonu X(s; t) = (s cos t; s sin t; s + ht + a0) olan yüzey

için jHj = 1

h
ve K =

1

h2
dir. Bu yüzeyin Weingarten dönüşümünün matrisi

A =

0B@ 1

h
0

�1 1

h

1CA
dir ve bu matris köşegenleştirilemez.

Tan¬m 4.3.1: Bir p 2 M noktas¬ ve x : M �! E31 nondejenere immersiyonu

için e¼ger Ap endomor�zmi köşegenleştirilebilir ise Ap nin eigen de¼gerlerine p nok-

tas¬ndaki esas e¼grilikler denir ve �1(p) ve �2(p) ile gösterilir.

E¼ger immersiyon spacelike ise (4.3) den Ap; M üzerindeki metri¼ge göre self-adjointtir

ve metrik pozitif tan¬ml¬oldu¼gundan Ap köşegenleştirilebilirdir.

Önerme 4.3.1: Ap; E31 ün non-dejenere bir yüzeyinde köşegenleştirilebilir olsun.

Bu durumda ortalama e¼grilik ve Gauss e¼grili¼gi s¬ras¬yla

H(p) = �
�1(p) + �2(p)

2

ve

K(p) = ��1(p)�2(p)

olarak tan¬ml¬d¬r.

52



Tan¬m 4.3.2: E¼ger bir p 2 M noktas¬nda ikinci esas form metrik ile orant¬l¬ysa,

yani

�p(u; v) = �(p) hu; vi

ise p noktas¬umbilik noktad¬r. E¼ger her p 2M için bu şart sa¼glan¬yorsa bu durumda

M umbilik yüzeydir. Özel olarak umbilik bir noktadaWeingarten dönüşümünün ma-

trisi köşegenleştirilebi- lirdir ve �1(p) = �2(p) dir.

Bilindi¼gi gibi 3 boyutlu Öklid uzay¬nda umbilik yüzeyler, düzlemler ve kürelerdir.

E31 için de benzer bir durum geçerlidir.

Teorem 4.3.1: E31 de timelike bir M yüzeyi umbilik yüzey olsun. Bu durumda

M; düzlem veya tek kanatl¬hiperboloid (Lorentz küresi) dir.

Örnek 4.3.1: Spacelike ya da timelike düzlemler umbilik yüzeylerdir. Bu yüzeyler

için her p noktas¬nda Ap = 0 ve �1 = �2 = 0 d¬r.

Örnek 4.3.2: Yar¬çap¬r; merkezi p0 olan hiperbolik yüzey H2(r; p0) olmak üzere

bu yüzey için Ap = �
1

r
I2 dir. Buradan �1 = �2 = �

1

r
olur.

Örnek 4.3.3: Benzer şekilde pseudo-küre S21(r; p0) için Ap = �1
r
I2 dir. Buradan

�1 = �2 = �
1

r
olur.

Önerme 4.3.2: M; E31 te non-dejenere bir yüzey ve p 2 M olmak üzere Ap köşe-

genleştirilebilir ise

H(p)2 � �K(p) > 0 (4.16)

d¬r. E¼ger yüzey umbilik bir yüzey ise H(p)2 � �K(p) = 0 olur.

·Ispat: Önerme 4.3.1 den

0 6 (��1(p)� �2(p)
2

)2 = (�
�1(p) + �2(p)

2
)2 � �1(p)�2(p) = H2(p)� �K(p)
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olur. H2(p)� �K(p) = 0 olmas¬için �1(p) = �2(p); yani p noktas¬umbilik olmal¬d¬r.

Örnek 4.3.4: y2�z2 = 1 olan yüzey spacelike bir yüzeydir. X(s; t) = (ht; sinh s; cosh s)

parametrizasyonu ile verilen yüzey

Şekil 4.10 Lorentz silindiri

şeklindedir ve bu yüzey için {Xs; Xtg baz¬na ba¼gl¬olarak Weingarten dönüşümünün

matrisi 0@�1 0

0 0

1A
olur.

O halde bu yüzey üzerinde umbilik nokta yoktur.
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Örnek 4.3.5: ·Ikinci çeşit helikoid yüzeyi için yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (ht; s cosh t; s sinh t) ve h > 0; s 2 (h;1) olmak üzere birinci esas form

EG� F 2 = h2 � s2 < 0 olur.

Şekil 4.11 ·Ikinci çeşit helikoid

Bu durumda yüzey timelike bir yüzeydir ve bu yüzey için

H = 0; K =
h2

(h2 � s2)2

dir. O halde H2 � K < 0 olur ve bu da Weingarten dönüşümünün matrisinin
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köşegenleştirilemeyece¼gi anlam¬na gelir. Burada

A =

0@ 0 h
(s2�h2)3=2

� hp
s2�h2 0

1A

d¬r. Karakteristik polinom PA(x) = det(A� xI2) = x2 +
h2

(s2 � h2)2 olur ve A köşe-

genleştirilemez.

Örnek 4.3.6: X(s; t) = (s + h(�t + t3

3
); ht2; s + h(t +

t3

3
)) parametrizasyonu ile

belirlenen parabolik null silindir için EG� F 2 = �4h2; H = K = 0 d¬r.

Şekil 4.12 Parabolik null silindir

56



O halde H2 �K = 0 olur. h > 0 olmak üzere Weingarten dönüşümünün matrisi

A =

0@0 0

1 0

1A
bulunur. Karakteristik polinom PA(x) = x

2 dir ve A köşegenleştirilemez.

Önerme 4.3.3: E31 de verilen bir M yüzeyi için bir p 2 M noktas¬nda ikinci

esas formun kuadratik formu IIp ve birinci esas formun kuadratik formu Ip olmak

üzere e¼ger IIp; Ip nin skalar bir kat¬ise p noktas¬M yüzeyinin bir umbilik noktas¬d¬r.

IIp nin; Ip nin skalar bir kat¬ olmas¬, p noktas¬ndaki şekil operatörü matrisinin

birim matrisin skalar bir kat¬olmas¬na eşde¼gerdir. Esas olarak IIp ile Ip aras¬nda

böyle bir ili̧skinin elde edilmesi, şekil operatörü matrisinin birim matrisin skalar bir

kat¬oldu¼gunu göstermek için daha k¬sa bir yoldur. Bu şart sa¼gland¬¼g¬nda p noktas¬

M yüzeyinin umbilik bir noktas¬ve H2(p)�K(p) = 0 olur.

Şekil operatörü Sp self-adjoint lineer bir operatördür; 8v; w 2 TpM vektörleri için

hSp(v); wi = hv; Sp(w)i

dir. Bu eşitlik Sp nin matrisinin, TpM nin herhangi bir ortonormal baz¬na göre

anti-simetrik olmas¬yla eşde¼gerdir. Bu durumda Öklid uzay¬ndan farkl¬olarak Sp

köşegenleştirilemeyebilir.

Tan¬m 4.3.3: E31 de Sp köşegenleştirilemezken H
2(p)�K(p) = 0 şart¬sa¼glan¬yorsa

bu durumda TpM nin bir baz¬na göre Sp nin matrisi, a 2 R olmak üzere0@a 0

b a

1A
formundad¬r. Burada K(p) = a2 ve H(p) = a ile birlikte H2(p) � K(p) = 0 d¬r.

Bu durumun p nin umbilik nokta olma durumuna benzerli¼ginden dolay¬bu şartlar¬
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sa¼glayan p 2M noktalar¬na quasi umbilik (genelleştirilmiş umbilik) noktalar denir.

8p 2M için bu sonuçlar elde ediliyorsaM ye quasi umbilik (genelleştirilmiş umbilik)

yüzey denir.

p noktas¬quasi umbilik bir nokta ise Sp nin eigen vektörleri lightlike vektörlerdir.

TpM nin herhangi bir ortonormal (e1; e2)baz¬na göre Sp nin matrisi anti-simetrik

olaca¼g¬ndan 0@ a b

�b c

1A
biçiminde yaz¬l¬r. Bu durumda Sp nin eigen de¼gerleri için elde edilen fonksiyonun

diskriminant¬(a � c)2 = 4b2 dir. Buradan da eigen de¼gerleri �1 = �2 =
1
2
(a + c)

olarak hesaplan¬r. Eigen vektörü ise e1�e2 dir. Bu vektör de lightlike bir vektördür.

Homotetik hareket gruplar¬n¬n özel bir hali olan helikoidal hareket gruplar¬yla yap¬lan

çal¬̧smalar sonucunda Hou ve Ji (2007) 3 boyutlu Lorentz uzay¬nda H2 � K = 0

denklemini sa¼glayan helikoidal yüzeyler olmas¬na ra¼gmen bu yüzeyler üzerinde um-

bilik nokta bulunmad¬¼g¬n¬göstermi̧slerdir. Ayr¬ca Clelland (2010) H2 �K = 0 olan

timelike yüzeyleri incelemi̧stir ve bu yüzeylerin do¼grultmanlar¬lightlike olan regle

yüzeyler oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r.

Üreteç e¼grisi bir polinom olan ve homotetik hareket gruplar¬alt¬nda üretilen yüzeyler

için umbilik olma şartlar¬incelenirse, ilk olarak eksenin karakterine ba¼gl¬olarak üç

farkl¬durum söz konusudur.

(i) Eksen timelike iken 
(s) = (s; 0; f(s)); f(s) =
mX
n=0

ans
n; an 2 R olarak al¬nd¬¼g¬nda

bu e¼grinin yörüngesi olan yüzey X(s; t) = (s�(t) cos t; s�(t) sin t; ht + �(t)f(s)) ve

fE;F;Gg; fe; f; gg de s¬ras¬yla birinci ve ikinci esas formun katsay¬lar¬olmak üzere

E = �2(1� f 02); F = ��0(s� f 0f)� h�f 0; G = s2(�2 + �02)� (�0f + h)2

ve
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e = �sf
00�3

A
, f = �(f � sf

0)�2�0 + h�2

A
olarak hesaplan¬r.

Burada A =
q
((f � sf 0)��0 + h�)2 + (1� f 02)s2�4 dir.

Parametrizasyonu verilen yüzeyin bir P noktas¬umbilik nokta ise bu noktada IIp =

kIp olacak şekilde bir k 2 R olmal¬d¬r. Bu durumda0@e f

f g

1A = k

0@E F

F G

1A

yaz¬labilir. Buradan
e

E
=
f

F
=
g

G
= k dir.

O halde p umbilik nokta ise (eF � fE)(p) = (eG � gE)(p) = (fG � gF )(p) = 0

olmal¬d¬r.

=) (eF�fE)(p) = �sf
00�3

A
(��0(s�f 0f)�h�f 0)+(f � sf

0)�2�0 + h�2)

A
�2(1�f 02) =

0

=) �4�0[(f � sf 0)(1� f 02)� s2f 00 + sf 00f 0f ] + h�4(sf 00f 0 + 1� f 02) = 0

Bu durumda f(s) = a0 � s seçilirse (eF � fE)(p) = (eG � gE)(p) = 0 elde edilir.

Ancak

(fG� gF )(p) = �(h+ a0�
0)((h+ a0�

0)2 + a0s��
00)p

(h+ a0�
0)2

olarak hesaplan¬r ve bu ifadenin s¬f¬ra eşit olmas¬mümkün de¼gildir.

(ii) Eksen spacelike iken 
(s) = (f(s); s; 0); f(s) =
mP
n=0

ans
n; an 2 R olarak al¬nd¬¼g¬nda

bu eksen etraf¬nda bu e¼gri ile homotetik hareket alt¬nda elde edilen yüzey X(s; t) =

(ht+�(t)f(s); s�(t) cosh t; s�(t) sinh t) idi ve bu yüzey için birinci ve ikinci esas for-

mun katsay¬lar¬s¬ras¬yla
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E = �2(f 02� 1); F = ��0(f 0f + s)+h�f 0; G = (s2+ f 2)�02� s2�2+2hf�0+h2

ve

e =
sf 00�3

A
, f =

(sf 0 � f)�2�0 � h�2

A
bulunur.

Burada A =
q
(1 + f 02)s2�4 � ((f � sf 0)��0 + h�)2 dir. Yine

(eF � fE)(p) = (sf 00f 0f + s2f 00 + (sf 0 � f)(f 02 � 1))�0�4 + (sf 00f 0 � f 02 + 1)h�4

A

·Ilk duruma benzer şekilde f(s) = a0 � s seçilirse (eF � fE)(p) = (eG� gE)(p) = 0

olarak hesaplan¬r. Ancak

(fG� gF )(p) = ��(h� a0�0)(h2 � s2�2 + 2h(a0 + s)�0 + (s2 + (a0 + s)2�02)

�s(s��0 + �(h+ (a+ s)�0))(�2�0(h+ a0�0) + (a0 + s)��00

�s�(�+ �00)=
q
2s2�2 � (h+ a0�0)2

elde edilir ve bu ifade s¬f¬r olamaz.

(iii) Eksen lightlike iken 
(s) = (f(s); s; f(s)), f(s) =
mP
n=0

ans
n ,an 2 R olmak

üzere bu üreteç e¼griyle eksen etraf¬nda homotetik hareket alt¬nda elde edilen yüzey

parametrizasyonu X(s; t) = (�(t)(ts+f(s))+h( t
3

3
� t); s�(t)+ht2; �(t)(ts+f(s))+

h( t
3

3
+ t)) olan yüzey idi. Bu yüzey için birinci ve ikinci esas formun katsay¬lar¬

s¬ras¬yla

E = �2; F = s��0 � 2hf 0�; G = �4hf�0 � 4hs�

ve

e =
2hf 00�2

A
; f =

2h�2 � 2hf 0��0

A
olarak hesaplan¬r.
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Burada A =
q
4h2f 0(2t3 + 2t+ f 0)�2 + 4(f � sf 0)�2�0 + 4s�3 dir.

=) (eF � fE)(p) = 2h(f 0 + sf 00)�3�0 � 4h2f 0f 00�3 � 2h�4

A
dir.

f(s) = a0+s ve �(t) = et olarak seçilirse (eF�fE)(p) = 0 olarak hesaplan¬r. Ancak

(eG� gE)(p) = �e
3th(a0e

t + 2(�h+ ets))p
e2th(a0et + h+ ets)

ve

(fG� gF )(p) = �e
th(�2eth+ e2ts)(a0et + 2(�h+ ets))p

e2th(a0et + h+ ets)

bulunur ve bu ifadeler s¬f¬r olamazlar.

Sonuç 4.3.1: E31 de bir polinom e¼grisinin homotetik hareket alt¬ndaki yörüngesi

olan yüzeyler üzerinde umbilik nokta yoktur.

Teorem 4.3.2: E31 de bir polinom e¼grisinin homotetik hareket alt¬ndaki yörün-

gesi olan yüzeyler için H2 �K = 0 ise bu durumda bu yüzeyler regle yüzeylerdir.

·Ispat: i) Eksen timelike iken üreteç e¼grisi 
(s) = (s; 0; f(s)) olmak üzere bu e¼grinin

homotetik hareket grubu alt¬ndaki yörüngesi olan yüzey için ortalama e¼grilik ve

Gauss e¼grili¼gi daha önceden hesaplanm¬̧st¬. Bu hesaplamalardan

H2 �K = [�2 (h+ (f � sf 0)�0) (�s�0 + f 0(h+ f�0)) + sf 00(�h2 + s2�2 � 2hf�0

+s2�02 � f 2�02) + s(1� f 02)(s�2f 0 � 2�0(h+ (f � sf 0)�0) + (f � s

f 0)��00)]2 + 4(s2�2(�1 + f 02) + (h+ (f � sf 0)�0)2)(�(h+ (f � sf 0)�0)2

+s2f 00[s�2f 0 � 2�0(h+ (f � sf 0)�0) + (f � sf 0)��00))

=4(s2�2(�1 + f 02) + (h+ (f � sf 0)�0)2)2

olarak elde edilir. H2 � K, s parametresine ba¼gl¬ bir polinomdur ve bu polino-

mun bir s¬f¬r polinomu olabilmesi için pay k¬sm¬s¬f¬r olmal¬d¬r. Paydaki polinomun
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başkatsay¬s¬s6m�2 terimine aittir ve ((4m2 � 2m)�02 � m(m � 1)�2 � m2��00)2a6m

dir. f(s) =
mP
n=0

ans
n; an 2 R olmak üzere m > 2 iken bu katsay¬s¬f¬r olamaz. Özel

olarak f(s) = a0 + s ve �(t) = b0 + b1t seçilirse H =
1

a0b1 + h
, K =

1

(a0b1 + h)2
ve

H2 �K = 0 bulunur.

ii) Eksen spacelike iken üreteç e¼grisi 
(s) = (f(s); s; 0); f(s) =
mP
n=0

ans
n; an 2 R

olmak üzere bu e¼gri ile spacelike eksen etraf¬nda homotetik hareket ile elde edilen

yüzey için

H2 �K = [(2(h+ (f � sf 0)�0)(s�0 + f 0(h+ f�0)) + sf 00(h2 � s2�2 + 2hf�0 + (s2

+f 2)�02)� s(1 + f 02)(s�2f 0 + 2�0(h+ f�0 � sf 0�0) + (f � sf 0)��00))]2

�4(�s2�2(1 + f 02) + (h+ (f � sf 0)�0)2)(h+ (f � sf 0)�0)2 + s2f 00(s�2

f 0 + 2�0(h+ (f � sf 0)�0)� (f � sf 0)��00=4(�s2�2(1 + f 02) + (h+ (f

�sf 0)�0)2)3

olarak elde edilir. H2�K, s parametresine ba¼gl¬bir polinomdur ve bu polinomun bir

s¬f¬r polinomu olabilmesi için pay k¬sm¬s¬f¬r olmal¬d¬r. Paydaki polinomun başkat-

say¬s¬s6m�2 terimine aittir ve bu katsay¬m2(1�m)2a6m(3�02 �m(2�02 + ��00))2 dir.

m > 2 iken bu katsay¬ancak � sabit iken s¬f¬r olabilir. Ancak �(t) 6= sbt oldu¼gundan
bu durumda bu katsay¬s¬f¬r olamaz. Özel olarak f(s) = a0 seçilirse

H2 �K =
3(h+ a0�

0)4 + (2s2�2 + 5a0��
00)(h+ a0�

0)2 + a20�
2�002 + 2a0s

2�3�00�
�2s2�2 + (h+ a0�0)2

�3
olarak hesaplan¬r ve burada �(t) = b0 �

h

a0
t al¬n¬rsa H = 0 ve K = 0 olmak üzere

H2 �K = 0 elde edilir.

iii) Eksen lightlike iken 
(s) = (f(s); s; f(s)) ,f(s) =
mP
n=0

ans
n ,an 2 R olmak üzere
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bu üreteç e¼griyle eksen etraf¬nda homotetik hareket alt¬nda elde edilen yüzey için

H2 �K = (�0f 00(4hf � s2�0) + �(4hsf 00 � f�00 + f 0(�2h+ s�00))))2

+16h�(s�+ hf 02 + (f � sf 0)�0)(�+ f 00(�2s�0 � f�00

�+ f 0(2h+ s�00)))64h�2(s�+ hf 02 + (f � sf 0)�0)]3

H2 � K = 0 olabilmesi ancak H = 0 ve K = 0 iken mümkündür. Ancak Teorem

4.3.2 de görüldü¼gü üzere lightlike eksen ile homotetik hareket grubu alt¬nda elde

edilen yüzey için f polinomunun derecesi ne olursa olsun K 6= 0 oldu¼gundan bu

durumda H2 �K 6= 0 elde edilir.

Sonuç 4.3.2: E31 de bir polinom e¼grisinin homotetik hareket grubu alt¬nda tarad¬¼g¬

yüzeyler için H2 �K = 0 ise bu durumda bu yüzeyler regle yüzeylerdir.
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Örnek 4.3.7: Timelike eksen etraf¬nda homotetik hareketle elde edilen,üreteç e¼grisi


(s) = (s; 0; f(s)) olmak üzere f(s) = 1 + s ve �(t) = 1 � t olan yüzey şekildeki

gibidir. Bu yüzey için H =
1

j�1 + hj ve K =
1

(�1 + h)2
ile birlikte H2 �K = 0 dir

Bu yüzey şekildeki gibidir.

Şekil 4.13 f(s) = 1 + s; �(t) = 1� t olan yüzey

Bu yüzey

X(s; t) = (s(1� t) cos t; s(1� t) sin t; ht+ (1 + s)(1� t))

parametrizasyonuna sahiptir.
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Örnek 4.3.8: Spacelike eksen ile birlikte üreteç e¼grisi 
(s) = (f(s); s; 0) ve f(s) = 1

ve �(t) = 2� ht seçildi¼ginde elde edilen yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (1 + s(2� ht); s(2� ht) cosh t; s(2� ht) sinh t)

dir ve bu yüzey şekildeki gibidir. Bu yüzey içinH = 0; K = 0 ile birlikteH2�K = 0

dir.

Şekil 4.14 f(s) = 1; �(t) = 2� ht olan yüzey

.
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5. E31 B·IR E¼GR·IN·IN HEL·IKO·IDAL HAREKET GRUBU ALTINDAK·I

YÖRÜNGES·I OLAN L·INEER WEINGARTEN YÜZEYLER

Tan¬m 5.1: E31 de bir M yüzeyinin esas e¼grilikleri k1 ve k2 olmak üzere bu e¼gri-

likler aras¬nda �(k1; k2) = 0 olacak şekilde bir � fonksiyonu var ise M ye E31 de

Weingarten yüzey (W-yüzey) denir.

Esas e¼griliklerin aras¬nda böyle bir fonksiyonun varl¬¼g¬na eşde¼ger olarakM yüzeyinin

Gauss e¼grili¼gi K; ortalama e¼grili¼gi H olmak üzere �(K;H) = 0 olacak şekilde aşikar

olmayan bir � fonksiyonu bulunabiliyorsa M bir Weingarten yüzey olur.

Lineer Weingarten yüzeylere örnek olarak sabit ortalama e¼grili¼ge sahip yüzeyler

(minimal yüzeyler), sabit Gauss e¼grili¼gine sahip yüzeyler (küreler, developable yüzey-

ler), dönel yüzeyler vb. verilebilir. Developable regle yüzeylerin Gauss e¼grilik-

leri s¬f¬rd¬r. Bu yüzeyler için her noktadaki tanjant düzlemleri herbir do¼grultman

boyunca sabittir. Developable yüzey örnekleri ise düzlem parçalar¬, silindirler ve

konilerdir ve Öklid uzay¬ ve Lorentz uzay¬ için bu örnekler ayn¬d¬r. Özel olarak

Lorentz uzay¬nda yüzeylerin te¼get düzlemleri non dejeneredir.

5.1 Lineer Weingarten Helikoidal Yüzeyler

Homotetik hareket gruplar¬nda özel olarak �(t) = 1 al¬nd¬¼g¬nda helikoidal hareket

gruplar¬elde edilir.

Tan¬m 5.1.1. E31 de düzlemsel bir e¼grinin bir parametreli helikoidal hareket grubu

alt¬nda çizdi¼gi yörüngeye helikoidal yüzey denir. Hareketin ekseni L ve ad¬m¬h ol-

mak üzere eksenin karakterine ba¼gl¬olarak üç farkl¬durum söz konusudur.

(i) L = h(0; 0; 1)i timelike ise üreteç e¼gri 
(s) = (s; 0; f(s)) şeklinde parametrize

edilebilir ve (3.1) ile verilen homotetik hareket grubunda �(t) = 1 olmak üzere elde
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edilen helikoidal yüzey

X(s; t) = (s�(t) cos t; s sin t; ht+ f(s))

şeklinde parametrize edilir.

(ii) L = h(1; 0; 0)i spacelike ise üreteç e¼gri 
(s) = (f(s); s; 0) şeklinde parame-

trize edilebilir ve (3.2) ile verilen homotetik hareket grubunda �(t) = 1 olmak üzere

elde edilen helikoidal yüzey

X(s; t) = (ht+ f(s); s cosh t; s sinh t)

ile parametrize edilen yüzey olur.

(iii) L = h(1; 0; 1)i lightlike ise üreteç e¼gri 
(s) = (f(s); s; f(s)) şeklinde para-

metrize edilir ve (3.3) ile verilen homotetik hareket grubunda �(t) = 1 olmak üzere

elde edilen yüzeyin parametrizasyonu

X(s; t) = (ts+ f(s) + h(
t3

3
� t); s+ ht2; ts+ f(s) + h(t

3

3
+ t))

şeklinde olacakt¬r.

Teorem 5.1.1: M; E31 de düzlemsel bir e¼grinin helikoidal hareket grubu alt¬ndaki

yörüngesi olan helikoidal yüzey olsun. M nin ortalama e¼grili¼gi H ve Gauss e¼grili¼gi

K olmak üzere lH +K = c şart¬n¬sa¼glayan M yüzeyleri için

i) Eksen L = h(0; 0; 1)i timelike iken üreteç e¼gri 
(s) = (s; 0; f(s));olmak üzere

f(s) =

Z
�
r

l2s6+2cs6+2c2s8�h2s2(2+(l2+4c)s2+2c2s4)�
p
l2s8(h4l2+(l2+4c)s4�2h2(2+l2s2+2cs2))

2s4(1+(l2+2c)s2+c2s4
ds

f(s) =

Z r
l2s6+2cs6+2c2s8�h2s2(2+(l2+4c)s2+2c2s4)�

p
l2s8(h4l2+(l2+4c)s4�2h2(2+l2s2+2cs2))

2s4(1+(l2+2c)s2+c2s4
ds
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f(s) =

Z
�
r

l2s6+2cs6+2c2s8�h2s2(2+(l2+4c)s2+2c2s4)+
p
l2s8(h4l2+(l2+4c)s4�2h2(2+l2s2+2cs2))

2s4(1+(l2+2c)s2+c2s4
ds

f(s) =

Z r
l2s6+2cs6+2c2s8�h2s2(2+(l2+4c)s2+2c2s4)+

p
l2s8(h4l2+(l2+4c)s4�2h2(2+l2s2+2cs2))

2s4(1+(l2+2c)s2+c2s4
ds

dir.

ii) L = h(1; 0; 0)i spacelike ve üreteç e¼gri 
(s) = (f(s); s; 0) olmak üzere

f(s) =

Z
�
r
�2cs6+l2s6+2c2s8�h2s2(2+4cs2+l2s2+2c2s4)+

p
l2s8(h4l2+(4c+l2)s4�2h2(2+2cs2+l2s2))

2s4(1+2cs2+l2s2+c2s4)
ds

f(s) =

Z r
�2cs6+l2s6+2c2s8�h2s2(2+4cs2+l2s2+2c2s4)+

p
l2s8(h4l2+(4c+l2)s4�2h2(2+2cs2+l2s2))

2s4(1+2cs2+l2s2+c2s4)
ds

f(s) =

Z
�
r

�2cs6�l2s6�2c2s8+h2s2(2+4cs2+l2s2+2c2s4)+
p
l2s8(h4l2+(4c+l2)s4�2h2(2+2cs2+l2s2))

2s4(1+2cs2+l2s2+c2s4)
ds

f(s) =

Z r
�2cs6�l2s6�2c2s8+h2s2(2+4cs2+l2s2+2c2s4)+

p
l2s8(h4l2+(4c+l2)s4�2h2(2+2cs2+l2s2))

2s4(1+2cs2+l2s2+c2s4)
ds

dir.

iii) L = h(1; 0; 1)i lightlike ise üreteç e¼gri 
(s) = (f(s); s; f(s)) olmak üzere

f(s) =

Z
�

s
2chs� hl2s+ 8c2hs3 +

p
h2l2(1 + 4cs2 + l2s2)

2h2(l2 � 4c2s2) ds

f(s) =

Z s�2chs� hl2s+ 8c2hs3 +ph2l2(1 + 4cs2 + l2s2)
2h2(l2 � 4c2s2) ds

f(s) =

Z
�

s
�2chs+ hl2s� 8c2hs3 +

p
h2l2(1 + 4cs2 + l2s2)

2h2(�l2 + 4c2s2) ds

f(s) =

Z s�2chs+ hl2s� 8c2hs3 +ph2l2(1 + 4cs2 + l2s2)
2h2(�l2 + 4c2s2) ds

dir.
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ispat: i) Eksen L = h(0; 0; 1)i timelike iken elde edilen yüzeyX(s; t) = (s�(t) cos t; s sin t; ht+

f(s)) ile parametrize edilir. Bu yüzey için

H =
�2h2f 0(s) + sf 00(s)(s2 � h2) + s2f 0(s)(1� f 0(s)2)

2(�h2 + s2(1� f 0(s)2)) 32

ve

K =
�h2 + s3f 0(s)f 00(s)

(�h2 + s2(1� f 0(s)2))2

olarak hesaplan¬r. Buradan

H =
1

2s

 
s2f 0(s)p

�h2 + s2(1� f 0(s)2)

!0

ve

K =
1

2s

�
s2f 0(s)2 + h2

�h2 + s2(1� f 0(s)2)

�0
olarak yaz¬labilir. O halde lH +K = c ifadesinde bu türevler yerlerine yaz¬l¬rsa

1

2s

 
l

s2f 0(s)p
�h2 + s2(1� f 0(s)2)

+
s2f 0(s)2 + h2

�h2 + s2(1� f 0(s)2)

!0
= c

=) l
s2f 0(s)p

�h2 + s2(1� f 0(s)2)
+

s2f 0(s)2 + h2

�h2 + s2(1� f 0(s)2) = cs
2

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümüyle aranan f(s) ifadesi bulunur.

ii) L = h(1; 0; 0)i spacelike iken helikoidal hareket grubu ile elde edilen yüzeyin

parametrizasyonu X(s; t) = (ht+ f(s); s cosh t; s sinh t) dir ve bu yüzey için

H =
2h2f 0(s) + sf 00(s)(h2 � s2)� s2f 0(s)(1 + f 0(s)2)

2(h2 � s2(1 + f 0(s)2)) 32

ve

K =
h2 + s3f 0(s)f 00(s)

(h2 � s2(1 + f 0(s)2))2

olur. Buradan

H =
1

2s

 
s2f 0(s)p

h2 � s2(1 + f 0(s)2)

!0
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ve

K = � 1
2s

�
�s2f 0(s)2 + h2

h2 � s2(1 + f 0(s)2)

�0
olarak hesaplan¬r. O halde lH +K = c ifadesinde bu türevler yerlerine yaz¬l¬rsa

1

2s

 
l

s2f 0(s)p
h2 � s2(1 + f 0(s)2)

+
�s2f 0(s)2 + h2

h2 � s2(1 + f 0(s)2)

!0
= c

=) l
s2f 0(s)p

h2 � s2(1 + f 0(s)2)
+

�s2f 0(s)2 + h2
h2 � s2(1 + f 0(s)2) = cs

2

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümüyle aranan f(s) ifadesi bulunur.

iii) L = h(1; 0; 1)i lightlike ise helikoidal hareket ile elde edilen yüzey X(s; t) =

(ts+ f(s) + h( t
3

3
� t); s+ ht2; ts+ f(s) + h( t3

3
+ t)) ile parametrize edilir. Bu yüzey

için

H =
h2(f 0(s)� 2sf 00(s))
4(�h(s+ hf 0(s)2)) 32

ve

K =
1 + 2hf 0(s)f 00(s)

4(s+ hf 0(s)2)2

olur. Buradan

H =
1

4

 
� 4hf 0(s)p

4h(s+ hf 0(s)2)

!0
ve

K = �1
4

�
1

s+ hf 0(s)2

�0
olarak da yaz¬labilir. lH +K = c ifadesinden

�1
4

 
l

4hf 0(s)p
4h(s+ hf 0(s)2)

+
1

s+ hf 0(s)2

!0
= c

=) l
4hf 0(s)p

4h(s+ hf 0(s)2)
+

1

s+ hf 0(s)2
= �4cs

elde edilir. Bu diferensiyel denklemin çözümüyle aranan f fonksiyonu bulunur.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bir e¼grinin, do¼grunun ya da noktan¬n uzayda hareketinin geometrisini araşt¬rmak

uzay kinemati¼gi aç¬s¬ndan önemlidir. Böyle bir hareket geometrik modellemede ve

mekanik ürünlerin üretiminde, robot hareketlerinin dizayn¬nda uygulamaya sahip-

tir. Bununla birlikte homotetik hareketler genel görecelilik kuram¬nda yap¬lan çal¬̧s-

malarda da yer almaktad¬r. Ayr¬ca homotetik hareket gruplar¬n¬n özel bir hali olan

helikoidal hareket gruplar¬da halen incelenmektedir.

Bu tezde polinom e¼grilerinin homotetik hareket alt¬nda tarad¬klar¬yüzeylerin sabit

ortalama e¼grili¼ge ya da sabit Gauss e¼grili¼gine sahip olabilmesi için regle yüzeyler

olmas¬gerekti¼gi sonucuna ulaş¬lm¬̧st¬r. Bununla birlikte yine bu yüzeyler genelleştir-

ilmi̧s umbilik yüzeyler ise regle yüzeylerdir.

Bu çal¬̧sma uzayda hareketlerin bir genellemesi oldu¼gundan önem taş¬maktad¬r.
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