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Bu tez 7 boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistir. Bu béliimde, tez
galismasinda gbz Oniine alinan problemler agiklandi ve bu problemlerin ingasi yapilirken
kullanilan literatiir bilgisi verildi.

Ikinci bsliimde, yaklasma teorisine iliskin kullanilacak olan temel kavramlar verilmistir.

Uciincii boliim, hipertopoloji tanimi ve bazi ézel hipertopoloji érneklerini icermektedir.
Ayrica, verilen hipertopojiler ile uyumlu olacak bigimde tanimlanan yaklagma yapilar ifade
edilmistir.

Doérdiinci, besinci ve altinci béliimler tezin orjinal kisimlarini igermektedir.

Dérdiincii boliimde, Fell topoloji hatirlatilmig ve 6zel halde Fell topoloji ile cakigan Fell
yaklagma yapisi tanimlanmigtir. Bu yeni yapinin bazi temel 6zellikleri incelenmistir.

Besginci bolimde, topolojik uzaylar ve yakinsama uzaylar: igerisinde ifade edilen Kura-
towski yakinsaklik kavrami hatirlatilmis, ve bu kavramin yaklasma uzaylar1 igerisine nasil
genisletilebilecegi tartigilmigtir.

Altinci boliimde, énceki iki boliimde tanimlanan yapilar arasindaki iligkiler incelenmis ve
elde edilen sonuclar ifade edilmigtir.
Son boliimde ise tez ile ilgili genel bir degerlendirme yapilmigtir.

Haziran 2024, 65 sayfa

Anahtar Kelimeler: Hipertopoloji, Yaklasma Uzayi, Kuratowski Yakinsaklik, Fell
topoloji

i



ABSTRACT

PhD Thesis

APPLICATIONS OF APPROACH THEORY RELATED WITH HYPERTOPOLOGIES

Meryem ATES

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Sevda SAGIROGLU

This thesis consists of seven chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In
this part, the considered problems for this thesis are described and the studies in literature
that are used during the construction process of our problems are given.

In second chapter, we give the basic concepts of approach theory that are used in the
sequal.

Chapter three consists of the definition of hypertopology and some specific hypertopology
examples. Moreover the approach structures that are related with the given hypertopolo-
gies are expressed.

The original parts of the thesis are included in chapters four, five and six.

In chapter four, Fell topology is recalled and the Fell approach structure that coincides
with the Fell topology in a special case is introduced. Some fundamental properties of this
new structure is investigated.

In chapter five, the notion of Kuratowski convergence in the setting of topological spaces
and convergence spaces is recalled, and the way of extending this notion to the approach
setting is discussed.

In chapter six, the relations between the structures defined in the previous two sections
were examined and the results obtained are presented.
In the last chapter, general evaluation of the thesis was given.
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SIMGELER DIiZINi

[0,00]

Uzaklik fonksiyonu

Limit operatorii

Alt diizgiin fonksiyon ¢atisi

/A Pozitif tamsayilar kiimesi

CL(X) (X,7) topolojik uzaymin bos kiimeden farkl kapali alt kiimelerinin ailesi
K(X) (X, 7) topolojik uzaymin bog kiimeden farkli kompakt alt kiimelerinin ailesi
T Fell Fell topoloji

TeFell Genigletilmig Fell topoloji

Lren Fell yaklagma yapisi

X5 (X) (X, 0) yaklagma uzaymin kompaktlik indeksi

Xk (X) (X, 6) yaklagsma uzaymin lokal kompaktlik indeksi

D>

Ax A yonlendirilmis kiimesinin artik alt kiimelerinin ailesi

Ag A yonlendirilmis kiimesinin egsonlu alt kiimelerinin ailesi

SA A aginin iirettigi siizgeg

As 0 uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen limit operatorii

or L alt diizgiin fonksiyon catisina kargilik gelen uzaklik fonksiyonu
As 0 uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen yaklagma sistemi

Top Topolojik uzaylar ve siirekli fonksiyonlar kategorisi

Met Metrik uzaylar ve genislemeyen doniisiimler kategorisi

App Yaklagma uzaylar1 ve biiziilme doniigiimleri kategorisi

gMet Quasimetrik uzaylar ve geniglemeyen doniistimler kategorisi

qMet(X) X kiimesi lizerinde tanimh quasimetriklerin ailesi
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1. GIRIS

Yaklagma uzaylarimin hipertopolojiler ile olan iligkileri, 1996 yilinda Lowen ve Si-
oen tarafindan aragtirilmaya baglanmistir. R. Lowen ve M. Sioen, hipertopolojiler
ile iligkili olacak bigimde yaklagma yapilar: inga edilip edilemeyecegini aragtirmiglar
ve 1996 yilinda Wijsman topoloji, 1998 yilinda da Proximal topoloji ile iligkili ola-
cak bigimde yaklagma yapilari inga etmiglerdir. 2012 yilinda ise, Lowen ve Wuyts,
Vietoris yaklagma yapisi ile iligkili olacak bigimde bir yaklagma yapisi inga etmigtir.
Ancak, literatiirde énemli bir yere sahip olan Fell topoloji ile uyumlu olacak bi-
¢imde bir yaklagma yapisina rastlanilmamaktadir. Bu nedenle, tezimizde ilk olarak
Fell topoloji ile iligkili olacak bicimde bir yaklasma yapisi insa etmeyi hedefledik.
Fell topoloji ve Vietoris topolojinin tanimlarinin benzerligi nedeniyle, tezimizde 6n-
celikle Vietoris topoloji ile uyumlu olacak bi¢gimde tanimlanan yaklagma yapisinin

ingasi incelenmigtir.

Vietoris topoloji, alt ve iist Vietoris topoloji adi1 verilen iki topoloji yardimiyla inga
edilir (Hola ve Levi 1997). Bu sebeple, Lowen ve Wuyts topolojik ko-yansimalar: alt
ve iist Vietoris topolojiler olacak bigimde tanimladiklar1 iki yaklagma yapisi yar-
dimiyla, Vietoris yaklagsma yapisini inga etmiglerdir. Ancak, V—Vietoris yaklagma
yapisiin topolojik ko-yansimasi C'L(X) (X kiimesinin bog kiimeden farkli tiim ka-
pali alt kiimelerinin ailesi) ailesinin tamam iizerinde alt Vietoris topoloji ile ¢a-
kigirken, A—Vietoris yaklagma yapisinin topolojik ko-yansimasinin sadece K (X)
( X kiimesinin bos kiimeden farkh kompakt alt kiimelerinin ailesi) tizerinde iist
Vietoris topoloji ile cakigtigi goriilmiigtiir. Dolayisiyla, Vietoris yaklagma yapisi-
nin topolojik ko-yansimasi sadece K(X) tizerinde Vietoris topoloji ile ¢cakigmaktadir
(Lowen ve Wuyts 2012). Fell topoloji de Vietoris topolojiye benzer olarak iki topo-
loji yardimiyla insa edilmistir ve hatta alt Vietoris topoloji ile alt Fell topoloji ayni
topolojilerdir. Tez ¢alismamizin dordiincii boliimiinde, oncelikle iist Fell topoloji ile
daha sonra da Fell topoloji ile uyumlu olacak bi¢cimde yaklagma yapilar: tanimlan-

mugtir ve Fell yaklagma yapisinin topolojik ko-yansimasimin Fell topoloji ile C'L(X)
1



ailesinin tamami iizerinde cakigtigl ispatlanmigtir.

Topolojide 6nemli kavramlar olan kompaktlik ve lokal kompaktlik, Lowen tarafin-
dan yaklagsma uzaylarina uyarlanmistir. Calismalarimizda, Fell yaklagma yapisinin
ozellikleri incelenirken, kompaktlik ve lokal kompaktlik dereceleri de incelenmis ve

elde edilen sonuglar ifade edilmistir.

Tezin beginci boliimiinde, Kuratowski yakinsaklik kavrami ele alinmigtir. Kiime di-
zilerinin alt ve iist sinirlarini belirleme fikri 1909 yilinda Painleve tarafindan ortaya
atilmigtir. Daha sonra Painleve ve Hausdorff, (X, 7) topolojik uzayinda kiime dizile-
rinin yakinsakligina dair bazi calismalar yapmiglardir. Bu ¢caligmalar 1g1ginda Kurato-
wski, 6geleri kapali kiimeler olan aglarin yakinsakligini Hausdorff uzaylarinda ele ala-
rak tanimlamig ve bu kavram (Kuratowski 1966) ¢aligmasi sayesinde matematik diin-
yasinda genis kitlelere ulagmigtir. Kiime aglarinin alt ve iist limit kavramlar1 ve daha
sonra bu kavramlar yardimiyla Kuratowski anlaminda yakinsaklik "Kuratowski-
Painleve yakinsakhik" adiyla Beer tarafindan tammlanmigtir (Beer 1993). Bir ¢ok
kaynakta bu yakinsaklik kisaca Kuratowski yakinsaklik olarak ifade edildiginden,
tez caligmamiz boyunca bu yakinsakligi Kuratowski yakinsaklik olarak ifade edece-
giz. Diger yandan, yakinsama uzaylarinda kapali kiimeler {izerinde tanmimh siizgeg
aileleri i¢in Kuratowski yakinsaklik Dolecki, Gabriele ve Lechicki tarafindan tanim-
lanmigtir (Dolecki, Gabriele ve Lechichi 1995). Daha sonra, Mynard ve Dolecki ta-
rafindan yakinsama uzaylarinda, kapali kiimeler iizerinde taniml siizgegler i¢in Ku-
ratowski yakinsaklik tanimi verilmigtir (Dolecki ve Mynard 2016). Caligmalarimizin
devaminda, Kuratowski yakinsaklik kavramini hem kapali kiimelerden olugan aglar,
hem de kapali kiimelerden olusan siizgecler i¢in yaklagma uzaylarina nasil tagidigi-

miz1 aktardik.

Beer, Kuratowski yakinsakligin topolojik bir yakinsama olmadigini, ancak kargilik
gelen yakinsakligin Kuratowski yakinsakliktan zayif olan en ince 7K topolojisi ol-
dugunu ifade etmigtir. 7K topolojisinden kaba olan en ince topolojinin Fell topoloji

oldugunu ve bir Hausdorff uzayimnda Kuratowski yakisakligin Fell topolojiye gore
2



yakinsaklik ile ¢akigmasi i¢in gerek ve yeter sartin evrensel uzayin lokal kompakt
olmasi oldugunu ispatlamigtir (Beer 2010). Ayrica Fell topoloji ile Kuratowski ya-
kinsaklik arasinda bir ¢ok iligki oldugunu gostermigtir (Beer 1993).



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, ¢aligmalarimiz boyunca kullandigimiz temel tanim ve o6zellikler ifade
edilecektir.

Bu galigma boyunca [0, co] kapal araligi, toplamsal yarigrup ve tam latis yapisi ile ele
alinacak ve kisalik agisindan bu kapali aralik P ile gosterilecektir. Ayrica, z € [0, 00|

icin

X+r = Tr+00=00
00— = o0
00 +00 = o0
co—o0 = 0

esitlikleri kabul edilecektir.

Bos kiimeden farkh bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesi 2% ve sonlu elemanh
alt kiimelerinin ailesi 2(X) ile gosterilecektir. (X, 7) bir topolojik uzay olmak iizere,
X kiimesinin bos kiimeden farkli kapali alt kiimelerinin ailesi C'L(X), bos kiimeden
farkli kompakt alt kiimelerinin ailesi K (X) ile gosterilecek ve W = C'L(X) U {0}
olarak ele alinacaktur.

X bir kiime ve A C X olmak tizere A kiimesinin kesen ve artan (hit ve miss) kiimeleri

sirastyla A~ ve AT ile ifade edilir ve
A= ={BeCL(X)|BNA#0}ve AT :={Be CL(X)|B C A},

bigiminde tanimhdir. Ayrica, (X, d) metrik uzay, ¢ > 0 ve S.(A) = {z € X|d(z, A) <

e} olmak iizere, A" kiimesi
ATt :={B e CL(X) |3 >0:5.(B) C A}
bi¢iminde tanimhdir.

Tamim 2.1 X # () bir kiime olmak iizere d : X x X — P fonksiyonu,
() Ve e X: d(z,z) =0,



(i) Va,y,z € X d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)

ozelliklerini gercekliyor ise X kiimesi iizerinde tanimli bir quasimetrik adi verilir. X
kiimesi tizerinde tanimli bir d quasimetrigi,

(iii) Vz,y € X : d(z,y) = d(y, x),

ozelligine de sahip ise, X iizerinde tamimli bir metrik adi verilir (Lowen 1997).

Bir X kiimesi tizerinde tanimh tiim siizgeglerin ailesi F'(X) ile gosterilecektir.

Tanim 2.2 X bir kiime, £ C FI(X) x X ve § € F(X) olsun. Bu durumda, (§,x) € ¢
olmasi durumu z € lim¢F biciminde ifade edilir ve x noktasi § siizgecinin £ bagintisina

gore limit noktasidir ya da § siizgeci « noktasina £ bagintisina gore yakinsaktir denir

(Dolecki ve Mynard 2016).

Yaklagma uzaylari, matematiksel olarak birbirine eg olan birden fazla matematiksel
yapi kullanilarak ifade edilebilir. Bunlardan bazilari; uzaklik fonksiyonu, limit ope-
ratorii, 6lgek, yaklasma sistemi, alt diizgiin fonksiyon ¢atis1 ve iist zarf operatoriidiir.
Bu boliimde tez ¢alismamiz boyunca kullandigimiz yaklagma yapilarinin tanimlar:
ve bazi oOzellikleri verilecektir. X bir kiime ve A C X olmak {izere, A kiimesinin

gosterge fonksiyonu (indicator) 64 ile gosterilir ve

QAZX — P
0 ,xeA
o ,x¢A

r > 04(x) =

bi¢iminde tanimhidir.

Tamm 2.3 X # ) bir kiime olmak iizere § : X x 2¥ — P fonksiyonu asagida ve-
rilen Ozellikleri gercekliyor ise, § fonksiyonuna X kiimesi iizerinde tanimli bir uzakhk
fonksiyonu adi verilir:

(D) Ve e X,VAe2¥ 12 € A= §(x,A) =0,

(D2) Vo € X : 6(z,0) = oo,

(D3) Vo € X,VA, B € 2% : §(z, AU B) = min{d(x, A), 6(z, B)},

(D4) A®) = {x € X |§(zx, A) < £} biciminde tanimlanmak iizere;

Vo € X,VA€2X Ve e P:§(x,A) < (z, A®)) +e.
)



Ayrica, X kiimesi {izerinde taniml bir 6 uzaklik fonksiyonu
Vee X,.VABCX:ACB=4(z,B) <d(z,A) (2.1)

ozelligine sahiptir (Lowen 1989).

X bog kiimeden farkli bir kiime ve € X olmak iizere & siizgeci, ¢ = {A C X|z € A}

bi¢iminde tanimhdir.

Tanmim 2.4 X bir kiime olmak iizere, A : F(X) — P¥X fonksiyonu asagida verilen

ozellikleri saghyor ise, A fonksiyonuna limit operatérii adi verilir.

(L1) Vz € X : Xi(x) =0,

(L2) X iizerinde tanimli siizgeglerin bos kiimeden farkli her (F;) e, slizgeg ailesi icin
M() F) = sup AF;,

jeJ jed

(L3) Her § € F(X) ve X kiimesi iizerinde taniml siizgeglerin keyfi bir (o(x)),cx ailesi

icin

/\(ZJ(S)) <A+ sup A (o(7)) (2).

rzeX

AF(z) degeri, x noktasinin § siizgecinin limit noktasi olma derecesini ifade etmek-

tedir (Lowen 1997).

Tanim 2.5 X kiimesi lizerinde tanimh ¢ uzaklik fonksiyonu ele alinmak tizere,

a:F(X) —PX

5 — aF(z) = sup §(z, F)
Feg

biciminde tanimli fonksiyona yigilma operatérii adi verilir.

aF(z) degeri, x noktasimnin § siizgecinin yi1gilma noktasi olma derecesini ifade etmek-

tedir.



Tanim 2.6 A C P¥ ve ¢ € P¥ olmak iizere,
Ve>0,Vw <oo: Y e A ANw <Yy +e

esitsizligi gercekleniyor ise 1) fonksiyonu A ailesi tarafindan baskilanir denir. Ayrica
A C PX fonksiyon ailesi baskiladigi her fonksiyonu iceriyor ise A ailesine yogundur

denir (Lowen 1989).

Tanmim 2.7 X bir kiime ve her x € X icin A(x), P¥ icinde bir ideal (sonlu supremuma
gore kapali ve bir 6gesinden kiiciik olan &geyi icerir) olsun. Bu durumda, her x € X igin
A(z) ailesi

(A1) Yy € A(z) : ¢(z) =0,

(A2) A(x) ailesi yogun,

(A3) Vip € A(x),Ve > 0 ve Yw < oo igin (1), ).ex € [ex A(z) vardir dyle ki;

Vz,y € X i(y) Aw <, (2) +,(y) +¢

ozelliklerini sagliyor ise (A(z)),cx ailesine X iizerinde bir yaklasma sistemi adi verilir

(Lowen 1989).

Tanim 2.8 D C gMet(X) ve d € gMet(X) olmak iizere,
Ve € X,Ve >0 veVw < 0o :3dJ" € D dyle ki d(z, ) ANw < d5" + ¢

esitsizligi gercekleniyor ise d fonksiyonu I ailesi tarafindan yerel baskilanir denir. Ayrica

D ailesi, yerel baskiladigi her fonksiyonu iceriyor ise ID ailesine yerel doyurulmus denir.

Tanim 2.9 G C gMet(X) ailesi, gMet(X) iginde bir ideal ve yerel olarak doyurulmus

ise, G ailesine 6lcek adi verilir (Lowen 2015).

Tamim 2.10 X # ) bir kiime olmak iizere £ C PX fonksiyon ailesi
(LRI)VRC £: VR e L,
(LR2) VR C L, R sonlu elemanli: AR e L,

(LR3) Vi e L ,Va € P: pn+ o € L (sonlu Stelemelere gore kapali),
7



(LR4) Vue L ,Vae [0,infpu] : p—a € L.

ozelliklerini sagliyor ise, L ailesine alt diizgiin fonksiyon catisi adi verilir (Lowen 2015).

B C PX fonksiyon ailesi sonlu 6telemelere gore kapal ise, X kiimesi iizerinde tanimh
bir alt diizgiin fonksiyon catis1 i¢in bir alt tabandir. Eger, 28 alt tabani sonlu
infimuma gore kapali ise, X kiimesi iizerinde taniml bir alt diizgiin fonksiyon catisi
i¢in bir tabandir.

Uzaklik fonksiyonu, limit operatorii, yaklagsma sistemi ve alt diizgiin fonksiyon catisi
yaklagma yapilarinin matematiksel olarak eg yapilar oldugu Lowen tarafindan, bu
yapilarin birbirleri ile izomorf olduklar1 gosterilerek ispatlanmistir. Dolayisiyla yak-
lasma yapilarindan herhangi birinden digeri elde edilebilmektedir. Bu gegislerden,
calismalarimiz boyunca kullanacaklarimiz agagida verilmigtir.

0 uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen limit operatorii, § € F(X), x € X ve sec§ =
{AC X |VF €§: FnA#(} olmak iizere

XS (z) = sup d(z, A), (2.2)
A€sec§

bir £ alt diizgiin fonksiyon ¢atisina karsilik gelen uzaklik fonksiyonux € X ve A C X

olmak tlizere

oc(x, A) =sup{p(z)|p € L,p, =0} (2.3)

ve 0 uzaklik fonksiyonuna karsilik gelen yaklagma sistemi
Asl) = (o € P¥ [VA C X+ inf i(y) < d(r, A)) (2.4)
Yy

bigiminde tanimhdir (Lowen 2015).

Yaklagma uzaylar: arasmda taniml f : (X,0) — (X', 8) fonksiyonu her 2 € X ve
her A C X icin & (f(x), f(A)) < 6(x, A) esitsizligini saghyor ise, f fonksiyonuna
yaklagma uzaylari arasinda tanimli bir biiziilme doniigiimii adi verilir .

Objeleri, yaklagsma uzaylar1 ve morfizmleri, yaklasma uzaylar1 arasinda taniml bii-
ziilme doniigiimleri olan kategori App ile gosterilir. App bir topolojik kategoridir ve

Top kategorisi App kategorisinin i¢ine yansimali ve ko-yansimali olarak gomiiliir.
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Bir (X, 0) yaklagma uzayinin topolojik ko-yansimasi
cs(A) = {z € X| §(z,A) =0} ; AC X. (2.5)

biciminde tanimh topolojik kapanig operatoriiniin iirettigi topolojidir ve bu topoloji

¢ ile gosterilir. Bu kapanig operatorii, alt diizgiin fonksiyon gatisi kullanilarak
cle(A) ={z € X | sup{p(z) |p€ L, p, =0} =0} (2.6)

bi¢iminde de ifade edilebilir. Bu durumda, iirettigi topoloji 7'¢ ile ifade edilir.

(X, ) bir yaklagma uzayi, A C X ve

0, ze€cl (A
9 (x, A) =

oo, ¢ cl(A)

bi¢giminde tanimh uzaklik fonksiyonu olmak tizere, X kiimesi iizerinde § = J, esitli-
gini saglayacak bigimde bir 7 topolojisi mevcut ise (X, d) yaklagma uzayina topo-

lojik yaklagma uzay1 adi verilir (Lowen 1997).

Onerme 2.1 (X,7) bir topolojik uzay olmak iizere ¢, uzaklik fonksiyonuna karsilik
elde edilen yaklasma yapilarindan bazilarn asagidaki gibidir.

() VS € F(X) : a;F = Ouang ve \r§ = Oz,

(i)Ve € X : A (z) = {tp € P* | (z) = 0 ve 9, x noktasinda iistten yar siirekli},
(iii) G, ={d e gMet(X) | a4 C T},

(iv) £, = {p € P* | p alttan yan siirekli}(Lowen 1997).

Teorem 2.1 L yaklasma yapisinin topolojik bir yaklasma yapisi olmasi igin gerek ve
yeter sart, asagidaki denk énermelerden birinin gerceklenmesidir.

(i) Vue L:0g,—0 € L,

(if) V€ L ve Ve € [0, 00[: Oy,<cy € L,

(iii) £ alt diizgiin fonksiyon catisinin en azindan bir B alt tabani mevcuttur dyle ki her

p € B icin Op,—0y € L (Lowen 1997).



3. HIPERTOPOLOJILER UZERINDE TANIMLI YAKLASMA YAPI-
LARI

Yaklagma uzaylarinin hipertopolojiler ile olan iligkileri, 1996 yilinda Lowen ve Si-
oen tarafindan aragtirilmaya baglanmigtir. R.Lowen ve M.Sioen, hipertopolojiler ile
iligkili olacak bicimde yaklagma yapilari inga edilip edilemeyecegini aragtirmig ve
1996 yilinda Wijsman topoloji, 1998 yilinda Proximal topoloji ile iligkili olacak bi-
¢imde yaklagma yapilari inga etmiglerdir. 2012 yilinda ise Lowen ve Wuyts, Vietoris
yaklagma yapaisi ile iligkili olacak bigimde bir yaklagma yapisi inga etmiglerdir.

Bu boliimde, oncelikle baz1 hipertopoloji tanimlar1 ve bu hipertopolojiler ile iligkili
olacak bi¢gimde tamimlanan yaklagma yapilari tanimlar1 aktarilacaktir. Ayrica, Fell
topoloji ile yakindan iligkileri olan Vietoris topoloji tanimi ve Vietoris hipertopolojisi
ile iligkili olacak bi¢cimde tamimlanan Vietoris yaklagma yapisinin ingasi ve tanimi

verilecektir.

Tanim 3.1 (X, d) bir metrik uzay ve A, B € CL(X) olmak lizere,

Hy(A, B) = sup |04(x, A) — d4(x, B)|

rzeX

bigiminde tanimli metrik, Hausdorff metrik olarak adlandirilir ve H,; metriginin C'L(X)

tizerinde irettigi topolojiye Hausdorff metrik topoloji adi verilir (Beer 1993).

Tanim 3.2 (X, d) bir metrik uzay ve = € X olmak iizere,

d,: CL(X) —» R*
A — d (A) = infd(z,a)

acA

biciminde tanimli fonksiyonlardan olusan {d, }.cx ailesinin C'L(X) iizerinde irettigi bas-

langic topolojisine Wijsman topoloji adi verilir. Wijsman topoloji,

W1 = ({A - CL(X) | d(l‘, A) < a})zEX,a>0
10



Wy = ({A e CL(X) |d(x,A) > a})rex.a>0

olmak lizere W; U W ailesini alttaban kabul eden topolojidir.

Hausdorff metrigine alternatif olarak, Lowen tarafindan bir X kiimesinin sonlu ele-

manl her F' alt kiimesine kargilik

dp : CL(X) x CL(X) — P
(A, B) — dp(A, B) = sup|dg(x, A) — d4(z, B)|

zeF

metrigi ve Dy, = {dp | F € 29} metrik ailesi tanimlanmistir. Daha sonra Dy,
ailesinin bir 6lgek i¢in taban oldugu elde edilmig ve bu ailenin tirettigi 6lgege karsilik

gelen uzaklik fonksiyonu

Sw, : OL(X) x 26t p
(A, A) — 0w, (A, A) = sup infdp(A, B)

F€2(X)BEA

bigiminde tanmmlanmgtir. (CL(X), dw,) uzaymma Wijsman Yaklagma Uzay1 adi

verilir (Lowen, Sioen 1996).

Tanim 3.3 (X, d) bir metrik uzay olmak iizere
(Vo Vergdu{vt|Ver}

ailesini alt taban kabul eden C'L(X) iizerinde tamimli hipertopolojiye Proximal topoloji

adi verilir.

Tanim 3.4 (X,d) bir metrik uzay ve A C CL(X) olmak iizere; her T" € A ve her
e > 0icin T € A ise, A ailesi sonlu genislemeler altinda degismezdir denir. Ayrica,

sonlu genislemeler altinda degismez olan A ailesi
{{z} |z e X} C A

ozelligine sahip ise, A ailesine X kiimesinin bir p-ortiisii adi verilir. A ailesinin bos

kiimeden farkli sonlu elemanli alt kiimelerinin ailesi 2(()A) ile gosterilmek iizere her I' € QBA)
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icin tanimlanan

d": OL(X) x CL(X) —s R*
(A, B) — dF(A, B) = supper |Da(A,T) — Do(B,T)|

metriklerinden olusan ©2+ := {d" | T € 2{*'} ailesi ele alinsin. Bu durumda,

Sprox(a,a) : OL(X) x 261X P
(A, A) — 5prox(A,d)(A7 .A) = SupFGQ(()A) infBeA dF(A, B)

biciminde tanimlanan fonksiyon bir uzaklik fonksiyonudur. (CL(X), §prox(a.q)) ikilisine

Proximal Yaklasma Uzay: adi verilir (Lowen, Sioen 1998).

3.1 Vietoris Yaklagma Yapisi

Fell yaklagma yapisi inga edilirken, Lowen ve Wuyts tarafindan 2012 yilinda ta-
nimlanan Vietoris yaklagma yapisindan esinlenilmistir. Bu sebeple, Fell yaklagsma
yapisinin ingasi verilmeden 6nce, Vietoris yaklagma yapisi ve ingas1 hakkinda bilgi
verilecektir.

Vietoris yaklagma yapisinin topolojik ko-yansimasi belirli sartlar altinda Vietoris

topoloji ile cakigtigindan oncelikle Vietoris topoloji tanimini verelim.

Tanim 3.5 (X, 7) bir Hausdorff topolojik uzay olmak iizere, {V~|V € 7} ailesini alt ta-
ban kabul eden C'L(X) lizerinde tamiml hipertopolojiye alt-Vietoris topoloji, {WW™* | W €
7} ailesini taban kabul eden C'L(X) iizerinde tanimli hipertopolojiye iist-Vietoris topoloji
adi verilir ve sirasiyla 7y, ve 77 biciminde gosterilir. {V= |V € 7} U{W™T | W € 7}
ailesini alt taban kabul eden, C'L(X) lizerinde tanimli topolojiye ise Vietoris topoloji

adi verilir (Hola ve Levi 1997).

p € [0, 00]% olmak iizere, u¥ ve u” fonksiyonlar: sirastyla

P CL(X) —P
A — p¥(A) = sup,eq ()
12



ve

pCL(X) — P
A — u(A) = infeq p(x)

biciminde tanimlanmistir. Ozel olarak, u fonksiyonu yerine gosterge fonksiyonu ele

aliirsa,
VA e CL(X) igin 0} =0, , 04 =04+ (3.1)
ve
VA C CL(X) igin Oqy = iléBQA , Oua = }xrel,fAGA (3.2)

esitlikleri elde edilir. Lowen, Vietoris topoloji ile uyumlu yaklagma yapisi insa eder-
ken, topolojik ko-yansimas1 Vietoris topoloji ile iligkilendirilebilecek bigimde bir inga
hedeflemigtir. Dolayisiyla, inga edilen cat1 Vietoris topolojiye gore alttan yari siirekli
fonksiyonlar1 icermelidir. 6’y ve ) fonksiyonlarinin Vietoris topolojiye gore alttan
yari siirekli fonksiyonlar oldugu Onerme 2.1 (iv) ve (3.1) esitliklerinden aciktir.

Vietoris yaklagma yapisi, Vietoris topolojiye benzer sekilde iki ayr aile yardimiyla
tammlanir. (X, £) bir yaklagma uzay1 olsun. Sonlu 6telemelere ve sonlu infimuma
gore kapal olan £ = {u" | p € L} ailesi bir alt diizgiin fonksiyon catis1 igin bir

tabandir ve iirettigi
v ={supsj Vi€ ;€ L)
je

alt diizgiin fonksiyon g¢atisina Vietoris A-yap1 adi verilir. Benzer gekilde, sonlu 6tele-
melere gore kapah olan £Y = {u" | u € L} ailesi bir alt diizgiin fonksiyon ¢atisi igin

bir alt tabandir ve tirettigi
v = {sup inf p, |Vj, k€ I; : I; C J sonlu elemanl, y;, € L}
jeJ kEIJ ’ ’

fonksiyon catisina Vietoris V-yap1r adi verilir. £" ve £V ailelerinin birlesimini alt
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taban kabul eden alt diizgiin fonksiyon catis
Ly = {?1615)(“? /\]iglf] 1) Vi, k € I; - I; C J sonlu elemanly, pi;, ;). € L}

bigiminde tanimlidir, bu yaklagma yapisina Vietoris yaklagma yapisi ve (CL(X), Ly)
ikilisine Vietoris Yaklagma Uzay1 ad: verilir (Lowen ve Wuyts 2012).

(X, £) topolojik bir yaklagma uzay1 olmak tizere, C'L(X) tizerinde tanumlanan £{,, Ly,
ve Ly yaklagma yapilari ele alindiginda, (C'L(X), L"), (CL(X), LY,) ve (CL(X), Ly)
yaklagma uzaylar1 da topolojik yaklagma uzaylaridir. Ayrica, £, LY, ve Ly yaklagma

yapilarimmn topolojik ko-yansimalar sirasiyla 7.1, 72y ve 7z, olmak tizere:
TLA =Ty , Ty =Ty Ve Tgy = Ty (3.3)

esitlikleri gerceklenir. Lowen, topolojik bir yaklagma uzay1 yerine herhangi bir yak-
lasma uzay1 ele alarak yola cikilirsa benzer sonuglar elde edip edemeyecegini aras-
tirmis; (X, £) yaklasma uzay1 olmak iizere 7,y = (7)y esitliginin gergeklendigini

ancak,

TN = (7—£>\+/ ve Ty = (Tﬁ)v (34)

esitliklerinin ise sadece K(X) iizerinde gerceklendigini gostermistir. Dolayisiyla, Vi-
etoris yaklagsma yapisinin topolojik ko-yansimasi belli sartlar altinda Vietoris topo-

loji ile gakigmaktadir (Lowen ve Wuyts 2012).
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4. FELL YAKLASMA YAPISI

Bu boliimde, referanslari belirtilenler haricinde verilen kavram ve sonuglarin tiimii
(Ates ve Sagiroglu 2023) calismasindan alinmigtir. S6z konusu ¢aligmada bir (X, £)
Hausdorff yaklagma uzay1 ele alinarak bu yapiya karsilik elde edilen Fell yaklagma
yapisi inga edilmis ve temel 6zellikleri incelenmigtir. Asagida Fell yaklagsma yapisi-
nin Fell topoloji ile olan iligkileri de incelendiginden 6ncelikle Fell topoloji tanimini

hatirlatmak anlaml olacaktir.

Tanim 4.1 (X, 7) bir topolojik uzay olmak tizere CL(X) lizerinde tanimli
{WHiwer,X-WeK(X)}
ailesini taban kabul eden topolojiye iist Fell topoloji,
{V- |V et}
ailesini alt taban kabul eden topolojiye alt Fell topoloji,
{V-|Verfu{Wr|Wer, X-WeK(X)}
ailesini alt taban kabul eden topolojiye ise Fell topoloji adi verilir ve bu topolojiler

sirastyla 77, Tpoy Ve Treu ile gosterilir (Hola ve Levi 1997).

Fell yaklasma yapisinin ingasi i¢in, Lowen tarafindan tanmimlanan p” fonksiyonunun
taniminin kompakt kiimeler kullanilarak modifiye edilmesi gerekmektedir. X kiime-
sinin bog kiimeden farkli ve 7, topolojisine gore kapali olan alt kiimelerinin ailesi
CL(X), bos kiimeden farklh ve 7, topolojisine gore kompakt olan alt kiimelerinin

ailesi ise K(X) ile gosterilecektir. u € PX ve B € K(X) olmak iizere uf fonksiyonu

wy:CL(X) — P

A (A= if ()

r€ANB

bigiminde tanimhidir. Bu tanimda, p fonksiyonu yerine gosterge fonksiyonu ele alin-

mast durumunda Onerme 4.1° de ifade edilecek olan ve calismalarimiz icin 6nem
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tasiyan bazi esitlikler elde edilir. Onerme 4.1 in ispatini basitlestirmek icin gerekli
olan baz1 agikar esitlikler ise asagida ifade edilmistir.

ACCL(X),Be K(X)ve CeCL(X) igin

dBhe R P4 (F) = b dgh Oal) b

A CeCL(X),BC K(X) ve |B| <o igin

in inf 6 = inf 6 4.2

BB BP0 = e P 4

gergeklenir. Ashinda (4.1), (4.2) ve Onerme 4.1’ de ifade edilen esitlikler, herhangi
bir topolojik uzayin kapali alt kiimeler ailesi gbz oniine alindiginda da elde edilebilir.
Ancak, yukaridaki kabuller nedeniyle bir £ yaklagma yapisi gbz oniine alinarak 7,

topolojisine karsilik gelen aileler i¢in ifade edilmistir.

Onerme 4.1 (X, L) bir yaklasma uzayi olsun ve X iizerinde 7, topolojisi ele alinsin.
Bu durumda, asagidaki esitlikler gerceklenir.

(i) VA € CL(X),YB € K(X) : (94)} = fanm) -

() VACCL(X),VBe K(X): (6ua)p = jlrela(eA)g,

(i) VAe CL(X), BC K(X) ve |B] <oo:(04))5= %161{;1(&1)%.

Ispat. Gosterge fonksiyonun iki degerli oldugu goz éniinde bulundurularak ispat
yapilacaktir.
(i) A,C € CL(X) ve B € K(X) olsun. (64)3(C) = oo olmasi durumunda,

BNnC=0veya ANBNC =10

olur. Her iki durumda da C' ¢ (AN B)~ olacagindan 6 4np)-(C) = oo elde edilir.
Benzer sekilde, 0 anp)- (C') = 0o olmasi durumunda (64)%(C) = oo oldugu gésterile-
bilir. (64)%(C) = 0 olmasi durumunda ise ANBNC' # () olacagindan 6 4np)-(C) =0
elde edilir. Benzer sekilde (4np)- (C') = 0 olmasi durumunda (64)%(C) = 0 oldugu
gosterilebilir.

(ii) A C CL(X) ve B e K(X) olsun. C' € CL(X) olmak iizere, BN C = {) olmasi
16



durumunda (3.2) esitligi kullanilarak,

(0ua)3(C) = inf Oua(z)= inf inf 04(z) = o0

reBNC zeBNC AcA

ve

inf (04)5(C) = inf inf a(z) =00

AeA AeAxzeBNC

elde edilir. BN C # () olmasi durumunda ise tekrar (3.2) esitligi kullamlarak,

(Oua)5(C) = inf O4(x)

zeBNC

= of inf 04(z)

= L)

inf (0.03(C)

elde edilir.
(iii) A € CL(X), B C K(X) , |B] < oo ve C € CL(X) olsun. Bu durumda,
(UB)NC =10 ise

N _ : _
(04)08(C) = a:e(lu%f)m . O4(x) = o0

ve

. A . . . _
RO = i B ate) = o0

oldugundan esitlik saglanir. (UB) N C # 0 ise (4.2) esitliginden,

. A . . .
BRSO = i B Oat)

= inf  0a(x)
ze(UB)NC

= (04)05(0)
elde edilir. m
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Onerme 4.2 (X, L) bir yaklasma uzayi olsun. Bu durumda,
LArer = {p | p € £, B e K(X)}

ailesi, bir alt diizgiin fonksiyon catisi icin alt tabandir. Bu alt tabanin iirettigi fonksiyon

catisi,

JATIES {Sup inﬁf wylJ#0,5€JL; C L, K; C K(X),L; ve K; sonlu elemanl }
jeJ HeL;
BGKJ'

biciminde tanimlanir.

Ispat. pe £, B e K(X),a>0ve A€ CL(X) olmak iizere,

(05 +a)(A) = pp(A) +a= f u(z)+a= inf (u+a)(z)=(u+a)p(4)

ve ( + ) € £ oldugundan (u + )p € LAreu olup, LAreu sonlu Stelemelere gore
kapalidir. Dolayisiyla, bir alt diizgiin fonksiyon c¢atisi i¢in alt tabandir. Alt tabanin

sonlu elemanl alt ailelerinin 6gelerinin infimumlarinin olusturdugu

In

{ ‘nﬁf wy | £, C L, K; C K(X),L; ve Kj sonlu elemanl }
CL;j
BeK;

ailesi bir alt diizgilin fonksiyon gatisi i¢in tabandir. Tabanin keyfi elemanl alt aile-
lerinin 6gelerinin supremumlarinin olusturdugu alt diizgiin fonksiyon ¢atisi ise E{w\eu
bi¢iminde ifade edilir. m

Eé\ell yaklagma yapisina Fell A-yap1 adi verilir. Fell topoloji, 7}, ve 7y, topolojile-
rinin tabanlar1 yardimiyla inga edilmistir. Benzer dusiince ile, A-Fell ve \/-Vietoris
yaklagma yapilar1 yardimiyla, C'L(X) tizerinde Fell yaklagma yapisinin ingasi agagi-
daki gekilde yapilir:

Teorem 4.1 L£VULAreu ailesi sonlu Gtelemelere gore kapalidir. Dolayisiyla, bir alt diiz-
giin fonksiyon catisi icin alt tabandir. £V U LAreu ailesinin iirettigi alt diizgiin fonksiyon

catisi,

Lpey = {sup( inf ,u]g/\ inf ,uv) | L;, L, C L,K; C K(X),L;, L, ve K; sonlu elemanli }
i
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biciminde tanimhdir ve Lp.; fonksiyon catisina, Fell yaklasma yapisi adi verilir.

Teorem 4.2 ifade ve ispat edilmeden 6nce, Teorem 4.2’ nin ispatinda kullanilacak

olan yardimeci bir teorem verilecektir:

Lemma 4.1 (X, £) bir yaklasma uzayi olmak iizere,

V€ LVB € K(X): 0pp—0 = SUP Ofp<ejnm)-
esitligi gerceklenir.
Ispat. A € CL(X) olmak iizere,

SUP O (u<ejnp)- (A) = o0 3e > 03 Oguccynm)-(A) = o0
e>

Je>0:An{u<e}nB)=10
Je>0:AnBC{u>c}

. 3 >
38>O.x61£1£3u(x)_8>0

A ¢ {up =0}

0(upy=0y = 00

e

elde edilir. 0yn-01(A) = oo ise A ¢ {up = 0}, yani xeiglgB,u(x) > 0 olur. Bu

durumda, () < oo veya iggBu(m) = 0o olacak bi¢imde iki durum s6z
Te

inf
:cGAI’]B’u
konusudur.

: , a
xégrgBu(x) <oo = E|a>09$612£Bu(x)—a> 5 >0

== 3a>09VxeAmB:u(x)>%

3a>09AﬂBﬂ{u§%}:®

Fa > 02 (ucapnn)-(A) = 0o

Ll

Sup 0 (u<nm)- (A) = o0
e>0

elde edilir. ifqlf B,u(m) = 00 olmasi durumunda ise AN B = () veya her x € AN B
TEAN
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i¢in p(x) = oo olabilir. Her iki durumda da,
Ve>0:ANBN{u<e}=10

olacagindan supfj,<-1np)- (A) = oo elde edilir. Diger yandan,
e>0

O1up=01(A) =0 A€ {up =0}
2L =0

Ve>0:3z. € ANB >3 p(x.) <e
Ve>0:ANBN{u<e}#0

Ve >0: 9({u§a}ﬁB)* (A) =0

1111170

sup 0((u<eynp)-(A) =0
e>0
bulunur. =

Teorem 4.2 (X,L) topolojik Hausdorff yaklasma uzayi olmak iizere, asagidaki dner-
meler gerceklenir.

(i) (CL(X), L}.y) bir topolojik yaklasma uzayi ve 7,5 = 75, dir.

(ii) (CL(X),Lpen) bir topolojik yaklasma uzayi ve 7., , = Trey dir.

Ispat. (i) Keyfi i € £ ve B € K(X) i¢in 01up=0y € Ly oldugu gosterilirse, Teorem
2.1 (iii)’ den (CL(X), L%,;;) topolojik yaklagma uzayidir. (X, £) topolojik yaklagma
uzay1 oldugundan Teorem 2.1 (ii)’ den her € > 0 icin 0;,<.; € L ve L}, ailesinin
tanimindan (61,<c})5 € Ly elde edilir. O halde, alt diizgiin fonksiyon ¢atilar keyfi

supremuma gore kapali oldugundan
04p—01 = sup(fgu<cy)
e>0
esitliginin gosterilmesi yeterlidir. Onerme 4.1 (i)’ den,
Sup(e{uﬁﬁ})/l\? = Sup 9({,u§5}ﬁB)—
e>0 e>0

oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla, Lemma 4.1 den, 0,,n—oy € L3 olup, (CL(X), L)
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topolojik yaklagma uzayidir. (7} ,)¢ ailesinin tabam { K~ | K € K(X)} oldugundan,

{K™ | K e K(X)} C(rzp,,)°

Fell

kapsamasinin gergeklendigi gosterilirse, (7},,)¢ C (Tcp,,) oldugu séylenebilir. K €

K(X) alahm. (X, £) topolojik yaklagma uzay1 oldugundan £ = L, olacak bigimde,
X flizerinde tanimh bir o topolojisi mevcuttur. Dolayisiyla, K kiimesinin gosterge

fonksiyonu
O : (X,0) — [0, 00]

icin @ > 0 olmak iizere 6 ([0,a]) = K € o° oldugundan g, o topolojisine gore
alttan yar1 stirekli, yani 0 € L olur. 0x € L oldugu igin (0x)x € Ly, elde
edilir. (CL(X), L%,y) topolojik yaklasma uzay1 oldugundan {(0x)x = 0} € (725 )¢
olur. K~ = {(fx)% = 0} esitligi kolayca elde edilebileceginden (7,)° C (72 )°

kapsamasi gergeklenir. Kapsamanin diger tarafi igin,

{sup inf py<at=V U Up<a+e}

jcJ HEL; )
el BeK; jeJ e>0 ueL; BeK;

esitligi ve her j € J, her € > 0, her p € £; ve her B € Kj icin
{up < a+eb e (ria)
oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. o > 0 olmak iizere,

Ae{sup inf ppy <a} < VjeJ: inf uh(A) <a
jeJ HEL; HEL;
BeK; BeK;
< VjeJVe>0:3pu.€L;,3B. € K; > (p.)p.(A) <a+¢
= VjeJve>0:Ae ) (J{up<a+el

neL; BEK;

= AEﬂﬂU U{ugga—l—g}

jeJ >0 ;J,Eﬁj BeK;

elde edilir. {u}y < a +¢e} € (74,,)¢ oldugunu sdyleyebilmek icin her o > 0 igin
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{upy < a} € (1h,,)° oldugunun gosterilmesi yeterlidir. Diger yandan,

VBEK(X),V&>O:{MAB§04}:m({uga—i—s}ﬂB)’

e>0

esitligi kolayca elde edilir. Her B € K(X),a>0vee > 0igin {u < a+e}nNB)” €
(7F.)¢ oldugundan ispat tamamlanir.

(ii) Her pn € £V U LMot icin O,y € Lpey oldugu gosterilirse, Teorem 2.1 (iii)’ den
(CL(X),Lpeu) topolojik yaklagma uzayidir. u € LY ise (C'L(X), LY,) topolojik yak-
lagma uzay1 oldugundan, Teorem 2.1 (iii)’ den 6y,—0y € Ly, bulunur. £y, C Lpey kap-
samas1 yaklagma yapilarimin tanimindan kolayca goriilebileceginden 6y,—oy € Lrey
elde edilir. Diger yandan, p € £/t ise (CL(X), L}p,,;) topolojik yaklagma uzay1
oldugundan Teorem 2.1 (iii)’ den (,—oy € Ly, bulunur. L%, C Lpe kapsamasi
yaklagsma yapilariin tanimindan kolayca goriilebileceginden 601,—o, € Loy elde edi-
lir. Dolayisiyla, (CL(X),Lpey) topolojik yaklagma uzayidir. Simdi, (7¢,..,,)¢ = (Tpen)®

esitligini ispatlayalim: (7ge;)¢ topolojisinin alt tabani,
S={K |[Ke K(X)}U{K"|KeCL(X)}

oldugundan S ailesinin her bir dgesinin (7,,,,)¢ ailesine ait oldugu gosterilirse,
(Tren)® C (Trp., )¢ kapsamast gergeklenir. S ailesinin bir A 6gesini alalim. A = K~
olacak bigimde en azindan bir K € K(X) mevcut olsun. (i) énermesinin ispatindan,
K= ={(0x)x = 0} ve {(x)x = 0} € (5, ,)° oldugu bilinmektedir. Ayrica, L,

ve Lpey topolojik oldugundan ve £, C Lpe kapsamasimdan;
(Tep,,) = {h_l([O,a]) | h € Ly, a>0}C {h_l([O,ozD | h € Lpep,a >0} = (Trp,)¢

gergeklenir ve A € (72,.,)¢ elde edilir. Diger yandan, A = K™ olacak bigimde en
azindan bir K € CL(X) mevcut olsun. K = {#}. = 0} esitligi kolayca gosterilebilir.

{0y =0} € (1 ~v)¢ ve Ly topolojik yaklasma yapilar oldugundan
14

(Tey )= {h’l([O,a]) |heLy,a>0}Cc{h(0,a]) | h € Lra,a >0} = (T£,.,)°
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bulunur ve boylece A € (7¢,,,)° elde edilir. (72,.,)° C (Tren)¢ kapsamasini ispat-
lamak i¢in h € Lpy olmak iizere, keyfi a > 0 i¢in h_l([O,a]) € (Tpen)© oldugu
gosterilmelidir. h € Lpy; oldugundan,
h = su inf p inf
jelI]) ( uEﬁ Hp /\MEEt a )
olacak bi¢imde sonlu elemanh L;, £;, C £, K; C K(X) alt aileleri mevcuttur. O
halde,

{sw (it iy Ajut ) <af = (NNU Ut zasa)

el BEK; jeJe>0ueLl; BEK;

U (NN U <ass)

jeJ >0 ueﬁtj

esitligi gosterilirse ispat tamamlanir. A € C'L(X) olmak {izere,

< ' :inf <
1nf,u)_oz} = VjelJ /}QEJ,“B(A)/\mf“(A) «

Ae{sup( inf ,uB/\

jeJ ~ HEL; neL HELy
BeK; BeK;
= VjeJ: inf pp(A) <aveya inf pu'(4)<a
HeEL; neLy;
BekK;

ve dolayisiyla, her 5 € J i¢in
(\15 >0:3p, € £;,3B. € K; 3 A€ {(n.)p, < a+5}>
veya
(V€>0:E|u€€£tj > Ae{n §a+€})

olup,

VielJ: [(Aeﬂ U{u%§a+e})\/(,46ﬂﬂ U{uvgaﬂ:}ﬂ

e>0 pel; jeJ >0 ,uE[:tj
BEK]'
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olur ve dolayisiyla,

1e(NNU Uts<ara)U(NN U 0 <asa)

jeJ e>0 ueL; BEK; JEJ >0 uEL,

elde edilir. Kapsamanin diger tarafi da benzer olarak gosterilir ve boylece 7, , =

Trey €lde edilir. m

Lemma 4.2 (X, £) bir yaklasma uzayi olmak iizere asagidaki esitlikler gerceklenir.
()Vue LveVB e K(X): {uy =0} = ({n=0}NB) ",

(i) Vu e L: {p=0}" = {u" =0},

(i) v € CLOX): (N pee (0=0)) = e, 1o =0}

Pl= Plee=
Ispat. (i) Oncelikle p fonksiyonunun 7, topolojisine gére alttan yar: siirekli, yani
p e Lvea>0icn {u<a}l e (r)° oldugunu gosterelim: {u < a} C cl.({n < a})

oldugu agiktir. Ayrica (4.2) esitliginden,

defp<at= () {p=0}
peL
p‘{uﬁa}zo

esitligi mevcut oldugundan,

(| {p=0}c{u<a}
peEL
Plipcay =0

kapsamasinin gosterilmesi yeterlidir. = ¢ { < a} olsun. Bu durumda,

p = (p—a)\/ 0 ahnirsa, p(x) > 0 olup

v¢ [ {p=0}
peL
Plipcay =0

elde edilir ve boylece p fonksiyonu 7, topolojisine gore alttan yari siireklidir. Diger
yandan,

N : —
Ac{up =0} = xel%fgﬂ(:ﬁ) =0
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olup, AN B kompakt ve u fonksiyonu 7, topolojisine gore alttan yar: siirekli oldu-

gundan

xéggBu(x):0 <— dr e ANB:ux)=0
— ANBN{u=0}#0

— Ac{{p=0}NnB}"

elde edilir.

(ii) o € £ olmak tizere,

Ae{n=0}" < VeeA:ux)=0
< suppu(x)=0

x€A

— Ae{u' =0}

elde edilir.
(iii) K € CL(X) olmak iizere

(mp_()})__ N=0 v (=0 = (k=0

peEL peL peL peEL

Pl =0 Pl =0 Pl =0 Pl =0

esitlikleri gosterilirse ispat tamamlanir.

re(Nw=0) = aN(N=0)20

peL peL

Pl =0 Pl =0
<— dacAs3Vpe L, KC{p=0}:ae{p=0}
— VpeLl>KC{p=0}:An{p=0}#0
= Aec [ {p=0}"

Pl =0

25



olup ilk esitlik saglanir. Tkinci esitlik icin,

Ae (N {p=0 = VpeLlsKcC{p=0}:Ac{p=0}"

peL

P =0

— Vpe LK C{p=0}:3acA>3p(a)=0

= VpEESKC{sz}:ingp(a)zo
ac
elde edilir. Ayrica, K € CL(X) oldugundan Teorem 4.2 den,

K= (){p=0}

peL
P =0

oldugu bilinmektedir. Bu durumda, ilk egitlik kullanihirsa A € K~ olup,

Voe LSK C{p=0}: inf p(a)=0

a€EANK

oldugu ve p7 nmin tamm kullanihirsa,
Vpe LK C{p=0}:Aec{pyp=0}

elde edilir. Sonug olarak, A € () ez {pj = 0} elde edilir. Kapsamanin diger yoniinii
Pl
gostermek i¢in A € () pez {px = 0} alalm. Bu durumda,
0

Ple=

VpeL>K C{p=0}: eigléKp(a)zo

elde edilir. p fonksiyonu, 7, topolojisine gore alttan yar1 siirekli ve AN K € K(X)

oldugundan
Voe LK C{p=0}:Fac ANK > pa)=0
olur ve boylece

Vope LK C{p=0}:An{p=0}#0
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elde edilir. Dolayisiyla, A € ) pez {p = 0}~ olup ikinci esitlik saglanir. m

Topolojik bir yaklagma uzaylplﬁe?ine herhangi bir yaklagsma uzay1 ele alindiginda,
596” ve Lpey yaklagma yapilarinin tist-Fell ve Fell topolojiler ile olan iligkilerini ifade
eden teorem verilmeden 6nce, bu teoremin ispatinda kullanilacak olan yardimci bir

teoremi hatirlatalim.

Lemma 4.3 L, X kiimesi iizerinde tanimli bir alt diizgiin fonksiyon catisi olmak iizere,
(i) B ailesi, £ icin taban ise C := {{p = 0} | p € B} ailesi, 7, topolojisinin kapalilar
ailesi icin tabandir.

(i) S ailesi, £ icin alt taban ise T := {{p = 0}|p € S} ailesi, 7, topolojisinin kapallar
ailesi igin alt tabandir (Lowen ve Wuyts 2012).

Teorem 4.3 (X, £) bir Hausdorff yaklasma uzayi olmak iizere, asagidaki esitlikler mev-

cuttur.

(i) TL/I}*e” = (TL);EH

(i) Tepe = (T2)Feu

Ispat. (i) £/ret = {u}y|p € £, B € K(X)} ailesi £}, ailesinin alt tabani oldugun-

dan, Lemma 4.3 (ii) den,

s={us =0t uecpern]

ailesi de 7.4 topolojisinin kapahlar ailesi igin bir alt tabandir. Ayrica,
B={K |K e K(X)}

ailesinin de (7.)f,;, topolojisinin kapallar ailesi i¢in bir taban oldugunu biliyoruz.

S ailesinin bir A 6gesi ele alinirsa,
due L,3Be K(X): A= {uy =0}

oldugundan ve Lemma 4.2 (i)’ den A = {{ = 0} N B}~ elde edilir. B € K(X) ve
{n = 0}, 7 topolojisine gore kapal oldugundan A € B ve dolaysiyla (75 )¢ C
((72)Fa)¢ gergeklenir. Kapsamanin diger yoniinii ispatlamak igin, bu topolojilerin
kapalilar ailelerinin taban ve alt tabanlari kullamlacaktir. ((72)F.;)¢ ailesinin taba-

ninin (7z, )¢ ailesinin alt kiimesi oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
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B={K|KeK(X)}

ailesi ((72)F.;)¢ kapalilar ailesi i¢in bir taban ve £t = {uy |p € L,B € K(X)}

ailesi L}, ailesinin alt tabani oldugundan, Lemma 4.3 (ii) den,
S={{up=0}peL BecKX)} (4.3)

ailesi de (7.5, )¢ kapalilar ailesi igin bir alt tabandir. K € K(X) olsun, K(X) C
CL(X) oldugundan (4.2) esitligi kullamlarak K kiimesi,

K= (]{p=0}

peL
Pl =0

bigiminde ifade edilebilir. Boylece, (4.3) ten p € L ve K € K(X) i¢in {pp =0} € S
olur. Lemma 4.2 (iii) kullamlirsa, K~, S alt tabanmin {irettigi kapallar ailesine
aittir. Dolayisiyla, ((72)pe)¢ C (T2p,,)¢ kapsamasi gergeklenir,

(ii) Lrren LY = {ppy |pn € L£,B € K(X)}U{v" | v € L} ailesi L,y ailesinin alt

tabani oldugundan, Lemma 4.3 (ii) den,
si={t=0wecrayey
ailesi, 7.,,.,, topolojisinin kapallar ailesi i¢in bir alt tabandir. Ayrica,
S, = {F+ |Fe (T_C)c} U {K— K e K(X)}
ailesi de (7.2) ey topolojisinin kapalilar ailesi igin bir alt tabandir. A € Sy ise
dpe Lira| LY. A={n=0}
gerceklenir. Eger, n € L Fell ise
dueL,3IBe K(X): A= {uy =0}
elde edilir ve Lemma 4.2 (i) kullamlirsa A € S, oldugu goriiliir. Eger, n € LV ise

JuelLs>A={p =0}
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olup Lemma 4.2 (ii) kullanilirsa {yx = 0} € (7.)¢ oldugundan A € S, elde edilir.
Dolaysiyla, 7¢,., C (7z)ren olur. Kapsamanin diger yoniinii ispatlamak igin, bu
topolojilerin kapalilar ailelerinin alt tabanlari kullanilacaktir. ((72)pe)¢ kapalilar
ailesinin alt tabaninin (7., ,, )¢ kapallar ailesinin alt kiimesi oldugu gosterilerek ispat

tamamlanacaktir. ((72)pen)¢ kapallar ailesinin alt taban

S = {F+ |F e (Tﬁ)c}u {K— K € K(X)}

ailesidir. Diger yandan, L Feu | JLY = {uy |p € L,B € K(X)} J{v" |v € L} ailesi

Lpey ailesinin alt tabam oldugundan, Lemma 4.3 (ii) den,

R = {{77= 0} [ne .CAFeuu.cV}

ailesi, (7.,.,)¢ kapallar ailesi i¢in alt tabandir. A € S alahm. Bu durumda iki
durum mevcuttur. Eger, A = F'T olacak bi¢cimde F € (7.)¢ mevcut ise (4.2) esitligi

kullanilarak

A=(N=9) = N =0

peEL peEL
p/r=0 p/r=0

oldugu kolayca elde edilebilir. Ayrica, p € L oldugundan p¥ € LY ve dolayisiyla
{p¥ =0} € R olur. Lemma 4.2 (ii)’ den A ailesi, R alt tabamnin iirettigi kapalilar
ailesine aittir. Ikinci durum; A = K~ olacak bigimde K € K(X) kiimesinin mevcut

olmasidir. Bu durumda; sirasiyla (4.2) ve Lemma 4.2 (iii) kullanilarak

A=(N =) = N k-0

peL peL
p/rk=0 P/ k=0

esitlikleri elde edilir. Ayrica, p € £ oldugundan her K € K(X) igin pj € L/ Feu
ve dolayisiyla {pi = 0} € R elde edilir. O halde A, R ailesinin iirettigi kapahlar
ailesine aittir. Boylece, ((72)ren)® C (T2p.,)¢ kapsamas: gergeklenir. m

Fell yaklagma yapisi, Fell-A ve Fell- V yaklagma yapilarini iireten ailelerin birlegimini
alt taban kabul eden yaklagma yapisi idi. Benzer bir iligki bu yaklasma yapilarina
kargilik gelen uzaklik fonksiyonlar: arasinda da mevcuttur. Bu iligki Teorem 4.4" te

ifade ve ispat edilmigtir.
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Teorem 4.4 (X, L) Hausdorff yaklasma uzayr olmak iizere o, = 6y Vorp,,

gerceklenir.

Ispat. Lty C Lrey ve Ly C Lpey oldugundan her A € CL(X) veher G C CL(X)

icin
6['}/76” (A7 g) = Sup O[(A) S Sup p(A) = 5LFcll (A7 g)
Q€LY PELFen
Qlg=0 Plg=0
ve

5£1Aweu(A’ g) = Sup V(A) < sup p(A) = 5EFell(Aa g)
VELN L PELFel
Vig=0 Plg=0

olur. Dolaysiyla (2.3)" ten 62y, (A, G) V drp (A, G) < 62,0, (A, G) elde edilir. Diger
yandan, v > 0 olmak tizere é,v (A,G)V dcn (A, G) < v oldugunu kabul edelim.

Fell Fell

Bu durumda,

Voo € Liey 3 cg—0 1 a(A) < (4.4)
ve

Vv € Liy 3 Vg0 : V(A) < 7. (4.5)

elde edilir. sup pezp., p(A) < v oldugunu gosterebilmek igin G C {p = 0} olacak
gc{p=0}
bigimde bir p € Lpy; alalim. Bu durumda, L. ailesinin tanimindan,

= sup( inf inf ©V).
p = sup( inf uB/\u%u )
BEKJ'

olacak bicimde bir J # ) indis kiimesi, sonlu elemanl £;, £, C £ ve K; C K(X)

alt kiimeleri mevcuttur ve dolayisiyla

. Lo A . v o
VG eGveVje J: ulélﬁf] ,uB(G)/\#lencftj,u (G)=0
BeK;

30



gerceklenir. O halde ii¢ durum s6z konusudur:

[k durum, her j € J igin inf 4er, (@) = 0 olmasidir. Bu durumda, K; ve £; sonlu
BGKJ'
elemanl oldugundan,

VG € G, g € L;,3Ba € K iy, (G) =0

gerceklenir. Ozel olarak 1/)2\ = cl:nfg ,ugBG olarak tanimlanirsa, £; ve K; sonlu elemanl
€

oldugundan 7 € L}, ve G C {¢} = 0} bulunur. O halde, (4.5)" ten ¢} (A4) < v ve

dolayisiyla

Vi if ph(A) < U)(A) <7
HEL;
BEK]'

elde edilir. Dolayisiyla p(A) < v elde edilir ve bu ilk durumu ispatlar. Ikinci durum,

her 7 € J igin irzf 1Y (G) = 0 olmasidir. Bu durumda, £;; sonlu elemanlh oldugundan
HEL:;
VG €G:3ug € Ly, 3 pui(G) =0

elde edilir. Ozel olarak M éng p¢; olarak tanimlanirsa, £, sonlu elemanl oldu-
€
gundan ¢} € L, ve G C {p] = 0} elde edilir. O halde, (4.4)” ten ¢} (A) < v ve

dolayisiyla

VjeJ: inf p'(A) <yj(A) <y
MECt]—

oldugu goriiliir. Sonug olarak p(A) < v elde edilir, ve ikinci durumun ispati tamam-
lanir. Uciincii durum icin 7 indis kiimesi, J nin keyfi bir alt kiimesi olsun. j € I icin

birinci durum, 5 € J — [ igin ikinci durum gergeklensin. Bu durumda her G € G i¢in
Vjel:3u; €L;,3B; € K; > MJABJ_(G) =0
ve
VieJ—1:3n; €Ly, 51/ (G)=0
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gerceklenir. ¢ = ;rg 1y B, Ve ¢Y = ; églf , 1y olmak fizere, 6zel olarak 1) = ¢" \ ¢" €
Lpey olarak tammlanirsa G C {¢" = 0} N {¢" = 0} = {¢» = 0} elde edilir. Diger
vandan, ¢* € LY, ve ¢" € L}, oldugundan sirasiyla (4.4) ve (4.5) kullanilirsa
#"(A) < v ve ¢"(A) < v bulunur. O halde ¥(A) < ~ ve dolaysiyla p(A) < 7 olup
ispat tamamlanir. m

Fell topoloji, W := CL(X)U{0} ailesi iizerinde de tanimlanmg ve elde edilen topo-
lojiye genigletilmis Fell topoloji ad1 verilmistir. Ayrica, genisletilmis Fell topolojinin,
Fell topolojinin sahip olmadigi kompakthik gibi bazi 6zelliklere sahip oldugu Beer
tarafindan gosterilmistir (Beer 1993). Bu sonuglardan esinlenerek, genigletilmig Fell
topoloji ile uyumlu olacak bigimde bir yaklasma yapisi inga edilip edilemeyecegi aras-
tirllmig ve Ates ile Sagiroglu (Ates ve Sagiroglu 2023) tarafindan agagidaki bigimde

tanimlanmigtir.

Genigletilmis Fell topoloji tanimlanirken A C X olmak tizere, A ailesi,
At ={BeW|BC A}

olarak g6z oniine alinmigtir. Bu durumda,
{(viivertJ{wrwer X -W e K(X)} (4.6)

ailesi W tizerinde bir topoloji i¢in alt tabandir. Bu aile tarafindan tiretilen topolojiye
genigletilmig Fell topoloji adi verilir ve 7.py ile gosterilir (Beer 1993). Topey
ile iligkili olacak bigimde yaklagma yapisi tanmimlanirken, Lg.; yaklagma yapisinin
ingasindan farkh olarak, p7 ve p" fonksiyonlarinmin tanim kiimeleri C'L(X) yerine W

olarak ele alinmigtir.

Onerme 4.3 (X, L) bir yaklasma uzayi olsun. Bu durumda,
LNeFen = {uy|peL,BeK(X)}

ailesi, sonlu 6telemelere gére kapaldir ve dolayisiyla bir alt diizgiin fonksiyon catisi icin

alt tabandir. Bu alt tabanin irettigi fonksiyon catisi,

,Cé\Fe” = {sup ing wy | J#0,L; C L,K; C K(X),L; ve K; sonlu elemanli }
jeJ BEL;
BeK;
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biciminde tanimlidir.

ispat. Onerme 4.2’ nin ispatina benzer olarak yapilabilir. =

Teorem 4.5 (X, L) bir yaklasma uzayi olmak iizere, asagidaki esitlikler mevcuttur.

(i) T oo = (Tﬁ):Fell’

(ii) TLepen — (TL>eFell-

Ispat. Teorem 4.3 {in ispatina benzer olarak yapilabilir. =
4.1 1Indeks Analiz

Topolojik uzaylarda tanimlanan kompaktlik, lokal kompaktlik ve baglantililik gibi
baz1 6zelliklerin yaklagma uzaylarindaki karsiliklar: Lowen tarafindan aragtirilmig ve
Lowen bu 6zelliklere sahip olmay1 niimerik olarak indislemistir. Ozellige sahip olmaya
yakinligi; indisin yeteri kadar kiiciik olmasiyla dogru orantili olarak tanimlanmigtir.
Ik olarak 1930 yilinda Kuratowski tarafindan tam metrik uzaylarda kompakt ol-
mama Ol¢iisii tanimlanmistir, daha sonra Hausdorff, kompakt olmamanin Hausdorff
ol¢iisiinii tanimlamigtir. Bu 6lgiiler Banach uzaylar: teorisi, fonksiyonel analiz, sabit
nokta teorisi ve hiperuzaylar alanlarinda aktif olarak kullanilmaktadir.

(X, L) yaklagma uzaymin kompakthk indeksi

Xk(X) = Sup inf a(2)

olarak tamimlanir (Lowen 1997). Uzaklik fonksiyonuna kargilik gelen alt diizgiin fonk-

siyon ¢atist yardimiyla, kompaktlik indeksi

Xe(X) = sup infsup sup p(x) (4.7)
FeF(X)*€X Fe§  peL
Fc{p=0}

bi¢iminde ifade edilebilir. Bir yaklagma uzayimin kompaktlik indeksi sifira egit ise,
yaklagma uzay1 0-kompakttir denir. Lowen ve Wuyts kompaktlik indeksinin FS-
kiimeler cinsinden de ifade edilebilecegini ispatlamigtir, B C £ olmak iizere her
C € 2B icin inf pec o = 0 gercekleniyor ise B ailesine F'S-kiime ad verilir.

L alt diizgiin fonksiyon gatisi i¢in bir B alt tabani verilsin. Eger bir FS-kiime B ailesi
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tarafindan kapsaniyor ise bu kiimeye B i¢inde bir FS-kiimedir denir. B i¢indeki tiim
FS-kiimelerin ailesi By(B) ile gosterilir ve

Xe(X) = sup inf \/Z(z) (4.8)

TeBs(B) *€X

esitligi gergeklenir (Lowen ve Wuyts 2012).

Lowen, bir yaklagma uzayimin lokal kompaktlik indeksini su sekilde tanimlamigtir:
(X, £) bir yaklagma uzay1 ve § € F(X) olmak tizere x,(F) := };%%Xk(F) bigiminde
tanmmmlanmigtir. Ayrica, (X, £) yaklagma uzaymin lokal kompakthk indeksi

w0 = s (@) 30|

FEF(X)

olarak verilir (Lowen 2015).
Bu kisimda, Fell-A ve eFell yaklagma yapilarinin kompaktlik indeksleri aragtirilacak-
tir.

Teorem 4.3 ve Teorem 4.5 ile sirasiyla; Fell yaklasma yapisinin ve genisletilmis Fell
yaklagsma yapisinin topolojik ko-yansimalarinin sirasiyla Fell topoloji ve genigletil-
mis Fell topoloji oldugu gosterilmigtir. Teorem 4.6 ile Fell-A yaklagsma uzayinin ve
Teorem 4.7 ile genisletilmis Fell yaklagma uzayinin 0-kompakt olduklar1 gosterilmis-

tir.
Teorem 4.6 (X, L) bir yaklasma uzayi olmak iizere,
W(CL (X)) = 0

gerceklenir.

Ispat. ﬁé\eu yaklagma, yapist i¢in £Areu alt tabanini ele alalim. Her Z € B,(LAreu)

i¢in (4.8) g6z oniine alinarak;

inf \/Z(4) =0

AeCL(X)

oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. Z € B,(L/\ren) alahm. Bu durumda, p € £ ve K €
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K(X) olmak iizere, {uj} € 2U) icin

inf ~(A) =0
acono MK (4)
olur. Diger yandan, her A € CL(X) i¢gin AN K C X oldugundan pu%(X) < ujx(A)
oldugu aciktir. Bu durumda,

MMX)<  inf u(A
i ( )—Aelc,rlL(X)NK( )

gergeklenir ve dolayisiyla p7(X) = 0 bulunur. K € K(X) keyfi bir kompakt kiime

oldugundan

\/Z(X) = sup () =0

wE€ET

olup, sonug olarak AeiCan(X) VZ(A) =0 elde edilir. =
Genigletilmig Fell yaklagma yapisinin topolojik ko-yansimasinin genigletilmis Fell
topoloji ile cakigtigi Ates ve Sagiroglu tarafindan Teorem 4.5’ te ispatlanmigtir.
Ayrica genigletilmig Fell topoloji kompakt oldugundan genigletilmig Fell yaklagma
uzayinin 0-kompakt oldugu soylenebilir.

Teorem 4.7 ile (W, Lorey) yaklagma uzayinin 0-kompakt oldugu dogrudan ispatlan-

migtr.

Teorem 4.7 (X, L) bir yaklasma uzayi olmak iizere,

Xk(WﬁeFeu) =0

gerceklenir.

Ispat. (W, Tepen) topolojik uzaymm kompakt oldugu Beer tarafindan (Beer 1993)
ve topolojik ko-yansimasi kompakt olan yaklagsma uzaylarimin 0-kompakt oldugu
Lowen tarafindan (Lowen 2015) ispatlanmigtir. Dolayisiyla, Teorem 4.5 kullanihirsa

genigletilmis Fell yaklagsma uzayinin kompaktlik indeksi sifir olarak bulunur. m

(X, L) yaklagma uzaymin topolojik ko-yansimasi lokal kompakt ise (X, L) uzay
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LC1 yaklagma uzay: olarak adlandirilir (Lowen, Verbeeck 1998). Teorem 4.8, Beer
(Beer 1993) tarafindan verilen Sonug 5.1.4" iin yaklagma teorisi i¢indeki analogu
olarak diigiiniilebilir. Teorem ve ispat1 verilmeden 6nce, bu teoremin ispatinda kul-

lanacagimiz asagidaki 6nermeyi ifade ve ispat edelim.

Onerme 4.4 (X, L) bir yaklasma uzayi ve B € C'L(X) olsun. Bu durumda
(1) p € Lepen ve D C CL(X) olmak iizere Py, = Oise Plosi, € Lo ve (p|OL(X))\D =0,
(II) VB ¢ CL(X) Ve Aepell(B) = Y|owx) S AFell(B)

gerceklenir.

Ispat. (i) Tanum kiimesi kisitlanmig olan fonksiyon tanimindan agiktir.

(ii) (2.3) ve (2.4) esitlikleri kullanihirsa

AcralB) = {0 BV YD CW: jnf (D) < swp p()}

PELcFell
Plp=0
elde edilir. Simdi v € A.pey(B) alahm. Bu durumda,
VD CW: inf v(D) < sup p(B) (4.9)
DeD PELcFell
Plp=0

olup, bu esitsizlik 6zel olarak C'L(X)’ in keyfi bir D alt ailesi i¢in de gergeklenir.
Ayrica, keyfi bir D € D C CL(X) i¢in v, (D) = v(D) oldugu agiktir. (4.9)

esitsizligi kullanilirsa,

. . _ |
Inf v, (D) = inf v(D) < S p(B) (4.10)
Plp=0

gerceklenir. Ispat1 tamamlamak icin

sup p(B) < sup wu(B)

pELcFell HELFen
Plp=0 “\DZO

esitsizliginin gosterilmesi yeterlidir. Keyfi bir o > 0 alalim ve

Y € Lpeoy Oyle ki tp =0: u(B) < « (4.11)
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olsun. Pp =0 olacak bigimde bir p € L.py alalim. Lg.; ailesinin tanimindan

ve kisitlama fonksiyonlarinin zelliklerinden Plorxy € Lrpey ve ( = 0 elde

X) '0|CL(X))\D

edilir. O halde, (4.11) ifadesi kullanilirsa suppez, ., P(B) < « elde edilir. Boylece
p5=0
ispat tamamlanir. m ”

Teorem 4.8 (X, L) bir LC1-Hausdorff yaklasma uzayr olmak izere; (W, Lepen) O-
kompakt Hausdorff yaklasma uzayi ve (C'L(X), Lpeu) LC1 Hausdorff yaklasma uzayidir.

Ispat. W, 7o) Hausdorff topolojik uzay (Fell 1962) ve (W, L.pe) yaklasma uza-
yimn topolojik ko-yansimasi (W, Tepey) oldugundan, Teorem 4.5 ten (W, Lepen)
yaklagma uzay1 0-kompakt Hausdorff yaklagma uzayidir. Diger yandan, (X, £) uzay
LC1 oldugundan, (X, 7.) lokal kompakttir. O halde, Beer tarafindan (Beer 1993) ve-
rilen Sonug 5.1.4" ten (CL(X), (7%) re) lokal kompakttir. Sonug olarak Teorem 4.3
(ii) kullamihirsa (CL(X), Lrey) yaklagma uzayr LC1’ dir.

[spatm tamamlanmasi i¢in (CL(X), Lpey) yaklagma uzaymin Hausdorff yaklasma
uzay1 oldugu gosterilmelidir. B, D € CL(X) ve B # D olsun. (W, L.pe;) Hausdorff

yaklasma uzay1 oldugundan

v € Acren(B), ¢ € Acpeu(D) Tlélva(v V) T) >0

elde edilir. Ayrica W = CL(X) U {0} oldugundan
inf (vV)(T) >0

TeCL(X)

bulunur. Onerme 4.4 (i) den Viers € Apea(B) ve ¢|CL(X) € Apey(D) elde edilir. O
halde, her T' € CL(X) igin v, (T) = v(T) ve ¢, (T') = ¢(T') oldugundan

TeiCan(X) (V|C’L(X) \/1/)|CL(X>> (T) >0

elde edilir. O halde, (CL(X), Lpe;) Hausdorff yaklasma uzayidir. m
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5. YAKLASMA UZAYLARINDA HIPERSUZGEC VE HIPERAGLAR
ICIN KURATOWSKI YAKINSAKLIK

Bu boliimde tez caligmamiz siiresince elde ettigimiz orjinal kavram ve sonuclar veril-
mistir. Referanssiz olarak verilen kavram ve sonuglarin tiimii orjinaldir. Bu sonuglar
bir makale olarak diizenlenmistir ve en kisa zamanda yayinlanmak iizere uygun bir

dergiye gonderilecektir.

Oncelikle, Dolecki ve Mynard (2016) tarafindan yakinsama uzaylarmda verilen bazi
tanmim ve kavramlar1 6zel olarak (X, 7) topolojik uzaymda goz ontine alacagiz. Bir
(X, 1) topolojik uzayinda, C'L(X) ailesinin bir § alt kiimeler ailesinin X kiimesi

tizerinde tamml indirgenmisi (reduction)

rde(§) = { JclFe 3} (5.1)

CeF

bigiminde tanmimlanir (Dolecki ve Mynard 2016). Ayrica, § bir siizgeg ise rde(§) aile-

sine § siizgecinin indirgenmis siizgeci ad1 verilir. Her D C F/(X) igin

rdc(/\ 5) = /\ rdc§ (5.2)

Feb Feb

esitligi gergeklenir (Dolecki ve Mynard 2016). Ayrica, § ve & siizgecleri igin, § # &
(§ mesh &) ifadesi ; her F € § ve her G € & igin F NG # () anlamima gelmektedir.
Ayrica, § ve & siizgeclerinin infimumu § A ® = §F N & bigiminde tanimhdir. Bu

siizgeclerin supremumu sadece § # & kosulu altinda tanimhidir ve
F\/6={FNG|FeF CGec&} (5.3)
olur. (X, &) bir yakinsama uzay1 ve F bir hipersiizgeg olmak tizere

adheF = | ) limeH (5.4)
F(X)>H#F

bi¢iminde tanimlanan aile yardimiyla yakinsama uzaylarinda Kuratowski yakinsak-
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lik agagidaki gekilde tanimlanmigtir:
(X, &) yakinsama uzayinda A € C'L(X) olmak iizere

adherde(F) C A ve A C adherde(FY) (5.5)

kapsamalarindan ilki gergekleniyor ise § siizgeci A kiimesine iist Kuratowski yakin-
sak, ikinci kapsama gercekleniyor ise § stizgeci A kiimesine alt Kuratowski yakinsak-
tir denir. Eger § siizgeci A kiimesine hem tist hem de alt Kuratowski yakinsak oluyor

ise § stizgeci A kiimesine Kuratowski yakinsaktir denir (Dolecki ve Mynard 2016).

Dolecki ve Mynard, hiperuzaylarda siizge¢ yakinsakligini inceledikleri makalelerinde
(Dolecki ve Mynard 2003), C'L(X) {izerinde tammlanan siizgeglere hipersiizgeg, hi-
peruzayin 6gelerine hipernokta ve hiperuzayin alt kiimelerine hiperkiime adini ver-
migtir. Benzer olarak, ¢aligmalarimiz boyunca C'L(X) {izerinde tanimlanan aglara
hiperag adi verilecektir.

Dolecki ve Mynard tarafindan verilen tamimlarin analogu, bir (X, 1) topolojik uza-

yinda, x € X noktasmin komsuluklar ailesi V,) ile gosterilmek iizere
Li.F={AecCLX)|x e X, rde(F) # Viu) = v € A}
ve
Ls;§={AcCL(X)|z e A= VH €secF : Vi) # rdc(H)}

bigimindedir. § hipersiizgecinin A hipernoktasina Kuratowski yakinsak olmasi i¢in
gerek ve yeter sart A € Li,§ N Ls,§ olmasidir. Bu tamim 1s1ginda, yaklasma uzay-

larinda hipersiizgegler i¢in Kuratowski yakinsaklik tanimi verilebilir.

Tanim 5.1 (X,0) bir yaklasma uzayi, § bir hipersiizgeg, © € X ve ¢ € P olsun. Bu

durumda, § hipersiizgecinin §.—limit ve d.—yigilma noktalari kiimeleri sirasiyla

Lis.(§) ={A e CL(X)|z € X, sup 6(z,5)<e=zec AC)} (5.6)
Serdc(F)
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ve

Ls; (F) ={A e CL(X) |z € A® = sup §(z,rde(H)) < e} (5.7)
Hesec §F

biciminde tanimlidir.

Bu tamimlar yardimiyla bir hiperuzayda bir hipersiizgecin Kuratowski anlamda ya-

kinsakligi asagidaki bicimde tanimlanir.

Tanim 5.2 (X, ) bir yaklasma uzayi, § bir hipersiizge¢ ve A bir hipernokta olmak
tizere; A € Lis.§ ise § hipersiizgeci A hipernoktasina list 6.— Kuratowski yakinsak,
A € Lss § ise § hipersiizgeci A hipernoktasina alt §.— Kuratowski yakinsaktir denir.
Ayrica; A € Lis § N Lss_§ ise § hipersiizgeci A kiimesine §.—Kuratowski yakinsaktir

denir ve kisaca A = K;_ — lim$ bigiminde gosterilir.

Onerme 5.1 (X,6) bir yaklasma uzayi, § bir hipersiizgec, ¢ = 0 ve § uzaklik fonk-
siyonunun topolojik ko-yansimasi 7 ile gosterilmek iizere, Lis_(§) ve Ls;_ (§) sirasiyla
Li, (F) ve Ls.(F) kiimeleri ile cakisir. Dolayisiyla, (X, d,) yaklasma uzayinda bir hiper-
slizgeg icin verilen dg-Kuratowski yakinsakhgi, (X, 7) topolojik uzayinda verilen Mynard

ve Dolecki anlaminda Kuratowski yakinsaklik ile ¢akisir.

Ispat. Kisalik agsmdan, e = 0 durumunda Lis, (§) ve Lss. (§) aileleri Lis, (§) ve

Lss_(§) ile gosterilecektir. Ayrica, x € X olmak tizere A € Li.(F) ve sup d,(x,5) =
Serde(3)
0 olsun. Bu durumda 0, uzaklik fonksiyonunun tanimi kullanilarak her V' € V) ve

her S € rde(F) icin SNV # 0 elde edilir. O halde rdc(F) # V(») gergeklenir. Ayrica,
A € Li,(F) oldugundan, x € A olup, A € Lis (§) elde edilir. Diger yandan, z € X
olmak iizere A € Lis (§) ve sup 0(z,S) = 0 olsun. Bu durumda, rdc(§) # Vi

Serde(F)
olup

VS €rde(§),YV € Vi : VNS #0

gergeklenir ve dolayisiyla her S € rde(F) igin x € ¢l.(S) olup, sup 0,(x,S) =0
Serde(F)

elde edilir. A € Lis_(§) oldugundan = € A oldugu agiktir. Sonug olarak, Li.(§) =

Lis_(§) elde edilir. Ls,(§) = Lss_(F) esitligini ispatlamak igin, z € A ve H € sec§
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alalim. Bu durumda,

V(x) # rdC(H) YV e V(@,VT - TdC(H) VT 7& 0
VT € rde(H) :x € cl (T)

VT € rde(H) : 0-(x,T) =0

1117

sup 0,(x,T) =0
Terde(H)

olup, ispat tamamlanir. m

Onerme 5.2 (X,6) yaklasma uzayi, § ve & hipersiizgecler ve ¢ € P olmak iizere,

asagidaki ozellikler gerceklenir.

(i) § <6 = Lis.(F) C Lis. (&),

(i1) §#6 = Lis (§) U Lis (8) C Lis.(FV 8),
(i) Lis. (SN S) C Lis. (§) N Lis.(6),

(iv) Lss (A ®B) C Lss.(F) N Lss (8),

(V) §# = Lss (§) U Lss_ (&) C Lss. (FV ).

Ispat. (i) § < & ise, § A& = § olacagindan, (5.2) esitligi kullamlarak rde(§) =
rde(F) Nrde(®) esitligi elde edilir. A € Lis, (§) alalim. Bu durumda, her z € X igin

sup (z,5) < sup O(x,T) (5.8)
Serdc(F) Terde(®)

olacagindan sup 6(z,7T) < e olmasi durumunda (5.8) esitsizliginden sup d(z,S) <
Terde(®) Serde(F)

¢ elde edilir. Dolayisiyla, hipotezden z € A® olup, A € Lis (&) elde edilir.

(i) F#® olmak tizere A € Lis (F) U Lis, (&) alahm. §F < FV S ve & < FV &
oldugundan, indirgenmis stizgeg tamimindan rde(§) C rde(FV &) ve rde(&) C
rde(§\ @) elde edilir. Dolayisiyla, her x € X igin

sup o(x,S) < sup Oz, K)
Serde(F) Kerde(F\V )

41



ve

sup O(z, 7)< sup d(z, K)
Terde(®) Kerde(F\ 6)

esitsizlikleri gergeklenir. Bu durumda,  sup d(z,K) < eise sup d0(x,5) <e
Kerde(FV ®) Serdc(F)

ve sup O(x,T) < e olacagr agiktir. Hipotezden 2 € A®) bulunur, bu ise ispati
Terde(®)

tamamlar.

(iii) §A® < § oldugundan, rdc(F A\ ®) C rdc(F) bulunur. Boylece, her z € X
icin

sup  O(z,K) < sup 6(z,S) (5.9)
Kerde(F N\ 6) Serde(F)

ve § \ & < & oldugundan benzer olarak

sup Oz, K) < sup 6(x,T) (5.10)
Kerde(F N\ ®) Terde(®)

esitsizligi elde edilir. Kabul edelim ki A € Lis_(F /\ ®) olsun. Eger sup 6(z,5) <e
Serde(F)

ise, sirasiyla (5.9) esitsizligi ve hipotez kullamlirsa » € A®) elde edilir. Béylece,

A € Lis (§) olur. Eger sup 6(z,T) < ¢ ise, sirasiyla (5.10) esitsizligi ve hipotez
Terde(®)

kullanilirsa z € A®) elde edilir. Béylece, A € Lis_(®) bulunur, bu ise ispati tamam-

lar.

(iv) A C §ve FA B C & oldugundan
secF C sec(F A B) ve sec B C sec(F A S) (5.11)

kapsamalar1 gerceklenir. A € Ls;s (§/\®) alahm. Bu durumda x € A() olmasi

durumunda

sup  O(z,rde(H)) <e
Hesec(FAB)
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esitsizliginin gergeklendigi bilinmektedir. O halde (5.11) kapsamalarindan

sup 6(x,rdc(H)) <eve sup O(z,rde(H)) <e

HesecF Hesec®

elde edililr ve dolayisiyla A € Lss_(§) N Lss. () bulunur.

(v) §#® olmak iizere A € Ls;s. (F) U Lss. (®) alahm. Ispat1 tamamlamak igin

r € A® olmasi durumunda  sup  6(z,rde(H)) < e olacagim géstermemiz ge-
Hesec(FVS)

reklidir. € A®) alalim, hipotezden

sup 0(z,rdc(H)) <e veya sup O(xz,rde(H)) <e (5.12)
HesecF HesecH

oldugu bilinmektedir. Diger yandan, FV& < § ve §V& < & oldugundan sec(FVS) C
sec § U sec B kapsamasinin gergeklendigi acgiktir. O halde, (5.12) esitsizliklerinden

sup d(z,rde(H)) <e
Hesec(FVe)
elde edilir, bu ise ispati tamamlar. m
Topolojik uzaylarda, hiperaglarin Kuratowski anlamda yakinsakligi Beer tarafindan
incelenmigtir (Beer 2010). Tez ¢alisgmamizin bu boliimiinde, hiperaglarin Kurato-
wski anlamda yakinsakligini yaklagma uzaylar: teorisinde ele alacagiz. Ancak, ta-
nimlarimizi ve ozelliklerini vermeden 6nce bu yakinsakligin topolojik durumda nasil

tanimlandigini aktarmak anlamli olacaktir:

Tanim 5.3 (A, =) yonlendirilmis bir kime ve ¥ C A olsun. Bu durumda, ¥ kiimesi
A nin herhangi bir indisinden dnde gelen biitiin indisleri igeriyor ise artik (residual)
kiime, A nin her indisi icin bu indisten 6nde gelen en az bir indis iceriyor ise essonlu

(cofinal) kiime adini alir ve her artik kiime, essonlu kiimedir (Frolik 1960).

Artik ve essonlu kiimelerin olusturdugu aileler sirasiyla

A = {RCA|TN € AdylekiVA= ) \g= )€ R}
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ve
Ae = {€CA|VAeAicnIN eAdylekiN = A= )\ e¢}
biciminde ifade edilebilir.

Tanim 5.4 (X, 7) Hausdorff topolojik uzay ve (A, <) yonlendirilmis bir kiime olmak

iizere, A =< A, >)ca hiperaginin limit ve yigilma noktalari kiimeleri sirasiyla

Li(Ay) = {z € X | ¥V € V) icin IR € Ay dyle ki VA € R icin V N A, #£ 0}
Ls(Ay) ={x € X |VV € V) icin 3€ € Ag dyle ki VA € Cigin V N Ay # 0}

biciminde tanimhdir. A € CL(X) olmak iizere Li(Ay\) = Ls(A)) = A esitligi ger-
cekleniyor ise A hiperagi A hiperkiimesine Kuratowski-Painleve yakinsaktir denir ve

A = K — limA, bigiminde ifade edilir (Beer 2010).

Baz1 kaynaklarda Kuratowski-Painleve yakinsaklik ifadesi yerine Kuratowski yakin-
saklik ifadesi kullanmilmaktadir. Biz de calismalarimiz boyunca bu yakinsaklig: kisaca

Kuratowski yakinsaklik olarak ifade edecegiz.

Tanim 5.5 (X, 0) bir yaklasma uzayi, A bir hipernokta, A =< Ay >,cx bir hiperag ve

¢ € P olsun. Bu durumda, A hiperaginin §.—limit ve §.—yigilma noktalarinin kiimeleri

sirasiyla
Lisc(A) ={z € X | sup d(z, U A)) <¢e} (5.13)
CeAe Aec
ve
Lsse(A)={z € X | sup d(z, U A)) <&} (5.14)
RE Ao AER

biciminde tanimhidir.

Tanmim 5.6 (X,0) bir yaklasma uzayi, A € CL(X), A =< A\ >)cp bir hiperag ve

¢ € P olsun. Bu durumda,
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Lis.(A) = Lsso(A) = A

gercekleniyor ise A hiperagi A kiimesine d. — Kuratowsksi yakinsak denir ve A =

K5, — lim A bi¢iminde ifade edilir.

Onerme 5.3 (X, 6) bir Hausdorff yaklasma uzayi, A =< Ay >,ca bir hiperag, ¢ = 0
ve 0 uzaklik fonksiyonunun topolojik ko-yansimasi 7 ile gosterilmek iizere, Lis (A) ve
Lss_(A) sirasiyla Li,(Ay) ve Ls,(Ay) kiimeleri ile cakisir. Bu sebeple, (X, d,) yaklasma
uzayinda hiperaglar icin verilen J.-Kuratowski yakinsaklk, ¢ = 0 durumunda (X, 7)

topolojik uzayinda verilen Beer anlaminda Kuratowski-Painleve yakinsaklik ile cakisir.

Ispat. Kisahk agsimdan, ¢ = 0 durumunda Lis_(A) ve Ls; (A) aileleri Lis (A) ve

Lss_ (A) ile gosterilecektir. §, tanimindan,

VECEAg:d(z, UA) =0<=a€ () {cl-(UneeAr)}
QGAQ
oldugu agiktir, bu ise Lis_ (A) = Li;(A,) anlamina gelir. Lss_(A) = Ls,(A,) oldugu

benzer sekilde gosterilir. m

Onerme 5.4 (X, 0) yaklasma uzayi, A =< Ay >)ep ve B =< B) >)ea iki hiperag

olmak lizere;
C:{AAUB)J/\EA} ve D:{A)\QB)\|/\EA}

biciminde tanimlanan hiperaglar icin asagidaki dzellikler gerceklenir.

(1) Lss.(C) = Lss.(A) U Lss_(B),
(i) Lis.(C) D Lis.(A) U Lis.(B),
(iii) Lis. (D) C Lis.(A) N Lis (B),
(iv) Lss.(D) C Lss.(A) N Lss_(B).

Ispat. (i) Her ;R € An ve her A € R i¢in Ay, C A, U B, oldugundan, /\UmAA C
(S

U (A, U B,) olur. Dolayisiyla, (2.1) kullanilarak
AER

VR € Ay, Vo € X ¢ 5(3:’>\Lejm(AA UB,)) < (5(:5,/\89}\AA)
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olur ve boylece

Ve e X : 0z, U (AxUB))) < o(x, U A
re X sup 0w G (AU B) < sup ol DA

olacagindan, Lss_(A) C Lss_(C) gergeklenir. Benzer gekilde, Lss_(B) C Lss.(C) elde
edilebilir ve Lss (A) U Lss.(B) C Lss.(C) bulunur. Kapsamanin diger yont igin,
x ¢ Lss_(A) U Lss,(B) oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

sup 0(x, U Ay) >eve sup d(x, U By) >¢

olur ve boylece
IR, € An: 5(:16,/\6%1/1,\) >e ve IRy € An: 6<$’,\g)a2B’\) > (5.15)

elde edilir. Ry ve Ry artik kiimeler oldugundan,
Ri={k|k>=i} ve Ro={k|k > j}

olacak bigimde 7,5 € A indisleri mevcuttur. Ayrica, A yonlendirilmis oldugundan,
v = i ve v = j olacak bi¢gimde bir v € A mevcuttur. Dolayisiyla, Rs := {k | k =
v} C R1 NR, olacak bigimde bir Ry artik kiimesi elde edilir ve

UA,\C UAAile UB)\C UBA

AER3 AERL AER3 AER2

gergeklenir. (2.1) ozelligi ve (5.15) esitsizligi kullamlirsa,

€< 5(:1:,)\€LEJRSA,\) ve €< 5(m,/\€L5lﬁ3B,\)

bulunur. (D3) 6zelliginden

€<5(ZL‘, U A)\U

AER3

U B)\) = 5(1‘, U (A)\UB)\))

A AER
3

elde edilir. Sonug olarak x ¢ Lss_(C) olup, ispat tamamlanir.
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(ii) Her € € A¢ ve A € € igin Ay C A, U B, oldugundan, /\U@A,\ C U (AU B,))
€ Aee
olur. Dolayisiyla, (2.1) kullanihrsa

VE € Ag,Vz € X - 6(x, AU@(AA UB,))) < d(x, ALgJQAA)
<

ve bdylece

Vo € X : sup d(x, AyUB,y)) < supd(z, U A
@e/g ( ALGJQ( ’ A)) cez& ( AeC )
olup, Lis_.(A) C Lis (C) elde edilir. Benzer olarak, Lis_ (B) C Lis.(C) olacagindan
Lis.(A) U Lis_(B) C Lis.(C) bulunur.

(iii) ve (iv) segeneklerinin ispatlart her A € A igin Ay N By, C A, oldugundan

diger seceneklerin ispatlarina benzer olarak yapilir. m

Agagidaki ornekleri ifade ve ispat etmeden 6nce, P kiimesi iizerinde tanimh ve or-
neklerde kullanacagimiz iki uzaklik fonksiyonunun tanimini verelim:

r€Pve Ae CL(X) olmak iizere,

Og(z, A) = inf |z — a

acA

ve

0, z€A
6f($,A) =
oo, ¢ A

bi¢iminde tanimli fonksiyonlar, P kiimesi iizerinde taniml iki uzaklik fonksiyonudur

(Lowen 2015).

Ornek 5.1 A=< A, =[1,2+ 1] >, cz+ hiperagini ve (P, dg) yaklasma uzayini ele

alalim. Bu durumda, A hiperagi [1,2] kiimesine (0g)o — Kuratowski yakinsaktir.

Lss,(A) kiimesi tanimi geregince, bu kiimenin elemanlarr,

VR € Zj; < du(e, U Au) =0
ne
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esitligini saglayan x noktalar: olmalidir. Yani,
VR € Zg;,Ve > 0: Ja.;m € UmA” oyle ki |z —a.;| <e (5.16)
ne

onermesini gergekleyen x noktalarini bulmaliyiz. x € [1,2] ise, artik kiime ne olursa
olsun A,, kiimelerinin tanimimdan a. g = = olarak segilebilir ve béylece (5.16) 6ner-
mesi gergeklenir. Diger yandan, = ¢ [1,2] ise en azindan R ={n € Z* |n >z — 1}
artik kiimesi i¢in (5.16) 6nermesi gerceklenmeyeceginden Lss,),(A) = [1,2] bulunur.

Li(sy),(A) kiimesinin elemanlar ise,
V€ € Z§ Ve > 0:FJa.e € UcA" oyle ki |z —a.¢| <e
ne

onermesini gergekleyen z noktalandir. Keyfi bir € € Z{ egsonlu kiimesi alalim. €,
Z™" kiimesinin bir egsonlu altkiimesi oldugundan, en kii¢iik elemanm mevcuttur. Bu

eleman1 \q ile gosterelim. Bu durumda,

1
UAdy=A4, =[1,2+—]
ne€ un

olacagindan; x € [1,2] ise a. ¢ = x segilebilir. Ancak = ¢ [1, 2] olmas: durumunda, es-
sonlu kiime nasil tanimlanmais olursa olsun x noktasinin her € komsulugunda bulunan

bir a.¢ € [1,2+ n—lo] bulunamaz. Dolayisiyla, Lis(A) = [1,2] olup ispat tamamlanir.

Ornek 5.2 b > a > 0 olmak iizere, A = [a,b] yonlendirilmis kiimesi iizerinde ta-
nimh A =< Ay = {A} >,ca hiperagini ve (P, 0 finest) yaklasma uzayini ele alalim. Bu

durumda, ¢ € P olmak iizere, A hiperagi {b} kiimesine (J). — Kuratowski yakinsaktir.

Keyfi bir € € A¢ egsonlu kiimesi ele alinirsa A\g > b olacak bi¢gimde bir Ay € €
mevcuttur, hatta A kiimesinde b noktasindan énde gelen tek 6ge kendisi oldugundan
X =0 € €olup b € Lis_(A) elde edilir. z € [a,b] olmak iizere, € = {b} egsonlu
kiimesi i¢in « ¢ {b} olacagindan = ¢ Lis_(A) olup, Lis.(A) = {b} bulunur. Diger
yandan, her R € Ay i¢in artik kiime tanimindan b € R oldugu agiktir. = € [a, b] ise
en azindan R = {b} artik kiimesi i¢in = ¢ R olacagindan Ls;s_(A) = {b} bulunur.

Boylece ispat tamamlanir.
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Onerme 5.5 (X, L) bir yaklasma uzayi, K € K(X), < Ay >»ea bir hiperag ve e € P

olmak iizere her X € Ax U A¢ icin
T € LS‘;E(ALGJE (AANK)) = 6(z,K)<e

gerceklenir.

ispat. x € Ls;, ( Y, (A\ N K)) alalim. Bu durumda,
€

5(}\L€JE(AAOK)) <e & suE) plx) <e
Angnr/wjic{pzo}

& Vp € L oyle ki /\LEJEA,\HKC{pzo}

icin p(z) < e (5.17)

elde edilir. 6(x, K) = sup ,ez  p(z) < e oldugunu gostermek icin K C {p = 0}
p=0}
olacak bicimde bir p € £ alahim. AUE(A,\F]K) C K oldugundan /\UE(AAQK) c{p=0}
c c

elde edilir ve (5.17) 6nermesi kullanilirsa p(z) < e bulunur, bu ise ispati tamamlar. =

Onerme 5.6 (X, ) bir yaklasma uzayi olmak iizere, A =< Ay >cp hiperagi, ¢ € P
ve € X noktasi icin asagida verilen &zellikler gerceklenir.
() IR eAn > (VNER):0(x,A)) <e= 1z € Lis.(A),
(i) IC e Ag > (VA€ €): 0(x,A)) <e =z € Lss_(A).

Ispat. (i) z € X ve her A\ € % icin §(x, A)) < ¢ olacak bicimde bir 9 artik kiimesi
alinsm. Bu durumda, R = {A € A | XA = A} olacak bi¢imde bir Ay € A mevcuttur.
Diger yandan, herhangi bir € egsonlu kiimesi ele alindiginda, 8 > A olacak bigimde
bir f € € vardir ve 8 ayni1 zamanda (R kiimesinin de elemani olacagindan hipotezden

d(z, Ag) < ¢ elde edilir. Diger yandan, Az C /\UCA,\ olup, (2.1) 6zelligi kullanilirsa,
S

Oz, U Ay) <d(z,Ap)

Aec

elde edilir. Boylece (5.13)’ten = € Lis_(\A) elde edilir.
(ii) z € X ve her A € € i¢in §(x, A)) < € olacak bi¢imde bir € egsonlu kiimesini ele

alalim. Diger yandan, keyfi bir R € Ay ve her 5 € R i¢in v > S olacak bi¢imde bir
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v € € vardir ve §(z, A,) < € gerceklenir. Ayrica, R artik kiime oldugundan, v € R

dir. A, C ,\UmA’\ oldugu ele almirsa, (2.1) 6zelligi kullanilarak;
S
(5(@’, )\LGJERA)\) < (5(1’, A’Y)

elde edilir. Boylece (5.14)’ten = € Ls;_(.A) olup, ispat tamamlanir. m

Yaklagma uzaylarinda, hiperaglar ve hipersiizgecler i¢in 0. — Kuratowski yakinsakligi
tanimladiktan sonra bir hiperagin yakinsadigi kiime ile bu hiperaga karsilik gelen
hipersiizgecin yakinsadigi kiime arasinda bir iligki olup olmadigini aragtirip, Teorem
5.1'1 inga ettik. Bu teoremi ifade ve ispat etmeden 6nce, bir hiperagdan elde edilen
hipersiizgeci nasil ele aldigimiz1 agiklayalim:

A =< Ay >,ca bir hiperag olmak tizere,
By, = {Ax| Mo A €A}
ailesi CL(X) tizerinde bir siizge¢ tabamidir ve bu taban
Sa={FCCLX)|3N€eAN:B,, CF} (5.18)

bigiminde bir siizgeg tiretir (Baekeland ve Lowen 1995).

Teorem 5.1 (X,0) bir yaklasma uzayi, A bir hipernokta, A =< A, >,ca bir hiperag
ve ¢ € P olsun. Bu durumda, eger § 4 hipersiizgeci A hipernoktasina d. -Kuratowski

yakinsak ise A hiperagi da A hipernoktasina d.-Kuratowski yakinsaktir.

Ispat. Her artik kiime bir essonlu kiime oldugundan Lis.(A) C Lss.(A) ifadesi

gergeklenir. Diger yandan, x € Lss.(A) ise
VR € Ap : d0(x, U Ay) <e (5.19)
AER

olur. Ayrica, S € rde(§ 4) olmak iizere, (5.1) esitliginden S = [J F olacak bi¢imde
FEF
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bir F € §4 mevcuttur. § 4 hipersiizgecinin tanimindan, bir
B,\OZ{A,\’)\Uj)\EA}Cf

alt ailesinin varligi bilinmektedir. O halde (2.1) 6zelligi kullanilirsa

Sz, |JF) <6z | AN (5.20)
FeF Ao
esitsizligi elde edilir. Ayrica, Rg = {\ € A|\ > Ao} bigiminde tanimlanan kiime artik
kiime oldugundan, (5.19) esitsizligi kullanilirsa §(z, |J A)) < e ve dolayisiyla, (5.20)
A= Ao
kullanilarak 6(x,S) = 6(z, |J F) < € bulunur. §4 hipersiizgeci A hipernoktasima

FeF
0.-Kuratowski yakinsak oldugundan

{zeX| sup 6,5 <e}cA®c{zreX| sup Oz, rde(H)) <e}
Serdc(Fa) HeEsecF 4

oldugu bilinmektedir ve dolayisiyla

sup O(x,rde(H)) <e (5.21)

HesecF A

elde edilir. §imdi keyfi bir € € A¢ alalim ve S¢ = {Az |5 € €} ailesini tanimlayalim.
Bu durumda, her A € A i¢in By = {4, |7 = A} ve By NS¢ # 0 olacagindan
Se € secF 4 gerceklenir. Boylece (5.21) egitsizligi kullanilarak

d(z,rde(Se)) < e (5.22)

bulunur. Ayrica, rde(Se) = |J Ag oldugundan 6(z, Ag) < € elde edilir. A, C [J Ax
Bee AEC

oldugundan d(z, |J Ax) < € olup, ispat tamamlanir. m
Ace
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6. §.-KURATOWSKI YAKINSAKLIK VE FELL YAKLASMA UZAYI
ARASINDAKI ILISKILER

(X, 7) Hausdorff topolojik uzayinda bir hiperagin Kuratowski anlamda yakinsaklig
ile aymi hiperagin Fell topolojiye gore yakinsakhigi kargilagtirilabilmektedir (Beer 1993).
Dolayisiyla, bir (X, ) yaklagma uzayinda bir hiperagin d.- Kuratowski yakisaklig:
ile ayn1 agin Fell yaklagma yapisina gore (Ates ve Sagiroglu 2023) yakinsaklhigi ara-
sindaki iligkiyi incelemek anlamlidir. Hiperstizgeglerin Fell yaklagma yapisina gore
yakinsakliklar: Az, , limit operatorii yardimiyla incelenir. Bu nedenle bir hiperagin

yakinsaklig1 bu hiperaga karsilik gelen siizge¢ yardimiyla incelenecektir.

Onerme 6.1 (X, L) bir Hausdorff yaklasma uzayi, A € CL(X), A =< Ay >ea bir

hiperag ve ¢ € P olmak iizere

A C Lig,).(A) = Acy,,(Ba)(A) <e

\
Fell
gerceklenir.

Ispat. (2.3) esitligi kullanilarak Ay, (Sa)(A) = sup oy (A, G) bulunur.
c GesecF A N
Acy., (§4)(A) < e oldugunu gostermek igin

VG €secFa:0cv (A, G)= sup p(A) <e

Fell

esitsizligi elde edilmelidir. Oncelikle, p € LY. ,; ve G C {p = 0} olacak bigimde bir G €
sec §4 alalim. sec § 4 ailesinin tanimindan, her A € A icin By = {A,, | A 2 v, € A}
olmak tizere By NG # 0 olur. Bu durumda, A,z € ByNG olacak bigimde bir 3 = A
mevcuttur. A yonlendirilmis kiimesinin bu gekilde elde edilen tiim ~3 6gelerinden
olugan kiimeyi € = {7}}.ea ile gosterelim. Bu kiime egsonlu bir kiimedir. Diger
yandan, p € LY., oldugundan J # () bir indis kiimesi, her j € J i¢in I; C J sonlu
elemanlh bir alt kiime ve her k € I; i¢in p;, € £ olmak iizere p = supinf yi/; olur

jeJkEI’
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ve her 7} € €igin Ax € G ve G C {p = 0} oldugundan

sup inf p, (A ) =0 = VjeJ:3ky € l;oyleki sup p;y (2) =0,

jeJ relj z€A7§

= Vj€J:3ky€l;oylekiVze Ayt (2) =0

elde edilir. Dolayisiyla, her j € J igin U@Aﬁ C {mjx, = 0} olacak bigcimde bir
i€ ’
ko € I; mevcuttur. A C Lis, (A) hipotezi kullamlirsa

Va€ A:sup dc(a, UA)) <e (6.1)
e Aee

olup, (2.3) esitliginden

Va € A,V € A¢ : sup  ula) <e
pneL
Y AN C{n=0}

ve dolayisiyla
a€ A€ e A vepe L dyleki )\UCA,\C{u:O}:u(a)gg (6.2)
S

elde edilir. Dolayisiyla; her a € A igin ju;, (a) < € elde edilir. Sonug olarak, her

j € Jicin pif, (A) = sup p;y, (a) < € olacak bicimde bir ky € I; mevcuttur ve
) aeA K

p(A) = sup inf pj, (A) < suppjy (A) <e
jeJ kel; jeJ

elde edilir, bu ise ispati tamamlar. m
Onerme 6.1 de hiperag yerine bir hipersiizgec ele alinarak asagidaki teorem inga

edilmigtir.

Teorem 6.1 (X, L) bir Hausdorff yaklasma uzayi, A bir hipernokta ve § bir hipersiizge¢

olsun. Eger § hipersiizgeci A hipernoktasina alt d.-Kuratowski yakinsak ise

Ag S(/n §;€

Vv
Fell

olur.
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Ispat. (2.3) esitliginden Ay, S(A) = sup dry (A, G) elde edilir. Dolayisiyla
} GeEsecF }

VG € sec§ ooy (A, G) = sup p(A) <e

Fell

oldugu gosterilmelidir. Keyfi bir G € sec§ ve p,, = 0 olacak bigimde bir p € Ly,

alalm. £}, ailesinin tanimidan

p = sup inf p;
ey kel "

olacak bi¢imde J # () indis kiimesi ve J ailesinin sonlu elemanh bir I; alt kiimesi

mevcuttur ve her j € J,k € I; igin p;, € £ olur. Diger yandan, hipotez kullanihrsa

A® c{zeX| sup &z, rde(H)) < e}

HesecF A

olur ve dolayisiyla, keyfi bir a € A®) ve H € secg icin

dc(x,rde(H)) = sup n(a) <e
neL
mw‘dc(’H):O

gerceklenir. Bu durumda, G € sec§ oldugundan
NEL e =0: AV Cin<el (6.3)

elde edilir. p, = 0 oldugu igin her 7" € G i¢in p(T') = 0 olur ve dolaysiyla I; sonlu

elemanli oldugundan
Vj € J:3ky € I; Syle ki pj,, (T) =0
elde edilir. Son olarak, ;¥ fonksiyonunun tanmmi kullanilirsa,
Vi€ J:3kpel;oylekiVt €Ty, (t) =0

elde edilir. O halde, her t € rdc(G) = |J T igin ju;4,.(t) = 0 olup, (6.3)" ten her j € J
Teg
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icin A©) ¢ {1 1, < €} ve dolayisiyla p(A) < ¢ elde edilir, boylece ispat tamamlanir.
]
Teorem 6.1 kullanilarak ve € = 0 durumunda J.-Kuratowski yakinsaklik ele alinarak

bir topolojik uzayda hipersiizgeclerin yakinsaklig ile ilgili agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.1 (X, 7) topolojik Hausdorff uzayinda, A hipernoktasi ve § hipersiizgeci icin

eger A € Ls.§ ise § hipersiizgeci alt Fell topolojiye gore A hiperkiimesine yakinsaktir.

ispat. A € Ls.§ alalim. 6 = ¢, olmasi durumunda Ls,§ = Lss § ve boylece
A € Lss_§ elde edilir. Bu ise § hipersiizgecinin A hiperkiimesine alt J,-Kuratowski
yakinsak oldugu anlamina gelmektedir. Teorem 6.1 kullanilirsa, A = As_ olmak iizere

hy.

Fell

§(A) = 0 elde edilir. Boylece, LY., yaklagma uzayimin topolojik ko-yansimasi
alt Fell topoloji oldugundan (Ateg ve Sagiroglu 2023), § hipersiizgecinin A kiimesine
alt Fell topolojiye gore yakinsak oldugu elde edilir. m

Onerme 6.2 (X, £) bir Hausdorff yaklasma uzayi, A bir hipernokta ve A =< Ay >,ca
bir hiperag olsun. Eger her A € € icin K N Ay # () sartini saglayan bir € essonlu
kiimesi ve bir K € K(X) kompakt kiimesi bulunabilmesi durumunda, her A\ € € igin

Lss, (K N Ay) C A gergekleniyor ise,

Mg, (84)(A) =0
olur.

Ispat. (2.2) ve (2.3) esitliklerinden

Aep,, (8a)(A) = sup dgp  (w,4) = sup - sup p(A)
GesecF A GesecFa peELY
Gc{p=0}

oldugu bilinmektedir. Herhangi bir G € secF4 ve G C {p = 0} olacak bigimde bir

p € Ly, alahm. Bu durumda,

— ; A
p=sup inf vy
jed veLl;

KeK;
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olacak bigimde bir J # () indis kiimesi ve sonlu elemanh £; C £ ve K; C K(X) alt
kiimeleri mevcuttur. Diger yandan, G € sec§a ve §a, (Br = {4, | A <7 € A})rer
tabani tarafindan iiretilen siizge¢ oldugundan her A € A i¢in By NG # 0 olur.
Dolayisiyla, A,, € BANG olacak bi¢cimde bir v, = A mevcuttur. A’ nin bu sekilde elde
edilen v, elemanlarindan olugan kiimeyi € = {7, },ca ile gosterelim, € kiimesinin
egsonlu kiime oldugu tammindan agiktir. Ayrica (A, )y, cc C G ve G C {p = 0}
oldugundan, her v, € € i¢cin p(A,,) = 0 olur. O halde, her v, € € ve j € J i¢in
inf vx(A,,)=0

l/€£j
KGKj

elde edilir. £; ve K; sonlu elemanli oldugundan (ij)gm (A,,) = 0 olacak bicimde

Vi, € L5 ve P, € K;, meveuttur. O halde (z/jm)]@j,M fonksiyonunun tanimindan

i ' _0
xeAvlflﬁij Vi, (T)
elde edilir. Ayrica A, N P;,, kiimesi kompakt ve v;,, fonksiyonu alttan yari siirekli

oldugundan bir z;,, € A,, NP;

iy, Ogest i¢in v 5 (x;,,) = 0 olacaktir. Sonug olarak,

her j € J, v, € € igin
Elyjy’h S Ej’ HPjv'YA S Kj : Elxjy’h S A'YA N Pjv’h éyle ki Viny (l‘jﬂ/)\) =0 (64)

olur. Simdi, P = U P;

. . VERDN
Jovy €18

vy € Cicin PN A, # 0 olur. Diger yandan € yonlendirilmis kiime oldugundan, P

kompakt kiimesini tanimlayalim, bu durumda her

i¢inde bir £ = (24, )y,ec agl tanimlanabilir ve P kompakt oldugundan £ aginin P
icinde yakinsak bir fl = (2js)sesce alt ag1 vardir. 51 agiin P i¢indeki limit noktasini

xo ile gosterelim. Bu durumda,
VV € Vigy) :3so € S Gyle ki Vs = sp 12, €V (6.5)

gergeklenir. R := {s € S| s = so} bi¢iminde tanimlanan kiime S iginde bir artik

kiimedir. Her artik kiime egsonlu kiime oldugundan R , § icinde ve dolayisiyla €
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icinde egsonlu kiimedir. (6.4) kullanilirsa, her s € R ve her j i¢in
dv;s € L;,3P;s € K; : Jx;, € A;N Py, Oyle ki v 4(xj5) =0 (6.6)

elde edilir. P kiimesinin tanimi ve (6.5) kullanilirsa her V' € V) ve s € R i¢in
A;,N PNV # ) oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla, her s € R igin x¢ € cls(As N P)
ve Onerme 5.6 (b) den 93 C A essonlu kiimesinin her s dgesi igin 79 € Lss(A, N P)
olacagl aciktir. Boylece hipotezden, z, € A elde edilir. Ispat1 tamamlamak icin

p(A) = 0 oldugu gosterilmelidir:

. . A . . .
PA)=oup b, vild) =i oL kv
KeK; KeK;

oldugundan (6.4) kullanilirsa, P; := {P;, }, ce C Kj ve dolaysiyla

w &
o) < sup ol Bl )
KeP;

elde edilir. Diger yandan, zo € AN P oldugundan bir P;,, € P;icin 2o € AN Pj,,
dir. Dolayisiyla,

sup inf inf v(z) <sup inf inf v(x)
jeJ veLl; reANK jeJ veL; xGAijﬂ)\
KeP;

elde edilir. (6.6)" dan, H; = {v;s}ses C L; ve zp € AN P;

iy, Oldugundan

IN

sup inf inf v(x) sup inf  inf v(z)
jeJ veL; xEANP; jeJ vEH; x€ANP; 5,

IA

inf
e, v

inf v, .
jgg;gsvy,s(xo) (6.7)

elde edilir. Simdi, k = in£ v s biciminde bir  fonksiyonu tanimlayalim. x € £ oldugu
sE

ve dolaysiyla x fonksiyonunun alttan yari siirekli oldugu agiktir. Eger, £ agmm «
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fonksiyonu altinda goriintiisii alinirsa, (6.6)” dan
VB €St h(xyp) = infv;(z)p) < vjp(z)s) =0

elde edilir. Dolayisiyla, her terimi sifir olan &(€') = {r(z;5)}ses ag elde edilir ve
bu nedenle x(¢) ag sifir noktasma yakmmsar. Diger yandan, £ ag zo noktasma

yakinsadigindan ve x fonksiyonu alttan yari siirekli oldugundan
limﬂinf k(xjp) > K(xo)
ve boylece k(xg) = 0 elde edilir. Son olarak (6.7) kullanilirsa
sup inf v; 4(x¢) = sup k(xp) =0
j€J $€8 J€J
olur, bu ise ispat1 tamamlar. m

Teorem 6.2 (X,0) bir Hausdorff yaklasma uzayi, A =< A, >,cp bir hiperag ve A

bir hipernokta olmak tizere,

2) AC LigOA)\,

it) Her A € Cicin K N Ay # () olacak bigimde bir € essonlu kiimesi ve K € K(X)
oluyor ise
VAeC: Lss,(KNAy) CA

gerceklensin. Bu durumda;

)\LFell (SA) (A) =0

olur.
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Ispat. (2.2) kullanilirsa, her A hipernoktas i¢in

)\EFell (SA) (A> = sup 6CFeLL<A7 g)

GesecFa

olur. O halde Teorem 4.4, Onerme 6.1 ve Onerme 6.2 kullanilarak Az, ,(F4)(A) = 0

oldugu elde edilir. =

Teorem 6.3 (X, 0) bir Hausdorff yaklasma uzayi, A =< A, >,cx bir hiperag ve A bir
hipernokta olsun. Eger A = K5 — lim A ise Az, (§4)(A) =0 dir.

Ispat. (X,0) Hausdorff yaklagma uzaymda, A =< A, >,cp hiperagmi ve A hi-
pernoktasini alalim. Eger, A = K5 — limA ise A C Lis(Ay) ve Lss(Ay) C A dir.
Diger yandan, € € A¢ egsonlu kiimesi ve K € K(X) kompakt kiimesi her A € € igin
K N Ay # 0 olacak bigimde segilsin. Ayrica,

VmGAm:U(KﬂA)\)C U Ay
AER AER
oldugundan her z € X i¢in (2.1)" den

sup d(z, U Ay) < sup d(xz, U (KNA)))
ReEAn AER ReAn eRn

elde edilir. Bu ise Lss(K N Ay) C Lss(Ay) anlamima gelir ve hipotezden Lss( Ay N

K) C A olup, Teorem 6.2’ nin hipotezleri gerceklenir. Boylece ispat tamamlanir. m

Eger bir (X,¢,) Hausdorff yaklagma uzayi ile yola gikilirsa Teorem 6.3’ ten A =
Ks. — limA ise L = Ls, olmak {izere Az, ,(§4)(A) = 0 elde edilir. Dolayisiyla
(Backeland ve Lowen 1995) makalesindeki Onerme 1.5’ ten A hiperagimim (X, Lpey)
i¢ginde A hiperkiimesine yakimsak olmasi ile Az, (F.4)(A) = 0 olmas: ayn1 anlamda-
dir. Ayrica, Lpe; yaklagma uzayimin topolojik ko-yansimasi C'L(X) tizerinde taniml
Fell topoloji ile ¢akigtigindan (Teorem 4.3), (Lowen 2015) kitabinda verilen topo-
lojik limit operatorii tanimi kullanilarak (Beer 1993) kitabindaki Teorem 5.2.6 min

agsagidaki kismi sonug olarak birakilabilir.

Sonug 6.2 (X, 7) bir topolojik Hausdorff uzay, A =< A, >,ea bir hiperag ve A bir
29



hipernokta olsun. Bu durumda, eger A hiperagi A hiperkiimesine Kuratowski yakinsak

ise, A hiperagi A hiperkiimesine C'L(X) lizerinde tanimli Fell topolojiye gore yakinsaktir.

Eger Teorem 6.2" de bir (X, §,) topolojik yaklagma uzay ile yola gikihirsa, (Beer 1993)
kitabinda verilen Onerme 5.2.5” in asagidaki kismi dogrudan sonug olarak birakila-
bilir.

(X, 7) Hausdorff topolojik uzayma karsilik gelen yaklagma yapisi ele alindiginda,

Teorem 6.2 ve Teorem 4.3 (ii) kullanilarak agagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug 6.3 (X, 7) bir Hausdorff topolojik uzay, A =< Ay >,ea bir hiperag ve A bir

hipernokta olsun. Kabul edelim ki

Z) AC LiA)\,
i) VK e K(X):Ls(KNAy)) CA

gerceklensin. Bu durumda, § 4 hipersiizgeci A hipernoktasina 7. topolojisine gore ya-

kinsaktir.
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7. TARTISMA VE SONUC

Yiiksek lisans tezimde, Wijsman ve Proximal hipertopolojilerine kargilik gelecek bi-
¢imde tanimlanan yaklagma yapilarini ¢caligmigtik. Literatiirde ¢ok fazla hipertopo-
loji vardir ve bunlardan biri de Vietoris hipertopolojisidir. Lowen ve Wuyts, Vietoris
topoloji ile uyumlu olacak bicimde bir yaklagma yapisi tanimlamigtir, ancak Vieto-
ris yaklagma yapisi adi verilen bu yapinin topolojik ko-yansimasimin tiim C'L(X)

tizerinde degil de K (X) tizerinde Vietoris topoloji ile ¢akigtigr elde edilmistir.

Tez calismamizin basinda, literatiirde ¢ok kullanilan ancak kendisi ile uyumlu olacak
bigimde bir yaklagma yapisi tanimlanmayan hipertopolojileri aragtirmaya basladik
ve literatiirde 6nemli bir yere sahip olan Fell topoloji ile uyumlu olacak bi¢cimde bir
yaklagma yapisi tanimlanmadigin1 gordiik. Fell topoloji ile Vietoris topoloji tanim
olarak benzer olduklari i¢cin Lowen ve Wuyts tarafindan insa edilen Vietoris yak-
lagsma yapisinin ingasindan esinlenerek gerekli degisiklikleri yaptik ve Fell yaklagma
yapisini inga ettik. Daha da 6nemlisi, ortaya koydugumuz yapimim C'L(X) in tamam
tizerinde Fell topoloji ile ortiistiiglinii gordiik. Daha sonra, amacimiz bagka hiper-
topolojiler i¢in de benzer yaklagma yapilari tanimlamakti. Ancak, Fell topolojinin
Kuratowski yakinsaklik ile arasinda ciddi iligkiler oldugunu farkettik ve yoniimiizii
degistirerek Kuratowski yakinsaklik yapisinin yaklagsma uzaylarinda karsiligini ta-

nimlamay1 hedefledik.

Caligmamizin ikinci kisminda, Kuratowski yakinsaklik yapisini yaklagma uzaylarina
genigletebildik ve bu yaklagma yapisinin, 6zel olarak topolojik yaklasma uzaylarinda
ele alindiginda alisilmig Kuratowski yakinsaklik ile ¢akistigim gordiik. Daha sonra,
Fell limit operatori kullanilarak goz oniine alinan yakinsaklik ile yaklagma uzayla-
rinda tammmladigimiz yakinsaklik arasindaki bazi iligkileri inceledik. Tez ¢aligmamizin
sonuglarini 6zetleyelim:

1. Fell yaklagma yapisi ile genigletilmis Fell yaklagma yapisin1 tanimladiktan sonra

topolojik ko-yansimalarimin sirasiyla C'L(X) {izerinde tanimlanan Fell topoloji ve
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genigletilmis Fell topoloji ile gakigtigini gosterdik. Ayrica, bu yapilara iligkin bazi
temel Ozellikler elde ettik.

2. Hiperaglar i¢in topolojik uzaylarda, hipersiizgecler icin ise yakinsama uzaylarinda
tanimlanan Kuratowski yakinsaklik kavramini yaklagma uzaylarinda ifade ettik.

3. Yaklagma uzaylarinda tanimladigimiz Kuratowsi yakinsaklik ile Fell yaklagma ya-
pis1 arasinda standart durumda da var olan 6zellikleri de sonug birakabilecek bicimde

bir takim paralel 6zellikler elde ettik.

Caligmalarimizin devaminda, tamimladigimiz yapilarin bagka ozelliklerini ele alaca-
g1z. Daha sonra, Kuratowski yakinsaklik kullanilarak tanimlanan epi-yakinsaklik adi
verilen kavrami da yaklagma uzaylarina tagimay: hedefliyoruz. Ayrica, fonksiyonel
analize de hizmet eden bir diger hipertopoloji olan Mosco topoloji ile uyumlu olacak

bi¢imde bir yaklagma yapisi tanimlamay1 hedefliyoruz.



KAYNAKLAR

Ates, M., Sagiroglu, S., 2023. The Fell Approach Structure, Commun. Fac. Sci. Univ.
Ank. Ser. A1 Math. Stat. Vol. 72, No 3, 633-649.

Baekeland. R., Lowen. R., 1995. Measures of Compactness in Approach Spaces,
Comment. Math. Univ. Carolin. Vol. 36, No. 2, 327-345.

Beer, G., 1993. Topologies on Closed Convex Sets. Kluwer Academic Publishers.

Beer, G., Rodriguez-Lopez. J., 2010. Topologies Associated with Kuratowski-
Painleve Convergence of Closed Sets . Journal of Convex Analysis, Vol. 17,
No. 3-4, 805-826.

Choquet, G., 1948. Convergences, Ann. Univ. Grenoble, Sect. Sci. Math. Phys., II
Ser. 23, 57-112.

Dolecki, S., Mynard, F., 2003. Hyperconvergences, Applied General Topology, Vol
4, 391-419.

Dolecki, S., Mynard, F., 2016. Convergence Foundations of Topology. World Scien-
tific.

Dolecki, S., Salinetti, G. and Roger J-B., 1983. Wets, Equi-Semicontinuity, Transac-
tions of the American Mat. Soc. Vol. 276, No. 1, 409-429.

Dolecki, S., Gabriele, H. and Lechicki, A. 1995. When Do The Upper Kuratowski To-
pology (Homeomerphically, Scott Topology) and The Co-Compact Topology
Coincide?, Transactions of The American Mathematical Society, Vol. 347, No.
8, 2869-2884.

Fell, J., 1962. A Hausdorff Topology for The Closed Subsets of Locally Compact
Non-Hausdorft Space, Proc. Amer. Math. Soc., 13, 472-476.

Frolik, Z., 1960. Concerning Topological Convergence of Sets , Czechoslovak Mat-
hematical Journal, Vol. 10, 168-180.

Hola, L., Levi, S., 1997. Decomposition Properties of Hyperspace Topologies, Set
Valued Analysis, Kluwer Academic Publishers.

Kuratowski, K., 1966. Topology, Vol I. Academic Press, New York.

Lowen, R., 1989. Approach Spaces A Common Supercategory of Top and Met, Math.
Nachr. 141, 183-226.

Lowen, R., Sioen, M., 1996. The Wijsman and Attouch-Wets Topologies on Hypers-
paces Revisited Topology, Topology and its Applications, 70, 179-197.

Lowen, R., 1997. Approach Spaces: the Missing Link in the Topology Uniformity
Metric Triad, Oxford Mathematical Monographs. Oxford University Press,
New York, United Stated Springer.

63



Lowen, R., Verbeeck, C., 1998. Local Compactness in Approach Spaces I, Internat.
J. Math-Math. Sci. Vol. 21 No. 3, 429-438.

Lowen, R., Sioen, M., 1998. Proximal Hypertopologies Revisited, Set Valued Analy-
sis, 6, 1-19.

Lowen, R., Sioen, M., 2003. A Note on Seperation in Ap, Applied General Topology,
4, 475-486.

Lowen, R., Wuyts, P., 2012. The Vietoris Hyperspace Structure for Approach Spaces,
Acta Math. Hungar.

Lowen, R., 2015. Index Analysis, Approach Theory at Work. Springer.

Luchetti, R., Pasquale, A., 1994. A New Approach to a Hyperspace Theory, Journal
of Convex Analysis, Vol. 1, No. 2, 173-193.

Willard, S., 1968. General Topology. Addison-Welley Publishing Company.





