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1. GIRIS

Graf, kogeler ve bu kogeler arasindaki gizgelerden olusan bir yapidir. Graf teori
Euler’in ortaya attigi Konigsberg Koprii problemi ile ortaya ¢ikmigtir. O zamandan
beri bir ¢cok matematik¢i bu alani gelistirmis ve giiniimiizde yaygin bir uygulama
alanina kavugmustur. Graflar baz1 kombinatoryal problemleri tanimlama ve model-
leme konularinda olduk¢a 6nemli kolayliklar saglamaktadir. Cebir ise matematigin
temel alanlarindan biridir. Beck 1988 yilinda bu iki alani1 birbiyle iligkilendirerek
cebirsel yapilar kullanarak graflar tanimlamigtir. Bir halkanin tiim elemanlarini gra-
fin kogeleri olarak almig, eger iki elemanin ¢arpimi sifir ise bu iki eleman arasina
bir kenar koymustur. Beck ¢alismasinda daha ¢ok graflarin renklendirilmesi prob-
lemi tizerinde durmusgtur (Beck 1988). 1999 yilinda Anderson ve Livingston bu fikri
daha da geligtirmigler ve sifir bélen graflarinin baz 6nemli 6zelliklerini ve sonug-
larin1 vermiglerdir. Sifir bolene sahip bir halkada sifir bolenler kiimesi grafin koge-
lerini olugturur ve iki elemanin carpimi sifirsa bu iki elemanin arasinda bir ¢izge
vardir(Anderson ve Livingston 1999). 2003 yilinda Redmond sifir bélen graflarim
ideallere tagiyarak ideal tabanh graflar1 tanitmigtir (Redmond 2003). Redmond’un
tanimladig1 bu grafta kogeler carpimlar: idealde olan elemanlardan olusur ve iki ele-
manin ¢arpimi idealdeyse bu iki kogenin arasina bir kenar vardir.

Bu tez caligmasimin ikinci boliimiinde graflarin tanimi yapilmig, graf teorinin te-
mel kavramlar: ve graf teorinin iizerinde ¢alistigi problemlerden bazilar1 verilmistir.
Uciincii boliimde Anderson ve Livingston’un sifir bolen graflar1 calismasina ve Red-
mond’un ideal tabanl sifir bolen graflari ¢aligmalarina yer verilmigtir. Cebirsel yapi-
lar kullanilarak graflar olusturulurken su soru aklimiza gelir: Kose sayisi ve ¢izgeleri
belirli bir graf verildiginde bu grafin {izerinde cebirsel bir yap1 olusturabilir miyiz?
Dordiincii boliimde hangi graflarin sifir bolen grafi yada ideal tabanh sifir bolen grafi
olabilecegi iizerinde durulmustur. Besinci béliimde ise bu ¢alismada verilenlere ek

olarak neler yapilabileceginden bahsedilmistir.



2. GRAFLAR

Bu béliimde graflarin tanimi ve temel 6zellikleri verilecektir. Ayrica Graf teorinin
tizerinde ¢aligtig1 problemler agiklanacaktir. Bu boliim, ilerleyen béliimlerde agikla-
nacak olan Cayley Graflari, sifir bolen graflari, ideal tabanl sifir bélen graflar1 ve
modiiller iizerinde tanimlanan ideal tabanh graflar i¢in temel olusturacaktir.
Tamim 2.1 Bir G grafi bos olmayan bir V' kiimesi ve bos da olabilen E kiimesinden
olusan ikili bir yapidir. G = (V, E') seklinde gosterilir. E kiimesinin elemanlar V' kiimesi-
nin elemanlarinin sirali olmayan ikililerinden olusur. V' kiimesinin elemanlarina kdse yada
diigim denir. Bir G cizgesindeki tim kdselerin kiimesi V (G) ile gosterilir. E kiimesinin
elemanlarina kenar veya baglanti denir ve bir G grafindaki tim kenarlarin kiimesi F(G)

seklinde gosterilir (Aldous ve Wilson 2000).

Eger E kiimesi bog olursa bu grafa bog (empty) graf denir.

Ornek 2.1 Kose (vertex) kiimesi olarak V' = {a,b,c,d, e} kiimesini ve kenar (edge)
kiimesi olarak £ = {ab, ac, bd, cd, ce, de} kiimesini alalim. Bu grafi sekil 2.1'deki gibi gor-
sellestirebiliriz. Burada drnegin a ile b kdseleri arasinda mesafenin 6nemi yoktur. Onemli
olan aralarinda kenarin olup olmamasidir. Ayni graf farkli sekillerde de gorsellestirilebi-
lir. Ornegin sekil 2.1'de verilen graf ile 2.2'de verilen graf ayni grafi ifade eder. Ciinkii

koselerin yerleri 5nemli degildir. Onemli olan aralarinda kenar olup olmamasidir.

a b e
c d

Sekil 2.1. Basit bir graf 6rnegi

-

d

Sekil 2.2. Basit bir graf 6rnegi



Euler’in 1976 yilinda yazdig1 bir makale, graf teorinin baglangici olarak kabul edilir.
Bu makale Konigsberg’in Yedi Kopriisii problemi ile ilgilidir. Sekil 2.3’de Konigsberg
sehrinin haritasi verilmigtir. Bu haritada bir yerden baslayip kopriilerin hepsinden
yalnizca bir kere gegerek baglanilan yere donmek miimkiin miidiir? Euler bunu hayir
olarak cevaplamigtir.

KON GSHEMGA

Sekil 2.3. Konigsberg Kopriisii

Euler 6nce gereksiz ayrintilardan kurtulmak i¢in bu haritadaki kara pargalarini, koge
ile kara parcalar1 arasinda baglanti saglayan kopriileri kenar ile gostererek sekil 2.4’de

verilen grafi olusturmustur.

Sekil 2.4. Konigsberg Grafi

Burada problem "Bir kdseden baslayip biitiin kenarlardan bir kez gecerek bagladi-

gimiz koseye donebilir miyiz?" sorusuna doéniigmiistiir. Bunun miimkiin olabilmesi
3



i¢in her kogenin derecesi ¢ift olmalidir.

Tanim 2.2 Bir grafta aralarinda kenar bulunan iki késeye komsu koseler denir. Bir
v kdsesinin komsu oldugu koseler kiimesi N (v) ile gosterilir. v'nin komsu oldugu kdse
sayisina, yani N (v) kiimesinin eleman sayisina, v'nin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir

(Aldous ve Wilson 2000).

Konigsberg Koprii Problemi’'ndeki temel mantik sudur: Bir késeden baglayip tek-
rar ayni yere gelebilmesi i¢in gittigi biitiin koselerden ayrilmasi gerekir. Dolayisiyla
her kosenin derecesi ¢ift olmalidir. Eger bu problemden bagladigi noktaya donme
sartin1 kaldirirsak (yani bir noktadan baglayalim biitiin kopriilerden sadece bir kez
gegelim ancak sonunda bagladigimiz noktaya geri dénmeyelim) bu durumda sadece
iki kogenin derecesi tek olabilir. Bu kdselerin biri baglangic digeri bitis kogesidir.
Diger kosgelerin derecesi yine ¢ift olmak zorundadir. Kosigsberg Koprii probleminde
biitiin koselerin derecesi tektir. Dolayisiyla herhangi bir noktadan baglayarak biitiin
kopriilerden bir kere gecmek imkansizdir. Bu problemin bir benzeri de elimizi kaldir-

madan mektup zarfi ¢izme érnegidir. Bu soru hepimiz karsisina ¢ikmustir. Ornegin

Sekil 2.5. Mektup Zarfi

sekil 2.5’de verilen grafi herhangi bir koseden baglayarak elimizi kaldrimadan ¢izebi-
lir miyiz? Bu sorunun cevabi1 da Konigsberg Koprii Problemi’yle aymidir. Bu grafta
tek dereceli iki koge vardir. Eger bu koselerden birini baglangig, digerini bitig kosesi

segersek bu gekli elimizi hi¢ kaldirmadan ¢izmek miimkiindiir.

Simdi graf teorinin ugrastig1 diger problemlere bir géz atalim.
4



2.1 Gezgin Satic1 Problemi

Bir satic1 diislinelim. Elindeki tiriinleri farkli sehirlerde satmak ve sehirleri dolag-
tiktan sonra evine donmek istiyor. Elinde de gidecegi sehirlerin bir listesi ve bu
sehirler arasindaki mesafeler var. Biitiin gehirleri gezerken ayni zamanda yolun kisa
olmasini da istiyor. Bunu nasil yapabilir? Bunu daha iyi anlayabilmek i¢in énce 4
sehirli bir yer diigiinelim. A, B, C ve D gehirleri diyelim. Bu problemi gekil 2.6 ile
gosterebiliriz. Burada sadece gehirler ve gehirler arasindaki yollar gosterilmistir. Yol-

C D

A B

Sekil 2.6. Gezgin Satici Problemi

larin uzunluguyla ilgili herhangi bir bilgi verilmemigtir. Grafa yollarin uzunlugunu

da ekleyebiliriz.

Tanim 2.3 Bir grafta her kenara bir sayi verdigimizde elde ettigimiz grafa agirlikli graf
denir. Verdigimiz bu sayiya da kenarin agirligi ya da maliyeti denir. Agirhk grafin temsil
ettigi seye gore degiskenlik gosterebilir. Ornegin bir graf sehirleri ve sehirler arasindaki
yollari gosteriyorsa agirlik yol uzunlugu olabilir, ya da bir sehirden digerine gitmek icin
ddedigimiz licret olabilir. Olusturdugumuz bir graf bir bilgisayar agini temsil ediyorsa

agirhklar bilgisayarlar birbirine baglayan kablolarin tasiyabilecegi veri miktari olabilir.

C 90km D
\((\J
0
N\
\,b;
170km 5 85km
&
>
A 125km B

Sekil 2.7. Agirlikli Gezgin Satici Problemi

Sekil 2.7’da yukarida aldigimiz 4 sehirli grafin sehirler arasindaki mesafenin kenarlara

agirlik olarak eklenmig hali goriinmektedir. Gezgin satici A gehrinden baglayip diger
5



biitiin sehirleri dolasip basladigi noktaya geri donecektir. Ikinci sehir icin gidebilecegi
3 gehir vardir. (D sehrine gittigini diigiinelim.) Uciincii sehir icin iki secenek kald
elinde. (C gehrine ve ardindan B gehrine giderek bagladigi nokta olan A gehrine geri
donsiin.) Bu sekilde 3! = 6 farkh segenek var.

Bir de yolun maliyetini hesaplayalim. Varsayalim ki ABCDA yolunu takip etti.
AB arasi 125km, BC aras1 75km, C'D aras1 90km ve son olarak DA aras1 140km
oldugundan satici bu yolu izleyerek toplam 430km yol almig olur. Aym yolu tersten
gittigini diiglinelim. Yine A’dan baglayip ADC B A yolunu takip etsin. Yol uzunlugu
yine 140km olacaktir. Dolayisiyla segenek sayisi yariya inmisg oluyor. 35' = 3 farkh
secenek vardir.

3 secenek ¢ok degildir. Bu segeneklerin hepsi tek tek yazilip, mesafeler hesaplanarak

(n—1)!

5 for-

en kisa yol bulunabilir. Bu formiilii n sehir i¢in genellestirecek olursak

miilii elde edilir. Gezgin saticinin gitmesi gereken sehir sayisi 4 degil de 10 olursa
%! = 181440 farkli durum hesaplamamiz gerekir. Bu sonug tek tek yazilip hesapla-
nabilecek bir say1 degildir. Bu konuda bilgisayarlardan yardim alabiliriz. Saniyede
1000 farkli durum hesaplayabilen bir bilgisayar diigiinelim. Gezin saticinin gezecegi
10 sehir icerisinde en kisa olani 3 dakikada bulabilecektir. Sehir sayisin1 10’dan 20’ye
gikarirsak yaklagik olarak 179! = 6,08.10% farkl secenek karsimiza cikiyor. Yine sa-
niyede 1000 iglem yapan bilgisayarla bu secenekleri hesaplamaya caligirsak 2 milyon
yil siiriiyor. Sehir sayisi arttikca hesaplanacak secenek sayisi ve hesaplama siiresinin
artigi hizlaniyor. Buradaki 6rnekte biitiin yollar: ¢ift yonlii gibi diistindiik. Bir de bu

yollara yon koyarsak en kisa yolu hesaplamak daha da karmagik hale geliyor.

2.2 1ki Parcali Graflar

Burada daha sonra anlatacaklarimiza temel olugturmasi agisindan iki parcali graflar

aciklanacaktir.

Tanim 2.4 Bir grafin kése kiimesi V; ve V5 olarak iki ayrik kiimeye ayrilabilir ve her
kenar bir ucu V; diger ucu V5 kiimesine ait olan bir kdse ciftini birlestiriyorsa bu grafa
iki-pargali (bipartite) graf denir.

G(V,E) iki-parcali bir graftr <— V =1V, UV, ve V1NV, = 0 Her e € F igin
6



e = (v1,v2),v1 € V) ve vy € Vy olmalidir (Aldous ve Wilson 2000).

Ornek 2.2 Asagida sekil 2.8'de verilen grafin kdselerini V; = {(1,0),(2,0)} kiimesi
ve Vo = {(0,1),(0,2),(0,3),(0,4)} kiimesi olmak iizere iki ayrik kiimeye ayirdigimizda,
graftaki biitiin kenarlarin bir kdsesi V; kiimesinde, diger kosesi V5 kiimesinde oldugundan

bu graf iki parcali bir graftir.

(1,0) (2,0)

(0,1) (0,2) (0,3) (0,4)
Sekil 2.8. 1ki Parcali Graf
Iki-parcal grafin tanimini verdikten sonra su soru aklimiza gelir. Bir graf verildiginde

bu grafin iki-parcali olup olmadigini nasil anlariz? Ornegin sekil 2.9’de verilen graf

iki-parcali bir graf midir?

Sekil 2.9. Altigen Graf

Sekil 2.9°de verilen grafin iki parcali olup olmadigini bakarak anlamamiz zordur.
Bunu kolaylasgtirmak i¢in bir algoritma verebiliriz. Komsu olan koseler farkli renkte
olmak kosuluyla grafi en az sayida renk ile boyamak istiyoruz. Iki-parcali graflarda
koseler iki ayrik kiimeye ayrilir. Bir kiimedeki koseler arasinda kenar olmadig i¢in
ayni kiimedeki kogeleri ayni renge boyayabiliriz. Dolayisiyla iki-parcali graflar sadece

iki renk ile boyanabilen graflardir. O halde g6yle bir algoritma verebiliriz:
7



1. Herhangi bir koseyi se¢ ve maviye boya.

2. Bir 6nceki adimda maviye boyadigin kogelerin herhangi bir renge boyanmamis

komsgularini kirmiziya boya.

3. Bir onceki adimda kirmiziya boyanmig koselerin higbir renge boyanmamig kom-

sularin1 maviye boya.
4. Tim koseler boyanana kadar 2. ve 3. adimlar: tekrarla.

5. Eger komsu iki koge ayni renge boyanmigsa bu graf iki-pargali degildir. Aksi
taktirde bu graf iki-parcalidir.

6. Eger graf iki parcali ise bu grafin kdge kiimesi kirmizi renkli kdgeler ve mavi

renkli koseler olmak tizere ikiye ayrilir.

Ornek 2.3 Asagida sekil 2.10'de verilen grafin iki-parcali olup olmadigini tespit etmek

icin verilen algoritmayi uygulayalim.

Sekil 2.10. Sekizgen Graf

e Birinci adimda rastgele bir kdse sececegiz. ¢ kdsesini secelim ve maviye boyayalim.

e ikinci adimda ¢ kdsesinin komsulari olan b ve d késelerini kirmiziya boyayalim.
8



e Uciincii adimda b ve d'nin komsular olan e ve a kdselerini maviye boyayalim.

Boylelikle 2.11'de goriinen grafi elde etmis olduk.

M

Sekil 2.11. Sekizgen Graf

e 2. ve 3. adimlan tekrarlayacagiz. a ve e koselerinin komsulari h ve f koselerini

kirmiziya boyayalim.

e h ve f koselerinin komsular olan ¢'yi maviye boyayalim. Biitiin kdseler boyandigi

icin algoritma tamamlandi. Boylelikle sekil 2.12'te verilen grafi elde etmis olduk.
9



Sekil 2.12. Sekizgen Graf

Ayni renge boyali komsu kdse bulunmadigindan verilen graf iki parcali bir graftir.
V ={a,b,c,d,e, f,g,h} kdse kimesi Vi = {a,c,e, g} ve Vo = {b,d, f,h} olmak iizere
iki parcaya ayrilir.

Sekil 2.9’de verilen graf i¢in de ayn1 algoritmay1 uyguladigimizda a, ¢ ve e kogelerinin
ayni renkli, b, d ve f kogelerinin ayni renkli oldugu goriiliir. Ayni renkli kogeleri
farkl kiimelere koyarsak, koge kiimesi Vi = {a,c,e} ve Vo = {b,d, f} olmak iizere
iki pargaya ayrilir. V| kiimesindeki koseleri iiste, V5 kosesindeki koseleri alta yazarak
ayni grafi ¢izdigimizde sekil 2.13’1 elde ederiz. Bu sekilde ¢izdigimizde iki-parcali
graf oldugu daha kolay goriilebilir.

Sekil 2.13. Altigen Graf

10



2.3 Tam Graflar

Bu béliimde daha sonra kullanacagimiz i¢in tam graflar ve iki parcali tam graflar

aciklanacaktir.

Tamim 2.5 Bir grafta herhangi iki kose arasinda bir kenar varsa bu grafa tam graf

(complete graf) denir. K™ ile n koseli bir tam grafi gosterecegiz. K™ grafinda toplam

(7) = =222 adet kenar vardir (Aldous ve Wilson 2000).

2

Ornek 2.4 Sekil 2.14'ta 5 késeli bir tam graf verilmistir.

€

@ b

Sekil 2.14. 5 Kogeli Tam Graf

Iki parcali tam graflar K™" ile gosterilir. Burada koge kiimesi m elemanli ve n
elemanl iki ayrik kiimeye ayrilmigtir. Aynm kiimede olmayan biitiin koseler arasinda
bir kenar vardir. Sekil 2.8’de verilen graf K% grafina, sekil 2.13’de verilen graf K33

grafina bir ornektir.

11



3. CEBIRSEL GRAFLAR

Bu béliimde cebirsel yapilar: kullanarak graflar tanimlanacaktir. Ornegin bir grup
verildiginde bu gruba uygun Cayley Graflari, bir halka verildiginde bu halkaya uygun
sifir bolen graflar1 ve ideal tabanlh sifir bolen graflari tanimlanacaktir. Bu boliimle
birlikte cebir ve graf teoriyi birbiriyle iligkilendirmis olacagiz. Bir sonraki boliimde
bu probemin tersi lizerinde durulacaktir. Yani bir graf verildiginde bu grafa uygun
bir cebirsel yapi var midir?

3.1 Cayley Graflari

Cayley Graflar1 bir grup ve iirete¢ kiimesi ile tanimlanir. Bunun i¢in énce konuya

cebirsel girig yapalim ve grup kavramini verelim.

Tanim 3.1 G bir kiime ve +, G kiimesi iizerinde tanimlanan bir ikili islem olsun. Eger

+ islemi asagidaki li¢ 6zelligi saglaniyorsa (G, +) ikilisine grup denir (Fraleigh 2014).

1. Va,b,c € Gigin (a+b) + ¢ = a+ (b+ c) olmaldir. Bu 6zellige birlesme zelligi

denir.

2. Oyle bir e € G vardir ki Va € G icin a + e = e + a = a sarti saglanir. Bu e

elemanina grubun birim (etkisiz) elemani denir.

3. Va € G igin a + (—a) = (—a) + a = e sartini saglayan bir —a € G vardir. —a

elemanina a elemaninin tersi denir.

Tanim 3.2 (G,.) bir grup ve S C G olsun. Eger G grubunun her bir elemani, S
kiimesindeki elemanlarinin sonlu ¢arpimi olarak yazilabiliyorsa S kiimesine GG grubunun

tireteg kiimesi denir (Fraleigh 2014).

Bir grubu ve iireteg kiimesini tanimladik. Cayley Graflar1 yonlii graflar olacag: i¢in

Cayley Graflarini tanimlamadan énce yonlii grafi tanimlayalim.

Tanim 3.3 Kenarlar iizerinde bir yon bulunan graflara yénlii graf (directed graf, digraf)
denir. G(V, E) olmak iizere E = {(a,b) | a,b € V}'dir. Burada ydn oldugundan dolayi
{a,b} yerine (a,b) sirali ikilisi alinmistir. £ kiimesinin elemanlarina yonli kenar ya da

kenar denir (Aldous ve Wilson 2000).
12



Ornek 3.1 V = {a,b,c,d, e} kose kiimesi, E = {(a,b), (a,¢), (c,d), (b,e), (d,e), (e,a)}

kenar kiimesi olsun. G = (V, E) yonli grafi sekil 3.1'de verilmistir.

€

a b
Sekil 3.1. Yonli Graf
Simdi Cayley Grafinin tanimini verebiliriz.

Tanim 3.4 (G,.) bir grup olsun. Cayley Grafi'nin kdseleri G grubunun elemanlarindan
olusur. G grubunun bir S iirete¢ kiimesini alalim. x.s = y sartini saglayan bir s € S

varsa x den y ye bir yonlii kenar vardir.

Ornek 3.2 Sekil 3.2'de verilen graf (Z, +) grubu ve {1} iiretec kiimesi ile iiretilen bir
Cayley Grafidir.

-3 —2. 1 0 1 2 3
. o e OO0 0o 0o o o - J J

Sekil 3.2. (Z,+) grubu ve {1} iireteg kiimesi

Ornek 3.3 Sekil 3.3'de verilen graf (Z, +) grubu ve {2, 3} iiretec kiimesini ile iiretilen
Cayley Grafidir.

-2
. . . 0 2 4‘ 0 ° ° °

-1 1 3 5 7

Sekil 3.3. (Z,+) grubu ve {2, 3} iireteg kiimesi

13



Bu 6rneklerden de goriilecegi iizere bir gruptan birden fazla Cayley Grafi elde etmek

miimkiindiir. Grubun her iirete¢ kiimesi i¢in farkli bir Cayley Grafi elde edilir.

Ornek 3.4 Dy =< (r,s)|r* = s> = 1,srs = s~' > Dihedral grubu ve iiretec kiimesi
S = {r,s} ile uretilen Cayley Grafi sekil 3.4'de verilmistir.

S ST

Sekil 3.4. D, Dihedral Grup

Ornek 3.5 Ss; = {e, (12), (13), (23), (123), (132)} permiitasyon kiimesi ve S = {(12), (123)}

iretec kiimesi ile olusturulan Cayley grafi sekil 3.5'de verilmistir.

(23)

(12) (13)

Sekil 3.5. S3 Permiitasyon Grubu

Gruplar: ya da iiretegleri cesitlendirerek Cayley Graflarini ¢cogaltmak miimkiindiir.
3.2 Sifir Bolen Graflar:

Cayley Graflar1 ile bir grup ve iirete¢ kiimesi verildiginde bu gruba uygun grafi

tamimladik. Grup degil de halka kullanarak bir graf yapisi tanimlayabilir miyiz? Bu
14



boliimde ve bir sonraki béliimde halka yapisi kullanarak bir graf tanimlayacagiz.

Bunun i¢in 6nce halka tanimini verelim.

Tanim 3.5 R bir kiime, + ve . R kiimesi lizerinde ikili islemler olsunlar. (R, +,.) yapisi

asagidaki ozellikleri sagliyorsa (R, +,.) yapisina halka denir (Fraleigh 2014).
1. (R,+) yapisi degismeli bir grup olmalidir.

2. Ya,b,c € R igin (a.b).c = a.(b.c) olmaldir. Yani carpma islemi de R kiimesi

tizerinde birlesmeli olmalidir.

3. Va,b,c € R igin a.(b+ ¢) = (a.b) + (a.c) ve (a +b).c = (a.c) + (b.c) olmaldir.

Bu o6zellige dagilma ozelligi denir.

Eger Va,b € R i¢in a.b = b.a oluyorsa R halkasina degismeli halka denir. Eger

garpma igleminin birim elemani varsa R ye birimli halka denir (Fraleigh 2014).

Tanim 3.6 Bir halkada sifirdan farkli iki elemanin carpimi sifir oluyorsa bu iki elemana
sifir bolen denir. R bir halka, a € R ve a # 0 olsun. Eger a.b = 0 olacak sekilde
0 # b € R elemani varsa a ye R halkasinin sifir boleni denir (Fraleigh 2014). Bir R

halkasinin sifir bélenleri kiimesini Z(R) ile gosterecegiz.

Tanim 3.7 (R, +,.) degismeli bir halka olsun. R halkasinin sifir bélen grafinin kdseleri
Z(R) kiimesinin elemanlaridir, yani R halkasinin sifir bolenleridir. Bu graftan birbirinden
farkli a ve b koseleri alalim. Eger a.b = 0 ise a ve b koseleri arasinda bir kenar vardir. Bu

grafi I'(R) ile gosterecegiz (Anderson ve Livingston 1999).

Ornek 3.6 (Z4,+,.) halkasini inceleyelim. Bu halkanin sifir béleni Z(Z,) = {2} dir.
Sifir bolenleri tek bir elemandan olustugu icin sifir bélen grafi bir koselidir.

L]
2

Sekil 3.6. ['(Z4) Grafi

Ornek 3.7 (Zg, +,.) halkasini inceleyelim. 3.6 = 0 oldugundan dolayi bu halkanin sifir

bélenleri Z(Zgy) = {3,6}'dir. Bu iki kdse arasinda da bir kenar vardir.
15



L L
3 6
Sekil 3.7. I'(Zy) Grafi

Ornek 3.8 (Zg, +,.) halkasini inceleyelim. Bu halkanin sifir bélenleri Z(Zg) = {2,3,4

—

2.3 = 0 ve 3.4 = 0 oldugundan 2 — 3 kenari ve 3 — 4 kenari olmalidir. Ancak 2.4 = 2
k

oldugundan 2 — 4 kenari yoktur. Dolayisiyla I'(Zg) grafi sekil 3.8'deki gibi elde edilir.

ol
|

Sekil 3.8. I'(Zg) Grafi

Uc koseli iki farkli baglantili graf vardir. Bir tanesi sekil 3.8'de verilen graftir. Digeri icin
Zsolx,y]/ (22, zy,y?) halkasini inceleyelim. Bunun icin dnce bdlim halkasinin tanimini

verelim.

Tanim 3.8 R bir halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. Her a,b € R icin a ~ b
bagintisini a — b € I seklinde tanimlayalim. Bu baginti bir denklik bagintisidir. Simdi bir
r € R icin bu bagintiya gore denklik sinifini bulalhm.
F={xeRlx~r}

={reRlz—rel}

={reRlr=r+a,acl}

={r+ala eI}

=r+1

R/ ile denklik siniflarinin kiimesini gosterelim. R/I := {a+1|r € R} Bu kiime lizerinde

toplama ve carpma islemleri tanimlayalim.
r+D@(s+1)=0+s)+1

(r+1)o(s+1)=(rs)+1

R/I kiimesi yukarida tanimlanan @ ve © islemleriyle bir halkadir. Bu halkaya R'nin

boliim halkasi denir (Fraleigh 2014).
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Z(Zs|z,y]/ (2%, zy,y?)) = {T,y,x + y}'dir. Bu halkada 7.y = 0, Tz +y = 0 ve
gx+y = 0dr. O halde T'(Zs[z,y]/ (22, zy,y*)) grafi sekil 3.9'teki gibi elde edilir.

@)

(T) (x+y)

Sekil 3.9. T'(Zs[z, y]/(2?, 2y, y*)) Grah

Ornek 3.9 Dért koseli graflari inceleyelim. Zs x Zs halkasini inceleyelim. Bu halkanin
sifir bélenleri Z(Z3 x Z3) = {(1,0),(2,0), (0,1), (0,2)} elde edilir. ['(Z3 x Z3) grafi sekil

3.10'de verilmistir.

Nl
|
~—

(0,1) (

|

(1,0) (0,2)

Sekil 3.10. I'(Z3 x Z3) Grafi

Bunun disinda Z5 halkasinin sifir bolen grafi da dort késelidir. Z(Z5) = {5, 10, 15, 20} dir.
['(Zs5) grafi sekil 3.11'de verilmistir.

15 10

5 20

Sekll 3.11. F(Zg5) Grafi

Son olarak dort koseli Zy xF4 halkasinin sifir bélen grafi vardir. Burada F, 4 elemanli cisim

anlamina gelmektedir. Yani Fy = {0,1,a@,a + 1}. Bu graf sekil 3.12'de gosterilmistir.
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(]
=

(0,1) (0,a@) (0,a+1)

Sekil 3.12. ['(Zy x Fy) Grafi

Tanim 3.9 G = (Vg, Eg) ve H = (Vy, Ey) birer graf olsunlar. Eger birebir ve drten
[ : Vg +— Vi fonksiyonu varsa ve {a,b} € E¢ igin {f(a), f(b)} € Ey oluyorsa G ve H
graflarina izomorf graflar denir ve G = H seklinde gosterilir (Aldous ve Wilson 2000).

Ornek 3.10 Sekil 3.7'de verilen graf K2'ye, sekil 3.9'da verilen graf K3'e, sekil 3.11'de
verilen graf K*'e izomorftur.

['(Zs, +,.) grafim inceleyelim. Z(Zg) = {2,4, 6} dir. 4.2 = 0 ve 4.6 = 0 oldugundan
4 ile 2 ve 6 arasmnda kenar vardir. Bunun diginda da bir kenar yoktur. Bu graf sekil

3.13’de verilmistir. Goriildiigii gibi sekil 3.8’de verilen graf ile 3.13’de verilen graf

ol

6

Sekil 3.13. I'(Zg) Grafi

birbirine izomorftur. Zg ve Zg halkalar1 birbirine izomorf degildir. Iki halka birbirine

izomorf olmasa bile sifir bolen graflar1 birbirine izomorf olabilir.

Tamim 3.10 wu ve v, bir G grafinda iki kdse olsun. Bu grafta u dan baslayip v de biten
bir kése dizisi alalim. Bu dizide her kose kendisinden onceki ve sonraki koseyle komsu
olsun. Bu diziye bir yiiriiyiis denir. Bir yiiriiyliste bir késeden birden fazla kez gecilebilir.
Eger bir yiiriiyliste biitiin kdseler birbirinden farkliysa bu yiiriiylise patika (path) denir.
Bir yiirliylisteki kenarlarin sayisi bu yiiriiyiisiin uzunlugunu verir. u ve v kdseleri arasinda
birden cok yiiriiyiis olabilir. Bu yiiriiyiislerin en kisa olaninin uzunluguna u ve v arasindaki

uzaklk denir ve d(u,v) ile gosterilir. Eger u ve v arasinda bir patika yoksa d(u,v) = oo
18



kabul edilir. G grafinin capi bu graftaki tiim koseler arasindaki uzakhgin en biiyiigii olarak

tanimlanir ve diam(G) ile gosterilir (Aldous ve Wilson 2000).

Tanim 3.11 Bir G grafinda bulunan her iki kdse arasinda bir path varsa bu grafa
baglantili (connected) graf denir (Aldous ve Wilson 2000).

Teorem 3.1 R degismeli bir halka olsun. Bu durumda I'( R) baglantili bir graftir ve her-
hangi iki kdse arasindaki uzaklik 3'e esit yada kiigiiktiir. (Anderson ve Livingston 1999)

Ispat. ['(R) grafinda rastgele iki koge alalim. a,b € Z(R) olsun. a ile b kogeleri
arasinda her zaman bir yol oldugunu ve aralarindaki uzakhigin her zaman 4’ten

kii¢iik oldugunu gostermeye caligiyoruz.
e a.b=0ise ['(R) grafinda a — b yolu vardir ve d(a,b) = 1'dir.
e a.b+#0ise

e a?> =0veb?=0ise(R) grafinda a —ab— b yolu vardir ve d(a,b) = 2'dir.

e a? =0veld® #0isea € Z(R) ve b*> # 0 oldugundan c.b = 0 olacak
sekilde bir ¢ € Z(R) vardir ve ¢ # b'dir.

e a.c=0ise [I'(R) grafinda a — ¢ — b yolu vardir ve d(a,b) = 2’dir.
e a.c# 0ise I'(R) grafinda a — ac — b yolu vardir ve d(a, b) = 2'dir.
e a2#0veb?=0ise a® =0 ve b? # 0 durumu gibi gosterilebilir.
e a?#0veb?+#0ise a.x =0 ve b.y = 0 olacak sekilde x,y € Z(R) vardur,
e z.y =0ise I'(R) grafinda a — x — y — b yolu vardir ve d(a, b) = 3’tir.
o 1.y # 0ise I'(R) grafinda a — xy — b yolu vardir ve d(a,b) = 2’dir.
['(R) grafinda rastgele iki a ve b koseleri alip aralarindaki uzaklik 4 kiiciik olacak

sekilde bir yol bulduk. Dolayisiyla I'(R) grafi baglantili bir graftir ve herhangi iki

koge arasindaki mesafe daima 4’ten kiigiiktiir. m
3.3 Ideal Tabanh Graflar

Tanim 3.12 R bir halka ve [ kiimesi R'nin bostan farkli altkiimesi olsun. Eger
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1. Ya,be licina—0be€l,
2. Yae RveVbeligcinabel

sartlari saglaniyorsa I'ya R'nin bir ideali denir (Fraleigh 2014).

Tanim 3.13 R degismeli bir halka ve I, R'nin bir ideali olsun. ideal tabanli grafin
koseleri I'da olmayan ama birbiriyle carpildiginda sonucu I'da olan elemanlardan olusur.
Yani kése kiimesi {x € R — I|x.y € I,3y € I} olur. Birbirinden farkli z ve y koseleri
icin eger z.y € [ ise x ve y koseleri arasinda bir kenar vardir. Bu grafi I';(R) seklinde

gosterecegiz. (Redmond 2003)

Bu tammla aslinda sifir bolen graflarmi ideallere genisletmis olduk. Ideal tabanl
graflarin taniminda kullandigimiz ideali I = 0 alirsak sifir bolen grafi elde etmis

oluruz.

Ornek 3.11 Yukarida verilen tanima gére R = Zg X Zs halkasini ve I = 0 x Zj idealini
distinelim. I';(R) grafinin koseleri

|

1),(2,2),(3,0),(3,1),(3,2), (4,0), (4, 1), (4,2)}

wl
[\l

{(2,0), (
'dir. 2.3 = 0 ve 3.4 = 0 oldugundan dolay (2,0), (2,1),(2,2) ile (3,0),(3,1),(3,2) ele-
manlari arasinda ve (3,0), (3,1), (3,2) ile (4,0), (4,1), (4,2) elemanlari arasinda kenarlar

vardir. I';(R) grafi sekil 3.14'daki gibi elde edilir.

(3,2)

(2,2) (,2)
(2,1) (4,1)
(2,0) 3.0) (4,0)

Sekll 3.14. FOng(Zﬁ X Zg)

Degismeli bir R halkasi ve R'nin bir I idealini alarak ideal tabanli I';/(R) grafim

tanimladik. Bir halka ve bu halkanin bir ideali varsa aklimiza boliim halkasi gelir.
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R/ halkasi iizerinde bir graf tanimlayabilir miyiz? Bu graf daha énce tanimladigimiz
sifir bolen grafi olsun. I'(R/I) sifir bolen grafi ile I';(R) grafi arasinda nasil bir iligki
vardir? Simdi bu soruya cevap arayalim.

x+ 1 vey+ I, I'(R/I)nm iki kégesi olsun. Bu durumda =z € R'dir. x + I, R/I
halkasinin sifir boleni oldugundan x + I # 0’dir. Dolayisiyla * ¢ I'dir. x 4 I ile
y + I arasinda bir kenar varsa (x + I)(y + I) = zy + [ = 0 olmalidir. Bu zy € [
anlamina gelir. O halde I'(R/I) grafinda x + I ile y + I komsuysa I';(R) grafinda
z ile y komgudur. Bunun tersi dogru mudur? Yani I';(R) grafinda x ve y kogeleri
komguysa I'(R/I) grafinda = + I ve y + I kogeleri komgu mudur? z ile y, I';(R)
grafinda kose olduklar: i¢in z,y € R — [’dir. Dolayisiyla x + I # 0 ve y + I # 0’dar.
x ile y kogeleri I'/(R) grafinda komgu olduklar igin z.y € I’dir.  # y olsa bile
r+I=y+Tolabilir. e+ #y+1ITise (x+1)(y+1)=axy+1 = 0dir. Bu durumda
x+1 ile y+1I kogeleri I'(R/ 1) grafinda komsudur. Eger x+ I = y+ I ise bu durumda
O=azy+I=(x+Dy+I)=(zx+I)(x+I)=2*+I oldugundan 2> € Idir.

x4+ I, R/I boliim halkasinin bir elemanidir ancak R halkasinda bir denklik simfi
yani bir kiimedir. Dolayisiyla « + I, I'(R/I) grafinda tek bir koge iken, I';(R) gra-
finda birden fazla kége barindirabilir. O halde I';(R) grafinda ayni denklik simifinda
bulunan kosgeler arasindaki iligkiyi incelemeliyiz.

T+ay,r+ay €x+ 1 olsun. (z+ay).(z +ay) = 2° + x.a3 + a1.x + a;.a; oldugundan
eger 2 € I ise (x+a1).(x +ay) € I elde edilir. Bu 22 € I oldugunda z +a; ile =+ ay
koselerinin komsu oldugu anlamina gelir. Yani 2 € I ise x + I kiimesinin elemanlar
I';(R) grafinda birbiriyle komgudur.

r+a€x+Ivey+bey+Iolsun. (x+a)(y+0b) =zy+ xb+ ay + ab oldugundan
zy € I'ise (x +a)(y +b) € I olur. Bu da zy € I oldugudan x + a ile y + b'nin
komsu oldugu anlamina gelir. Yani I';(R) grafinda x ile y koseleri komsuysa = +
kiimesindeki koselerle y + I kiimesindeki koseler birbiriyle komsudur.

['(R/I) grafimin kogeleri a; + I, a9 + I, ...,a, + I olsun. Her ¢ € I i¢in bir G; grafi
tanimlayalim. Bu grafin kose kiimesi aq + ¢, a2 + 1, ...,a, + ¢ olsun. 1 < k < n i¢in
ar+1 ile a;+1 arasinda I'(R/I) grafinda bir kenar varsa G; grafinda da ay+1 ile a;+1
kogeleri arasinda da bir kenar olsun. Simdi tiim G; graflarinin kdgelerini birlegtirerek

bir G grafi elde edelim. Bu graftaki kenarlar ise ii¢ sekilde tanimlayalim.
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1. Her ¢ € [ i¢in G;’de bulunan tiim kenarlar G grafinda da bulunsun.

2. 1 <k <mn,vehert,j el icin eger ar.a; € I ise ay + @ ve a; + j arasinda bir

kenar olsun.

3. Her i,j € I icin eger ai € I ise ay + i ve a; + j koseleri arasinda bir kenar

bulunsun.

Yukaridaki agiklamalardan yararlanarak ileride kullanacagimiz baglantili kolon ta-

nimini verelim.

Tanim 3.14 T'(R/I) grafinin késelerinin I';(R) grafindaki karsiliklarina bir kolon denir.
Yani I'(R/I) grafinin koseleri a; + I,ay + I,...;a, + I olsun. 1 < k < n igin a + [
kiimesine T';(R)'nin bir kolon denir. Eger a; € I ise aj + I kiimesine I';(R)'nin bir

baglantili kolonu (connected column) denir. (Redmond 2003)
3.4 1Ideal Tabanh Modiil Graflar

(Nikmehr ve Khojasteh 2015) makalesinde modiilleri kullanarak yeni bir graf tanim
vermigtir. Bu boliimde 6nce modiil tammi verilecek, sonra (Nikmehr ve Khojasteh 2015)

makalesinde tanimlanan graf tanimi ve bunun 6rnegi verilecektir.

Tanim 3.15 R bir halka ve (M, @) ikilisi bir degismeli grup olsun. R kiimesinin ele-
manlari ile M kiimesinin elemanlari arasinda tanimlanan ® : R x M — M fonksiyonu

asagidaki ozellikleri sagliyorsa M'ye sol R modiil denir (Atiyah ve Macdonald 1969).
1. Vre RveVmy,ms € M icin r ® (my ®ms) = (r©@my) @ (r © my)
2. Vri,rg € RveVYm € M igin (r1 +12) ©m = (ry @m) @& (r, © m)
3. Vri,mg € Rve Vm € M igin (r1.12) @m =11 ® (1, © m)

R birimli bir halka ve Ym € M igin 1 ® m = m oluyorsa M'ye birimli (uniter) sol R
modiil denir. Eger ® : M x R — M fonksiyonu da yukarida verilen &zellikleri sagliyor
ise M'ye sag R modiil denir. Eger M hem sol R modiil hem sag R modiilse M'ye R

modiil denir (Atiyah ve Macdonald 1969).
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Tanim 3.16 R degismeli bir halka, I, R halkasinin bir ideali ve M bir R-modiil olsun.
Ideal tabanli modiil graflan Y;(M) ile gosterecegiz.. Y (M) grafinin kdse kiimesi M

modiiliiniin sifirdan farkh elemanlarindan olusur.
V(T (M) =M" =M —{0}

Birbirinden farkh z,y € M* icin [x : M].[y : M] C I oluyorsa = ve y koseleri arasinda

kenar vardir.
E(Ty(M)) = {(z.y) | [x: M)y : M) C I, 2,y € V(M)}
Burada [z : M] ifadesi
g M]:={reR|r©MC R®ux}

seklinde tamimlanir. Hangi halka iizerinde calistigimiz belliyse kolaylik olmasi acisindan

[z : M| seklinde gosterilir (Nikmehr ve Khojasteh 2015).

Ornek 3.12 Yukarida verilen tanima gore R = Z ve M = Zy X Z secersek e; = (1,0)

ve e3 = (0,1) icin
[612Z2XZQ]:{T€Z‘T.(Z2XZQ) gZ.el}:{TEZ‘T.(ZQXZQ) QZQXO}:2Z

[egizQXZQ]:{TEZ’T.(ZQXZQ)QZ@Q}:{TEZ‘T.(ZQXZQ)QOXZQ}:2Z
[€1+€2 . ZQXZQ] = {7" < Z'T.(ZQXZQ) g Z(€1+€2)} = {7’ € Z|7".(ZQXZQ) g ZQXZQ} =7

oldugundan dolayi eger I = 27 secersek ey, ey ve e + ey hepsi birbiriyle komsu olur.

Bu graf sekil 3.15'de gosterilmistir.

e1+ eo

€1 €2

Sekll 3.15. ng(ZQ X Zg) Grafi

Ancak I = 47 secersek e; ile e; komsu olur, e; + e5 kdsesinin herhangi bir komsusu

olmaz. Bu graf sekil 3.16'de gdsterilmistir.
23



e1 + eo
([ J

o——©0
eq €2

Sekﬂ 3.16. T4Z(ZQ X Zg) Grahi
Halkayr ve modiili R = M = Z, segersek

1:Z4y)={r €2y | 124 CZy} =74

elde edilir. Benzer sekilde (2 : Z4| = 274 ve [3 : Z4) = Z4 elde edilir. Eger ideali [ = 27,4
secersek 1 ile 2 ve 2 ile 3 komsu diigiimler olur.[1 : Z4][3 : Z4] = Z4 C 274 oldugundan

1 ile 3 komsu degildir. Bu grafin gésterimi sekil 3.17'da verilmistir.

2

b7 3

Sekil 3.17. Yoz, (Z4) Grafi
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4. GRAFA UYGUN CEBIRSEL YAPIYI BULMA

Onceki béliimde bize bir halka verildiginde bu halkaya gére sifir bolen grafi olus-
turduk, bir halka ve ideali verildiginde ideal tabanl graf olusturduk. Bu béliimde
bu problemin tersini diiglinecegiz. n koseli bir graf verildiginde, R bir halka ve [
bu halkanin bir ideali olmak iizere, bu graf I';(R) grafi olarak goriilebilir mi? Bu
soru iizerine diigiinecegiz. Bir miktar cevap bulacagiz. Yukarida verilen soruya cevap
ararken konuyu kesintiye ugratmamak adina kullanacagimiz teoremleri toplu sekilde
verelim.

Teorem 4.1 R degismeli bir halka ve I bu halkanin bir ideali olsun. I';(R) grafinin
kose sayist I'(R/1I) grafinin kdse sayisi ile I idealinin eleman sayisinin carpimina esittir

(Redmond 2003).

Ispat. [(R/I) grafinin koseleri a; + I,a9 + 1, ...,a, + I olsun. [ idealinin k tane
elemani oldugunu varsayalim. Bu durumda ay + I, as + I, ..., a, + [ kiimelerinin her
birinde £ tane eleman vardir. Bu kiimelerin elemanlar: I';(R) grafinda kége olduklar:

icin I';(R) grafinin n.k kadar kosesi vardir. m

Teorem 4.2 R degismeli bir halka ve I bu halkanin ideali olsun. I';(R) grafi baglantili
bir graftir (Redmond 2003).

ispat. Teorem 3.1’dekine benzer gekilde yapilabilir. m

Teorem 4.3 R degismeli bir halka ve I bu halkanin bir ideali olsun.I'(R/I) grafi tek

bir kdseden olusuyorsa I';(R) grafi tam (complete) graftir.

Ispat. ['(R/I) grafinin késesi a+ 1 olsun. a+1, R/I halkasinin bir sifir boleni olacag:
ve R/I halkasinin a+ I elemanidan bagka sifir boleni olmadig igin (a+1)(a+1) =
a’+1 = 0+1I olur. Dolayisiyla a? € I elde edilir. Bu durumda I';(R) grafinda yalmz
bir baglantili kolon vardir. Her i,j € [ igin a+i,a+j €a+1ve (a+i)(a+7j) €l
oldugundan dolay1 a +i ve a + j, I';(R) grafinda komgudur. I';(R) grafinin kogeleri

a + I kiimesinin elemanlarindan olustugu i¢in I';(R) tam graftir. m

Teorem 4.4 n > 2 bir tamsayi olsun. K™ = I';(R) olacak sekilde bir R halkasi ve bu

halkanin bir I ideali vardir. (Redmond 2003)
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ispat. R = 74 X Z,, halkas1 ve bu halkanin I = 0 x Z,, ideali segilirse R/I = Z, olur.
['(R/I) halkasi tek bir kogeden olugacag igin teorem 4.3’den dolay1 I';(R) grafi n
koseli baglantili bir graftir. m

Lemma 4.1 R bir halka ve I bu halkanin bir ideali olsun. Bu durumda asagidakiler

saglanir: (Redmond 2003)

1. Eger I'(R/I) grafi iki kdseden olusuyorsa, I';(R) grafinda ya iki baglantili kolonu

vardir ya da hic baglantili kolonu yoktur.
2. Eger I'(R/I) = K3 ise T';(R) grafinda ii¢ baglantili kolon vardir.

3. Eger T(R/I) = K'? ise I';(R) grafinda ya baglantili kolon yoktur ya da T'(R/I)
grafinda iki kdseye komsu olan kdse, I';(R) grafinin tek baglantili kolonudur.

4. Eger T'(R/I) = K3 ise T'[(R) grafinda baglantili kolon yoktur.
5. Eger I'(R/I) = K" ise T';(R) grafinda dért baglantili kolon vardir.
6. Eger T'(R/I) = K*? ise I';(R) grafinda baglantili kolon yoktur.

Simdi asil konuya girmek ic¢in haziriz. Bu kismi kose sayilarina gore ayirip inceleye-

lim.
4.1 Bir Koseli Graflar

Bir koseli ideal tabanli graf sadece sifir bolen grafi olabilir. R = 7Z, halkas1 ve I =0

ideali alinirsa istenilen graf elde edilmig olur. Bu graf 6rnek 3.6’da verilmigtir.
4.2 1ki Koseli Graflar

I'7(R) grafinin koge sayisi 2 olacagin teorem 4.1’den dolayr n = 2 ve |I| = 1 veya
n=1ve |I| =2'dir. Eger n = 2 ve |I| = 1 ise sifir bolen grafi elde ederiz. Bu durum
icin R = Zg halkas1 ve I = 0 ideali secilebilir. Bu durum 3.7’de incelenmigtir.

Simdi n = 1 ve |I| = 2 durumunu inceleyelim. Bir kogeli sifir bolen grafi igin Z,
halkasimin sifir bélen grafim 6rnek olarak vermigtik. Burada ideal de |I]| = 0 idealiydi.

Biz |I| = 2 olan idealleri ariyoruz. O halde Z, halkasim ve I = 0 idealini Z, ile
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carparak Z, X Zo halkast ve I = 0 X Zs ideali elde ederiz. Boylece I # 0 igin
R = 7Z4 X 7Zs halkas1 ve I = 0 x Zs ideali ile iki kogeli sifir bolen grafindan farkli bir
ideal tabanli graf olusturabiliriz. Bu graf sekil 4.1’de gosterilmistir.

o —@_
(2,0) (2,1)

Sekil 4.1. Toxz,(Z4 x Z,) Grafi

4.3 Ug Kosgeli Graflar

[';(R)'nin koge sayis1 3 olacagindan teorem 4.1’den dolay1 n = 3 ve |I| = 1 veya
n =1 ve |I| = 3 olmak tizere iki durum vardir. n = 3 ve |I| = 1 durumu bize iig
koseli sifir bolen graflarini verir. Ornek 3.8’de inceledigimiz Zg halkasinim sifir bolen
grafi ve Zs|x,y]/ < 2%, vy, y* > halkasinin sifir bolen graflar1 bu duruma érnektir.

n =1 ve |I| = 3 durumunu inceleyelim. Z, halkasinin sifir bolen grafi bir kogeli sifir
bolen grafina ornektir. Ancak burada ideal I = 0 idealidir. Biz {i¢ elemanl ideali
artyoruz. O halde Z, halkasim ve I = 0 idealini Zj3 ile carparak Z, x Zjz halkas1 ve
I = 0 x Z3 ideali elde ederiz ki bu da bize istedigimiz sonucu verir. Bu graf gekil

4.2’de gosterilmigtir.

=]}
=

(2,1) (2,2)

Sekil 4.2. Ty 7, (Z4 x Z3) Graf

4.4 Dort Koseli Graflar

I'7(R) dort koseli olacagr igin teorem 4.1’den dolayi n = 4 ve |I| = 1, n = 2 ve
|I| =2, n =1 ve |I| =4 seklinde 3 durum vardir. n = 4 ve |I| = 1 durumu igin sifir
bolen graflari elde edilir. Ornek 3.9’da bu sifir bélen graflari incelenmistir. Bunlar
L3 X L3, L5 ve Lo X Fy halkalarimin sifir bolen graflaridir. Bunlarin diginda 4 koseli

sifir bolen grafi yoktur.
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¢ d

Sekil 4.3. Dort Kogeli Sifir Bélen Olmayan Graf

Ornegin sekil 4.3'de verilen graf, bir halkanin sifir bélen grafi olabilir mi? Verilen
grafin degigmeli bir R halkasinin sifir bélen grafi oldugunu varsayalim. Bu durumda
R halkasinin sifir bolenleri kiimesi Z(R) = {a, b, ¢, d}’dir ve bu sifir bolenler arasinda
a.b=0, b.d =0, c.d = 0 iligkileri vardir. a.b = 0 ve b.d = 0 oldugundan b.(a+d) = 0
elde edilir. Bu durumda ya a +d = 0’dir yada a + d, R halkasinin bir sifir bolenidir.
Eger a +d = 0 ise d = —ad’dir. d.c = 0 oldugundan —a.c = 0 = a.c = 0’dir.
Ancak verilen grafta a kosesi ile ¢ kogesi arasinda bir kenar yoktur. Dolayisiyla
a + d = 0 olamaz. Demek ki a 4+ d, R halkasinin sifir bélenlerinden birisidir. R
halkasinin biitlin sifir bolenleri a, b, ¢ ve d oldugundan a + d bunlardan birine esit

olmasi1 gerekir. Bunlar: tek tek inceleyelim.
e a+d=aise d=0 olur, bu da d'nin sifir bolen olmasiyla ¢elisir.
e a+d=dise a=0olur, bu da a'nin sifir bélen olmasiyla geligir.

e a+d = cise bc =0 elde edilir.(Yukarida b.(a + d) = 0 bulmustuk.) b ile ¢

arasinda bir kenar olmadigi i¢in bu se¢enek de miimkiin degildir.
e FElimizde sadece a + d = b secenegi kaldi.

Simdi ayni iglemi b.d = 0 ve c.d = 0 denklemleri igin yapalim. d.(b 4+ ¢) = 0 elde
edilir. Yukaridaki ayn iglemleri yaptigimizda b+c = d buluruz. b+c = d ve yukarida
buldugumuz a 4+ d = b denklemlerinden a + ¢ = 0 = a = —c elde edilir. a.b = 0
oldugundan —c.b = 0 = c¢.b = 0’dur. cile b arasinda bir kenar olmadigindan b+c = d
ve a+d = b denklemleri yanhsgtir. Bu durumda sekil 4.3’de verilen graf, bir halkanin
sifir bolen grafi olamaz.

Sekil 4.3’de verilen graf diginda sekil 4.4’de verilen graflar da sifir bélen grafi ola-

mazlar. Bunlar da yukaridakine benzer gekilde gosterilebilir.
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Sekil 4.4. Dort Koseli Sifir Bolen Olmayan Graflar

n = 2 ve |I| = 2 durumunu inceleyelim. Zg halkasi ve Zy X Z halkasimin sifir
bolen graflar iki koseli sifir bélen graflarina 6rnektir. Biz iki elemanli idealleri ara-
digimizdan dolay1 bu halkalar1 Z, ile carparak istedigimiz sonucu elde edebiliriz.
Lemma 4.1’ya gore I'(R/I) grafi iki kogeye sahipse I'/(R) grafi ya iki baglantil ko-
lona sahiptir yada hi¢ baglantili kolona sahip degildir. Bu elde ettigimiz sonuglardan
R = 7o X 7y X Zs halkasi ve I = 0 x 0 x Zy ideali [';(R) grafinin hig baglantili kolona
sahip olmadigi durumu ifade eder. Bu graf gekil 4.5’de gosterilmigtir. R = Zg X Zo
halkasi ve I = 0 x Zy ideali I';(R) grafinin iki baglantili kolona sahip oldugu durumu

ifade eder.
(1,0,0) (0,1,1)
(0,1,0) (1,0,1)
Sekll 4.5. POXOXZQ(ZQ X ZQ X Zg) Grafi
n = 1 ve |I| = 4 durumu i¢in daha 6nce yaptigimiz gibi Z, halkasini ve |I| = 0

idealini Z, ile carparak R = Z4 x Z4 halkas1 ve I = 0 X Z, idealini elde ederiz. Bu
graf gekil 4.6’da gosterilmigtir.

(2,0)

(2,2) (2,3)
Sekil 4.6. Tyxz,(Z4 x Z4) Graf
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4.5 Bes Koseli Graflar

Teorem 4.4’den dolay1 5 = n.|I| olmalidir. Buradan dan =5ve |I| =1, n =1 ve
|I| = 5 seklinde iki sonug gikar. n = 5 ve |I| = 1 igin sifir bolen grafi elde edilir.
Bu graflarin neler oldugunu incelemek ic¢in 6nce bir kag tanim, ardindan bir teorem

verelim.

Tanim 4.1 R bir halka ve I bu halkanin bir ideali olsun. Eger I C M C R sartini
saglayan M ideali icin M = I veya M = R oluyorsa I idealine maksimal ideal denir
(Fraleigh 2014).

Tanim 4.2 Bir grafin kapsadigi tam graflarin kdse sayisinin en biiyiigiine klik sayisi

denir ve w ile gosterilir (Aldous ve Wilson 2000).

Teorem 4.5 R degismeli bir halka ve I'(R) sifir bélen grafi 5 kdseli bir graf olsun. Bu
durumda R asagidakilerden birine izomorftur (Redmond 2003).

o 7o X Zs
o Zo X7y
o Zy X Zs[x]/(2?)
e [F3 x Iy (Burada IF,, ifadesi n elemanli cisimi gostermektedir.)
Ispat. I'(R) 5 koseli bir graf olsun.Bu durumda w(I'(R)) € {2,3,4,5} olabilir.

e W(I'(R)) =5 ise;
['(R) = K°'tir. Eger I'(R) tam grafsa R = Zy x Zy veya p bir asal ve n > 1 tam-
say1 olmak tizere I'( R) grafi p"—1 kogeli olmalidir (Anderson ve Livingston 1999).

Zy X Zo halkasi 5 elemanli olmadigindan ve p” —1 = 5 denklemi i¢in bir p asali

bulunmadigindan dolay1 w(I'(R)) = 5 olmas1 miimkiin degildir.

e W(I'(R)) =4 ise;

Teorem 3.1’den dolay1 I'(R) grafi baglantili bir graf oldugundan I'(R) grafinda

bulunan bir koge diger biitiin kogelerle komsu olmalidir. Bu durumda [F,, ifadesi
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n elemanli sonlu cismi gostermek iizere R = Zy x F,, olacak sekilde F,, vardir
veya R yalnizca bir maksimal ideale sahiptir ve p bir asal ve n > 1 tamsay1
olmak tizere I'(R) grafi p™ — 1 koseli olmalidir (Anderson ve Livingston 1999).
p" — 1 = 5 denklemi i¢in bir p asali bulunmadigindan dolay1 verilen ifadenin

ikinci kismi saglanmaz. Zs halkasi ifadenin birinci gartini saglayan tek cisimdir.

e w(I'(R)) =2 veya w(I'(R)) = 3 ise;

(Anderson ve Naseer 1993), (Beck 1988) ve (Anderson ve Frazier 2001) maka-
lelerinde bu durumu saglayan tiim graflar verilmigtir. Bunlardan 5 koseli olan-

lar Zo X Zy, Ty X L[] /(2?), F3 x F, tiir. Bunlarin tamaminda w(T'(R)) = 2'dir.

|
n =1ve |I| =5 durumu i¢in daha énce yaptigimiz gibi Z, halkas: ve |I| = 0 idealini
Zs ile carparak Z4 X Zs halkasi ve I = 0 X Zs ideali elde ederiz. Bu graf sekil 4.7’de

verilmigtir.

(2,2) (2,3)

Sekll 4.7. FOXZ5 (Z4 X Z5) Grah

4.6 Alt1 Koseli Graflar

I'7(R) grafi alt1 kogeli olacagr i¢in teorem 4.1’den dolayi n = 6 ve |[I| =1, n =3
ve Il =2,n=2ve|l| =3, n=1ve|l| =6 durumlarn vardir. n =6 ve |[| =1
durumu i¢in alt1 koseli sifir bolen grafi elde edilir.

n = 3 ve |I| = 2 durumunu inceleyelim. Bunun i¢in ii¢ kogeli sifir bolen graflar: olan
Zg ve Zslz,y]/ < 2% xy,y* > halkalarim Z, ile garparak genisletebiliriz. Zg X Zo
halkasi ile I = 0 X Z, ideali ve Zy[z,y]/ < 2%, xy,y* > XZy halkasi ile [ = 0 x Z,
ideali elde edilir. Lemma 4.1’e gore ['(R/I) = K3 ise I';(R) grafi ii¢ baglantih kolona
sahiptir. Bu durum Zs [z, y]/ < 22, 2y, y? > xZ, halkasi ve [ = 0 x Zy idealinde elde

edilir. Eger ['(R/I) = K2 ise T';(R) grafinda baglantih kolon yoktur yada T'(R/I)
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grafinda iki kogeye komgu olan koge I';(R) grafinin tek baglantih kolonudur. Elde
ettigimiz Zg X Zo halkasi ve I = 0 X Zs ideali baglantili kolon olmamasi1 durumuna

ornektir. Bu graf gekil 4.8’de gosterilmistir.

(2,0) (3,0) (4,0)

Sekll 4.8. POXZQ (ZG X Zg) Grah

Eger T'7(R) grafimm bir baglantili kolonu varsa R = Z,[z]/ < 2* > XZ, halkas ve

I = 0 X Z ideali segilebilir. Bu graf sekil 4.9’da gosterilmistir.

(z,0) (x2,0) (z 4 22,0)

Sekil 4.9. Toxz,(Zso[x,y]/ < 23 > xZy) Grah

n = 3 ve |I| = 2 durumunu inceleyelim. Lemma 4.1’den dolay1 I';(R) grafi ya
baglantili kolona sahip degildir yada iki tane baglantili kolon vardir. Zg ve Zsy X Z5
halkalarinin sifir bélen graflar: iki koselidir. Zg halkasini Zg ile carparak genisletirsek
Zg x Zs halkas1 ve I = 0 x Zjg ideali elde ederiz. Bu graf I';(R)’nin iki baglantil
kolona sahip oldugu grafa ¢rnektir. Zs x Zs halkasin1 Zs ile carparak genigletirsek
Lo X Zg X Zs halkasi ve I = 0 x 0 x Zy ideali elde ederiz ki bu I';(R) grafinin hig

baglantili kolona sahip olmadigi duruma 6rnektir. Bu graf sekil 4.10’da gosterilmistir.
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Sekﬂ 4.10. Foxong (Z2 X ZQ X Z3) Grafi

n =1 ve |I| = 6 durumunu inceleyelim. Z, halkasinin sifir bolen grafi bir koseli sifir
bolen grafidir. Bu halkay1 ve I = 0 idealini Zg ile carparak genigletirsek R = Z4 X Zg
halkas1 ve I = 0 x Zg ideali elde ederiz. Bu halka ve ideal ile olugturulan ideal tabanlh

graf sekil 4.11°de gosterilmigtir.

Sekil 4.11. Toxz,(Z4 x Zg) Grafi

4.7 Yedi Koseli Graflar

['7(R) grafi yedi kogeli olacagr i¢in teorem 4.1'den dolay1 n = 7 ve |[I| =1, n =1
ve |I| = 7 olmak iizere iki durum vardir. n = 7 ve |I| = 1 igin yedi kogeli sifir
bolen grafi elde edilir. n = 1 ve |I| = 7 durumu igin sifir bolen grafi bir koseli
oldugu igin Z, halkasin1 ve I = 0 idealini Z; ile carparak yedi koseli ideal tabanh
grafa genigletebiliriz. Elde ettigimiz R = Z, X Zr halkas1 ve I = 0 x Z7 ideali ile

olugturulan ideal tabanh graf sekil 4.12’de gosterilmistir.
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(2,5)

Sekil 4.12. Toxz,(Z4 x Z7) Grafi

4.8 Sekiz Koseli Graflar

I'/(R) grafi sekiz koseli olacagindan dolayin =8 ve |I|=1,n=4ve |I|=2,n=2
ve [I| =4, n =1 ve |I| = 8 durumlar vardir. n = 8 ve |I| = 1 durumu igin sekiz
kogeli sifir bolen grafi elde edilir.

n =4 ve |I| = 2 durumunu inceleyecek olursak 4 koseli ii¢ farkh sifir bolen grafimiz
vardir. Bunlar Zs X Zs, Zos ve Zo x F4’tlir. Bu halkalar1 Z, ile carparak genisletelim.
[(R/I) grafi 4 koseli olacagindan K13 K%? ve K%e izomorf olabilir. Eger T'(R/I)
grafi K'%¥e izomorfsa lemma 4.1’den dolay1 I';(R) grafinda hi¢ baglantil kolon yok-
tur. Zy x Fy halkasinin sifir bolen grafi K1%’e izomorf oldugundan dolay1 bu halkay:
Zs ile carparak genisgletirsek istedigimiz durumu elde ederiz. R = Zo x [y X Z5 halkasi

ve I =0 x 0 X Zs ideali ile olusturulan graf sekil 4.13’de gosterilmigtir.

(1,0,0) (1,0,1)

(0,1,0) (0,1,1) (0,a,0) 0,@,1)  (0,a+1,0) (0,a+1,1)

Sek]l 4.13. FOXOXZQ (ZQ X IF4 X Zg) Grah

Eger I'(R/I) grafi K*?’ye izomorfsa lemma 4.1’den dolay1 I';(R) grafinda baglantih
kolon yoktur. Zs x Zs halkasmin sifir bélen grafi K??’ye izomorf oldugundan dolay1

bu halkay1 Z, ile garparak genigletirsek n = 4 ve |I| = 2 olan sekiz kogeli ideal
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tabanl grafi elde etmis oluruz. R = Z3 X Z3 X Zs halkasi ve I = 0 x 0 X Zy ildeali

ile olugturulan ideal tabanl graf sekil 4.14’de gosterilmistir.

(1,0,0) (1,0,1) (2,0,0) (2,0,1)

Sekll 4.14. FOXOXZQ (Zg X Zg X Zg) Grafi

Eger I'(R/I) grafi K¥e izomorfsa Zys halkasim ve I = 0 idealini Z, ile carparak
R =795 X Zy ve I =0 X Zy ideali elde edilir.

n = 2 ve |I| = 4 durumunu inceleyelim. Lemma 4.1’den dolay1 I';(R) grafinda ya
baglantili kolon yoktur yada iki baglantili kolon vardir. Zg halkasinin sifir bolen grafi
iki koseli oldugundan Zg halkasini ve I = 0 idealini Z, ile ¢arparak genislettigimizde
elde ettigimiz R = Zg x Z4 halkas1 ve I = 0 x Z, idealini kullanarak olugturdugumuz
ideal tabanl graf iki baglantili kolona sahiptir. Bu graf K®e izomorftur.

Ziy X 7y halkasini ve I = 0 x 0 idealini Z, ile ¢arparak elde ettigmiz R = 7y X Ziy X 7y
halkasi ve I = 0 x 0 x Z,4 ideali ile olusturulan ideal tabanl graf baglantili kolonun

olmamasi duruman 6rnektir. Bu graf gsekil 4.15’de gosterilmistir.

Sekﬂ 4.15. FO><0><Z4 (Z2 X Z2 X Z4) Graf

n =1 ve |I| =8 durumunu elde etmek igin Z, halkasimn sifir bolen grafi bir koseli
oldugundan Zg ile carpabiliriz. R = Z4 x Zg halkas1 ve I = 0 X Zg ideali ile elde

edilen ideal tabanl graf 4.16’da gosterilmistir.
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Sekﬂ 4.16. FOXZg <Z4 X Zg) Graf

4.9 Dokuz Koseli Graflar

I'/(R) dokuz koseli olacagindan teorem 4.1’den dolayr n = 9 ve |I| = 1, n = 3 ve
|I| =3, n =1 ve |I|] =9 durumlan vardir. n = 9 ve |I| = 1 durumu i¢in dokuz

kogeli sifir bolen grafi elde edilir.

n = 3 ve |I| = 3 durumunu inceleyelim. Bu durumda I'(R/I) grafi 3 kogeli olaca-
gidan K3’e veya K'?'ye izomorftur. Eger I'(R/I) = K? ise lemma 4.1’dan dolay1
['7(R) grafi 3 baglantih kolona sahiptir. Bu durum Zs[z,y|/ < 2%, zy, y* > halkasinin

sifir bélen grafi K%’e izomorf oldugundan bu halkay1 Zs ile carparak elde edebiliriz.

Eger I'(R/I) = K'? ise lemma 4.1’den dolay1 I';(R) grafi ya baglantili kolona sahip
degildir yada I'(R/I) grafinda iki kdseye komgu olan kogenin belirttigi koseler I'7(R)
grafinin tek baglantih kolonudur. Zg halkasinin sifir bolen grafi K1?’ye izomorf oldu-
gundan bu halkay1 Zj3 ile garparak I';(R) grafinda baglantili kolon olmadigi durumu
elde ederiz. Bu graf 3.11°de incelenmis ve sekil 3.14’de gosterilmigtir.

Eger I';(R) grafinda tek bir baglantili kolon varsa bu durum igin R = Zs4 halkasim

ve [ =< 8 > idealini segebiliriz. Bu graf sekil 4.17’de verilmigtir.
36



18 22
10 14
2 ¢ 6
4

Sekil 4.17. ' g~ (Zo4) Grafi

n =1 ve |I| =9 durumunu inceleyecek olursak Z, halkasin Zg ile garparak genisle-
tebiliriz. R = Z4 X Zg halkas1 ve I = 0 X Zg ideali ile elde edilen ideal tabanl graf

K9a izomorftur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde sifir bolen graflari ve ideal tabanl sifir bélen graflar tizerinde durulmus-
tur. Ikinci boliimde grafin tanimi ve graf teorinin tizerinde calistig1 problemler ve-
rilmistir. Uciincii boliimde sifir bolen graflar1 ve ideal tabanli sifir bolen graflar
incelenmigtir. Bu graflarin modiillere genellegtirilmesi ise Nikmehr ve Khojasteh
(Nikmehr ve Khojasteh 2015) tarafindan yapilmigtir. Dordiincti boliimde ise n ko-
seli bir grafin hangi durumlarda ideal tabanlh sifir bélen grafi oldugu incelenmistir.
Ideal tabanh graflar icin bir halka ve ideali bulunmustur.

Sifir bolen graflar1 ve ideal tabanl graflarin ikinci boliimde verilen graf teorinin
ugrastigl problemlerin ¢oziimiinde bir fayda saglayip saglamadig: iizerinde ¢aligila-
bilecek konulardan biridir. Yine bir graf verildiginde bu grafin bir gruba ve iiretecine
ait bir Cayley Grafi olup olmadigi iizerinde daha sonra c¢alisilacaktir.

Bu tez ¢aligmasinda 5 kogeye kadar tiim sifir bélen graflari incelenmigtir. Ancak
5ten daha fazla kogeye sahip sifir bolen graflarinin neler oldugu tizerinde durulma-
migtir. 5’ten fazla kogeye sahip sifir bolen graflar1 ve bunlarin ideal tabanl graflara

genellegtirilmesi konusu daha sonra caligilacaktir.
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