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Bu arastirmada dogrusal olmayan regresyon modellerinin genel yapist ele alinarak
parametre tahmin yontemlerine deginilmistir. Dogrusal olmayan regresyon modellerinin
parametrelerini tahmin etme asamasinda normal denklemlerin ¢ézlilmesi zor olacaktir.
Bu nedenle denklemlerin ¢6ziimii igin Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt, En Hizli
Inis, Newton-Rapson gibi birgok iteratif yontemlerden faydalanilabilir. Bu yontemler
kullanilirken baglangi¢ noktasinin se¢imi olduk¢a dnemlidir, uygun olmayan baslangi¢
noktasinin se¢imi yanlis c¢oziimler ortaya c¢ikarabilecegi gibi c¢oziimiin zaman
bakimindan etkilenmesine neden olabilir. Bazi modeller uygun doniisiimler altinda
dogrusal gibi davrandigindan bu tiir modellerde dogrusal regresyon modellerinde
kullanilan yontemler uygulanabilmektedir. Ancak yapilan doniisiim, modeldeki hata
terimlerini etkileyebilir. Etkilenen hata terimlerinin sabit varyansli olmamasi
durumunda model dogrusal regresyon modeli gibi davranmayacaktir.

Bu c¢aligmada, dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahmininde
kullanilan iteratif yontemler incelenmis ve daha sonra bu yontemleri uygulamak i¢in R,
SPSS, MINITAB ve MATLAB programlarindan yararlanilmistir.
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Anahtar kelimeler: Parametre Tahmini, Iteratif Yéntemler ve Dogrusal Olmayan
Regresyon



ABSTRACT

Master Thesis

A STUDY ON PARAMETER ESTIMATION METHODS AND APPLICATIONS
IN NONLINEAR REGRESSION MODELS
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In this study, the general structure of nonlinear regression models are considered and
parameter estimation methods in nonlinear regression models are investigated. It is
difficult to solve normal equations, which are using for estimating the parameters of
nonlinear regression models. For this reason, many iterative methods such as Gauss-
Newton, Levenberg-Marquardt, Gradient Descent, Newton-Raphson can be used for the
solution of equations. While using these methods, the selection of the starting point is
very important. The selection of the inappropriate starting point may lead to incorrect
solutions. Some models behave like linear under appropriate transformations and the
methods used in linear regression models can be applied. However, the transformation
may affect the error terms in the model. If the affected error terms do not have constant
variance, the model is not behave like a linear regression model.

After examining the parameter estimation methods and iterative methods used in

parameter estimation, R, SPSS, MINITAB and MATLAB programs are used for the
solutions of parameter estimation in nonlinear regression models.
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1. GIRIS

Bu ¢alismada dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahmini konusu ele
alimmustir. Dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahminlerini bulmak
icin elde edilen normal denklemlerin basit ve kapali formda ¢6ziimii mevcut degildir.
Bu durumda normal denklemlerin ¢o6ziilmesi igin iteratif yontemler kullanilir.

Calismada amag bu iteratif yontem algoritmalarini arastirmaktir.

Dogrusal olmayan regresyon analizi, fizik, kimya, biyoloji ve miihendislik gibi birgok
alanda yaygin olarak kullanima sahiptir. Bu gibi alanlarda, uygulamalarda kullanilan
modellerin ¢ogu dogrusal olmayan yapidadir. Cogu model, katsayilar1 bakimindan
dogrusal olmayan bir yapiya sahiptir. Modelin dogrusal olmamasi, geometrisinden veya
modeldeki parametrelerden kaynaklanir. Dogrusallik kavrami, modeldeki degiskenlerin
ya da parametrelerin dogrusalligidir. Burada bahsedilen dogrusallik, modeldeki
parametrelerin dogrusal olup olmama durumudur. Modelde, parametrelere gore birinci
dereceden tiirev alindiginda elde edilen deger parametreden bagimsiz yani sabit bir
deger ise model dogrusal olarak anilir. Dogrusal modellerdeki tahminler minimum
varyansli, yansiz en kiigiik kareler (ekk) tahminleridir. Ancak, dogrusal olmayan
modellerdeki tahminler genellikle yanlidir ve minimum varyansa sahip olmayabilirler.
Biiyiik o6rneklem alindiginda, parametre tahmin sonuglart dogrusal durumdaki

yaklasima en uygun olacaktir.

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde normal denklemlerin ¢6ziimii, dogrusal
regresyon modellerinin normal denklemlerine gore daha zordur. Bu denklemlerin
¢oziimii icin Gauss- Newton, Newton Raphson, En Hizli Inis gibi algoritmalardan
faydalanilir. Bu algoritmalar kullanilirken uygun baslangi¢ degeri se¢imi oldukca
onemlidir. Baslangic degeri olarak, yapilan caligma sirasinda ya da Onceki
caligmalardan elde edilen degerler kullanilabilir. Yanlis secilen baslangi¢c degeri ardisik

islem sayisinin artmasina neden olabilir.

Literatiirde, baslangic noktasindan fazla etkilenmeyen ve tiirev gerektirmeyen bazi

sezgisel yontemler mevcuttur. Nelder-Mead (1964), ¢ok degiskenli fonksiyonun yerel



minimumunu bulduran Nelder-Mead simpleks yontemini gelistirmistir. Huber, 1964 ve
1973 yillarinda saglam (robust) tahmin ediciler iizerine ¢alismalar yapmis ve M tahmin

edicilerini gelistirmistir.

Bates ve Watts (1988), yaptiklar1 ¢alismada dogrusal olmayan regresyon modellerine ve
uygulamalarina yer vermislerdir. Aydin (1992) tarafindan yapilan ¢alismada, dogrusal
olmayan modellerin Normal dagilima sahip hata terimlerine iliskin varyans-kovaryans
matrisi i¢in ileri siiriilen 6nsel dagilimin olabilirlik fonksiyonu {izerindeki etkilerini
incelemistir. Candan (1995) tarafindan yapilan ¢alismada dogrusal olmayan regresyon
modellerinde Gauss-Newton yaklagimi yardimiyla olabilirlik fonksiyonu maksimize
edilip model parametreleri tahmin edilmistir. Aksoy (1996) tarafindan yapilan
calismada ise dogrusal olmayan regresyon modeli kurulduktan sonra model artiklar1
arasinda meydana gelen otokorelasyonlar da modele dahil edilip dogrusal olmayan

parametre tahminleri dogrusallastirma yontemiyle yapilmistir.

Bu calismada, dogrusal olmayan regresyon modellerinin genel yapisi ele alinarak,
dogrusal regresyon modellerle farki incelenmistir. Bazt modeller uygun doniistimler
altinda dogrusal gibi davranmaktadir. Calismada, uygun doniisiimler altinda dogrusal
yaptya sahip modellerden kisaca bahsedilmistir. Dogrusal olmayan regresyon
modellerinde parametre tahmin yontemlerinden olan ekk ile ecob yontemlerinden
bahsedilmistir. Bu yontemleri uygularken normal denklemlerin kapali formda ¢6ziimii
yoktur. Bu nedenle Parametre tahmin yontemleri ele alinip, denklemlerin ¢6ziimiinde
yardime1 olacak Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt ve En Hizli Inis yontemleri
anlatilmustir.  Iteratif —algoritmalardan faydalanirken parametrelerin  baslangic
degerlerinin secimi olduk¢a 6nemlidir. Uygun secilmeyen baslangic degerinin iterasyon
sayisint artiracagl gibi  yakinsama gerceklesmeyebilir. Parametrelerin  baglangig
degerlerinin se¢imi anlatilarak 6rnek uygulama galigsmalara gegilmistir. Uygulama
calismalarinda parametre tahmin yonteminde kullanilan Gauss-Newton, Levenberg-
Marquardt ve En Hizli Inis ydntemlerinin karsilastirmali drneklerine yer verilmistir.
Ayrica R programinda parametre tahmini i¢in simiilasyon ¢aligmast yapilmistir. Yapilan
uygulama caligmalarindan sonra gercek veri {lizerinde dogrusal olmayan modellerde en

1yl model se¢imine iligkin uygulama ¢alismasi yapilmistir.



2. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERININ GENEL YAPISI

Dogrusal olmayan regresyon modeli genel olarak;
y=fxp)+e (2.1)

seklinde ifade edilebilir. Burada f (x, B) beklenen deger fonksiyonunu, 8 vektorii p tane
bilinmeyen parametre vektoriinii, x vektorii bagimsiz degiskenleri ve & hata terimini
ifade eder. Dogrusal olmayan regresyon modelinin dogrusal regresyon modelinden
farki, beklenen deger fonksiyonunun parametrelerin dogrusal olmayan bir fonksiyonu
olmasidir. Yani, dogrusal olmayan regresyon modelinde beklenen deger fonksiyonunun
parametrelere gore kismi tiirevlerinden en az bir tanesi en az bir parametreye baghdir.
Dogrusal regresyon modelinde parametreye gore tiirevler alindiginda sonuclar
parametreye bagimli olmayacaktir. Dogrusal olmayan regresyonun dogrusal
regresyondan diger bir farki ise modeldeki bagimsiz degiskenlerin sayisi ile
parametrelerin sayisinin iligkili olmamasidir. Dogrusal regresyon modelinde p — 1 tane
bagimsiz degisken varsa p tane regresyon katsayisi olmalidir, ancak dogrusal olmayan

regresyon modeli i¢in bu durum gecerli olmayabilir. (2.1) modeli vektor formda,
Y=f(B)+e (2.2)

seklinde ifade edilebilir.

Y1 f(x,B) f1(B) €1

, f(B) = f(xz'ﬁ)‘ le(ﬁ)" £ = I‘c’?‘ B

Yn f(xn: .B) fn(,B)

ifade etmektedir.
Y=0F+c¢

modeli g6z oniine alinsin. Beklenen deger fonksiyonun f; parametresine gore kismi

tiirevi alindiginda;

of B .
g,



dir. Kismi tiirevi bilinmeyen parametre f;’in bir fonksiyonu oldugundan model

dogrusal degildir.

Dogrusal olmayan regresyon modeli i¢in varsayimlar;

- f(B) bigimsel olarak biliniyor ve () fonksiyonu parametre vektoriine gore en az iki

kere tiirevlenebilir.

-E(e)=0

- Cov(e) =02l

- Hata terimlerinin varsayimi  e~N(0, 6°I)

seklindedir (Bates ve Watts 1988, Geng 1997). Literatiirde siklikla kullanilan dogrusal

olmayan bazi regresyon modelleri Cizelge 2.1 ile verilmistir.

Cizelge 2.1 Dogrusal olmayan bazi modeller

Ustel biiyiime modeli y; = Brexp(Brx;) + &
Gompertz biiyiime modeli y;i = B1exp{—PL, exp(B3x;)} + &
. . 2 \P3
Weibull modeli ©y; = B exp {— (—‘) } + &
B2

Ly = {ﬁo+ﬁ1xi+ﬁ2xi2+si,xiﬁa

Boliinmiis model i 0, + 01x; + ¢ x> a
i i 2

Dogrusal olmayan

B
Y = i n (2:3)

(2.3) modeli g6z oOniine alinsin. x € [0,2] olmak tizere verilen (2.3) modelinde
parametre degerleri asagidaki maddelerde belirtildigi gibi olsun. Buna gore farkli

parametre degerlerinde (2.3) modeline iliskin grafikler Sekil 2.1 ile verilmistir.
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Sekil 2.1 Farkli parametre degerleri i¢in (2.3) modelinin grafigi

Sekil 2.1 de dogrusal olmayan (2.3) modelinin ait farkli parametre degerlerindeki

davranigini gosteren bir grafik yer almaktadir.

2.1 Dogrusallastirilabilen Modeller

Bazi modellere uygun doniisiimler uygulanarak dogrusal hale getirilebilmektedir.
Verileri doniistirmek ile model dogrusal davranis gosterebilir ama hata terimlerinin
dontisiimii hata terimlerinin varsayimlarin1 etkileyecektir. Bu yiizden her zaman
uygulanmas1 dogru olmayacaktir. Bazi doniisiimler yardimiyla dogrusallastirilan
modellerin  parametre tahmini orjinal modeldeki parametre tahminine denk

olmayacaktir. Bununla birlikte dogrusal olmayan modeldeki hata yapisi doniigim



yapildiktan sonra hata terimlerinin varsayimini saglamamast durumunda parametre

tahminine ulagmak uygun olmayacaktir.

Dogrusallastirilabilen bazi modeller Cizelge 2.2 ile verilmistir.

Cizelge 2.2 Dogrusallastirilabilen bazi modeller

Model Dogrusallasmis Model
y = Bref* Iny =In(By) + Box
y=p8" Iny = xinp,
Y= e in(55) = it fox
1 1
Y= px o B1 — Bax

Bir bagka dogrusal olmayan,

y=piefx

modeli géz oniine alinsin. Burada, f; ’in pozitif oldugu biliniyor. Fonksiyonun dogal

logaritmas1 alindiginda, dondstiiriilmiis olan yeni fonksiyon
Iny = In(B,") — B 'x
olacaktir. Burada
In(By") =Py ve =B, =p
olarak alindiginda model
In(y) = Bo + P1x

bigiminde olup parametreleri bilinmeyen lineer modeldir. z = In(y) ise yaklasik lineer

model,

z~Bo + P1x
bigiminde olup lineer form olarak diisiiniilecek model igin parametre tahminleri,

6



= Xz —2)(x; — %)

X(x; — X)?
Bo=17—PBi%
=13

olup

—_k

B, =—-PB.veB, =exp(z—PBi%)
olarak elde edilmektedir.

Hata terimlerinin doniisiimii, varsayimlar1 etkilemedigi durumda bu 6rnekte dogrusal

regresyon modelindeki sonuglar ile benzer sonuclar gosterir.
y=fxpB)+e
= BeP2* + ¢

modeli goz Oniine alinsin. Bu regresyon modelinde beklenti fonksiyonun dogal
logaritmas1 alindiginda modeldeki doniistim ile hata terimleri etkilenecegi igin doniisiim

yapilmas1 uygun olmayacaktir.
y=fxp).e
= Befr¥e
modeli g6z 6niine alinsin. Dogal logaritmas: alindiginda model;
In(y) = Inpy + ox + Ine”

bigiminde olacaktir. Doniisiim uygulanan modelin hata teriminin Normal dagilima
uymasi Ve sabit bir varyansa sahip olmasi sartlarini saglamasi durumunda, klasik

dogrusal regresyon modelindeki uygulanan yontemler kullanilabilir.



3. DOGRUSAL OLMAYAN REGRESYON MODELLERINDE PARAMETRE
TAHMINI

Dogrusal olmayan regresyon modelleri, dogrusal regresyon modellerine gore oldukca
karmagik bir yapiya sahiptir. Dogrusal regresyon modelinde parametre tahmini yansiz,
minimum varyanshi ve veri setinin Normal dagilmasi gibi 6zelliklere sahip olurken,
dogrusal olmayan regresyon modellerinde bu durumun gecgerli olmasi pek miimkiin
olmayabilir. Dogrusal olmayan regresyon modellerinde tahmin edicilerin kesin bir
ifadesi olmadigindan tahmin problemlerinin  ¢oziimii  asimtotik  sonuglara
dayanmaktadir. Parametre tahmin sonuglarini elde ederken normal denklemlerin basit

kapali formda ¢oziilmesi kolay olmadigindan iteratif algoritmalardan yararlanilacaktir.

3.1 En Kiiciik Kareler Yontemi

Dogrusal regresyon modellerinde oldugu gibi, dogrusal olmayan regresyon
modellerinde ekk tahmin edicisi hata kareler toplamini minimize eden degerdir.

Dogrusal olmayan model i¢in artik kareler toplamu,

SB) =X (i — f(xi, B))? (3.1)

seklinde ifade edilebilir. 8 ekk tahmin edicisini ve S(B) hata kareler toplamimi ifade

eder. S(B) minimum olacak sekilde f parametre tahmin degerini belirlemek gerekir.

(3.1) modelinin ekk tahmin edicisini bulmak i¢in § parametresine gore tiirev alinir.

Buna gore,

i of (xi, B)

~fo DI g =0, j=12,.p
]

i=1

p tane normal denklemin ¢oziilmesi gerekir. f(x,f) dogrusal olmadigindan ve
bilinmeyen parametrelerin fonksiyonu oldugundan denklem sisteminin ¢oziilmesi kolay

degildir. (3.1) vektor formunda;

SB) = (Y —FB) (Y- f(B) (32)



biciminde yazilabilir.

[ af(xlﬂ B) af(xlﬂ ﬁ) af(xll ﬁ) i
3 p, T 0By
Of 0z, ) Of (x2, B) of (x;, )
FB)=| ap, B, T By
Of (xn, B)  0f (xn, B) af (xp, B)
9B B T 9B,

“nxp

F(B) matrisi f(B) fonksiyonun tiirev matrisi olmak tizere S(f8) nin minimize edilmesi;

0
ap’

_ZF’(E)(Y—f(E)) =0

S(ﬁ)|ﬁ=§ =0

F’(ﬁ)(}’—f(ﬁ)) =0 (3.3)

F'(B) jakobiyen matrisini, (Y —f (,[?)) artik vektoriinii ifade etmektedir. Beklenen deger

fonksiyonu ( f(x,8)) dogrusal olmayacagi i¢in normal denklemlerin ¢oziilmesi zor

olabilir. Bu nedenle § nin degerini belirlemek igin iteratif yontemler kullanilir.
Ornegin,
Y; = B1exp(B2ty) + &

iistel bliylime modeli géz Oniine alinsin. Hata kareler toplamim1 minimum yapacak
sekilde ekk tahminini elde edebilmek i¢in, B ve B3’ ye gore tiirevleri alinarak normal

denklemler elde edilir. Tirevler,

of
af B
_aﬁz = B1tiexp(B.t;)

olmak tuizere normal denklemler;



> ¥~ By exp(Bat,)] lexp(Bat,)] = 0

i-1
Z[Yi — B1exp(Bat;)] [Batiexp(Bat;)] = 0
i-1

olup bu 6rekte B icin basit kapali formda ¢oziim yoktur. Normal denklemlerinin

¢Oziimi i¢in iteratif algoritmalardan faydalanilacaktir.
3.2 En Cok Olabilirlik Yontemi

Bu yontemi uygulamak i¢in O6nce hatalarin ortak olasilik yogunluk fonksiyonun
bilinmesi gerekir. Hatalarin dagilimi bagimsiz ise olabilirlik fonksiyonu hatalarin
olasilik  yogunluk fonksiyonun ¢arpimi seklindedir. Olabilirlik fonksiyonunun
maksimizasyonu iteratif algoritmalar aracilig ile bulunabilir. Eger hatalarin varyanslari
sabit ve Normal dagilimli ise ve biiylik hacimli 6rnekler mevcutsa ekk tahmini ile en
cok olabilirlik tahmini ayn1 degerlerde bulunur (Gallant, 1987; Seber ve Wild, 1989).
Hatalarin bagimsizlig1 veya sabit varyans kosullar1 saglanmadiginda en ¢ok olabilirlik

(ecob) yontemi kullanilabilir.

g; bagimsiz ve N (0, 0?) dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda,

Yi~N(fi(B),06%),i=12,..,n

dagilimna sahip olup olasilik yogunluk fonksiyonu,
1 = i~fiB)’
fy(}’iiﬁ,O’z) =—3202(y fi(B)

2mo?

olacaktir. Y = (¥},Y,,...,Y,)" olmak iizere Y;,Y,,..,Y, rasgele degiskenlerinin

olabilirlik fonksiyonu,

Lvig,o®) = | [£0s60Y
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= (2m) _%(0'2)_%6%2?=1(yi_fi(ﬁ))2

olup L(Y;pB,0?%) fonksiyonunu maksimum yapan B ve o2 parametrelerinin tahmin

edilmesi gerekmektedir. Olabilirlik fonksiyonunun logaritmasi alinip maksimize

edilirse;
- 1 - 2
InL(Y;B,0%) = Tnln(znaz) — 53 Z(Yi - fi(®)
i=1
(< of;
{I (i = fu(8)) f;/fff) =0
i=1

L—naz + Zn:(yi — ) =0

denklem sistemine ulasilir. § nin ekk yontemi ile elde edilen tahmini ecob ile elde edilen

tahminine esittir. f nin tahmin edicisi § olmak tizere ¢’ nin tahmin edicisi,

— i=1 (J’i _fl(lé))z

0% =

n

olarak elde edilir (Gallant, 1987; Seber ve Wild, 1989).
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4. ITERATIF YONTEMLER

B degerinin ¢oziimii normal denklemlerle elde edilemeyecegi ya da elde edilmesi zor
olacagindan dolay1r ¢o6ziim, tireve dayali iteratif algoritmalar yardimiyla elde
edilebilmektedir. iterasyon siireci yakinsama kriteri saglanincaya kadar devam eder. Her
algoritma farkli 6zelliklere sahip oldugundan yakinsama siirecleri birbirinden farklilik
gosterebilir. Bu algoritmalarda baglangic degerinin secimi oldukc¢a Snemlidir. Uygun
secilmeyen baslangic degeri iterasyon sayisinin artmasina ya da optimum ¢oziime
yakinsayamama gibi sorunlara neden olabilir. Baslangi¢ noktasinin segiminden
etkilenmeyen tiirevden bagimsiz Nelder-Mead Simpleks algoritmas: gibi sezgisel

yontemlerden de faydalanilabilir.

4.1 Gauss-Newton Yontemi

Gauss-Newton dogrusallagtirma yontemi olarak bilinen, dogrusal olmayan modellerin
normal denklemlerinin ¢ézlimiinde yaygin olarak kullanilan bir yontemdir. Bu yontem
klasik Newton yonteminin bir modifikasyonudur. Yakinsama oranit durumdan duruma
degisir. Yakinsama hizi bazen yavas olurken, bazen de hi¢ yakinsamayabilir. Bu
yontemden uygun yakinsama sonuglart elde etmek i¢in iyi bir baslangic degerinden
baslamak 6nemlidir. Uygun olmayan baslangi¢c degerinin se¢imi ardisik islem sayisini

artiracaktir. £(8) fonksiyonun S noktasindaki Taylor serisi agilimi,

B =f(B)+F(B)(B - B) (4.1)
ifade edilebilir. (Gallant 1977).

EKk ve ecob ile elde edilen (3.3) denkleminde (4.1) denklemi yerine konulursa,
F'(B) (Y = £(8Y) - F(B)(B** - ) = 0
F(8%) (v = £(8Y) - F'(BYF(B) (81 = B7) = 0
F(BOF(B) (B - BY) = F'(8) (¥ - £(8Y)
(81— 1) = (F(BYF(BY) " F (8 (¥ - £(8Y)
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gt =i+ (F(BYF(EY)) F(8Y) (Y - £(8)) (4.2)

seklinde ifade edilir. Yakinsaklik kriteri igin, iteratif olarak parametrelerin kararli

oldugu ya da amag fonksiyonun kararli oldugu kriterler kullanilabilir. Ornegin,

M< e, i=12,..,p
Bix

Yakinsama saglanincaya kadar yineleme devam edebilir. Burada e = 10~° gibi oldukga
kiiglik degerler secilebilir. Yakinsama kriterindeki k, iterasyon sayisini, i parametre

sayisini ifade etmektedir.
Algoritmik adimlar (Hartley ve Booker,1963):

Al) £ > 0 ve T > 0 keyfi sabitleri (genellikle e = 10™°ve 7 = 103 olarak &nerilir) ve

B° parametre baslangic degerleri verilir.

A2) i. adm i¢in dil= (F’(ﬁi‘l)F(ﬁi‘l))_lF’(ﬁi‘l) (Y= £()) degeri
hesaplanir ve 1,d'"1(0 < A, < 1) olmak iizere sabit bir A, degerinden baslanarak

S(,Bi) < S(ﬁi‘l) olacak bi¢imde secilen bir A ile,
Bi=p 4+ Ad T i=12,..
yeni parametre degerleri hesaplanir.

A3) ||BE = B < e(||B5Y| + ) ve |S(BY) = S(BY)| < e(S(BFY) + T) kosullar
saglanincaya kadar A2' ye gidilir.

4.2 En Hizh inis Yontemi

En hizli inis yontemi global minimumu arayan bir yontemdir. Amag fonksiyonun S€ R

noktasindaki gradyant vektorti,
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[0S(B)7

0P
aS(B)
VS(B) =| ap,

3S(B)
98, |

dir. Bu yéntemde, Gauss-Newton yontemindeki d'~! vektoriiniin yerine —VS(B:™1)
vektorii kullanilmaktadir. Optimal ¢6zlimiin elde edilip edilmedigini gérmek icin yine
yakinsama kriteri kontrol edilir. Yakinsama kriteri yerine getirilinceye kadar islem

tekrarlanir. Buna gére algoritma, $° baslangi¢ degeri olmak iizere,
Bl =Bt —ATS(BY), i =12, ...

bigimindedir. A~1 degerleri, genel olarak S(BY) < S(B"!) olacak bicimde ayrica
belirlenen kurallara gore segilebilir olmasina ragmen S(B*! + 1*"1d"™1) yi en kiiciik
yapan A=t degeri olarak da segilebilir. Indisler géz ard1 edildiginde S(8 + Ad) degerini
en kiiciikleyen A degerini bulmak i¢in S(B + Ad) fonksiyonunu g noktasi civarinda
Taylor serisi a¢ildiginda

925(B)

5B, 1 S A o d

S(B +2d) = S(B) + A= T

olur. Burada A degeri S(B + Ad) < S(B) kosulunu saglayacak bigimde segilir. Bu
durumda S(B + Ad) — S(B) < 0 olup

aS(p) ,0%5(B)
S +2d) = S(B) =A—5=d + 5 L 224 apag L <

dir. A degerini elde etmek i¢in S(B + Ad) — S(B) ifadesi A tizerinden minimize edilirse,

0

2
OS(B)d 14 25B) (ﬁ)d 0

B 2Bop’

esitliginden
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05(p)
OB
0P
apap’
bulunur (Bates ve Watts 1988).
En hizli inig yontemi i¢in algoritma adimlari:

A1) Baslangic degerleri B° segilir ve yakinsama kriterleri belirlenir.

A2) Gradyan fonksiyonu i=0 igin yani baslangi¢ degerleri girilerek hesaplanir.
g: = Vs(pY)

A3) Mevcut S noktasina gore negatif gradyan vektorii hesaplanir.

A4) Iterasyon isleminde sabit bir deger olarak kullanilan A adim boyutu secilir.

A5) pitl =gt —/’WS(,Bi) seklinde algoritma degeri hesaplanir. Yakinsama kriteri

saglanmazsa A2 ye doniiliir.
Ab6) Yakinsama kriteri saglanana kadar islemler stirdiirtiliir.

Bu algoritma kullanilirken g6z 6niinde bulundurulmasi gereken bir nokta adim boyutu
olan A degerinin hesaplanmasidir. 4 degerinin hesabi olduk¢a 6nemlidir. Ciinkii bu
deger yakinsama hizini etkiler. Yavas yakinsama hizi tercih edilen bir durum degildir ve
adim blyilikligi kiiciik oldugunda yakinsama islemi uzun olacaktir. Bu degeri

hesaplamak i¢in literatiirde farkli yontemler bulunmaktadir.

4.3 Levenberg-Marquardt Yontemi

Model (2.1) de S bir B° baslangi¢ degerine bagl olarak g = B° + d bigiminde yazilsin.

Bu durumda model,

yi=f(x,B+d+e)i=12,..,n
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olur. f(x;, B° + d) fonksiyonu S° noktas: civarinda birinci dereceden Taylor serisine

agilirsa,

of (xi, B°) _
T)d] ‘el = 1,2,..,n

J

p
yi = f(x, B°) +Z(
=1

olur. Vektor gosterimi ile
Y =f(B°)+F'(B%d +¢

bi¢cimindedir ve

u’ =Y - f(B%)
degisken degistirmesi ile

u’ =F(B%d + ¢
denklemi elde edilir. Normal denklemler,

F'(B%)d + F(8%)d = F'(B°)u

dir. ¢® = F'(B°)F'(B) matrisinin kosegen elemanlarinin digindakilerin yerine sifir ve

1

Ve

c;; kosegen elemanlarinin yerine yazilmasiyla elde edilen kdsegen matrisi,

1/@ 0o .. 0
D, = () 1/@ 0

(3 0 .. ) 1/ \/E
olmak tizere,
97 = DoF'(B%)u
ve
d* = Dy1d°
doniisiimleri altinda normal denklemler;
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cdd* = g°

seklinde yazilir. Zayif kosulluluga bir tedbir olarak c® matrisinde kdsegen elemanlarina

A(A > 0) gibi kiiglik bir saymin eklenmesiyle,
(c® + ADd* = g°
yazilir. Buradan
d? = (c? +AN71g?)
olmak tizere,
B =p+d

iyilestirilmis B degerine doniistiiriilebilir. d® = Dyd? yon vektoriinii yani A(A > 0)
degeri S(B) < S(B°) olacak sekilde segilmelidir. A degerinin belirlenmesinde algoritma
asagidaki gibi olabilir (Marquardt 1963);

A1) 9(9 > 0) saysi segilir. (Ornegin, 9=10)

A2) 1o = 1072 alinir.

A3)a=2p=1ve

Sa = S(B° + Do(c? + Ag/91) " g?)

Sp = S(B° + Do(c? + A1)~ g?)

olmak tizere,

i) eger S, < S(B°) ise 2 = a alinr.

ii) eger S, > S(B°) iseS, < S(B°) ise A = b alinur.

iii) eger S, >S(B% ve S, >S(B% ise 1=21,9° almr. Burada w, S(B8+
Do(c? + 2,99~ 1g%) < S(B®)

esitsizligini saglayan en kiiciik pozitif tamsayidir.
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4.4 Parametrelerin Baslangic Degerlerinin Secimi

Dogrusal olmayan regresyon analizinde parametre tahmin problemlerini ¢6zmek ve
optimum degere ulagmak i¢in sayisal algoritmalardan faydalanilir. Bu algoritmalar
yinelemelidir, en iyi ¢Oziime yakinsama elde edilene kadar iterasyon tekrarlanir.
Iterasyonu baslatmak igin baslangic degerini belirtmek gereklidir. Baslangig
degerlerinin en iyi belirlenmesi oldukca dnemlidir. Iyi belirlenemeyen baslangic degeri

yavas yakinsama veya hi¢ yakinsamama ile sonuglanir.

Iyi bir baslangic noktas: algoritmaya dogru yonii verir ve bircok yonden performansi
kolaylastirir. Bu nedenle dogrusal olmayan regresyon modellerinde uygun baslangi¢
noktasmin se¢imi olduk¢a 6nemlidir. Iyi bir baslangic degerini bulmak igin birgok
secenek vardir. Bunlardan birisi veriyi ¢izmek ve yapiy1 yorumlamaktir. Bir digeri ilgili
parametrelerin yorumlanmasina dayanarak tahmin edilmesidir. Bazi modeller igin

model parametrelerinin baslangic degeri 6nceki ¢alismalardan elde edilebilir.

Levenberg-Marquardt algoritmasi baslangic degerinin se¢imine daha az duyarli
olmakla birlikte B° baslangicimin ~ dikkatli segimi iterasyonlarin  sayisini
diistirebildiginden bir avantaj saglar. Modelin davraniglarint anlamak acisindan
parametrelerin farkli farkli degerleri i¢in beklenen fonksiyonun grafiginin ¢izimi
oldukga yardimci olabilmektedir; parametre degerindeki degisimlere bagli olarak model

davraniglarindaki etkiler gézlenebilir.

Model yapisinda yapilan bazi doniisiimler yardimiyla parametrelerin baslangic degerleri
kolayca bulunabilir. Uygulanan doniisiimlerle dogrusal formda olan model dogrusal ekk
ile doniistiiriilmiis modelin parametrelerinin baslangic degerleri benzerlik gosterir.
Ancak belli doniisimler ile elde edilen modelin hata yapisinin degisimine neden olur.

Bu ylizden her zaman uygulanmasi saglikli olmaz.
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5. UYGULAMA CALISMALARI

Calismanin bu boliimii uygulama calismalarina ayrilmistir. Uygulama ¢alismalarinda,
farkl1 dogrusal olmayan regresyon modelleri alinmis ve parametre tahminlerini elde

etmek icin tez boyunca anlatilan iteratif yontemler uygulanmaya ¢aligilmistir.
5.1 Uygulama Cahsmasi 1.

Bu uygulama ¢alismasinda Y = B, + e ~P3* modeli goz 6niine alinmistir. Bu modele
iliskin veri seti https://www.stat.colostate.edu/regression_book/chapter9.pdf agik

kaynak adresinden alinmis olup, verilere iliskin degerler Cizelge 5.1 ile verilmistir.

Cizelge 5.1 Uygulama Calismasi 1 modeli igin 6rnek veri seti

286 | 2.64 | 257 |1.24 {045 |1.02 | 0.65 | 0.18 | 0.15 | 0.01 | 0.04 | 0.36

x |00 |00 (10 |10 (20 (20 |30 |3.0 |40 |40 |50 |50

x ve y’ye iliskin sagilim grafigi Sekil 5.1 ile verilmistir.

x-y sacilim grafigi

(@]
O 1 1 1 1 1 1 1 fa Y
a

1
o 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4.5 5

Sekil 5.1 Uygulama ¢aligmasi 1'de yer alan modelin X-y sa¢ilim grafigi

Y = B, + B,e Ps* modelinde B, B, vepPs; bilinmeyen parametreler olmak iizere,
baslangi¢ degerleri §; = 0.0, 8, = 2.0 ve 3 = 0.5 olarak alinmis ve verilen modelin

parametrelerini tahmin etmek icin SPSS paket programinda Levenberg-Marquardt
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yonteminden yararlanilmistir. Buna gore SPSS ¢iktilar1 Sekil 5.2 ile verildigi gibi elde

edilmistir.

heration Histuryb

Residual FParameter

Sum of
lteration Mumber? Squares B1 B2 B3
1.0 1,688 LO00 2,000 LS00
1.1 LAFT 120 2,632 a1
2.0 LAFT 120 2,632 a1
2.1 A5 o=z 2,719 BTT
2.0 A5 o=z 2,719 BTT
2.1 LAE50 = 2,723 BE23
4.0 AE0 0z9 2,723 sa3
4.1 LAE50 = 2,723 BE23
5.0 LAE50 = 2,723 BE23
5.1 LAE50 JOz29 2,723 G623
Deaerivatives are calculated numearically.

a. Major iteration numbear is displayed to the left ofthe decimal,
and minor iteration numbeaeris to the right ofthe decimal.

B Run stopped after 10 modesl evaluations and & derivative
evaluations because the relative reduction between successive
residual sums of squares is at most SsSCOR = 1 ,000E-005.

Parameter Estimates

959 Confidence Interval
Parameter Estimate =Std. Errar Lower Bound Upper Bound
BE1 o g = ATz -, 359 A1 T
B2 2,723 211 2,247 3,200
B3 BE23 142 362 1,003
Correlations of Parameter Estimates
E1 E2 B3

E1 1,000 - 672 246

B2 - 673 1,000 -, 395

B3 846 -,395 1,000

AMNOYWAS
Sum of Mean

SouUrce Squares =1 Squares

Fedression 20,543 3 5,842

Residual S0 =1 LO51

Uncorrectaed Total 21,003 12

Corrected Total 10,606 11

Dependent variable: v

a. R squared =1 - (Residual Sum of Squares) f {({CTaorrected
Sum of Squares) = 957

Sekil 5.2 Uygulama Calismasi1 1 SPSS Ciktist

Elde edilen sonuglara gore, parametrelerin tahmin degerleri 8, = 0.029, 5, = 2.723,

B3 = 0.683 olarak 5 iterasyon sonucunda bulunmustur.
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Matlab programinda parametrelere iliskin en kiigiik

Marquardt iteratif yontemi ile elde edilebilir. Buna gore,

»>» y=[2.86 2.64 1.57 1.24 0.45 1.02 0.65 0.18
> x=[0 0 112 2 33 445 5]:
»>» cftool

kareler tahmini, Levenberg-

0.15 0.01 0.04 0.386];

komutlar isletildiginde cftool se¢eneginden sonra asagida Sekil 5.3 ile verilen goriintii

elde edilmistir.

M T o o e
file Fit View Tools Deskiop Window Help ELR
o (8 0¢s HE Y AIEQD
| untitled fit1 |T\
. . v
Custom Equation v Autofit
fitname: unitled fit1 ‘ ) L d
' ] yoo=fe ) Fi
e I A\ Fit Options ﬂ
r 1 = |1 atb*exp(-c*x) Stop

Yoz g I Method: Nonlinear eastSquares
e o) A - e
Weghts: . [one l uanﬂaniteraﬁfyc‘intemE =

10e8

heuks_paramete falminei v given aaa LT3 i

Genf?)a‘mf:‘e " il el MasFunfvals 00
) = asbmnl< — i ]

Coefficients (nith 95% confidence bounds): unted Maite: o
a= D075 (.35, 04169) ot ‘ ;
be 178 41,32 Tofun et
= DGR (0321009 o 15 Tl ek

Goodress of it

ggEnEs‘:Go[H 17 Unknowns StartPoint Lower — Upper

R-square: 0,956 3 0 Jf Inf

Adjusted R-square; 0,949 051 R

N 170 b Z Inf Inf

0, c 01,5000 Inf Inf
0 05 1 15 2 25 3 3% 4 45 5 ﬁ
' t ||X
slgina serlert
Tableof Fit i U] basangig deferer
fitname +  Dats fittpe S5 R-square  DFE Adifsg  RMSE #Coefft  Validetion.. Validation... Validation..
Wunitedf. ywx  [wbleploiish 0% 8 w3 \ | \

Sekil 5.3 Uygulama Caligmasi 1 MATLAB Ciktist

Close

Bu komut kullanildiginda, eger baslangic degerleri belirtilmezse baslangic degerleri

otomatik olarak atanir. Buna gore, parametrelerin tahmin degerleri £, = 0.0287 ,
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B, =2.723 ve f3=0.682 olarak bulunmustur. SPSS programi ile Matlab
programinda kod yazmaya gerek kalmadan hazir olarak bulunan ilgili komutlar
yardimiyla Levenberg-Marquartd yontemi ile parametre tahmini elde edilmekle birlikte

parametre tahmin sonuglar iki programda da birbirine yakin olarak gézlenmektedir.

5.2 Uygulama Calismasi 2.

y = B1(1 — eP2¥) modeli i¢in verilen 6rnek veri seti ¢izelge 5.2 de gosterilmis olup bu
verilere  iliskin  degerler  https://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml
adresinden alinmistir. Modele ait parametre tahminleri 3 farkli iteratif yontem

kullanilarak elde edilmis ve karsilagtirmalari yapilmistir.

Cizelge 5.2 Uygulama Calismas1 2 modeline ait veri seti

X| 77.6 | 1149 | 141.1 | 190.8 | 239.9 | 289.0 | 332.8

X | 378.4|434.8 | 474.3 | 536.8 | 593.1 | 689.1 | 760

y | 40.02 | 10.07 | 14.73 | 17.94 | 23.93 | 29.61 | 35.18

y | 81.78 | 44.82 | 50.76 | 55.05 | 61.01 | 66.40 | 75.47

x ve y’ye iligskin sagilim grafigi Sekil 5.4 ile verilmistir.

x-y sacilim grafigi
90 .y ¢ T L2 9

80 | oA
70 - R
60 - : R
> 50 | : -
40 | . .
30 -

20

10 1 L 1 L 1 L L
(0] 100 200 300 400 500 600 700 800

X

Sekil 5.4 Uygulama Calismasi 2 i¢in x-y sacilim grafigi
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Parametrelerin baslangigc degerleri ilk olarak g, = 250, B, = 0.0005 olarak alinmus,
parametre tahminlerini elde etmek ig¢in Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt ve En

Hizl inis yontemleri kullanilarak elde edilen sonuglar karsilastiriimstir.

SPSS ve MINITAB programlarinda en hizli inis yontemi ile hesaplanma olmadigindan
en hizli inis yontemi i¢in MATLAB programinda kod yazarak hesaplamalar
yaptirilmistir. MATLAB kodu Ek 1 kisminda verilmistir.

Modele iliskin verilen veri seti kullanilarak, parametre tahminleri igin 3 ayn iteratif
yontem kullanilarak elde edilen sonuglar ve iterasyon sayilar1 ¢izelge 5.3 de verildigi

gibi elde edilmistir.

Cizelge 5.3 Uygulama Calismasit 2 modeline ait 3 farkli iteratif algoritmanin

karsilastirmasi
Parametre Tahmin Parametre Tahmini Iterasyon Sayisi
Yontemi
En Hizli Inis B1 = 238.0233 11
B, = 0.0006
Gauss-Newton B1 = 238.0233 4
B, = 0.001
Levenberg-Marquardt p1 = 238.0233 15
B, = 0.001

Baglangi¢ degerleri i¢in, f; = 500, B, = 0.001 alindiginda model parametreleri igin

elde edilen tahminler ve iterasyon sayilari ¢izelge 5.4’te yer almaktadir.

Cizelge 5.4 Uygulama Calismast 2 modeline ait 3 farkl iteratif algoritmanin farkl
baslangi¢ degerlerinde karsilastirmasi

Parametre Tahmin Parametre Tahmini Iterasyon Sayisi
Yontemi
En Hizli Inis B1 = 238.0233 9
B, = 0.0006
Gauss-Newton B1 = 238.0233 7
Levenberg-Marquardt p1 = 238.0233 12
, =0.001
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Baslangi¢ degerleri, f; = 100, S, = 0.005 alindiginda model parametreleri icin elde

edilen tahminler ve iterasyon sayilari ¢izelge 5.5’te yer almaktadir.

Cizelge 5.5 Uygulama Calismas1 2 modeline ait 3 farkli iteratif algoritmanin farkli
baslangi¢ degerlerinde karsilastirmasi

Parametre Tahmin Parametre Tahmini Iterasyon Sayisi
Yontemi
En Hizli Inis B1 = 238.0233 12
B, = 0.0006
Gauss-Newton B1 = 238.0233 7
B, = 0.001
Levenberg-Marquardt B = 238.0233 28

Farkli baslangic degerleri verilerek parametre tahminleri elde edildiginde, Gauss-
Newton yontemi ile iterasyon sayismin en az oldugu goriilmektedir. En Hizli Inis
yontemi ise Gauss-Newton yoOntemine gore daha fazla iterasyon sayisina sahiptir.
Levenberg-Marquardt yonteminin ise baslangic degerlerinden daha fazla etkilendigi,
yani kotli baslangi¢ degerlerine gore iterasyon sayisinin diger yontemlere gore daha
fazla arttig1 goriilmektedir. Sonug olarak baslangi¢ degerlerindeki degisime gore en ¢ok
etkilenen yontemin bu Ornek i¢in Levenberg-Marquardt yontemi oldugu
gozlemlenmistir. Ayrica En Hizli Inis yontemindeki adim etkisi hesabi oldukca
onemlidir. Uygun olmayan adim boyutu anilan yontemde farkli yakinsama sonuglarina

sebep olacaktir.

5.3 Uygulama Cahismasi 3.

Uciincii uygulama ¢alismasinda,

y = ByxP2
bigiminde parametrelerine gére dogrusal olmayan regresyon modeli gbéz Oniine
alinmigtir. “https://www.itl.nist.gov/div898/strd/nls/nls_main.shtml” web sitesinden
almmis olan veriler Cizelge 5.6 ile verilmistir. Bu veri setine ait modelin parametre
tahminleri 3 ayr iterasyon yontemiyle elde edilmis ve farkli baglangi¢ degerleri alinarak

karsilagtirmalar1 yapilmistir.
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Cizelge 5.6 Uygulama Caligmas1 3 modeli i¢in verilen 6rnek veri seti

X

1.309 1.471

1.490 1.565

1.611 1.680

y

2.138 3.421

3.597 4.340

4.482 5.660

x ve y’ye iligskin sacilim grafigi Sekil 5.5 ile verilmistir.

Ik olarak parametrelerin baslangig degeri f; = 1, B, = 5 olarak alinmis ve parametre

tahminleri Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt ve En Hizlhi Inis yontemleriyle

x-y sacilim grafigi

1.3 1.35 1.4

L L L
1.45 1.5 ™55
X

1.6 1.65 1.7

Sekil 5.5 Uygulama Calismasi 3 icin X-y sacilim grafigi

hesaplanarak karsilastirmalari gizelge 5.7 ile verilmistir.

Cizelge 5.7 Uygulama Calismast 3 modeline ait 3 farkli iteratif algoritmanin

karsilastirmast

Parametre Tahmin

Parametre Tahmini

Iterasyon Sayisi

Yontemi
En Hizl1 Inis B = 0.7910 11
B, = 3.7572
Gauss-Newton B = 0.7913 6
B, = 3.7558
Levenberg-Marquardt B1 =0.7913 6
B, = 3.7558
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Parametrelerin baslangi¢ degerleri f; = 1.5, , = 8 oldugunda parametre tahminlerinin
Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt ve En Hizli Inis yontemiyle elde edilen sonuglar

cizelge 5.8 ile verilmistir.

Cizelge 5.8 Uygulama Calismast 3 modeline ait 3 farkli iteratif algoritmanin farkl
baslangi¢ degerlerinde karsilastirmasi

Parametre Tahmin Parametre Tahmini Iterasyon Sayisi
Yontemi
En Hizli Inis B1 = 0.7910 14
B, = 3.7572
Gauss-Newton B1 = 0.7913 8
ﬁz = 3.7558
Levenberg-Marquardt B1 = 0.7913 10
ﬁz i 3.7558

3 yontem ile elde edilen parametre tahmin sonuglarinin hemen hemen ayni oldugu
gozlemlenmektedir, ancak farkli baslangic degerlerinde iterasyon sayisinin degisiklik
gosterdigi ve baslangic degerlerine gore en az iterasyon sayisinin Gauss-Newton
yonteminde ait oldugu goriilmektedir. En fazla iterasyon sayisimn En Hizli Inis

yonteminde oldugu sonuglara gére gdozlemlenmistir.

5.4 Simiilasyon Calismasi (Michaelis-Menten Kinetigi)

Biyokimyada Michaelis—-Menten Kkinetigi, enzim Kkinetiginin en basit ve en iyi
modellerinden biridir. Alman biyokimyaci1 Leonor Michaelis_ ve Kanadali hekim Maud
Menten'e atfen adlandirilmistir. Bu model, enzim reaksiyon hizin1 betimleyen bir
denklem seklindedir, reaksiyon hiz1 , bir substrat S'nin konsantrasyonu cinsinden ifade
edilen model,

— VmaxS
Kp+S

v

ile verilir. Burada, V4, sistemden elde edilebilecek en yiiksek reaksiyon hizidir, enzimi

doyurucu substrat konsantrasyonunda bu hiza ulasilir.
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Michaelis sabiti  K,,, reaksiyon hizinin V,,,,'in yarist oldugu substrat
konsantrasyonudur. Genelde modelin varsayimlarina bakilmadan, tek substrathi
biyokimya reaksiyonlarinin Michaelis—Menten kinetigine uydugu varsayilir (Ritz and
Streibig, 2008).

Simiilasyon c¢aligmasinda, parametre degerlerini iliretmek ig¢in literatiirde bulunan
degerler arastirilmis ve parametreler icin uygun olabilecek degerler rasgele olarak
tiretilerek model icin veriler elde edilmistir. S konsantrasyonu (0,4) araligindaki
Diizgiin dagilimdan rasgele olarak iiretilmistir. Parametreler, V,,,,, = 0.05 ve K,,, = 0.4
olarak alinmis ve modele giiriiltiiler ortalamas1 0, standart sapmasi1 0.001 olan Normal

dagilimdan tiretilerek eklenmistir. Buna gore, v gozlemleri

__0.05xS;

L= O'4+Si + ui, ul~N(O’O'01) ve Sl~U(0I4)

i =1,2,..,20 olmak lizere elde edilmistir. Simiilasyonla iiretilen v; ve S; degerleri

Cizelge 5.9 ile verilmistir.

Cizelge 5.9 Michaelis—Menten kinetigi modeline iligskin simiilasyonla iiretilen veriler

i Si v; i Si v;

1 0.27744366 | 0.019699530 11 1.57078879 0.040075421
2 3.27110079 | 0.043258161 12 3.25552224 0.046536027
3 3.77048693 | 0.044424830 13 1.50499382 0.040513257
4 1.07752751 | 0.036475825 14 1.52324873 0.039298470
5 0.67739249 | 0.031284247 15 1.05967351 0.035273061
6 0.13558249 | 0.011954015 16 1.75733727 0.040461927
7 0.71514002 | 0.033253912 17 1.83042860 0.040834008
8 2.56666146 | 0.043598927 18 2.16283019 0.042327250
9 0.09151097 | 0.009816117 19 2.66271932 0.043615655
10 0.03329931 | 0.003549224 20 0.45079575 0.026854660

Buna gore, Sve v’ ye ait sa¢gilim grafigi,
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Sacilim Grafigi

'.--.- e e
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[ L1111

000 004

Konsantrasyon

Sekil 5.6 Michaelis—Menten kinetigi modeline ait sa¢ilim grafigi

bigiminde elde edilir. R programinda bulunan “nls” komutu kullanilarak uydurulan
modele iliskin sonuglar Cizelge 5.10 ile verilmistir. Cizelgede, parametrelere iliskin
tahmin sonuglar1 ve iterasyon sayilar1 bulunmaktadir. R programinda bulunan “nls”

komutu Gauss-Newton yontemini kullanarak parametre tahmini yapmaktadir.

Cizelge 5.10 Michaelis—Menten kinetigi modeline ait R programindaki tahmin sonuglari

Parametre Tahmini Iterasyon Sayisi
K
6
Vmax

Parametre tahmin sonuglarmma bakildiginda, elde edilen tahminlerin simiilasyon i¢in
verilen ger¢ek parametre degerlerine oldukga yakin oldugu goriiliir. Elde edilen

sonuglara gore sagilim grafigi ile uydurulan egrinin grafigi Sekil 5.7 ile verilmistir.
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Michaelis-Menten Kinetik Modeli
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Sekil 5.7 Michaelis-Menten Kinetik modeline ait verilerin sagilim grafigi ile uydurulan

egrinin grafigi

Diger iteratif algoritmalar1 kullanarak parametre tahmini yapmak icin R da iiretilen

simiilasyon degerleri Minitab ve Matlab programlarinda ¢agrilmis ve yontemlere gore

elde edilen parametre tahminleri ve iterasyon sayilar1 Cizelge 5.11 ile verilmistir.

Cizelge 5.11 Michaelis-Menten Kinetik modelindeki parametre tahmin ydntemlerinin

karsilastirilmasi
Parametre Tahmin Yontemi Parametre Tahmini iterasyon Sayis
En Hizli Inis K = 0.4002 3
Vm = 0.0501
Gauss-Newton K = 0.4067 4
Vm = 0.0501
Levenberg-Marquardt K = 0.4067 4
Vm = 0.0501
R programi “nls” K = 0.4047 6
Vm = 0.0501

Diger uygulamalarda En Hizli Inis yontemi en yiiksek iterasyona sahip iken bu drnekte

en diisiik iterasyon sayisina sahip olmustur. Bununla birlikte her uygulamada Gauss-

Newton ve Levenberg-Marquardt yontemlerindeki tahmin sonuglar1 yaklasik olarak

aynidir.
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6. GERCEK VERI UYGULAMASI

Gergek veri ile yapilan uygulama calismasinda kullanilan veriler “Cok Evreli Biiyiime
Fonksiyonlar1 ve Baz1 Uygulamalar1” baslikli yiiksek lisans tezinden alinmistir (Celik,
2013). Kullanilan veriler Kahramanmaras Siit¢ii Imam Universitesi Ziraat Fakiiltesi
Zootekni Boliimii, Hayvancilik Arastirma ve Uygulama Merkezi’nden (Haymer) elde
edilen gercek verilerdir. Disi hindilere ait 4-60 haftalar arasindaki haftalik canli agirlik

degerleri cizelge 6.1 ile verilmistir.

Cizelge 6.1 Gergek veri seti uygulamasi

agirhk agirhk agirhk
hafta (disi_hindi) hafta (disi_hindi) hafta (disi_hindi)

4 439 23 5250 42 11250
5 614,5 24 5432 43 11680
6 835 25 5578 44 11680
7 1183 26 5838,5 45 11685
8 1483 27 5807 46 11908
9 1845 28 6075,5 47 12110
10 2165 29 6283,5 48 12345
11 2520 30 6445,5 49 12460
12 2652 31 6432 50 12578
13 2935,5 32 6783 51 12614
14 3207 33 7245 52 12723
15 3505 34 7936 53 12715
16 3784 35 8746 o4 12812
17 3994,5 36 9102 55 12894
18 4049,5 37 9457 56 12889
19 4342,5 38 9364 57 12892
20 4577 39 9809 58 13053
21 4823,5 40 10182 59 13046
22 5007,5 41 10895 60 13055

Bu uygulama c¢alismasinda amag, disi hindilere iliskin haftalik agirlik degerleri
kullanilarak uygun biiylime modelinin belirlenmesidir. Bu nedenle literatiirde yaygin
olarak kullanilan dogrusal olmayan ii¢ biliylime modeli alinmis ve modellere iliskin
parametre tahminleri yapilarak hangi model veriye en uygun modeldir belirlenmeye

caligilmistir.
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Karsilastirma yapmak i¢in alinan modeller, Gompertz modeli, Richards modeli ve
Weibull modelidir. x ile haftalar, y ile disi hindi agirliklart gosterilmek iizere

modellerin bigimleri Cizelge 6.2 ile verilmistir.

Cizelge 6.2 Biiyiime Modelleri

Gompertz modeli y = pyeheel*

Richaards modeli y= B

1
(1 + BreFs*)Pa

- - ——
Weibull modeli y = By — Bye P

Modellere iligkin parametre tahmini yapilabilmesi i¢in en 6nemli sey uygun baslangic
degerlerinin belirlenmesidir. Aksi takdirde yapilan uygulama c¢alismalarindan da
goriilmiistiir ki uygun baslangi¢c degeri verilmediginde bilgisayar programlar1 parametre
tahmin sonuglarini vermemekte ve hata ile karsilasilmaktadir. Bu nedenle parametre
baslangi¢c degerlerinin uygun olarak belirlenmesi ¢ok 6nemlidir. Bu modellere iliskin
parametre baslangic degerlerinin belirlenmesinde (5.1), (5.2) ve (5.3) denklemlerine
yapilan dontistimlerden yararlanilmistir. Her bir modele iliskin baslangic degerlerinin

nasil elde edildigi devam eden kisimda ayrintili olarak anlatilmstir.

[k olarak Gompertz modeli,
y = e P’ tg,

olmak {izere baslangi¢ degerlerini bulmak i¢in modele logaritmik doniisiim uygulanir.

Her iki tarafin dogal logaritmasi alindiginda

In(y) = In(B1)—Bae** + In(ey) (6.1)

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa

In (ln (%)) = In(B,) — Bsx
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olur. Burada,

y*=1n<m(%j)ﬁ;=bwﬁgﬁ;=—ﬁ3

olarak alindiginda
y' =B+ Bix

dogrusal regresyon modeli elde edilir. B, i¢in baslangi¢ degeri ,[?1(0) > max(y) olarak
almabilir. Buna goére diger parametreler icin baslangic degerlerini bulabilmek icin
bahsedilen doniistimler uygulanarak elde edilen dogrusal regresyon modelinde

parametre tahminleri yapilir. Daha sonra
5(0 B: A0 A%
O = o 0 =
ters doniigiimil ile parametreler i¢in baslangi¢ degerleri elde edilir.

Ikinci olarak Richards modeli gz 6niine alinsin. Model,

= A + £
T (14 BreBsx)\B T

y

olmak {izere baslangi¢ degerlerini bulmak i¢in modele logaritmik doniisiim uygulanir.

Her iki tarafin dogal logaritmasi alinir. Buna gore,
n(y) +5-In(1+ B¢ ™) = In(y) (6.2)
4

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa
( B, Ba

3) Timpets

In <(%)B - 1) — InB, — Bax
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olur. Burada,

y = in((2)" ~1).85 = g, ve pi=—s

y

olarak alinirsa
v =pB;+B3x

dogrusal regresyon modeli elde edilir. 8, i¢in baslangi¢ degeri ,5’1(0) > max(y) ve B,

icin baglangic degeri ,B:EO) = 1 olarak alinabilir. Buna gore diger parametreler icin
baslangi¢c degerlerini bulabilmek ic¢in bahsedilen doniisiimler uygulanarak elde edilen

dogrusal regresyon modelinde parametre tahminleri yapilir. Daha sonra
5(0 Br 50 5%
2()23[32’ 3():_/33

ters doniisiimil ile parametreler i¢in baslangi¢ degerleri elde edilir.

Son olarak Weibull modeli g6z 6niine alinsin. Model,

B
y=p1— ﬁze_ﬁ3eﬁgx f Ex

olmak {lizere baslangi¢ degerlerini bulmak igin modele iki kez logaritmik doniisiim

uygulanip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

B
By —y = Bye Pt (6.3)

In (—ln (,313— y)) = In(B3) + B4 In(x)
2

elde edilir. Burada,

y'=ln <—ln (ﬁ;j)),ﬁ;: = In(Bs), i = favex" = In(x)

olarak alinirsa

y' = B3+ Bax’
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dogrusal regresyon modeli elde edilir. ; i¢in baslangic degeri Bl(o) > max(y) olup

Yo = B1 — B2 oldugundan ; = B, olup B, i¢in baslangi¢ degeri ,[?éo) = ,@fo) > max(y)
olarak alinir. Buna goére diger parametreler i¢in baslangi¢ degerlerini bulabilmek igin
bahsedilen doniisiimler uygulanarak elde edilen dogrusal regresyon modelinde

parametre tahminleri yapilir. Daha sonra
83 = o5, B0 = i
ters doniigiimil ile parametreler i¢in baslangi¢ degerleri elde edilir.

Anlatan doniistimler uygulanarak elde edilen dogrusal regresyon modellerinde
parametre tahminleri R programi kullanilarak yapilmis ve gerekli doniisiimler ile her bir
model i¢cin parametrelerin baslangig. degerleri elde edilmistir. Her bir modele iligskin

parametrelerin baglangi¢ degerleri Cizelge 6.3 ile verilmistir.

Cizelge 6.3 Gompertz, Richards ve Weibull modellerinin parametre baslangi¢ degerleri

Model B1 B2 Bs B4
Gompertz 13056 12.2509 0.1215 -
Richaards 14490 30.3400 0.1132 1
Weibull 13056 13056 0.0020 1.844

Elde edilen bu baslangi¢ degerleri kullanilarak R programinda her bir modele iliskin
parametre tahminleri elde edilmistir. Elde edilen bu parametre tahminlerine gore veriler

ile uydurulan egrilerin grafikleri Sekil 6.1 ile verildigi gibidir.
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Gercek Veriler ve Uyum Grafikleri

8000
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Sekil 6.1 Gergek veri uygulamasina ait tahmin ve gercek degerlerinin grafigi

Alman dogrusal olmayan biiyiime modellerinin verilere olduk¢a uyumlu oldugu
goriilmektedir. Cizelge 6.4 ile her bir modele ait parametre tahmin degerleri, standart
hatalari, iterasyon sayilari ve model karsilastirmasi igin gerekli olan Akaike Olgiitii

(AIC) degerleri verilmistir.

Cizelge 6.4 Uygulama Caligmasi 6’ya ait modellerin sonuglari

Model Parametre AIC Iterasyon SE
Tahmini Sayisi

B, = 16867

Gompertz p2 = 3.5083 874.0791 9 495.4
B; = 0.0476
B, = 13305

Richards p2. = 970.3794 861.8387 39 441.3
Bs; = 0.1694
B, = 2.9424

Weibull B = 14669
B, = 13573 874.0259 13 491.1
Bs = 0.00053
B, = 2.0627
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Model parametrelerini tahmin i¢in yapilan R programindaki hesaplama kodlar1 ek 2 de
verilmigtir. Cizelge 6.4 ile verilen sonuglara gére AIC degeri en kiiciik olan model
tictincii model olan Richards’ in modelidir. Ayrica en kii¢iik standart hataya sahip model
Richards modelidir. Bu nedenle, eldeki veriye gore hindi biiyiime modeli i¢in en uygun

modelin bu model oldugu sdylenebilir.
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7. SONUC

Bu c¢alismada, dogrusal olmayan regresyon modellerinde parametre tahmini yapmak
icin kullanilan yontemler arastirilmistir. Anilan regresyon modelinde beklenen deger
fonksiyonunun parametrelere gore kismi tlirevlerinden en az bir tanesi en az bir
parametreye baglidir. Dogrusal olmama durumu modelin geometrisinden veya model

parametrelerinden kaynaklanmaktadir.

Bazi regresyon modelleri doniisiim yardimiyla dogrusallagabilmektedir. Ancak
dogrusallagma hata terimlerinin varsayimlarin1  etkileyeceginden her zaman

uygulanmasi dogru olmayacaktir.

Dogrusal olmayan regresyon modellerinde en kiiciik kareler yontemi ile parametre
tahmini yapilirken elde edilen normal denklemlerin ¢oziimii dogrusal regresyon
modelindekiler kadar basit olmamaktadir. Bu nedenle, bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in
iteratif yontemler kullanilmaktadir. Bu ¢alismada bu iteratif yontemler anlatilmis ve bu
yontemlerin baglangic degerlerine karsit davraniglar incelenmeye ¢alisilmistir. Yapilan
uygulama caligmalarinda, uygun baslangi¢c degeri se¢iminin bu yontemler i¢in ¢ok

onemli oldugu gozlenmistir. Aksi takdirde parametre tahminleri elde edilememektedir.

Yapilan uygulama caligmalarinda, baslangi¢ degerinin se¢imine gore iterasyon sayisi en
diisiik gozlemlenen yontem Gauss-Newton yontemi olmustur. Ancak bu durumu
genellemek her zaman miimkiin degildir. En Hizli Inis yonteminde, baslangi¢ degerinin
secimine gore iterasyon sayisinin degistiZi ve uygun olmayan baslangi¢ degerlerinde
iterasyon sayisinin arttig1 goriilmiistiir. Iterasyon sayilari farklilik gdstermesine ragmen
hemen hemen her durumda parametre tahmin degerleri tiim iteratif yontemlerde ayni
olarak elde edilmistir. Yakinsama hizina gore karsilagtirma yapilacak olursa, en az
iterasyon sayist ile yakinsama hizi en yliksek olan yontem Gauss-Newton yontemi
olmustur. Iterasyon sayisi, En Hizli Inis yonteminde fazla olmakla birlikle bu ydntemi
uygularken adim etkisinin hesab1 olduk¢a dnemlidir. Uygun secilen baslangi¢ degerinde

ve uygun segilen adim boyutunda En Hizli Inis yénteminde hizli yakinsama beklenir.
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Literatiirde adim etkisinin hesaplanmast icin ¢esitli yontemler vardir. Uygun

hesaplanmayan adim boyutunun iterasyon sayisina olumsuz etkisi olacaktir.

Sonug olarak parametre tahmin yonteminde Gauss-Newton, Levenberg-Marquardt ve
En Hizli Inis yontemleri yaklasik olarak ayni sonuglar vermesine ragmen iterasyon
sayist bakimindan farklilik gostermektedir. Baslangi¢ degerinin se¢iminden en az
etkilenen Gauss-Newton yontemi oldugu gézlemlenmis ancak bu durum her zaman
beklenemez. Algoritma adimlarinda bulunan adim boyutuna sahip olan En Hizli Inis
yonteminde adim boyutu dogru se¢ildiginde ya da dogru hesaplandiginda yakinsama

hiz1 hizl1 ve iterasyon sayisi diisiik olacaktir.

Calismanin son boliimiinde, disi hindi agirliklarina iliskin gergek veriler gbz Oniine
alinmis ve hangi biiylime modeline uygunluk gosterdigi belirlenmeye ¢alisiimistir.
Gergek veri ile yapilan calismada da baslangic degerinin Oonemi goriilmiistiir. Bu
nedenle ilk olarak uygun baslangic degeri se¢imi i¢in ¢esitli doniisiimler uygulanmis ve
her model igin parametrelere iliskin baslangic degeri belirlenmistir. Daha sonra,
belirlenen bu baslangi¢ degerleri kullanilarak modellere iliskin parametre tahminleri R
programinda yapilmistir. Model karsilastirmasi i¢in AIC ol¢iitii kullanilmis ve AIC
degeri en diisiik olan modelin veriler i¢in uygun model oldugu sdylenmistir. Verilerin
alindig1 tez calismasinda erkek ve disi hindilere iliskin veriler kullanilmis ve hindilerin
bliylimesi ¢ok evreli analiz ile gerceklestirilmistir. Bu c¢alismada ise, sadece disi
hindilere ait agirlik verileri kullanilmis ve disi hindilerin biiyiimesinin Gompertz,
Richards ve Weibull modellerinden hangisi ile en iyi agiklanabilecegi arastirilmak
istenmistir. Elde edilen sonuglarin literatiirde hindi biiyiimesi i¢in elde edilen sonuclarla

uygunluk sagladig: goriilmiistiir.
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EKLER
EK 1 En Hiz1 inis Yontemi ile Parametre Tahmini Matlab Kodlar
function a=EH(X,y)
tol=0.0001 %tolerance
iter_max=50; %maksimum iterasyonsayisi
a=[250,0.0005]; %baslangi¢ degerleri
n=length(x);
disp(‘iterations a0 al da0 dal’);
for iter=1:iter_max
a0=a(1);
al=a(2);
for i=1:n
f(i)=a0*(1-exp(-al*x(i)));
j(i,1)=1-exp(-al*x(i));
j(i,2)=a0*x(i)*exp(-al*x(i));
d(i)=y(1)-f(i);
end
da=("*\G™d);
a=a+0.7*da’;
out=[iter a da'];

disp(out);
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if (abs(da(1)) < tol && abs(da(2)) < tol);
disp('gaussnewton yakinsadz.");
break
end
end

end
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EK 2 Gompertz, Richaards, Weibull Modellerinin Parametre Tahmini i¢in R
Kodlan

library("stats")
library("readxI™)
veriseti <- read_excel("D:/YiiksekLisansOgrenciler/Umut/TezSon/hindi.x1sx")
data <- structure(list(hafta,agirlik ),
Names = c("hafta", "agirlik™),
class = "data.frame",row.names = c(NA, -57L))
library(drc)
library(ggplot2)
library(minpack.Im)
#Gompertz modeli icin baslangic kosullari
yyildiz=log(log((max(agirlik)+1)/agirlik))
baslangic=Im(yyildiz~hafta)
modell <- nls(agirlik~tetal*exp(-teta2*exp(-
teta3*hafta)),data=data,start=list(tetal=max(agirlik)+1,teta2=exp(2.5056),teta3=0.1215
),trace=FALSE)
coef(modell)
AIC(modell)
confint(modell)
summary(modell)
#Weibull Buyume Modeli
yyildiz3=log(-log((max(agirlik)+1-agirlik)/max(agirlik)))
haftayildiz3=log(hafta)
baslangic3=Im(yyildiz3~haftayildiz3)
model3<- nls(agirlik~(tetal-teta2*exp(-
teta3*(hafta™tetad))),data=data,start=list(tetal=max(agirlik)+1,teta2=max(agirlik)+1,tet
a3=exp( -6.203),teta4=1.844 ),trace=FALSE)
summary(model3)
coef(model3)
AIC(model3)

confint(model3)
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#Richards modeli

#yyildiz2=log(((max(agirlik)+1)/agirlik)-1)

#haftayildiz=hafta

#baslangic2=Im(yyildiz2~haftayildiz)

model2 <- nis(agirlik~(tetal/(1+(teta2*exp(-
teta3*hafta)))(1/tetad)),data=data,start=list(tetal=1.449e+04,teta2=3.034e+01,teta3=1.
132e-01,tetad=1),trace=FALSE)

summary(model2)

coef(model2)

AIC(model2)

#Gercek Veriler-Uyum Grafigi
plot(hafta,agirlik,col=1,pch=16,xlab="Hafta",ylab="Agirlik",cex.lab=0.8,col.lab="blue")
lines(hafta,predict(modell),col=2,lwd=2)

lines(hafta,predict(model3),col=3,lwd=2)

lines(hafta,predict(model2),col=4,lwd=3)

legend(45,10000,legend=c(""Gercek Veriler","Gompertz Buyume Modeli","Weibull
Buyume Modeli","Richard's Buyume
modeli"),col=c(1,2,3,4),cex=0.35,text.font=1,lwd=2)

title("Gercek Veriler ve Uyum Grafikleri”,cex.main=.8,col.main="blue")
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