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1. GIRIS

Son yillarda dogal olaylarin matematiksel modelleri ya siirekli ya da ayrik analiz
kullanilarak yapilmaktadir. Siirekli durum igin niifus artigini ve biyolojik olayi,
ayrik durum igin de Newton metodunun uygulamalarini ve kismi diferensiyel denk-
lemlerin ayrigtirilmasini érnek olarak verebiliriz. Bununla birlikte, olaylar zaman
zaman siirekli ve zaman zaman da ayrik oldugunda bu modeller yetersiz kalmak-
tadir. Dolayisiyla hem siirekli hem de ayrik olaylara iligskin denklemlerin incelenmesi
icin yeni bir teoriye ihtiyac duyulmustur. Iste bu teori zaman skalasinda dinamik
denklemler olarak adlandirilir. Zaman skalasi teorisi ile, siireksizlik iceren model-
lerin de matematiksel olarak ifade edilmesi saglanmigtir. Boceklerin niifus artigina
bakilacak olursa, belli bir sezonda 6rnegin kisin boceklerin nesilleri tiikenirken, diger
sezonda boceklerin yumurtalar: kulugkaya yatirilip catlar ve sonucta bocek niifusu
hizla artig gosterir. Zaman skalasinda dinamik denklemlere iligkin ¢aligma, Stefan

Hilger (1988)’in yapmis oldugu doktora tezidir.

Bu ¢alismada, zaman skalasinda ikinci basamaktan siiper yari-lineer dinamik denk-

lemlere iligkin salimmmhlik kriterleri verildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 R nin bos olmayan kapali herhangi bir alt kiimesi olan T ye zaman
skalasi denir. Ozel durumda T = R reel sayilar kiimesi, T =Z tam sayilar kiimesi

olabilir.

Tanim 2.2 T bir zaman skalas1 olsun. Ileri sicrama o : T — T operatdriiniin bir

t € T,t <supT, noktasindaki degeri

o(t)=inf{seT:s>t}

ve geri sigrama p : T — T operatoriiniin bir ¢t € T,¢ < sup T, noktasindaki degeri

p(t)=sup{seT:s<t}

olarak tanimlanir.

T kapali oldugundan, V ¢ € T igin o (t),p(t) € T dir. Eger {s € T:s >t} bos
kiime ise, inf () := sup T, yani T nin maksimumu t ise o (¢) = t, benzer gekilde eger
{s € T: s <t} bos kiime ise sup () := inf T, yani T nin minimumu ¢ ise p (¢) = ¢ dir.
Eger t € T icin o (t) > t ise t ye sag-yayumas denir. p(t) < t iken t ye sol-yayilmasg
denir. Eger t < supT ve o (t) =t ise t ye sag-yogun; t > inf T ve p(t) =t ise t ye
sol-yogun denir. Eger ¢ ayni zamanda sag ve sol yayilmis ise t ye ayrik nokta, t sag

ve sol yogun ise t ye yogun nokta denir.

Tanim 2.3 Ileri Graininess fonksiyonu, p: T — T, t € T icin

plt)=o(t) -t

olarak tamimlanir. Geri Graininess fonksiyonu ise v : T — T, t € T igin

v(t)=t—p(t)



dir.
Zaman Skalasinda Tiirev

Tanim 2.4 Eger T nin maksimumu m sol yayilmig ise T% = T\ {m} dir. Aksi

takdirde T = T dir.

Tamm 2.5 f : T — R bir fonksiyon ve ¢t € T* olsun. Herhangi bir ¢ > 0 ve Vs € U
icin

[f (0 (1) = f(s) = f2 (&) (0 (t) = )| < elo(t) — s

olacak sekilde ¢ noktasmin bir U komsulugu varsa, bu 6zelligi saglayan sonlu f2 (¢)
reel sayisina f fonksiyonunun ¢ noktasindaki delta (veya Hilger) tirevi denir. Eger
vt € TF icin f2 (t) sayis1 meveut ise f fonksiyonuna T* idizerinde delta (veya Hilger)

tiirevlenebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.6 f : T — R fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun ¢ € T* noktasindaki

A—tiirevi,
f7) = f(s)
o(t)—t

limiti (eger bu limit varsa ve sonlu ise ) olarak tanimlamr, burada f7 () = f (o (t))

dir.

A1) = lim

s#o(s),s—t

Asagidaki teoremde A—tiirevle ilgili bazi 6zellikler verilmistir.

Teorem 2.7 f : T — R fonksiyonu verilsin ve ¢ € T* olsun. O halde
(i) Eger f fonksiyonu ¢t noktasinda A—tiirevlenebilir ise, ¢t de streklidir.

(ii) Eger f, t de siirekli ve t de sag yayilmig nokta ise f, t de A—tiirevlenebilirdir ve

dir.

(iii) Eger ¢ sag yogun nokta ise f nin ¢t de A— tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve



yeter kosul
o f 0= F(5)

s—t t—s

limitinin sonlu olmasidir. Bu durumda

dir.
(iv) Eger f, t de A— tiirevlenebilir ise

Flo(®)=f)+pt)f> 1)

dir.
Asgagidaki teoremden yararlanarak A— tiirevlenebilir fonksiyonlarin toplaminin, car-

piminin ve oranimin A— tiirevini bulabiliriz.

Teorem 2.8 f,g : T — R fonksiyonlarinin ¢ € T noktasinda A—tiirevlenebilir
oldugunu varsayalim. Bu durumda

(i) f+g: T — R toplam da ¢ de A—tiirevlenebilirdir ve

(f+9)% (1) =20 +9% ()

dir.

(ii) Her « sabiti i¢in af : T — R fonksiyonu ¢ de A— tiirevlenebilirdir ve

(af)* (1) = af? (1)

dir.
(iii) fg: T — R carpimu ¢t de A—tiirevlenebilirdir ve

(f9)2 () = 2 g®)+f (1)g> (1)
= fOgO)+ 209 (1)



dir.
(iv) Eger g (t) g (o (t)) # 0 ise g orani da ¢t de A—tiirevlenebilirdir ve
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dir.
f:R—Rveg: T — R olmak iizere fog nin A—tiirevi ilk olarak Christian Pttzsche

tarafindan verilmistir (Bohner ve Peterson 2001).

Teorem 2.9 f : R — R siirekli tiirevlenebilir ve g : T — R delta tiirevlenebilir

fonksiyon olsun. Bu durumda

fog: T —R

fonksiyonu da A— tiirevlenebilirdir ve ¢t € T* icin

(fog)® = {/01 f'lg+ hugA)dh} g

dir.
Zaman Skalasinda Integral
Integrallenebilen fonksiyonu tanimlayabilmek icin asagidaki kavramlar: verelim.

Tanim 2.10 f : T — R fonksiyonu sag-yogun noktalarinda siirekli ve sol yogun nok-
talarindaki soldan limiti varsa, f fonksiyonuna sag-yogun siirekli denir. f: T — R
seklindeki sag-yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi C,.q = C,q (T) = C,q (T, R) ile
gosterilir. f € Cq(T,R) ve f* € C,q(T,R) ifadelerini saglayan fonksiyonlarm
olugturduklar1 kiime ise

Cy}d = C:d (T) = q}d (Ta R)

dir.
Tanim 2.11 f : T — R fonksiyonu verilsin. Eger bir F' : T — R fonksiyonu T*
{izerinde A—tiirevlenebilir ve Vt € T* i¢in F2 (t) = f (t) ise, F' ye f nin T tizerinde

bt



bir A—ilkeli (veya A—antitirevi) denir. f : T — R fonksiyonunun A—integrali

belirli kosullar altinda verilmektedir.

Teorem 2.12 f : T — R fonksiyonu verilsin, F' : T — R de f nin bir A—ilkeli olsun.

Bu durumda her a,b € T ve a < b igin f nin a dan b ye A—integrali

[ rwat=ro)-r

dir. Ayrica,

a = b ise, /af(t)At:Ovea>bise, /bf(t)At:—/af(t)At
a a b

dir.

Teorem 2.13 (A—integralinin 6zellikleri). a,b,c € T, a, 5 € R ve f,g: T — R de
A—integrallenebilir fonksiyonlar olsun (A—ilkelleri mevcut olsun). Bu durumda

() J, lof () +Bg (O] At =a [ f () At+5 [ (t) At,

(i) f, f(8) At = [ F (8) At + [ f (1) At,

(iii) f ve g, A—tiirevlenebilir ve f2, g® da A—integrallenebilir olmak iizere

/fA(t)g(t)AtIf(b)g(b)—f(a)g(a)—/ fo () g™ (t) At

dir.

(iv) Eger t € [a,b); igin f (£) > 0 ise, [ f (t) At > 0 dir.

(v) Eger f, A—integrallenebilir ise | f (¢)| de A—integrallenebilirdir ve ‘ fab f@) At‘ <
JONF (6] At dir,

Bir f tiirevlenebilir fonksiyonu ve b, ¢ € T icin, f2 nin Cauchy integrali

/bCfAAtzf(@—f(b)

seklinde tanimlanir.



T = R durumunda

o(t) = plt)=t, plt
IO /f At—/f

ve T = Z durumunda

o(t) t+1, p(t)y=t—1, pu(t) =1,
A = AfO)=f+1) - f(1)

/bcf(t)Atzif(t)

olur. Daha genig bilgi i¢in Kaymakgalan vd. (1996), Bohner ve Peterson (2001,
2003), kitaplarina bakilabilir.

dir. Ayrica (b < ¢) ise

Lemma 2.14 X ve Y negatif olmayan reel sayilar ve A > 1 olmak tizere
X = AXYM 4+ (A=D1 Y >0
dir. Esitlik ancak ve ancak X =Y durumunda gegerlidir (Hardy vd. 1959).
Lemma 2.15 VX > Y > 0 reel sayilar olmak tizere A > 1 i¢in,
Xy > 9l (X - Y)A
gergeklenir (Jianchu 2002).

Lemma 2.16 A ve B pozitif reel sabitler olsun . Eger p > 1 ve ¢ > 1 sayilar1 eglenik
ise (yani }D + % =1), % + % > AB gergeklenir (Hardy vd. 1959).



3. IKINCI BASAMAKTAN DINAMIK DENKLEMLER iCIN SALINIM-
LILIK KRITERLERI

Bu boliimde Agarwal vd. (2007), Grace vd. (2009), Han vd. (2010), makalelerinden

yararlanarak

(a(t) (= () +q () 2" (1) =0 (A)

seklinde ikinci basamaktan dinamik denklemi icin

/00 a" V% () As = oo (B)

to

veya

/ T () As < oo (@)

to
durumlarinda bazi salinimlilik kriterleri verildi. Burada T C R zaman skalasi, ty > 0
ve tg € T, t € [tg,00)r icin a ve g reel degerli, pozitif ve sag yogun siirekli fonksi-

yonlar, «, § > 0 olmak iizere «, 3 iki pozitif tek tam sayinin oramdir.

VT >t igin 2 € C},(T,R); olmak iizere z : T — R fonksiyonu (A) nin agikar
olmayan bir ¢oziimii olsun. x sonsuzda pozitif veya sonsuzda negatif degilse x e
(A) min salimemle ¢ézimi denir. Aksi takdirde, bu ¢oziime salinimly olmayan ¢ézim
denir. (A) nin her x ¢oziimii salimimh ise (A) ya salinsmlidir, aksi takdirde saliniml

olmayan denklemdir denir.
3.1 (A) Denkleminde o = 8 Durumu

Bu durumda

(a(t) (22 1)) +q(t) 2% (£) = 0 (3.1)

yari-lineer dinamik denklemini elde ederiz.



i. 0 < a <1 durumu

Teorem 3.1 (C) saglansin. Ayrica, yeterince biiyiik ¢; igin

a+1

| t als) (€2 (9)),)
ll?iilp /tl £(s)q(s)— @t D € () As =00 (3.2)

ve

hﬁigp /tlt [q IO (0‘ i 1)a+1 07 (s) (13) (a(s))

olacak sekilde bir £ € C!, (T, R) pozitif fonksiyonu varsa, (3.1) denklemi salimimlidir.

As=o00 (3.3)

Q-

Burada ¢ (t) > 0 olmak iizere

(1) Wa@f <t)’ 0 () = a’™ () 0(t) (3.5)
(SHGIR = max {0,£° (t)} (3.6)

dir.

Ispat x (t), (3.1) denkleminin salimml olmayan bir ¢oziimii olsun. z in pozitif
olmasini incelememiz yeterlidir. ¢ > ¢; > ¢, icin x (¢) > 0 olsun. (3.1) denkleminden
(a (xA)a)A (t) < 0 dir. O halde a (z®)” azalan bir fonksiyondur. a pozitif bir
fonksiyon ve a tek say1 oldugundan a (ZL“A)a ve 2 aym isaretlidir.

Simdi ¢ > #; i¢in 2 (t) > 0 ve t > t; icin 22 < 0 durumlarim inceleyelim.

(I) t > t; igin z® (t) > 0 durumu.

w, fonksiyonunu

w(t) = (3.7)



seklinde tanimlayip delta tiirevini alirsak

2 (20)°
- e ) el T
R A 9
elde ederiz. Potzsche zincir kuralm uygularsak
@ ) 2 0 ()2 () 310
dir. (3.10) u (3.9) da kullanwsak
w0 < S Our ) - - OO ZO gy

1
elde ederiz. a(t) (z* (t))"azalan fonksiyon oldugundan z* (t) > (%) T2 (o(t))

ve 22 (t) > 0 dan z (t) < z (o(t)) dir. Bunlan (3.11) esitsizliginde kullanirsak

A SA(t) o
w= () < 0N (t) —q(t)§(t)
—Oéé(t) a —1/a j¢o 1/« w° QTH
& (t)( ) (&7 () (w (1)) (3.12)
uluruz. Lemma 2. e N = atl = (as = ~ — ve
buluruz. Lemma 2.14 de A = 22, X = (o) =

10



(gA (t))+ p _ é(t) —1/a (¢o “Ye o att
i) () —a a0 (@) (€7 (1) (W (1))
a A a+1
< o <<§a+(1t>)+) z (3.13)
(a+1)"" (£(1))
elde ederiz.
(3.13) i (3.12) de kullanirsak
At) < —qlt 0 <<§A ), (3.14)
- (a+ 1T (€ (1)° |
buluruz. (3.14) esitsizligini ¢; den ¢ ye kadar integre edersek
: a() (€ ),)"
w w () — s)E(s) — T — | As 3.15
W=wt) = [ a0E6 - .15

elde ederiz. ¢t — oo oldugunda (3.2) den w () — —oo buluruz. Bu durum w (¢) nin
pozitif olmasi ile geligir.
(IT) t > t; igin 2 (t) < 0 durumu.
w, fonksiyonunu
a(t) (=2 (1)"

w(t) = O (3.16)

seklinde tanimlayalim. (3.16) dan ¢ > ¢; i¢in w (t) < 0 dir. a(t) (z* (¢))" azalan

22 (t) dir. Bu esitsizligi ¢t > ¢; den u >t

oldugundan Vs > t icin 22 (s) < <a(t)>

ye kadar integre edersek

A
5
=
+
R

IA
8
—~
~
~—
+
—~
IS
—~
~
~—
~—
Rl
8
>
—~
~
~—
—
IS
—~
S
—~
V)
~—
~—
L
~
Q
>
VA

(3.17)

11



buluruz. © — oo oldugunda

0

VAN
8
—~
~
SN—
+
—
IS
—~
~
SN—
SN—
Q-
8
>
—
~
SN—
3
—
I~
—~
w
SN—
SN—
L
~
Q
>
w

elde ederiz. O halde

veya

dir. (3.18) esitsizligini (3.16) da kullanirsak

1< (Bw(t) <0

buluruz.

(3.16) esitliginin taraf tarafa delta tiirevini alirsak

wh () = < ! >A(a(t)(f€A(t))a)a+

x« (t)

elde ederiz. Potzsche zincir kuralindan

(2% (1) < a(z (8)* 2 (8)

dir. O halde
A oz () et (1) (a (1) (=2 (1))
w>(t) < —q(t) - 2o (t) (27 (1))@
B _a (a(t) (= (1)) 22 (t)
< —at) (@ @)

12

(3.18)

(3.19)



elde ederiz. 22 (t) < 0 oldugundan, x (t) > 2° (t) ve

a (a (t) (mA (t))a)a 72 (1) - o (a (1) (xA (t))a)a 72 (t)
(t

() (@ ()" =

() (e

den

WA (1) < —g(t) +a (—”“)); (= (”)awf’ (t) <0

dir. Boylece w? (t) < w (t) dir. O halde

_a(a(t) (22 (1)) 22 (¢) . Cw(t)\* (27 (1) "‘wg
cWe ) ( a<t>> (x<t>> )
Ca (L) (W)
. (a(t)) “)(w))
buluruz.
a? (t)  w(t)+ p(t)z® (1) 2 (t)
) v () =1+l
olup (3.18) den
x”(t)>1_ p(t) 6 —n()

z () (a ()= 0(t) 0 (t)

dir. Bu esitsizlik ve (3.20) den t > t; i¢in

—1 a+1

w? () +q(t) +ala(t) ¢ (&) (w(t) ~ <0

dir. (3.21) i 6* (t) ile carparsak

0°7 (1) w™ (1) +q (1) 07 (£) + 0" (1) (a (1)) = &° (1) (w (£)"5 <0

13
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elde ederiz. Bu esitsizligi ¢; den t ye kadar integre edersek

/t f 0° (s)w? (s) As + /t lt q(s) 6 (s) As

esitsizligine ulagiriz. Birinci terime kismi integrasyon uygularsak

(3.22)

/t 0°" (s)w™ (s) As = 0" (H)w (t) — 0“ (t)) w () — /t A (s)]A w(s)As (3.23)

buluruz. Potzsche zincir kuralindan

-1

07 (1)]” = ab® (t) / 1 [RO7 (t) + (L= R) 0 ()] dh

dir.
02 (1) = — (1/a(t))* < 0 dan

- / 6" ()] w(s) As > a / (g)) (07 ()™ w (5) As

buluruz. (3.22), (3.23) ve (3.24) den

0° (t) w (1) — 0" () w (1) + / 4(5)0°7 (5) As

v (st ))‘1” (0 ()" w () As

1 S
t
+a/ 0 (s
t1

<0

—~

-1 a+1

) (a(s)) ™ % (s) (w(s)) = As

buluruz.

14
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Simdi, p = O‘TH, q = a + 1 olmak iizere

alalim. Lemma 2.16 dan

b (1) (a (1) "= ™ (t) (w (1))
o a+1 1
*(a+1) P ()6 (t) (a (1))
> —a(a(t)= (07 (1) 'w (t) (3.26)

saglanir. (3.25) ve (3.26) dan

6% (t)w (t) — 0 (t1) w (t1)

+/tlt 2(5)07 () - <ai1>a+l 0 (5) o (15) CEE |

< 0

elde ederiz. Boylece (3.3) den ¢t — oo oldugunda lim sup alirsak 6° (t) w (t) — —oo

olup, bu da (3.19) ile celigir.

ii. > 1 durumu

Teorem 3.2 (C) saglansin.

lim sup /tlt [€(s)a(s) =" ()€™ (5)] As = o0 (3.27)
) /: (a 23) /t j 0% (u) q (u) Au) . As = oo (3.28)

olacak sekilde Vt; € [to, 00)y icin pozitif azalmayan delta diferensiyellenebilir bir £
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fonksiyonu varsa, (3.1) denklemi salinimhdir. Burada

0 (t) = ( / Lava () As> h (3.29)

t1

dir.

Ispat Aksini kabul edelim. Yani x (¢), [to, 00); arahginda (3.1) denkleminin saliniml
olmayan bir ¢oziimii ve t > t; > tg igin x (t) > 0 olsun.
(I) t > t; icin 22 (¢) > 0 durumu.

Potzsche zincir kuralindan [¢, 00); araliginda
! -1
(z%)® = axA/ (z + hpa®)* dh >0
0

dir. Dolayisiyla 2%, [t1,00); da artan bir fonksiyondur. w fonksiyonunu (3.7) sek-

linde tammlayalim. Bu durumda (3.8) den

. &8
(ao)e

< —ggrar (2 (330

wh < g€+ (a(2%)")
dir.

— o)+ / a2 (3) [a(s) (2 ()T As
> / aV2 (3) [a(s) (£ (5))°/*As

1

> [a(t) (2 ()] / 0o (5) As

t1

oldugundan ¢ € [t;, 00)t igin

(S s (foos) T o
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elde ederiz. (3.31) i (3.30) da kullanirsak
w? < —g€ + et (3.32)
buluruz. Bu esitsizligi ¢; den t ye kadar integre edersek

o<l Swt)~ [ 1060 ()€ (9] As

t1

elde ederiz. (3.27) den t — oo oldugunda, limsup alirsak w () — —oo dur. Bu
durum w (t) nin pozitif olmas ile geligir.
(IT) t > t; igin 22 (t) < 0 durumu.

Bu durumda s >t > t; i¢in a (:L'A)a azalan oldugundan

dir. O halde
—z2 (s) > a e (s) al/® (t) (=22 (1)) (3.33)

esitsizligini ¢ > t; den u > t ye kadar integre edip v — oo alrsak ¢t € [t1,00) igin

e ( [ e As) (—at’™ (1) (2 (1)) = —6 (1) ¥/ (1) 2> (1)

ve

(@) > —(O1))a(t) (@ ()"
> =0 )% (t) (2= (1))
= b(6(t)” (3.34)
elde ederiz. Burada b = —a (t;) (z® (t;))* > 0 dir.
(3.1) denkleminde (3.34) i kullamirsak ¢ € [¢1, 00)q icin
—(a ()2 (t) > b0* (t) q(t) (3.35)
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buluruz. (3.35) esitsizligini ¢; den t ye kadar integre edersek

—a(t) (z® (t))a > —a(ty) (z* (tl))a + b/ 0% (s) q(s) As

t1

> b/t 0% (s) q (s) As
elde ederiz. Buradan
t 1/a
—22(t) > (%/t 6% (s)q(s) As> (3.36)

dir. (3.36) y1¢; den t ye kadar integre edersek t — oo oldugunda

00 >x(t]) > —x(t)+x(ty) > /tlt (%/tlsﬁa(u)q(u)Au>l/aAs—>oo

seklinde celigki elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

Not: Teorem 3.2 nin ispatinda, (C) kosulu yerine (B) kogulunu kullanirsak, II.
durum dikkate alinmaz. Sadece I. durum gegerlidir. Yani, eger V¢ > t; > tg
i¢in z (t) > 0 (3.1) denkleminin ¢oziimii ise 22 (t) > 0 dir. Aksi takdirde baz
ty >ty icin 22 (t2) < 0 elde ederiz. O halde a (t) (#2)* (t) < a(t2) (x2)% (t2) dan
(a ()" 22 (t) < (a(t2))Y* 22 (t3) =: ¢ < 0 gergeklenir. Buradan

O<x(t)gx(t2)+c/t(a(s))_1/O‘As—>—oo, t — 00

to

dir. Bu da z (t) nin pozitif olmasi ile celisir. Boylece agagidaki sonucu elde ederiz.
Teorem 3.3 (B) saglansin. Vt; € [tg,00) i¢in (3.27) saglanacak sekilde pozitif

azalmayan delta diferensiyellenebilir bir ¢ fonksiyonu varsa, (3.1) denklemi salinim-

Lidar.
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Teorem 3.4 (C) ve (3.28) saglansin. ¢; € [ty, 00) i¢in

. t a(s) (EA (S))O[Jr]L
hﬂilp/h [& (s)a(s) - (a+1)*" ( €% (s) )

olacak sekilde pozitif azalmayan delta diferensiyellenebilir bir ¢ fonksiyonu varsa,

As = 00 (3.37)

(3.1) denklemi salinimhdir.

Ispat = (t), (3.1) denkleminin salimml olmayan bir ¢oziimii ve t > ¢, > t, icin
z (t) > 0 olsun. Teorem 3.1 in ispatindaki gibi, I. durum ve II. durumu elde ederiz.
II. durumun ispati Teorem 3.2 nin ispatindaki II. duruma benzerdir. I. durumu
ele alip w fonksiyonunu (3.7) seklinde tamimlarsak (3.8) esitsizligini elde ederiz.

Potzsche zincir kuralindan
1 » 1
(z2)® = axA/ (z + hpa®)™ dh > ozxA/ 2 tdh = ax®ta? (3.38)
0 0

dir.
(3.38) 1 (3.8) de kullanwrsak [t;, 00), da

wA < _§q+ iwg o Oéf (ﬁ) ((l ([L’A)aa)a
3 x (z7)
A A
= =g+ z—gw" — ozgc, <%) w’ (3.39)

elde ederiz. Burada [t;, 00)y icin

mA_ —1/a w\“ -1/ w’ e
T (@) = (%) .

|=
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dir. (3.40) 1 (3.39) da kullanwrsak t € [t1, 00) igin

A fA 1 3 1+2L
w S —5(] + f—gwg —aa /a(§0>—1+1 ('ZUU) o (341)
dir.
,+11
X = (aS)T aé-a‘ wU7
« AN\ & a
- () () e
ve \ = + ise, Lemma 2.14 den
a+1
-1 £ atl fA a (gA)
aa= — (w? — Zw’ + «— >0
R TS -

elde ederiz. Bu esitsizligi (3.41) de kullanirsak [t1, 00); araliginda

a (€A>CX+1
CESITENNG

w® < —€q+ (3.42)

dir. (3.42) esitsizligini ¢; den t ye kadar integre edersek

w() <) - [ [§<s>q<s>—(aj<f)’a+l< e I

elde ederiz. t — oo oldugunda, (3.43) de limsup alip (3.37) yi kullanirsak ¢ > t;

icin w (t) nin pozitif olmasi ile celigki elde ederiz. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.4 iin ispatinda (C) kosulu yerine (B) kogulunu kullamrsak agagidaki sonucu

elde ederiz.
Teorem 3.5 (B) saglansin. Eger herhangi ¢, € [to, 00) igin (3.37) saglanacak se-

kilde pozitif azalmayan delta diferensiyellenebilir bir £ fonksiyonu varsa (3.1) denk-

lemi salimmmlidir.
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Teorem 3.6 (C) ve (3.28) saglansin. Eger Vt; € [ty, 00)q icin

imsp [ [g (5)a(s) - (4é)) ((5 o) )(n” (5

¢ (s)

As = 00

(3.44)

olacak gekilde pozitif delta diferensiyellenebilir bir ¢ fonksiyonu varsa (3.1) denklemi
salimimlidir.

Ispat = (t), (3.1) denkleminin saliimli olmayan bir ¢oziimii olmak tizere t > t; > t,
i¢in x (t) > 0 olsun. Teorem 3.3 deki gibi benzer iglemlerle (3.41) esitsizligini [t1, 00)
araliginda

A

wh < —&q+ é—gw“ - aa_l/o‘L :

(é-g)l-}-% (w‘7>571 (w0)2 (345)
seklinde yazabiliriz. (3.31) i (3.7) de kullanirsak [t;, 00); da
o 1.4 i1/ ol 1.4 1 a“s 1.9 1-0
I - Y o (3.46)
buluruz. (3.46) y1, (3.45) de kullanirsak [¢1, 00); araliginda
A
A 5 o -1/« 5 o\l-a o\2
w® < =g+ sw —aa N —= (n7) " (w7)
¢ (S
2
oy (0 (aatecon ™ &
—&q — - - w’ —
4ag (n7) 3 2\/ aa~1/og ()"
at/e (éﬂA)2 1
< - I U T
< —lat e )

elde ederiz. Bu esitsizligi ¢; den ¢ ye kadar integre edip ¢ — oo oldugunda lim sup

alirsak ve (3.44) i uygularsak t € [t1,00) icin w () nin pozitif olmasi ile geligkiye
ulagiriz. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.6 nin ispatinda (C) kosulu yerine (B) kosulunu kullamirsak agagidaki
sonucu elde ederiz.

Teorem 3.7 (B) saglansin. Eger herhangi t € [t1, 00) icin (3.44) saglanacak sekilde
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porzitif delta diferensiyellenebilir bir ¢ fonksiyonu varsa, (3.1) denklemi salimimhdir.

Ornek 3.8 Burada (B) saglanmak tizere (3.1) denkleminin salimmli olmasi igin

biitiin yeter kosullar1 tekrar formiile edelim.

Eger T = R ise, sirasiyla (3.27), (3.37) ve (3.44) kosullar

i / lf a0 R0 ) s

a+1

a+ 1>a+1 ga (S)

t—o0

lim sup / [g ($)a(s)

ve

t—oo S)

t1

olur.

Eger T = Z ise sirasiyla (3.27), (3.37) ve (3.44) kosullar

u=t1

as) (€6

limsup 3 [€(s) g (s) - (A& (5)) (i a Ve <u>)

al(s) (AE(s)"]

(et 1) € (s)

ve

dir (Agarwal vd. 2002, 2003).

lim sup /tlt lf (s)q(s)— al/o‘iz)g((f’ () (/S a V% (u) du> 1_1 ds = 00

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Teorem 3.9 (C) saglansin. ¢ > 0 olsun. Ayrica eger yeterince biiyiik t; > ¢y i¢in

22



(3.27) ve

tm sup /: [q () (=) - (a T 1)““ (0 (5)) T fo =
(3.53)

olacak gekilde bir £ € C!, (T, R) pozitif azalmayan fonksiyonu varsa, (3.1) denklemi

salinimhdar.

Ispat  (t), (3.1) denkleminin salimimli olmayan bir ¢oziimii ve ¢ > t, i¢in z (t) > 0
olsun. (3.1) den a(t) (22 (t))” azalan fonksiyondur. Onceki gibi iki durumu ele
alalm. 22 (t) > 0 olmasi durumu Teorem 3.2 de ispatland.

Simdi II. duruma bakalim. Bu durumda ¢ > ¢; igin 22 (t) < 0 dir. w fonksiyonunu
(3.16) ile tammlayalim. O halde (3.18) ve (3.19) saglamir. (3.16) nin delta tiirevini

alirsak

elde ederiz. Potzsche zincir kuralindan

((z (1)) < ala” ()" 2 (1)

dir. Dolayisiyla
(a(t) (z® (1)) 22 (1)
(z (1)) z (o (1))

dir. Diger taraftan 22 (t) < 0 olup x (t) > 27 (¢) dir. O halde

w? (1) < —q(t) — «

(3.54)

Y (a(®) (2 (1)) 22 (t) < (a(t) (= (1)" 728 (1)
(z (1) z (o (1)) N (2 ()™
) gy
a(t) (x (£))"
L (ze0)E (0"
o (S) (Ga) o
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buluruz. (3.54) den w? (t) < 0 dir. Boylece w? (t) < w (t) dir. Bu durumda

e < G () o
RICORSICT

buluruz. Ayrica a:;(%) = x(t)+g ngA(t) =1+pu(t) x;(t) olup (3.18) i kullanirsak

>1— . = (3.56)

buluruz. Bu durumda (3.55) ve (3.56) y1 (3.54) te kullamirsak (3.21) i buluruz.
Dolayisiyla (3.22) ve (3.23) saglanir.

Potzsche zincir kuralindan

(0" (1) = ab® (1) / W6 (£) + (1 — )6 (£)]° dh

0

Q=

dir. 02 (t) = — <$> < 0 oldugundan

- /t:wa(s))%(smsza /( : );w(s»“w(sms (3.57)

elde ederiz. (3.22), (3.23) ve (3.57) den

IN
o

(3.58)

elde ederiz.
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Lemma 3.16 dan p = QTH, q = a + 1 olmak tizere

B 0w 0°" (1) )a“
A = —(a+Dsgam () | —2 ] w(),
e )<(a<t))a (

1

Q=

a+1

B = @ (oz—f-l)a‘l“(

)‘“ 6" (¢)
(a(t)) (67 (1)1 o7 (1)

alirsak

> —a(a(t) " (01)) w(t) (3.59)
buluruz. (3.59) esitsizligini (3.58) de kullanirsak

0 (1) w (1) — 0% (1) w (1) +/ (40" (9) = (227)"""

t1
9a271(5) ):|
As <0
<¢a2<s><e”<s>>a2(a<s>>é -

elde ederiz. (3.53) den, t — oo oldugunda lim sup alirsak 0” (¢) w (t) — —oo buluruz.

Bu da (3.21) ile celisir.

Teorem 3.10 (C) saglansin. o > 0 ve ¢ () > 0 olsun. Ayrica yeterince biiyiik

t1 > to igin (3.2) saglanacak ve

lim sup / ¢ (5) 07 (0 (5)) As = 00 (3.60)

t—o0 t1

olacak gekilde bir ¢ € C, (T, R) pozitif fonksiyonu varsa, (3.1) denklemi salimmlidir.

Ispat z (t), (3.1) denkleminin salmiml olmayan bir ¢oziimii ve ¢ > t, icin z (t) > 0
olsun. Onceki gibi iki durumu inceleyelim:
(I) t > t; igin 22 (t) > 0 olmak {izere a < 1 ve a > 1 durumunda sirastyla Teorem

3.1 ve Teorem 3.4 te (3.2) gegerlidir.
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(I) t > t; igin 22 (t) < 0 olmak tizere o < 1 ise, Teorem 3.1 deki II. durumun
benzer islemleri ile (3.21) saglanir. (3.21) i 6°™ (o (¢)) ile carpip ¢; den t ye kadar

integre edersek

/ 01 (o (5)) w? () As + / C0(5) 6 (0 (5)) As

t1

/ 0o (0 () (a ()= 0™ (s) (w ()T As

t1

< 0 (3.61)
buluruz. Birinci terime kismi integrasyon uygularsak
/t 0 (o (s))w (s) As = T () w (t) — 0°T (t) w (1)
—/t (g (sﬂA w(s) As
elde ederiz. Potzsche zincir kuralindan
(g2 (t))A = (a+1)6% (1) /1 (RO (t) + (1 — h) O (t)]* dh
dir. 62 (t) = — (ﬁ) : < 0 oldugundan
_/t (gt (S)}Aw (s) As > (a + 1)/t (a (15)> ‘ (0 (s)*w(s)As
elde ederiz. O halde (3.61) den
0T () w (t) — 0T (t) w (t,) + /t q(s)0° (o (s)) As
t 1 L .
to+) [ (5) @@ w0 As
+a/t 0° (0 () (a ()™ 9" (5) (w(s) ™ As
(3.62)

buluruz. (3.21) den —0* (t)w (t) < 1 oldugundan —**' (t)w (t) < () < oo,
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t — oo ve

IA

—
8

D

o

ol

b

Va)

A\

3

elde ederiz. Boylece (3.62) den

/ q(s)0°™ (0 (s)) As < 00

t1

buluruz. Bu durum (3.60) ile geligir. o > 1 durumu da benzer sekilde ispatlanir.

Boylece ispat tamamlanir.
3.2 (A) Denkleminde a#8 Durumu

Teorem 3.11 (3.5) deki ¢ (t) > 0 olmak iizere f < a,a > 1 ve (C) saglansm.

Ayrica eger yeterince biiyiik ¢, icin

| : (3) e @EE)™]
imawp | [g(s)q“)<a+1>”“<61<s>f<s>)a Armee B0

ve

lim sup /t q(s)0” (s) — &6 5 As =00 (3.64)

o Ju G () (0"

saglanacak sekilde bir £ € C!, (T, R) pozitif azalmayan fonksiyonu varsa (A) denk-

27



lemi salinimhidir. Burada 8 < « i¢in

a=p

01(t) =c1(n7 (t)) = , 1 pozitif keyfi reel sabit

ve

co pozitif keyfi reel sabit

dir.

Ispat z (), (A) denkleminin salimmli olmayan bir ¢oziimii ve ¢ > t; igin z () > 0

olsun. O halde (A) dan (a (xA)a)A (t) <0 dir. Yani a (22)” azalan bir fonksiyon-

dur.
(I) t > t; igin z* (t) > 0 durumu.

w (t) fonksiyonunu

seklinde tanimlayalim. Tiirevini alirsak

IN
g
|
K
M
|
as
—
S
—
8
>
~
Q
~

buluruz. Potzsche zincir kuralindan

B (27 (£)" 22 (1)

(=7 ()" =

B ()" 2 (1)
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(3.67)
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elde ederiz. 0 < § <1 ise

A A\
w? < i—awa—%—ﬁg(igfx())) °
£ . §(a(@®))" 2t
S g_o'w _qg_ﬁ (Iﬁ)a F
I S S
= @ q€ 650 -

dir. > 1 ise

¢’ z(z7)
S gl
< z—j ”—qé“—ﬁéw”ﬁ
dir. O halde V3 > 0 igin
N £ Lt

w™ < g—gwo —q§ — BS—UWUF

dir. a (z*)" azalan oldugundan z* (t) > a= (t) (aé (t) 22 (t))a dir. Boylece

5 () | w1 (a8 (2> (1) .
wd (1) < %@“)—qa)gm—ﬁaa<t>5(?o(t)“>( (wt))") (a7 (1)
_ L) s EQ @O e
= ey T eWEW - AT O e ()

(3.69)

buluruz.

[ < « igin bir b pozitif sabiti vardir, 6yle ki ¢t > ¢; igin

a(t) (z®(t)" <b
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ve

Q\»—‘

a% (1)

2 () < b

-1

saglanir. Bu esitsizligi #1 den ¢ ye kadar integre edersek x (t) < x (t;)+ba ft a= (s)As

buluruz. Vty > ¢ igin bir b; pozitif reel sabiti vardir 6yle ki

z(t) < b / f (s)As = byt (¢)

t1

saglamr. O halde 27 (t) < by (17 (t))~" den
5 a=p

f-a B-a o
7 (t) > by (7(t) e = caa(n?) = (t) = 41 (t) dir. Bu ifadeyi (3.69) da

kullanirsak

elde ederiz. Simdi,

T AN @ —a 1 ]
= (801)7 Y=(5—) ( - ) [(80:6)7 a1 ]

£° £ a+1
alalim. A = 2= > 1 olmak {izere Lemma 2.14 den
() a1 E5 (1) (5) a (@)™
01 (t)a ——r (W o= A () = - at1
e (€7 () ~ o) & (¢) " (a+1)* (a1 () ()"

buluruz. Bunu (3.70) de kullamirsak ¢ € [t3,00) ,ts > t1 igin

(3) at (@)™

w? (t) < - 7
= O T G e or T
elde ederiz. (3.71) esitsizligini ¢, den ¢ ye kadar integre edersek
w(t) <w(t)—/t §(s)q(s) — (%)“ @)™ As (3.72)
S L T e T e )€ |

buluruz. ¢ — oo oldugunda limsup alip (3.63) i kullanwrsak ¢t > ¢; igin w (¢) nin
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pozitif olmasi ile celigkiye ulagiriz.
(IT) t > t; i¢in 22 (t) < 0 durumu.
w fonksiyonunu

w (1)

_a(t) (2 (1)
(2 (1))

seklinde tanimlayalim. (3.73) den ¢t > ¢; icin, w(t) < 0 dwr. a(t) (2 (¢))" azalan
1

(3.73)

oldugundan Vs > t icin 22 (s) < (a(t)> “ 22(t) dir. Bu esitsizligi ¢t > ¢, den u >t

a(s)
(365) =0

Yo (1) /tu (a(s))" " As (3.74)

ye kadar integre edersek

x (u)

IN

:r(t)—l—/tu

IN
8
=
—+
£}
—~
=

dir. O halde N
(a () xﬂfj) 6(1) > -1
Veya J;A(t) N )
a () ( g0 ) 6° (1) > —1 (3.75)

dir. (3.75) esitsizligini (3.73) de kullanirsak

1< 0 (t)w () 2P (1) < 0 (3.76)
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elde ederiz. (3.73) iin taraf tarafa delta tiirevini alirsak

A
w (t) = (ﬁ) (a(®) (= (1)) +

(a(t) (= (1)) (2% (®)

= TS e )

buluruz. Potzsche zincir kuralindan

Bz ) '3 () , 0<p<1
(27 (1)" <

Bam () et (1), B>1

dir. O halde, 0 < g < 1 ise

A Bz ()" 2 (1) (a(t) (=2 (1))
we(t) < —q(t) - 28 (1) (27 (1))?
o Bla@ (@) R )
= ) OICAD)E
ve § > 1 ise
A B (27 ()" 22 (1) (a () (22 (1)")7
v s O @ ()
L B ﬁa:A (1) (a (1) (xA (t))a)a
= ) (1) (27 (0)

elde ederiz. 22 (t) < 0 oldugundan V3 > 0 icin

o (0) (@ ()7 : P

B (a(t) (z® (1)) = (t) B (a(t) (z® (1)) x™ (2)
(t
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olup

w® (1) < —q(t)+ B (—Z—@)); (xa (t)>6xa“ (t)w’ (t) <0

dir. w? (t) < w (t) oldugundan

) (B 1)) () 0O\ (WY e
ooy =P ( a<t>) (ar(t)) (t)w” ()

buluruz. Ayrica

() x)+p@)a () z® (1)
) v (1) =1+e) =0
dir. (3.75) den
27 (t) () 6 (t) —p(t)

olup ¢ > t; icin

a1 —a

wh (1) +q () + B(a () ¢ (1) (w®) ™ 27 () <0 (3.78)

dir. 22 (t) < 0 oldugundan z° (t) < z (t) dir ve 8 < « i¢in bir ¢ pozitif sabiti ve

to >ty vardir, dyle ki 27 (t) < x (t) < ¢ dir. Dolayisiyla t > t5 i¢in

5 (1) 20/8;7@ = ¢y

dir. O halde (3.78) den t > t5 igin

—1 a+1

w? () +q (t) + Bez (a ()= @7 (1) (w(t) « <0 (3.79)

elde ederiz. (3.79) u 0 (¢) ile carparsak

a+1

0°7 () w™ (1) + q (£) 0°7 () + Beab™ (2) (a (D) = 9% (1) (w (£)"+ <0
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elde ederiz. Bu esitsizligi ¢; den t ye kadar integre edersek

/t : 0° (s)w? (s) As + /t : q(s)6° (s) As

a+1

< e [ 07 (@) () w(s)F As

buluruz. Birinci terime kismi integrasyon uygularsak

t1

elde ederiz. Potzsche zincir kuralindan

[6° (1)]° = ab (1) / [h67 (1) + (1= h) 0 (£)]" " dh

0

dir.
0% (t) = —(1/a (t))é < 0 oldugundan

elde ederiz.

34

/ 0°" (s)w™ (s) As = 0" (t)w (t) — 0“ (t)) w (t,) — /t A (s)]A w(s) As

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)



p= ‘XTH, q = a + 1 olmak {iizere

1
> —afa(t) = (0(1)" "w(t) (3.84)
buluruz. (3.83) ve (3.84) den

0% () w (t) — 0° (t1) w (1)

t
\/1]

< 0

2

2B (a ; 1) (%> 5P @)9(;0(135?3*2 T

Q=

elde ederiz. Boylece (3.64) den t — oo oldugunda lim sup alirsak 0 (t) w (t) — —oo
buluruz. Bu da (3.76) ile celisir.

Teorem 3.11 in ispatinda (C) kosulu yerine (B) kosulunu kullanirsak agagidaki

sonucu elde ederiz.

Teorem 3.12 (B) saglansin. Eger (3.63) saglanacak sekilde pozitif azalmayan delta

diferensiyellenebilir bir ¢ fonksiyonu varsa, (A) denklemi salimmhdur.

Teorem 3.13 [ > a olmak tizere (C) saglansin. Vi € [ty, 00) icin

lim sup/ [€(s)q(s) —an™(s) 8 (s)] As = o0 (3.85)

t—o00 t1
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ve

/:O <$ /t (W) A“) PO (3.86)

saglanacak sekilde pozitif azalmayan delta diferensiyellenebilir bir ¢ fonksiyonu varsa

(A) denklemi salinimhdir. Burada ¢; keyfi bir pozitif sabitdir.

Ispat Aksini kabul edelim. Yani, t > t; > to icin = (t) > 0 olmak tizere [ty,00)
da z (t), (A) min salimml olmayan bir ¢oziimii olsun. a (mA)a azalan oldugundan
onceki gibi iki durumu goziiniine alalim.

(I) t > t; igin z® (t) > 0 durumu.
1
(z* ()" = ozxA/ (z+ h;m:A)afl dh >0
0

oldugundan [t1,00); da z® (t) artandir. [t1,00); da

w=¢ 3 (3.87)

olsun. O halde

AB e (82
= s iy S
a .%‘A “7 IB A
= —{q+ (a (‘rA)a)U (fﬂ)a - 5( <x'8)(:(:23)a( )
S G
g Ee ) asy
< —grae (T) o (3.59)
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t1) + /t 2 (s) As
z (t1) —I—/t a*(s) (a(s) (z® (s))a)l/a As
> / a e (5) As (a (1) (a2 (£)7)

t1

) < ([omos) -5 oo

dir. (3.90) 1 (3.89) da kullanirsak t € [t1, 00) igin

z(t) = x|
(

dan

w? < —q+ 77t P

elde ederiz. § > «a oldugundan t > ¢ icin 27 (¢) > x () > ¢ olacak sekilde bir ¢

sabiti vardir. O halde 2% < ¢*=# = ¢; dir. Dolayisiyla
w® < —&q + e’

elde ederiz. Bu egitsizligi ¢ den ¢ ye kadar integre edersek celigkiye ulasiriz.
(IT) t > ¢, icin 2® (t) < 0 durumu.

s>t >t igin, a(s) (—2® (s))" > a(t) (—2® ()" oldugundan
—22 (5) > a7V (s) a (t) (—xA (1)) (3.91)

dir. (3.91) esitsizligini ¢ > ¢; den u > ¢ ye kadar integre edip v — oo alirsak

t € [t1,00)p icin

o(t) > /t T () As (—al (1) 2 (1)) = —6 (1) V' (1) 2 (1)

buluruz. ¢ = —a'/® (t;) 2® (t) olmak iizere

x(t) > 0(t) (—a™ (t) 2™ (t1)) = b (t) (3.92)
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elde ederiz. (3.92) esitsizligini (A) da kullanirsak
—(a(t) (=™ (1)) = 0% (1) q (1) (3.93)
olup t; den t ye kadar integral alirsak

—a(t) (z® (t))a > —a(ty) (z* (tl))a + cﬁ/ 0° (s) q (s) As

t1

> cﬁ/tHB(s)q(s)As

t1

ve t € [ty,00)y igin

B

02 (5 0 () q () as) % (3.94)

a(t) t

elde ederiz. (3.94) esitsizligini t; den ¢ ye kadar integre edersek

() 4 (h) > b /: (a(ls) /:95 (u) g (u) Au)iAs

ve

|=

0>z (t) > —z(t)+x(t) > ch /tlt (a28> /1t 6% (u) q () Au> " As

buluruz. ¢ — oo igin, (3.86) ile geligki elde ederiz. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.13 iin ispatinda (C) kogulu yerine (B) kosulunu kullanirsak asagidaki

sonucu elde ederiz.

Teorem 3.14 (B) ve (3.85) saglanacak sekilde pozitif azalmayan delta diferensiyel-

lenebilir bir ¢ fonksiyonu varsa, (A) denklemi salimimlidir.
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4. GECIKMELI TERIM ICEREN YARI-LINEER DiNAMIK DENK-
LEMLER ICIN SALINIMLILIK KRITERLERI

Bu boliimde gecikmeli terim iceren

(a(t) (= (1)) +q(t) 2 (7 (1)) =0 (4.1)

seklindeki dinamik denklemini ele alalim. Burada t € [to, co)t igin a ve ¢ reel degerli,
pozitif ve sag yogun siirekli fonksiyonlar, 7 (t) < t ve tlim 7 (t) = 00, @ > 0 olmak

iizere iki pozitif tek tam sayinin oramdir.

(4.1) denklemi i¢in 0 < o < 1 ve a > 1 durumlarn sirasiyla Erbe vd. (2008, 2009)
tarafindan caligilmigtir. a (t) = 1 ve @ = 1 durumunda (4.1) denkleminin salinimhg:

icin baz1 yeter kogullar Agarwal vd. (2005) tarafindan verilmigtir.
Biz bunlardan yararlanarak asagidaki teoremleri ispatladik.

Teorem 4.1 (B) saglansin. Eger verilen herhangi reel degerli delta diferensiyel-

lenebilir bir £ pozitif fonksiyonu ve her yeterince biiyiik 7" icin

a+1

§(s)q(s)—

lim su
P Jr (a+ 1) (€ (s) 72 (5)°

t—o0

/t a (7 () ((6*())..)

saglanirsa, (4.1) denklemi salmimhdur.

Ispat Aksini kabul edelim. Yani, t > ¢; > t; icin 2 (t) > 0 ve 2 (7 (t)) > 0 olmak
tizere t € [ty, 00)r arahiginda x (t), (4.1) denkleminin salimiml olmayan bir ¢dziimii

olsun. (4.1) den t € [tg, 00)r i¢in

(a (t) (mA (t))a) =—qt)x*(r(t)) <0 (4.3)

dir. O halde a(t) (22 (t))" azalan bir fonksiyondur. Boylece ¢t € [t;,00)7 icin
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g2 (t) > 0 du. x(t) > 0 ve a(t) (2 (t))" azalan oldugundan 2 (t) < 0 olmasi

miimkiin degildir (Erbe vd. 2009).

w fonksiyonunu

a(t) (=2 (1)
ze (7 (1))

seklinde tanimlayalim. Taraf tarafa delta tiirevini alip (4.1) i kullanirsak

w(t) =€ (1 (4.4)

wh (t) = ( £0) ) (a @) (1)) + £ [a (t) (:ch(t))"‘}A

v (7 (2)) v (7 (1))
EW) oy ) (2 (Y
iy 2O O+ (@) (@2 0))

) (wor)™ (t)
M) (a®) (@ 1)) @ (- @1)°

(zor)* (t) (zoT)*” (1)

(4.5)

elde ederiz. Potzsche zincir kuralindan

a—1

(z* (r (1) = a/o [93 (T (0) +hu () (z (r ()] dh (@ (7 ()"
= 04/0 (1= h) (v (8) + h (xor)” (1)) dh (x (v (1))
= Oé/o (1= h)a (7 (8) + h (wor)” (£)]*" dh ™ (7 (1) 75 (¢)

a(zor) "D ) aA (r (1) A () , O<a <1

v

(4.6)
ar® ()2 (r ()2 () a>1

buluruz.
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0 <a<l1ise (4.6) dan

dir. (22 (7 (¢)))® > 0 oldugundan, (zo7)® (t) < (zor)® () dir. O halde (_—1 <

zoT)(t)
—1
o0 dan

elde ederiz.

a > 1 ise

A
—E)qt) + (alt) (2*@®)") (xoi‘)g)(t)
a(t

ag (¢) (zor) ™V (1) 2 (v (£) 7 (1) (
)

w (t)

IN

g ()t (T () T (1) (a(b) (=2 (1))
0

(xor
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dir. Boylece Vo > 0 i¢in

A
W) < 0 q) + (a) (@ (1)) —

_ag )zt (7 (1) T (1) (a (1) (=2 (1)°)°

U(Oé+l) (t)

4.7
(zoT) (.7)

elde ederiz. a (t) (z* (t))", [ti,00); arahginda azalan ve 7 () < ¢ < o (¢) oldugun-

dan t > t; icin

S
—~
9
—~
~
S~—r
N~—r
—
8

>
—~
9
—~
~
N—
N—
~—
Q
v
)
—~
~
N~—r
—
8
>
—~
~
Q
Y
—~
S
—~
~
N—
—~
8
>
—~
~
~
~—
Q
~—
Q

=
>
5
=~
S—
S—
V4

(4.8)

Vv
—~
IS
—~
~
o |~
—~
8
>
—~
~
N—
~—
~—
Q
| I

buluruz. (4.8) i (4.7) de kullanirsak

w (t)

IN
I
Iy
—~
~
~—

L
—~
~
~—
+
—~
IS
—~
~
~—
—~
8

>
—~
~
~—
~—
Q
~—

buluruz. A =1+ é = O‘TH olmak tizere X = (Oég (t) A (t)) a1 #U’J(t) ve
a ot (7(t))§7 ()

Y = (aL—i-l)a (%)a [O‘O‘% (78 (1)) €51 (1) €7 (8) st (1 (t))r alirsak Lemma,

2.14 den

L (E0),) arw) e () . b)) (wa (0) N
(o + 1)0”rl (@) T2 (1)



dir. Bu esitsizligi (4.9) da kullanarak

wh (1) < =€) q(t) +

L (@ @),) e
(a+ 1) (E(s) T2 (s)"

buluruz. 7" den t ye kadar integre edip ¢ — oo oldugunda lim sup alirsak

t L (@ ).) " e e)

w (t) S w (T) - /T 5(8) q (8) - (Oé + 1)04-1—1 (5 (S) TA (S))a As — —00
elde ederiz. Bu da w (t) nin pozitif olmas: ile geligir.
Uyar:1 4.2 7 (t) =t ise (4.2) den
o a() (€ ),)"
h?iigp/;r £(s)q(s) — @t 7 (€ (3)° As = o0 (4.10)

dir. Bu durum, Saker (2005), Hassan (2008), Grace vd. (2009), Han vd. (2010)

tarafindan incelenmigtir.

Teorem 4.3 o > 1 ve Vt € T igin a® (t) > 0 olmak tizere, (B) saglansin. Eger

s)q(s) — As =00

lim sup 28-aqra=l(s) € (s) T2 (s)

t—o00

[ e 0 () (). (4.11)

olacak gekilde [tg, 00) araliginda pozitif delta diferensiyellenebilir bir £ () fonksiyonu

varsa (4.1) denklemi salimimhdir.

Ispat Aksini kabul edelim. Yani z(¢), (4.1) denkleminin salimmli olmayan bir
¢oziimii ve Vt >ty > to igin, x (t) > 0 ve z (7 (t)) > 0 olacak sekilde bir ¢; > t, var
olsun. Boylece V¢ > ¢; icin, (4.3) i elde ederiz. z (t) > 0 ve (a(t) (z* (zf))a)A <0

oldugundan z2 (t) > 0 dir. w fonksiyonu (4.4) deki gibi tammlansin. Bu durumda
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(4.5) i elde ederiz. (4.6) y1 uygularsak

A B SO
Wt () < —E0al)+ )
a—1 A A o
PR OO OO
(vo)* (t) (wor)” (1)
buluruz. =2 > 0 ve (a (¢) (z* (t))a)A < 0 olduklarindan
22 (1) <0 (4.13)

dir. Aksi takdirde ¢t > t; icin 222 (¢) > 0 dir. Bu durumda

0 > (a(t) (z2()")"
= dA1) (220)" + a7 [+ (1))
> ao(t) [(« (1)
o0 = (2 0)°
= @) p(t)
e () — 2R ()
> a”(t)o (25 (1)) 1)
— aa®(t) (=2 (1)) 222 (t)
> 0

elde ederiz. Bu ise miimkiin degildir. O halde (4.13) gerceklenir. 2® pozitif ve

azalan oldugundan, 7 (t) > 2t igin

7(t)
x(t(t) = x(to) + /t 22 (5) As > 2 (s) As

dir. Buradan V¢ € T igin
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dir. a(t) (z (¢))" azalan ve 7 (¢) < ¢ oldugundan

al’e (t) x® (t)

(4.15)

(t) >

2 (1

at/e (7 (1))

dir. (4.14) i 22 (7 (¢)) ile taraf tarafa ¢arpip (4.15) de kullamirsak

buluruz. (4.16) y1 (4.12) de kullanirsak

o b
—~ —~
3 3
—~ —~
—~ —~
+ +
~— ~—
< 4 | —
SHESINSTIRS
— | — | R
Sk =k o
~— ~— | —~
S| 3% ==
/I\O(Oa | ~—
3 |38 | 8B —~ q | W
| | upl ™
—~ —~| —~ — +~
= | T + — | ~—
— = — =« +> —
~— ~— o~ + <4
4 ls 4 g (x\a — ~ &
—~| S —~| & — IN b5 nxv} e |
= $/..L\ = 3 S — -] R
IS~ 3 L~ |~ |
\I/\..U/\I/\l/\l/ —~|b
FEEE Ea s _
wlbk wle o w E v~
—~ |~~~ [ \)\..“/ =
IS EI 2T O
< < 4l alE 3|~
- = = S e |2
—~ —~ —~ —~ —
+ + + + —~| ®
~— ~— ~— ~— -~ L
~—
= = = = cgm
_ _ _ ! =
—~ —~ — —~ ~ =
+~ +~ +~ = ~—
~— ~— ~— ~— <
S 5 S S S
3 3 3 S =
~~ |~ |~ |~ ~—~—
Pl R ke ,TUHL\ =
< o Qs |6 b
Wl Wl Wl wlh S~
+ o+ o+ |
—~ —~ —~ —~ —~
+ + + + +
~— ~— ~— ~— ~—
=y (=) =y =y} =
—~ —~ —~ —~ —~
+ +~ +~ + +~
~— ~— ~— ~— ~—
L, W, wr W w,
_ _ _ _ _
VI VI \ I I

h ()€ () 74 (1)

elde ederiz. Bu esitsizligi ¢y dan ¢ ye kadar integre edip ¢ — oo oldugunda lim sup

alirsak (4.11) den,

As — —00

—~
o
S~—

’ <

IT
\I/T
—~ |
w | ®
~— |~
i
W |1
3

SN—"
N2
— =
= |x
NI P
= | 3
~ | 3
S |4
a

|
—~
A
S~—
[
~—~
A
S~——
W

w(to)—/t
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buluruz. Bu durum w (t) nin pozitif olmasi ile geligir.

Teorem 4.4 (B) saglansin . Eger

a(7(s)) ((EA (S>)+)2 As — (4.17)
pot o |

fim sup / SO = e T () e () (2 ()

olacak gekilde [tg, 00) araliginda pozitif delta diferensiyellenebilir bir £ (¢) fonksiyonu

varsa, (4.1) denklemi salinimhdir.

Ispat Onceki gibi aksini kabul edelim. Yani x (¢), (4.1) denkleminin salimml ol-
mayan bir ¢dziimii ve V¢ > t; > to i¢in x (t) > 0, (7 (t)) > 0 olsun. Teorem
4.1 ve Teorem 4.3 de gordiik ki z (t) > 0 ve (a(t) (22 (75))06)A < 0 oldugundan
22 (t) > 0 dir. w fonksiyonunu (4.4) deki gibi tammlayip tiirevini alirsak (4.5) i

buluruz. Teorem 2.7 den

o A aa _ [(wor)™]7 (t) — (wor)™ (t)
(* (7 (1)" = [((zor)(1)"]” = o)
[(zo7)?]" (t) — (wor)" (1)
p(t)

elde ederiz. (4.6) dan [((zo7) (£))*]* > 0 oldugundan [(zo7)?]* (t) > (zo7)* (t) dir.

Lemma 2.15 i uygularsak

gi-al(@or)” (t) — (zor) (V)]"
1 (t)
21—a

= g @ et o)

— glmageml(y) [(xOT)A (t)] i (4.18)

(2 (r (1))

v

«
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buluruz. (4.18) i (4.5) de kullamirsak

wi(t) < —E)q(t)+ 52

IN
|
I
—~
~+
~—

L
—~
~
~—
+

< —=E@)q)+

elde ederiz. (4.19) egitsizligini ¢, dan ¢ ye kadar integre edip ¢t — oo oldugunda
lim sup alirsak (4.17) den,

2

As — —o0

: a(r(s) (62 (),
w (t> <w (tO) - /to |:§ (8) q (8) - 23_aMa_1 (S) 5 (S) (TA (S))a

buluruz. Bu durum w () nin pozitif olmasi ile geligir. Boylece ispat tamamlanir.
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Uyar: 4.5 (4.1) denkleminde 7 (t) = ¢ alimirsa, Bohner ve Saker (2006)’in sonucu
elde edilir.

Ornek 4.6 \ > 0 bir sabit olmak {izere ¢ € [1,00); igin

A
(2 (22 ()" + 5a*(r () =0 (4.20)
gecikmeli dinamik denklemini ele alalm. (4.1) den a (t) = 2, ¢ (t) = %2, T(t)=t—0
ve § >0 dir. a® (t) =t+o(t) >0ve [~ al/L“t(t) = tzA—/g = oo dir. Dolayisiyla (B)

saglanir. ¢ (t) =t ele alahm. Boylece Teorem 4.3 i kullanirsak A > £ icin

h?ii?p/to §)00) - Gt ey e (9 | 2

t 52
= lim sup/ si (s = 9)
1

t—o00 i 52 B 23-33 (8 — (5)25

buluruz. O halde (4.20) denklemi A > 3 i¢in salimmbhdr.
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5. GECIKMELI TERIM iCEREN SUPER YARI-LINEER DINAMIK
DENKLEMLER iCIN SALINIMLILIK KRITERLERI

Bu boliimde gecikmeli terim iceren

(a(t) (=* (1)) +q(t)2* (7 (1)) =0 (5.1)

seklinde siiper yar1 lineer dinamik denklemini ele alalm. Burada t € [tp, 00)r igin
a (t) ve q (t) pozitif azalmayan sag-yogun siirekli fonksiyon, 5 > « > 0 olmak iizere

a, 3 iki pozitif tek tam saymin oram, 7 (t) < t ve tlim 7 (t) = oo dir.
Oncelikle Han vd. (2007) yaptiklar calismada 3 > 1 olmak tizere
228 (1) +q () 2" (7 () = 0 (5.2)

gecikmeli ikinci basamaktan Emden-Fowler dinamik denkleminin salinimlilig igin
baz1 yeter kosullar vermiglerdir. Sun vd. (2010) tarafindan (5.2) den daha genel
olan

(a(®)z™ @) +q(t)2® (r (£) =0 (5.3)

denklemi i¢in bazi salinimlilik kriterleri verilmistir.

Biz burada 0 < o < 8 igin (5.1) in salmimhhigim verdik.

Teorem 5.1 (C) saglansin. Eger Vi, € [ty, 00) icin

(5) atr ) (€ ©),)"

(@ + 1) efmag? (s) (r2 ())°

hmwplfs@m&»—

t—o0

ve

olacak gekilde pozitif delta diferensiyellenebilir bir £ fonksiyonu varsa, (5.1) denklemi

salinimhdar.
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Burada c pozitif keyfi reel sabitdir.

Ispat Aksini kabul edelim. Yani, Vt > t; > to icin  (t) > 0 ve 2 (7 (t)) > 0 olmak

tizere x (1), [to, 00) da , (5.1) in salinimh olmayan bir ¢oziimii olsun. (5.1) den

(a(®) (a®(®)")" =—a ()" (1 () <0 (5.6)

elde ederiz. Onceki boliimdeki gibi iki durum icin inceleyelim.

(I) t > t; igin 22 (t) > 0 durumu.

Bir pozitif w fonksiyonunu

seklinde tanimlayalim. Tiirevini alirsak

A _ ) \° A () (22 (NN - (a () (22 (1)) )2 ()
w0 = (Fy) @O0 600" (H )

= S (a0 ) + 0 (= 1)) %
4 (1) 2 (r (1) = £(1) (° (7 (1))
7 (0) (@ (r @)
- 1) (@) (@ 0)Y7 €0 (@) (1)) (- (1)
= IO T )y 2 (r () (@ (7 (D)
- S ) €0 b @) @ Fn)”
AT W (7 () @ (7 ()7

20



elde ederiz. Ayrica

A

(@ (r (1)) = 8 {/01 [m (7 () + hy (t) (2 (7 (t)))ﬂﬁl dh} (z (7 (1))°

v

B(wor)’ (D)t (r ()T (), B>1

e 0w () S0 (a) (4 (0)") o (r ()7 0
10 (wor)” (1) (wor)" ()
€ (1w (1
< =EW)q)+ €7 (t)
B0 () (2 1)) v (7)) (5.8)
(vor)” (1))

dir. a (a:A)a azalan ve z artan oldugundan 5 > 1 i¢in

A ¢ (t)w’ (t)  PEQ) (a (t) (fEA (ﬂ)a)a a® (7 (1) 7 (t)
w=(t) < —=¢&(t t _
©) < B+ . £7 (t) (zor) (1) ((zor) (1))”
< —E(t)q(t)+ : (Q w; ©)

(5.9)

o1



dir. (5.8) ve (5.9) dan V3 > 0 igin

W) < ~€a+ SOUD OO if;fizz;ﬁiﬁ(”w 0
_ e+ & (;2 Z;’ (t) B¢ (téj;v;fA (t) Zv; g 0(2))
< —ea(y+ SO0 PO
) [(a(t) <xﬁ<t>>")"r I
) | oy @
- —5<t>q<t>+5A<;%‘(t>_ﬁwéggﬂ )
y [<a () (r* <t>>“>”] * (@or) % (o (1)
(x5<r(t>A>>” U as (7 (t i
- e+ (é“t" g - Bji(t():(t))t)
(Y oy 0 (5,10

buluruz. z2 (7 (t)) > 0 oldugundan z° (7 (t)) > x (7 (t)) dir.
B—« B

O halde 8 > « oldugundan (zo7)” * (t) > (zor) * (t) > =% olacak sekilde bir
¢ > 0 reel sabiti vardir.

Bu ifadeyi (5.10) da kullanirsak

s () pEEn) A (1) (w" (t))aa“
w (t) S 5 (t) q (t) + 50’ (t) aé (7_ (t)) 5‘7 (t)
elde ederiz.
A= O‘T“ > 1 olmak tizere X = (ﬂclB?TzlfTA>O[7+1 (ao?am w? ve
y — (<§;)+)a (QLH)O‘ {(50[’;&57—A> T £ (am-)ail] ’ alirsak Lemma 2.14 den
) i A o [ A a+1
g oy () ()
(am’)é £’ 3 a (a+ 1)a+1 <C%57A>a

02



buluruz. Buradan

(5.11)

dir. (5.11) esitsizligini ¢; den ¢ ye kadar integre edip ¢ — oo oldugunda lim sup
alirsak (5.4) den

v <ule)- [ et - 22 o )

elde ederiz. Bu durum w (¢) nin pozitif olmasi ile geligir.
(IT) t > t; igin * (t) < 0 durumu.

(5.6) dan a (mA)a azalan oldugundan Vs >t > ¢; i¢in

a(s) (=22 ()" > a(t) (-2= (1)"

veya

—22 (s) > a7V (s) a* (t) (—2* (1))

buluruz. Bu esitsizligi ¢t > t; den u > t ye kadar integre edip © — oo i¢in

x(t)

v

( /t a1 () As) (—a¥" (1) 2 (1))

= —0(t)at" ()2 (1)
elde ederiz. x ve a (xA)a azalan oldugundan

(7 (1))

v

z(t) > 6(t) (—al/o‘ (t,) z2 (tl))

> bo(t) (5.12)
dir. Burada b = —a'/® (t;) 22 (t;) dir. (5.1) den t € [t1, 00) icin

—(a@®) (= @®)")" =q@®) 2" (r (1)) > Pq (t)0° (1)

23



buluruz. Bu esitsizligi t; den ¢ ye kadar integre edersek

—a(t) (2 (t))a > —a(ty) (z* (tl))a + bﬁ/ q(s)0° (s) As

t1

> bﬂ/tq(s)eﬁ(s)As

t1

veya

2t (1) > (% /tltq@) 6 (s) As)i (5.13)

elde ederiz. (5.13) esitsizligini ¢; den t ye kadar integre edersek

—r(®) 42 (t) > bE /:<a(15) /I:q(u)eﬁ(u)Au>éAs

olup, (5.5) den

[=

oo>x(t1)2—x(t)+x(t1)zb§/t

t1

( (1 /Sq(u)ﬁﬁ(u)Au>aAs—>oo

a(s) Jy,

seklinde ¢eligki elde ederiz.

Teorem 5.1 in ispatinda (C) kogulu yerine (B) kogulunu kullanirsak agagidaki sonucu

elde ederiz.

Teorem 5.2 (B) saglansin. Vi, € [ty, 00) icin (5.4) olacak sekilde pozitif azalmayan

delta diferensiyellenebilir bir £ fonksiyonu varsa (5.1) denklemi salimimlidir.

Teorem 5.3 Kabul edelim ki (B) saglansin. Ayrica yeterince biiyiik 7 igin 7 (7') >
h (T') olmak tizere

lim sup /t 0° (s,h(T)) € (s) q(s) — (%> °) <(§ (S)>+) As =00 (5.14)

t—oo JT (a+ 1) (f (s) C@;a)a

o4



olacak gekilde pozitif bir ¢ fonksiyonu varsa, (5.1) denklemi salimimhdir. Burada

Ry

hT) L

aa(s)

— e (5.15)
fh(T) L

aa(s)

0t h(T))

ve ¢ herhangi bir pozitif sabittir.

Ispat Aksini kabul edelim. Bu durumda, yeterince biiyiik bir ¢, € [to, 00) vardir
oyle ki ¢ > t; igin z (t) > 0,2 (7 (t)) > 0 ve x (h(t)) > 0 olmak iizere ¢t € [t1,00)
icin z (t), (5.1) denkleminin salimml olmayan bir ¢oziimidiir. (5.6) dan a (z2)°,

[t1,00) da azalan fonksiyon olup (B) den a (t) (22 (t))” > 0 dir. w fonksiyonunu

w (t) =& (1) BECORE (5.16)

w0 = (£0) @06 0)) + @007 (55)

(5.17)

elde ederiz. Bir 7' > t; var oyle ki Vt € [T, 00); igin 7(t) > h(T). [t1,00); da

a (a:A)a azalan oldugundan

z(t)—z(r () = /(t) as s) (t) as s) As
1 A - t AS
= aemeee [

95



olup

x(t) as (1 ()22 (7 (1) (¥ As
< : / . (5.18)

IV
IS
Q=
—~
\]
—~
~
N—
N—
8
>
—~
\]
—
~
S—
N—
?\ﬂ
g%
»

(5.19)

=)
2
—~
\]
H@O—
N N—
N |~
=%
VA
\]
—~
~
SN—
SN—
A
VR
=
5 2
<)
Q»—‘D
| @
S—
~_
N

olup

< =9 (t,h (T)) (5.20)

dir. (5.20) yi (5.17) de kullamirsak

wh (t) < —q(®)E@) 07 (th(T))+E (1)

(a(t) («® (1)) (=% (1))"
2 ()27 (o (1))

= (1) (5.21)

elde ederiz. Potzsche zincir kuralindan

() = (1) /0 (2 (t) + hye (8) 2 (8))]* "
— Bt () / ((1— by (t) + 2° (£))° " dh

Bao () et (t) , 0<p<1
Blx() " ar) , B>1

v

(5.22)

dir.
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z° (t) > x (t) oldugundan 0 < 8 < 1 igin, (5.22) yi (5.21) de kullanirsak

a7 (1) (a (1) (=* (£)")7 =™ (1)
UJA (t) S —q (t) 5 (t) ‘9,3 (t7 h (T)) +§ (t) 50 (t) - 65 (t) 1‘6 t) xo (t
. ’ a0 (0 o (@@ @2 0))
< —q() &) 07 (@t h(T)) + £ (1) a0 BE(¢) = () (t)
. 3 A w (1) B w? (t) 22 (t)
- q(t)f(t)@ (t7h<T)) +§ (t) 50 (t) 65 (t) gtf (t) 2o (t)
elde ederiz. 8 > 1 ise
A B ] A w7 () (a(®) (= (1)) 2 (t)
(t) < q(t)g(t)ﬁ (t,h(T)) +¢& (t) £ (t) B3 (t) x(t (xa (t) B
_ 5 I (O PO Y O] o ) N
< —aOEOO (AT +E () Gy — 86 () = et ()
L 5 A w7 (L) B w? (t) 22 (t)
= —aOEW O LMD+ 0 G~ 50
buluruz. Boylece, V5 > 0 igin
WD B 3 Ay W) w? (t) x* (t)
() < —q)&) 0"t h(T))+£ (1) £ (1) pe®) €7 (t) 2o (t)
— OO0 (1T +6> () B D
e 0 @@ @A 0))F
50 e o () (27 (£))
< €00 (LHT)+E 0 o)
g a zA )7y —o
P (;)(( <1t)( D)) )" (e (1) 5
(B aw (1) (a7 (1))
— €O L RT) € 0 o)
BEW) (wr O\ e
o 1) () w7 02

dir.
—a —a B—a

B> a ve 22 (t) > 0 oldugundan (z° (t)) = > (x(t)) = (t) > ¢ = olacak sekilde

bir ¢ > 0 reel sabiti vardir.
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Bu ifadeyi (5.23) de kullanirsak

WD _ 8 A w7 () o w? () QTHC%TQ
0 < OO AT +E 0 - sat 060 ()
(5.24)
elde ederiz.
Lemma 2.14 den A\ = O‘T“ olmak tizere
B f-a et =1 w (1)
e (a10) 0 e 5

alirsak
@ a+1
e (@Y E e (3) a0 (€ 0).)
e 0 () - €0, g (at 1) (e ()
(5.25)
buluruz. (5.25) i (5.24) de kullamirsak
a aa A ot
1)< a0 iy + 20 1((55 0.)_
(a+ 1) (¢ (1))
elde ederiz. Bu esitsizligi T' den t ye kadar integre edersek
—w(T) < w(t)—w(T)
: ) a(s) (€ ).)"
</ {q@s(s)eﬁ(shm)(ﬁ ( - ) | s




buluruz. t — oo oldugunda lim sup alirsak (5.14) ile geligir.

Teorem 5.4 (B) saglansin. Ayrica yeterince biiyiik 7" igin 7 (7") > h(T) ve

lim sup/ [q(s)€(5)0° (s, (T)) — & (s)n* (s) ¢* ] As = o0 (5.26)

t—o0 T

saglanacak sekilde pozitif azalmayan bir ¢ fonksiyonu varsa, (5.1) denklemi salinim-
hidir. Burada ¢ herhangi bir pozitif sabit, n (t) ve 6 (¢, h (T')) sirasiyla (3.29) ve (5.15)

ile tanimlanmgtar.

Ispat Aksini kabul edelim. Bu durumda yeterince biiyiik bir ¢, € [to, 00) vardir
oylekit >ty iginz (t) > 0,2 (7 (t)) > 0 ve z (h (t)) > 0 olmak {izere t € [t1,00)y icin
z (t), (5.1) denkleminin salmimh olmayan bir ¢tziimiidiir. w (t) fonksiyonunu (5.16)
ile tammmlayip Teorem 5.3 deki gibi benzer iglemleri yaparsak (5.23) elde ederiz.
(5.23) den

(a () (=2 (®)")

w (t)

IN

—q () ()07 (¢, h (1) + €5 (1)

IA
|
()
—~
~
~—
I
—~
~
~—
D
IS
—~
\.@F
>
—
~
~—
~—
_|_
Iy
>
—~
~
~—

dir.

8
—~
N

I

8
=

_l’_

—

Y
8
=
_l’_
—
Q
S
SN~—
I
8
>

%
=
Q=
<
SN—
&
>
=
P>
VA

olup

(xxa(iz;))a <a'(t) ( /tlt aiA(Ss)> _ n:(%) (5.28)
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elde ederiz. (5.28) i (5.27) de kullanirsak
w? (1) < —q (£) € ()07 (£, A (T)) + €2 () (n (8))" =77 (2) (5.29)

buluruz. 5 > a oldugundan t > t; i¢in 27 (t) > z (t) > ¢ olacak sekilde bir ¢ sabiti
vardir. O halde 2% ° < ¢* Pdir.

Bunu (5.29) da kullanirsak
w® () < =g () E(6)6° (1,1 (T)) + €2 (1) (n(1))" "
elde ederiz. Bunu 7T ten ¢ ye kadar integre edersek

w (t) Sw(T)—/ [4(5)€ ()07 (5,1 (T)) — €% (s)n" (5) 7] As

T

buluruz. Burada ¢ — oo i¢in limsup alirsak w (t) nin pozitif olmasi ile geligki elde

ederiz.

Ornek 5.5 § > 0 bir sabit olmak iizere

1
—a®P(t—6)=0, t€l,00) (5.30)

(t/32 (t))A + 573

dinamik denklemini ele alalm. (5.1) den a (t) = t'/%,q(t) = &5, 7(t) =t —d,a =1
ve 3 = § dir. Bu durumda (B) saglanir. £ (¢) = ¢ alahm. Teorem 5.2 yi kullanirsak

11— s > 0 olmak tizere

20¢ 2/

(5) at @) (€ ©),)"

lim sup / E()a(s)

t—o0

t [ 3 1/3
— 1122113/1 S5B  Asc2/3 As
‘ t - 1 351/3
- hiiiilp/l —/‘go—/] >

60



elde ederiz. Dolayisiyla ¢ > (2%)3/

5.2 gergeklenir. O halde (5.30) denklemi salmimldir.

Ornek 5.6 T yeterince biiyiik olmak tizere ¢ € [1, 00), icin

((t+ol(t))3 (xA (t>)3> : + Mf’ (\/1_5> =0

2 (T2t —1)°

? olacak sekilde bir ¢ > 0 vardir, 6yle ki Teorem

(5.31)

seklindeki gecikmeli terim igeren siiper yari-lineer dinamik denklemi ele alalim. (5.1)

(T22-1)°

dena(t):m,q(t):m,a:?),ﬁzf)veT(t) = t1/2 dir.

Eger h(T) = % ise

=7

ft1/2 As

9 1 o ,111 al/a(s) i t_,l% . th_l
to )= ft As o L 22

% al/o(s) T2

buluruz. & (t) = t alirsak Teorem 5.3 den

lim sup 08 (s,h(T))q(s)&(s) —

t—o0

/t [ (2) as) (€ ()™

T (o + 1)a+1 P=ag (s)

y /t T?2s—1\" (T%s% — 1) (
= limsu _
oo 7 |\T?s>—=1) s2(T2s— 1)58 44s3c2(s+0(s))°
t[ 3\3
- 1 (5)
> h?isogp/T s 4%c2s3(25)3 As =00

elde ederiz. Dolayisiyla (5.31) denklemi salmmbhdir.
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