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Bu tez bes boliimden olugmaktadir.
Ik boliim girig kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde fonksiyonel analiz ve reel analize iliskin baz1 temel kavramlara yer verilmis-
tir.

Uciincii boliimde normlu uzaylardaki diziler icin zayif A-istatistiksel yakinsaklik ve zayif
A-kuvvetli toplanabilme kavramlar1 tamimlanmis ve bu kavramlarin simirhi diziler uzayi
tizerinde denkligi gosterilmigtir. Zayif topolojideki A-istatistiksel yakinsaklik kavraminin
zayif A-istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ¢akigik oldugu gosterilmistir. Daha sonra zayif
A-diizgiin integrallenebilme kavrami verilip, normlu uzayda deger alan bir = dizisinin zayif
A-kuvvetli toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sartin x dizisinin zayif A-istatistiksel
yakinsak ve zayif A-diizgiin integrallenebilir olduguna yer verilmigtir.

Doérdiinci boliimde topolojik vektor uzaylarinda deger alan rasgele vektor dizileri igin Pettis
integrali yardimiyla A-istatistiksel yakinsaklik ile A-kuvvetli toplanabilirlik kavramlarinin
yeni bir versiyonu tanimlanmig ve bu kavramlarin {i¢lincii béliimde verdigimiz kavramlar
ile aralarindaki 6zel iligkiye dair sonuglar elde edilmigtir. Ayrica rasgele vektor dizilerinin
Pettis A-sinirhi diizgiin integrallenebilme tanimi verilmis ve bu kavramin Pettis diizgiin
integrallenebilme ile Bochner A-kompakt diizgiin integrallenebilme kavraminin genelles-
tirilmesi oldugu gosterilmistir. Son kisimda ise, Pettis A-sinirh diizgiin integrallenebilme
kavramina iliskin bazi teorem ve sonuclara yer verilmistir.

Son boliimde ise tezin genel bir degerlendirilmesi yapilmigtir.

Eyliil 2023, 40 sayfa

Anahtar Kelimeler: Zayif istatistiksel yakinsaklik, Zayif A-diizgiin integrallenebilme,
A-simirh diizgiin Pettis integrallenebilme, Pettis integrali
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts of functional analysis and real analysis are
recalled.

In the third chapter, the concepts of weak A-statistical convergence and weak A-strong
summability are introduced in normed spaces and the equivalence of these concepts for
bounded sequences is given. It is showed that weak A-statistical convergence coincide
with A-statistical convergence in weak topology. After the concept of weak A-uniform
integrability is defined, it is shown that a sequence is weakly A-strongly summable if and
only if it is weakly A-statistically convergent and weakly A-uniformly integrable in normed
spaces.

In the fourth chapter, the concepts of A-statistical convergence and A-strong summability
are generalized for sequences of random elements in topological vector spaces by using
the Pettis integral. A relationship between these more general concepts and the concepts
is given in the third chapter is obtained. Also we introduce a new versiyon of uniform
integrability that is called A-bounded uniformly Pettis integrable for the sequences of
random elements. It is showed that this new concept is generalization of Pettis uniform
integrability and A-compact uniform Bochner integrability. Some theorems and results
related to the concept of Pettis A-bounded uniform integrability are given.

Finally, in the last chapter, the analysis of the obtained results is given.
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1. GIRIS

Dizilerin ve serilerin yakinsaklik ¢zelliklerini inceleyen, fonksiyonel analiz ve topo-
lojinin bir alt dali olan toplanabilme teorisinin temel amaci iraksak bir diziye bir
limit karsilik getirmektir. Toplanabilme teorisinin yaklagim teorisi, diferansiyel denk-
lemler bagta olmak iizere bir¢cok uygulama alani bulunmaktadir. En genig aragtirma
alanlarindan biri, klasik anlamda yakinsakligin genellestirilmesi olan istatistiksel ya-
kinsaklik metodudur. 1951 yilinda Fast ve Steinhaus tarafindan birbirinden bagimsiz
olarak tanimlanan istatistiksel yakinsaklik kavrami pozitif tam sayilarin altkiimele-

rinin dogal yogunlugu kavramu ile iligkilidir.

Gegmisgten glintimiize istatistiksel yakinsaklik metodu aktif olarak bircok matema-
tikci tarafindan ¢ahigilmigtir. Salat 1980 yilinda reel say1 dizileri icin istatistiksel ya-
kinsaklik kavramini genellegtirmistir. Kolk (1991) Banach uzaylarda, Maddox (1988)
lokal konveks uzaylarda istatistiksel yakinsaklik metodunu ¢aligmiglardir. Freedman
ve Sember (1981) yogunluk kavrami ile negatif olmayan matrisler arasindaki iligkiyi
incelemigtir. Connor (1988) istatistiksel yakinsaklik kavraminda Cesaro matrisi ye-
rine regiiler ve negatif olmayan A matrisi alarak A-istatistiksel yakinsaklik kavrami
ile toplanabilme teorisinin bir diger kavrami olan A-kuvvetli toplanabilmeyi tanit-
mus ve siirh diziler tizerinde A-kuvvetli toplanabilme ile A-istatistiksel yakinsakligin
denk oldugunu gostermigtir. Connor (2000) bir normlu uzay iizerinde zayif istatis-
tiksel yakinsaklik kavramini tanimlamig, Bhardwaj ve Bala (2007) normlu uzaylarda
zayif istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iligkiyi
incelemiglerdir. Khan ve Orhan (2010) reel terimli diziler i¢in A-diizgiin integral-
lenebilme kavramimi tamimlayarak, A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmisler
ve reel terimli bir dizinin A-kuvvetli toplanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun
dizinin A-istatistiksel yakinsak ve A-diizgiin integrallenebilmesi oldugunu ispatla-

miglardir.

Yukarida sunulan literatiir 6zeti gercevesinde bu tezin amaglarindan biri normlu
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uzaylarda deger alan diziler i¢in yeni yakinsaklik cesitleri vermektir. Bu dogrultuda
oncelikle, normlu uzaylardaki bir dizinin zayif istatistiksel yakinsaklik kavraminin
yeni bir versiyonu verilecektir. Tanimlanan bu zayif A-istatistiksel yakinsaklik kav-
raminin zayif topolojide A-istatistiksel yakinsaklik ile ¢akigik oldugu gosterilecek-
tir. Daha sonra zayif A-kuvvetli toplanabilme ve zayif A-diizgiin integrallenebilme
kavramlar: tanimlanarak hem literatiirdeki kavramlar hem de bu yeni versiyonlar

arasindaki iligkiler ele alinacaktir.

Dogadaki olaylar modellenirken rasgelelik her zaman géz oniine alinir. Rasgele de-
gigkenlerin ya da vektorlerin tanimlanmasi gercek hayatta sans olarak algilanan kav-
ramin matematiksel olarak ifade edilmesidir. Bu nedenle bu matematiksel yapinin
incelenmesi olasilik teorisinde, reel analizde ve toplanabilme teorisinde genig yer
tutmaktadir. Bir olasilik uzay: iizerinde tanimh rasgele vektor dizilerinin agirlikli
ortalamalarinin limitleri aslinda matris toplanabilme ile benzerlik gostermektedir.
Bu nedenle rasgele vektorlerin toplanabilme o6zellikleri uygulamada biiyiik 6nem ta-

SIT.

Ozellikle Lebesgue integrali kullamilarak, rasgele degisken ya da vektorlerin dizileri
i¢in diizgiin integrallenebilme kavramlari tanimlanmigtir. Diizgiin integrallenebilme
kavrami ilk olarak 1968 yilinda Chung tarafindan rasgele degigsken ya da rasgele
vektor aileleri icin verilmistir. 7" keyfi bir indis kiimesi ve {f;},., , bir olasilik uzay:

tizerinde tanimh rasgele degigkenlerin bir siifi olmak tizere eger

lim sup / |fi| dP =0

Cc— 00 teT
| fe|>c

gercekleniyorsa {f;} smifi diizgiin integrallenebilirdir denir. Bu kavram olasilik te-
orisinde oOzellikle rasgele degisken dizilerinin yakinsakliklar: ve biiyiik sayilar yasasi
(Ordonez Cabrera ve Volodin 2005) ve merkezi limit teoremi (Hoffmann-Jorgensen
ve Pisier 1976) ile yakin iligkilidir. Ordonez Cabrera (1994) matris toplanabilme
yontemini géz Oniline alarak diizgiin integrallenebilme tanimini rasgele degiskenle-
rin dizileri igin genellegtirmigtir. Wang ve Rao (1987) rasgele vektor dizileri igin

kompakt diizgiin integrallenebilme kavramini tamimlamig ve ¢aligmalar yapmisgtir.
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Ordonez Cabrera (1997) ayrilabilir Banach uzaylarinda toplanabilme matrisi yar-
dimiyla kompakt diizgiin integrallenebilme kavraminin tanimini vermis ve rasgele

vektorlerin agirlikli toplamlar dizisinin ortalamadaki yakinsakligini aragtirmigtir.

Literatiirde diizgiin integrallenebilme kavraminin versiyonlar: tanimlanirken, rasgele
vektorlerin dizileri gbz 6niine alinsa bile norm fonksiyonu yardimiyla reel fonksiyon-
lar elde edilmis ve beklenen deger hesaplamalarinda Lebesgue integrali kullanil-
mistir. Tiim bu kavramlar rasgele vektor dizilerin topolojik ozelliklerinde kayiplara
neden olmaktadir. Bu nedenle, yakinsaklik metotlar1 tanimlanirken zayif ve vek-
tor degerli integralleri goz oniine almak deger uzayimin topolojik yapisinin hesaba
katilmasina olanak tanimaktadir ve bdylece yakinsaklik 6zellikleri daha anlagilir ol-

maktadir.

Godet-Thobie ve Satco (2006) ayrilabilir Banach uzaylarinda deger alan rasgele
vektorlerin dizileri i¢in Pettis (zayif) integral yardimiyla diizgiin integrallenebilme
kavraminim yeni bir versiyonunu tanimlamistir. Unver ve Ulucay (2017) ise yine ras-
gele vektor dizileri igin regiiler toplanabilme matrisi ve Bochner (kuvvetli) integral
yardimiyla istatistiksel yakinsaklik, kuvvetli toplanabilme ve kompakt diizgiin in-
tegrallenebilme kavramlarimin daha genel versiyonlarini tanimlayip, verilen bu kav-

ramlarin birbirleriyle olan iligkilerini incelemiglerdir.

Tezin amaglarindan bir digeri, literatiire topolojik vektor uzaylarinda deger alan ras-
gele vektor dizileri i¢in yeni yakinsaklik gesitleri kazandirmaktir. Bu amacla Pettis
integrali kullanarak topolojik vektor uzaylarinda deger alan rasgele vektorlerin dizi-
leri igin, regiiler matris metotlar1 yardimiyla diizgiin integrallenebilme, istatistiksel
yakinsaklik ve kuvvetli toplanabilme kavramlarinin yeni versiyonlar: tanimlanacak
ve aralarindaki iligkiler incelenecektir. Bu diizgiin integrallenebilme kavraminin yeni
versiyonunun, literatiirde rasgele vektor dizileri igin verilen Pettis diizgiin integralle-
nebilme ile Bochner A-kompakt diizgiin integrallenebilme kavramlarinin genellegti-
rilmesi oldugu ispat edilecektir. Daha sonrasinda bu kavram igin bazi gerek ve yeter

kosullar elde edilecektir. Boylece 6nceden bilinen sonuclar da genellestirilecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Fonksiyonel Analiz ile ilgili Temel Kavramlar

Bu kisimda, fonksiyonel analize iligkin tanimlara ve bir alt dal olan toplanabilme

teorisinin bazi temel tanim ve teoremlerine yer verilecektir.

Tanim 2.1.1 X, bir K cismi lizerinde bir lineer vektor uzayi ve 7 da X kiimesi lizerinde
bir topoloji olsun. Eger, her z,y € X ve her a € K igin

i), x) = ax i)(z,y) > +vy

seklinde tanimlanan skalerle carpma ve vektérel toplama islemleri siirekli ise (X, 7) uza-

yina bir topolojik vektor uzayr denir (Kéthe 1969).

Tanim 2.1.2 (X, ||.||) bir normlu uzay olsun. X uzayi iizerinde tanimli tim sinirl lineer
fonksiyonellerin uzayma X uzayinin dual uzayr (siirekli duali) denir ve X’ ile gosterilir

(Kreyszig 1978).

Tanim 2.1.3 (X, ||.||) bir normlu uzay ve {z}, X uzayinda bir dizi olsun. Eger her
g€ X" icin

lim () = g(x)

k—o0

olacak bigcimde = € X varsa {z} dizisi z noktasina zayif yakinsaktir denir. (Kreyszig

1978).

Tanim 2.1.4 w, reel ya da kompleks terimli tiim dizilerin uzayi ve £ C w alt vektor
uzayl olmak iizere F uzayina bir dizi uzayi denir. Bir E dizi uzayindan K reel veya
kompleks cismine tanimli lineer bir f fonksiyoneline bir toplanabilme metodu denir. Eger

f(z) = L oluyorsa f fonksiyoneline regiiler toplanabilme metodu denir (Wilansky 1985).

Tanim 2.1.5 A = (a,;) reel ya da kompleks terimli sonsuz matris ve = = () bir dizi

olmak lizere her n € N icin

E Ak

keN
4



serisi yakinsak ise

(Ax), = Zankxk

keN
olmak tizere Az := {(Ax),} dizisine z dizisinin A donisim dizisi denir. Simdi,

wy ={r € w: {(Azx),} dizisi mevcut}

ve

ca ={r cw:{(Az),} dizisi yakinsak}

kiimelerini tanimlayalim. Bir f : ¢4 — K fonksiyonelini f(z) = lim(Az), seklinde
tanimlarsak f bir toplanabilme metodudur. Eger lim(Ax), = L ise x dizisi L sayisina
A—toplanabilirdir denir ve bu durum A—1lim z = L seklinde ifade edilir (Wilansky 1985).

Tez boyunca A(z) := lim(Ax), ile gdsterilecektir.

Asagidaki teorem toplanabilme matrislerinin regiilerligini karakterize etmektedir.

Teorem 2.1.1 (Silverman-Toeplitz) Bir A = (a,;) matrisinin regiiler olmasi icin gerek
ve yeter kosul;

() [JA]l :=sup }_ |ank| < o0
n keN
(77) lim apg = 0 (her k igin)
n—oo

(i73) lim Y ane =1

olmasidir (Boss 2000).

Yukaridaki teorem kullanilarak

Cnk =

o sl
e
Vv
S

ile tammh C} = (¢,;) Cesaro matrisinin regiiler oldugu kolayca goriilebilir.

Tanim 2.1.6 A = (a,,) matrisi negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi ve
K C N olmak uzere
0a(K) = T}nglozank

keK

limiti mevcut ise K kiimesinin A-yogunlugu 6 4(K) sayisidir denir (Freedman ve Sember

1981).



Tanim 2.1.7 A = (a,) matrisi negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olmak

tizere her € > 0 icin

Y, D =0

k:lxzp—L|>e
gercekleniyorsa {x;} skaler dizisi L sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir (Connor

1988) ve sty — limxy = L ile gosterilir.

Bir ¢ > 0 i¢in K. = [{k € N: |z — L| > ¢} dersek, sty — limz = L olmas igin

gerek ve yeter kogul her € > 0 igin §4(K.) = 0 olmasidur.

Bu tanimda eger A matrisi yerine € Ceséro matrisi alinirsa A-istatistiksel yakin-

saklik, istatistiksel yakinsakliga indirgenir.

Tanim 2.1.8 {x;} skaler terimli bir dizi olsun. Her ¢ > 0 igin

1
lim—H{k<n:|zg,—L| >} =0

n—oo M,

olacak sekilde bir L sayisi varsa {z;} dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve

st —limx = L ile gosterilir (Fast 1951, Fridy 1985, Connor 1988).

Bir ¢ > 0 i¢in K. = {k € N: |z, — L| > €} dersek x,_ bu kiimenin karakteristik
fonksiyonu olmak tizere st — limx; = L olmasi igin gerek ve yeter kosul her ¢ > 0

i¢cin €y — lim xx_(k) = 0 olmasidur.

Klasik anlamda yakinsak olan her dizi istatistiksel yakinsaktir. Ancak baz iraksak
diziler de istatistiksel yakinsak olabilir. Diger taraftan istatistiksel yakinsak bir dizi
sinirli olmak zorunda degildir. Simdi verecegimiz istatistiksel yakinsak olan bir dizi

ornegi ile bu iligkileri aciklayalim.

Ornek 2.1.1
Vi, k=m?
1, k#m?

T =



ile tanimlanan {z;} dizisini ele alalim. Her £ > 0 i¢in
Hk<n:|lzp—1>c} <|k<n:z,#1<Vn
oldugundan

1
lim —{k<n:|z,—1]>e} =0

n—oon

elde edilir. Dolayisiyla st —lim x = 1 dir. Ancak {z} dizisi yakinsak degildir. Ayrica dizi

sinirsizdir.

Agagidaki lemma istatistiksel yakinsakligin iyi bilinen karakterizasyonlarindan biri-

dir.

Lemma 2.1.1 Skaler terimli bir {x}} dizisinin L sayisina istatistiksel yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter kosul §(K) = 1 olacak bigimde bir K C N icin in?(xk = L olmasidir
€

(Salat 1980, Fridy 1985, Miller 1995).

Tanim 2.1.9 A = (a,;) bir toplanabilme matrisi ve {z} skaler terimli bir dizi olmak

lzere

Lim Y Jan| |z — L| =0

keN
olacak bigimde L sayisi varsa {x} dizisi L sayisina A-kuvvetli toplanabilirdir denir (Con-

nor 1988).

Connor 1988 yilinda negatif olmayan regiiler bir matris metodu yardimiyla A-istatis-
tiksel yakinsaklik ile A-kuvvetli toplanabilme kavramlarinin sinirhi diziler uzay1 {ize-

rinde denkligini ispatlamigtir.

Teorem 2.1.2 A = (a,,) matrisi negatif olmayan regiiler bir matris olsun. O halde
(1) Bir {x}} dizisi L sayisina A-kuvvetli toplanabilir ise st4 — limx = L gergeklenir.
(17) {xx} simirl bir dizi ve sty —limz = L ise {x}} dizisi L sayisina A-kuvvetli topla-

nabilirdir (Connor 1988).



Skaler terimli diziler igin verilen kuvvetli toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik
kavramlar: normlu uzaylar i¢in de verilebilir. Ancak verilecek olan tamimlar klasik
versiyondaki tamimlardan pek de farkli olmayip sadece mutlak deger yerine norm

yazilmaktadir.

Tanim 2.1.10 (X, |.||) bir nomlu uzay, {x;}, X uzayinda bir dizi olsun. A = (a;)
matrisi negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olmak iizere her ¢ > 0 icin

fm, D, aw=0

kil —a||>e

gercekleniyorsa {x;} skaler dizisi x € X vektoriine A-istatistiksel yakinsaktir denir ve

eger
o0
lim Zank |z — || =0
n~>ook:1

olacak bigcimde = € X vektorii varsa {x;} dizisi = vektoriine A-kuvvetli toplanabilirdir

denir (Connor 1988).

A-istatistiksel yakinsaklik kavrami keyfi topolojik Hausdorff uzaylarina da kolaylikla
genisletilebilmektedir.

Tanmim 2.1.11 (X, 7) bir Hausdorff topolojik uzay, A = (a,x) negatif olmayan ve
regiiler bir matris, {zx}, X uzayinda bir dizi ve x € X olsun. Eger = noktasini iceren

her U agigi igin

limz anr = 0

T @U
oluyorsa {x;} dizisi x noktasina A-istatistiksel yakinsaktir denir (Di Maio ve Kocinac

2008, Cakalli ve Khan 2011).

2.2 Reel Analiz ile ilgili Temel Kavramlar

Bu kisimda rasgele vektor tanimi verilerek, bir rasgele vektoriin Bochner ve Pettis
integralinden ve tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan bazi 6nemli tanimlar-

dan bahsedilecektir.



Tanim 2.2.1 X bir kiime olmak iizere X kiimesinin alt kiimelerinin bir p sinifi

(i) X ep

(ii) her E€pigin E= X\ E €p

(7ii) her n € N igin E,, € p iken :leEn €p

kosullarini sagliyorsa bu p sinifina X iizerinde bir o —cebir ve (X, p) ikilisine bir dl¢iilebilir

uzay denir (Royden 1968).

Tanim 2.2.2 (X, p) bir dl¢iilebilir uzay olsun. p iizerinde tanimli genisletilmis reel de-
gerli bir 1 fonksiyonu

(i) p(0) =0

(77) her E € pigin p(E) >0

(idi) her {E,} aynk dizisi icin 1 <n§1E”> - gjlu (E,)

ozelliklerini sagliyorsa bu p fonksiyonuna bir dlcii fonksiyonu ve (X, p, ) tgliisiine bir

ol¢ii uzayr denir (Royden 1968).

Tanim 2.2.3 (X, p) bir dlgiilebilir uzay ve P fonksiyonu p lizerinde tanimli bir 6l¢ii
olsun. Eger P (X) = 1 ise P fonksiyonuna olasilik &l¢iisii denir ve (X, p, P) lgliisiine

olasilik uzayi denir (Chung 2001).

Teorem 2.2.1 X bir topolojik uzay olsun. X uzayinin tim acik alt kiimelerini iceren
en kiiciik o — cebir vardir ve bu o — cebire Borel o — cebir denir. Bu Borel o — cebirin

elemanlarina X uzayinin Borel kiimeleri denir (Royden 1968).

Tanim 2.2.4 (X,p,) ve (Y, p2) iki olciilebilir uzay olmak iizere her £ € p, icin
Y E) € p, oluyorsa f : X — Y fonksiyonuna dlciilebilirdir (rasgele eleman) de-
nir. Burada Y bir vektér uzayi oldugunda f fonksiyonu rasgele vektdr, Y = R oldugunda

ise f fonksiyonu rasgele degisken adini alir (Chung 2001).

Tanim 2.2.5 (X, p, p) bir dl¢ii uzayi, (Y, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzayi olsun. Eger
@)t [ o = full =0
X

(13) {fn} dizisi f rasgele vektoriine hemen her yerde yakinsak
9



kosullarini saglayan sadece sonlu 6lciiye sahip kiime iizerinde sifirdan farkli deger alan
basit fonksiyonlarin bir {f,,} dizisi varsa (f rasgele vektorii p-integrallenebilir) f rasgele

vektoriine Bochner integrallenebilirdir denir ve bu fonksiyonun Bochner integrali
Bf := lim /fndu
n—oo
X

ile tanimlanir (Pugachev ve Sinitsyn 1999).

Tanim 2.2.6 (X, p, u) bir 6l¢ti uzayi, (Y, 7) bir topolojik vektdr uzayr olsun. Eger her
g €Y icin

(1) gf fonksiyoneli p—integrallenebilir

(42) g(W(f)) = [ gfdu olacak bicimde Y uzayinin W(f) vektérii varsa f fonksiyonuna

zayif integrallenebilirdir denir ve
[ fau=wi)
H

vektoriine f fonksiyonunun Pettis integrali denir (Pugachev ve Sinitsyn 1999).

Uyar: 2.2.1 (X, ||.||) aynlabilir bir Banach uzayi ve f € X olsun. f fonksiyonunun
Bochner integrallenebilir ise Pettis integrallenebilirdir ve bu iki integral cakisiktir (Pu-

gachev ve Sinitsyn 1999).

10



3. NORMLU UZAYLARDA ZAYIF ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Toplanabilme teorisi sayesinde bir dizi iraksak bile olsa bu diziye bir limit degeri kar-
sihk getirilebilir. Literatiirde en ¢ok kullanilan toplanabilme metotlarindan biri matris
toplanabilme ve istatistiksel yakinsakliktir. Klasik versiyonlari baz alarak istatistiksel ya-
kinsakligin birgok versiyonu elde edilmis ve ¢alismalar yapiimistir (Fridy ve Orhan 1993,
Kostyrko vd. 2000). Regiiler ve negatif olmayan matris yardimiyla, skaler terimli diziler
icin A-istatistiksel yakinsaklik ve A-kuvvetli toplanabilme kavramlari elde edilmis ve ara-

larindaki baglantilar incelenmistir (Connor 1988, Demirci 1996).

Tezin bu boliimiinde normlu uzaylarda deger alan diziler icin istatistiksel yakinsakligin yeni
bir versiyonunu tanimlayacagiz. Oyle ki; 6ncelikle bir normlu uzayda zayif A-istatistiksel
yakinsaklik kavramini verecegiz ve bu kavramin lineer yapiya sahip oldugunu gosterecegiz.
Daha sonra zayif topolojide karsiligi oldugunu ispat edecegiz. Yine normlu uzaylarda zayif
A-kuvvetli toplanabilme ve zayif A-diizgiin integrallenebilme kavramlarini tanimlayarak,

bu kavramlar ve klasik versiyonlar arasindaki iliskiyi ele alacagiz.
3.1 Zayif A-istatistiksel Yakinsaklik

Connor (2000) bir normlu uzay iizerinde zayif istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimla-
yarak, zayif istatistiksel yakinsakligin bazi versiyonlarinin olusturulmasina zemin hazirla-
mistir. Bhardwaj ve Bala (2007) normlu uzaylarda zayif istatistiksel yakinsaklik ile ista-
tistiksel yakinsaklik kavrami arasindaki iliskiyi inceleyerek, normlu uzaylarda istatistiksel
yakinsak olan her dizinin zayif istatistiksel yakinsak olacagini ancak karsitinin gerceklen-

medigini bir ornek ile agiklamislardir.
Tanim 3.1.1 (X, ||.||) bir normlu uzay, {x;}, X uzayinda bir dizi ve z € X olsun. Her
e >0 ve her g € X' icin

1
lim—|{k<n:|g(zx—z) >e}|=0
11



oluyorsa {z} dizisi x noktasina zayif istatistiksel yakinsaktir denir ve st* —limx, =«

ile gosterilir (Connor 2000).

Aslinda {z;} dizisinin = noktasina zayif istatistiksel yakinsak olmasi, her g € X' icin

(g9 (xx — x)) dizisinin sifira istatistiksel yakinsak olmasidir.

e > 0icin K. = {k : [g (z, — x)| > e} dersek x,_ bu kiimenin karakteristik dizisi olmak
lizere st” —lim x;, = x olmasi icin gerek ve yeter kosul her e > 0'icin C; —lim x (k) = 0

olmasidir. (6¢, (K.) =0)

Normlu uzaylarda zayif yakinsak her dizi zayif istatistiksel yakinsak olup karsiti her zaman
dogru degildir. Bunun icin Bhardwaj ve Bala (2007) tarafindan verilen asagidaki drnegi

inceleyebiliriz.

Ornek 3.1.1 {2} €1, (1 < p < o0) dizisi

m ) ]Skak:m2

‘Tj - % ’ ] S ka k 7é m2
0 d.d.
ile tanimlansin. k # m? ve g € l;) icin |g(zx)| = Zxﬁk)yj olacak bigimde bir tek y € [,
j=1

dizisi vardir. Holder esitsizligi yardimiyla,

— )
Z%‘ Yj
=1

1 1
o0 P oo q
k
(Dx; >|p) (Zlyjlq>
j=1 7j=1
1

l9(z1)| =

IN

IN
TN T
M-
T| =
N——
k]

yazilarak

k—o0



bulunur. Lemma 2.1.2 'den st — lim g(zy) = 0 gergeklenir ve bdylece st — limxz), = 0
elde edilir.

Simdi k£ = m? i¢in [P uzayinda {z;} € ", gi(x}) = xgk) ile tanimh g; fonksiyonelini
distinelim. Agiktir ki

gi(zy) = 2\ = V&

ve
lim g, (z},) = 00
k—o0

olup, {z} dizisi zayif yakinsak degildir (Bhardwaj ve Bala 2007).

Bu bilgiler dogrultusunda, regiiler ve negatif olmayan toplanabilme matrisi yardimiyla,
normlu uzaylarda zayif istatistiksel yakinsaklik kavraminin genellestirmesini saglayacagiz.
Ustelik tanimlayacagimiz bu yeni yakinsaklik, ayni zamanda A-istatistiksel yakinsakligi

da genellestirir.

Tanim 3.1.2 (X, ||.||) bir normlu uzay, {2}, X uzayinda bir dizi, z € X ve A = (a;)
matrisi negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger her ¢ > 0 ve her

g € X'icin

L

kilg(ap—2)|>e
gergekleniyorsa {z} dizisi x noktasina zayif A-istatistiksel yakinsaktir denir ve

st — limxy, = x ile gosterilir.

Acik¢a goriiltiyor ki zayif A-istatistiksel yakinsaklik taniminda A matrisi yerine Cesaro

matrisi alinirsa zayif istatistiksel yakinsaklik elde edilir.

Simdi A-istatistiksel yakinsakligin zayif A-istatistiksel yakinsaklk icin yeterli oldugunu

gosterelim.

Teorem 3.1.1 (X, |.||) bir normlu uzay, {z}, X uzayinda bir dizi ve A = (a,) mat-
risi negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger {x;} dizisi x vektdriine

A-istatistiksel yakinsak ise ayni noktaya zayif A-istatistiksel yakinsaktir.
13



Ispat. ¢ > 0 ve g # 0 € X verilsin.
|9 (xr — )| < lgll lze — =]
esitsizliginden

— gl
elde edilir. A matrisi negatif olmayan toplanabilme matrisi oldugundan, (3.1) uyarinca

0 S Z A < Z QAnj

klg(ar—a)|2e kel 5

{k::|g(a:k—a:)|25}c{k:||xk—x||>i} (3.1)

yazabiliriz.
{z} dizisinin  noktasina A-istatistiksel yakinsakligindan
o, D om=0
kilg(zp—x)|Ze

bulunur. =

Yukaridaki teoremin karsiti dogru degildir. Yani zayif A-istatistiksel yakinsak oldugu halde,
A-istatistiksel yakinsak olmayan diziler mevcuttur. Zayif A-istatistiksel yakinsaklik tani-
minda A matrisi yerine Cesaro matrisi alinirsa zayif istatistiksel yakinsakligin elde edile-
cegini soylemistik. Dolayisiyla teoremin karsit 6rnegi icin, Bhardwaj ve Bala tarafindan

verilen asagidaki ornegi bizler de kullanabiliriz.

Ornek 3.1.2 [, (1 < p < c0) uzayindaki {x}} dizisi

(

m , j<kk=m?

: _ 2

SRR RN R T
’ 1, j=kk#m?
L0, JFRE#EM?

ile tanimlansin. {x;} dizisi sifira istatistiksel yakinsak degildir ancak sifira zayif istatis-

tiksel yakinsaktir (Bhardwaj ve Bala 2007).

Teorem 3.1.2 (X, |.||) bir normlu uzay, {x}} ve {yx}, X uzayinda birer dizi, x,y € X
ve A = (a,x) matrisi negatif olmayan regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. O halde
(1) st¥ —limzy = x ve st4 — limy, = y ise st — lim (2 + yp) = + y

(17) « bir skaler olmak lizere st% — limx, = x ise st% — lim axy = ax gergeklenir.
14



ispat. i) Kabul edelim ki {z} ve {y} dizileri sirasiyla = ve y vektérlerine zayif A-

istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda her ¢ > 0 ve her g € X’ icin
5a ({k gz — 7)] > g}) —0ved, ({k g (e — y)| > g}) —0 (32
gerceklenir. g fonksiyonelinin siirekliliginden,
9((z +y) — (= +y) = lg (@x + ve) — 9(z +y)| < lg(zr — )]+ 9(yx — v)]
yazabiliriz. Buradan
Sa{k oot o) = (@t o)l =) <oa ({k:lg(on—a) 2 ] })
+0a ({k:lg (e —v)l = 5})

bulunur ve (3.2) geregince,

da({k = [g((zx +yk) — (z +y))[ 2 €}) =0

gerceklenir.

i1) € > 0 sayisi, « skaleri ve g € X'’ fonksiyoneli verilsin.
a = 0 icin ispat asikardir.

a # 0 olsun. g fonksiyonelinin siirekliliginden,

{k: |g(amy — az)| > e} = {k: |g (v — @) | z&}

elde edilir. Buradan ve {x} dizisi x vektdriine zayif A-istatistiksel yakinsak oldugundan

{axy} dizisinin ax vektoriine zayif A-istatistiksel yakinsak oldugu bulunur. m

Topolojik uzay kavraminin ortaya cikmasindan sonra pek cok matematiksel teori or-
taya atilmistir. Bunlardan bazilar topolojik vektdr uzaylari ve normlu uzaylar iizerinde
taniml zayif topolojilerdir. Simdi zayif A-istatistiksel yakinsakligin, zayif topolojideki A-
istatistiksel yakinsaklik ile cakisik oldugunu gosterelim. Bdylece zayif istatistiksel ya-
kinsaklik kavrami zayif topolojinin 6zellikleriyle iliskilendirileceginden, topolojik vektor

uzaylarinda zayif istatistiksel yakinsaklik ¢alisirken yararli olacaktir.

Teorem 3.1.3 X bir topolojik vektor uzayi, {x;}, X uzayinda bir dizi x € X ve
A = (an) matrisi negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda st —limzy, = «

olmasi icin gerek ve yeter kosul zayif topolojide st4 — lim x; = x olmasidir.
15



Ispat. st% — limzj, = x olsun. O halde her € > 0 ve her g € X’ icin

nh_}rr;() Z A, =0 (3.3)
kilg(zp—w))|2e

gerceklenir. Simdi x € U olacak bicimde keyfi bir U zayif acik kiimesi alalim. Bu durumda

U=U (xvglug% "'797‘78)

olacak bicimde bazi r € N ve g1, ¢o, ..., g, € X ve £ > 0 vardir. Burada

U(r,91,92, - 9me) = {y € X g (y) —gi(x)| <e,i=1,2,....,r} dir.

Eger x1, ¢ U ise |g;, (xx) — gi,(x)| > € olacak bicimde iy € {1,2,3,...,7} vardir. Diger
yandan (3.3) geregince,

lim > g = 0 (3.4)

n—00
k| gio (2r)—gio ()| >e

elde edilir. Dolayisiyla

0 S Z Ank S Z Ank

k:zgU k:|gi, (xk)fgio(:r)|2€

olup (3.4) geregince,

n—00
k:xp¢U

gerceklenir. Bu da bize zayif topolojide {x}} dizisinin x vektdriine A-istatistiksel yakinsak
oldugunu sdylemektedir.
Karsit olarak; = € U olacak bicimde U zayif agik kiimesi icin
nh_>r1010 Z ap, =0 (3.5)
k:a:k¢U

olsun. g € X' ve ¢ > 0 verilsin. x € U, olacak bigimde keyfi bir

Ug={ye X :|g(y) —g(r) <e}

acik kiimesini dikkate alalim. Bu durumda
D am= D aw
kixp¢Uy k:lg(zr)—g(z)|>e
olup (3.5) uyarinca
), am=0
k:lg(wi)—g(x)|=e

elde ederiz. Yani {x} dizisi = vektoriine zayif A-istatistiksel yakinsaktir. m

16



3.2 Zayif A-kuvvetli Toplanabilirlik

Bu boliimde oncelikle bir normlu uzayda zayif A-kuvvetli toplanabilme kavrami tanimla-

nip, sinirl diziler uzayinda zayif A-istatistiksel yakinsaklik ile denkligi gosterilecektir.

Tanmim 3.2.1 (X, |[.||) bir normlu uzay, {4}, X uzayinda bir dizi, z € X ve A = (a,;)

bir toplanabilme matrisi olsun. Eger her g € X'icin

T{i@OZ\ank! g (zx — )| =0
keN

oluyorsa {x}} dizisi x vektoriine zayif A-kuvvetli toplanabilirdir denir.

Teorem 2.1.2" de bahsettigimiz lizere Connor, A-kuvvetli toplanabilirligin karakterizas-
yonlarindan birini elde etmistir. Oyle ki sinirli diziler uzayi iizerinde A-kuvvetli topla-
nabilme, A-istatistiksel yakinsakliga denktir. Burada, benzer karakterizasyonun zayif A-
kuvvetli toplanabilme icin de gecerli olup olmadigi sorusu diisiiniilebilir. Asagidaki teorem

ile bu duruma agiklik getirebiliriz.

Teorem 3.2.1 (X, ||.||) bir normlu uzay, {x)}, X uzayinda bir dizi, x € X ve A =

(ank) matrisi negatif olmayan regiiler bir matris olsun. O halde

(1) Bir {zx} dizisi x vektoriine zayif A-kuvvetli toplanabilir ise ayni degere zayif A-
istatistiksel yakinsaktir.

(13) {x1} simirh bir dizi ve st — limx, = x ise {x} dizisi x vektoriine zayif A-kuvvetli

toplanabilirdir.

ispat.
i) Kabul edelim ki, {zy} dizisi = vektoriine zayif A-kuvvetli toplanabilir olsun. O halde
her g € X' icin

T{ggozank g (v — )| =0

keN
17



gerceklenir. Her € > 0 ve her g € X' icin

Y anlg@—2) = D amlg@—a)+ D amlg (@ — )

kilg(er—a)| <e kel (w—)| >e

> Y awmlg(e—2)

k:lg(zp—z)|>e

2 € Z Qnk

k:lg(zp—z)|>e
> 0

oldugundan stY — lim x;, = x gergeklenir.
i1) Kabul edelim ki {z} dizisi sinirli ve st — limx, = x olsun. O halde sup |zx| < 0o
k

olur. Ayrica her g € X' icin

Zank g (zx —2)| = Z ank |9 (2, — )| + Z ank |g (zr — )]

keN ki|g(zp—z)|<e k:lg(zp—x)|>e
< ey amtlgllsupllze =] > aw
keN k ki|g(zp—z)|>e

gergeklenir. Kabuliimiizden ve A matrisinin regiilerliginden {z;} dizisinin = vektdriine

zayif A-kuvvetli toplanabilir oldugu elde edilir. m

Uyar1 3.2.1 (X, ||.||) normlu uzay olmak iizere her g € X' icin

g (zx — )| < [lgl lzx — |

esitsizliginden {x;} dizisi 2 vektoriine A-kuvvetli toplanabilir ise zayif A-kuvvetli topla-

nabilirdir.
3.3 Zayif A-diizgiin Integrallenebilirlik

A-kuvvetli toplanabilirligin literatiirde bircok karakterizasyonu bulunmaktadir. Bunlar-
dan birinin sinirli diziler icin verildigini sdylemistik. Bir diger karakterizasyon ise Khan ve
Orhan (2010) tarafindan verilmistir ve sinirhlik sarti yerine A-diizgiin integrallenebilme
kavraminin getirilebilecegi gosterilmistir. Boylece sinirlilik kosulu ile verilen Teorem 2.1.2

'yi hafifleterek, A-kuvvetli toplanabilme kavramini karakterize etmislerdir.

18



Bu béliimde ise normlu uzaylarda deger alan dizilerin zayif A-diizgiin integrallenebilmesini
tanimlayip, zayif A-kuvvetli toplanabilirligini karakterize edecegiz. Oncelikle Khan ve
Orhan tarafindan reel terimli diziler icin verilen A-diizgiin integrallenebilme kavramini

hatirlayalim.

Tanim 3.3.1 A = (a,;) bir toplanabilme matrisi olmak iizere

limsup Y |ane| |z =0
Cc— 00

" k:lzk|>c

oluyorsa {x}} dizisine A-diizgiin integrallenebilirdir denir (Khan ve Orhan 2010).

Simdi normlu uzaylarda deger alan diziler icin toplanabilme matrisi yardimiyla zayif A-
diizgiin integrallenebilme kavramini tanimlayalim. Ayrica daha énce verdigimiz zayif A-

kuvvetli toplanabilme kavramini karakterize edelim.

Tanmim 3.3.2 (X, ||.||) bir normlu uzay, A = (an) bir toplanabilme matrisi olmak iizere
her g € X' icin

clgglosup Z |k |g (zx)] =0

n
k:lg(zy)|=c

oluyorsa {x;} € X dizisine zayif A-diizgiin integrallenebilirdir denir.

Teorem 3.3.1 (X, ||.||) bir normlu uzay, A = (a,) € MT bir toplanabilme matrisi ve
{zx}, X uzayinda bir dizi olsun. Buna gore, asagidaki dnermeler denktir.

(1) {xy} dizisi x = 0 vektdriine zayif A-kuvvetli toplanabilirdir.

(17) {1} dizisi zayif A-diizgiin integrallenebilirdir ve = = 0 vektdriine zayif A-istatistiksel

yakinsaktir.

ispat. {x,} dizisi z = 0 noktasina zayif A-kuvvetli toplanabilir olsun. Bu durumda her
g € X' igin
Jggozank |9 ()] =0 (3.6)

keN
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gerceklenir. Her € > 0 ve her g € X' icin

0 Y aw= Y aw< Y ewlo(n)l

€

k:

olup, (3.6) uyarinca st% — limz;, = 6 gerceklenir. Simdi £ > 0 ve g € X' olsun. Her
n > N icin

D anlg (zh)] < e

keN
olacak bicimde bir N € N vardir. Diger yandan her n =1,2,..., N — 1 icin

D kg (zh)| < e

k>K

olacak sekilde yeterince biiylik K € N sayisi secilebilir.
C' > max{|g (z1)|,|g (x2)], ... |9 (zk)|} oldugunda
sup Z ani |9 (zx)] < €
" klg(an)|>C
gerceklenir. Dolayisiyla {z} dizisi zayif A-diizgiin integrallenebilirdir.
Simdi {x}} dizisi zayif A-diizgiin integrallenebilir ve st% —lim x; = 6 olsun. Bu durumda

her g € X', her ¢ > 0 ve her t > 0 icin

lim sup Z ank |9 (xx)] < limsup Z Ank |9 (28]

" kelg(ay)|<t " ke<|g(ay)|<t

©otmsp S awlg ()]

" kilg(eg)|<min(te)

< tlimsup Z ank+5§:ank
n =1

k:lg(zr)|>e k

< ¢ (3.7)
elde edilir. (3.7) esitsizligi gbz oniine alinarak

limsupZank\g(xk)] < limsup Z ank |9 ()| + limsup Z ank, |9 (z1)]
"k

n n
k:|g(xy)|<t k:lg(zp)|>t

< e+ limsup Z ank g (1))

" klg(a)|>t
bulunur. Ayrica lim sup x < sup x oldugundan her £ > 0 ve her ¢ > 0 igin

lim SupZank g (xx)| < €+ sup Z ank |9 (z1)]
" k " kelg(ag)|>t
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elde edilir. Her iki tarafin ¢ — oo icin limiti alinirsa

lim supZank lg (zr)| < e+ tliglosup Z ank, |9 (z1)|
ok " kelg(an) >t

bulunur. O halde {z}} dizisi zayif A-diizgiin integrallenebilir oldugundan

i3 e ()] <
" keN

olup, ¢ keyfi oldugundan her g € X" icin

lim supZank lg (z)] =0

" keN

gerceklenir. Dolayisiyla her g € X icin

1175112@% lg ()| =0

keN

elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m
Uyar1 3.3.1 (X, |[.]|) bir normlu uzay olmak iizere her g € X" icin

g (zx — )] < [lgl lox — |

esitsizliginden {z} dizisi A-diizgiin integrallenebilir ise zayif A-diizgiin integrallenebilir-

dir.
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4. TOPOLOJIK VEKTOR UZAYLARDA A-DUZGUN INTEGRALLE-
NEBILIRLIK

Bu bélimde (H, €, P) olasilik uzayr olmak ilizere H uzay: iizerinde tanimlanan rasgele
vektor dizileri icin Pettis integrali yardimiyla Pettis A-istatistiksel yakinsaklik ve Pettis
A-kuvvetli toplanabilme kavramlari tanimlanacak ve aralarindaki iliski arastirilacaktir.
Ayrica rasgele vektor dizileri icin A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilme kavrami verilip,
diizgiin integrallenebilmenin literatiirdeki versiyonlari ve bu yeni kavramlarin birbirleriyle

olan iliskisi ele alinacaktir.

4.1 Pettis A-istatistiksel Yakinsakhk

Istatistiksel yakinsaklik kavrami matematigin bircok alaninda aktif olarak kullanilmak-
tadir. Skaler terimli diziler igin verilen temel tanim zamanla fonksiyon dizileri (Bilalov
ve Nazarova 2015) ile rasgele degiskenlerin dizilerine (Ghosal 2013) genellestirilmistir.
Bu versiyonlarda da genel olarak reel fonksiyonlar géz dniine alinmistir. Vektor degerli
fonksiyonlar géz oniine alindiginda ise norm fonksiyonu yardimiyla reel fonksiyonlar elde
edilmistir. Unver ve Ulucay (2017) rasgele vektor dizileri icin vektdr integral olan Bochner
integralini gdz oniine alarak A-istatistiksel yakinsaklik kavraminin yeni bir versiyonunu

tanimlamuslardir.

Tanim 4.1.1 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzayi, {fx} dizisi H uzayindan X uzayina
tanimli rasgele vektorlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi, f Bochner integrallenebilir
bir rasgele vektdr ve A = (a,x) negatif olmayan, regiiler bir toplanabilme matrisi olsun.
Eger {Bf:} vektorlerin dizisi Bf vektdriine norm topolojisinde A-istatistiksel yakinsak
ise; yani her € > 0 icin

lim an =0

”mk:%fﬁbs
gercekleniyorsa { f;} dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-istatistiksel yakinsaktir denir

(Unver ve Ulugay 2017).
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Rasgele vektor dizileri igin bir diger vektor integrali olan Pettis integrali yardimiyla istatis-
tiksel yakinsakligin yeni bir versiyonu tanimlanabilir. Topolojik vektér uzayinda deger alan
rasgele vektorlerin dizileri icin verilen bu kavram ayni zamanda Bochner A-istatistiksel

yakinsakligi gerektirir.

Tanim 4.1.2 X bir topolojik vektor uzayi, {fi} dizisi H uzayindan X uzayina tanimli
rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi, f Pettis integrallenebilir bir rasgele
vektor ve A = (a,;) negatif olmayan, regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Eger {W f; }
vektorlerin dizisi W f vektoriine zayif topolojide A-istatistiksel yakinsak ise; yani her e > 0
ve her g € X' icin

T}Lm Z Ank =0

kelg(W(Fu—f)) >
gercekleniyorsa { f} dizisi f rasgele vektoriine Pettis A-istatistiksel yakinsaktir denir.

Teorem 4.1.1 (X, ||.||) ayrlabilir bir Banach uzay, { fi} dizisi H uzayindan X uzayina
tanimli rasgele vektdrlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi, f Bochner integrallenebilir
bir rasgele vektor ve A = (a,;) negatif olmayan, regiiler bir toplanabilme matrisi olsun.

{fx} dizisi Bochner A-istatistiksel yakinsak ise Pettis A-istatistiksel yakinsaktir.

ispat. {f,} dizisi f rasgele vektoriine Bochner A-istatistiksel yakinsak olsun. Bu du-

rumda her € > 0 icin

nlggo Za”k =0 (4.1)
k:|B(fi—f)lI>e

gerceklenir. g # 6 € X' alalim. {f;} dizisi ve f vektdrii Bochner integrallenebilir ol-
dugunda Pettis integrallenebilir olup bu integraller cakisiktir. Ayrica g fonksiyonelinin

stirekliliginden

[gW (fie = O < lglHIW (e = DI = NlglHIBC S = f)

yazilir ve buradan ¢ > 0 olmak lizere
€
(b 199 (o= 1) > e} ks IBCA = Dl > 15 )

elde edilir. A toplanabilme matrisi negatif olmadigindan,
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Z Qnk S Z Qnj

k:lgW(fr—1))|>e E:||B(fr— )H>Hg“

yazilabilir. (4.1) geregince { fi} dizisi Pettis A-istatistiksel yakinsaktir. m

Tanim 4.1.3 X bir topolojik vektdr uzayi, {fi} dizisi H uzayindan X uzayina tanimli
rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi, f Pettis integrallenebilir bir rasgele
vektor ve A = (a,) bir toplanabilme matrisi olsun. Eger {W fi.} vektorlerin dizisi W f

vektoriine zayif A-kuvvetli toplanabilir ise ; yani her g € X icin

Tim Y Jaui g (W (i — £))] = 0

keN

oluyorsa { fi} dizisi f rasgele vektoriine Pettis A-kuvvetli toplanabilirdir denir.

Tanim 4.1.4 X bir topolojik vektdr uzayi, {fx} dizisi H uzayindan X uzayina tanimli
rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi, f rasgele vektorii Pettis integrallene-

bilir ve A = (a,,;,) bir toplanabilme matrisi olsun. Eger her g € X' icin

11m2]ank]/|g fr—f)|dP =0

keN

oluyorsa { f} dizisi f rasgele vektdriine Lebesgue-Pettis A-kuvvetli toplanabilirdir denir.

Bu tanimlardan hemen belirtebiliriz ki; her g € X’ fonksiyoneli icin

lgW f| < /IgfldP

gerceklendiginden, f rasgele vektorii Lebesque-Pettis A-kuvvetli toplanabilir ise Pettis

A-kuvvetli toplanabilirdir.

Ornek 4.1.1 (X, ].]|) normlu bir uzay, {z;}, X uzayinda bir dizi ve € X olsun.
J =10,1], B(J), J aralginin Borel o — cebiri ve A\, Lebesgue dlciisii olmak iizere her

k € Nicin {fi} dizisi fi. : (J, B(J),\) = (X, .|,

fi(s) = x
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ile ve £ (J,B(J),\) = (X,]|.||) da

fls) ==

seklinde tanimlansin. Bu durumda her g € X icin
9 (G = Nl = [ o= laP = lg (0, — o)
J

esitliginden rasgele vektorlerin bir dizisi icin sirasiyla klasik versiyondaki zayif A-istatistiksel
yakinsaklk ve zayif A-kuvvetli toplanabilme kavramlarinin Pettis A-istatistiksel yakinsak-

lik ve Pettis A-kuvvetli toplanabilmeye denk oldugu goriiliir.

4.2 Pettis A-simirh Diizgiin Integrallenebilirlik

Diizgiin integrallenebilme kavrami ilk olarak rasgele degiskenlerin sinifi icin verilmis ve
olasilik teorisi ile dlcii teorisinin temel kavramlarindan biri haline gelmistir. Ozellikle ras-
gele degiskenlerin dizileri icin diizgiin integrallenebilme kavrami énemli teoremlerin olus-
masina zemin hazirlamistir. Rasgele degiskenlerin bir { f,,} dizisi diizgiin integrallenebilir
ise bazi ek kosullar altinda {f,} dizisinin beklenen degerinin limiti, limitinin beklenen
degerine esittir. Bu &zellik olasilik teorisinde Vitali Yakinsaklik Teoremi, Baskin Yakin-
saklik Teoremi gibi limit teoremlerinin kurulmasinda énemlidir. Ayrica olasilik teorisinde
rasgele degiskenler icin olasilikta yakinsaklik ve ortalamada yakinsaklik iki 6nemli yakin-
saklik tiiriidiir. Ortalamada yakinsama olasilikta yakinsama icin yeterli iken karsiti icin
yine diizgiin integrallenebilirlik gereklidir. Ozetle, diizgiin integrallenebilme kavrami, ola-
silik teorisinde, limitlerin yer degistirmesinde, rasgele degiskenlerin dizileri icin yakinsama
sonuclarinin olusturulmasinda, beklenen deger hesaplarinda giivenilir sonuclar saglamak

icin onemli yere sahiptir.

Diizgiin integrallenebilme teorisi lizerinde yapilan calismalar ilerledikce rasgele degiskenler
yerine rasgele vektorlerin dizileri kullanilmistir. Rasgele vektor dizileri icin diizgiin integ-
rallenebilmeden daha kuvvetli kavram olan kompakt diizgiin integrallenebilme kavrami

tanitilmistir. Ayrilabilir bir Banach uzayinda rasgele vektor dizilerinin kompakt diizgiin
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integrallenebilme kavrami, diizgiin integrallenebilme kavraminin dogal bir genislemesidir.

Simdi bu tanimi hatirlatalim:

Tanim 4.2.1 (X, ||.||) bir Banach uzayi olmak iizere { f;.} dizisi H uzayindan X uzayina

tamimli rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. Her € > 0 icin

s%p/ [ fell dP < e
T K
kosulunu saglayan kompakt bir K C X altkiimesi varsa { f} dizisine kompakt diizgiin

integrallenebilirdir denir (Hoffmann-Jgrgensen ve Pisier 1976, Daffer ve Taylor 1982).

1997 yilinda ise Ordéiiez Cabrera aynlabilir Banach uzaylarinda toplanabilme matrisi
yardimiyla A—kompakt diizgiin integrallenebilme kavramini tanimlamis ve rasgele vek-

torlerin agirhikli toplamlarinin ortalamadaki yakinsakligini arastirmistir.

Tanim 4.2.2 (X, ||.||) aynlabilir bir Banach uzayi olmak iizere { fi.} dizisi H uzayindan
X uzayina tanimli rasgele vektorlerin bir dizisi olsun. A = (a,,;) matrisi sup) _ |an,| < 0o
n 'k

olacak bicimde bir toplanabilme matrisi olmak iizere eger her ¢ > 0 icin

sup" [ [ il dP <=
"ok

k¢ K

kosulunu saglayan kompakt bir K C X altkiimesi varsa { fi} dizisine A-kompakt diizgiin
integrallenebilirdir denir (Ordéfiez Cabrera 1997).

Ancak tiim bu tanimlarda norm fonksiyonu yardimiyla reel fonksiyonlar elde edilip Lebes-
gue integrali kullanmilmistir. Godet-Thobie ve Satco (2006) ayrilabilir Banach uzaylarinda
deger alan rasgele vektorlerin dizileri icin Pettis integral yardimiyla Pettis diizgiin in-
tegrallenebilme kavramini ve Unver ve Ulugay (2017) ise Bochner integrali yardimiyla
kurulan A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme kavramini tanimlamislardir. Simdi

sirasiyla bu kavramlari hatirlayalim.
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Tanmim 4.2.3 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzayi, {fi} dizisi H uzayindan X uzayina
tanimli rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi olsun. ¢ > 0 ve k£ € N igin

P(F) < ¢ oldugunda
W (fixr) | <

olacak bicimde § > 0 varsa {fi} dizisine Pettis diizgiin integrallenebilirdir denir. Bu

tanim ayrica su sekilde de verilebilir. € > 0 igin P(F") < ¢ oldugunda

sup / |hfixp|dP <€
H

keN,heB!

olacak bigimde § > 0 varsa { fi} dizisine Pettis diizgiin integrallenebilirdir denir. Burada
B, X uzayinin X’ siirekli dual uzaymin kapali birim yuvaridir (Godet-Thobie ve Satco
2006).

Tanim 4.2.4 (X, ||.||) ayrilabilir bir Banach uzayi, {fi} dizisi H uzayindan X uzayina
taniml rasgele vektorlerin Bochner integrallenebilir bir dizisi ve A = (a,,x) bir toplana-

bilme matrisi olsun. Eger her ¢ > 0 igin

sup Jani| [|Bfix(rery || <

" keN

olacak bi¢cimde kompakt bir K C X altkiimesi varsa {fi} dizisine A-kompakt diizgiin

Bochner integrallenebilirdir denir (Unver ve Ulugay 2017).

Biz ise bu tezde topolojik vektor uzaylarinda Pettis integrali yardimiyla A-sinirli diizgiin
Pettis integrallenebilme kavramini tanimlayacagiz. Daha sonra bu kavram ile Pettis
diizgiin integrallenebilme ve A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme kavramlari
arasindaki iliskileri inceleyecegiz. Ayrica, A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilme kavrami

icin bazi yeter ve sonrasinda gerek kosullari arastiracagiz.

Tanim 4.2.5 X bir topolojik vektdr uzayi, {fi} dizisi H uzayindan X uzayina tanimli
rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi ve A = (a,,x) bir toplanabilme matrisi
olsun. Eger her ¢ > 0 ve her g € X' icin

SUPZ |G| ’9 (W (ka{fﬁKg}))‘ =°

" keN
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ve g (K,) C R sinirli olacak bigimde bir K, C X altkiimesi varsa { f;.} dizisine A-sinirl

diizgiin Pettis integrallenebilirdir denir.

Asagidaki iki 6nerme sirasiyla, A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilme kavraminin, Pettis
diizgiin integrallenebilme ve A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilme kavramlarinin

her ikisinin de bir genellestirmesi oldugunu sdylemektedir.

Onerme 4.2.1 (X, ||.]|) aynlabilir bir Banach uzayi, {f,} dizisi H uzayindan X uzayina
tanimli rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi ve A = (a,x) birim matris

olsun. Eger {fi} dizisi Pettis diizgiin integrallenebilir ve  sup [, |hfi| dP < oo ise,
kEN,heB!

{fx} dizisi A-sinirl diizgiin Pettis integrallenebilirdir.

ispat. ¢ >0, 9g#60 € X' ve sup [y (|Rfe])dP = M < oo olsun. | := — 9 e
keN,heB! 9l
tammlarsak, [ € B’ olur. C' > 0 keyfi bir sayi olmak {izere

Dy (C):={se H:|lfy]| >C}

kiimesini ele alalim. Chebyshev esitsizliginden,

£l dP
Plifs > C) < fH‘L L /|hfk]dP:%

S -
C kenpes Ju

M
gergeklenir. Eger C' > 5 ise P (Dy (C)) < 6 olup, {fi} dizisi Pettis diizgiin integralle-

nebilir oldugundan,

sup / \hfel Xpy(oydP < 5=
keN,heB’

bulunur. [ € B’ oldugundan

Sup/ |lfk|XDk(C dP < 7 H ||

keN

gerceklenir. Dolayisiyla

sup/ ‘gkaDk(C)’ dP < ¢ (4.2)

keN J H

elde edilir. Diger yandan K, := ¢~ [—C, C] kiimesini tanimlarsak,

dP (4.3)

‘QW (ka{fkgKg})‘ = '/H (gka{fkgKg}) dP' < /H )gkaDk(C)
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buluruz. (4.2) ve (4.3) uyarinca

wup o (W) | <

gerceklenir. Ustelik g(K,) C [-C,C] siirh bir kiimedir. O halde {f;} dizisi A-sinirli

diizgiin Pettis integrallenebilirdir. m

Asagidaki teorem rasgele vektor dizilerinin A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilmesi icin

gerekli kosulu vermektedir.

Teorem 4.2.1 (X, ||.||) ayrlabilir bir Banach uzayi ve A = (a,;) bir toplanabilme mat-
risi olsun. Eger { fi} dizisi H uzayindan X uzayina tanimli rasgele vektorlerin A-kompakt

diizgiin Bochner integrallenebilir bir dizisi ise A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilirdir.

Ispat.
g #6¢c X alalim. {f,} dizisi A-kompakt diizgiin Bochner integrallenebilir oldugundan

her £ > 0 icin

SHPZ || HBka{fk¢K}H || [

" keN

olacak bicimde kompakt bir X' C X altkiimesi vardir. g fonksiyonelinin siirekliliginden
ve {fr} Bochner integrallenebilir oldugunda Pettis integrallenebilir olup bu integraller

cakisik olacagindan

[9W (fixpgry) | < Nl (W (Fexgpery)) || = N9l ||B e lisgrr]|

elde edilir. Dolayisiyla ¢ > 0 olmak (izere
sup Y Nl |9 (W (feligry))] < gl sup)  lankl |[Bfiligr || < e
" keN " keN

olacak bicimde K C X kompakt kiimesi vardir. K kiimesi kompakt ve ¢ siirekli oldu-
gundan g (K) C R kompakttir. Dolayisiyla ¢ (K) kiimesi sinirlidir. Sonug olarak { fi}

dizisi A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilirdir. =
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Ornek 4.2.1 X normlu bir uzay {z}}, X uzayinda bir dizi ve 2 € X olsun. J = [0, 1],
B(J), J araliginin Borel o — cebiri, A, Lebesgue 6l¢iisii olmak lizere her k € N icin
{fx} dizisi fy : (J,B(J),A\) = (X, ].|]), fx(s) = zx ile tammlansin. Ayrica A = (a,x)
bir toplanabilme matrisi ve {x} zayif A-diizgiin integrallenebilir bir dizi olsun. g € X’

alalim. Bu durumda her € > 0 i¢in ¢ > L oldugunda

sup > g (@) lank| <

n
k:lg(ap)|>c

olacak bigimde L (g, g) = L > 0 sayisi vardir. $Simdi K, ={z € X : |g(z)| < L,} C X
kiimesini géz oniine alalim. Bu durumda

sup Y il |9W (firsen, )| = s 3 Jawl [ lg (zi) aP
J

n keN n kilg(ay)|> L

= sup ). |aw[lg (zr)[A(J)

" kilg(z)|>L

= sup >, [g (@) @l
" kilg(a)|>L

< €

elde edilir. Ayrica g (K,) sinirli oldugundan rasgele vektorlerin {fi} dizisi icin zayif A-

diizgiin integrallenebilme ile A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilme denktir.

Simdi topolojik vektor uzayinda deger alan rasgele vektorlerin dizilerinin A-sinirl diizgiin

Pettis integrallenebilmesi icin gerekli kosullar ile yeterli kosullari verecegiz.

Teorem 4.2.2 X bir topolojik vektdr uzayi ve {f}, H uzayindan X uzayina tanimli
rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi olsun. A = (a,x) negatif olmayan,
regiiler bir toplanabilme matrisi ve her s € H icin f (s) = 6 olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler gerceklenir.

(1) {fx} dizisi f rasgele vektoriine Pettis A-istatistiksel yakinsak ve A-sinirli diizgiin
Pettis integrallenebilir ise yine f rasgele vektoriine Pettis A-kuvvetli toplanabilirdir.

(13) {fx} dizisi f rasgele vektoriine Pettis A-kuvvetli toplanabilir ise yine f rasgele

vektoriine Pettis A-istatistiksel yakinsaktir.
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Ispat.
i) Kabul edelim ki {fi.} dizisi f = 0 rasgele vektdriine Pettis A-istatistiksel yakinsak ve

A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilir olsun. Bu durumda her € > 0 ve her ¢ € X icin

lim Zank =0 (4.4)
" k:|gW fr|>5
ve
sup_an |gW (fixpery)| < % (4.5)
" keN

.9 (K,;) C R sinirli olacak bigimde bir K, C X altkiimesi vardir. Diger yandan her ¢ > 0

ve g € X' icin ¢ fonksiyonelinin lineerliginden

DAgW U aw = > gW(F)lam+ D gW (fi)] am

keN k:|ngk’>§ k\gwfk| £
< Z‘QW (ka{meg}) Cnk
keN
€
k:lngk’>%

elde edilir. g (K,) simirl kiime oldugundan her z € K, icin |g (x)| < M olacak bicimde
bir M > 0 sayisi vardir. Dolayisiyla her £ igin

‘QW <ka{fkng})‘ = '/9 <ka{fk€Kg}> dP (s)

/ ofil dP(s)

{S fk GKg

M/dP

bulunur. Simdi (4.6), (4.7) esitsizliklerinden her £ > 0 ve her g € X' icin

gw (ka{ng}) ‘

+M]lim sup Z Ang + 5 (4.8)

—
T k| gW(f)|> 5

IN

IN

hmsupZ|gW (f)lane < supZank

yazilabilir. Diger yandan (4.4), (4.5) esitsizlikleri (4.8) esitsizliginde dikkate alinirsa her

e >0 ve her g € X' icin

lim supZank lgW (fe)| < e

31



gergeklenir. Bu da bize {f;} dizisinin ff = 0 rasgele vektdriine Pettis A-kuvvetli topla-
nabilir oldugunu ispatlar.
i1) Kabul edelim ki {fx} dizisi f = 0 rasgele vektériine Pettis A-kuvvetli toplanabilir

olsun. O halde her £ > 0 ve her g € X" icin

SIgW (fillawe = D lgW(f)lam+ D |gW (fi)l am

keN k:|gW(fr)I>e k:|gW(fr)|<e

> 3 1gW(f)lam

k:|gW(fr)|>e

> € Z Ank

k:|gW(fy)|>e

elde edilir. Dolayisiyla

05 Y o< 2 1o(W () aw

kel g(W(fi))|>e keN

gerceklenir. Sonug olarak { fi.} dizisi f rasgele vektoriine Pettis A-istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 4.2.3 X bir topolojik vektor uzayr ve {fi}, H uzayindan X uzayina tanimli
rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi olsun. A = (a,x) negatif olmayan,
regiiler bir toplanabilme matrisi ve her s € H icin f (s) = 0, ayrica her k ve her g € X'
icin g (fi (H)) kiimesi sinirli olsun. Eger { fi.} dizisi f rasgele vektdriine Lebesgue-Pettis
A-kuvvetli toplanabilir ise yine f rasgele vektoriine Pettis A-istatistiksel yakinsaktir ve

{fx} dizisi A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilirdir.

Ispat.

Kabul edelim ki { f} dizisi f = 0 rasgele vektdriine Lebesgue-Pettis A-kuvvetli toplanabi-
lir olsun. Bu durumda { f;.} dizisi f rasgele fonksiyonuna Pettis A-kuvvetli toplanabilirdir
ve Teorem 4.2.2" in (ii) geregince {f;.} dizisi Pettis A-istatistiksel yakinsaktir. g € X ve
e > 0 alalim. {fx} dizisi f = 0 rasgele vektoriine Lebesgue-Pettis A-kuvvetli toplanabilir

oldugundan her n > N igin

S [ 1o ()l aP < (1.9

keN g
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olacak bicimde N = N,(g) > 0 sayisi vardir.
n=1,2, .. N icn
keN

oldugundan n =1,2,..., N igin

ank/|g fe)| dP < — (4.10)
k>M

olacak bicimde M = M, > 0 sayisi vardir. Simdi X uzayinin K, = |J fi(H) C X
k<M

altkiimesini ele alalim.
k=1,2,...,M icin
{s:fu(s) ¢ Ky} =0

gerceklenir. Boylece n = 1,2, ..., N igin

%ank g (W (ka{fk¢K9}>>‘ 3 kZMank g (W (f’fx{fk%Kg})ﬂ
= Zank /(g (ka{fkg_ng})> ap
k>M I

IA
Q
S
ol
o ~——
Na)
VN
=
>
=
A
5
~
Q,
~

= Zank/w fx) |X{fk¢Kg}dP

k>M

St / 9 (f)ldP (4.11)

k>M

IN

elde edilir.

Ayrica (4.9) geregince her g € X’ icin

Supzank ( (ka{fkséKg})) ’

n>N

IN

supzank/w fr) |X{fk¢Kg}dP

keN

SUP Y _dp, / lg (fx)| dP

n>Nk€N

IN

< 5 (4.12)

bulunur. (4.10), (4.11) ve (4.12) uyarinca her g € X’ igin

supzank g (W (ka{fwéKg}))‘ <€
" keN
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gerceklenir.

Ayrica her k € N ve her g € X icin g (fy, (H)) kiimesi sinirli ve K, = |J fi (H) C X
k<M

oldugundan
g(Ky) =g ( U 5 (H)> = Jg (e (H))
k<M k<M
olup g (K,) kiimesi sinirlhdir. Sonug olarak { fi} dizisi A-sinirli diizgiin Pettis integralle-

nebilirdir. m

Ornek 4.1.1, Ornek 4.2.1, Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.2.3' den asagidaki sonucu elde

ederiz. Bu sonug¢ Teorem 3.2.1 ile cakisir.

Sonug 4.2.1 X bir normlu uzay, {z}}, X uzayinda bir dizi, z € X, A = (a,;) negatif
olmayan, regiiler bir toplanabilme matrisi olsun. Bu durumda {z;} dizisinin = vektoriine
zayif A-kuvvetli toplanabilir olmasi icin gerek ve yeter kosul zayif A-diizgiin integralle-

nebilir ve yine x vektoriine zayif A-istatistiksel yakinsak olmasidir.

Asagidaki onerme sonlu boyutlu topolojik vektor uzaylarinda deger alan rasgele vektor

dizilerinin A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilmesi icin yeter kosulu verir.

Onerme 4.2.2 X bir sonlu boyutlu topolojik vektér uzayr {fi}, H uzayindan X
uzayina tanimli rasgele vektorlerin Pettis integrallenebilir bir dizisi ve A = (a,,;) regiler

bir toplanabilme matrisi olsun. Eger her g € X' icin

() sup Y Jawal [ lg ()] < 20

" keN
(i7) Her ¢ > 0 i¢in, G}, € ¥ ve

sup Y |ank| P(Gr) <6 (4.13)

keN

oldugunda
Supz |anel |9 (W (frxe,))| < e

keN

olacak bicimde 0 > 0 mevcutsa {f;} dizisi A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilirdir.
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Ispat. (i) geregince her g € X' icin

sup Y [enal [ lo ()] < T

™ keN

olacak bigimde T" > 0 sayisi vardir. ¢ > T'/4 sabitlersek Chebychev esitsizliginden,

sup Y Jank| P (g (fu)] > ¢) < %supZ!ank|/|g(fk)|dP<5 (4.14)

™ keN " keN

elde edilir. Simdi K, = {x € X : |g(x)| < a} kiimesini gbz dniine alalim. Bu durumda
(4.14)" den her bir k icin Gy = f, ' (K¢) 8lciilebilir altkiimesi (4.13) kosulunu saglar.

Bdylece (ii) uyarinca

5D > Jane| |9W (g, )| =510 D lanel 9 (W (fixa,))| < =
" keN " keN

gerceklenir. Ayrica g (K,) sinirli kiimedir. Dolayisiyla {f;} dizisi A-sinirli diizgiin Pettis

integrallenebilirdir. =
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5. TARTISMA VE SONUC

Seriler ve dizilerin yakinsakliginin incelenmesi matematikte dnemli bir yere sahiptir. Bir-
cok matematikgci toplanabilme teorisinin gelisimine kadar olan siirede yakinsak serilerle
ilgilenmislerdir. Ancak toplanabilme teorisinin gelismesiyle birlikte iraksak serilere olan ilgi
de artmustir ve bdylelikle toplanabilme teorisinin asil amaci iraksak bir seriye bir toplam
karsilik getirmek olmustur. Toplanabilme teorisinde baslangicta alisiimis seriler ve diziler
icin calisiimistir ve bunlar icin bircok yakinsaklik metodlari tanimlanmistir. Ornek verecek
olursak, Connor (1988) regiiler ve negatif olmayan matris yardimiyla A-istatistiksel ya-
kinsaklik kavramini tanimlamistir. Yine ayni yayininda A-kuvvetli toplanabilme kavramini
da tanitip, sinirli diziler uzayi iizerinde bu iki kavramin denkligine yer vermistir. Boylelikle
A-kuvvetli toplanabilmeyi karakterize etmistir. Daha sonrasinda A-kuvvetli yakinsakligin
bir diger karakterizasyonunu A-diizgiin integrallenebilen diziler uzayi {izerinde verilmistir
(Khan ve Orhan 2007). Tiim bu tanimlar normlu uzaylarda da gegerlidir. Ayrica normlu
uzaylarda zayf istatistiksel yakinsaklik kavrami verilmistir (Connor 2000). Bu birikimden
yararlanarak bu tezde normlu uzaylarda zayif A-istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlan-
mis ve bu kavramin hem topolojik hem de lineer yapiya sahip oldugu gosterilmistir. Zayif
A-kuvvetli toplanabilme tanimi verilmis ve sinirli diziler uzayi iizerinde bu iki kavramin
denk olduklari ispatlanmistir. Daha sonrasinda A-diizgiin integrallenebilme kavrami veri-

lerek, zayif A-kuvvetli toplanabilme kavraminin bir diger karakterizasyonu elde edilmistir.

Diizgiin integrallenebilme kavrami olasilik uzayinda genis bir yere sahiptir. Oyleki ilk
olarak rasgele degiskenlerin ailesi icin verilen tanimin literatiirde bir cok versiyonu bulun-
maktadir. Ayrilabilir Banach uzaylarinda deger alan rasgele vektor dizileri icin kompakt
diizgiin integrallenebilme kavrami verilmistir (Wang ve Rao 1987). Ordéiiez Cabrera son-
rasinda bu kavrami toplanabilme matrisi yardimiyla genellestirmistir. Ancak rasgele vektor
dizilerini norm fonksiyonu yardimiyla reel degerli hale getirip hesaplamalarda Lebesgue
integrali kullanmislardir (Ordéfiez Cabrera 1997). Diger yandan vektor integralleri de [i-
teratiirde bulunmaktadir. Ayrilabilir Banach uzaylarinda deger alan rasgele vektor dizileri

icin Pettis integrali yardimiyla diizgiin integrallenebilme kavraminin (Godet-Thobie ve
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Satco 2006) ve Bochner integrali yardimiyla da kompakt diizgiin integrallenebilme (Un-
ver ve Ulugay 2017) kavraminin yeni versiyonlari verilmistir. Tezin ilerleyen kisimlarinda
literatiirdeki rasgele vektor dizilerinin diizgiin integrallenebilme kavraminin genellestiril-
mesi olan A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilme kavrami topolojik vektor uzaylarinda
tamimlanmistir. Sonlu boyutlu topolojik vektdr uzayinda deger alan rasgele vektor dizileri

icin A-sinirli diizgiin Pettis integrallenebilme icin yeterli kosul verilmistir.

Bu tez calismasiyla ayrica, topolojik vektdr uzaylarinda deger alan rasgele vektor dizileri
icin Pettis A-istatistiksel yakinsaklik ve Pettis A-kuvvetli toplanabilme tanimlar verilerek
literatiire iki yeni yakinsaklik metodu kazandirilmistir. Bu yapilarin yakinsakhk metotlari
tizerinde calisan arastirmacilar icin faydali olacag diisiiniilmektedir. Ayrica bu iki kavra-
min normlu uzaylarda verilen zayif versiyonlar ile iliskileri incelenmistir. Diger yandan,
Pettis A-kuvvetli toplanabilen rasgele vektor dizisinin ayni degere Pettis A-istatistiksel
yakinsak oldugu sonucu elde edilmistir. Ayrica karsitinin gerceklenmesi icin A-sinirli diiz-

giin Pettis integrallenebilirligin gerekli oldugu belirtilmistir.
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