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Bu tez c¢alismasinda, ilk olarak kiitleli ve kiitlesiz pargaciklar i¢in Dirac denklemi,
grafenin 6zellikleri ve Stipersimetrik kuantum mekanigi yontemleri gézden gegirilmistir.
Hiperbol yiizeyinde Dirac ve Dirac-Weyl denklemleri, yiizeye dik farkli manyetik
alanlar i¢in siipersimetrik kuantum mekanigi yontemleri kullanilarak analitik olarak
¢oziilmistir. Daha sonra, skaler sekil degismez Schrodinger Hamiltoniyenleri igin
kullanilan ~¢arpanlara ayirrma ydntemi, bir boyutta Dirac benzeri matris
Hamiltoniyenlere genisletilmistir. Matris baglastirnm ve anti baglastirim islemcileri,
skaler Hamiltoniyeninkiler cinsinden ifade edilmistir. Ayrica, Dirac benzeri
Hamiltoniyenlere karsilik gelen simetriler, enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 elde
edilmistir. Bu Hamiltoniyenlerin, yiiksek boyutlu spin sistemlerinin indirgenmesinden
elde edildigi gosterilmistir. Son olarak, kiire ve hiperbol yiizeyleri ile iligkili olan

trigonometrik ve hiperbolik Poschl-Teller potansiyelleri 6rnek olarak ele alinmustir.
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1. GIRIS

Karbonun bir allotropu (Neto vd. 2009) olan grafen, 2004 yilinda A. Geim, K.
Novoselov ve ¢alisma arkadaslar tarafindan sentezlenmistir (Novoselov vd. 2004). A.
Geim ve K. Novoselov bu galismalar1 ile 2010 yilinda Nobel Fizik Odiilii'ne layik
gorilmislerdir. Grafen, 6nemli elektronik ve optik Ozellikleri nedeniyle (Fuchs ve
Goerbig 2008, Neto vd. 2009, Goerbig 2011, Katsnelson 2012) fizikte ¢ok ilgi ¢ekmistir
ve hala bu konuda ¢ok onemli ¢alismalar yapilmaktadir. Grafende diisiik enerjili
elektronlar kiitlesiz Dirac pargacigi karakteri gésterir ve Fermi hizina sahip bu kiitlesiz
elektronlarin dinamigi (2+1) boyutlu Dirac-Weyl denklemi ile tanimlanir (Neto vd.
2009). Bu denklemin farkli yiizeyler ve farkli dig manyetik alanlarin varliginda analitik
olarak ¢6ziilmesi ve sonuglarmin yorumlanmasi, son yillarda ilgi ¢eken grafen ve
karbonun diger allotroplarinin (fullerene, nanotiip, nanoribbon, nanocone, ...) elektronik

ozelliklerinin daha iyi kavranmasi agisindan 6nemlidir.

Yapay atom olarak bilinen kuantum noktalar1 {izerine yapilan ¢alismalar, temel fizigin
anlagilmasina ve elektronik, optik vs. uygulamalarina katki saglarlar. Grafen kuantum
noktalarinin spin kiibiti olarak kullanim potansiyelinin olmasi, grafen kuantum
noktalarinin 6nemini artirr (Downing vd. 2011). Bu yiizden, grafende Dirac
elektronlarinin hapsedilme mekanizmasinin anlasilmasi 6nemlidir. Klein tiinellemesi
nedeniyle, grafende Dirac elektronlarini (fermiyonlarini) yalnizca elektriksel potansiyel
kullanarak istenilen noktaya hapsetmek zordur (Hewageegana ve Apalkov 2008,
Beenakker 2008, Katsnelson vd. 2006). Ancak, Dirac elektronlarini kuantum noktasi
icine hapsetmek i¢in manyetik alan kullanilabilir. Dirac-Weyl denklemi bazi manyetik
alanlar i¢in siipersimetrik (SUSY) kuantum mekanigi yontemleri kullanilarak analitik
olarak kolayca ¢oziilebilir (Kuru vd. 2009, Pozdeeva ve Halberg 2010, Contreras-
Astorga vd. 2012, Jakubsky vd. 2013, Contreras-Astorga vd. 2016, Kuru vd. 2018,
Castillo-Celeita vd. 2020, Phan vd. 2020).

SUSY kuantum mekaniginde siiperyiik islemcileri bir matris Hamiltoniyenin (Hamilton
islemcisinin) ayni enerjili dik iki 6zfonksiyonu arasinda doniisiim {retirler ve

Hamiltoniyenle birlikte bir siipercebir olustururlar (Cooper vd. 1988, Cooper vd. 1995,



Junker 1996, Fernandez 2010). SUSY yontemleri, hemen hemen es spektrumlu tam
olarak ¢oziilebilen Hamiltoniyenlerin 6zdegerlerini ve 6zfonksiyonlarini elde etmek ve
yeni ¢oziilebilir Hamiltoniyenleri bulmak i¢in kullanilirlar. Bu sayede fizikte pek ¢ok
problem i¢in ¢oziimler, karsilik gelen diferansiyel denklemler dogrudan ¢oziilmeden
bulunabilir ve yeni ¢oziilebilir problemler elde edilebilir (Cooper vd. 1995, Junker
1996, Dong 2007, Fernandez 2010). Darboux doniisiimii, carpanlara ayirma, baglastirim
yontemleri ve sekil degismezlik SUSY yontemlerindendir. L. M. Nieto ve ¢alisma
arkadaslar1 Schrodinger diferansiyel islemcileri i¢in olan Darboux ddniistimlerini
(Matveev 1991) bir boyutlu Dirac matris Hamiltoniyenlerine genisletmislerdir (Nieto vd
2003). Ancak, bu tez calismasinda daha Once yapilanlara ek olarak sekil degismez
skaler Hamiltoniyenlerin Dirac Hamiltoniyenleri ile iligskisi verilmistir (Demir
Kizilirmak vd 2021).

Bir boyutlu Schrodinger denklemi carpanlara ayirma yontemi ile cebirsel olarak
¢ozilebilir (Infeld ve Hull 1951). Sekil degismez Schrodinger Hamiltoniyenlerinin
hiyerarsisi ise baglastirnm islemcileri ile kurulur (Cooper vd. 2001, Fernandez 2010).
Baglasgtinm islemcilerinin ve onlarin yok ettigi fonksiyonlarin bilinmesi ile,
hiyerarsideki Hamiltoniyenlerin &zdegerleri ve 06zfonksiyonlari bulunabilir. Skaler
ikinci mertebeden enerji 6zdeger problemlerinin hiyerarsisi, birinci mertebeden Dirac
benzeri matris Hamiltoniyenlerin  hiyerarsisi ile iliskilendirilebilir. ~ Skaler
Hamiltoniyenler, Dirac benzeri Hamiltoniyenlerin karesinin kdsegeni iizerinde bulunur.
Dirac benzeri matris Hamiltoniyenlerin hiyerarsisi ve bu matris Hamiltoniyenlerinin

karesi i¢in baglastirim islemcileri aynidir.

Farkli geometrilere sahip ylizeylerde; diizlem, kiire, silindir, hiperbol vs., yiizeye dik
manyetik alan etkisi altinda kiitleli ve kiitlesiz Dirac pargaciklarinin hareketinin
incelenmesi son zamanlarda ilgi odag1 olmustur (Fuchs ve Gorbig 2008, Kuru vd. 2009,
Pozdeeva ve Halberg 2010, Milpas vd. 2011, Contreras-Astorga vd. 2012, Jakubsky vd.
2013, Contreras-Astorga vd. 2016, Liu vd. 2017, Kuru vd. 2018, Phan vd. 2020,
Castillo-Celeita vd. 2020, Demir Kizilirmak ve Kuru 2021).

Bu tez kapsaminda, hiperbol seklindeki grafen yiizeyinde, yiizeye dik manyetik alan

altindaki kiitlesiz elektronlarin davranigini incelemek i¢in karsilik gelen Dirac-Weyl



denklemi SUSY yontemleri kullanilarak ¢ozilmiistir (Demir Kizilirmak vd. 2020).
Hiperbol iizerinde Dirac denkleminin bagli durum ¢o6ziimleri ise Dirac-Weyl
denkleminin bagli durum ¢6ziimlerinden yola c¢ikilarak elde edilmistir (Demir
Kizilirmak ve Kuru 2021). Boylece, hiperbol seklindeki grafen yiizeyinde Landau enerji
diizeyleri ve onlarin dejenereligi bulunmustur. Burada ele alinan hiperbol yiizeyine
manyetik alan uygulanarak, Dirac elektronlarinin hareketlerinin incelenmesi grafen
kuantum kapsiillerinin uygulamalarinda biiyiik bir 6neme sahiptir. Grafen kuantum
kapstilleri, iki tabakali grafende bazi bolgelerde tabakalarin birbirinden ayrilarak

deforme olmasiyla olusur (Liu vd. 2017, Abdullah vd. 2018).

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak Dirac ve Dirac-Weyl denklemleri gézden gegirilmistir.
Ugiincii béliimde grafen hakkinda bilgi verilmis, siki bag yaklasimi kullanilarak Dirac
elektronlarinin enerjileri ve karsilik gelen dalga fonksiyonlari bulunmustur. Ayrica,
siireklilik yaklagimi ile Dirac-Weyl denklemi elde edilmistir. Dordiincii bolimde,
oncelikle siipersimetrik kuantum mekanigi yontemleri hakkinda bilgi verilmis ve
hiyerarsi ¢esitleri gozden gegirilmistir. Besinci boliimde, kiitlesiz pargaciklar igin
hiperbol yiizeyinde Dirac-Weyl denklemi ¢oziilerek, farkli manyetik alanlarin
varliginda siipersimetrik kuantum mekanigi yontemleri yardimiyla Dirac elektronlarinin
elektronik o6zellikleri belirlenmistir. Buna ek olarak, hiperbol yiizeyinde kiitlesiz Dirac
parcaciklarina karsilik gelen bagli durum c¢oziimleri cinsinden, kiitleli Dirac
parcaciklarinin = ¢Oziimleri  bulunmustur.  Altinct  boliimde, Dirac  benzeri
Hamiltoniyenlerin daha yiiksek boyutlu spin sistemlerinin indirgenmesinden elde
edilebilecegi gosterilmistir. Bu durumda, baglastirim islemcileri baglangigtaki sistemin
simetrileri ile iligkilidir. Artan ve azalan hiyerarsi i¢in Schrodinger Hamiltoniyeni ve
baglastirim iglemcileri bulunarak, bu sistemlerin spektrumu elde edilmistir. Daha sonra
karsilik gelen Dirac benzeri matris Hamiltoniyenler tanmitilmistir. Matris baglastirim
islemcileri ve simetrileri hem 2 X 2 hem de 4 X 4 Dirac benzeri Hamiltoniyenler igin
skaler Hamiltoniyenlere karsilik gelen baglastirim islemcileri cinsinden bulunmustur.
Ayrica, bu sistemlere karsilik gelen enerji 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 da elde
edilmistir. Burada, artan hiyerarsiye Ornek olarak trigonometrik Poschl-Teller (PT)
potansiyeli ve azalan hiyerarsiye 6rnek hiperbolik PT potansiyeli olarak ele alimistir.

Bu caligma, yedinci boliimde sonug ve tartigsma ile sonlandirilmastir.



2. KUTLELI ve KUTLESIZ PARCACIKLAR iCiN DIRAC DENKLEMI

Goreli (relativistik) olmayan kuantum mekaniginde pargaciklar Schrodinger denklemi

ile tanimlanir. Goreli kuantum mekaniginde spin-0 pargaciklar Klein-Gordon denklemi,
kiitleli spin- % parcaciklar Dirac denklemi ve kiitlesiz spin- % parcaciklar Dirac-Weyl
denklemi ile tanimlanir (Griffiths 2008). Dirac-Weyl denklemi, 6zel olarak karbonun

allotroplarindaki kiitlesiz Dirac elektronlarinin hareketini tanimlar. Bu boliimde, bu teze

konu olan Dirac ve Dirac-Weyl denklemleri ayrintili olarak incelenmistir.
2.1 Kiitleli Parcaciklar Icin Dirac Denklemi

Schrodinger denklemi

oY (7, t)
ot
seklindedir. Serbest pargacik i¢in klasik goreli Hamiltoniyen

H=T+V = p?c? + m?c* (2.2)

ih = HY(# t) (2.1)

olarak yazilir. Burada, p = —iAV olarak alinarak, (2.1) denklemi diizenlenirse
0w (7.t . 1
h % = (—h%c?V% + m%c*) /ZLP(?, t) (2.3)

ifadesi elde edilir. (2.3) denkleminde uzay-zaman tiirevlerinin mertebesinin ayni
olmadigi ve denklemin Lorentz doniisiimleri altinda degismez kalmadigi goriilir. Bu
sorunlar giderecek ¢izgisel Hamiltoniyen (H) Dirac tarafindan 1927°de asagidaki gibi
Onerilmistir (Schiff 1949):

H = cd.p + fmc?. (2.4)

Bu Hamiltoniyen, E Enerji 6zdurumlari i¢in 6zfonksiyonlar (Shankar 2013)

Y7 t) = ¥(F) o it (2.5)

olarak alinarak, (2.1) denkleminde yerine yazilirsa, Dirac denklemi elde edilir:
(E — cd.p — pPmc*)¥Y(7) = 0. (2.6)
Denklem (2.6)’da bulunan & ve B uzay ve zaman koordinatlarindan bagimsiz olmalidir.
Ayrica, @ ve B kendi aralarinda sira degistirmezler, ancak {7, t, p, E} ile sira

degistirirler.



@ ve B’nim belirlenebilmesi i¢in denklem (2.6) ile (E + c@.p + fmc?) ifadesi carpilir
(Schiff 1949):

(E + cd.p + pmc®)(E — cd.p — Pmc?)P(#,t) = 0, (2.7)
[E? — Ec(d.p) — EBmc? + c(a.p) E — (cd.p)(cd.p) — (c@.p)Bmc? + pmc?E
— pmc?(ca.p) — pPmic*|Y(# t) = 0. (2.8)

Bu denklem diizenlenirse,
E? — c?|aZp? + aZpi + aZp? + pipy(aray + ayay) + (aya, + a,a,)p,yp,
+ (azax + axaz)pxpz] - ﬁ2m2C4

- mc3[(ax,3 + Ba,)py + (ayﬁ + ﬁay)py + (aB + ﬁaz)pz]lp(?: t)

=0 (2.9)
halini alir. (2.9) ve (2.3) denklemleri uyumlu olmalidir. Boylece, asagidaki esitlikler
saglanmalidir:

Axy + Ay = Ay @, + a4,y = a0 + aya, =0, (2.10)
axf + Pay =a,f + pa, = a,p + pa, =0, (2.11)
az=a;=a; =1, p?=1. (2.12)

(2.11) denkleminden goriildiigii gibi @ ve B birbiri ile sira degistirmezler ve sayi ile
ifade edilemezler, ancak matrisle temsil edilirler. Dirac tarafindan Onerilen (2.4)
Hamiltoniyeni Hermitseldir. Bu durumda ave B matrisleri de Hermitsel olmak
zorundadir. (2.12) esitliklerine gore @ ve f matrislerinden bir tanesi kosegen olabilir
(Greiner 1987). B matrisinin kosegen oldugu kabul edilirse, ’nin alacagi 6zdegerler

+1 olur. Boylece, B matrisleri;

1 0
Bz(”x” ) n>0 m>0 (2.13)

0 —Linxm
olarak yazilabilir. (2.11)’de yer alan a,f + fa, = 0 ifadesi, jl elemanlar1 i¢in
(@) u(Bj+B)=0 (2.14)
seklindedir. 8; ve B;, (2.13) ve (2.14)’e gore ayarlanmig B’nin 6zdegerleridir. (2.14)
ifadesinde f5; = B, ise (ay);; = 0 olur. §; # B, durumunda (a,);, ifadesinin sifir

olmasi gerekmez. Boylece, a,, matrisi

ity = ( 0 “51> (2.15)
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olarak yazilir. Burada, a,; n satir, m siitundan ve a,, m satir, n siitundan olusur.

Denklem (2.12)’de yer alan af = 1 kosulundan

0 ax1)(0 axl)_(axlaxz 0 )_ 1 0
(lez 0 /J\a,, 0) 0 Ay Uy _(0 1) (2.16)

bulunur. Bu durumda a, a,, = 1 Ve a,,a,; = 1 ifadeleri yazilir. n # m durumu igin
tek degerli ¢oziimlere ulasilamaz. O halde ¢oziimler n = m seklinde seg¢ilmelidir.

n=m =1 durumu i¢in matrisler 2 X 2 Pauli spin matrisleri olarak yazilir (Schiff

1949):

_(0 1 _ (0 —i _(1 0
ax—(l O)’ ay—(i 0), O'Z—(O _1). (2.17)
n =m = 2 durumu i¢in 4 X 4 seklinde matrisler asagidaki gibi yazilir:
0 0 0 1 0 0 0 —i 0 0 1 0
_(0 0 1 0 _(0 0 i O [0 0 0 -1
“={o 10 0) %o =t 00) %=1 0o o0 o) @¥®
1 0 0 O i 0 0 O 0 -1 0 0
Boylece, @ matrisi
. _(0 o
Q= (5 O) (2.19)

olarak gosterilebilir (Greiner 1987). & ve B matrisleri 4 x 4’liik matrislerdir. O halde

(2.6) ifadesinin ¢oziimii dort bilesenden olusan siitun matrisi olmalidir.

2.1.1 Kiitleli parcaciklar icin Dirac denkleminin diizlem dalga ¢oziimleri

Kiitleli pargaciklar i¢in Dirac denkleminin diizlem dalga ¢oziimlerini elde etmek icin
denklem (2.6)’da verilen @ ve B matrisleri i¢in diizlem dalga ¢6ziimleri 4 satir ve 1

siitundan olusacak sekilde se¢ilmelidir (Schiff 1949):

11[}1 (?' t)
- lpZ(?' t)
Y, t) = 5 . 2.20
(r,t) V(P ) (2.20)
l/)4(?' t)
Diizlem dalga ¢oziimleri,
(7 6) = welkT-wt)  j=1234 (2.21)



olarak secilebilir (Schiff 1949). (2.20) ve (2.21) ile verilen diizlem dalga ¢ozlimleri ve

@, B matrisleri, (2.6) denkleminde yerine yazilirsa asagidaki esitlikler elde edilir:
(E +mcHuy + cpus + c(py — ipy Juy = 0,
(E +mcHuy + c(px + ipy)us — cpus = 0, (2.22)
(E —mc*)uz + cp,uy + c(px — ipy)uz =0,
(E —mcHuy + c(py + ipy)uy — cp,up = 0.
Bu denklemler ig¢in ¢oziim, yalnizca katsayilar determinantinin sifir oldugu durumda

vardir:
(E? — (mc®)? + czpz))2 = 0. (2.23)
Herhangi bir p momentumu igin, enerjinin pozitif ve negatif oldugu iki tane enerji

¢oziimii elde edilir:

+/m2c* + c?p?. (2.24)

Elektronun spin yukari ve spin asag1 durumlar1 goz Oniine alinarak enerjinin pozitif ve

Ey

negatif degerleri i¢in ¢ozlimler asagidaki gibidir (Schiff 1949):

)

¥, = k Ei +mc? |, (2.25)
C

0
1
g, = —CE(”x‘l”y) , (2.26)

Cp;
E_—mc?
y, = | Petipy) | (2.27)



/C(px - ipy)

E_—mc?
p, = | P | (2.28)
E_—mc?
0
1

Denklem (2.25) ve (2.26) enerjinin pozitif oldugu durumlara (pargaciklara yani
elektronlara), denklem (2.27) ve (2.28) ise enerjinin negatif oldugu durumlara (anti

parcaciklara yani desiklere) karsilik gelir.
2.2 Kiitlesiz Parcaciklar icin Dirac-Weyl Denklemi

1930 yilinda W. Pauli durgun kiitlesi sahip oldugu momentuma gore ¢ok kiigiik olan,
151k hizina yakin hiza sahip, yiiksiiz ve spini % olan pargacigin varligini 6ne siirdii. Daha

sonra, 1934 yilinda E. Fermi bu parcacigi “nétrino” olarak adlandirdi. Bu pargaciklarin

hareketini tasvir etmek i¢in Dirac-Weyl denklemi olarak adlandirilan,

al'l', =
ih 3¢ = ca-p Y(x), (2.29)

denklemi 6nerdi (Greiner 1987). (2.29) denklemi, Dirac denkleminden farkli olarak 8

matrisini igermez. a,, @, Ve @, matrisleri i¢in anti sira degisme bagintis,

{a;, a;} = 26 (2.30)
seklinde yazilabilir. Burada, i,j = x,y, z olarak tanimhidir. Kiitleli durumda, £ matrisi
4 x 4 matrisleri gerektirir ve Spin-% parcaciklar1 kiitleleri ile iliskili iki spindrle

tanimlamak gerekir. Ancak, kiitlenin sifir oldugu durum i¢in bu kosul ortadan kalkar ve

dalga denklemi bir spindr ile ifade edilebilir.

Notrinoyu tanimlayan dalga denklemi (Greiner 1987),

ap™)
ih T c6.p ¢ (x) (2.31)
if’a boliindiikten sonra
) .
q;t = —cd.V P (x) (2.32)


https://tr.wikipedia.org/wiki/Enrico_Fermi

denklemi elde edilir. Burada, a,’ler Pauli spin matrisleridir. Dirac-Weyl denklemi i¢in

diizlem dalga ¢oziimleri

6D () = /My ) ) (233)

V2EG@n)?
seklinde verilir. Burada, p = {po,p} = {%,ﬁ}, x = {x, X}, p.x = poxo — p. X dir.
Ayrica, u™(p) iki bilesenli spindrdiir ve asagidaki esitligi saglar:

pou® =a.pu®, (2.34)
Do = g’nin verilen isareti i¢in, hareketin dogrultusu p’ye gore & spininin belli bir
yonelimine karsilik gelir. Helisite, spinin momentum dogrultusundaki izdiistimiinii verir

ve helisite islemcisi, % olarak tanimhidir. Heliste islemcisi, (2.34) denkleminin her iki

tarafina uygulanirsa ve asagidaki esitlik kullanilirsa,
(6-4)(G-B)=A-B+id-(AxB) (2.35)
asagidaki denklem elde edilir:
(0§ — pHut = 0. (2.36)
Bu denklemin ¢oziimii, sadece u") # 0 oldugu durum igin vardir. Boylece,
Po = 1Pl (2.37)
bulunur. Bu ifade kiitlesiz pargaciklar igin goreli enerji ifadesini verir. p, z ekseni

dogrultusunda olmak tizere, (2.34) denklemi i¢in ¢6zim

U = (é) (2.38)

seklindedir. Bu ¢6ziim, spini hareket dogrultusunda olan sag elli kiitlesiz parcacigi

tanimlar. Boylece,

P =g (é) S ((1)) (2.39)

elde edilir. Bu ifade kisaca, helisite islemcisinin pozitif 6zdegere sahip oldugunu ve
sekil 2.1°de gosterildigi gibi spin ile p’nin paralel oldugunu séyler. Pozitif helisite i¢gin

pozitif enerji durumlar1 bulunur.

o
IJ—'—’\ .._p

‘?—u/

Sekil 2.1 Spinin p ile paralel oldugu durum (Greiner 1987)




Sol elli kiitlesiz pargacik,

L 090
ih ———~ =
at

denklemi ile tanimlanir. g, —a ile yer degistirilirse (2.30) bagintis1 saglanir ve bu

—cé-pdpI@t) (2.40)

denklem kiitlesiz spin- % parcaciklar1 i¢in Dirac denklemini verir ((2.31) ile ayni

sekilde). Diizlem dalga ¢6ziimleri,

$O(x) = e/ O ) (2.41)

V2E(2m)3
olarak segilirse,
pou™ = =6 -gu (2.42)

ve

u® = (g) (2.43)

elde edilir. (2.42) denkleminde p, pozitif ya da negatif olabilir. (2.41) ¢oziimii
“notrino durumu” olarak adlandirilir. Ciinkii nétrino sol elli pargaciktir yani negatif
helisiteye sahiptir. Sekil 2.2°de gosterildigi gibi, bu durumda spin p’ye antiparaleldir
(Greiner 1987).

g P
{——— S

Sekil 2.2 Spinin p ile antiparalel oldugu durum (Greiner 1987)

Anti notrino durumlant (py < 0) igin tersi gegerlidir, yani pargacik sag ellidir. f8
bozunumu deneyleri nétrinonun her zaman spin dogrultusuna anti paralel hareket
ettigini gostermistir. Yani pozitif enerjili notrino ic¢in helisite negatif (sol elli), negatif
enerjili ndtrino i¢in helisite pozitiftir (sag elli). Notrinonun (anti nétrino) her zaman sol

elli (sag elli) olmasi, sadece durgun kiitlesi sifir ise miimkiindiir.

Grafende yiik tasiyicilari, kiitlesiz Dirac elektronlaridir ve Dirac noktasi civarinda bu

elektronlarin hareketini tanimlamak i¢in Dirac-Weyl denklemi kullanilir. Dirac ve
Dirac Weyl denklemini saglayan spin- % pargaciklar kiral 6zellige (ellilik) sahiptirler.

Kiralite islemcisinin (ys = iyoy1¥2Y3) O6zdurumlari sol ve sag elli durumlar olarak

tanimlanir: Y, Pg. Burada, “L” sol elli durumlar1 ve “R” de sag elli durumlar
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etiketlemektedir. Kiralite islemcisi, Hamiltoniyen ile sira degistirmez. Kiitle ihmal
edildiginde, ys Y, = =y, Vs Yr = Pr bagmtilar1 saglanir ve bu parcaciklarin sol ve
sag ellilik durumlari, negatif ve pozitif helisite durumlar ile ¢akigirlar (Zee 2010).

Yukarida da s6z edildigi gibi helisite islemcisinin iki dzdegeri vardir: (TTﬁ )o® =

+¢@® ve grafende biri negatif helisiteye (degerlik bandindaki desiklere) digeri de
pozitif helisitiye (iletkenlik bandindaki elektronlara) karsilik gelir. Helisite islemcisi,
Hamiltoniyen ile sira degistirir, yani helisite bir hareket sabitidir, korunur. Helisitenin
korunmasi grafende Klein tiinellemesine yol acar. Grafende Klein tiinellemesi,
iletkenlik bandindaki bir elektronun degerlik bandindaki desik durumlarina

tiinellemesidir (Katsnelson vd. 2006, Beenakker 2008).
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3. GRAFEN

Andre Geim ve Konstantin Novoselov 2004 yilinda altigen seklinde dizilmis karbon
atomlarinin katmanlarindan olusan grafiti ayirip, tek katmanli grafeni elde ettiler ve
2010 yilinda bu kesifleri ile Nobel Fizik Odiilii’niin sahibi oldular (Novoselov 2004,
Katsnelson 2012). Grafen karbonun iki boyutlu bir allotropudur (Neto vd. 2009). Her
seyden Once grafen, bilinen kristallerin aksine iki boyutlu kristallerin ilk 6rnegidir
(Katsnelson 2012). Aym1 zamanda grafen test edilen en gii¢lii malzemedir. Esnek bir

yaptya sahip olan grafen, 1s1y1 ve elektrigi ¢ok iyi iletir.

Sekil 3.1’deki gibi, grafen kiiresel katlandiginda fulleren, silindirik katlandiginda
nanotiip, ist iiste koyuldugunda ise karbonun en kararli allotropu olan grafit olusur.

Ayrica, grafen kurdela seklinde kesilerek nanoribonlar elde edilebilir.

Sekil 3.1 Karbon atomunun allotroplar1: fulleren, nanotiip, grafit (Wong ve Akinwande 2011)

3.1 Grafenin Ozellikleri

Grafen altigen olarak diizenlenmis karbon atomlarindan olusur. 4A elementi olan
karbon atomunun 6 elektronu vardir. Sekil 3.2a’da bu elektronlarin ydriingelere
yerlesimi goOsterilmistir. Karbonun 2s ve 2p yoériingelerinde yer alan dort elektronu

vardir. Bu elektronlara degerlik (valans) elektronlar: denir ve aralarindaki bag zayiftir.
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Yoriingeler melezlestiginde (hibritlestiginde), elektron dagilimi sekil 3.2b’de goriildiigi
gibi olur.

(a) (b)

WIT UTTT]

1s 2s 2py 2p, 2p, 1s  sp? sp? sp? 2p,

Sekil 3.2 (a) Karbon atomunda (b) grafende elektronlarin yoriingelere yerlesmesi
(Wong ve Akinwande 2011)

Yeni yoriingeler melez yoriingeler olarak adlandirilir. Grafende, karbon atomlarinin 2s
yoriingeleri, 2p, ve 2p, yoriingeleri ile sp? melezlesmesi yapar. Bunun sonucunda,
giiclii bag olarak adlandirilan ¢ baglar1 olusur ve bu baglar grafende {liggensel diizlem
yaptya yol agarlar (Wallace 1947). Grafendeki bal petegi yapisini olusturan iki farkli
ticgensel yap1 (Bravais alt 6rgiisii) vardir. Bunlardan birindeki atomlar A digerindekiler
ise B atomlar1 olarak adlandirilir. 2p, elektronlar1 ise komsu karbon atomlar ile
kovalent bag yaparak m ve m* bandini olusturur. 2p, yoriingelerindeki elektronlar
cekirdeklere zayif bir sekilde baghdirlar ve grafenin elektronik o6zelliklerinden

sorumludurlar.

3.2 Grafenin Periyodik Yapisi

Baz vektorleri orgiiyii periyodik olarak degismez birakan basit dtelemelerdir (Wong ve
Akinwande, 2011). Grafenin kristal orgiisiindeki baz vektorleri d, ve d, sekil 3.3’te
gosterildigi gibidir. Bu iki baz vektori ilkel hiicre olarak adlandirilan paralelkenar:
olustururlar. Ilkel hiicre kristali temsil eden en kiigiik birimdir ve tiim kristal uzay1 bu
ilkel hiicrenin G6telemeleri ile elde edilir. Yani, herhangi bir R=m d, + n d, vektor,
n,m tamsayt olmak iizere kristal orgiideki bir noktanin koordinatini verir. Diizlemsel
olan grafende karbon atomlari, iki farkli alt orgiiden olusan, altigen bal petegi Orgii
yapisina sahiptir. Grafenin herbir birim 6rgii hiicresinde A ve B olarak adlandirilan iki

karbon atomu bulunur.
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Sekil 3.3 Grafende A ve B olarak adlandirilan karbon atomlarinin d, ve d, baz vektorleri

Karbon atomlar1 arasindaki uzaklik a = 1,42 A olmak iizere, d, ve d, baz vektorleri

asagidaki gibi yazilabilir (Wong ve Akinwande, 2011):

3.3 Ters Orgii

Ters orgii, sekil 3.4°de gosterildigi gibi altigen yapiya sahiptir ve ger¢ek orgiiniin 90°
dondiiriilmiis halidir.

iy
-~

Bnlloum bodpesi

Sekil 3.4 Brilloin bdlgesinin ters 6rgii i¢cin gdsterimi

d birim orgii vektorleri ve b ters orgii vektorleri arasindaki baginti
d; b, = 2nsy;, i=j=1,2 (3.2)
seklindedir. Bu esitlikte (3.1) ile verilen baz vektorleri kullanilarak, ters orgii vektorleri

asagidaki gibi bulunur (Wong ve Akinwande 2011):
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i~ (5 m”) i = (5 —Zﬁ’f) Bl =lhl =X, 33
3a’ 3a )’ 3a”  3a )’ V3a

Brillouin bolgesi sekil 3.4’de boyali bdlge ile gosterilen altigen yapidir ve katinin

elektronik band yapisini tanimlar. Brillouin bdlgesinin belirleyici noktalar1 sekil 3.4’de

gosterilmistir. K, K’ Brillouin bdlgesinin esdeger olmayan koselerini, M noktasi bu

koselere ait kenarin orta noktasini ve I" hiicre merkezini (simetri noktasi) gosterir:

K = (Zn 2T ) K = (27r 2T ) M = <2n 0) (3.4)
- 3a'3\/§a ) - 3(1' 3\/§a ) - 3a; . .

Brillouin bolgesinin diger dort kosesi, K ve K’ noktalarina dtelemeler (ters orgii baz

vektorleri tarafindan iiretilen) uygulanarak elde edilir. Grafende Brillouin bolgesinin
koselerinden ikisinin (K, K') esdeger olmamasinin nedeni, grafenin bal petegi
orgiistiniin iki alt Bravais Orgiisiine sahip olmasidir. Bu noktalar grafenin elektronik
ozelliklerinde 6nemli rol oynarlar, ¢iinkii grafende diisiikk enerji uyarilmalar1 bu iki

nokta etrafinda yogunlasmustir.

3.4 Grafende Siki Bag Yaklasim

Farkl1 tipte iki atom ile olusturulan 6rgii i¢indeki siki1 bag yaklasimini bulmak i¢in dalga
fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

() = z e K R[ cupa(7 — R) + cupp(7 — B)]. (3.5)

R

Burada, C4 ve Cz normalizasyon katsayisidir ve R' = R + @ olarak tamimlidir. k dalga

-

vektorii ve momentum arasindaki iliski p = hk seklindedir. ¢, (? — ﬁ), A atomuna

karsilik gelen dalga fonksiyonunu ve ¢pg (F — ﬁ’), B atomuna karsilik gelen dalga
fonksiyonunu gostermektedir. Birim orgiideki A atomunun koordinat sisteminin

merkezinde oldugunu varsayalim. Sekil 3.5’de gosterildigi gibi merkezde olan A

atomunun birinci en yakin komsulugundaki B atomlar1 i¢in yer vektorleri I_?)i, I_?)é, I_?)é

ve birim Orgii hiicresindeki B atomunun birinci en yakin komsulugunda bulunan

atomlarinin yer vektorleri R,, d,, d, olsun.
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Sekil 3.5 Merkezde olan A atomunun birinci en yakin komsulugundaki B atomlar1 i¢in
yer vektorleri R}, Rj, R4

A atomuna komsu B atomlar1 i¢in yer vektorleri

5 S a V3a S a +3a
R = R,=|—=,— Ri=—=, ——— .
1 (a,O), 2 < 21 2 )r 3 ( 21 2 ) (3 6)
ve B atomuna komsu A atomlar1 i¢in yer vektorleri
N A 3a V3a > 3a  V3a
Rl = (a, 0), RZ = <7,T>, R3 = <7,—T> (37)

seklindedir.

Her atomun (A ve B) dalga fonksiyonunun sadece kendisi ile iist iiste geldigini, yani
< A;R| AR > = Sppr (3.8)

oldugunu varsayalim. Hamiltoniyenin |4;0 > ve |B; ﬁl > durumundaki beklenen
degerleri

< A; O|H|Y >= c4E(k), (3.9)

< B; R, |H|Y >= czE (k) (3.10)
seklindedir. A ve B atomlarinin kendilerine en yakin olan atomlara gecis yaptigi
diistintilerek (sik1 bag yaklasimi), birinci yakin komsuluklar géz oniine alinirsa, [y >
dalga fonksiyonunun sifirdan farkli matris elemanlarina yol agan terimleri agsagidaki gibi

alinabilir:
W >~ c,(|4;0 > +e* |4 a, > +eR®|4;a, >) +

cp(e®F|B; R, > +e*F2|B; B} > +eRR3|B; R} >). (3.11)

Bu durumda, Hamiltoniyenin sifirdan farkli matris elemanlari
<A,0|H|A,O >= EAA :Ezp , <A,O|H|B,ﬁi >= EABl’

< A;0|H|B; Ry >= Eyp,, < A;0|H|B; Ry >= Eyp,,
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<B;ﬁ1|H|B;§1 >= EBB =E2P’ <B;§],_IH|A;I_€2 >= EBAz'

< B;R{|H|A; R; >= Epy,, < B;R{|H|A; 0 >=Eg,, (3.12)
seklindedir.
Denklem (3.11), denklem (3.9) ve (3.10)’da yerine yazilip, (3.12) ile verilen esitlikler
kullanildiginda
. 3 A3 1 3
ca (E(k) — Eqp) = cgEqp %= (1 + g Tipakxtigraky 4 e_liak"_lTaky> , (3.13)
. 3 3 3 V3
CB (E(k) _ EBB) — CAEBA e—lakx <1 + eliakx—lTClky + eliakaTaky) (3.14)
denklemleri bulunur. Burada,
EA31 = EABZ = EAB3 = EAB, (3.15)
EBA1 = EBA2 = EBA3 = Epa (3.16)

olarak alinmigtir. Denklem (3.13) ve denklem (3.14) matris formunda ifade
edilebilir:

i ~Zaky+iLak ~idak,-iLak
Epa EABelak"<1+elza"lzay+e’2a"’za3’ ¢,
i .3 3 .3 A3 (C ) =

EBA e_lak" (1 + el;akx—17aky + elgakxﬂTaky) EBB B

Ca
E() ()

@
(3.17)

Ej 4 = Egg, Egy = E,p icin, etkin Hamiltoniyen
Hetkin

. V3 3
Eax E,p e'%Fx <1 + 2cos(7 aky)e_lzak">
(3.18)

. V3 3
E;petakx (1 + ZCOS(T aky)eLZak"> Eax

olarak alinabilir. Boylece, (3.17) ile verilen 6zdeger problemi ¢oziilerek,

Ei(k) =Ejzputp \/1 + 4 cos (? aky> cos (% akx) +4 cos%? ak,) (3.19)

bulunur. Burada,

B = EasEsp (3.20)
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ile verilir. Grafenin birinci yakin atom komsulugunda siki bag enerji band yapisi sekil
3.6’da ¢izdirilmistir. Sekilde de goriildiigii gibi altigen olan Brillouin bélgesinin
K noktalarinda degerlik ve iletkenlik bandlar1 ¢akismaktadir ve bu noktalarin civarinda

enerjiler k kuasi-momentumuna dogrusal olarak baghdir.

¢y (k) = 1 olmak fizere, bu 6zdegerlere karsilik gelen dzdurumlar asagidaki gibi elde

edilir:
+
+ cx (k)
i <cg(k)>'
1
/ v iaky V3 —i§akx> \
1/),? 9 11 E pe (1 + 2cos( 5 aky)e 2 | (3.21)

VZ| t
B \/1 + 4 cos(@ ak,) cos(% ak,) + 4cosz(§ ak,)

100 ——— — I —7 2 ME®
W Elk

Sekil 3.6 Grafenin en yakin atom komsulugunda sik1 bag enerji band yapisi. Burada,
B =36, E44 = 0 alinmistir

3.5 Siirekli Limit

Grafende “elektronlarin” Fermi enerjisindeki (Er = 0) davranisi onemlidir. Sekil 3.7 de
grafenin enerji band yapisi goriilmektedir. Alttaki band E_(k) degerlik band: (r bandr),
ustteki band E, (k) iletim bandi (m*bandi) olmak iizere, 7 bandimin m* bandina
dokundugu nokta Dirac noktasi olarak adlandirlir (Fuchs ve Goerbig 2008, Neto vd.
2009, Wong ve Akinwande 2011) ve K ile gosterilir (bakiniz sekil 3.7a ve sekil 3.7b).

Bu nokta civarinda enerji, k Kuasi-momentumuna dogrusal olarak baglidir.
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ENERJI

Dirac noktast

k,.V

b)

Sekil 3.7 (a) Grafenin Dirac noktasi (K) civarinda enerji band yapis1 (Wilson 2006),
(b) Dirac noktasindan bir kesit

(3.17) ile verilen matris 6zdeger denklemi

. V3 3
0 E,p e'%Fx (1 + 2cos(— aky)e_‘fakx>
: (ca)
) V3 3ok Cp
E;pet®kx |1+ 2005(7aky)e12a x 0 /
= (E — E4a) (CB) (3.22)

olarak diizenlenebilir. § Dirac noktasindaki goéreli momentum olmak tizere,

k=K+4q, (131 « |k]) (3.23)
(3.22)’deki etkin Hamiltoniyen, K Dirac noktasi civarinda seriye agilabilir:
o 3 . )
0 fel®eltkx (E ai(qy — qu))
Hy = 3 : (3.24)
Le~iwg—iaky (—Eai(qx + iqy)> 0
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Burada, denklem (3.20)’de tanimlanan £ tanimi gézoniinde bulundurulmustur. (3.24)

Hamiltoniyeni diizenlendikten sonra

3 0 ei(a+7?n)(q _ iq )
He=>af| o o (3.25)
e_l(a+?)(qx +iqy) 0
elde edilir. Bu Hamiltoniyene,
1 0
S = (0 e“") (3.26)
benzerlik doniisiimii uygulandiginda Hf = S™'Hg S,
3
HY = Eaﬁ(qxax +q,0y) (3.27)
olarak bulunur. Benzer islemler K 'noktasi i¢in yapilirsa
;3
HE = Eaﬁ(CIxe — q,0y) (3.28)

sonucuna ulasilir. K ve K' Dirac noktalari i¢in olan bu iki matris kullanilarak, 4 X 4’lik

matris Hamiltoniyen asagidaki gibi yazilabilir:

3 Ax0x + 4y 0y 0
H, ==a ( ) 3.29
! 2 p 0 qx0x — qy0y ( )
Fermi stirati
3ap c

Vg = E? = ﬁ (330)

olmak iizere, (3.29) Dirac-Weyl Hamiltoniyeni

o, +qg,0 0
H, = hvg (q" x T %y ) (3.31)
0 qx0x — (y0y

olarak tekrar yazilabilir. Denklem (3.23) ve p= hk esitligi dikkate alindiginda,
(3.31) Hamiltoniyeni, diizlemde (grafende) Fermi hizi ile ilerleyen kiitlesiz Dirac
elektronlarinin hareketini tanimlayan iki boyutta Dirac-Weyl Hamiltoniyeni olarak ifade
edilebilir (Neto vd. 2009):

H=vpa'p. (3.32)

> . . . > . a 0 . c g
Burada, ¢ = (oy,0,) Pauli matrisivep = —ih (E,E) momentum islemcisidir.

(3.31) Hamiltoniyeni i¢in 4 X 1’li spinor dalga fonksiyonu,
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Y \
Vi
Y= K,) (3.33)
A
V5
ile verilir (Schiff 1949) ve bu Hamiltoniyene karsilik gelen 6zdeger denkleminden
(Hyp = EY) ozdegerler: &, = hvep /q2 + q% = hvglg| olarak bulunur. 6, =

arctan (Z—y) olmak tizere, bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise asagidaki

gibi elde edilir:
1 0
+ei% 0
=75 | pi={ (3.34)
0 ieieq
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4. SUPERSIMETIK KUANTUM MEKANIGI YONTEMLERI

Stipersimetrik kuantum mekanigi yontemleri ¢oziilebilen bir problemden baslayarak
yeni ¢Ozilebilir problemler hiyerarsisi kurmaya, problemlerin altinda yatan cebirsel
yapilar1 bulmaya, problemlerin spektrumlarini cebirsel olarak eclde etmeye yararlar. Bir
boyutta es deger olan Darboux doniisiimii, ¢arpanlara ayirma, baglastirim (intertwining)
ve sekil degismezlik SUSY kuantum mekanigi yontemlerindendir (Matveev ve Salle
1991, Cooper vd. 1995, Junker 1996, Fernandez 2010). Bu béliimde, ¢arpanlara ayirma,

baglastirim ve sekil degismezlik yontemleri incelenmistir.
4.1 Carpanlara Ayirma Yontemi
Tek parcacikli bir sistem i¢in kuantum mekaniksel Hamilton islemcisi (Hamiltoniyen)

h? d2
L™ " 2m dx?

seklindedir. Burada, m parcacigin kiitlesi, h Planck sabiti ve V;(x) potansiyel enerji

+ V(%) (4.1)

fonksiyonudur. ¥?9(x), E? =0 taban durumu enerjisine karsihk gelen dalga
fonksiyonu olmak iizere, H; Hamiltoniyenine karsilik gelen Schrodinger denklemi
(Hi)(x) = ELy?(x)) asagidaki gibidir:
R dP ()
2m  dx?

Bu denklemden potansiyel

+ V()Y (x) = 0. (4.2)

R @))"(x)
S o)
d?* Y9 (x)

dx?

(4.3)

olarak elde edilir. Burada, (¥?)"(x):= seklinde tanimhidir. H; Hamilton

islemcisi birbirinin Hermitsel eslenigi olan, birinci mertebeden iki diferansiyel

islemcinin (a®) ¢arpimi seklinde yazilabilir (Cooper vd. 1995):

H; =a*a". (4.4)
W (x) siiperpotansiyel olmak iizere, a® islemcileri
at = __h 4 + W (x), a” = hd + W (x) (4.5)
V2mdx V2mdx
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seklinde tanimhidir. Bu islemciler H; Hamilton islemcisinde yerine konulursa V;(x)

potansiyeli

h
Vi(x) = W2(x) — WW’(X) (4.6)

W) seklinde tanimlidir ve (4.6) denklemi bir

olarak bulunur. Burada, W'(x): =

Riccati denklemidir. Taban durumu E} = 0 icin Schrédinger denkleminden,
Hipl(x) =a*a Ppi(x) =0 = a Pi(x) =0 (4.7)
esitligine ulasilir. Eger W (x) biliniyorsa, bu denklem ¢oziilerek 9 (x) taban durumu
elde edilir. Ayrica, bu denklemden W (x) siiperpotansiyeli taban durumu cinsinden ifade
edilebilir:
h @) () (x)
VZm Y

(4.5) ile verilen diferansiyel islemcilerin ters sirada carpimi yeni bir Hamilton

W(x) = (4.8)

islemcisine yol agar:

_ 4 R di

Hy = a7a* = —o— — ==+ YR (). (4.9)
Burada, V,(x) potansiyeli
h
Vo(x) = W2(x) + \/Z—_mW’(x) (4.10)

seklindedir.

H; ve H, Hamilton islemcilerinin enerji 6zdegerleri ve ¢oziimleri arasinda bir iliski
vardir. Bu Hamilton islemcilerinin k. uyarilmis enerji diizeylerine karsilik gelen enerji
ozdegerleri siras1 ile EF, EX ve 6z fonksiyonlar1 ¥X(x), ¥¥(x) olmak iizere, bu
durumlar i¢in 6zdeger denklemleri

Hipi(x) = a*a 9y () = Efyr (), Hapi(x) = a”a*yi(x) = Efps(x) (4.11)
olarak yazilir. Burada, k =0,1,2,.. enerji diizeylerini etiketlemektedir. Bu

denklemlerin ilkine soldan a~ ve ikincisine soldan a* islemcileri etki ettirilirse

a"ata i (x) = H, (a k(1) = B¥ (a 9k (), (4.12)
ata atyYk(x) = H, (a+¢’2‘(x)) = E¥ (a+1/)’2‘(x)), (4.13)

denklemleri elde edilir. Buradan da, asagidaki bagintilara ulasilir:
Ef = Ef*Y, i) = a P, Pr() = atpy Tt (x).  (4.14)
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4.2 Baglastirnm Yontemi

Baglastirim yontemi, tam olarak ¢dziilebilen cizgisel ve ¢izgisel olmayan problemler ile
bunlarin hiyerarsilerini kurmak i¢in kullanilan bir yontemdir. Her zaman diferansiyel
formda olmak zorunda olmamakla birlikte (matris de olabilir), L ¢izgisel diferansiyel
baglastirnrm islemcisi, H; ve H, skaler Hamiltoniyen islemcilerini asagidaki gibi
iliskilendirir:

LH; = H,L. (4.15)
Bu durumda, ¥, H;’in Ef 6zdegerli 6zfonksiyonu ise, ¥ = LyK’da H,’nin EFX
0zdegerli bir 6zfonksiyonudur. Bunu agik¢a gérmek i¢in, H,; ve H, Hamiltoniyenleri

icin Schrodinger denklemlerini ele alalim:

Hypf = Ef ¥, (4.16)

Hyys = EXys. (4.17)
Baglastirim islemcisi, denklem (4.16)’ya uygulanip

LH, Y% = LEfyf, (4.18)

denklem (4.15) ile verilen baglastirim bagmtisi kullanilirsa,

H, (L) = Ef (LyY) (4.19)
elde edilir. Yani yX = Ly¥, H,’nin EX 6zdegerli bir 6zfonksiyonudur.
L’nin Hermitsel eslenigi (L'), L’nin tersi dogrultusunda baglastirim yapar: H L' =
LYH,. Bu bagmt1 ve denklem (4.15) ile verilen baglastirrm bagmtisi, H; ve H, icin iki
gizli dinamik simetri islemcisini verir (Kuru 2004):

[H,,LTL] = [H,, LLT] = 0. (4.20)
4.3 Sekil Degismezlik

Sekil degismez potansiyeller (shape invariant), sekilleri ayni fakat bagli olduklari

parametreleri farkli olan siiperes potansiyellerdir ve asagidaki gibi ifade edilirler:

V,(x,a;) = R(ay)+ Vi(x, a,). (4.21)
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Burada, V,(x,a;) ve V,(x,a,) sekil degismez potansiyellerdir (Cooper vd. 2001).

Ayrica, a, parametrelerin kiimesini ve a, ise a,’in fonksiyonunu géstermektedir.
4.4 Bir Boyutlu Schrodinger Hamiltoniyenlerinin Hiyerarsisi

Sekil degismez Hamiltoniyenler i¢in en ¢ok kullanilan iki ¢esit hiyerarsi durumu vardir:
artan hiyerarsi ve azalan hiyerarsi (Infeld ve Hull 1951, Cooper vd. 1995, Fernandez
2010, Dong 2007).

i) Artan hiyerarsi

Ikinci mertebeden H, Hamiltoniyeni, birinci mertebeden birbirinin Hermitsel eslenigi
olan ai diferansiyel islemcileri cinsinden yazilabilir. Béylece hiyerarsi asagidaki gibi

elde edilir:

2

h d + .- 2 = + 2
Hy= =5 +1h(®) = afaq + 43 = agaaf +udy, n=01. (422)

Burada, u2 = (u,)? gercel ve pozitif ¢arpanlara ayirma enerjisidir. Bundan sonra,
basitlik olmasi agisindan h =1 = 2m olarak almmacaktir. ai islemcileri, W, (x)

sliperpotansiyeli cinsinden asagidaki sekilde tanimliyken

d
—+ Wa(2), (4.23)

at =7F

1}, (x) potansiyeli
Va(x) = Wy (x)? = Wy () + i = Wy g ()% + Wiy (%) + piga (4.24)
olarak ifade edilir. H,, Hamiltoniyeninin taban durum dalga fonksiyonu, a, islemcisi

tarafindan yok edilir:

Pl =0 = PI(x) = Ke [Wndx, (4.25)
Burada K, integral sabitidir. Taban durumu i¢in enerji,
EY =2 (4.26)

olarak yazilir. aF baglastirim islemcileri ve (4.22) hiyerarsisi kullanilarak, H,, ve H,,
ardisik Hamiltoniyenleri arasindaki baglastirim bagintilart bulunur:

anHp = Hypi10y, Hpay = ajHpy - (4.27)
a; yok edici islemcisi, hiyerarside saga dogru, a; yaratici islemcisi ise sola dogru etki

eder:

25



n: P > Yyl an:Yrii > r. (4.28)

Islemcilerin dzfonksiyonlar iizerindeki etkisi

aﬁl/),’qf = /.“121+k — Ui lpﬁl% ) aﬁlpi‘lli = /llrzwk — ua 1/1111( (4.29)

seklindedir. Sekil 4.1’de artan H, hiyerarsisi sematik olarak gosterilmistir. H,,
Hamiltoniyeninin taban durum &zfonksiyonuna (2,,), a; yaratict islemcileri
uygulanarak, H,, Hamiltoniyenin k. uyarilmis 6zfonksiyonu () elde edilir:

1/)1’1( < a ---art+k—1l/)3+k» E,’f = l1721+k = (Hn+r)® - (4.30)

Artan hiyerarsiye ornek olarak trigonometrik Poschl-Teller Hamiltoniyeni verilebilir.

H, Hpey Hyy2

3 = +1
'l’n - l/’n-H '1’342

ll)rl1 T j, g!)" i e—

'J’n—_'
Sekil 4.1 Artan H,, Hamiltoniyeni hiyerarsisi

ii) Azalan hiyerarsi

Azalan hiyerarsi, ai diferansiyel islemcileri cinsinden asagidaki gibidir:
2
H, = _E'i‘ h(x) = aya; — pi = ap1apey — e, n=01,.. . (431)
Burada, pZ = (u,)? gercel ve pozitif carpanlara ayirma enerjisidir. a islemcileri,
W, (x) stperpotansiyel olmak tiizere, denklem (4.23)’deki gibi tanimlidir. Azalan
hiyerarsi igin V,,(x) potansiyeli
Va(x) = Wy (0)? = Wy () — pi = Wy (02 + Wyyy () — iy (4:32)
olarak ifade edilir. H,, Hamiltoniyeninin taban durum dalga fonksiyonu, a;, islemcisi

tarafindan yok edilir: a2 = 0. EQ = —u? negatif taban durum enerjisidir.
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af baglastirnm islemcileri ve (4.32) hiyerarsisi kullanilarak, H, ve H,_; ardisik
Hamiltoniyenleri arasindaki baglastirrm bagintilar1 bulunur (Cooper vd. 1995):
a,H, = H,_,a;, H,a!l =atH,_;. (4.33)
a; yok edici islemcisi, hiyerarside sola dogru, a;; yaratici islemcisi ise saga dogru etki
eder:
ampk > koL, ah kTl - gk (4.34)

Islemcilerin dzfonksiyonlar iizerindeki etkisi

appk = /u% — i YEt, afpk = /u% — Uy P (4.35)

seklindedir. Sekil 4.2’de azalan H, hiyerarsisi sematik olarak gosterilmistir. H,_j
Hamiltoniyeninin taban durum dzfonksiyonuna (Y9_;), a;; islemcileri uygulanarak, H,
Hamiltoniyenin k. uyarilmis 6zfonksiyonu (y¥X) elde edilir:

Yn X anan_ g G g Pno  En = Epx=—di, k=12,... (436)
Burada, pu2_j, = (Un_r)? gercel ve pozitiftir. Azalan hiyerarsiye ornek olarak

hiperbolik Poschl-Teller Hamiltoniyeni verilebilir.

Hn—‘.{ Hn-l Hn

1
'l’n—;’.

Yn-2

wo—L

Sekil 4.2 Azalan H,, Hamiltoniyeni hiyerarsisi

Yukarida anlatilan bu iki duruma ek olarak, ¢arpanlara ayirma enerjileri esit olan durum
da olabilir:

ur=uz vn . (4.37)
Bu hiyerarside, H,, Hamiltoniyenlerinin spektrumu aynidir ve es spektrumlu

(isospectral) olarak adlandirilirlar.
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5. HIPERBOL UZERINDE DIRAC VE DIRAC WEYL DENKLEMLERI

Bu tez ¢aligmasinda, hiperbol yiizeyinde, yiizeye dik manyetik alan altinda hareket eden
kiitlesiz elektronlarin davranisini incelemek igin, karsilik gelen Dirac-Weyl denklemi
stipersimetrik  kuantum mekanigi yontemleri kullanilarak ¢oziilmiistir (Demir
Kizilirmak vd. 2020). Daha sonra, hiperbol iizerinde Dirac denkleminin bagli durum
¢oziimleri Dirac-Weyl denkleminin bagl durum c¢oziimlerinden yola ¢ikilarak elde

edilmistir (Demir Kizilirmak ve Kuru 2021).

Grafen kuantum kapsiilleri, iki tabakal1 grafende bazi bolgelerde tabakalarin birbirinden
ayrilarak deforme olmasiyla olusur (Liu vd. 2017, Abdullah vd. 2018). Manyetik alan
etkisindeki hiperbol yiizeyinde Dirac elektronlarinin hareketlerinin incelenmesinin,
grafen kuantum kapsiillerinde uygulamaya sahip olabilecegi diistiniilmektedir. Ancak,
bunun i¢in grafenin deformasyonundan kaynaklanan etkiler de gbz Oniinde
bulundurulmalidir. Burada yapilan bu kuramsal inceleme, daha sonra bu konuda
yapilacak gercege daha yakin ¢alismalar i¢cin bir temel olusturmaktadir. Bdylece,

deneysel ve teorik sonuglar karsilastirilabilecektir.

5.1 Hiperbol Uzerinde Dirac-Weyl Denklemi

(3+1) boyutta Kartezyen koordinatlarda kiitlesiz parcaciklar igin Dirac-Weyl

denklemi,

00 (x,y,2z,t)

vp(0 - p) P(x,y,z,t) = ih — (5.1)
olarak yazilabilir. Burada, ¢ = (Gy, Gy,06,) Pauli matrisi, p = —ihV = —ih(d,, dy,0;)
ic boyutlu momentum islemcisidir ve d,: = %, 0y:= %, 0, = % olarak tanimlidir.

Dirac elektronu ve manyetik alan arasindaki etkilesme (5.1)’deki p momentum

islemcisi, p > p — %/T ile degistirilerek tanimlanir. Burada, g = —e elektronun yiikii

ve A vektor potansiyelidir. B manyetik alani, A vektor potansiyeli cinsinden

-

xA (5.2)

U

A= (4, 4,,4,), B =
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iEt
olarak tanimlanir. ®(x,y,z,t) = W(x,y,z)e » ifadesi (5.1) denkleminde vyerine

yazilirsa, zamandan bagimsiz Dirac-Weyl denklemi igin,

- - q rd _
Vg [0 . (p — EA)] Y(x,y,z) =E¥Y(x,y,2) (5.3)
elde edilir. Simdi (5.3) denklemini bu probleme uygun sekilde yani hiperbolik
koordinatlarda ifade edelim. Burada, SO(1,2) simetrisini korumak i¢in, Oklid i¢ ¢arpimi

yerine, nokta "." ile temsil edilen (—,—,+) isaretli skaler carpimi (pseudo-skaler

carpim) Kullanilmalidir (Tung 1985).

z ekseni boyunca ydnlendirilmis iki yaprakli hiperbol x? + y? — z2 = —r2denklemi
ile tanimlanir. Hiperbolik koordinatlar (7, u, ¢), sekil 5.1’de gosterilmistir ve Kartezyen
koordinatlar (x, y, z) ile iliskisi

x = r sinhu cos¢, y = r sinhu sing, z = r coshu (5.4)

Sekil 5.1 Hiperbolik koordinatlarin gosterimi

ile verilir. Burada, 0 <u<oo, 0 < ¢ <2m ve 0 <r < oo araliklarinda tanimlidir
(Demir Kizilirmak vd. 2020).

Hiperbolik koordinatlar cinsinden Kartezyen koordinatlarda momentum islemcileri,

) ) ) sing coshu cos¢
p, = —ihd, = —ih (—smhu oS, ———1—0, + —au), (5.5)
) ) ) _ cos¢ coshu sing
py = —ihd, = -ih (—smhu singd, + enhu 0y + fau), (5.6)
sinhu
p, = —ihd, = —ih (coshu 3. — au> (5.7)
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seklindedir. Hiperboliin teget diizleminde tanimli momentum iglemcileri ise asagidaki

gibidir (Gadella vd. 2011, Gadella vd. 2013):
~ 1 1 > > X X > >
Px = E(Tpx + px7) +§ (r.p);+;(p.r) ,
1 1,y ¥V ..
Py =5 (rp, +pyr) + E((r. ) = + - (p.r)), (5.8)

1 1( ., .2z z
Pz =3 (rp; +p.7) — 3 <(7’-ﬁ); +- (P-T)>-
Bu vektorler, (pseudo-skaler ¢arpima gore) hiperboliin bir noktasindaki momentum
vektorlerinin o noktadaki teget diizleme izdlisiimiiniin kuantum benzerleridir ve agisal
momentum olarak tanimlanabilirler. r = R = sabit secilerek problem hiperbol
yiizeyine sinirlandirilir. p, ve p,’in hiperbol yiizeyi iizerindeki iz diisiimii olan p,
momentum islemcisi ve p, ile p,’nin hiperbol yiizeyi iizerindeki iz diisiimii olan p,

momentum islemcisi sekil 5.2 ve sekil 5.3’de sirasiyla gosterilmistir.

Sekil 5.2 Soldaki grafik p, momentum iglemcisini, sagdaki p,’in hiperbol yiizeyi
tizerindeki iz diisimii olan p,, momentum islemcisini gostermektedir
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Sekil 5.3 Soldaki grafik p, momentum islemcisini, sagdaki p,’nin hiperbol yiizeyi
tizerindeki iz diistimii olan p, momentum islemcisini gostermektedir

Cizgisel momentum islemcileri ise, bu islemciler sabit yarigapa boliinerek bulunur.

Boylece, asagidaki ifadeler elde edilir:

) —ih sing :
Dy = - (— snhu 04 + coshu cos¢ a9, + smhucosq.’)), (5.9
. —lih/ cos¢ _ : :
Dy = = (— pr—— 04 + coshu sing d,, + sinhu smdb), (5.10)
—ih
pz = -~ (—sinhu 9, — coshu ). (5.11)

Son olarak, problemin metrigine uygun Dirac matrislerini tanimlayalim. Bu problem
icin metrik g” = diag(—1,—1,1) seklindedir. Bu durumda, Pauli matrisleri ¢ =

(—O‘x, —0y, iO'Z) := (61, 0, 03) olarak secilir ve asagidaki bagmntilar saglarlar:

610; + 66, =0 (k #j), 62 =62 =1, 62 =—1. (5.12)
Yukaridaki se¢im kullanilarak, Weyl temsilinde Dirac matrisleri,
_0_(0 I L i_(o 61') .
B:=y" = (I 0), Pa;:= y' = —5 0) i=123 (5.13)

seklinde yazilir (Zee 2010). Dirac matrislerinin bu seg¢imi i¢in (5.3) ile verilen duragan

Dirac-Weyl denklemindeki skaler carpim, asagidaki gibi yazilabilir:

A~

G P =—0yxPyx— 0y Py +io, p,. (5.14)
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z ekseni etrafinda donme simetrisine sahip, hiperbol yiizeyine dik bir manyetik alan var
oldugunu diisiinelim. Bu durumda, A(u), u’ya bagl bir fonksiyon olmak iizere vektor
potansiyeli asagidaki gibi secilebilir:

A= A(w)¢ = A(w)(—sing, cose, 0). (5.15)
Simdiye kadar yapilan tanimlar kullanilip gerekli islemler yapildiktan sonra, hiperboliin

yiizeyinde hareket eden Dirac elektronuna karsilik gelen Hamiltoniyen

inhu 3, — cosh ] —— hud, + sinhu — 25 4
e 1 ' (—sinhu 9,, — coshu) ie (— sinhu 00 + coshud,, + sinhu 7 (u))
R iei® (sinlhu 6¢ + coshud,, + sinhu + %A(u)) —(—sinhud,, — coshu)
(5.16)
elde edilir. Boylece, Hamiltoniyen igin 6zdeger denklemi € = % olmak iizere,
F
HYR,u, ¢) = EYR,u, ¢) (5.17)

seklinde bulunur.

5.1.1 Dénme simetrisi

R sabit oldugundan, bundan sonra W(R,u,¢) yerine W¥(u,¢) kullanilabilir:
Y(R,u,¢): = ¥(u, ). Budurumda, (u, ) hiperbol iizerinde bir ¢esit polar koordinat

olarak diistintilebilir. Simdi, z yoniindeki toplam agisal momentum islemcisini

h
J, = ~ihdy + 50, (5.18)

olarak alalim. Sistem z ekseni etrafinda donme simetrisine sahip oldugu i¢in J, ve H
islemcileri sira degistirir [H,],] = 0. Boylece, J, nin dzfonksiyonlar1 ayni zamanda
Hamiltoniyenin de (5.17) 6zfonksiyonlaridir:

J,Y(u,¢) = Ah¥P(u, p). (5.19)
J, nin a1k ifadesi denklem (5.18)’de yerine konulup ¢oziiliirse, W(u, ¢)

(-2 £, ()

gy =N (¢
e!M2)? ()

(5.20)

olarak bulunur. Burada, N normalizasyon katsayisidir. (5.20) ve (5.16) denklemleri,

(5.17)’de yerine yazilir ve ifadeler diizenlenirse,
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1 i i i q
= (—si — cosh (— — cosh —sinh ) —A
[(R( sinudy = coshu)o, + {5 gy T g COShudu + psinhu Jo, + (o A(w)

- m) O'y] F(u) =€ F(u) (521)

denklemi elde edilir. Burada, F(u) = (fl(u),fz (u))T stitun matrisidir ve T transpozu

gosterir.

5.1.2 Hermitsel form

(5.21) denkleminde a,’li terimi yok etmek i¢in,

F(u) = e"2% (t Eg) (5.22)

olarak segilir. Gerekli islemler yapildiktan sonra, (5.21) denklemi

0 Lot cothu—i(Lae) - —2
R0+ gpeothu =i (4G — =) (mw)
i [ (4 A P, (u)
Eau + ﬁcothu +1i <EA(u) R sinhu) 0
1/)1(1!))
=& ( 5.23
P, (W) (5-23)

seklinde bulunur. (5.23) ile verilen ifade Hermitsel degildir. Bu Hamiltoniyenin
Hermitsel olabilmesi i¢in i cothu” terimini yok etmek gerekir. Bunun igin asagidaki

doniisiim uygulanir:

1 1
(W (w) , P, (W) = (0w, ig,(w) = =G (5.24)

Bu ifade, (5.23)’de yerine konularak asagidaki matris denklemi saglayan etkin

Hermitsel matris Hamiltoniyen elde edilir:

i ' A q
0 Eau * l<R sinhu B EA(u)>\‘ (gl(u) )
ia o A —iA( ) 0 ig,(u)
R " : Rsinhu ch “ /

-+ (2)
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5.2 SUSY Es Hamiltoniyenler ve Taban Durumu

5.2.1 SUSY formiilasyonu

Yukaridaki problem ile iligkili olarak, birinci mertebeden birbirinin Hermitsel eslenigi

olan diferansiyel islemciler ve W (u) stiperpotansiyeli,

R
LR

+ _ T - _
a +o, + W(uw), W (u) snha T on

Aw) (5.26)

olarak tanimlanabilir. Bu islemciler cinsinden hiperbol ylizeyinde, yiizeye dik manyetik

alan etkisi altindaki matris Hamiltoniyen ifadesi yeniden ifade edilebilir

0 —iat\[(91(W)) _ g:1(w)
(ia‘ 0 )(igz(u)) = Re (igz(u)) (5:27)
ve buradan
a*g,(u) = REg,(w), a"g;(w) = REG,(w) (5.28)
denklemleri yazilabilir. Boylece,
Hig,(w):=a"a"g,(u) = eg,(w), (5.29)
Hyg,(W): = a~a*g,(w) = eg,(w) (5.30)

bir ¢ift ikinci mertebeden etkin Schrodinger denklemi elde edilir. (5.29) ve (5.30)

denklemleri matris formunda

(8 e gion) = (o) oo

olarak ifade edilir. Burada, ¢ = R%€? seklinde tanimlidir.

Hy ve H, siipersimetrik es Hamiltoniyenlerdir ve
Hy = —02 +V;(w), H, = =02 + Vy(w) (5.32)
seklinde yazilirlar. Bu Hamiltoniyenlere ait potansiyeller, siiperpotansiyel cinsinden
asagidaki gibi tanimlidir:
Vi(uw) = W)? - w'(u), V,(w) = Wu)? + W'(u). (5.33)
Bu iki es Hamiltoniyen, a® baglastiim islemcileriyle asagidaki baglastirim
bagintilarin1 saglarlar:
a”H, = Ha™, Hia* = a*H,. (5.34)
Sonug olarak, eger H, (H;) Hamiltoniyeninin spektrumu biliniyorsa, onun esi olan H,

(H,) Hamiltoniyeninin spektrumu da taban durumu hari¢ bulunabilir.
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H, Hamiltoniyeninin, {gX} 6zfonksiyonlar kiimesine karsilik gelen kesikli spektrumu
(6zdegerler kiimesi) {eX}, k =0,1,... olsun. H;’in taban durumunun, a~ islemcisi
tarafindan yok edildigini diisiinelim:

a~g?)=0. (5.35)
(5.29) denkleminin sonucu olarak H; igin taban durumu enerji 6zdegeri €2 = 0 olur.
Bu denklemin ¢6ziimiinden, (0, o) araliginda Karesi integrallenebilir ve sinir sartlarina
uygun olan g? taban durumu elde edilir. Boylece, H, nin kesikli spektrumu {eX~1} ve
karsilik gelen bire boylandirilmis (normalize) dzfonksiyonlart {gX~1} asagidaki gibi

yazilabilir:

a”gr(u) = \/g g5~ (w), ek = ek=1, k=12,... (5.36)

a” islemcisi, 6zfonksiyonlar iizerindeki fiziksel gereklilikleri korudugundan, (5.31)
denkleminin enerji 6zdegerleri
=) =0, AEPr o R k=1.2,.. (5.37)

olarak ifade edilir.

Yukaridaki sonuglar goz Oniine alindiginda, (5.25) denklemi ile verilen matris

Hamiltoniyenin uyarilmis enerji durumlarina karsilik gelen 6zfonksiyonlari,

+g1 (W)
Gkwy=nN ( 1 (5.38)
: ig5 (W)
olmak tizere Dirac-Weyl denkleminin enerji 6zdegerleri,
E 1
Ki= — =4 —/ek =12, .. :

seklinde yazilir. Boylece, taban durum dalga fonksiyonu ve enerjisi de asagidaki gibidir:

0 1
G°(wW) = N (918”)), g2 = -0 =0, (5.40)
Taban durumunu bulmak i¢in bagka miimkiin yollar da vardir. Ornegin;
atgd=0. (5.41)

Ancak, burada yukarida kullandigimiz yolu takip etmek yeterlidir.

35



5.2.2 Sifir enerjili taban durumu ve manyetik alan akisi

Denklem (5.26) ile verilen a™ islemcisi, denklem (5.35)’de kullanilirsa, sifir enerjili

taban durumu dalga fonksiyonu g9 (u) igin asagidaki denklem elde edilir:

A R
(au -— q—A(u)) gi(u) = 0. (5.42)
sinhu ch
Bu denklemin ¢oziimii,
u\t _aR
gi(w) =N (tanh E) e Ten ) AU (5.43)
olarak bulunur. g9 (u) fiziksel taban durumu, asagidaki asimptotik davranislar1 gosterir:
(@) u—0, gi(w) -0,
(b)u - oo, gd(uw) - 0. (5.44)

Simdi, (5.43)’de verilen integral ifadesini yorumlamaya ¢alisalim. Manyetik alan,

Bu'¢ = m [au(A(u) smhu)] (545)

ile verilir. Bu manyetik alan i¢in, u yarigapli gemberin manyetik akis1 & (u)

u
d(u) = j By o (u)2mR?sinhu du = 2rRA(u) sinhu (5.46)
0
seklindedir. Bu esitlikten A(u) akisi
P (u)

W) 2mRsinhu (5.47)

olarak elde edilir. u > u, i¢in manyetik alani sifir kabul edelim. 0 < u < u, bolgesi

q>0 )
2mRsinhu

icin manyetik aki @, dir ve u > u, igin A(u) = dur. Boylece, integral

qu(u)du = fqu(u)du + fuLdu (5.48)
0 0 u, 2TRsinhu
seklinde ifade edilir. Sonu¢ olarak, u > u, icin (5.43)’de verilen g¥(u) degeri
asagidaki hali alir:

-2

Do

99w) = N (tanh %) (5.49)

Burada, @, = 2nch/q aki kuantumudur. Bunun sonucu olarak, (5.44)’de yer alan b
kosulu yerine getirilmeyecektir. Buradan, kompakt smirli ve sonlu akiya sahip bir

manyetik alanin hiperbol {izerinde fiziksel sifir enerjili taban durumuna yol
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acamayacagl goriilir. Bu da diizlem grafen durumuna terstir. Diizlem grafen
durumunda, sifir enerji diizeyinin var olmasi ve bu enerji diizeyinin dejenereliginin
sonlu akiya bagli olmasi Aharonov-Casher teoremi ile verilir (Aharonov ve Casher
1979, Kuru vd. 2018). Hiperbol iizerinde yalnizca aki iraksadiginda temel durum var

olabilir ve bu diizeyin dejenereligi A’nin degerlerine baghdir.

5.3 Coziilebilir Durumlar

A(u) fonksiyonu i¢in 6zdeger denkleminin analitik olarak ¢oziilebilecegi bazi 6zel

fonksiyonlar asagidaki gibi siralanabilir (Demir Kizilirmak vd. 2020):

(i) Aw) = —= Aycothy, (5.50)
.. ch A D

(i) A@w) = = (= =+ Cycothu — C—l) (5.51)
(i) AQu) = & (= 2= — ¢,tanhu — =), (5.52)

(iv) A@) = 2 (= =2 — ¢ytanhu — Dysechu) . (5.53)

Burada A', Cy, Dy gergel sabitlerdir. Bu vektor potansiyellerine karsilik gelen manyetik
alanlar denklem (5.45)’den bulunur. A(u) = 0 oldugu durumda manyetik alan sifirdir
ve bu bagli duruma yol agmaz, o yiizden bu durum géz ardr edilir. Birinci durum (1)
sabit manyetik alan1 verir, ikinci durum (ii) azalan manyetik alan bagli duruma yol agar.
Bu durumda, analitik ¢6ziimler, A parametresinin A’ parametresiyle ¢akistigi durumda
bulunabilir. Ugiincii ve dérdiincii durum ise orjinde istenmeyen smir kosullarina sahip
manyetik alan ve etkin potansiyele sahiptir. Sadece, u - 0, u — oo sonlu limite sahip
sonlu manyetik alana karsilik gelen parametrenin bazi 6zel degerleri i¢in kabul

edilebilirler. Burada, birinci ve ikinci durumlar ele alinmustir.

5.3.1 Birinci durum (sabit manyetik alan)

Vektor potansiyeli (5.50) deki gibi segildiginde, sabit manyetik alan elde edilir:

BupW) = ——. (5.54)



Burada, B, = 4, (%) sabittir ve B,, (u) nun isareti manyetik alanin yoniinii belirler.

Bu nedenle, bu sistem kiitlesiz goreli pargaciklar i¢in hiperbol iizerindeki Landau
sistemi olarak diigiiniilebilir. Bu vektdr potansiyeli i¢in siiperpotansiyel
W(u) = Aycothu — Acosechu, Ay < A, (5.55)

Ve siipersimetrik es potansiyeller

Vi(u) = A% + (43 + 12 + Ay)cosech?u — A(24, + 1)cothu cosechu, (5.56)

V,(u) = A% + (4% + A% — Ay)cosech?u — A(24, — 1)cothu cosechu (5.57)
seklindedir. Bu potansiyeller, sekil degismez potansiyellerdir ve V,(u,Ay,+ 1) =
Vi(u,Ay) + 24, + 1 kosulunu saglarlar (Cooper vd. 1995).

H; Hamiltoniyeninin taban durum dalga fonksiyonu g2 (u), a~ islemcisi tarafindan yok

edilir: a” g; (w) = 0. Denklem (5.55) ile verilen siiperpotansiyel i¢in a~ islemcisi

a” = d, — A cosechu + A, cothu (5.58)
olmak iizere, sifir enerjili taban durumu dalga fonksiyonu
o U\t 1
9%(u) = N (tanh E) L (5.59)
olarak elde edilir. g{(u)’nun asimptotik davranist
@) u—0, gf)=~u',
byu— o, g ~ g (5.60)

seklindedir. Taban durumunun fiziksel olarak kabul edilebilir olmast i¢in (g9 (u) — 0),
Ay >0 ve A—4,=0 (5.61)
kosullar1 saglanmalidir. Bu sartlar altinda taban durumu enerjisi sifirdir ve toplam
acisal momentum A’nin (buguklu tek) degerleri ile belirlenen sonsuz dejenerelige
sahiptir. Manyetik alan tiim u’lar i¢in sabit oldugundan, toplam aki sifirdir ve bu da

daha onceki yorumlar ile uyumludur.

[Ap], Ay’ tamsay1 kismini gostermek lizere, enerji 6zdegerleri asagidaki gibidir:
0=¢el=0, ef=ck=¢ef1=42-(4,-K? k=12..[4]. (5.62)
Burada, tiim enerji diizeyleri ayn1 sonsuz dejenerelige sahiptir. Bu 6zdegerlere karsilik

gelen 6zfonksiyonlar,

gf(w(u)) =w-1)2(w+1)s72 P,ES__I/Z’ _S+_1/2)(w(u)), (5.63)
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gE(ww) = (w— 1) D72 (4 1)=6"=D/2 pETH1/2 =511 (1), ) (5.64)

seklindedir. Burada, P{*"”(w(u)) Jacobi polinomu, s~ =1 —4,, s*=21+4, ve

w(u) = coshu olarak tanimlidir. Dirac-Weyl denklemine ait enerji 6zdegerleri ise

gk = i%\/A(Z, — (4, — k)2 (5.65)
ile verilir. Sekil 5.4’de manyetik alan, V;(u), V,(u) siiperes potansiyelleri ve ilk
uyarilmis enerji diizeylerine karsilik gelen gi(w(w)), g2(w(w)) ozfonksiyonlarinin
grafikleri  ¢izdirilmistir. ~ Stipersimetrik es Hamiltoniyenlerin ve Dirac-Weyl
Hamiltoniyeninin bazi enerji 6zdegerleri (hiperbol iizerindeki Landau diizeyleri) sekil
5.5’de gosterilmistir. Sonug olarak, (5.61) ile verilen kosulu saglayan toplam agisal

momentum degerleriyle etiketlenen sonsuz dejenerelige sahip ve sifir enerji diizeyini

icine alan sonlu sayida enerji diizeyi vardir.

Vi(u), Valu), eBlu)ich gi(w(w)), g3(w(u))

2 ’
1.2 §

Sekil 5.4 Sabit manyetik alan durumu igin es potansiyeller

(solda), Ag = 5, 2 = 7 degerleri i¢in g (w(w)), g3(w(w)) dzfonksiyonlari (sagda)
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V@) v, (), %

P

Sekil 5.5 V;(u) (kesikli ¢izgi), V,(u) (noktal ¢izgi) es potansiyelleri ve karsilik gelen
¥ enerji 6zdegerleri

(solda), k = 0 (mavi), k =1 (yesil), k = 2 (kirmiz1), k = 3 (ag¢ik mavi), k = 4 (siyah) degerleri igin
Dirac-Weyl Hamiltoniyeni enerji 6zdegerleri (sagda)

5.3.2 ikinci durum

Vektor potansiyeli (5.51)’deki gibi segilirse manyetik alan

B —Ch(cl Dy th) 5.66
wd = er\R ~RC, 0% (5.66)

seklindedir. Burada, C; ve D, sabittir. Bu manyetik alan baslangi¢ noktasinda tekildir ve

u — oo’da negatif sabit degere gider. A =A4" oldugu duruma karsihik gelen

sliperpotansiyel
D,
W,(u) = o C,cothu (5.67)
1
olarak bulunur. Es potansiyeller asagidaki gibidir:
DZ
Vi(uw) = C—; + C% + C,(C; — 1) cosech?u — 2D, cothu, (5.68)
1
D .2 2
V,(u) = oz + Cf + C,(C; + 1) cosech®u — 2D, cothu . (5.69)
1

Bu durumda, g¥(u) taban durum dalga fonksiyonu D; > C? olmak iizere, a~
tarafindan yok edilir. Bu potansiyeller Eckart potansiyeli olarak adlandirilir ve karsilik

gelen enerji 6zdegerleri
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Df Di

ek = ef =k =C2-(C, +k)? N ETD + 7 k=1,.2,.. (5.70)

ve ozfonksiyonlari
gEw@w) = (w— D72 w4 1572 PP (w(w), (571)
FEw@) = w— D7 Gw + 1572 P (w(w) (5.72)
ile verilirler (Cooper vd. 1995). Burada, Pk(“ ’b)(w(u)) Jacobi polinomu, w(u) = cothu
ve s =+ Cfik —(C,+k), sy =+ ﬁ —(C;+k+1) olarak tamimlanir. Bu

¢dziimler, D; > C? kuralina uygun durumda gecerlidir.

Dirac-Weyl denklemine ait enerji 6zdegerleri ise

2 2
g{<|_=+l CZ_(Cl+k)2—D—1+D—1 k=01,2,.. (5.73)
TSR (C,+Hk)?2 " c?’

olarak bulunur. Sekil 5.6’da manyetik alan, V; (u), V,(u) siiperes potansiyelleri ve ilk
uyarilmis enerji diizeylerine karsilik gelen gi (w(u)), g9 (w(u)) ozfonksiyonlarinin
grafikleri  ¢izdirilmistir.  Dirac-Weyl  Hamiltoniyenin  ve  silipersimetrik  es

Hamiltoniyenlerin baz1 enerji 6zdegerleri sekil 5.7°de gosterilmistir.

A" # 24 oldugu durumda spektrum analitik olarak ¢oziilemez, fakat A > A’ ve D; > C?

iken sifir enerjili taban durumu bulunur.

Vi(u), Vz(u), eBlu)/ch ‘ 9;(“’(“)} 9?(“'(“))

sekil 5.6 Manyetik alan ve es potansiyeller
(solda), C, = 3, D; = 54 degerleri igin g} (w(u)) ve g9 (w(u)) dalga fonksiyonlar1 (sagda)
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. k
Vy(u), Vyl(u), £% €

Sekil 5.7 Es potansiyeller ve karsilik gelen enerji 6zdegerleri

(solda), k = 0 (kirmiz1), k = 1 (mavi), k = 2 (yesil) degerleri i¢in Dirac-Weyl Hamiltoniyeni enerji
0zdegerleri (sagda)

5.4 Hiperbol iizerinde Dirac denklemi

Manyetik alan varliginda (3 + 1) boyutta kiitleli parcaciklar i¢in Dirac denklemi,
e - o¥Y(#, t)
2 SN > - . 44
<,8mc + ca (p CA)) Y(r,t) = ih 5% (5.74)

olarak yazilir. Burada, m kiitle, ¢ 151k hiz1, e yiikdiir. B ve @ matrisleri Pauli matrisleri
cinsinden agagidaki gibi verilirler:

._ (0 & _ (Laxz 0 )
QO el ) e
Y(#,t) fonksiyonu zaman ve koordinatlar cinsinden degiskenlerine ayrilarak
yazilabilir:
_iEt [ (7)
YFt)=e R < LS ) 5.76
1 6-76)
(5.74) denklemi agagidaki gibi iki tane 2 X 2’lik matris denkleme indirgenir:
- - € > 2
clo- (p _EA) Xp = (E—mc*)o,, (5.77)
e
c(&-(ﬁ—;A)) ¢p = (E+mcH)y,. (5.78)

Buraya kadar en genel haliyle yazilan bu ifadeleri, buradan sonra hiperbol yiizeyine
(r = R = sabit) sinirlandiralim, yani Dirac denklemini hiperbolik koordinatlarda ifade

edelim. Dirac-Weyl denkleminde oldugu gibi manyetik alanin z ekseni etrafinda donme
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simetrisine sahip oldugunu varsayalim. Bdylece, ¢,(u,¢) ve x,(u,¢), Dirac-Weyl

denkleminin ¢6ziimii olan iki spindrdiir (Denklem (5.20)’den):

N T 579
u, @) = , :
e Vsinhu \ ; ei(“%)d’(pz(u)

_Boy /0 (a-b)e
2w d) = N V2w (5.80)

: (1.1 :
Vsinhu \ ; el(/’l+§)¢X2 (w)
Bu spindr ¢oziimleri i¢in, denklemler degiskenlere ayirilip, denklem (5.18) ile verilen

toplam agisal momentum J,’nin A degeri gézoniinde bulundurulduktan sonra, (5.77) ve

(5.78) denklemleri asagidaki gibi yazilabilir:

(o o)) = e -me () 591
(> —ig+)(;;;2)=f;hw+mcz> (). (5.82)

Burada, a* birinci mertebeden birbirinin Hermitsel eslenigi olan diferansiyel
islemcilerdir ve denklem (5.26) ile verilirler. Kiitlesiz pargaciklarda yaptigimiz
islemlerde oldugu gibi (5.81) ve (5.82) denklemleri ayristirilabilir ve bu denklemler de

asagidaki gibi matris formunda ifade edilebilirler:

(a+0a_ a‘0a+) (1(212) - ¢ (iﬁlz)’ (a+0a‘ a‘0a+) (3}((12) =€ (1)5(12) (5.83)

Burada,
RZ( EZ _ m2C4)
&= c2h?

olmak tizere, her bir € degeri i¢in iki enerji 6zdegeri vardir:

= R2?g2 (5.84)

c?h?
E, = i\/ p7 € + m2c* = ++/c2h2€2 + m2c*. (5.85)
Boylece, (5.83) tutarlilik denklemi her iki spindr tarafindan saglanirken, (5.81) ve

(5.82) denklemleri W’yi olusturan ¢; ve y; spinorleri arasinda iligki kurarlar.

Bu Dirac ¢6ziimlerini bulabilmek i¢in, ilk olarak denklem (5.83)’i y; spinorii i¢in (¢;
spinorii ile de baslanabilir) ¢ozelim. (5.83) denklemi (5.31) denklemi ile uyumlu
oldugundan, denklem (5.37)’de verilen &* enerji 6zdegerleri ve denklem (5.38) ile

verilen G’J_f ¢ozlimleri bu denklemin ¢6ziimii olarak kullanilabilir. Boylece, denklem
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(5.83)’1i saglayan y; ¢6ziimleri, ayn1 zamanda (5.27) ile verilen denklemi de saglarlar.

Bu durumda enerji 6zdegerleri asagidaki gibidir:

REX = +4/ek, k=012,... (5.86)
Denklem (5.82)’den
ch€
o) = ——x(W) (5.87)
elde edilir. y; ¢oziimleri ise denklem (5.81) den
ch€
xW =50 (5.88)

olarak yazilir. Denklem (5.87) ve (5.88) blrbiriyle uyumludur.

(5.81) ve (5.82) matris denklemlerinin y; ve ¢; spindr ¢oziimleri Dirac denkleminin

¢Oziimlerine yol agar. y,, Ve ¢,, spindrleri arasindaki iliski,

chE
Xp (U, @) = Frmez P d), (5-89)

ve

O ®) = o, 9) (590)
seklindedir. Enerji 6zdegerlerinin alacagl isarete gore Ozfonksiyonlar da degisiklik
gosterir. Denklem (5.86)’dan goriildiigii gibi, Dirac-Weyl denkleminde pozitif ve
negatif enerjiler €, ve bu enerji degerlerine karsilik gelen dzfonksiyonlar W* (u, ¢)

vardir.

Dirac denkleminin enerji 6zdegerleri de farkli iki isarete sahiptir ve €, ’nin karesine

baglidirlar (bu nedenle alt indis ihmal edildi):

E, = +/c2h2E2 + m2c* . (5.91)

Sonu¢ olarak, her bir E,’ye iki tane enerji karsiik gelir: €. Bdylece, E, =

+vVc2h2E2 + m2c* pozitif enerjisi igin pargaciklara (elektronlara) karsihik gelen iki

bagimsiz 6zfonksiyon vardir:

2 Pp
who=| _cne. L) wp=(_che ) (5.92)
E, +mc2 7 E, + mc? 7P
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Benzer durum, E_ = —V/c2h2€2 + m2c* negatif enerjili antipargaciklar (desikler) i¢in

de gegerlidir. Yani, E_ i¢in iki bagimsiz 6zfonksiyon

Ch8+ + ChE_ _
vt =B —me2® |, wp =|E —m2 ¥ (5.93)
ey X

seklindedir. Burada, €, ifadesine karsilik gelen @7, xi ayni Dirac-Weyl denkleminin

¢Oziimleridir.

Taban durumu enerji dzdegerleri Eg. = +mc? igin E; - +mc? alinarak, sadece bir

bagimsiz fonksiyon elde edilir. Denklem (5.92)’den

Womee = (0), (5.94)
ve denklem (5.93)’den ise
0
(= <¢0> (5.95)

elde edilir. Burada, ,* = x,* = ¢, alinmistur.
5.4.1 Sabit manyetik alan

Vektor potansiyel, denklem (5.50)’deki gibi secildiginde, denklem (5.54) ile verilen
sabit manyetik alan elde edilir. y,, ve ¢, Dirac-Weyl denkleminin ¢dziimii olan iki

spinordiir ve (5.89) ve (5.90) denklemlerindeki gibi iligkilidirler:

’E —mc?
Xp(u: ¢) == m <pp(u' d))' (596)

E + mc?

(pp(uf ¢) =+ m Xp(u’ d)) (597)

Bu durumda,

. 1
ez [ +el*2)?gk(y)
. (o1
Vsinhu \ ; el(“f)d’gé“l(u)

(5.98)
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seklindedir. Burada, g¥(6) ve g¥=1(8) sirasiyla, (5.63) ve (5.64) ile ve enerji ise
(5.91) ve (5.65) denklemleri ile verilirler. Boylece, enerji 6zdegerlerinin alacagi isarete

gdre dzfonksiyonlar da degisiklik gosterir: W£(6, ¢).

h
E, =+ |-

Py \
WE, =| |[Es—mc* ||, We, =| _ [Bezme? ) (5.99)
E, + mc? Yv E,+mc2"P

Benzer olarak, E_

— k)?) + m2c* ifadesi igin iki bagimsiz 6zfonksiyon vardir:

— (Ap — k)?) + m2c* igin 6zfonksiyonlar,

E_ 4+ mc? \ E_+mc? _
/ chXP wp =~ fm?fp (5.100)
Xp

seklindedirler. Boylece, DlraC-Weyl denkleminin ¢6ziimleri kullanilarak, sabit manyetik
alanda bir yiik i¢in Dirac denkleminin bagli durum ¢oziimleri elde edildi. Sekil 5.8'de,
Dirac ve Dirac-Weyl Hamiltoniyenlerinin enerji 6zdegerlerinin grafikleri verilmistir. Bu
grafiklerden goriildiigii gibi, kiitleli durum igin karsilik gelen taban durum degerlerinden
(—mc? ve +mc?) baslayan, sonlu sayida negatif (desiklere karsilik gelen) ve pozitif
(elektronlara karsihik gelen) ozdegerler vardir. Kiitleli durumda (—mc?, +mc?)
araliginda bagli durum yoktur. Ancak, kiitlesiz durumda pozitif ve negatif olanlarin yani
sira sifir enerjili durum da vardir. Burada elde edilen enerji diizeyleri, hiperbol iizerinde
kiitleli ve kiitlesiz pargaciklarin Landau diizeyleri olarak diistiniilebilirler. Ancak bunlar
bilinen Landau diizeylerinden farklidirlar. Ciinkii hiperbol durumunda, manyetik alanin
siddetine bagli olarak sonlu sayida enerji diizeyi vardir. Her enerji dilizeyi de agisal

momentumun degerine (1) bagli olarak sonsuz dejenerelige sahiptir.
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Sekil 5.8 k = 0 (mavi), k = 1 (kirmz1), k = 2 (yesil), k = 3 (agik mavi), k = 4

(siyah) i¢in Dirac Hamiltoniyenin enerji 6zdegerleri Ei (solda) ve Dirac-Weyl Hamiltoniyenin enerji
ozdegerleri € (sagda) verilmistir. Burada, Ay = 5, m = 1 (kiitleli durum igin), ¢ = 1, & = 1 olarak
Alinmustir
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6. DIRAC BENZERI HAMILTONIYENLERIN CARPANLARINA AYIRMA
YONTEMI ILE ILISKILENDIRILMESI

Bu boliimde, artan ve azalan hiyerarsi durumlart igin sekil degismez Schrédinger
Hamiltoniyenleri ile iliskili Dirac benzeri matris Hamiltoniyenler tanitildi. Hem 2 X 2
hem de 4 X 4 (sadece artan hiyerarsi durumu i¢in) Dirac benzeri Hamiltoniyenler i¢in
matris baglastirim islemcileri, simetrileri ve bu sistemlere karsilik gelen enerji

0zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: bulundu (Demir Kizilirmak vd. 2021).

Dirac  benzeri Hamiltoniyenler, daha yiiksek boyutlu spin sistemlerinin
indirgenmesinden elde edilebilir (Contreras-Astorga vd. 2016, Demir Kizilirmak vd.
2020). Bu durumda, baglastirim islemcileri baslangigtaki sistemin simetrileri ile
iligkilidir. Burada, artan hiyerarsiye 6rnek olarak trigonometrik PT potansiyeli ve azalan

hiyerarsi i¢in hiperbolik PT potansiyeli ele alindu.
6.1 indirgenmis Dirac Hamiltoniyenlerinin Artan Hiyerarsisi

Schrédinger Hamiltoniyeni H,, i¢in denklem (4.22)’de verilen artan hiyerarsi goz

oniinde bulundurulursa, 2 X 2’lik indirgenmis Dirac Hamiltoniyeni

_( Mt laf )
h”‘(—iaﬁ ~Hn D

olarak yazilabilir. Birinci mertebeden h,, matris islemcisine Dirac benzeri Hamiltoniyen
denir. Bu tip Dirac benzeri Hamiltoniyenler, diizlemsel grafen ile ilgili bir dizi
problemde, kiiresel yiizeylerde veya silindiriksel simetriye sahip sistemlerde ortaya
cikarlar. Denklem (6.1) ile verilen h,, matris Hamiltoniyeni Hermitseldir.
h,, matrisinin karesi, artan hiyerarsinin bir ¢ift Schrodinger Hamiltoniyenini (H, ve
H,,,4) verir:
H 0
2 _ (Hn P

h2 = ( . Hn+1) = H,. (6.2)

Bu Hamiltoniyenler i¢in hiyerarsi (4.22) ile verilir.

h,, ve h,,,, matris Hamiltoniyenleri, AF (anti) baglastirim islemcileri ile asagidaki gibi

iliskilendirilir:
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Aphy = yhp Ay, hnAf = YAfhnyy - (6.3)
Burada, AF = (A,f)T’dlr ve y =41 degerlerini alir. Ayrica, A% (anti) baglastirim

islemcileri, hZ ve hZ,; matris Hamiltoniyenleri arasinda da iliski kurar:

Anhi = hi a4z, hiAy = AnhZ . (6.4)
y = 1 i¢in baglastirim islemcileri R,
Ry = (“(;7 i(””;%:l ””)), Rihp = hoy1Ry (6.5)
seklindedir ve y = —1 i¢in anti baglastirim islemcileri T,,
o= (G T ) Ty by = s Ty (66)

ile verilir.
6.1.1 Dirac hiyerarsisinin spektrumu

Her bir Dirac Hamiltoniyeni i¢in enerji 6zdeger denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:
h, Wk = ekpk (6.7)
Burada, ¥ ifadesi h,, Dirac Hamiltoniyeninin k. uyarilmis enerji 6zdegerlerini ve Wk
ise karsilik gelen spindr 6zfonksiyonunu gosterir. (6.2) ile verilen denklem ile, h,’nin
spektrumu ve spindr Ozfonksiyonlart (ef, W), H, ve H,,; Schrddinger

Hamiltoniyenlerininkiler ((u2.,, ¥X) ve (U2,r+1, ¥E,1)) cinsinden elde edilebilir.

Wk dalga fonksiyonu,

k
wk = (i ﬁal;fﬁ";%), @B eC (6.8)

olarak yazilabilir. Burada, « ve f’lar (6.1) ile verilen h,’ye karsilik gelen enerji
0zdeger denkleminden bulunurlar. Enerji 6zdegerlerinin isaretini belirtmek i¢in, hem
enerji 6zdegerlerinde (ek* = +,/p2,,) hem de dzfonksiyonlarda (WE*) “+” isareti

kullanilir.

Pozitif spektrum ve taban durumu i¢in enerjiler ve 6zfonksiyonlar

\/.un+k+.un1/)1lff > k=12
_i\/ HUn+k — Un 111511% ’ ”

k+ k+
&n = Un+ko LPn - <

49



0+ 0+ Yo
€0 = Yo+ = ( On), k=0 (6.9)

olarak, negatif spektrum icin enerji ve 6zfonksiyonlar ise
Vtniie = tn Y5

EXT = —lUniks pko = <im ’éli>' k=12,.. (6.10)
seklinde bulunur. Spektrumun bazi 6zellikleri soyledir.
1) W+ negatif ve pozitif ¢dziimleri, h2’nin ayni1 pozitif enerji dzdegerli ¢dziimleridir:

(hp)? Wkt = (Pé” HO )( Y Hnie £ Hn 1/);5_ ) = ., Pkt (6.11)
w1 \ iy i & o YR

2) “Negatif taban durum” enerjisi k = 1 igin varken, taban durumu k = 0 sadece pozitif
enerji i¢in vardir.
3) Pozitif enerji icin 6zfonksiyonlar, alt bilesenden daha biiyliik normlu {ist bilesene
sahipken, negatif enerji i¢in 6zfonksiyonlar zit karaktere sahiptir: alt bilesenin normu,
iist bilesenden daha biiyiiktiir.

4) Pozitif ve negatif 6zfonksiyonlar birbirlerine diktirler.

6.1.2 Kiitlesiz Dirac-Weyl denkleminin spektrumu

h,, Dirac Hamiltoniyenleri igin ¢arpanlara ayirma enerjisi (u?2), kiitle ile iliskili oldugu
diisiiniilen u,,’ye baghdir. Ozel olarak bir n = n, igin hy, m spektrumunu ele alalim,
Oyle ki u,, = 0 olsun. Ancak, Schrodinger Hamiltoniyen hiyerarsisinde u,zlo # 0 ‘dir.
Bu durumda, biitiin hiyerarsiden (H, = aja, +u3), pa, = E5, enerji degerini

cikartalim. Boylece yeni hiyerarsi agagidaki gibidir:

H, = a}ay + ii? (6.12)
ve burada, 2 ifadesi
fin = un — Un, (6.13)
seklindedir. Yeni hiyerarsi, bir 6nceki (H,) ile aym ozelliklere, ayn1 6zfonksiyonlara,
baglastirim islemcilerine vb. sahiptir, sadece hiyerarsinin spektrumu ayni miktarda (“1210
kadar) degismistir:
Ef = Epve = Brer = Envr — Er?o, 15"20 =0. (6.14)
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Baska bir deyisle, yeni Hamiltoniyenin Hno, taban durum enerjisi sifirdir ve bdylece
karsilik gelen Dirac Hamiltoniyenin kiitlesi sifir olacaktir:
~ . . +
= iy la;’l’) ~ _ 0 lano N
iy = (—ia; ) = (—ia£0 ") B, =0. (6.15)
I, ifadesinin yeni degerleri i¢gin, sirasiyla (6.9) ve (6.10) ile verilen pozitif ve negatif

spektrum ifadeleri £t ve dalga fonksiyonlar1 ¥¥* hala gegerlidir.
6.1.3 Baglastirim islemcileri tarafindan yok edilen 6zfonksiyonlar

T,y ve Ry baglastirim islemcileri tarafindan yok edilen 6zfonksiyonlar1 elde edelim. Bu
islemciler birinci mertebeden ¢izgisel 2 X 2 matris diferansiyel islemci olduklarindan,
cizgisel bagimsiz iki vektor fonksiyonunu yok ederler. R, tarafindan yok edilen
ozfonksiyonlar pozitif enerjiler i¢in taban durumu ve negatif enerjiler i¢in taban

durumu,
0
g = (%), 8" = tn

L[J1_ _ ( \/.un+1 — Un l/J% >
" i\/ Un+1 + Un l/)2+1 ’

seklindedir. T,; tarafindan yok edilen 6zfonksiyonlar pozitif enerjiler igin taban durumu

€ = ~Hns1, (6.16)

ve pozitif enerjiler igin birinci uyarilmis durumdur:
wpr = (¥n) 2" = n
0 ) )

1+ V Mn+1 + Mn lpT]'l: 1+
W' = . 0 ) €n = HUn+1 (6.17)
—l/HUnt1 — Un ¢n+1
seklindedir. T,; ve R, matris baglastinnm islemcileri, h,, Hamiltoniyenin en diigiik

enerji durumlarini, a; islemcilerinin H, Hamiltoniyeninin taban durumlarin1 yok

etmesine benzer sekilde yok ederler.
6.1.4 Simetri islemcileri

Dirac benzeri indirgenmis Hamiltoniyenler (h, tipindeki denklemler), sadece bir
degiskene baglidir. Bunun sonucu olarak, Hamiltoniyenden baska bagimsiz simetri

yoktur. Baska bir deyisle tiim simetriler h,, Hamiltoniyeninin fonksiyonudur.
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Bu simetrileri elde etmenin yontemlerinden biri baglagtirim islemcilerini ters sirada

carpmaktir. S,, icin R;Y R;, carpimu h,,’nin simetrisini verir:

Ry hy = hnyiRy, haRy = Ryhnir = [Sphal = 0. (6.18)
Bu simetri islemcisi, h,,’nin fonksiyonudur:
Sn = RaRy = (hy — ) (hy + pins1) (6.19)
ve [R;, R;] sira degisim bagintist
RyR: — Ry_1Ri_1 = hu(ptns1 — 2tn + tno1) + pin(ln—1 = fins1) (6.20)

olarak bulunur. Anti baglagtirim islemcileri tarafindan iiretilen diger simetri islemcisi

ise benzer sekilde elde edilir:

Sp =TTy = (hy — ) (hy — tns1)- (6.21)
[T, T, ] sira degisim bagintist ise,

T3 Ty = TooaTo1 = —hn(lniq + 2Up + pp1) = i (Une1 — Hns1) (6.22)
olarak bulunur.

6.1.5 4 X 4 Dirac benzeri Hamiltoniyenler icin baglastirim islemcileri

m, kiitleli, 4 X 4’liikk Dirac benzeri bir Hamiltoniyeni, h,, Hamiltoniyeni cinsinden

asagidaki gibi tanimlayalim:

moyc? h

H =( 0 " ) 6.23
" h, —myc? (6.23)
Daha sonra, bu Hamiltoniyenler icin 4 X 4’liikk baglastinnm islemcileri, 2 X 2’lik

RE = (R,f )Jr ve T = (T,;_" )Jr islemcileri cinsinden asagidaki gibi alinabilir (¢ = 1):

_ _(Ry O ~_ _ (—m¢M~ Ry
Ri = (g R;)' B= (T o) (6.24)
- _ _Tn_ 0 =_ moM_ _TTL_
=" 1) To=("0  moh) (6.25)
Burada, M~ := —ioc*t = —i(0y + ig,) ile verilir ve 2 x 2’lik h,, Hamiltoniyenleri ile

asagidaki (anti) sira degisim bagintilarini saglarlar:

M~ h, + hy, 1M~ = —2R,, M~ h, —h,, M~ ==2T, . (6.26)
Boylece, 4 X 4’lik Dirac benzeri Hamiltoniyenler i¢in baglastirim islemcileri elde
edilmis olur:

Rn Hn = Hns1Rn, T Hn = Hong1 T (6.27)
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Bu islemcilerin Hermitsel eslenikleri, R} = (R;)T ve 7 = (7)), tam tersi
baglastirim bagintilarini saglarlar. 4 X 4’liik Dirac benzeri Hamiltoniyenlerin hiyerarsisi
icin, global baglastirim islemcilerinin dort boyutlu uzay1 elde edilmis oldu. Bu durum
sasirticidir, ¢linkli skaler Hamiltoniyen hiyerarsisi i¢in baglastirim islemcilerinin
yalnizca bir kiimesi vardir. Ancak bu durumda, her bir H;,, Hamiltoniyeninin negatif ve
pozitif enerji diizeylerinin dejenereligi nedeniyle, dort ¢ift baglastirnm islemcisi vardir:

R, Riv, Tt T

Hy,’nin spektrumu ve enerji Ozfonksiyonlar1 elde edilebilir. #,,’nin enerji 6zdeger
denklemi asagidaki gibi yazilir:
H,Eks = EX Eks, (6.28)

Burada, Efli enerjidir ve EKS ozfonksiyonu h,’nin aymi tip iki 6z spindriiniin

I

birlesiminden olusur:
l_IJkS
ks — n
Bt = (cl),’?)' (6.29)
Ornegin; W¥S, h,, Hamiltoniyeninin €& enerji 6zdegerli 6zfonksiyonuna karsilik gelir, k
enerji diizeyini ve s =+ enerjinin isaretini gosterir. (6.28) ile verilen G6zdeger

denkleminde H;, yazilirsa, asagidaki iki denklem elde edilir:

moc? Wk + h, dks = EX, wks, — moc? DK + h, Wk = EX, ®ks.  (6.30)
Yukaridaki denklemlerden,
h qus h q)ks
ok, = kn—n, ks — k"—” (6.31)
= Epp +mgc? = Ef, —mgc?

bagmtilarina ulagilir. Bu ifadeler (6.30) denkleminde yazildiginda, W ve @ spindrleri
icin asagidaki denklemler bulunur:
R = (BT - mEehWl, K = (B - mic)ol. (632)

h2Wks = (ks)2Wks ifadesi goz oniinde bulundurularak, enerji 6zdegerleri

Bk, = & (k) et = + [i o+ mger (633)

elde edilir. Burada, (¢¥5)? = u2,, dir. Bdylece, enerji 6zfonksiyonlari

\pks S l.l.lks
gks :< n ), Dks = Hn+k Tn (6.34)

ks ’
D VU2 +mbct + myc?
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ks Shn+k PES
gks :( n > ks — Hntk n (6.35)

ks -
N2 VUE 4 + mict + myc?

olarak bulunur.

Sifirdan farkli m, i¢in denklem (6.33) spektrumu, h,’nin tersine pozitif ve negatif
enerji 0zdegerleri i¢in simetriktir. Enerji 6zdegerleri basit dejenerelige sahip taban

durumu haricinde, ¢ifte dejenerelige sahiptir, s = =+.

6.2 Trigonometrik Poschl-Teller Potansiyeli

Trigonometrik Poschl-Teller potansiyeline karsilik gelen Hamiltoniyen iglemcisi,
(n+1/2)(n-1/2)

Hy(x) = =0y, + SnZx x € (0,m), n €N (6.36)
seklindedir. a islemcileri ve enerjiler
af = ¥0, + (n+1/2) cotx, U2 = (n+1/2)?, n=0,12,.. (6.37)

olmak tizere, denklem (6.36) ile verilen Hamiltoniyen igin hiyerarsi denklem
(4.22)’deki gibidir. Bu durumda, h,, matris Hamiltoniyeni asagidaki gibi yazilabilir:

h, = ( n+1/2 i(—0,—(n +1/2)cotx)> .

(=, — (n+1/2)cotx) —n—1/2 (6.38)

Denklem (6.38) ifadesinin karesi denklem (6.2)’de verildigi gibi H, ve Hpiq
Hamiltoniyenlerine yol agar. Denklem (6.5) ve denklem (6.6) ile verilen baglastirim

islemcileri asagidaki hali alir:

_ {0y — (n+1/2)cotx i

Rn = ( 0 0, — (n +3/2)cotx>' (6.39)
_ _ (0y—(n+1/2)cotx —i(2n+2)

= 0 (=0, — (n+3/2)cotx)>' (6.40)

6.2.1 Kiire iizerinde Dirac benzeri denklemler

Burada, kiire ylizeyinde taniml1 skaler ve spindr pargacik sistemlerinin indirgenmesiyle,
sirasiyla, denklem (6.36) ile verilen skaler PT Schrédinger Hamiltoniyeninin ve
denklem (6.38) ile verilen matris PT Dirac Hamiltoniyeninin nasil elde edilecegi

gosterildi.
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1) Skaler sistem

Kiire ylizeyi iizerinde tanimli bir sistem ele alalim. Kiire yiizeyi {lizerindeki noktalar
(x,y,z) €R3
x24+y? 422 = (6.41)
denklemini saglar. SO(3) grubu kiire {iizerinde tanimli (x) skaler dalga
fonksiyonlarina
U(gp(x) = ¥(g~"), g €S0(3) (6.42)
seklinde etki eder. Kartezyen koordinatlar (x,y,z) ve kiiresel koordinatlar (r, 8, ¢)
arasindaki iligki
x =rsinfcos¢, y =rsinfsing, z=rcosf (6.43)
olarak verilir. SO(3) Lie grubunun Hermitsel ireticileri olan agisal momentum
bilesenleri L;, i = 1,2,3 (Ly, Ly, L,) asagidaki gibi tammlidur:
Ly =—i(yd, —z0,) = i(sin¢ 0g + cos ¢ cot H0),
Ly, = —i (28, — x9,) = i(—cos ¢ dg + sin¢ cot 60), (6.44)
L, = —i(x8, — yd,) = i(—0y).
Algaltic1 ve yiikseltici agisal momentumlar ise
Ly =L, +iL,, Ly = e*®(+0g + icotB0y) (6.45)
seklinde yazilir. Bunlar i¢in sira degisme bagmntilari,
[L,, L*] = +1%, |L~, L] = —-2L, (6.46)

olarak elde edilir.

Kiire iizerinde tanimli dalga fonksiyonlarinin uzayinda, Casimir islemcisi H = C =
L%+ 15 +12, iki boyutlu serbest pargacik Hamiltoniyeni rolii oynar. Bu

Hamiltoniyene karsilik gelen 6zdeger denklemi asagidaki gibi yazilir:

0
~ )
Hy, = (—699 — cotdg — Sin20

)z/?f =£(£ + 1, £=01,... (647

Burada, A Hamiltoniyeninin 6zdegeri £(£ + 1)’dir. Bu 6zdeger denkleminden, birinci

mertebeden tlirev igeren terimi yok etmek icin asagidaki dontistimler kullanilir:

1 1 ~
mw, = 0p = 0g — 50t H->H-1/4. (6.48)

Dontistimler sonucunda Hermitsel Hamiltoniyen
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1/4 + 0y
sinZ@

Hy, = (—099 - )ng = (£ +1/2)%y,, £=01. (649

elde edilir. Denklem (6.48)’de kullanilan Schrédinger Hamiltoniyeni Casimir islemcisi
cinsinden ifade edilebilir:
H=L*+1/4. (6.50)
Coziimlerin degiskenlerine ayrildigi diisiiniiliirse, denklem (6.45) ile tanimlanan L,
tireticileri i¢in 6zfonksiyonlar
Yon(0,9) = g (8)e™?, L,en (0, 9) = nipp, (0, P), In|<¢, (6.51)
seklindedir. Burada, ¥ ,, (8) bilesenleri indirgenmis denklemi saglarlar:

(n+1/2)(n—-1/2)
sin260

Hnlpt’n = <_699 + )d’t’n = (f + 1/2)2¢£n- (6-52)

Burada, n =0,%1,...+¢ degerlerini alir. Verilen n i¢in, indirgenmis H,
Hamiltoniyenine karsilik gelen enerji 6zdegerleri,

EfF=(m+k+1/2)? k=01.., n+k=2*¢ (6.53)
ile verilir. Denklem (6.52) ve denklem (6.36) ayni denklemlerdir. Boylece, asagidaki
bagintilar yazilabilir:

Hopy = exhy,  Ef=m+k+1/2)> > n+k=¢ > ¥f =Pnin, (654
Hohon = €enen,  €m =@ +1/2)> - n+k=4€ - Py =93™.  (655)

Bu iliskilerden, H,, hiyerarsisindeki 6zfonksiyonlarin kiiresel harmonik oldugu sonucu

cikartilir:
Yk(0)e™® « Vsinb Y,,(6,9), f=n+k,
P2(0)e™® o Vsin b Y,, (6, p), k =0. (6.56)

Denklem (6.48) ve denklem (6.45) kullanilarak yoriingesel agisal momentumlar,

L, = ei¢(69 + cotH(— 1/2 + i6¢)),

L_=e (-5 + cotf(—1/2 +idy)) (6.57)
olarak yazilabilir. Bu iglemciler, Denklem (6.51)’de verilen ¢oziimlere etki ettiklerinde
indirgenmis islemciler bulunur:

Lt =09 —cot6(1/2+n), L, = —0g —cotf(1/2 +n). (6.58)
Bu ifadeler (6.37) denkleminde yer alan baglastinm islemcileri olan a; (L) ve

a; (Ly) ile aynidir.
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ii) Spinor sistem

Birim kiire tizerinde tanimli spindr sistemini ele alalim. SU(2) grubunun, ¥(x), x € § 2
tizerine etkisi asagidaki sekilde ifade edilebilir:

U(@¥(x) = D(g)¥(g~"x), geSsu() . (6.59)
Burada, D SU(2)’nin spin 1/2 temel gosterimidir ve g € SU(2) nin kiire {izerindeki
etkisidir. Bu etkiye karsilik gelen iireticiler toplam dénmeler (spin ve yoriinge toplami)

ile verilirler:
1
Ji=1L;(6,¢)+ Eai =L;(0,¢) +S;, i=1,2,3. (6.60)

Burada, o; (01 = 0y, 0, =0y, 03 =0,) 2Xx2’lik Pauli spin matrisleridir. Bu
durumda, Casimir islemcisi

C;=J%=1%+2SL+S? (6.61)
seklindedir. Ayrica, L? ve $?’nin de spindr sistemi i¢in Casimir islemcisi olduklar

aciktir. J islemcisi ile sira degisen diger Casimir islemcisi ise asagidaki gibi bulunur:

hi=C, =2LS =2 (2 Lk5k>. (6.62)
k

Algaltic1 ve yiikseltici spin islemcileri,

S, =5, +iS,, S, = (8 (1)) S = ((1’ 8) (6.63)
kullanilarak denklem (6.62)de verilen h ifadesi yeniden yazilabilir:
h=L_S,+L,S_+2L,S,. (6.64)
Burada, islemciler yerine yazilirsa, h ifadesi asagidaki sekilde elde edilir:
. < | —i0y e (—0g + cotO(—1/2 + i6¢))>. (6.65)
e(9g + cotO(—1/2 +idy)) (0

h islemcisi ve J’nin iireticileri siradegisir. Boylece, 6zfonksiyonlar J2 ve J ,‘ye karsilik
gelen j ve m parametreleri ile etiketlenirler:

T2 W = j(G + D, T, ¥jm = m¥p, . (6.66)
J?’nin belirlenmemis degeri icin, J, iireticisinin 6zfonksiyonuna, denklem (6.65) ile

verilen matris Hamiltoniyen uygulanirsa,

i(m-1/2)¢

lepjm = mq”jm = lIJjm(e: ¢) = ()(m(e)ei(m+1/2)¢

0 degiskenine bagl indirgenmis Hamiltoniyen elde edilir:
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~ ( m—1/2 (—0g +mcot0)). (6.68)

fom = —(—0g + mcoth) -m-1/2
Boylece, h,, +1/2 = h,, m =n + 1/2 esitligine ulasilir. Burada m, (saf) yarim tam
sayt degerlerini alir. Yani, (6.67)’nin spindr bilesenlerine karsilik gelen L, agisal
momentum degerleri, m—1/2=n ve m+1/2=n+1 tamsayr deger alirlar.

h = h + 1/2 indirgenmemis Hamiltoniyeni gostermektedir.

Ayrica, denklem (6.49)’da yer alan Schrodinger denklemine ulasmak igin, h ifadesinin

karesi alinabilir:

2
(2LS)? =L*-2LS = (2LS + 1) =L%+ L H (6.69)
> =H. :

Baska bir deyisle, h = h + 1/2 olarak secildiginde, h?> = H olur. h,, Hamiltoniyeni
m =n+ 1/2 olmak iizere, skaler Hamiltoniyeni kdsegeni tizerinde bulunduran matris

Hamiltoniyeni verir:
1 2

~ _ (Hy 0 > _
(hm+2) _<O H,..)’ m=n+1/2. (6.70)

n=m-—1/2 ven+1=m+ 1/2 ifadeleri spinor bilesenleri i¢in kullanilir.

Boylece, skaler H, Hamiltoniyenine karsilik gelen birinci mertebeden Dirac benzeri
matris Hamiltoniyenin (h,) orijini ¢carpanlara ayirma yontemiyle agiklanmigtir. Simdi,

h’nin simetrileri araciligiyla, h,, igin baglastirim islemcilerini tanimlayalim.

iii) Simetri ve anti simetriler

J, ve J%’nin 6zfonksiyonlar: W ler igin, J, alcaltict ve yiikseltici islemcilerine

karsilik gelen simetrileri bulalim. J ye karsilik gelen ifadeler asagidaki gibidir:

ei® (g + cot0(—1/2 +id,)) 1
Jo=L,+S, = 0 i} j '
e?(9g + cotO(—1/2 +idy))
J_=L_+S_
_ <e‘i¢(—69 + cot 9(— 1/2 + ia¢)) } 0 . ) (6.71)
1 e " (—0dp + cotf(—1/2 + 164,))

J 4+, Wi lizerine ve J_, W;p, 1 lizerinde etki ettiklerinde, denklem (6.67)’nin bilesenleri

olan ¢,,(0) Ve x,,(0) tizerine etki ederler ve asagidaki hali alirlar:
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J+_(69—mcot9 1 )
mo 0 g — (m+ 1) cotb)

_ _ (—0g —mcotd 0
Jm = ( 1 —0g — (m+ 1) cot 9)' (6.72)
Bunlar da daha 6nceden tanimlanan baglastirim islemcileri ile iliskilidirler: RE ~

Jh, m=n+1/2.

T* anti simetrileri, h Hamiltoniyeni ile asagidaki gibi anti siradegisme bagintilarini
saglarlar ve J ,’nin 6teleme islemcisi gibi davranirlar:
T*(h+1/2) = —(h+1/2)T%, [J,,T*] = 4T+, (6.73)
h +1/2 ile olan anti sira degisme bagmtilarindan dolay1, T* islemcileri pozitif enerji
durumunu h + 1/2 ile ayni fakat zit isaretli enerji durumuna doniistiiriir. Ayrica, anti
simetriler asagidaki gibi yazilabilir:
T =L,S;— L3S, (THT=T"=L_S;—L;S_. (6.74)
Burada, S3 = S, ve L = L, dir. Bu matris islemciler, W, ler iizerine etki ettiklerinde
(6.40) ifadesinde verilen T*’leri verirler. Yukarida tamitilan anti simetri islemcilerinin

yanisira, T3 olarak adlandirilan bir iglemci tanimlanmalidir:
T; = — % (LyS_—L_S,). (6.75)
T, ve T; anti simetrileri asagidaki bagintilar1 saglarlar:
[J+,T*] =0, [J,,T7] = 2T;, [J4,Ts] = ¥T%,
[J5,TE] = +T4, [J5, T3] = 0. (6.76)
T*, T; islemcileri, pozitif ve negatif enerji durumlarinin uzaylarmi birbiriyle
iliskilendirdiklerinden “tek” islemcidirler. T% c¢ifti, enerjinin isaretini degistirmenin
yanisira, J3 = J, nin m enerji 6zdegerini de degistirir, ancak T; m’yi degismez birakir.
Eger baslangigtaki uzay pozitif ya da negatif ise, tiimii J%’nin j enerji 6zdegerlerini
strastyla j — 1 veya j + 1’e doniistiiriir. Bu da asagidaki baginti ile uyumludur:
[72,7%] = 2(h + 1/2)T™. (6.77)

iv) Spektrum ve 6zfonksiyonlar

Oncelikle, (6.67) ile verilen J, momentumunun belirli bir degerine sahip

ozfonksiyonlar secelim. (6.70)’den goriildiigii gibi, h,, + i’nin karesi, kosegenlerinde
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H, ve H,,, olan kiosegen bir matristir. H,, ve H, ., skaler Hamiltoniyenleri, sirasiyla
Yk ve Ykl szfonksiyonlarma sahiptir ve enerji 6zdegerleri aymdir. Bu enerji
O0zdegerleri asagidaki sekilde yazilabilir:

EfF=m+k+1/2)2. (6.78)

h,, + % ‘nin spindr dzfonksiyonlari i¢in W) dalga fonksiyonu,

k itm-1/2)¢
v _ [ apr(@)e ~ )
l.pn (ﬁ lpn+1(9)€l(m+1/2)¢ m=n-+ 1/2 , k= 0,1,2 ... (679)
seklindedir. Burada «, § € C sabitleri asagidaki 6zdeger denkleminden bulunabilir:
(R + 1/2) Wk = gwk | (6.80)

Pozitif enerji ¢oziimleri,

k+ k(0 i(m-1/2)¢
Bt =+(n+k+1/2), Yit= < " Yn (e

& . , k=012, .. (6.81)
k+ ¢§+%(9)el(ﬂl+1/2)¢>

seklindedir. Negatif enerji ¢oziimleri ise

k— i(m-1/2)¢
~k— _ k— _ an l/)n (e)e —
& =—-(n+k+1/2), Wy = <,3n PE1(9)elm1/29 ) k=12,.. (682)

ile verilir. Burada 6zfonksiyonlar asagidaki sabitlerle belirlenirler:

ot =Von+k+1, Bt=—Vk o =k k- —\2n+k+1. (6.83)

Taban durumu i¢in enerji ¢6ziimii pozitiftir,

t=4+(m+1/2), (6.84)
ve dalga fonksiyonu
WO+ (8, ) = (‘/’g(g)egm_l/z)(p) (6.85)

ile verilir.

Wkt szfonksiyonlart ve bunlarin spinor bilesenleri, h’nin simetrileri J, , L%, J?
cinsinden tanimlanabilir.
J,. Wkt szfonksiyonlarinda bulunan n etiketinin anlami, WX*’lerin J,’nin m =n +
1/2 enerji 6zdegerli 6zfonksiyonlari oldugunu gosterir:

J, Wkt = mpkst, m=n+1/2. (6.86)
L?: Wk*nin spindr bilesenleri olan X (0)e!™=1/2 ve pk-1(9)ei™m+1/2) skaler
fonksiyonlar1, L2’ nin “£(£ + 1)” 6zdegerli 6zfonksiyonlaridir. Boylece, h’nin spindr

ozfonksiyonlar1 L?’nin de ayni enerji degerli 6zfonksiyonlaridir:
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(L? + 1/4)Wkt = (£ + 1/2)2Wk4, f=n+k, m=n+1/2. (6.87)
J2: h’nin yukaridaki 6zfonksiyonlart J?’nin de 6zfonksiyonlaridir. Denklem (6.61)
kullanilarak bu goriilebilir:

TPkt = (L2 + h+ s?)Pkt = (00 + 1) + £+ 3/0) Wk

= +1/2)(¢+3/2)Pk* (6.88)
Baska bir ifade ile,
T2t = (G + DPE, jt=£+1/2,
J2Wk = ()G + DY, jT=0-1/2 (6.89)
seklinde yazabilir.

Bu sonuglar, spindr dalga fonksiyonlarmin (W’lerin) yoriinge “0” ve spin s = > tensor
temsillerinin ¢arpimina esit olmasiyla agiklanabilir: ¥ € £ ® 1/2. Ag¢isal momentumun
bilesimiden,

tR1/2=jtDj, jtf=¢+1/2 (6.90)
olarak yazilir. Bdylece, WK* pozitif enerji spindrleri j* toplam acisal momentum

temsiline, WX~ negatif enerji spindrleri j~ toplam agisal momentum temsiline sahiptir.

Ozet olarak, h 4+ 1/2 ozfonksiyonlar iki farkl sekilde etiketlenebilir:

Wt =Wy, &Y =441/2, jt=4+1/2,

WK =W s - =—(0+1/2), j=¢-1/2. (6.91)
Burada, £ =n+k, m =n+ 1/2dir. Sonug olarak, &¥* pozitif enerji dejenereligi,
karsilik gelen &%~ negatif enerji dejenereliginden daha biiyiiktiir. Bunun nedeni, pozitif
0z uzayin 2¢ + 2 boyutlu j* =¥+ 1/2 temsilinin uzayi, negatif 6z uzaym ise 2¢

boyutlu j~ temsilinin uzay1 olmasidir.

6.3 indirgenmis Dirac Hamiltoniyenlerinin Azalan Hiyerarsisi

Bir onceki kesimde yapilanlari, denklem (4.31)’deki gibi tanimlanan ikinci mertebeden
H,, azalan Hamiltoniyen hiyerarsisine uygulayalim:
Hyq = =0 + Vo (x) = a}_ja;_1 — i1 =apat —p2, n=01,...(692)

Dirac benzeri Hamiltoniyen,

_(Hn  lay
hn—(m;{ _#n> (6.93)
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olarak tanimlanabilir. h,, matrisinin karesi, bir ¢ift Schrédinger Hamiltoniyeni (H,, ve

H,_,) verir:

Hy,_; O
h%z—( ’61 Hn) =—H,. (6.94)

Bu Dirac benzeri Hamiltoniyenin, artan hiyerarsi durumundakinden farki Hermitsel
olmamasidir. Buradaki Hermitsellik, o5;-Hermitsellik (Mostafazadeh 2002) olarak
tanimlanir:

h, = oshios = . (6.95)

a3 ve denklem (6.94)’de verilen h2 sira degistiginden, h2 Hermitseldir: (h2)" = h2.

h,, ve h,_, matris Hamiltoniyenleri, A% baglastirim islemcileri ile denklem (4.33)’de
verildigi gibi azalan hiyerarsi i¢in asagidaki gibi iliskilendirilir:
Aphy = Yhy 1Ay, hnAy = YA hy-1 . (6.96)
Burada, Af = 03(4%)To; ve y = +1°dir. Ayrica, AE baglastirim islemcileri, h? ve
h2_, matris Hamiltoniyenleri arasinda da iliski kurar:
AphZ = h%_,A4;, h2A} = AfhZ_, . (6.97)
y = 1 icin baglagtirnm islemcileri

5= )
"o N1 — Hn)  ay)’

seklindedir. y = —1 i¢in anti baglastirim islemcileri T

Ryh, = h,_1R; (6.98)

- _ a,_1 0 ) I B
Tn = (i(un_l Yu,) —a;) Ty hy = —hyp 1Ty (6.99)

ile verilir.

6.3.1 Azalan Dirac hiyerarsisinin spektrumu

h,, matris Hamiltoniyeninin 6zfonksiyonu ve spektrumu daha once kullanilan

yontemlerle bulunabilir. Pozitif spektrum i¢in enerji ve 6zfonksiyon

1/ Un + Un—k ¢$1:%>
i\/ Un — Un—k l/),lf ,

seklindeyken, negatif spektrum ve taban durumu i¢in enerji ve 6zfonksiyon

V Un — Un—k '7[),12:%) k=12
N TRESTRE L o

et = ., Wkt = < k=12, .., (6.100)

N S ( (6101)
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_ _ (0
€™ = —pu,, po- = (1/;2)' k=0 (6.102)

ile verilir. Skaler azalan hiyerarsinin Dirac benzeri ifadesinde taban durumu negatif
enerjiye sahiptir. Anti parcacik durumlart pozitif enerji spektrumu ile gosterilir.
Denklem (6.93)’den acgikga gorildiigii gibi, bu Hermitsel olmayan matris
Hamiltoniyenin bir 6rnegidir ve kesikli enerji diizeyleri gercel ve karsilik gelen

Ozfonksiyonlarin karesi integrallenebilirdir.

6.3.2 Baglastirim islemcileri tarafindan yok edilen 6zfonksiyonlar

T,; ve R, baglastirim islemcileri tarafindan yok edilen 6zfonksiyonlart bulalim. R;;’nin
yok ettigi 6zfonksiyonlar:

1) Negatif enerjiler i¢in taban durumu

_ 0 -
P~ = (lpg), & =—u,, (6.103)
2) Pozitif enerjiler i¢in taban durumu

Wi+ — <\/ Un + Un—1 lpg—l) el — (6 104)
n . 1 ) n Un—1 .
l\/ Un — Un—q lpn

seklindedir. T,; tarafindan yok edilen 6zfonksiyonlar ise asagidaki gibidir:

1) Negatif enerjiler i¢in taban durumu

_ 0 _
wo- — (t/)ﬂ)’ £ =y, (6.105)
2) Negatif enerjiler i¢in birinci uyarilmis durum

wl- — <\/ Hn — Hn-1 lpg—l)
" i\/ Un + Un-1 lprll ,

1- —

1. (6.106)

6.4 Hiperbolik Poschl-Teller Potansiyeli

Hiperbolik Poschl-Teller potansiyeline karsilik gelen Hamiltoniyen islemcisi (Fliigge
1999),

n+1/2)(n—1/2)
cosh?x

H, = —0,, — , X € (—o0,0), ne€eN (6.107)

seklindedir. Azalan hiyerarsi (4.31) denkleminde verildigi gibidir. af islemcileri ve

enerjiler
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af =10, + (n—1/2)tanhx, 2= (n—1/2)>, n=12,.. (6.108)

olmak tizere, h,, matris Hamiltoniyeni asagidaki gibi yazilabilir:

_ (n—-1/2) i(0y + (n— 1/2)tanhx))
fn = (i(—ax + (n — 1/2)tanhx) —(n—1/2) : (6.109)
Baglastirim islemcileri,
—d, + (n — 3/2)tanhx —i )
+ x
Rn = ( 0 -0, + (n — 1/2)tanhx/’ (6.110)
—d, + (n — 3/2)tanhx i(2n—2) )
+ _ x
= ( 0 —(—=0, + (n — 1/2)tanhx) (6.111)
seklindedir.

6.4.1 Hiperbol iizerinde Dirac benzeri denklemler

Hiperbolik PT skaler Hamiltoniyeni (6.107) ve matris PT Hamiltoniyeni (6.109),
trigonometrik duruma benzer sekilde hiperbol {izerinde tanimlanan bir sistemin
degiskenlerine ayrilmasi ile elde edilebilir. Denklem (6.107)’de verilen potansiyeli elde
etmek icin, tek yaprakli hiperbol kullanilabilir. Tek yaprakli hiperbol se¢imindeki amac,
acisal ¢ degiskenine bagli 6zfonksiyonlar ile calismak ve hiperbolik potansiyelin bu

ozel formunu elde etmektir.

i) Skaler sistem

Hiperbol ylizeyi tizerinde bir noktanin koordinatlari,
xt2+yt—2z2=1 (6.112)
denklemini saglar. Pseudo-kiiresel koordinatlar
x = coshy cos ¢, y = coshysin¢, z = sinhy (6.113)
olarak verilir. (6.112) ile tanimlanan yiizey SO(2,1) grubu altinda degismezdir ve
hiperbol iizerinde taniml1 ¥ (x) skaler dalga fonksiyonlarma etkisi
U(@b(x) = Flg~), g €50(2,1) (6.114)
seklindedir. SO(2,1) grubunun {ireticilerinden olan L,, z ekseni etrafinda dénme iiretir
ve L, ve L,, sirastyla x ve y eksenleri etrafinda hiperbolik dontistimlerine yol agarlar.
Bu islemcilerin, Kartezyen koordinatlarda diferansiyel temsili asagidaki gibidir:

L, = yd, + zod,, L, = —x0, — z0,, L, = —x0, +y0,. (6.115)
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Bu ifadelerde Pseudo-kiiresel koordinatlar kullanilip, i ile ¢arpilirsa SO(2,1) grubunun

reticileri,
L, = i(sin ¢ d, + tanhy cot ¢ 6¢,),
L, = i(— cos ¢ d, + tanhy sin 6¢,), (6.116)
L, = i(—0g)
olarak elde edilir. Sira degistirme bagmtilar1 so(2,1) = su(1,1) Lie cebrine yakindir ve
[Ly, L] = iLy, [L, L] = —iL,, [Ly Ly] = —iL, (6.117)
seklindedirler.

Denklem (6.116) ile verilen gosterimden, algaltic1 ve yiikseltici islemciler,
Ly =Ly +iLy, = e*®(+d, + itanh xd) (6.118)
elde edilir. Bu bazda sira degistirme bagintilari,
(L, Ly] ==Ly, |L,,L_| = -2L, (6.119)

ile verilirler.

Skaler Schrodinger Hamiltoniyeni ile belirlenen Casimir islemcisi asagidaki gibi

yazilabilir:
Ci=H=12+1%—12=L,L_—L,(L,— 1) (6.120)
Bu Hamiltoniyene karsilik gelen 6zdeger denklemi asagidaki gibidir (Vilenkin 1968):
H) =—-2(1— 1)), 1=123,... (6.121)
Pseudo-kiiresel koordinatlarda C (= H),
H = -, — tanhyd, — a""’; (6.122)
cosh?y

olarak ifade edilir. Birinci mertebeden tiirev igeren terimi yok etmek i¢in asagidaki

doniisiim kullanilir:

~ 1
Y = Y = 0,-0,— Etanh)( . (6.123)

1
JJeosh y
Béylece, dtelenmis Hamiltoniyen H:= H — 1/4
1/4 + 944

H=H-1/4=-0
/ ot cosh?y

(6.124)

halini alir. Denklem (6.121)’e gére H Hamiltoniyeninin enerji 6zdeger denklemi,

Hy = —(1—1/2)%), A=12,.. (6.125)
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elde edilir. L, ve C’nin ortak d6zfonksiyonlari,

Y0 $) = Pp(r)e™?, neN (6.126)
olarak alindiginda,
1/2)(n—1/2
Hpp, = <_axx + Ui éozgx / )> Y = —(A—=1/2)*yy,
A=123,..,n. (6.127)

ifadesi elde edilir. Burada, n > A = 1°dir. Boylece, n belirlendiginde, bagli durum
sayist sonludur: k = 0,1,....,n — 1. A enerji 6zdegeri sabit tutuldugunda, potansiyeller
n > 1 ile etiketlenen negatif enerji diizeylerine sahiptirler. ) 6zfonksiyonuna karsilik
gelen enerji 6zdegerleri,
Ef=—(—-k—-1/2)? k=01,..,n—1 (6.128)
ile verilir. Boylece, asagidaki bagintilar yazilabilir:
A=n—k, Lk = nyk, A=nn-1,..1. (6.129)
Diger taraftan, H, ve H,_; Hamiltoniyenleri arasinda etki eden alcaltic1 ve yiikseltici
islemciler, denklem (6.123)’de verilen doniisiimden sonra
L, =Ly +iL, =+0d, — (n—1/2)tanhy,
L_=Ly—iL,=-0,— (n—1/2)tanhy (6.130)
halini alir. Bu ifadeler (6.108) denkleminde yer alan baglagtinm islemcileri olan

a, (L) ve ai (Ly) ile aynidir.

ii) Spinor sistem

(6.112) ile tamimli hiperbol iizerinde, W(x) spindr dalga fonksiyonlarinin uzaymda
tanimlt so(2,1) = su(1,2) spindr gosterimini ele alalim. Bu uzayda, K; olarak
adlandirilan SU(1,1) iireticileri agagidaki gibi tanimlhidir:

Ki=L;+S; i=1,23. (6.131)
Burada, (6.116) ile verilen yoriinge lireticileri (L1 =Ly, Ly =1Ly, L3 = LZ) ve spindr

iireticileri (S; =Sy, S; =Sy, S3=35,)

1 1 1
Sy = i 0% Sy, = L0y, S, = 50z - (6.132)
olarak verilirler. Boylece, Sy = S, + iS5, asagidaki sekildedir:
_ (0 i _(0 0
S, = (0 0)' S_ = (i 0) . (6.133)
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Sx, Sy anti Hermitsel, S, ise Hermitseldir. Bunlar su(1,1) Lie cebrini saglarlar:
[S., S =Sy,  [SnSy]=—iSx,  [SeS,]=—iS,,
[S,,S:]=+S,,  [S_,5,] =25, (6.134)
Bu durumda, Casimir islemcisi

Co= K2 = (Ly + S)? + (Ly +S,) = (L, + S,)? = L? + 2SL + §?

=—-v(wv-—-1) (6.135)
seklindedir ve matris Hamiltoniyen h ise asagidaki gibi bulunur:
h =2LS = 2(LySy + LyS, — L,S;) = LyS_ + L_S, — 2L,S,. (6.136)

Burada, $? = — 3/4’dir. (6.133) ile verilen ifadeler ve (6.118) ile verilen L, ydriinge
islemcisi

Ly = e*®(+0, + (id4 ¥1/2)tanhy) (6.137)
(6.123)°deki dontisimden sonra, denklem (6.136)’da yerine yazildiginda, matris
Hamiltoniyenin agik ifadesine ulasilir:
- < | i0g ie—id’(_ax + (i6¢ + 1/2)tanh)()>' (6.138)

ie“l’(ax + (i0¢ + 1/2)tanhy) —i0g

Sx, Sy matris ireticileri Hermitsel olmadigindan, bu Hamiltoniyen de Hermitsel
degildir. (6.135) ile verilen Casimir islemcisi (C’nin) ve K,’nin ortak ¥,

ozfonksiyonlar1 agagidaki gibidir:

i(m=-1/2)¢
om(1)e ) (6.139)

Em (X)ei(m+1/2)q§

h’nin bu 6zfonksiyonlar lizerindeki etkisinden, y degiskenli indirgenmis Hamiltoniyen,

K,Wom =m¥y, = vam()(f ¢) = (

-m+1/2 i(—0d, + mtanh
m = <i(6x + mtailh)() ( )r(n +1/2 X)> (6.140)
olarak bulunur. h’nin karesi alinirsa,
h?=—-L?>+h (6.141)
elde edilir. Boylece, (6.124)’e gére H = L? — 1/4 asagidaki gibi yazilir:
(h—1/2)% = —H = — <—axx + %L;;hf;"b) (6.142)

2
(6.140) denkleminde verilen indirgenmis Hamiltoniyenin karesi (hm — %)
1\’ Hpy O
(n=3) ==("%" ) (6.143)
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olarak bulunur. Burada, m = n —1/2 i¢in H,, (6.127) ile verilen H,, ile gakisir.

Simdi, bazi noktalara dikkat ¢ekelim:

(@) h'nin karesi igin bu iki formiil uyumludur, ¢iinkii A'nin gergel spektrumunun
karesi her zaman pozitif bir spektrum iiretir, yani h'nin Kkaresi (6.127)’de
gosterildigi gibi negatif bir spektruma sahip H skaler Hamiltoniyenlerinden zit
isarete sahip olmalidir.

(b) (6.138)’de verilen matris hiperbolik Hamiltoniyen h veya indirgenmis formu
(6.140)’in agikga Hermitsel olmamasi bir tutarsizlik gibi goériinmektedir.
Bununla birlikte, h Hermitsel olmamasina ragmen, karesi integrallenebilir
¢oziimlere ve gergel kesikli bir spektruma sahiptir. Bu 6zellik, asagidaki alt
boliimde 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar bulunarak gosterilecektir.

(c) Onceki agiklamanin bir sonucu olarak, SU (1,1)’in bu spindr temsili iiniter
degildir. Bununla birlikte, asagidaki gibi tanimli olan Hermitsel degismez

carpim vardir:

(@, ) = f O (1, $)03 ¥ (1, p)dy dop. (6.144)

Burada, hiperbol tizerindeki degismez 6l¢ii, (6.123) ile verilen doniisiimle dalga
fonksiyonlarinda gizlidir. Gergekten, (6.138) ile verilen indirgenmis
Hamiltoniyen’in, o3’e gére Hermitsel oldugu kontrol edilebilir: hfo; = a3h .

Bu, {initer olmayan karakterle tutarli, pozitif tanimli olmayan bir ¢arpimdir.

iii) Spektrum ve Ozfonksiyonlar

2
(h — %) ‘nin kosegen ifadesi goz Oniine alinir, ayn1 zamanda (6.140)’da verilen h,,

matrisinin  elemanlar1  yazilirsa, (6.108) af islemcilerinden yararlanilarak

0zfonksiyonlarin asagidaki gibi olacagi tahmin edilebilir:

( -m —ia,‘n> (av,bfnill) _ ¢k <a¢£€n_—11>_ (6.145)

—lam - m N By, B

Bu ifade gz oniine aliarak, ai, islemcilerinin 6zfonksiyonlar iizerindeki etkisi,

ampk = /urzn — pE YR, ampit = /.urzn — U i

M2y = (m = k)? (6.146)
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olarak elde edilir. h’nin enerji 6zdegerleri,
gt =+(m-k), m=n-—1/2 (6.147)
ile verilir. Bunlara Karsilik gelen WX*  §zfonksiyonlar ise a® ve B* sabitleri ile
belirlenirler:
a=Vk, B =V2m—-k at=V2m—-k Bt =vk. (6.148)

Taban durumu 6zfonksiyonlari negatiftir:

™ =—m, Yo~ = (1/39)' (6.149)

Negatif spektrum spinor 6zfonksiyonlarinin alttaki bileseni daha biiyiiktiir (spin —%2).
Bununla birlikte, pozitif spektrum spinér 6zfonksiyonlarinin daha biiyiik bileseni iist
bilesendir ve spin %2’ye karsilik gelir. Her pozitif veya negatif 6zdeger i¢in dejenerelik
sonsuzdur. Asagida, aynt mutlak degere sahip ancak zit isaretli 6zdegerlere karsilik
gelen SU(1,1) temsillerini belirleyelim: e+ = +(n — k — 1/2). Wk* 6zfonksiyonlar
ve bunlarin spindr bilesenleri, h’nin sira degistiren simetrileri K, L%, K? cinsinden
tanimlanabilir.
K,: Wkt 5zfonksiyonlarinda bulunan n etiketi, bunlarin K,’nin m =n — 1/2 enerji
0zdegerli 6zfonksiyonlar1 oldugunu ifade eder:

K, Ykt = mpk+, m=n—1/2. (6.150)
L%: Wkt nin spindr bilesenleri olan X (0)e!™*+1/2¢ ve k=1(g)eim-1/2)¢ skaler
fonksiyonlar, L?’nin A = n — k 6zdegerli 6zfonksiyonlaridir. Boylece, h’nin spindr
ozfonksiyonlar1 L?’nin de ayni enerji 6zdegerli 6zfonksiyonlaridir:

(L2 —1/4)Wkt = —(A1—-1/2)?¥kt,  A=n—-k, m=n-1/2. (6.151)
K?: Yukarda belirtien h’nin 6zfonksiyonlar K2 nin de 6zfonksiyonlaridir. Denklem
(6.61) kullanilarak, asagidaki ifadeler yazilabilir:

K29k~ = (L2 +h+ SH)WE = (—2(1 - 1) — 1+ 1/4)¥k

=—(A+1/2)(A — 1/2)Wk-. (6.152)
Baska bir deyisle,
K*Wi~ = (vt - D¥y, vt =1+1/2,
K*Wf+ = (v)(v™ — DY, v =1-1/2 (6.153)

seklinde yazabilir. Spinér dalga fonksiyonlar1 (W’ler), yoriinge “A” ve spin s = %
temsillerinin tensoér ¢arpiminin  elemanlaridir: ¥ € A ® 1/2. Agisal momentumun

bilesiminden,
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AQ1/2=v*Dv, vE=21+1/2 (6.154)

yazilir.

Boylece, WX~ negatif enerji spindrleri v* toplam acisal momentum temsiline, WX+
pozitif enerji spindrleri v~ toplam agisal momentum temsiline sahiptir. Sonug olarak,
burada verilen Hermitsel olmayan matris Hamiltoniyeni i¢in spektrumun gergel oldugu

gosterilmis oldu.

Iv) Simetri ve Anti Simetriler

K, ve K3 simetrileri su(1,1) durumu i¢in asagidaki gibidir:
K,=L,+S5,, K =L_+S5_, K;=L;+S;. (6.155)
K; = K, nin 6zfonksiyonlar1 icin olan kisitlamalar, RE baglastinm islemcilerine yol

acar.

h,, — 1/2 Hamiltoniyeni ile anti siradegisen TT anti simetrileri asagidaki bagntilari

saglarlar:
T*(h—1/2) = —(h—1/2)T%, [Ks5, TT] = +T*. (6.156)
Ayrica, trigonometrik durum ile ayn1 ifadelere sahiptirler:
1
T =L1,S3—LsS,, T-=L_S3—-L3S_, Tz = —E(L+S_ —-L_S,). (6.157)

Dirac-Weyl benzeri denklemlerin spektrumu, baglastinm islemcileri cinsinden
simetrileri, 4 X 4’lik Dirac benzeri Hamiltoniyenler i¢in global baglastirim iglemcileri

ve spektrumu da trigonometrik duruma benzer sekilde elde edilebilir.
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7. SONUC

Bu tez ¢alismasinda, oncelikle goreli, spin-% parcaciklarin hareketini tanimlayan Dirac

(kiitleli) ve Dirac-Weyl (kiitlesiz) denklemleri incelenmistir. Dirac denkleminin diizlem

dalga ¢oziimleri parcaciklar ve anti pargaciklar i¢in elde edilmistir.

Daha sonra, 2010 yil1 Nobel Fizik Odiilii’ne konu olan grafen incelenmistir. Karbon
atomlariin altigen seklinde dizilmesiyle olusan grafen, karbonun bir allotropu olan
grafitin tek bir katmanina verilen addir. Bu ¢alismada ilk olarak grafenin enerji band
yapisi siki bag yaklagimi kullanilarak elde edilmistir. Grafende Dirac noktasi civarinda
kiitlesiz Dirac elektronlar1 i¢in Dirac-Weyl denkleminin gegerli oldugu, siki bag

yaklasimindan elde edilen etkin Hamiltoniyenden yola ¢ikilarak gosterilmistir.

Stipersimetrik kuantum mekanigi yontemlerinden olan, ¢arpanlara ayirma, baglastirim
ve sekil degismezlik incelenmistir. Ozel olarak, artan ve azalan sekil degismez

Hamiltoniyen hiyerarsileri tanitilmistir.

Doénme simetrisine sahip yiizeye dik bir manyetik alan altinda, hiperbol yiizeyi iizerinde
kiitlesiz Dirac pargaciklarinin hareketi SUSY yontemleri kullanilarak belirlenmistir.
Dirac-Weyl denklemi bu ylizeyde metrik ve spin baglantisi araciligiyla tanimlamak
yerine, uygun koordinatlarda (hiperbolik koordinatlarda) ifade edilerek ele alinmaistir.
Bu islem, yiizeye teget momentum islemcilerinin tanimlanmasi yoluyla basit bir sekilde

gerceklestirilmistir.

Ele alinan konulardan biri de taban (sifir enerji) durumunun varligi ve dejenereligi ile
iliskili olan Aharonov-Casher teoreminin gecerliligidir. Burada, hiperbol yilizeyinde
kompakt sinirli, radyal simetrik manyetik alanlar ve sonlu manyetik aki durumunda sifir
enerji durumlarimin olmadigi gosterilmistir. Bagka bir deyisle, kiitlesiz pargaciklarin
hiperbol yiizeyinde hareketinin, diizlemde oldugundan olduk¢a farkli oldugu
gosterilmistir. Bu ¢alismada, yalnizca sonlu sayida enerji diizeyi var olan, analitik
olarak ¢oziilebilen birka¢c durum ele alinmistir. incelenen analitik olarak ¢oziilebilir
durumlardan biri sabit manyetik alana karsilik gelir. Bu durumda, kesikli spektrumun

sifir enerjili taban durum diizeyi ve uyarilmis sonlu enerji diizeyi vardir. Enerji
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diizeyinin sonsuz dejenereligi, acisal momentum ile karakterize edilir. Diger
durumlarda, Dirac-Weyl denklemi yalnizca bir agisal momentum A = A’ i¢in ¢oziilebilir
(Demir Kizilirmak vd. 2020). Daha o6nce de belirtildigi gibi, bu problem hiperbol
formuna sahip veya cesitli sekillerde deforme olmus grafen yiizeylerin farkl

uygulamalarinda yardimei olabilir.

Hiperbol iizerinde manyetik alan varliginda kiitleli pargaciklar i¢in Dirac denkleminin
¢oziimleri kiitlesiz pargaciklar i¢in olan Dirac-Weyl denkleminin ¢éziimleri cinsinden
elde edilebilir. Bu ¢alismada, 6rnek olarak sabit manyetik alan varliginda ¢oztimler elde
edilmistir (Demir Kizilirmak ve Kuru 2021). Burada elde edilen enerji diizeyleri,
hiperbol {izerinde kiitleli ve kiitlesiz parcaciklarin Landau diizeyleri olarak
diisiiniilebilirler. Ancak bunlar bilinen Landau diizeylerinden farklidirlar. Ciinkii
hiperbol durumunda, manyetik alanin siddetine bagl olarak sonlu sayida enerji diizeyi
vardir. Her enerji diizeyi de agisal momentumun degerine (1) bagl olarak sonsuz

dejenerelige sahiptir.

Son boliimde, oncelikle Schrodinger tipindeki siipersimetrik es Hamiltoniyenler ele
almmistir. Daha sonra, bu skaler Hamiltoniyenlerin bir boyutta indirgenmis Dirac
Hamiltoniyenleri ile iligkisi ortaya konulmustur. Matris Hamiltoniyenler i¢in matris
baglastinm ve anti baglastirim islemcileri, skaler Hamiltoniyenlerinki cinsinden ve
simetri islemcileri de bu matris baglastirrm cinsinden bulunmustur. Ayrica, Dirac
Hamiltoniyen hiyerarsisinin (h,,) spektrumu verilmistir. Bunlara ek olarak Dirac-Weyl
denkleminin Dirac Hamiltoniyen hiyerarsisinin i¢inde yer aldigi da gosterilmistir.
Burada, ornek olarak trigonometrik ve hiperbolik Poschl-Teller — potansiyelleri
verilmistir. Skaler trigonometrik PT potansiyeli ger¢el matris Hamiltoniyene yol
acarken, skaler hiperbolik PT potansiyeli gercel 6zdegerli Hermitsel olmayan matris

Hamiltoniyene yol agmistir (Demir Kizilirmak vd. 2021).

Bundan sonra, bu ¢aligmada izlenen yolu takip ederek, tiim skaler ¢carpanlara ayrilabilir
sekil degismez potansiyeller i¢in (m, kiitlesi olsun ya da olmasin) Dirac benzeri

durumlar1 bulmay1 amaglamaktay1z.
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