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OZET

Doktora Tezi

GRAFEN KUANTUM NOKTA VE KARSIT NOKTALARIN ELEKTRONIK

OZELLIKLERI

Giinay OMER

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisi
Fizik Anabilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Bekir Sitki KANDEMIR

Gergeklestirilebilir ¢esitli geometrilere ve biiyiikliiklere sahip grafen kuantum noktalar
tizerinde deneysel tekniklerle ek hapsolma mekanizmalar1 kurularak elde edilebilen
grafen kuantum karsit nokta, giiniimiizde hem teorik hem de deneysel yogun madde
fizik¢ilerinin ilgilendigi yapilarin basinda gelmektedir. Degistirilebilir parametrelere
(kuantum noka ve antinoktanin ¢ap1) sahip olmalarindan dolay1 elektronik 6zeliklerinin
de degistirilebilir olmasi, grafen kuantum nokta ve karsit noktayr gelecekteki elektronik
uygulamalarin 6nemli elemanlarindan yapmaktadir. Caligmanin baglangic boliimiinde,
oncelikle bir grafen tabakasinin kristal orgii yapisi, daha sonra ise siki baglanma
yaklasimiyla elektronik Ozellikleri incelenmistir. Ayrica, grafenin diisiik enerji
ifadesiyle, Dirac-Wely denklemiyle, grafen kuantum nokta ve karsit nokta igin
gelistirilen model ile enerji 6z degerleri analatik olarak varyasyon yontemiyle elde
edilmis; enerji seviyelerinin, grafen noktanin ve karsit noktanin yaricapiyla ve
manyetik alanla degisimi arastirilmistir. Grafen kuantum nokta ve karsit noktanin
elektronik ozellikleri iizerine bu ¢alismada sunulan sonuglar, benzer yapilar {izerinde

gelecekte yapilacak ¢alismalara zemin hazirlamay1 amacglamaktadir.
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Anahtar Kelimeler: Grafen, kuantum nokta, karsit nokta



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

ELECTRONIC PROPERTIES OF GRAPHENE QUANTUM DOTS AND
ANTIDOTS

Giinay OMER

Ankara University
Graduate School of Nature and Applied Sciences
Department of Physics

Supervisor: Prof. Dr. Bekir Sitki KANDEMIR

Graphene quantum antidots, obtained additional confinement mechasims through
experiemental techniques on graphene quantum dots with various realizable geometries
and sizes, are of interest for both theoretic and experimental condensed matter
physicists nowadays. Graphene quantum dots and antidots are important components
for future electronic applications due to their tunable parameters (radius of quantum
dots and antidots) enabling to adjust their electronic properties. In the first part of the
study, crystal lattice structure of a graphene layer and then its electronic properties are
investigated within the tight binding approximation. Moreover, with the low- energy
description of graphene, i.e., Dirac- Weyl description, energy eigenvalues are obtained
analytically by using variational method through the model developed for graphene
qguantum dots and antidots; dependencies of energy levels on radius of graphene dots
and antidots, and magnetic field are studied. The results presented here on electronic
properties of graphene quantum dots and antidots, aims to establish a basis for future

studies on similar structures.

May 2014, 54 pages
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1. GIRIS

Karbon elementi yasam icin temel bir madde olup, yapisinda karbon icermeyen higbir
canli varlik yoktur. Karbon atomu 6 elektronu ile (1s°2s°2p?) periyodik tabloda IV.

grup elementlerinin ilk elemanidir. Karbon atomlar1 kendi aralarinda, baglanmaya
karisan elektronlarin sayisma gore sp’,sp® ve sp® gosterimleriyle ifade edilen ii¢ farkli
baglanma gosterirler. Karbon elementi, her li¢ baglanma geometrisini gosterebilen tek
element olmas1 bakimindan istisnai bir 6zellige sahiptir. Karbon atomlarindan olusan
malzemeler karbon atomlarinin kendi aralarindaki baglanma geometrisine gore, cok
farkli fiziksel ve kimyasal 6zelliklere sahip olmalarinin yani sira, siirsiz sayida farkli
yapilanmalar da gosterirler. Bu farkli o6zelliklerin biiyilk bir kismi bu yapilarin
boyutlarinin sonucudur. Karbondan olusan makroskopik boyutlardaki malzemeler,
elmas, karbon fiberler, karbin ve karbolitler (zincir ve polimer seklinde yapilar) ve
ayrica birbirleriyle zayif baglanmis grafen tabakalarmin {ist iiste konularak olusturdugu

yap1 olan grafittir.

Karbon, elmas ve grafit gibi Kristal yapilardan baska, sonlu boyutlarda da saglam
yapilara da sahip olmas1 bakimindan istisnai bir elementtir. Karbon periyodik tabloda
mevcut elementler igerisinde sifir boyuttan (0B) ¢ boyuta (3B) kadar izomerleri (ayni
kimyasal bilesime sahip olup, atomlar1 arasindaki baglanti yapilar1 farkli olan
molekiiller) olabilen bir elementtir. Karbonun, bir boyutlu 1B ve 0B yapilari nanometre

diizeyinde olduklar1 i¢in bu yapilara nano yapilar denilmektedir.



Biitiin bu yapilar arasinda, iki boyutlu (2B) karbon allotroplar1 (ayni elementin uzayda
farkli sekildeki kristalleri) ve grafen, diger allotroplarin elektronik 06zelliklerini
anlayabilmemizi saglar. Grafen, karbon atomlarinin olusturdugu altigen yapilarin bir bal

petegi seklinde diizenlenmis halidir.

Fullerenler, karbon atomlarinin kiiresel olarak diizenlenmesinden meydana gelen
molekiillerdir ve sarmalanmig grafen olarak diisiiniilerek, grafenden elde edilebilirler.
Karbon nanotiipler ise grafenin nanometrik ¢capa ve mikrometrik uzunluga sahip i¢i bos
silidir seklinde rulolanmis, sadece altigen yapiya sahip bir boyutumsu yapilardir.

Karbonun ¢esitli allotroplari sekil 11°de gosterilmistir.

Sekil 1.1 Karbonun nano yapilar1 (Neto vd. 2007)

Grafen (sol iistte), karbon atomlarinin bal petegi 6rgiisiinden meydana gelmistir. Grafit (sag iistte), grafen
tabakalarinin st iiste konularak olusturdugu yapilardir. Karbon nanotiipler (sol atta) grafenin silindir

seklinde rulolanmis halidir. Fullerenler(Cﬁo)ise karbon atomlarinin besgen ve altigen ylizeyler

olusturmasiyla meydana gelen kiire seklindeki yapilardir



2. GRAFEN

Grafen, karbon atomlarinin olusturdugu altigen yapilarin bir bal petegi seklinde
diizenlenmis halidir. Bir kagit parcasina kursun kalemle bastirdigimizda, grafen
tabakalar {iretilir. Bu grafen tabakalar1 arasinda tek tek gozlemleyebilecegimiz grafen
tabakalar1 da olabilir. Grafen, farkli karbon allotroplarinin temeli olmasina ve kursun
kalemle yazdigimizda bile iiretilebilmesine ragmen, kesfedildikten 440 yil sonra ancak
giiniimiizde izole edilebilmistir (Neto vd. 2007). Bunun birinci nedeni olarak, hig
kimsenin grafende serbest durumlarin var oldugunu beklememesi, ikincisi ise,
makroskopik alanlar1 kaplayan kursun kalem dokiintiileri arasindan bir atomik kalinlikli

ince tabakayi arastiracak hicbir deneysel aracin olmamasidir.

2.1 Grafenin Orgii Yapisi

Grafen diizlemi (3, B) vektorleri tarafindan tanimlanan ve her birim 6rgii hiicresinde
iki farkli karbon atomu (A, B) bulunan altigen 6rgiidiir. Iki boyutlu grafenin yapisi ve

birinci Brillouin bolgesi sekil 2.1°de gosterilmistir.



(a) (b)

Sekil 2.1 Grafenin 6rgii yapisi ve birinci Brillouin Bdlgesi

a. iki boyutlu grafenin 6rgii yapisinda a ve b olarak adlandirilan birim orgiivektorleri. En yakin komsu
atomlara uzaklig1 belirtent; (I=1, 2, 3) birim &teleme vektérleri, b. Iki boyutlu grafenin birinci Brillouin

bolgesi. a* ve b* ise ters orgii vektorleri olup, T', M, K, K’ birinci Brillouin bdlgesinin en yiiksek simetri
noktalaridir

Burada birim 6rgii vektorleri,

b=:(v3,-1) (2.1)

t=a(x>) (2.2)



ile ifade edilir. Burada ki a, a = 0.246 nmm ile verilen Orgii sabitidir. Sekil 2.2°de
gosterildigi gibi Ave B olarak adlandirilan karbon atomlarini igeren bir altigen birim

Orgii hiicrenin alani,
a? (2.3)

ile verilir. a"veb™ ters 6rgii vektorleri d; - bj = 2mé;; sartna bagli olarak,

=) (1)

= () () e
seklinde ifade edilir.

Altigen olan birinci Brillouin bdlgesinin alani,

-

a*x b* o

= (2.5)

QO = —ﬁ

ile verilir. Grafende, iletim ve valans bantlar, K ve K’ noktalarma degen 7

durumlarinda olusur. Brillouin bélgesinin kdselerindeki Kve K noktalari, birim hiicre

tizerinde geometrik hesap yapilarak

()

K=(3)(53) (2:6)

olarak bulunur.



2.2 Grafende Siki Baglanma Yaklasim

Grafende siki baglanma yaklasiminda, grafen icin toplam Hamiltonienin elektronik

spektrumunun tiiretilmesi i¢in bu Hamiltoniene karsi gelen Schrédinger denklemi
¢oziilmelidir ve Bloch teoremi {TE; = eiﬁa?‘lj, (i = 1,...,3)} kullanilarak dalga

fonksiyonlar1 yazilmalidir. En yakin komsuluk siki-baglanma modelinde, dalga

fonksiyonlari

Y7 = Y, Ya(Ra) (7 — Rp) + Xg, ¥a(Rp) @(7 — Rp) 2.7)

ile verilir (Saito vd. 2000), burada ®(7), orijinde yerlesmis karbon atomunun

p, orbitalinin dalga fonksiyonudur. n ve m tamsay1 olmak tizere A ve B atomlarinin
konum vektérleri Ry = nd +mb +7, VeRg =nd +mb seklinde yazlabilir. J, =
2.7 eV en yakin komsu karbon atoma sigrama enerjisi, WA(ﬁA) ve Wy (ﬁ)B) ise Ave B

atomlarma kars1 gelen dalga vektorleridir. Bu dalga vektorleri i¢in Schrodinger

denklemini,

3
eWa(Ra) = —Jo ) Wa(Ra — %)
I=1

3
eWy(Rg) = —Jo Z ¥, (Rg +7) (2.8)
1=1

seklinde yazabiliriz. Burada islemleri basitlestirmek i¢in en yakin A ve B komsuluklar1
arasindaki st tiste gelme integrali {Siir(k_)) = (WP, (G,i"' =1, ...,n)} tamamen ihmal
edilmistir (Saito vd. 2000).



‘PA(ﬁA) ve WB(ﬁB) dalga fonksiyonlari, Bloch Teorimi kullanarak WA(R)A) x

ﬁlexp(iz ﬁA) ve ¥p (I_Q)B) « fB exp(iz I_Q)B) bagintilariyla ifade edilir. Bu bagintilar 2.8

bagintisinda yerine konulur ise

€ ?B = fB (E)h*AB

S?A = fA(E)hAB (29)

denklemleri bulunur. Burada hyp = —J, Zlexp(izi’}) olarak tanimlanir. Olusturulan

bu denklemlerle f;, ve f;; ifadeleri i¢in 2.9 bagintisiyla verilen enerji 6z deger

denklemi,

(h* A:(E) hA?)(E)> (i:%) - F C:%) (2.10)

seklinde yazilabilir. 2.10 6zdeger denklemi ¢oziilerek enerji 6zdegerleri , E:kxf + kyy

olmak tzere

ei(z) = i]o\/l + 4 cos (azﬂ> cos(@) + 4c052(azﬁ) (2.11)

seklinde bulunabilir. Burada, (+), en yiiksek " bantina, (=) ise en diisiik m bantina

ait enerjilerdir.



(2.11) bagmtis1 K ve K' noktalarinda si(ﬁ) = si(ﬁ’) =0 degerini alir. K veK’
noktalar1 yakininda ai(E + K)) vee, (E+K’) ozdegerlerini, |E|a <1 i¢in J=

v3aJ,/2 olmak iizere,

er(K+K) = e, (kK+K) =+] /kxz +k,” (2.12)

seklinde yazmak mimkiindiir. K ve K' noktalar1 ¢evresindeki bu sekildeki lineer
daginim bagintisi, iki boyutlu grafenin ¢esitli elektronik ve iletim 6zelliklerinde onemli

bir rol oynar. Grafenin bant yapist sekil 2.2° de gosterilmistir

0—M r K M
En %
erj

» il
(e
V) e

5 \

"
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Sekil 2.2 Grafende sik1 baglanma modeli(Van Nam Do ve Thanh Huy Pham 2010)

M — T - K - M boyunca en yakin komsulukta siki baglanma modeliyle elde edilen iki boyutlu grafenin
m bant yapisi. Fermi seviyesi €=0 noktasi boyunca uzanir. Brillouin boélgesinin tiim alam1 boyunca
gosterilen iki boyutlu grafen i¢in enerji daginim bagintilari.



Grafenin en ilging yonlerinden biri, grafenin diisiik enerji uyarimlari olan kiitlesiz, Dirac
fermiyonlar1 olarak tasvir edilebilmesidir. Grafende, kimyasal potansiyel tamamen
Dirac noktasiyla ¢akisir. Elektronlar Fermi-Dirac istatistigiyle betimlenen parcaciklardir
ve kati hal fiziginin smirlart igerisinde genellikle goreli olmayan pargaciklar
katagorisinde degerlendirilirler. Zira, elektron kat1 haldeki madde icerisindeki hizlar
151k hizindan oldukga disiiktiir ve goreli olmayan pargacik denklemi (Schrodinger
denklemi) elektronlarin katilardaki davranislarin1 oldukg¢a iyi bir sekilde betimler.
Ancak, grafen i¢in durum oldukga farklidir. Grafen elektronlari igin yazilan denkelemle
gercekten goreceli parcaciklar i¢in yazilan denklem arasindaki tek fark denklemdeki 151k
hizinin degeridir. Ayrica, grafendeki elektronlarin etkin kiitleleri sifirdir. Bu yiizden

grafen elektronlarina kiitlesiz Dirac fermiyonlar1 da denmektedir.



3. DIRAC DENKLEMI

Klein- Gordon denkleminde karsilasilan negatif enerjili ¢oziimler ve negatif olasilik

yogunlugu probleminin iistesinden gelmek amaciyla 1927 yilinda Dirac d/dt ve v ye

gore lineer yapida olan bir relativistik kuantum mekanigi denklemi oOnerdi. Dirac

Hamiltonyeni asagida verilmistir.
H = (cd.p + Bmc?)

Burada, @, 8 Dirac matrisleri,

seklindedir. m elektronun kiitlesi, ¢ ise 151k hizidir.

Bu Hamiltonyen i¢in enerji 6zdeger denklemi,

seklinde ifade edilir.

Manyetik alan varliginda bir elektron i¢in Dirac Hamiltonyeni ise,
— o+ & 2
H = ca(p + CA) + Bmc

seklindedir.

10

(3.1)

(3.2)

3.3)

(3.4)



Burada 4, vektdr potansiyeli, p ise momentum operatoriidiir.
Grafende ise manyetik alan igerisindeki bir elektron i¢in Dirac Hamiltonyeni,
H = vgd (1_5 + EK) + Bmvg? (3.5)

seklinde yazmak miimkiindiir. Burada vg, 151k hizinin ii¢ yiizde biri olan fermi hizidir

(Neto vd. 2007).

11



4. GRAFEN KUANTUM NOKTA VE KARSIT NOKTA

Bir grafen kuantum nokta (GKN) orgiisii, farkli sekillerde kesilmis grafen orgiisiinden
olusur. Bu farkli sekiller altigen olabilecegi gibi kare, disk de olabilir.

Sekil 4.1 Grafen kuantum nokta (http:/lifedaily.net/an-advanced-architecture-for-
scalable-quantum-computers/.)

Bir grafen kuantum karsit nokta ise (GKKN), bir grafen tabakasinda peryodik delikli

yapilardan olusur.

Sekil 4.2 Grafen kuantum karsit nokta (Furst vd. 2009)

12
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GKKN vyapisi {L, R} sayi ¢ifti ile ifade edilir. L, tamsay1 degerler alirken, R’in tamsay1
olmasi sart degildir. Manyetik alan varliginda grafen kuantum nokta ve karsit
noktalardaki tek elektronun Dirac Hamiltonyeni, manyetik alan varliginda grafendeki
tek elektronun Dirac Hamiltonyenine, grafen noktanin yarigapina ve karsit noktanin

delik yarigapina bagli r ile orantili bir potansiyel terimi eklenerek modelleme yapilarak

@)

Sekil 4.3 Grafen karsit noktanin modellenmesi

¢Oziilebilmektedir.

a. Grafen karsit nokta b. Grafen karsit noktayr modellemek i¢in Dirac denklemine eklenecek potansiyel
terimi M(r) c¢. Grafen karsit nokta i¢in yapilan modelleme, burada ry, karsit noktanin i¢ yarigapi, Ry ise
grafen karsit noktanin dig yarigapidir.

4.1 Grafen Kuantum Nokta ve Karsit Nokta Icin Dirac Hamiltonyeni Coziimleri

Manyetik alan icerisindeki GKKN’daki tek elektron i¢in Dirac Hamiltonyeni,

H = vgd (f)’ + EZ\’) + B(é + Aorz) (4.1)

seklinde yazilabilir.

13



Burada A,r?, GKN, é+ Aor? terimlerinin toplami ise GKKN’y1 temsil etmektedir.

Denklemdeki Ay= Uy/2R,*, A= U'yryolarak tamimlanmistir. Burada U,(U',) nokta
siddeti, Ry(r() kuantum karsit noktanin dis (i¢) yarigapini, vig = (3a/2)], fermi hizim
tammlar. 4.1 denklemindeki A vektor potansiyeli i¢in Simetrik ayar alinarak A=
By (—y,x,0)/2, kullanilabilir. Aer?|g, =p=A/r|;, smir degerlerinde kimyasal
potansiyele esit olmasini gerektirmektedir. Denklem 3.5 ¢oziimii safsizlik varliginda
Kandemir ve Mogulko¢ (2010) tarafindan yapilmistir. Manyetik alan varliginda GKN
ve GKKN i¢in Dirac Hamiltonyeni ise manyetik alan varligindaki grafen i¢in Dirac

Hamiltonyenine r’ye bagli potansiyel terimleri eklenerek ¢oziilebilmektedir.

4.1 denklemini 3.3 denkleminde yerine koyup ¢ozdiigiimiizde dort bilesenli pozitif

enerji spindrleri,

[LO
0
0
[LK

PE(x. @) = Ry (x)elMPex"/2

0
]LO
LXK
0

WK (x @) = R, (x)elMPex"/2 (4.2)

seklinde elde edilir. Burada, R, (x) = [v!/2m(v + |m|)!]V?yx!™! seklinde deger alir.

Lo(x) = L™ (x?)olmak iizere LX ,L¥’

LK = ixeti® L|J"|+1(x2) m=0
v —:—ZLlﬂll_l(xz) m <0,

LK = ixe~i® _lethfnl_l(xz) m=0 (4.3)
Vn Llﬁlfl(xz) m<0

degerlerini alir.
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Iy = (ic/eB)"? magnetik uzunluk, €, = hvgV2n/lg olmak iizere, A ise -1degeri ile
grafenin valans, +1 degeri ile iletim bantina karsilik gelen iki farkli deger alir. Grafen
icin 4.1 denklemindeki enerji spinorlerine karsilik gelen enerji o6zdegerleri, E,, =
Ag,denklemi ile elde edilir. T grafendeki K vadisinde +1, K’ vadisinde ise -1 degerini
alan pseudospin indeksi olmak tizere n ise, ,n =v + (Jm|+ m + t+ 1)/2 denklemi
ile ifade edilir. Denklem 4.3’deki x = yop boyutsuz bir parametre olup, y, ise sistemin
karaktersitik uzunlugunun tersi boyuttadir. Uzaysal parabolik hapsedilme durumu
olmadiginda, y, =y = 1/+/21g magnetik uzunluk olan lg ile ters orantiliyken, uzaysal
hapsedilme durumunda ise grafen sistemini tanimlayan 4.1 denklemi, grafendeki skaler

parabolik kuantum noktanin biiyiikliiglinii karakterize eden birim uzunluk R =
(thROZ/U0)1/3’i icermektedir  (Silvestrov ve Efetov 2007,Chen, Apalkov,
Chakraborty 2007). yo2 = y?> + R™2 bagintist ile tanimlanan; sistemi karakterize eden

y varyasyon parametresi, R — oo limitinde 1/+/2 15 indirgenerek tek parametreye, yani,
lg bagimli olmaktadir (Chen vd. 2007). Bu durumda 4.1 denklemi i¢in varyasyonel

enerji 6zdegerleri;

En(vo) = [ d2r¥] (vo) [a- (=iV + 2 A) + B (5 + 40r2) | Wa(v0) (4.4)

4.4 denklemiyle elde edilebilinir. Burada, ¥, (y,) ve ¥, (y,) fonksiyonlari, WK(x. @)

ve ‘P,If’ (x. ) enerji spindrlerini temsil etmektedir. 4.3 ifadesini 4.2 ifadesiyle birlikte

(4.4) ifadesinde yerine yazilarak ¢ozildiigiinde sistemin varyasyonel enerji i¢in

_ 1 _[(?n 4 Uoro 1B, 11 Ug
En(YO) - 1+F12 [( r + hvg Nn) Yo+ Yo hc + Yo?2 2 thR02 Mn] (4'5)

ifadesi elde edilir. Burada I'(My,n), T'(Mg,n) = lB/\/?{MO + [Mp? + (2n/lB)2]1/2}

denklemi ile ifade edilirken (Kandemir ve Mogulkog¢ 2010), M, ‘nin degerleri gesitli

durumlar i¢in ifadeleri ¢izelge 4.1°de verilmistir.
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Cizelge 4.1 Ml,, ‘nin tiim durumlar igin ifadeleri

m,T M, I, I
m=0,t=+1 %(1 - %Ts ) fowdre_rrlmlﬂ LR -1 fomdre‘rrm'” [Lm+l ]2
m>0,t=-1 (n ;!m)! <T4 - 1;_2_5 ) J;)oodre‘rr““'Jr1 |L|n“l|m|2 J;)oodre‘rﬂm' |L|nm_|;11|2
m<0,7=+1 %(n - ?_sz ) J;)oodre—rrlmlﬂ |L|r§n—|1|2 J;)oodre_rrlmln |L|,in|_1|2
m<07=-1 (n+n—|!m|)!<r4 - F—12T5 ) fowdre‘rﬂm'“ |L|r‘1’"||2 J;wdre-rrlmlﬂ |L|n“l|f1|2

Tiim bu durumlar i¢in M, ifadesinin genel denklemi,

1
r2

M, =F, — Gy

seklinde yazilabilir. Denklem 4.6°da FF,, ve G, integralleri ise

F, = f dre Triml+1 |L|m|(r2)|

(v+ImI)'

Gy, = f dre~Triml+1 ]]-]Ilml(r)

(U+|m|)'

Seklinde ifade edilir. Buradaki ]I-]I'm'(r) terimi ise

r|LLI,1fa+1|(r)|2 o= {O

Hyu() =3
2 Lme ) a={"

ifadesiyle temsil edilir.

m=0t=+1
1 m<O0t=-1
m=0t=+1

+41 m<O0t=-1
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Bu calismada spin orbit etkilesimi gibi ek bir kiitlesel M, terimi olmadigindan I' = v/n

degerini alir ve boylece Denklem 4.6,

1
M, = Fn — ~Gy (4.9)
seklinde yazilabilir.

Denklem 4.5’de N, ifadesi igin ¢esitli durumlarda aldig1 degerler gizelge 4.2°de

verilmigtir.

Cizelge 4.2 N}, ’nin tiim durumlar i¢in ifadeleri

m, T N, I, I3

(h-—m-1)!/ 1. °° Iml=2 |, im|  |? . Iml+2 |7 Iml+1 |2

m>0,t=+1 7( — =1 ) f dre "r'"" 2 |L " f dre "r'"™""" 2 L T
(n_1)| 2 FZ 3 0 | nm1| 0 | nm1|
n—m)! /. n?_ ® 1 2 ® 3 2

m=0,t=-1 ( ' ) <12 -l ) f dre~rr/ml=2 |L|;“_|m| , f dre~rr™—2 |L|;n_|;11|

n! r 0 0

(-1 [ 0’ ” dpe-rpiml—[ml [ " dpe-rplmi—2 [mi-1[?

m<0,7=+1 m I, — F_ZI3 J;) dre™'r 2 |Ln—1| L dre™'r 2 |Ln |
n! o 1. @ 1 2 2

= — - _ —r.m|=5 |;m]|
m<0,7=-1 (n+|m|)!<12 2 13) fo dre™'r 2|Ln | |

1
o —rpIm[+= |; [m[+1
J, drerr™ e LT

Tiim bu durumlar1 N,,’nin genel denklemi

N, =F,

2=

Gy

(4.10)

seklinde yazilabilir. Denklem 4.10°daki F,, ve G,, integralleri ise,
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~

n

f dre~Tr/™l—z |L|1§n|(r2)|2

(v+|m|)'

~

n

f dre~TrmI= ZHLrﬂ(r) (4.11)

(v+ImI)'

denklemleriyle ifade edilir. ' = vn degeri denklem 4.11°de yerine yazildiginda, N,, i¢in

N, =F, - -G, (4.12)

Sl

ifadesi elde edilir. Denklem 4.5’i (3],/2a) ile ¢arparak boyutsuzlastirma yaptigimizda,

n( 0)_

2n  U'grg 1 eB 11 U
b ke ot
2a 1+ [(F + Ave D Y0+Y0 hc+y022hva02 n

_3Jo 1 [ ( U’oroNn) 1 2neBa’ 1 1 Upa® ]
En(YO) 2 1+ (Yoa) hve +(y0a)F hc +(y0a)22hva02 Mn (4'13)

denklemini elde ederiz. yoa = Yo, u = U'T/3], secimi yapildiginda boyutsuz karsit
nokta siddeti, ¥y = ry/a; boyutsuz karsit nokta i¢ yarigapi, olarak tanimlanir. Bu
durumda 1/R3 = 3U,a3/2hveR,> , eBa?/hc = 1/I5° ifadeleri denklem 4.13 yerine

yazilirsa,

= /— 1 2 — 2n 1 1 1 1
En(Fo)=ry |G+ un, )y, + 2252+ L, (4.14)
r

elde edili. T'=+/n degeri de denklem 4.14’de yerine yazildiginda, boyutsuz

varyasyonel enerji ifadesi

1

BaTo) = | (VA + 3uNy ) ¥o + Vi Lz + oo, | (415)

4R3 Yo

seklinde yazilabilir.
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¥ boyutsuz varyasyon parametresi olmak iizere sistemi karakterize eden ¥, ,¥o> = Y2 +

R™2 bagintisi ile belirtilir (Chen vd. 2007). Denklem 4.15) y ve R cinsinden,

/290 1

T 21%2

BaD=re (7 + R ) (Zaun,)+ (7 4+ R )
r
+(72 + R2)7 My (4.16)

seklinde yeniden yazilabilir integral tablolar1 (Gradshteyn ve Rzyhik 2000) kullanilarak

denklem 4.6°deki M, integrali i¢in,

[oe]

v! 2
—r.|m|+1 [yIm], .2 —
F, = O+ m |)'.[ dre™'r |LU (r )| Ru+|m|+ 1)
0= o, dreT ™ R () =2n-m
M, = Fn— — G, =2+ |m|+1) - (2n —m) (4.17)

analitik ifadeleri bulunabilir. Denklem 4.17°de, v =n— |m|+ m+t+1/2

yazildiginda M, icin
hn=02n—m) (1 - %) -1 (4.18)

oldugu goriilebilir. Boylelikle 4.16 ifadesi,

1/2 -1/2

2n 1

En(y)zlj% {(72 + R ) (Z?H + uNn) + (Vz + R ) =
r

+7+ R [@n-m)(1-5) -1 ]} (4.19)
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seklinde yeniden yazilabilir. Son olarak spin orbit etkilesmesi gibi terimleri temsil eden

kiitle terimi M, = 0 oldugu durumda ise denklem 4.19,

— __9\1/2 __o\—1/2
EM={(7+R ") (n+uN)+(¥+ R ") zvﬁz—iz

1

+7? + R2)—(—t )} (4.20)

seklinde yazilabilir. Ayrica, her n degeri i¢in N, terimi de analatik olarak
hesaplanabilir. Ornegin, n=0 degeri i¢in, N, = I'(|m| + 1/2)/T'(Im| + 1) degerini alir,

I' (x) ise Gamma fonksiyonudur.

Denklem 4.20’yi niimerik olarak minimize etmeden Once, bazi limit durumlarinda
denklem 4.20°deki enerji ifadesi i¢in yaklasik analitik ifadeleri incelemek de
miimkiindiir. Uzaysal hapsolma potansiyelinin yoklugunda, yani R — oo ve fy — 0
limitinde, varyasyon parametresi olan y, y =1/v21g degerini aldiginda, denklem
(4.20)’deki enerji ifadesinin minimum degeri igin E, = v2n/lz ifadesi bulunur.
Boylece, kiitlesiz grafen igin bilinen Landau diizeyleri (LD) elde edilebilir. Sonug
olarak, denklem (4.20)’de varyasyon parametresi olan y , ¥ = 1/v/2 Iz kullanarak enerji

ifadesinin yaklasik ilk degeri i¢in,

= 1 _T(m[+1/2)1 |, 11,

07 2" r(ml+1) I, 4R3 (4.21)

oldugu bulunabilir. 1/T02 =1/ ZTBZ + 1/R? seklinde tamimlanan 1, efektif uzunluk

olup, R — oo giderken 1/T02 = 1/2TB2 degerine esit olur. Magnetik alanin sifir oldugu

durumda 1/T02 = 1/R? olur ve bdylece denklem 4.21,

17 I(m|+1/2)To

Bo = 5 Vo Ttmirn 1o T 422

1
4R
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bi¢cmine indirgenir. Burada, U, , U, = Uy/Jo seklinde tanimlanmistir. denklem 4.22,
hapsolma potansiyelinin neden oldugu vadi yarilmalari hakkinda bilgi vermektedir.
Karsit nokta potansiyelinin olmadigi durumda, yani kuantum nokta durumunda ve
magnetik alan sifir oldugunda, E,(B = 0) = 1/4R degerini almaktadir. Bu deger de,
parabolik hapsolma potansiyelinin neden oldugu vadi yarilmalarmin biiyiikligiiniin
yaklasik 1/2R ile orantili oldugu goriilmekte ve R sonuza giderken vadi yarilmalari

yok olmaktadir.

Mikro tiretim {irlinii olan grafen cihazlar {izerinde yapilan arastirmalarda (Ponomarenko
vd. 2008), cap1 D=40 nm olan grafen kuantum noktalar i¢in hapsedilme durumu, 10
meV’lik bir enerji bant araligini olusmasini saglarken, denklem 4.22 ile yapilan
hesaplarda ise bu degerin 14 meV’lik bir enerji bant araligi ortaya koydugu
goriilmektedir. Capt D=1 nm olan ¢ok kii¢iik ¢capli G aletlerde bile, denklem 4.22 ile
hesaplanan enerji bant aralig1 degeri ile deneysel olarak elde edilen deger birbiriyle
ortiismektedir. Ornegin, ¢apt D=1nm olan GKN icin deneysel enerji bant araligi
yaklasik 0.5 eV degerini alirken denklem 4.22 ile hesaplanan deger 0.57¢V’dir. Ancak,
biiylikliigli ~ 15 nm olan kuantum nokta aletlerde deneysel vadi genisligi degerlerinin
50 meV degerini gegerken, denklem 4.22 ile elde edilen bu enerji degeri yaklasik 38
meV’dir. Bu deger bilinen deneysel degerden kii¢iik ancak kabul edilebilir bir degerdir.
Cunkii, bu fark vadi genisliginin sistemin geometrisine bagli olmasindan
kaynaklanmaktadir. Boylece, bu tezdeki teorik hesaplarin deneysel olarak test edilebilir
sonuglar verdigi goriilmektedir. Sonug¢ olarak, tezde onerilen yontemin GKN i¢in
giivenilir sonuglar verdigi goriiliir. denklem 4.21 ve 4.22 ortaya koydugu, GKN
potansiyelinin meydana getirdigi vadi yarilmalarinin, magnetik alanin olmadig
durumda bile kuantum noktanin merkezinde meydana gelebilecek kuantum karsit nokta
potansiyelinin varliginda giivenilir oldugu sonucu ¢ikmaktadir. Bu argiiman magnetik

alanin varliginda da sonuglarin ¢akisacagi izlenimini vermektedir.
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4.2 Grafen Kuantum Nokta ve Karsit Nokta Icin Enerji Bant Yapilar

Denklem (4.15) verilen enerji 6zdegerlerinin GKN’nin yarigapiyla, karsit noktanin delik

yaricapiyla ve manyetik alanla nasil degistigi sekil 4.4.”de verilmistir.

Ug = 04 meV /nnv

E (meV)

Sekil 4.4 GKKN’nin enerji spekturumunun magnetik alana bagliligi

Koyu gri diiz gizgiler, R - o ve r, — 0 limitinde, yani enerji bant aralign olmayan grafenin LD’ini
betimleyen [n] ile nitelendirilmistir. Siyah kalm kesikli (diiz) ¢izgiler, Uy = 0.4 meV/nm?’de r, = 0
yani sadece kuantum nokta potansiyelinin neden oldugu uzaysal hapsolma durumunda K'(K) vadilerine
kars1 gelmektedir. Ince diiz gizgiler, siddeti ry = R,/10 olan Karsit nokta spektrumunu betimlemektedir.
Tim egriler i¢in, yukaridan asagiya dogru m = 0,—1,—2,—3 seviyelerine sirayla gri, kirmizi, yesil ve
mavi renklere karg1 gelirken, kesikli ve diiz ¢izgiler sirayla K’ ve K vadilerine karg1 gelmekedir.
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Sekil 4.4’de Uy = 0.4meV/nm?’de GKKN’nin ilk iki enerji seviyesi VB ‘nin bir
fonksiyonu olarak c¢izilmistir. Sekil 4.4’de dikkat edilmesi gereken, skaler parabolik
kuantum nokta potansiyelinin, enerji bant araligi olmayan grafenin LD’iyle (koyu diiz
gri ¢izgiler (K’ ve K)) karsilastridigimizda vadi yarilmalarina (koyu kesikli (K") ve koyu
diiz (K) ¢izgiler) neden olmasidir. Bu kuantum nokta potansiyeline itici karsit nokta
potansiyelini de dahil edildiginde m kuantum seviyelerinde de (ince kesikli (K") ve ince

diiz (K) cizgiler) vadi yarilmalari meydana gelmektedir.

Karsit nokta potansiyeli, agisal momentum kuantum sayilar1 negatif degerli olan goreli
LD’nin dejenerligini artirmaktadir. Sekil 4.4’de m ’nin sadece ilk dort degeri; m =
0,—1,—2,—3 gosterilmistir. Magnetik alanin yiiksek degerlerinde, nokta yapisi

kaybolmakta ve enerji bant aralig1 olmayan yapinin LD’i tekrar ortaya ¢ikmaktadir.

Sekil 4.5 ve 4.6’da B=5T sabit magnetik alanda, toplam uygulanan potansiyellerin

etkisini anlamak i¢in kuantum noktanin yarigapinin R = (hVFROZ/U0)1/3 bir

fonksiyonu olarak enerji 6zdegerleri ¢izilmistir.
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Sekil 45 n=0,1,2,3,4 kuantum sayilar1 icin GKN’nin ve GKKN’nin enerji
spekturumunun kuantum nokta yaricapina bagliligi

B=5T sabit magnetik alanda, kuantum noktanin yarigapinin R = (hvgR,?/ Uo)l/3 bir fonksiyonu olarak
grafen kuantum noktanin diisiik enerji seviyeleri. Diiz gizgiler, pseudospin indeks olarak tanimladigimiz t
‘nun +1 degerini betimleyerek, grafenin K vadisine, kesikli ¢gizgiler ise T ‘nun -1 degerini betimleyerek
grafenin K’ vadisine karsi gelmektedir. ince gizgiler, GKN’nin enerji seviyerine kars1 gelirken, kalin
cizgiler GKKN’nin enerji seviyerine kars1 gelmektedir.
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Sekil 4.6 n =1 kuantum sayisinin m = 0,—1,—2,—3 alt enerji seviyeleri i¢in

GKN’nin ve GKKN’nin enerji spekturumunun kuantum nokta yarigapina
baglilig

Kuantum sayilart m =0 (gri), m = -1 (kirmizi), m = —2 (yesil), m = —3 (mavi) renkleriyle
gosterilmistir.
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Sekil 4.5 ve 4.6’da ince ¢izgiler, merkezi itici karsit nokta potansiyelin yoklugundaki
enerji seviyerini, yani GKN’nin enerji seviyelerini, kalin ¢izgiler ise merkezi itici karsit

nokta potansiyelin varligindaki, yani GKKN’nin enerji seviyelerini betimlemektedir.

Sekil 4.5°de itici karsit nokta potansiyel varliginda, n = 0,1, 2, 3,4 kuantum sayilari
icin yiiksek enerjiler ortaya ¢ikmaktadir. Diger bir taraftan itici potansiyelin varliginda
vadi yarilmalarmmn biiyiikliigii, kuantum noktanin siddeti artik¢a azalmaktadir. Itici
karsit nokta potansiyelinin olmadigi durumda ise kuantum noktanin siddeti azaldikga,
yani kuantum noktanin yarigapi biiyiidiikge, vadi yarilmalari zayiflamakta ve hatta

negatif m degerlerinde tiim enerji diizeyleri dejenere olmaktadir.

Molitor vd. (2009) tarafindan deneysel olarak ortaya konuldugu tizere yiiksek magnetik
alanda enerji spekturumu grafenin goreceli LD’ine asimtatik olarak ulasmaktadir. Itici
karsit nokta potansiyelin varliginda, nokta siddeti azaldik¢a tiim enerji degerleri sonlu
degere ulasirken, m degerlerindeki dejenerelik artmaktadir. Bundan dolay1, grafen nokta
yarigapl sonsuza gotiirdiiglimiizde bile karsit nokta potansiyelinin etkisi hala devam

eder.

Sekil 4.7 ve 4.8’de, GKN’nin ve GKKN’nin enerji seviyelerinin efektif nokta siddetine
U = Uy/Ro? baglilig: grafikleri gosterilmektedir.
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Sekil 4.7 n=0,1,2,3,4 kuantum sayilari i¢in GKN’nin ve GKKN’nin enerji
spekturumunun efektif nokta siddetine U = Uy/R,* bagliligi

Diiz ¢izgiler, pseudospin indeks olarak tanimladigimiz T ‘nun +1 degerini betimleyerek, grafenin K
vadisine, kesikli ¢izgiler ise T ‘nun -1 degerini betimleyerek grafenin K’ vadisine kars1 gelmektedir. ince
cizgiler, GKN’nin enerji seviyerine karsi gelirken, kalin ¢izgiler GKKN’nin enerji seviyerine karsi
gelmektedir.
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Sekil 4.8 n=1 kuantum sayisinin m = 0,—1,—2,—3 alt enerji seviyeleri igin
GKN’nin ve  GKKN’nin enerji spekturumunun efektif nokta siddetine
U = Uy/Ro® bagliligi

Kuantum sayillart m =0 (gri), m = —1 (kirmiz1), m = =2 (yesil), m = —3 (mavi) renkleriyle

gosterilmistir.

Itici karsit nokta potansiyelinin varliginda, nokta siddeti artik¢a belirli kuantum nokta

yaricaplarinda vadi dejenerligi yeniden ortaya ¢ikar.
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Bu durum Sekil 4.7 ve 4.8’de cizilen enerji seviyelerinin efektif nokta siddetine,

U = Uy/Ro?, bagimliligim gosteren grafiklerde goriilebilmektedir.

Karsit nokta potansiyelinin olmadigi durumda, U azaldik¢a vadi dejenerliligi yeniden
ortaya ¢ikmaktadir. Ancak karsit nokta potansiyelinin oldugu durumda, merkezde
bulunan kaybolmayan itici karsit noktadan dolay: vadi dejenerliligi sonlu bir degerde

kalmaktadir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Yasam i¢in temel maddelerden biri olan karbonun, farkli baglanma geometrileri
gosterebilen ve buna bagli olarak sifir boyuttan ii¢ boyuta kadar izomerleri olabilen tek
element olmasi, karbonu bir¢ok alanda rakipsiz bir element yaparken, ayni zamanda
giinimiiziin ilgi duyulan arastirma konularindan biri de yapmaktadir. Karbon
atomlarmin olusturdugu altigen yapilarin bir bal petegi seklinde diizenlenmis hali olan
grafende bu arastirmalarin basinda gelmektedir. Bu calismanin ilk kisminda siki
baglanma yaklagimiyla incelenen grafenin, ilging elektronik 6zeliklere sahip oldugu
gozikmektedir. Ayrica, grafenin yiik tastyicilari, 1s1k hizinin ¢ yilizde biri olan vg
hiziyla hareket eden kiitlesiz Dirac fermiyonlarinin, 151k hizindan daha kiiciik hizlarda
kuantum elektrodinamiginin bir¢ok degisik 6zeliginin grafen i¢cinde gegerli oldugunu

gostermektedir.

Grafen kuantum nokta ve karsit noktalarinin elektronik 6zelliklerinin incelendigi tezin
ikinci kisminda, grafen kuantum nokta ve karsit nokta i¢in gelistiridigimiz model ile
enerji 6z degerleri analitik olarak varyasyon yontemi ile elde edilerek, enerjinin grafen
noktanin yarigapiyla, karsit noktanin delik yarigapiyla ve manyetik alanla nasil degistigi
niimerik olarak grafen kuantum nokta ve karsit noktanin enerji bant yapilar1 elde
edilmistir. Sabit magnetik alanda grafen kuantum nokta ve karsit noktanin enerji
seviyelerinin hesabi, kuantum noktanin siddetinin bir fonksiyonu olarak yapilmistir. Bu
hesap yapilirken, uzaysal hapsolma durumunda varyasyon yontemi kullanilmigtir. Vadi

yarilmalari, uzaysal hapsolma durumundan dolayr meydana gelmekte ve kuantum nokta

yaricap1 azaldik¢a artmaya devam etmektedir.

Ayrica kiicilik yarigapli grafen kuantum noktalarda bu vadi yarilmalarinin daha belirgin
ve magnetik alana bagl oldugu gosterilmistir. Elde edilen bu sonuglar, Recher vd.
(2009) tarafindan teorik olarak bulunan dikey magnetik alan altinda, sonsuz kiitle sinir
sart1 ile meydana gelen dairesel GKN’nin enerji spektrumu ile niteliksel olarak
kiyaslandiginda benzer sonuglar vermektedir. Ayrica, bu c¢alisma, Ponomarenko vd.
(2008) ve Molitor vd. (2009) tarafindan yayinlanan deneysel bulgularla uyusan teorik

sonuglar 6ngérmektedir. Ayn1 zamanda, kuantum noktanin yapisinin ve karsit nokta
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potansiyelinin varligi gibi etkenlerin, vadi yarilmalarininin biyiikligiinii arttirdigt

bulunmustur.

Sonug olarak, bu caligmada, grafen kuantum karsit noktanin geometrik parametreleri ve
dis magnetik alanin siddeti tarafindan meydana getirilen vadi yarilmalarinin nasil
kontrol edilebilecegini gdosteren bir model 6ne siiriilmiistiir. Bu model de analitik olarak
¢oziim yapmak i¢in kuantum karsit nokta potansiyeli, kuantum noktanin merkezinde
sonsuz yiikselikte bir bariyer (U ~ 1/r) olarak disiiniilereck modellenmistir. Sonlu bir
bariyere 6rnek olarak ,elektrostatik olarak meydana getirilen bir bariyer gibi diistiniilen
Gaussian formu verilebilir. Bu form, Klein paradoksuna izin vermek igin
kullanilabilecegi gibi, Dirac pargaciklarinin karsit nokta bdlgesine girmesine izin
verdigi i¢in, Klein paradoksunun meydana gelip gelmedigini, test etmek igin de teoretik
model olarakta kullanilabilir. Ayrica bu metod, Kandemir (2013), Kandemir ve
Mogulko¢ (2013) tarafindan yayinlanan ¢alismalardaki elektron-fonon etkilesimi veya
GKN’larindaki elektron-elektron etkilesimi gibi ¢ok pargacikli etkileri incelemek igin

de genellestilebilinir.

Ayrica, bu tezde arastirilan konu, sadece GKKN’larin iiretiminde degil, ayn1 zamanda
Gibertini vd. (2009) ve Gomes vd. (2012) tarafindan yapilan c¢aligmalara konu olan
yapay grafen yapilar gibi Dirac malzemelerinin tasarimimda da kullanilabilecegi

diistiniilmektedir.
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Ek 1 Grafen Kuantum Nokta ve Karsit Nokta I¢in Dirac Hamiltonyeni Céziimleri

Kandemir ve Mogulkog (2010) tarafindan ,
- [— iy Ze?
H = ved (p + %A) + B(mvg?) — g—er (1)

(4.1) denklemindeki sabit magnetik alanda safsizlik potansiyel enerjisi altindaki grafen
icin Dirac Hamiltonyeni varyasyon yaklagim yontemi ile ¢Ozililmiis ve safsizlik

potansiyeli olmadan pozitif enerji spinorleri;

]LO
K — /an_m Imi+1 O
lpn (P- (P) - = Yo 0
]LK
0
! nm ]LO’
lprlf (p.@) = ’aTYolmHl LK/ 2
0

seklinde elde edilmistir. Burada Denklem (2)’deki normalize edilmis dalga

fonksiyonlar1 i¢in normalizasyon katsayis1 ayy,,

19 3)

a =
M 14 (94!

denklemiyle ifade edilir. Denklem (2)’ de L9, L’
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|m|
o (Lateea (o) m >0
]LO:pImIelmtpe Yo“p©/2

LM (y42p%) m < 0,
[m]
, _ L, L |m|(Y0p) m=0
L' = plmleim®e-vo©p®/2 (4)
Llrrlnl(yozpz) m < 0,

degerlerini alir. Denklem (4) ‘de LXK ve LK’;

L|m|+1

1(YOp) mZO

]LK = plmlelm(pe YOZPZ/ZM
F(Mo,n) n |m| 1(y 2p2) m<0

“vo2p? Ln

1ML (ve2p?) m =0

. - 257Ln—|m|
’ . 2.2 /51 e~ YO P
LK = plmlgim@g-vo®p?/2 Y0P __ (5)

F(MO!n) | |+1
m
L, (Yo?p?) m<20

denklemleriyle ifade edilir. Burada I'(My, n) ,

[(Mo,n) = 2{My + [Mo? + (20/15)2]""*} (6)

Denklemi,n ise n=v+ |m|+m+t+ 1/2 denklemiyle ifade edilir. Varyasyon

yaklasim yontemi ile enerji 6zdegerlerini su sekilde elde edebilir.

Ugrg 10U
Vf“([)"‘%A) + B< (; s +——02r2>l W, (Yo)

- i 2apt
Earo) = 5 | €1 (r0)

2R,
=[ dr¥l (yo) [3a@ (B + ) + B (%2 + 113 r2) | Walvo) ™
1(% 1% ,2) g (T +24
= [ d*r¥](vo) %(T_, V_TA) :1 (%,l L Z Wa(Yo)
U'( ! +hc ) (r +2R02r)

Burada Wy = U'gro/Av;, Wo = Uy/AveRo? denklemleri, Denklem (7)’de yerine
yazildiginda
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Wo  1Wo o _iB
e 0 0 iD_
0 Wo | 1Wo —iD 0
E,(yo) = [ d2r¥i( T 2R’ i Y (8)
nYo) = n YO) — w 1W, n(YO)
0 —iD_ —Zo_ 202 0
r 2Rg
—iD _Wo_1Wo.2
iD, 0 0 " ZROZr

seklinde elde edilir. Burada D = (0, F1i 9y) + ;—i(x F iy) denklemiyle ifade edilir.

(8) denkleminde (2), (3), (4) ve (5) denklemlerini yerine yazildiginda K ve K' vadileri

icin ayr1 ayr1 varyasyonel enerji 6zdegerleri,

L0 —iD_LK
nm * * 0
En(vo) = 22y 2™ fd?r [0 o 0 LK]x 0
»~LX—iD, L0
0
Z+]L01_iﬁ ]LKI
E’ — 8m . 2|m|+2 dzr or* Kr* X :’ 9
n(Yo) = =220 Jdrlo 12" ¥ olX | kg o ©)
0
elde edilir. Burada =+ =e 42 %02 y-— Yo 1Wo,2 genklemleriyle ifade
r 2Ry r 2Ry
edilir. Matrisler ¢arpildiginda K vadisi i¢in (9) denklemi,
En(yo) = 2y, 2mH2 [ q2p[LO 510 + LK S LK
+L0"(=iD_LX) + LX"(—iD,)L] (10)

seklinde yazilarak (10) denkleminde karteyzen koordinatlardan kutupsal koordinatlara
= - . eB - N _ Fipr9 —1 0 eBp, - .
gegecek olursak Dy = (05 F i0y) £ & Fiy) = eJ”“’(a—p +o5e + ) ifadesine

doniisiir. Bu ifadeyi denklem (11)’de kullanildiginda
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E - 3 «[Im| +m+2 eB
n(YO) ﬂy02|m|+2%f d(pf pdpp2|m|+1e—Y02p2 {]Lo [ll# — <Y02 — _) p] ]]_,K}

T 2hc
anm 2|m|+2ﬁf f 2iml+1gyo2p? [ x* [T = Im ( 2 ﬂ) K
+—Yo T de | pdpp e Yo P L 5 +{Yo"t5)p L

a YO —v.202 * *
_%YOZImHZ?fd(pfpdpp2|m|+1e Yo2p (ILK LO + .0 ILK)

anm _ 2iml+2yy 2|m| ,—vo2p? |7 02 Yo?p?
t—Yo Wo | do | dpp=i™'eTYo IILI—T

om 1 B 2.2
+2mmy 22 2w, [ dep [ pdpp?imlpZevo’e? [|LOJ2 — Yo -] (1)

denklemi elde edilir.
m > 0 durumu i¢in K vadisindeki varyasyonel enerji 6zdegeri,

_a y o —v.202 (-2 eB
E _%y02|m|+2?02nf0 pdpp2Iml+1e=vo®p (?-I_Ep) | AP PSS

[oe]
Anm Yo _v.202 ’ ,
+Tvoz'm'+"’?2ﬂ f pdpp2mitie=vome i LMt — L L e (12)
0
a © 242 Yo? o N, 2.2 2
+ 2my 2imi+2ym (g [ peimlevo’e? |Lm__[2dp — Yo [ pZimbszevo®e? [met (2p)

[ee)

anm ., 2|m|+29. 1 @ 2\m|+3 ,—Yo2p? |[TM 2 Yo®
+ YOl ! ZT[EWO{J.O pl +3evo"p |Ln-m-1l dp? 0

T

p2ImI+5 =yo?p? |L¥ffé-1|2dp} (12)

seklinde yazilabilir.(13) denklemi diizenlendiginde,

En(Yo):%TmYozlmHz YFO 2mly

nm ! ! 2 1 2 1
42y 2+ 22m fWEL, — WG 251 + S Wol, — 222wl (13)

T 2

ifadesi ortaya cikar. (13) denkleminde integral degiskeni yo2p?, yo’p% =r ile
degistirdigimizde dp tiirevi, dp = dr/2py,? esit olur. Boylece Denklem (13)’deki I,

integrali,
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1 —

Iy = s Jy dre ™ T, (14)

2Yo 2|m|+1 |m|+1

seklinde degisir. Ayni sekilde diger integraller, Laguarre polinomlari i¢in 6zellikleri

! . . ~ *
kullanarak, Ln+1 "= —1m+2  ye I "= —LM*tl  tirevlerine es degerleri

olmak tizere

(n+ 1)! eB 1 n! (n—1)!
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deger alirlar. Boylece (14) denklemi,
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—anm Y
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yazilabilir.
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(3) denklemini (16) denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde,

En(vo)=rr | (Yo 75 ) + WovoNa 5 Wo s M| (17)

elde edilir.

m < 0 durumu i¢in K vadisindeki varyasyonel enerji 6zdegeri,

E _anm . 2|m|+2 Yo o 2lml|+1,-vo%p? [22 2 _ B) 4 2iml Lmi=tpml
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seklinde yazilabilir. (18) denklemi diizenlendiginde,

En(yp)="2yo2Im+2 X om], 4 2y 2imi+2),
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elde edilir. (18) denklemindeki integraller, Laguarre polinomlart igin ozellikleri

!
kullanarak, Llnnlllml = —Llnnllrrjl_l ve lel v’ LIml tirevlerinin esdegeri olmak
lizere
I (n—1+4 |m|)! (eBn_I_2 )
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I4 - 2Yo 2|m|+4f dre rr|m|+ |L 1| _Zy 2|m|+4I

2|m|+2 I (20)

Is = - f dre” r|m|+2|LImI 1|

2|m|+2

seklinde deger alirlar. Boylece (3) denklemini (19) denkleminde yerine yazilarak

diizenlendiginde,

1 2n eB ' 1 1
E“(YO):TF% [? (Yo + F\/o) + WovoNn +5Wo = Mn] (21)

elde edilir.
m > 0 durumu i¢in K’ vadisindeki varyasyonel enerji 6zdegeri,

E'.(Yo) =2m |, 2|m|+2 Y_lf)zn{fooo pdpp2|m|+1e_y°2p2 [_% _ (Yoz + ﬁ) zlml]

(ml=1Im
s hc

Yo2p2 n |m|™n—|m]|

dnm  oim|+2 YO 2Im|+1 o~y p? , ¢€B 21 D imj-1|m|
Yo r 2™ ) pdpp™ e (vo" = 20 ) P+ 2l o7 7 L mibn-mi

/
+anTmy02|m|+2 Yo 21_[{]‘ pdpp2|m|+1e Yo?p? [ [m|- 1|L|m| _L|m| |L|m|—1l

Yozp n—|m|~n—|m]| n—|m|“n—|m|
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anm ., 2|m|+2 (% 2m|a—yo2p? |y Iml |2
+TYO| ! 2T[W0f0 pl le YorP |Ln—m| dp'

2
dnm 2|lm|+2 I @ 2lm|-2 ,—Yo2p? |y Iml|-1
— 2oy Zimi+2gmg L [ pelmi-zeve’e? LM g

2
anm ., 2|m|+29.. 1 ®  2lm|+3 ,—Yo2p? |1 Iml
+TYO e ZT[EWO fO p Im| e"voP |Ln—m| dp

a 1
— Zam ., 2iml+290 2w,

T 2 OYOZFZ

f0°° p2|m|+1e—y0 |L|m| 1| pdp (22)

seklinde yazilabilir. (21) denklemi diizenlendiginde ise,

E'n(Yo):%TmYOamHZ % 2mly

+anTmY02|ml+22“{W612 A ‘;02 I3 += WoI4 Yo? ;Wols} (23)

ifadesi elde edilir. (23) denklemindeki integraller, Laguarre polinomlari i¢in 6zellikleri

_L|m|+1

m|-1" _ _/ml
n—|m|-1

kullanarak L™ ve Ln—ImI = —Lp_jm|-1 tirevlerinin esdegerleri

nImI_

olmak tlizere

L :yn_o{m (ZyOImI((: ;1))| %%(n:!n)! (n(:;l—)i)!)}

I, = 2y2|—m|+1f dre~Triml= |LImI | Wlmmrz

I3 = Wf dre~Triml=: |LImI ! ZYZ%T

I, = Wf dre Trimi+1 |LImI | mi}

ls = sz Jy dre~r™ L 2 =y s (24)
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seklinde deger alirlar. Boylece (3) denklemini (23) denkleminde yerine yazilarak

diizenlenirse,

E’n(YO):ﬁ [Z?H (Yo hey ) + Wovo (o m) (12 - ?_jf3)

r2

W, O (7, 2

2 Yo n! r2
, _ 1 2
En(vo)=prm [ 5 (Yo +5mc) + WovoNn +5 Wo -2 M | (25)
r

ifadesi elde edilir. m < 0 durumu i¢in K’ vadisindeki varyasyonel enerji 6zdegeri,
E'n(vo) =fnmy 2imi+2 0 5m( [ pdpp2imi+1e-vo’e” [M ]le| LImi+1

p

a ’
+$y02|m|+zy_r?2ﬂ{f pdpp2|m|+1 —Y02p2L|m|L|m|+1 LL‘Tl'flL'ﬁn'

anm . 2|m|+2 r (% 2lml|a—yo2p? [y Iml|?
+_y0| I 21-[W0f0 pl |e Yo~ P |L1’1 |dp

T

_ 2 2miszgmyyg YO J p2Iml+2evoe? [LImh1 | g
s rz J,

a 1 @ 2
+ :[mYOzlmHZZ‘ITEWO f p2|m|+3€—y02p2 |L|Illn|| dp
0

o 2
— oy 2l 2 Ly, Yo Yo [ p2mi+se-vo?e® || g (26)

T

seklinde yazilabilir. (26) denklemi diizenlendiginde,

E'n(yo)="22yo M2 2 2m,

2
+anTmY02|m|+22T[ {Wélz - W ‘%13 + %WOI4 YLEWOIS} (27)
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ifadesi elde edilir. (27) denklemindeki integraller, Laguarre polinomlar1 i¢in 6zellikleri

kullanarak, lelJr1 —1Im¥2 e L’ = —1™* tiirevlerinin es degerleri olmak iizere
b= (e o)

I, = 2y2|—m|+1f dre~Tr™—2 |L|m|| ZYOZTmH'l I,

I; = mf dre—Trim+z |L|m|Jr1 WlmHSE

I, = WI dre—Triml+1 |LImI| — 2|m|+4 T4

Is = M—mHef dre~Triml+2 |le|+1| Wﬁfs (28)

seklinde deger alirlar. (28) denklemini (27) denkleminde yerine yazarak,

E' ( ) —2nm ,, 2|m|+2 Yo (n+|ml)! / eB
nYo = Yo 211—(n o (thc+y°)

+ 2y 2mb2om (Wi (e T2 — L i )+ 2 W (o e —

T o2Iml+1 2 2 2y,2Iml+3 2yo2Iml+e

1
Yroz 2yo2Iml+6 I5)} (29)

denklemi elde edilir. (3) denklemini (29) denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde,
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’ _ 1 [2n _eB ! (n—m-1)! /1 _T_g 1 1 -m-D! 7 5
E“(YO)_1+F12[F(y0+hcy0)+W°y0 (-1 (12 F2)+2W0y02 (-1t (I4 rz)]

’ _ 1 ]2 B ! 1 1
E n(YO)_@ [Tn (Yo + %Yo) + WovoNn +3Wo i Mn] (30)

ifadesi bulunur. Boylece tiim durumlar i¢in genel denklem; W;) = U'yro Jhve, Wy =

Uy /hve RO2 ifadeleri yerine yazilarak,

Ea(Yo)=ror [ (2 + 220N, ) yo + =2 + 1Yo gy | (31)

1+FL2 r hvg Yo ic Vo2 2 AveRo?

elde edilir. Buradaki M, ‘nin tiim durumlar i¢in ifadeleri ¢izelge 1’ de verilmistir.

Cizelge 1 M, ‘nin tiim durumlar i¢in ifadeleri

m, T M, I, I
m=0,t=+1 %(L - %Ts ) J:odre—rrlmlﬂ L2 J:)oodre—rr|m|+2 [Lm+L |2
m=0,t=-1 (n ;!m)! (D, - ?—jfs ) J:)Oodre‘rr'm'Jrl |L|n“l|m|2 J:odre‘rr'mI |L|n"l|,;1|2
m<0,7=+1 %(L — ;_jfs ) J:odre—rrlmln |L|r,1n_|1|2 J:)oodre‘rrlmlﬂ |L|r§n|—1|2
m<0,7=-1 (n+n—|!m|)!<i4 - %Ts ) fomdre—rrlmlﬂ |L|1:“||2 J:)oodre_rrlmlﬂ |L|nn1|1+1|2

Tiim bu durumlar igin M, ifadesinin genel denklemi,
M, = F, — =G, (32)

r2

seklinde yazilabilir. (32) denkleminde F,, ve G, integralleri,
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n (u+|m|)vf dre_rr|m|+1|L|m|(r2)|

n

= f dre Triml+1 ]]-]Ilml(r) (33)

(v+|m|)'

denklemleriyle ifade edilir. Buradaki ]I-]Igf&' (r) terimi ise
|m+1| 0 m=0t=+1
_ {0 m=>0t=+1
+1m<0t=-1

[m|
Hu,a(r) =

ifadesiyle temsil edilir. Bu ¢alismada kiitle terimi M, = mvg/h sifirdir. Bu yiizden (6)
denklemindeki I' = v/n degerini alir ve bdylece (32) denklemi,
My = F, — =Gy, (35)

seklinde ifade edilir. Denklem (31)’de N, ‘nin tiim durumlar i¢in ifadeleri ¢izelge 2°de

verilmistir.

Cizelge 2 N,, ‘nin tiim durumlar igin ifadeleri

m,T N, I, I3
(n—m-1! 1_ ° Iml-2 [ jm  |? °° Iml+2 | jm|+1 |2
m=>0,t=+1 —(I ——=1I ) j dre Tr™ 2 (LT f dre Tr'"™" 2 |L 270
(n_ 1)| 2 FZ 3 0 | n—-m 1| 0 | n—m 1|
n—m)! /. n?_ ® _1 2 ® _3 _12
m=0,t=-1 ( ' ) <12 -l ) f dre~rri™m—2 |L|;“_|m| , f dre~Tr™2 |L|;n_|m1|
n! r 0 0
(n— 1)' - Ilz_ © | 21 | 2 *© _3 -1 2
<0r=41| —— 2 (1, ——T dre-rr/ml=3 |{/ml f dre—rr/ml=z |{|m!
m T=++ th—|m[— 1)1\ 2 Tz 13 fo re’’r | n_1| , re ’r | n |
n! i 1. *© 1 2
m<0,7=-1 7(12 Ra— ) j dre—Tr/mi=z | ml © dre-Tr |m|+ le|+1
(n + |m])! r? o | n | Jo | |
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Tiim bu durumlar1 N,,’nin genel denklemi;

N, = Fn - E(V;]n (36)

S

seklinde yazilabilir. Buradaki F,, ve G,, integralleri ise,

~

F, = f dre~Tr/™l—z |L|m|(r2)|

(v+|m|)'

G, = f dre~TrmI= 2]1-]I|m|(r) (37)

(v+ImI)'

denklemleriyle ifade edilir. Bu ¢alismada kiitle terimi My = mv¢/A sifir olarak
alinmistir. Bu yiizden (6) denklemindeki I' = v/n degerini (36) denkleminde yerine
yazilarak, N, i¢in

N, =F,- -G, (38)

=N N

ifadesi elde edilir. (32) denklemini 3],/2a ile ¢arparak boyutsuzlastirma yapildiginda,

2n , U'prg 1 eB 11 U,
S )
2a 1+ [( r + Ave D Yo + Yo hC + Yo2 2 hvgRyZ D

En(Yo) =2

_3lo U'oroNp 1 2neBa’ 1 1 Upa® ]
En(YO) 2 1+ [(Yoa)( hve >+ (vyoa) T hAc T (yoa)zzhvao2 Mn (39)

denklemini elde edilir. ypa =Y,, u=UFy/3],, boyutsuz karsit nokta siddeti,
7o = 1y/a; boyutsuz karsit nokta i¢ yarigapi, a birim hiicre uzunlugu olarak tanimlanir.
1/R3 = 3U4a3/2hviR,> , eBa?/hc=1/I;° ifadeleri (39) denkleminde yerine

yazilirsa,
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1 [r2 w11, 11
En(YO):TLZ [(?n + UNn) Yo + ?nﬁ-— t—=—M, (40)
r

elde edilir. (40) denkleminde I' = v/n yazilarak,

E.(Yo) = [(\/H'l‘%UN )Yo +Vn— ——

LM ] 41
21g~ Yo 4R3 Y 2 ( )
denklemi bulunur. y varyasyon parametresi olmak iizere sistemi karakterize eden y,

Yo? =¥+ R7% bagmtsi ile belirtilir (Chen, Apalkov, Chakraborty 2007). Denklem

(41), ¥ ve R cinsinden

En(\_’):lj—% [(72 + R_Z )1/2 (2?n+ uNn) n (\_’2 n ﬁ—z )—1/2 zrnr;32
r

+(7? + R72) I M] (42)

yazilabilir. Denklem (42)’de M, integrali i¢in genel bir ifade,

o]

v! 2
Fy = ®+m l)'f dre Triml+1 |L|1§n|(r2)| =2u+|m|+1)
n (U+|mD'f dre Triml+1 ]I-]I'ml(r) =2n-m
M, = IFH-%(GH = (2u+ |m| + 1)—%(2n—m) (43)

sekildeki gibi elde edilir. Denklem (43)’de,v = n — |m| + m + t + 1/2 yazarsak M,

i¢in
Mn=(2n—m)(1—%)—‘t (44)

ifadesi bulunur. Boylelikle (42) ifadesi
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B (V¥ + R ) Erun,)+ (2 R ZZTZ%
r

I

+F*+ R2)! % [(2n —m) (1 - %) -1 |} (45)

denklemine doniisiir.

Kiitle terimi My = 0 oldugu durumda ise denklem (45),

— __2\1/2 __y\—1/2
EM={(7+R ") (n+uN)+(¥+ R ") 20—

— (-1 )} (46)

+(F?+ R2)71 =

seklinde yazilabilir. Uzaysal hapsolma potansiyelinin yoklugunda yani R — oo ve

7o — 0 limitinde varyasyon parametresi olan y , ¥ = 1/v/21g degerini alirken, 7,

Yo =1/2I5" + R~2 degerini alir.

Taban durumu (n=0) i¢in Ny, =T(Jm|+ 1/2)/T(Jm|+ 1) seklinde tanimlanarak,
R — o ve t, — 0 limitinde denklem (46),

= _ 1 T(m+1/2)1 1l° 7
07 2" r(ml+1) I, 4R3

ifadesine indirgenir. 1/T," = 1/2I5" + 1/R? seklinde tanimlanan 1, efektif uzunluk,
R — oo giderken 1/T02 = 1/2TB2 degerine esit olur. Magnetik alanin sifir oldugu

durumda 1/T,° = 1/R? olur ve béylece denklem (47),

E,=—~0 MF_OJ,% (48)

6 0 r(ml+1) I,
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seklinde yazilabilir. Burada U, , U, = Uy /], denklemiyle tanimlanir. (2) denkleminde
belirtigimiz pozitif enerji spindrlerini, (2) denkleminde (3) ve (4) denklemlerini yerine

yazilarak diizenlendiginde,

{L'rﬁ“_'m_l(vozpz) m=0
LI (ve2p?) m <0,
| . 0
K — | Y Im[+1,m|,ime o-vo?p?/2
o (p- @) [+ Dy prer e 0
e (R (e m>0
iyope
[ (Mo,n) n _
~SU T (%% m <0,
(49)
0
{L';“_',m,(yosz) m >0
[m| 2.2
lPK'(p ©) = Uilyo|m|+1p|m|eim(pe—y02p2/2 Lo (vop?) m <0,
n ) N n -1
147U+ m)!] oo _yO2p2L|rr1n—||m|(YOsz) m >0
0
I'(Mg,n) m|+1
m
Loy (vo?p?) m <0
0

denklemleri elde edilir. Denklem (50)’de Laguerre polinomlarni, v kuantum sayisi
cinsinden yazilir, yazilirken de K vadisinde T = +1, K’ vadisinde T = —1 degerlerini

aliarak, ve x=yop denklemini araciligiyla enerji spinorleri x cinsinden elde edilirse,

(50) denklemi,

Ly () \
0

PE(x. @) = |[——o———yox/mleime —xz/z/ 0
n (X ¢) m[1+z(u+m])] YoxTHeTTe k +ie { L|m|+1(X2) mz=0
ixe v
|

FMom) | 21 M (x2)  m <0,

E‘J“'(xZ) \

K’ — V! Im|gime@o-x3/21  _. - (_vtm| Im|-1,_2 |
YK (x. ) /n[1+r%(v+lml)!] Yox'MlelMm®e F,Zs[ :){ —Tfnliﬂi x*) m=>0 (50)
oMLyt x®) m<o0
0

seklini alir.
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Bu tezde kiitle terimi My = 0 olarak alindigindan, daha 6nceden de bahsedildigi gibi

I'(n)=vn degerini alir. Boylelikle denklem (50)’deki denklemler,

LM (x2)
0

K = [y xlmlgime —ﬁ/Z/ 0 \
PR(x. @) 2n(u+|ml)!y0X e re k +i(p{ L|m|+1(X2) m=0 |
ixe v B

oot (x2) m<0,/

/ LW%% \

. | - '
Yox|m|e‘m‘9e_xz/2| ixe™® {_Uilzmll‘lsnl ') m=0 | (51)
\ vn

UmH(x2) m<o0 /
0
denklemlerine indirgenir. Bu denklemler R,(x) = [v!/2m(v + |m|)!]*2y,x/™! olmak

v!
2m(v+|m|)!

WK (x. ) =

lizere diizenlendiginde,

]LO
WK (x.9) = Ry(x)eimee/2| 0
[LK
0
WK (x. @) = Ry (emee/2 | I (52)
*I'n - n ]LKI
0
seklinde yazilabilir. Denklem (52)’ de L°(x) = Llsml(xz) olmak iizere LX ,L¥
M_mw¢LW“@% m > 0
ool (x?) m<o,
P e E COR s
VR |piml+12 (53)
Loy (x9) m <0

degerlerini almaktadir.
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