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ÖZET 

Doktora  Tezi 

GRAFEN KUANTUM NOKTA VE KARġIT NOKTALARIN  ELEKTRONĠK 

ÖZELLĠKLERĠ 

Günay ÖMER 

 

Ankara Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim Dalı 

 

DanıĢman: Prof. Dr. Bekir Sıtkı KANDEMĠR 

GerçekleĢtirilebilir  çeĢitli geometrilere ve büyüklüklere sahip grafen kuantum noktalar 

üzerinde deneysel tekniklerle ek hapsolma mekanizmaları kurularak elde edilebilen 

grafen kuantum karĢıt nokta,  günümüzde  hem teorik hem de deneysel  yoğun madde 

fizikçilerinin  ilgilendiği yapıların baĢında gelmektedir. DeğiĢtirilebilir parametrelere 

(kuantum noka ve antinoktanın çapı) sahip olmalarından dolayı elektronik özeliklerinin 

de değiĢtirilebilir olması, grafen kuantum nokta ve karĢıt noktayı gelecekteki elektronik 

uygulamaların önemli elemanlarından yapmaktadır. ÇalıĢmanın baĢlangıç bölümünde, 

öncelikle bir grafen tabakasının kristal örgü yapısı, daha sonra ise sıkı bağlanma 

yaklaĢımıyla elektronik özellikleri incelenmiĢtir. Ayrıca, grafenin düĢük enerji 

ifadesiyle, Dirac-Wely denklemiyle, grafen kuantum nokta ve karĢıt nokta için 

geliĢtirilen model ile enerji öz değerleri analatik olarak varyasyon yöntemiyle elde 

edilmiĢ;  enerji seviyelerinin, grafen noktanın ve karĢıt noktanın yarıçapıyla ve 

manyetik alanla değiĢimi araĢtırılmıĢtır. Grafen kuantum  nokta ve karĢıt noktanın 

elektronik özellikleri üzerine bu çalıĢmada sunulan sonuçlar, benzer yapılar üzerinde 

gelecekte yapılacak çalıĢmalara zemin hazırlamayı amaçlamaktadır. 

 

Mayıs 2014, 54 sayfa 

Anahtar Kelimeler: Grafen, kuantum nokta, karĢıt nokta 
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ABSTRACT 

Ph.D. Thesis 

ELECTRONIC PROPERTIES OF GRAPHENE QUANTUM DOTS AND  

ANTĠDOTS 

 

Günay ÖMER 

Ankara University 

Graduate School of Nature and Applied Sciences 

Department of Physics 

 

Supervisor: Prof. Dr. Bekir Sıtkı KANDEMĠR 

Graphene quantum antidots, obtained additional confinement mechasims through 

experiemental techniques on graphene quantum dots  with various realizable geometries 

and sizes, are of interest for both theoretic and experimental condensed matter 

physicists nowadays. Graphene quantum dots and antidots  are  important components 

for future electronic applications  due to their tunable parameters (radius of quantum 

dots and antidots) enabling to adjust their electronic properties. In the first  part of the 

study,  crystal lattice structure of a graphene layer and then its electronic properties are 

investigated within the tight binding approximation. Moreover, with the low- energy 

description of graphene, i.e., Dirac- Weyl description, energy eigenvalues are obtained 

analytically by using  variational method through the model developed for graphene 

quantum dots and antidots; dependencies of energy levels on radius of graphene dots 

and antidots, and magnetic field are studied. The results presented here on electronic 

properties of graphene quantum dots and antidots, aims to establish a basis for future 

studies on similar structures. 

 

 

May 2014, 54 pages 

Key Words: Graphene, quantum dot,quantum antidot
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1. GİRİŞ 

 

Karbon elementi yaĢam için temel bir madde olup, yapısında karbon içermeyen hiçbir 

canlı varlık yoktur. Karbon atomu 6 elektronu ile 
2 2 2(1 2 2 )s s p  periyodik tabloda IV. 

grup elementlerinin ilk elemanıdır. Karbon atomları kendi aralarında, bağlanmaya 

karıĢan elektronların sayısına göre sp
1
,sp

2
 ve sp

3
 gösterimleriyle ifade edilen üç farklı 

bağlanma gösterirler. Karbon elementi, her üç bağlanma geometrisini gösterebilen tek 

element olması bakımından istisnai bir özelliğe sahiptir. Karbon atomlarından oluĢan 

malzemeler karbon atomlarının kendi aralarındaki bağlanma geometrisine göre, çok 

farklı fiziksel ve kimyasal özelliklere sahip olmalarının yanı sıra, sınırsız sayıda farklı 

yapılanmalar da gösterirler. Bu farklı özelliklerin büyük bir kısmı bu yapıların 

boyutlarının sonucudur. Karbondan oluĢan makroskopik boyutlardaki malzemeler, 

elmas, karbon fiberler, karbin ve karbolitler (zincir ve polimer Ģeklinde yapılar) ve 

ayrıca birbirleriyle zayıf bağlanmıĢ grafen tabakalarının üst üste konularak oluĢturduğu 

yapı olan grafittir. 

Karbon, elmas ve grafit gibi kristal yapılardan baĢka, sonlu boyutlarda da sağlam 

yapılara da sahip olması bakımından istisnai bir elementtir. Karbon periyodik tabloda 

mevcut elementler içerisinde sıfır boyuttan (0 )B  üç boyuta (3 )B  kadar izomerleri (aynı 

kimyasal bileĢime sahip olup, atomları arasındaki bağlantı yapıları farklı olan 

moleküller) olabilen bir elementtir. Karbonun, bir boyutlu    ve    yapıları nanometre 

düzeyinde oldukları için bu yapılara nano yapılar denilmektedir. 
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Bütün bu yapılar arasında, iki boyutlu      karbon allotropları (aynı elementin uzayda 

farklı Ģekildeki kristalleri) ve grafen, diğer allotropların elektronik özelliklerini 

anlayabilmemizi sağlar. Grafen, karbon atomlarının oluĢturduğu altıgen yapıların bir bal 

peteği Ģeklinde düzenlenmiĢ halidir. 

Fullerenler, karbon atomlarının küresel olarak düzenlenmesinden meydana gelen 

moleküllerdir ve sarmalanmıĢ grafen olarak düĢünülerek, grafenden elde edilebilirler. 

Karbon nanotüpler ise grafenin nanometrik çapa ve mikrometrik uzunluğa sahip içi boĢ 

silidir Ģeklinde rulolanmıĢ, sadece altıgen yapıya sahip bir boyutumsu yapılardır. 

Karbonun çeĢitli allotropları Ģekil 11’de gösterilmiĢtir. 

 

 

 

ġekil 1.1 Karbonun nano yapıları (Neto vd. 2007) 

Grafen (sol üstte), karbon atomlarının bal peteği örgüsünden meydana gelmiĢtir. Grafit (sağ üstte), grafen 

tabakalarının üst üste konularak oluĢturduğu yapılardır. Karbon nanotüpler (sol atta) grafenin silindir 

Ģeklinde rulolanmıĢ halidir. Fullerenler  60C ise karbon atomlarının beĢgen ve altıgen yüzeyler 

oluĢturmasıyla meydana gelen küre Ģeklindeki yapılardır  
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2. GRAFEN 

 

Grafen, karbon atomlarının oluĢturduğu altıgen yapıların bir bal peteği Ģeklinde 

düzenlenmiĢ halidir. Bir kâğıt parçasına kurĢun kalemle bastırdığımızda, grafen 

tabakaları üretilir. Bu grafen tabakaları arasında tek tek gözlemleyebileceğimiz grafen 

tabakaları da olabilir. Grafen, farklı karbon allotroplarının temeli olmasına ve kurĢun 

kalemle yazdığımızda bile üretilebilmesine rağmen, keĢfedildikten 440  yıl sonra ancak 

günümüzde izole edilebilmiĢtir (Neto vd. 2007). Bunun birinci nedeni olarak, hiç 

kimsenin grafende serbest durumların var olduğunu beklememesi, ikincisi ise, 

makroskopik alanları kaplayan kurĢun kalem döküntüleri arasından bir atomik kalınlıklı 

ince tabakayı araĢtıracak hiçbir deneysel aracın olmamasıdır. 

 

2.1 Grafenin Örgü Yapısı 

 

Grafen düzlemi    ⃗   ⃗    vektörleri tarafından tanımlanan ve her birim örgü hücresinde 

iki farklı karbon atomu      
 
bulunan altıgen örgüdür. Ġki boyutlu grafenin yapısı ve 

birinci Brillouin bölgesi Ģekil 2.1’de gösterilmiĢtir. 
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ġekil 2.1 Grafenin örgü yapısı ve birinci Brillouin Bölgesi 

a. Ġki boyutlu grafenin örgü yapısında  ⃗  ve  ⃗  olarak adlandırılan birim örgüvektörleri. En yakın komĢu 

atomlara uzaklığı belirten ⃗   (l=1, 2, 3) birim öteleme vektörleri, b. Ġki boyutlu grafenin birinci Brillouin 

bölgesi.     ve  ⃗   ise ters örgü vektörleri olup, Γ,  ,  ,    birinci Brillouin bölgesinin en yüksek simetri 

noktalarıdır 

 

Burada birim örgü vektörleri,  

 

  ⃗  
 

 
(√   ) 

  ⃗  
 

 
(√    )                                                                                                        (2.1) 

 

ile verilir. Böylelikle, en yakın komĢu karbon atomlarını birleĢtiren vektörler ise, 

  ⃗    (
 

√ 
  ) 

  ⃗    (
  

 √ 
 
 

 
) 

  ⃗    (
  

 √ 
 
  

 
)                                                                                      (2.2) 

 ⃗  

 ⃗  

 ⃗   

 ⃗   

 ⃗   

   

   

Γ 

  

   

  

 ⃗   

 ⃗   

(a) (b) 
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ile ifade edilir. Burada ki  ,            ile verilen örgü sabitidir. ġekil 2.2’de 

gösterildiği gibi A ve B  olarak adlandırılan karbon atomlarını içeren bir altıgen birim 

örgü hücrenin alanı, 

 

    | ⃗   ⃗ |  
√ 

 
  

 
(2.3) 

 

ile verilir.  ⃗  ve ⃗   ters örgü vektörleri      ⃗          Ģartına bağlı olarak, 

 

  ⃗   (
  

 
) (

 

√ 
  ) 

  ⃗   (
  

 
) (

 

√ 
   )                                                                                                     (2.4) 

Ģeklinde ifade edilir.

 

Altıgen olan birinci Brillouin bölgesinin alanı, 

 

  
  | ⃗     ⃗  |  

  

 √ 
 

(2.5) 

ile verilir. Grafende, iletim ve valans bantları,  ⃗⃗  ve  ⃗⃗   noktalarına değen 

durumlarında oluĢur. Brillouin bölgesinin köĢelerindeki  ⃗⃗  ve  ⃗⃗   noktaları, birim hücre 

üzerinde geometrik hesap yapılarak 

 

 ⃗⃗  (
  

 
* (

 

√ 
 
 

 
* 

 

  ⃗⃗   (
  

 
) (

 

√ 
  

 

 
)                                       

                                                                

(2.6)  

olarak bulunur.  
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2.2 Grafende Sıkı Bağlanma Yaklaşımı 

 

Grafende sıkı bağlanma yaklaĢımında, grafen için toplam Hamiltonienin elektronik 

spektrumunun türetilmesi için bu Hamiltoniene karĢı gelen Schrödinger denklemi 

çözülmelidir ve Bloch teoremi ,   ⃗⃗⃗⃗      ⃗⃗  ⃗  ⃗⃗⃗⃗             -  kullanılarak dalga 

fonksiyonları yazılmalıdır. En yakın komĢuluk sıkı-bağlanma modelinde, dalga 

fonksiyonları 

 

      ∑   ( ⃗⃗  )  
 (    ⃗⃗  )  ∑   ( ⃗⃗  )  

 (    ⃗⃗  )                                   (2.7) 

 

 ile verilir (Saito vd. 2000), burada      , orijinde yerleĢmiĢ karbon atomunun 

   orbitalinin dalga fonksiyonudur.   ve   tamsayı olmak üzere   ve   atomlarının 

konum vektörleri  ⃗⃗         ⃗   ⃗    ve ⃗⃗         ⃗  Ģeklinde yazılabilir.    

        en yakın komĢu karbon atoma sıçrama enerjisi,    ( ⃗⃗  ) ve   ( ⃗⃗  ) ise   ve   

atomlarına karĢı gelen dalga vektörleridir. Bu dalga vektörleri için Schrödinger 

denklemini, 

 

   ( ⃗⃗  )     ∑  ( ⃗⃗    ⃗  )

 

   

 

   ( ⃗⃗  )     ∑  ( ⃗⃗    ⃗  )                                                                                              

 

   

 

Ģeklinde yazabiliriz. Burada iĢlemleri basitleĢtirmek için en yakın A ve B komĢulukları 

arasındaki üst üste gelme integrali {       ⃗⃗⃗⃗  ⟨  |   ⟩     
        } tamamen ihmal 

edilmiĢtir (Saito vd. 2000). 
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  ( ⃗⃗  ) ve   ( ⃗⃗  ) dalga fonksiyonları, Bloch Teorimi kullanarak   ( ⃗  )  

           ⃗⃗⃗   ⃗    ve   ( ⃗  )             ⃗⃗⃗   ⃗      ğı tı  rıy   ifade edilir. Bu bağıntılar 2.8 

bağıntısında yerine konulur ise  

 

         ( ⃗ ) 
 
   

         ( ⃗ )    

                                                                                                   

(2.9) 

 

denklemleri bulunur. Burada        ∑          ⃗⃗⃗       olarak tanımlanır. OluĢturulan 

bu denklemlerle      ve      ifadeleri için 2.9 bağıntısıyla verilen enerji öz değer 

denklemi, 

 

 (
    ( ⃗ )

  
  ( ⃗ )  

+(
  ( ⃗ )

  ( ⃗ )
+   (

  ( ⃗ )

  ( ⃗ )
+                                                         (2.10) 

 

Ģeklinde yazılabilir. 2.10 özdeğer denklemi çözülerek enerji özdeğerleri ,  ⃗ =   ̅     ̅ 

olmak üzere  

 

  ( ⃗ )     √      (
   

 
)      

√    

 
         

   

 
                                      

 
(2.11) 

 

Ģeklinde bulunabilir. Burada, ( ) , en yüksek    bantına, ( )  ise  en düĢük   bantına  

ait enerjilerdir. 
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(2.11) bağıntısı   ve    noktalarında   ( ⃗⃗ )    ( ⃗⃗ 
 )     değerini alır. K  ve K 

noktaları yakınında   ( ⃗   ⃗⃗ ) ve  ( ⃗   ⃗⃗  ) özdeğerlerini, | ⃗ |    için    

√     ⁄  olmak üzere,  

 

   ( ⃗   ⃗⃗ )    ( ⃗   ⃗⃗  )     √  
    

 
                                                         (2.12) 

 

Ģeklinde yazmak mümkündür.   ve    noktaları çevresindeki bu Ģekildeki lineer 

dağınım bağıntısı, iki boyutlu grafenin çeĢitli elektronik ve iletim özelliklerinde önemli 

bir rol oynar. Grafenin bant yapısı Ģekil 2.2’ de gösterilmiĢtir 

 

 

 

                 

ġekil 2.2 Grafende sıkı bağlanma modeli(Van Nam Do ve Thanh Huy Pham 2010) 

         boyunca en yakın komĢulukta sıkı bağlanma modeliyle elde edilen iki boyutlu grafenin 

π bant yapısı. Fermi seviyesi ε=0 noktası boyunca uzanır. Brillouin bölgesinin tüm alanı boyunca 

gösterilen iki boyutlu grafen için enerji dağınım bağıntıları.  

 

En

erj

i 

(e

V) 
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Grafenin en ilginç yönlerinden biri, grafenin düĢük enerji uyarımları olan kütlesiz, Dirac 

fermiyonları olarak tasvir edilebilmesidir. Grafende, kimyasal potansiyel tamamen 

Dirac noktasıyla çakıĢır. Elektronlar Fermi-Dirac istatistiğiyle betimlenen parçacıklardır 

ve katı hal fiziğinin sınırları içerisinde genellikle göreli olmayan parçacıklar 

katagorisinde değerlendirilirler. Zira, elektron katı haldeki madde içerisindeki hızları 

ıĢık hızından oldukça düĢüktür ve göreli olmayan parçacık denklemi (Schrödinger 

denklemi) elektronların katılardaki davranıĢlarını oldukça iyi bir Ģekilde betimler. 

Ancak, grafen için durum oldukça farklıdır. Grafen elektronları için yazılan denkelemle 

gerçekten göreceli parçacıklar için yazılan denklem arasındaki tek fark denklemdeki ıĢık 

hızının değeridir. Ayrıca, grafendeki elektronların etkin kütleleri sıfırdır. Bu yüzden 

grafen elektronlarına kütlesiz Dirac fermiyonları da denmektedir. 
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3. DIRAC DENKLEMİ 

 

Klein- Gordon denkleminde karĢılaĢılan negatif enerjili çözümler ve negatif olasılık 

yoğunluğu probleminin üstesinden gelmek amacıyla 1927 yılında Dirac    ⁄  ve  ⃗⃗ ’ ye 

göre lineer yapıda olan bir relativistik kuantum mekaniği denklemi önerdi. Dirac 

Hamiltonyeni aĢağıda verilmiĢtir. 

 

     ⃗⃗    ⃗        (3.1) 

 

Burada,   ,   Dirac matrisleri, 

 

 ⃗⃗  (  ⃗⃗ 
 ⃗⃗  

)     (
  
   

) (3.2) 

 

Ģeklindedir. m elektronun kütlesi, c ise ıĢık hızıdır. 

Bu Hamiltonyen için enerji özdeğer denklemi, 

 

         (3.3) 

 

Ģeklinde ifade edilir. 

Manyetik alan varlığında bir elektron için Dirac Hamiltonyeni ise, 

 

    ⃗⃗ ( ⃗   
 

 
 ⃗⃗ )       (3.4) 

 

Ģeklindedir. 
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Burada   , vektör potansiyeli,    ise momentum operatörüdür. 

 

Grafende ise manyetik alan içerisindeki bir elektron için Dirac Hamiltonyeni, 

 

     ⃗⃗ ( ⃗   
 

 
 ⃗⃗ )      

  (3.5) 

 

Ģeklinde yazmak mümkündür. Burada   , ıĢık hızının üç yüzde biri olan fermi hızıdır 

(Neto vd. 2007). 
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4. GRAFEN KUANTUM NOKTA VE KARŞIT NOKTA 

 

Bir grafen kuantum nokta (GKN) örgüsü, farklı Ģekillerde kesilmiĢ grafen örgüsünden 

oluĢur. Bu farklı Ģekiller altıgen olabileceği gibi kare, disk de olabilir. 

 

 

 

ġekil 4.1 Grafen kuantum nokta (http://lifedaily.net/an-advanced-architecture-for-

scalable-quantum-computers/.) 

 

Bir grafen kuantum karĢıt nokta ise (GKKN), bir grafen tabakasında peryodik delikli 

yapılardan oluĢur. 

 

ġekil 4.2 Grafen kuantum karĢıt nokta (Furst vd. 2009) 

http://lifedaily.net/an-advanced-architecture-for-scalable-quantum-computers/
http://lifedaily.net/an-advanced-architecture-for-scalable-quantum-computers/
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GKKN yapısı {   } sayı çifti ile ifade edilir. L, tamsayı değerler alırken, R’in tamsayı 

olması Ģart değildir. Manyetik alan varlığında grafen kuantum nokta ve karĢıt 

noktalardaki tek elektronun Dirac Hamiltonyeni, manyetik alan varlığında grafendeki 

tek elektronun Dirac Hamiltonyenine, grafen noktanın yarıçapına ve karĢıt noktanın 

delik yarıçapına bağlı r ile orantılı bir potansiyel terimi eklenerek modelleme yapılarak 

çözülebilmektedir.  

 

 

 

 

 

   

 

 

ġekil 4.3 Grafen karĢıt noktanın modellenmesi 

a. Grafen karĢıt nokta b. Grafen karĢıt noktayı modellemek için Dirac denklemine eklenecek potansiyel 

terimi M(r) c. Grafen karĢıt nokta için yapılan modelleme, burada r0, karĢıt noktanın iç yarıçapı, R0 ise 

grafen karĢıt noktanın dıĢ yarıçapıdır. 

 

4.1 Grafen Kuantum Nokta ve Karşıt Nokta İçin Dirac Hamiltonyeni Çözümleri 

 

Manyetik alan içerisindeki GKKN’daki tek elektron için Dirac Hamiltonyeni, 

 

     ⃗⃗ ( ⃗   
 

 
 ⃗⃗ )   (

 

 
    r

 ) (4.1) 

 

Ģeklinde yazılabilir. 

R0 

r0 

M (r) 

 
(a) (b) (c) 

R0 
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Burada    
 , GKN, 

 

 
    r

  terimlerinin toplamı ise GKKN’yı temsil etmektedir. 

Denklemdeki         
 ⁄ ,        olarak tanımlanmıĢtır. Burada     

 
   nokta 

Ģiddeti,    r   kuantum karĢıt noktanın dıĢ (iç) yarıçapını,        ⁄     fermi hızını 

tanımlar. 4.1 denklemindeki    vektör potansiyeli için simetrik ayar alınarak  ⃗⃗  

    y      ⁄ , kullanılabilir.   r
 |  

    r|  ⁄  sınır değerlerinde kimyasal 

potansiyele eĢit olmasını gerektirmektedir. Denklem 3.5 çözümü safsızlık varlığında 

Kandemir ve Mogulkoç (2010) tarafından yapılmıĢtır. Manyetik alan varlığında GKN 

ve GKKN için Dirac Hamiltonyeni ise manyetik alan varlığındaki grafen için Dirac 

Hamiltonyenine r’ye bağlı potansiyel terimleri eklenerek çözülebilmektedir. 

 

4.1 denklemini 3.3 denkleminde yerine koyup çözdüğümüzde dört bileĢenli pozitif 

enerji spinörleri, 

 

  
             

        ⁄ (

    

 
 

    

, 

 

  
  
            

        ⁄ (

 
    

       

 

,                                                        (4.2) 

 

Ģeklinde elde edilir. Burada,       [       | |⁄   ]  ⁄    
| | Ģeklinde değer alır. 

        
| |

    olmak üzere    ,    

 

     
      

√ 
{
  
| |                                 

 
 

      
| |                            

 

    
      

√ 
{
 

 

    
| |                              

    
| |                                    

                                                  (4.3) 

 

değerlerini alır. 



 

15 
 

         ⁄   ⁄
 magnetik uzunluk,       √    ⁄  olmak üzere, 𝜆 ise -1değeri ile 

grafenin valans, +1 değeri ile iletim bantına karĢılık gelen iki farklı değer alır. Grafen 

için 4.1 denklemindeki enerji spinörlerine karĢılık gelen enerji özdeğerleri,    

   denklemi ile elde edilir.   grafendeki   vadisinde +1,
    

vadisinde ise -1 değerini 

alan pseudospin indeksi olmak üzere n ise, ,      | |         ⁄  denklemi 

ile ifade edilir. Denklem 4.3’deki       boyutsuz bir parametre olup,    ise sistemin 

karaktersitik uzunluğunun tersi boyuttadır. Uzaysal parabolik hapsedilme durumu 

olmadığında,        √ ⁄    magnetik uzunluk olan    ile ters orantılıyken, uzaysal 

hapsedilme durumunda ise grafen sistemini tanımlayan 4.1 denklemi, grafendeki skaler 

parabolik kuantum noktanın büyüklüğünü karakterize eden birim uzunluk   

(     
   ⁄ )

  ⁄
’i içermektedir (Silvestrov ve Efetov 2007,Chen, Apalkov, 

Chakraborty 2007).   
           bağıntısı ile tanımlanan; sistemi karakterize eden 

  varyasyon parametresi,     limitinde  √ ⁄    indirgenerek tek parametreye, yani, 

   bağımlı olmaktadır (Chen vd. 2007). Bu durumda 4.1 denklemi için  varyasyonel 

enerji özdeğerleri; 

 

       ∫   r  
     *  (    

 

  
  )   (

 

 
   r

 )+                          (4.4) 

 

4.4 denklemiyle elde edilebilinir. Burada,        ve   
      fonksiyonları,   

       

ve   
  
      enerji spinörlerini temsil etmektedir. 4.3 ifadesini 4.2 ifadesiyle birlikte 

(4.4) ifadesinde yerine yazılarak çözüldüğünde sistemin varyasyonel enerji için  

 

       
 

  
 

  

*(
  

 
 

  
   

   
  )    

 

  

  

  
 

 

  
 

 

 

  

     
   +                                      (4.5) 

 

ifadesi elde edilir. Burada        ,           √ ⁄ ,    [  
        

 ⁄ ]
  ⁄

- 

denklemi ile ifade edilirken (Kandemir ve Mogulkoç 2010),   ‘nin değerleri çeĢitli 

durumlar için ifadeleri çizelge 4.1’de verilmiĢtir. 
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Çizelge 4.1    ‘nin tüm durumlar için ifadeleri 

         ̅   ̅ 

         
        

      
(  ̅   

 

  
  ̅   * ∫  r   r| |  

 

 

|      
 |  ∫  r   r| |  

 

 

|      
   |  

         
      

  
. ̅   

  

    ̅   / ∫  r   r| |  
 

 

|    
| |

|
 
 ∫  r   r| |

 

 

|    
| |  |

 
 

         
      

   | |     
. ̅    

  

    ̅   / ∫  r   r| |  
 

 

|    
| |

|
 
 ∫  r   r| |  

 

 

|  
| |  |

 
 

         
  

   | |  
(  ̅    

 

    ̅   * ∫  r   r| |  
 

 

|  
| |

|
 
 ∫  r   r| |  

 

 

|    
| |  |

 
 

 

Tüm bu durumlar için    ifadesinin genel denklemi, 

        
 

                                                                                                       (4.6)  

 

Ģeklinde yazılabilir. Denklem 4.6’da    ve    integralleri ise 

 

    
  

   | |  
∫  r   r| |   

 
|  

| | r  |
 
 

 

   
  

   | |  
∫  r   r| |   

 
    

| | r                                                                    (4.7) 

 

ġeklinde ifade edilir. Buradaki     
| | r  terimi ise 

 

    
| | r  {

r|    
|   | r |

 
   ,

                   
                

  

 
|    

|   | r |
 
   ,

                
              

                                           (4.8) 

 

ifadesiyle temsil edilir.  
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Bu çalıĢmada spin orbit etkileĢimi gibi ek bir kütlesel    terimi olmadığından   √  

değerini alır ve böylece Denklem 4.6, 

 

       
 

 
                                                                                                        (4.9)  

 

Ģeklinde yazılabilir.  

 

Denklem 4.5’de    ifadesi için çeĢitli durumlarda aldığı değerler çizelge 4.2’de 

verilmiĢtir. 

 

Çizelge 4.2   ’nin tüm durumlar için ifadeleri 

         ̅   ̅ 

         
        

      
( ̅     

 

    ̅   *  ∫  r   r
| | 

 
 

 

 

|      
| |

|
 
 ∫  r   r

| | 
 
 

 

 

|      
| |  |

 
 

         
      

  
.  ̅   

  

  
 ̅    / ∫  r   r

| | 
 
 

 

 

|    
| |

|
 
        ∫  r   r

| | 
 
 

 

 

|    
| |  |

 
 

         
      

   | |     
. ̅     

  

    ̅   / ∫  r   r
| | 

 
 

 

 

|    
| |

|
 
 ∫  r   r

| | 
 
 

 

 

|  
| |  |

 
 

         
  

   | |  
(  ̅   

 

  
  ̅ * ∫  r   r

| | 
 
 

 

 

|  
| |

|
 
 ∫  r   r

| | 
 

 
 

 
|    

| |  |
 
                               

 

 

Tüm bu durumları   ’nin genel denklemi 

 

     ̃   
 

   ̃                                                                                                    (4.10)  

 

Ģeklinde yazılabilir. Denklem 4.10’daki  ̃  ve  ̃  integralleri ise,  
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  ̃  
  

   | |  
∫  r   r

| | 
 

 
 

 
|  

| | r  |
 
 

 ̃  
  

   | |  
∫  r   r

| | 
 

 
 

 
    

| | r                                                                     (4.11) 

 

denklemleriyle ifade edilir.   √  değeri denklem 4.11’de yerine yazıldığında,    için 

 

    ̃   
 

 
 ̃                                                                                                        (4.12) 

  

ifadesi elde edilir. Denklem 4.5’i       ⁄   ile çarparak boyutsuzlaĢtırma yaptığımızda, 

 

      =
   

  

 

  
 

  

*(
  

 
 

  
   

   
  )    

 

  

  

  
 

 

  
 

 

 

  

     
   + 

 

 

 

      =
   

 

 

  
 

  

*     (
  

 
 

  
     

   
)  

 

     

  

 

    

  
  

 

      
 

 

   
 

     
   +               (4.13) 

 

 denklemini elde ederiz.       ̅̅ ̅,     
 r̅    ⁄  seçimi yapıldığında boyutsuz karĢıt 

nokta Ģiddeti, r̅  r  ⁄ ; boyutsuz karĢıt nokta iç yarıçapı, olarak tanımlanır.  Bu 

durumda   ̅ ⁄      
       

 ⁄  ,       ⁄     ̅
 

⁄   ifadeleri denklem 4.13 yerine 

yazılırsa, 

 

 ̅   ̅  =
 

  
 

  

[(
  

 
    )  ̅  

  

 

 

   ̅
 

 

 ̅ 
  

 

  ̅
 

 

 ̅ 
   ]                                               (4.14) 

 

elde edilir.   √  değeri de denklem 4.14’de yerine yazıldığında, boyutsuz 

varyasyonel enerji ifadesi 

 

 ̅   ̅   [(√  
 

 
   )  ̅  √ 

 

   ̅̅̅
 

 

 ̅ 
 

 

  ̅ 

 

 ̅ 
   ]                                           (4.15) 

Ģeklinde yazılabilir.  
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 ̅ boyutsuz varyasyon parametresi olmak üzere sistemi karakterize eden  ̅  , ̅ 
   ̅  

  ̅   bağıntısı ile belirtilir (Chen vd. 2007). Denklem 4.15)  ̅ ve  ̅ cinsinden, 

 

 ̅   ̅ =
 

  
 

  

[( ̅    ̅
  

 )
  ⁄

(
  

 
    ) ( ̅    ̅

  
 )

   ⁄   

 

 

   ̅
    

   ̅    ̅       

  ̅   ]                                                                                            (4.16) 

 

 Ģeklinde yeniden yazılabilir Ġntegral tabloları (Gradshteyn ve Rzyhik 2000) kullanılarak 

denklem 4.6’deki    integrali için, 

   
  

   | |  
∫  r   r| |  

 

 

|  
| | r  |

 
     | |     

   
  

   | |  
∫  r   r| |   

 
    

| | r  =2n-m 

     -
 

         | |     
 

                                                           (4.17) 

 

analitik ifadeleri bulunabilir. Denklem 4.17’de,      | |        ⁄  

yazıldığında    için 

 

         (  
 

  )                                                                                      (4.18) 

 

olduğu görülebilir. Böylelikle 4.16 ifadesi , 

 

 ̅   ̅ =
 

  
 

  

{( ̅    ̅
  

 )
  ⁄

(
  

 
    ) ( ̅    ̅

  
 )

   ⁄   

 

 

   ̅
   

                ̅    ̅       

  ̅ [      (  
 

  )      ]}                                         (4.19) 
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Ģeklinde yeniden yazılabilir. Son olarak spin orbit etkileĢmesi gibi terimleri temsil eden 

kütle terimi      olduğu durumda ise denklem 4.19, 

 

 ̅   ̅ =
 

 
{( ̅    ̅

  
 )

  ⁄

( √     ) ( ̅    ̅
  

 )
   ⁄

 √ 
 

   ̅
   

                ̅    ̅       

  ̅        }                                                                         (4.20) 

 

Ģeklinde yazılabilir. Ayrıca, her n değeri için    terimi de analatik olarak 

hesaplanabilir. Örneğin, n=0 değeri için,      | |     ⁄   | |⁄     değerini alır, 

  (x) ise Gamma fonksiyonudur. 

 

Denklem 4.20’yi nümerik olarak minimize etmeden önce, bazı limit durumlarında 

denklem 4.20’deki enerji ifadesi için yaklaĢık analitik ifadeleri incelemek de 

mümkündür. Uzaysal hapsolma potansiyelinin yokluğunda, yani  ̅    ve r̅    

limitinde, varyasyon parametresi olan  ̅,  ̅ = √ ⁄   ̅ değerini aldığında, denklem 

(4.20)’deki enerji ifadesinin minimum değeri için  ̅  √    ̅⁄  ifadesi bulunur. 

Böylece, kütlesiz grafen için bilinen Landau düzeyleri (LD) elde edilebilir. Sonuç 

olarak, denklem (4.20)’de varyasyon parametresi olan  ̅ ,  ̅ =  √ ⁄   ̅ kullanarak enerji 

ifadesinin yaklaĢık ilk değeri için, 

 

  ̅  
 

 
 

  | |   ⁄  

  | |   

 

  ̅
 

 

 

  ̅
 

 ̅ 
                                                                               (4.21) 

 

olduğu bulunabilir.    ̅
 
     ̅

 
    ̅ ⁄⁄⁄  Ģeklinde tanımlanan   ̅ efektif uzunluk 

olup,  ̅    giderken    ̅
 
     ̅

 
⁄⁄  değerine eĢit olur. Magnetik alanın sıfır olduğu 

durumda    ̅
 
   ̅ ⁄⁄  olur ve böylece denklem 4.21, 

 

 ̅  
 

   
 ̅ 

  | |   ⁄  

  | |   

 ̅ 

  ̅
 

 

  ̅
                                                                         (4.22) 
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biçmine indirgenir. Burada,  ̅  ,  ̅      ⁄  Ģeklinde tanımlanmıĢtır. denklem 4.22, 

hapsolma potansiyelinin neden olduğu vadi yarılmaları hakkında bilgi vermektedir. 

KarĢıt nokta potansiyelinin olmadığı durumda, yani kuantum nokta durumunda ve 

magnetik alan sıfır olduğunda,  ̅         ⁄  ̅ değerini almaktadır. Bu değer de, 

parabolik hapsolma potansiyelinin neden olduğu vadi yarılmalarının büyüklüğünün 

yaklaĢık   ⁄  ̅ ile orantılı olduğu görülmekte ve  ̅ sonuza giderken vadi yarılmaları 

yok olmaktadır. 

Mikro üretim ürünü olan grafen cihazlar üzerinde yapılan araĢtırmalarda (Ponomarenko 

vd. 2008), çapı D=40 nm olan grafen kuantum noktalar için hapsedilme durumu, 10 

meV’lik bir enerji bant aralığını oluĢmasını sağlarken, denklem 4.22 ile yapılan 

hesaplarda ise bu değerin 14 meV’lik bir enerji bant aralığı ortaya koyduğu 

görülmektedir. Çapı D=1 nm olan çok küçük çaplı G aletlerde bile, denklem 4.22 ile 

hesaplanan enerji bant aralığı değeri ile deneysel olarak elde edilen değer birbiriyle 

örtüĢmektedir. Örneğin, çapı D=1nm olan GKN için deneysel enerji bant aralığı 

yaklaĢık 0.5 eV değerini alırken denklem 4.22 ile hesaplanan değer 0.57eV’dir. Ancak, 

büyüklüğü   15 nm olan kuantum nokta aletlerde deneysel vadi geniĢliği değerlerinin 

50 meV değerini geçerken, denklem 4.22 ile elde edilen bu enerji değeri yaklaĢık 38 

meV’dir. Bu değer bilinen deneysel değerden  küçük ancak kabul edilebilir bir değerdir. 

Çünkü, bu fark vadi geniĢliğinin sistemin geometrisine bağlı olmasından 

kaynaklanmaktadır. Böylece, bu tezdeki teorik hesapların deneysel olarak test edilebilir 

sonuçlar verdiği görülmektedir. Sonuç olarak, tezde önerilen yöntemin GKN için 

güvenilir sonuçlar verdiği görülür. denklem 4.21 ve 4.22 ortaya koyduğu, GKN 

potansiyelinin meydana getirdiği vadi yarılmalarının, magnetik alanın olmadığı 

durumda bile kuantum noktanın merkezinde meydana gelebilecek kuantum karĢıt nokta 

potansiyelinin varlığında güvenilir olduğu sonucu çıkmaktadır. Bu argüman magnetik 

alanın varlığında da sonuçların çakıĢacağı izlenimini vermektedir.  
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4.2 Grafen Kuantum Nokta ve Karşıt Nokta İçin Enerji Bant Yapıları 

Denklem (4.15) verilen enerji özdeğerlerinin GKN’nın yarıçapıyla, karĢıt noktanın delik 

yarıçapıyla ve manyetik alanla nasıl değiĢtiği Ģekil 4.4.’de verilmiĢtir.  

 

ġekil 4.4 GKKN’nın enerji spekturumunun magnetik alana bağlılığı 

Koyu gri düz çizgiler,  ̅     ve r    limitinde, yani enerji bant aralığı olmayan grafenin LD’ini 

betimleyen [n] ile nitelendirilmiĢtir. Siyah kalın kesikli (düz) çizgiler,             ⁄ ’de r    

yani sadece kuantum nokta potansiyelinin neden olduğu uzaysal hapsolma durumunda       vadilerine 

karĢı gelmektedir. Ġnce düz çizgiler, Ģiddeti r      ⁄  olan karĢıt nokta spektrumunu betimlemektedir. 

Tüm eğriler için, yukarıdan aĢağıya doğru                seviyelerine sırayla gri, kırmızı, yeĢil ve 

mavi renklere karĢı gelirken, kesikli ve düz çizgiler sırayla    ve   vadilerine karĢı gelmekedir. 
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ġekil 4.4’de             ⁄ ’de GKKN’nın ilk iki enerji seviyesi √  ‘nin bir 

fonksiyonu olarak çizilmiĢtir. ġekil 4.4’de dikkat edilmesi gereken, skaler parabolik 

kuantum nokta potansiyelinin, enerji bant aralığı olmayan grafenin LD’iyle (koyu düz 

gri çizgiler (   ve  )) karĢılaĢtrıdığımızda vadi yarılmalarına (koyu kesikli (    ve koyu 

düz (   çizgiler) neden olmasıdır. Bu kuantum nokta potansiyeline itici karĢıt nokta 

potansiyelini de dahil edildiğinde    kuantum seviyelerinde de (ince kesikli (    ve ince 

düz (   çizgiler) vadi yarılmaları meydana gelmektedir.  

KarĢıt nokta potansiyeli, açısal momentum kuantum sayıları negatif değerli olan göreli 

LD’nin dejenerliğini artırmaktadır. ġekil  4.4’de   ’nin sadece  ilk dört değeri;   

             gösterilmiĢtir. Magnetik alanın yüksek değerlerinde, nokta yapısı 

kaybolmakta ve enerji bant aralığı olmayan yapının LD’i tekrar ortaya çıkmaktadır. 

ġekil 4.5 ve 4.6’da B=5T sabit magnetik alanda, toplam uygulanan potansiyellerin 

etkisini anlamak için kuantum noktanın yarıçapının   (     
   ⁄ )

  ⁄
 bir 

fonksiyonu olarak enerji özdeğerleri çizilmiĢtir.  
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ġekil 4.5             kuantum sayıları için GKN’nın ve GKKN’nın enerji 

spekturumunun kuantum nokta yarıçapına bağlılığı  

B=5T sabit magnetik alanda, kuantum noktanın yarıçapının   (     
   ⁄ )

  ⁄
 bir fonksiyonu olarak 

grafen kuantum noktanın düĢük enerji seviyeleri. Düz çizgiler, pseudospin indeks olarak tanımladığımız   

‘nun +1 değerini betimleyerek, grafenin K vadisine, kesikli çizgiler ise   ‘nun -1 değerini betimleyerek 

grafenin    vadisine karĢı gelmektedir. Ġnce çizgiler, GKN’nın enerji seviyerine karĢı gelirken, kalın 

çizgiler GKKN’nın enerji seviyerine karĢı gelmektedir.  
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ġekil 4.6     kuantum sayısının                alt enerji seviyeleri için 

GKN’nın ve GKKN’nın enerji spekturumunun kuantum nokta yarıçapına 

bağlılığı  

Kuantum sayıları     (gri),      (kırmızı),      (yeĢil),      (mavi) renkleriyle 

gösterilmiĢtir. 
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ġekil 4.5 ve 4.6’da ince çizgiler, merkezi itici karĢıt nokta potansiyelin yokluğundaki 

enerji seviyerini, yani GKN’nın enerji seviyelerini, kalın çizgiler ise merkezi itici karĢıt 

nokta potansiyelin varlığındaki, yani GKKN’nın enerji seviyelerini betimlemektedir. 

ġekil 4.5’de itici karĢıt nokta potansiyel varlığında,             kuantum sayıları 

için yüksek enerjiler ortaya çıkmaktadır. Diğer bir taraftan itici potansiyelin varlığında 

vadi yarılmalarının büyüklüğü, kuantum noktanın Ģiddeti artıkça azalmaktadır. Ġtici 

karĢıt nokta potansiyelinin olmadığı durumda ise kuantum noktanın Ģiddeti azaldıkça, 

yani kuantum noktanın yarıçapı büyüdükçe, vadi yarılmaları zayıflamakta ve hatta 

negatif m değerlerinde tüm enerji düzeyleri dejenere olmaktadır. 

Molitor vd. (2009) tarafından deneysel olarak ortaya konulduğu üzere yüksek magnetik 

alanda enerji spekturumu grafenin göreceli LD’ine asimtatik olarak ulaĢmaktadır. Ġtici 

karĢıt nokta potansiyelin varlığında, nokta Ģiddeti azaldıkça tüm enerji değerleri sonlu 

değere ulaĢırken, m değerlerindeki dejenerelik artmaktadır. Bundan dolayı, grafen nokta 

yarıçapı sonsuza götürdüğümüzde bile karĢıt nokta potansiyelinin etkisi hala devam 

eder.  

ġekil 4.7 ve 4.8’de, GKN’nın ve GKKN’nın enerji seviyelerinin efektif nokta Ģiddetine 

      
 ⁄  bağlılığı grafikleri gösterilmektedir. 
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ġekil 4.7             kuantum sayıları için GKN’nın ve GKKN’nın enerji 

spekturumunun efektif nokta Ģiddetine       
 ⁄  bağlılığı  

Düz çizgiler, pseudospin indeks olarak tanımladığımız   ‘nun +1 değerini betimleyerek, grafenin K 

vadisine, kesikli çizgiler ise   ‘nun -1 değerini betimleyerek grafenin    vadisine karĢı gelmektedir. Ġnce 

çizgiler, GKN’nın enerji seviyerine karĢı gelirken, kalın çizgiler GKKN’nın enerji seviyerine karĢı 

gelmektedir. 
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ġekil 4.8     kuantum sayısının                alt enerji seviyeleri için 

GKN’nın ve GKKN’nın enerji spekturumunun efektif nokta Ģiddetine 

      
 ⁄   bağlılığı 

Kuantum sayıları     (gri),      (kırmızı),      (yeĢil),      (mavi)  renkleriyle 

gösterilmiĢtir. 

 

Ġtici karĢıt nokta potansiyelinin varlığında, nokta Ģiddeti artıkça belirli kuantum nokta 

yarıçaplarında vadi dejenerliği yeniden ortaya çıkar.  
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Bu durum ġekil 4.7 ve 4.8’de çizilen enerji seviyelerinin efektif nokta Ģiddetine, 

      
 ⁄ , bağımlılığını gösteren grafiklerde görülebilmektedir. 

KarĢıt nokta potansiyelinin olmadığı durumda,   azaldıkça vadi dejenerliliği yeniden 

ortaya çıkmaktadır. Ancak karĢıt nokta potansiyelinin olduğu durumda, merkezde 

bulunan kaybolmayan itici karĢıt noktadan dolayı vadi dejenerliliği sonlu bir değerde 

kalmaktadır. 
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

YaĢam için temel maddelerden biri olan karbonun, farklı bağlanma geometrileri 

gösterebilen ve buna bağlı olarak sıfır boyuttan üç boyuta kadar izomerleri olabilen tek 

element olması, karbonu birçok alanda rakipsiz bir element yaparken, aynı zamanda 

günümüzün ilgi duyulan araĢtırma konularından biri de yapmaktadır. Karbon 

atomlarının oluĢturduğu altıgen yapıların bir bal peteği Ģeklinde düzenlenmiĢ hali olan 

grafende bu araĢtırmaların baĢında gelmektedir. Bu çalıĢmanın ilk kısmında sıkı 

bağlanma yaklaĢımıyla incelenen grafenin, ilginç elektronik özeliklere sahip olduğu 

gözükmektedir. Ayrıca, grafenin yük taĢıyıcıları, ıĢık hızının üç yüzde biri olan vF 

hızıyla hareket eden kütlesiz Dirac fermiyonlarının, ıĢık hızından daha küçük hızlarda 

kuantum elektrodinamiğinin birçok değiĢik özeliğinin grafen içinde geçerli olduğunu 

göstermektedir. 

Grafen kuantum nokta ve karĢıt noktalarının elektronik özelliklerinin incelendiği tezin 

ikinci kısmında, grafen kuantum nokta ve karĢıt nokta için geliĢtiridiğimiz model ile 

enerji öz değerleri analitik olarak varyasyon yöntemi ile elde edilerek, enerjinin grafen 

noktanın yarıçapıyla, karĢıt noktanın delik yarıçapıyla ve manyetik alanla nasıl değiĢtiği 

nümerik olarak grafen kuantum nokta ve karĢıt noktanın enerji bant yapıları elde 

edilmiĢtir. Sabit magnetik alanda grafen kuantum nokta ve karĢıt noktanın enerji 

seviyelerinin hesabı, kuantum noktanın Ģiddetinin bir fonksiyonu olarak yapılmıĢtır. Bu 

hesap yapılırken, uzaysal hapsolma durumunda varyasyon yöntemi kullanılmıĢtır. Vadi 

yarılmaları, uzaysal hapsolma durumundan dolayı meydana gelmekte ve kuantum nokta 

yarıçapı azaldıkça artmaya devam etmektedir.  

Ayrıca küçük yarıçaplı grafen kuantum noktalarda bu vadi yarılmalarının daha belirgin 

ve magnetik alana bağlı olduğu gösterilmiĢtir. Elde edilen bu sonuçlar, Recher vd. 

(2009) tarafından teorik olarak bulunan dikey magnetik alan altında, sonsuz kütle sınır 

Ģartı ile meydana gelen dairesel GKN’nın enerji spektrumu ile niteliksel olarak 

kıyaslandığında benzer sonuçlar vermektedir. Ayrıca, bu çalıĢma, Ponomarenko vd. 

(2008) ve Molitor vd. (2009) tarafından yayınlanan deneysel bulgularla uyuĢan teorik 

sonuçlar öngörmektedir. Aynı zamanda, kuantum noktanın yapısının ve karĢıt nokta 
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potansiyelinin varlığı gibi etkenlerin, vadi yarılmalarınının büyüklüğünü arttırdığı 

bulunmuĢtur. 

 

Sonuç olarak, bu çalıĢmada, grafen kuantum karĢıt noktanın geometrik parametreleri ve 

dıĢ magnetik alanın Ģiddeti tarafından meydana getirilen vadi yarılmalarının nasıl 

kontrol edilebileceğini gösteren bir model öne sürülmüĢtür. Bu model de analitik olarak 

çözüm yapmak için kuantum karĢıt nokta potansiyeli, kuantum noktanın merkezinde 

sonsuz yükselikte bir bariyer        ⁄   olarak düĢünülerek modellenmiĢtir. Sonlu bir 

bariyere örnek olarak ,elektrostatik olarak meydana getirilen bir bariyer gibi düĢünülen 

Gaussian formu verilebilir. Bu form, Klein paradoksuna izin vermek için 

kullanılabileceği gibi, Dirac parçacıklarının karĢıt nokta bölgesine girmesine izin 

verdiği için, Klein paradoksunun meydana gelip gelmediğini, test etmek için de  teoretik 

model olarakta kullanılabilir. Ayrıca bu metod, Kandemir (2013), Kandemir ve 

Moğulkoç (2013) tarafından yayınlanan çalıĢmalardaki elektron-fonon etkileĢimi veya 

GKN’larındaki elektron-elektron etkileĢimi gibi çok parçacıklı etkileri incelemek için 

de genelleĢtilebilinir. 

 

 

Ayrıca, bu tezde araĢtırılan konu, sadece GKKN’ların üretiminde değil, aynı zamanda 

Gibertini vd. (2009) ve Gomes vd. (2012) tarafından yapılan çalıĢmalara konu olan 

yapay grafen yapılar gibi Dirac malzemelerinin tasarımında da kullanılabileceği 

düĢünülmektedir. 
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Ek 1 Grafen Kuantum Nokta ve KarĢıt Nokta Ġçin Dirac Hamiltonyeni Çözümleri  

Kandemir ve Mogulkoç (2010) tarafından , 
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(3) denklemini (16) denkleminde yerine yazılıp düzenlendiğinde, 
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elde edilir. (18) denklemindeki integraller, Laguarre polinomları için özellikleri 

kullanarak,    | |
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Ģeklinde değer alırlar. Böylece (3) denklemini (23) denkleminde yerine yazılarak 

düzenlenirse, 
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ifadesi elde edilir. (27) denklemindeki integraller, Laguarre polinomları için özellikleri 

kullanarak,     
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Tüm bu durumları   ’nin genel denklemi; 

 

     ̃   
 

  
 ̃                                                                                                          (36)  

 

Ģeklinde yazılabilir. Buradaki  ̃  ve  ̃  integralleri ise,  

 

  ̃  
  

   | |  
∫  r   r

| | 
 

 
 

 
|  

| | r  |
 
 

 ̃  
  

   | |  
∫  r   r

| | 
 

 
 

 
    

| | r                                                                        (37) 

 

denklemleriyle ifade edilir. Bu çalıĢmada kütle terimi        ⁄  sıfır olarak 

alınmıĢtır. Bu yüzden (6) denklemindeki   √  değerini (36) denkleminde yerine 

yazılarak,    için 

 

    ̃   
 

 
 ̃                                                                                                          (38) 

  

ifadesi elde edilir. (32) denklemini      ⁄  ile çarparak boyutsuzlaĢtırma yapıldığında, 

 

      =
   

  

 

  
 

  

*(
  

 
 

  
   

   
  )    

 

  

  

  
 

 

  
 

 

 

  

     
   + 

 

 

      =
   

 

 

  
 

  

*     (
  

 
 

  
     

   
)  

 

     

  

 

    

  
  

 

      
 

 

   
 

     
   +               (39) 

 

 denklemini elde edilir.       ̅̅ ̅,     
 r̅    ⁄ ; boyutsuz karĢıt nokta Ģiddeti, 

 ̅     ⁄ ; boyutsuz karĢıt nokta iç yarıçapı, a birim hücre uzunluğu olarak tanımlanır. 

  ̅ ⁄      
       

 ⁄  ,       ⁄     ̅
 

⁄   ifadeleri (39) denkleminde yerine 

yazılırsa, 

 



 

50 
 

    ̅  =
 

  
 

  

[(
  

 
    )  

̅̅ ̅  
  

 

 

   ̅
 

 

 ̅ 
  

 

  ̅
 

 

 ̅ 
   ]                                                  (40) 

 

elde edilir. (40) denkleminde   √  yazılarak, 

 

 ̅   ̅   [(√  
 

 
   )  ̅  √ 

 

   ̅̅̅
 

 

 ̅ 
 

 

  ̅ 

 

 ̅ 
   ]                                            (41) 

denklemi bulunur.   varyasyon parametresi olmak üzere sistemi karakterize eden  ̅  

, ̅ 
   ̅    ̅    bağıntısı ile belirtilir (Chen, Apalkov, Chakraborty 2007). Denklem 

(41),  ̅ ve  ̅ cinsinden 

 

 ̅   ̅ =
 

  
 

  

[( ̅    ̅
  

 )
  ⁄

(
  

 
    ) ( ̅    ̅

  
 )

   ⁄   

 

 

   ̅
    

   ̅    ̅       

  ̅   ]                                                                                 (42) 

 

yazılabilir. Denklem (42)’de    integrali için genel bir ifade, 

   
  

   | |  
∫  r   r| |  

 

 

|  
| | r  |

 
     | |     

   
  

   | |  
∫  r   r| |   

 
    

| | r  =2n-m 

     -
 

  
       | |     

 

  
                                                            (43) 

 

Ģekildeki gibi elde edilir. Denklem (43)’de,      | |        ⁄  yazarsak    

için 

 

         (  
 

  )                                                                                         (44) 

 

ifadesi bulunur. Böylelikle (42) ifadesi , 

 



 

51 
 

 ̅   ̅ =
 

  
 

  

{( ̅    ̅
  

 )
  ⁄

(
  

 
    ) ( ̅    ̅

  
 )

   ⁄   

 

 

   ̅
   

                ̅    ̅       

  ̅ [      (  
 

  )      ]}                                         (45) 

 

denklemine dönüĢür.  

Kütle terimi      olduğu durumda ise denklem (45), 

 

 ̅   ̅ =
 

 
{( ̅    ̅

  
 )

  ⁄

( √     ) ( ̅    ̅
  

 )
   ⁄

 √ 
 

   ̅
   

                ̅    ̅       

  ̅        }                                                                         (46) 

 

Ģeklinde yazılabilir. Uzaysal hapsolma potansiyelinin yokluğunda yani  ̅    ve 

 ̅    limitinde varyasyon parametresi olan  ̅ ,  ̅ =  √ ⁄   ̅ değerini alırken,  ̅  

, ̅ 
      ̅

 
⁄    ̅   değerini alır.  

 

Taban durumu (n=0) için      | |     ⁄   | |⁄     Ģeklinde tanımlanarak, 

  ̅    ve r̅    limitinde denklem (46), 

 

  ̅  
 

 
 

  | |   ⁄  

  | |   

 

  ̅
 

 

 

  ̅
 

 ̅ 
                                                                                  (47) 

 

ifadesine indirgenir.    ̅
 
     ̅

 
    ̅ ⁄⁄⁄  Ģeklinde tanımlanan   ̅ efektif uzunluk, 

 ̅    giderken    ̅
 
     ̅

 
⁄⁄  değerine eĢit olur. Magnetik alanın sıfır olduğu 

durumda    ̅
 
   ̅ ⁄⁄  olur ve böylece denklem (47), 

 

 ̅  
 

   
 ̅ 

  | |   ⁄  

  | |   

 ̅ 

  ̅
 

 

  ̅
                                                                             (48)  



 

52 
 

Ģeklinde yazılabilir. Burada  ̅  ,  ̅      ⁄  denklemiyle tanımlanır.  (2) denkleminde 
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Bu tezde kütle terimi      olarak alındığından, daha önceden de bahsedildiği gibi 

    =√  değerini alır. Böylelikle denklem (50)’deki denklemler, 

    
       √

  

     | |  
   

| |         ⁄

(

 
 
 

  
| |

    
 
 

      

√  
{
  
| |                       

 
   

  
    
| |                  )

 
 
 

 

 

 

  
  
      √

  

     | |  
   

| |         ⁄

(

 
 
 

 

  
| |

    

      

√  
{
 

  | |

  
  
| |           

    
| |               

 )

 
 
 

         (51) 

 

denklemlerine indirgenir. Bu denklemler        [       | |⁄   ]  ⁄    
| | olmak 

üzere düzenlendiğinde, 

 

  
             

        ⁄ (

  

 
 
  

, 

 

.  
  
            

        ⁄ (

 
  

   

 

,                                                                   (52) 

Ģeklinde yazılabilir. Denklem (52)’ de         
| |

     olmak üzere    ,    

     
      

√ 
{
  
| |                       

 
   

  
    
| |                  

 

 

    
      

√ 
{
 

  | |

  
  
| |              

    
| |                         

                                                                (53) 

değerlerini almaktadır.  
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