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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Hy YONTEMININ DUZLEM GEOMETRIDEK{ POLARIZASYON
PROBLEMLERINE UYGULANMASI

Menekse KARAHASANOGLU

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisit
Fizik Anabilim Dali

Danigman : Dog. Dr. Ayse KASKAS

Vektor transfer denkleminin fiziksel uygulamalar cesitli sagilma durumlan igin
H- fonksiyonlari, P, yaklasimi, Sobolev ydntemi ve Case yontemi kullamilarak
yapilmaktadir. Bu ¢6zlim teknikleri kullamlarak albedo, gegirgenlik katsayisi, difiizyon
katsayis1, ekstrapolasyon uzaklig, 15tk siddeti gibi fiziksel parametreler hesaplanabilir.
Ekstrapolasyon uzaklif1 Milne problemi kullamlarak bulunabilir.

Vektdr transfer denkleminin fiziksel uygulamalardan birisi olan Milne problemi H-
fonksiyonlars yardimiyla ve Case’ in singiiler- Szfonksiyon- ydntemiyle ¢ozilmiigtiir.
Bu galigmada, Milne problemi, ndtron transport denkleminin fiziksel uygulamalar igin
geligtirilen Hy yOntemi kullamlarek ¢6ziilmily ve « mn baz deferleri igin
ekstrapolasyon uzakligi bulunmugtur. Bulunan bu niimerik sonuglar literatiirdeki
sonugclarla uyum igerisindedir.

2004, 51 sayfa

ANAHTAR KELIMELER : Hy youtemi, Milne problemi, Rayleigh sagilmast, vektor
transfer denklemi



ABSTRACT

Master Thesis

THE APPLICATION OF Hy METHOD FOR POLARIZATION
PROBLEMS IN PLANE GEOMETRY

Menekse KARAHASANOGLU

Ankara University
Graduate School of Natural and A;Splied Sciences
Department of Physics

Supervisior : Assoc. Prof. Dr. Ayge KASKAS

In the physical applications of vector equation of transfer for various scattering
processes H- functions, P, approximation, Sobolev and Case methods ate used. Using
these different solution techniques physical parameters including albedo, extrapolation
distance, radiation intensity, transmission and diffusion coefficients can be calculated.
Extrapolation distance is found by Milne problem.

Milne problem, one of the physical application of polarized radiative transfer equation ,
is solved with H- functions and singular- eigenfunction- method. In this work, Milne
problem is solved with Hy method developed for the physical applications of neutron
transport equation and calculated extrapolation distance for some values of w. Our
numerical results are in good agreement with the numerical results of literature.

2004, 51 pages

Key Words : Hy method, Milne problem, Rayleigh scattering, vector equation of
transfer
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1. GIRiS

1960’ yillarda Chandrasekhar’m Katkilari ile baglayan radyatif transfer teori
konusundaki ¢aligmalar Mihalas (1978) ve Van de Hulst (1981) in katkilan ile biiyik
bir geligme kaydetmigtir. Radyatif transfer, giines ve gezegenlerin atmosferinde, deniz
bilimlerinde, ylizeylerin yansima Szelliklerinin incelenmesi gibi fiziksel problemlerde,
doku ve kan hiicrelerinden yansima ve sagilma gibi biofizik konularinda genis bir
uygulama alamna sahiptir.

Radyatif transfer denklemleri 11gm kutuplanmast gz onfine alinarak da incelenebilir.
Baglangigta kutuplanmamug bir 1§10, atmosfer igerisine girdifinde sagilma diizlemine dik
ve paralel olarak kismen kutuplanabilir. Bu durumda transfer denklemi, kutuplanma
derecesi, kutuplanma ditzlemi, giddet ve verilen herhangi bir dogrultuda ve ber bir
noktada 1gmmun eliptikligi durumlart belirtilecek gekilde tammlanabilir. Ancak bu
kadar cesitli faktSriin transfer denkleminde analitik olarak belirtilmesi miimkiin
degildir. Bu nedenle radyatif transfer problemleri baz1 8zel sartlar altinda incelenerek
gesitli sagilma durumlan igin albedo, gegirgenlik katsayisi, difizyon katsayisi,
ckstrapolasyon uzaklif, 15tk siddeti gibi fiziksel parametreler hesaplanabilir. Bu tiir
problemler astrofizikte, gezegenlerin atmosferinin veya bir yildizin dig tabakasimdaki 1s1
dagihiminin incelenmesinde, ortamin kutuplanma derecesinin Slgiiimesinde 6nemli rol

oynar.

Radyatif transferdeki kutuplanma olayimn etkisi hem astrofizik¢iler ve hem de nétron
fizikgilerinin ilgi alami olmugtur. Kutuplanmig 1gima igin transfer denklemleri
Chandrasekhar (1946) ve Sobolev (1949) tarafindan geligtirilmigtir. Rayleigh 1871
yiinda kutuplanmamis 118 sagilmas: ile ilgili ¢aligmalar yapmistir. Daha sonra
Chandrasekhar bu analizi, I (toplam 151mma siddeti), Q, U, ve V Stokes parametrelerini
kullanarak kutuplanmanm durumunu belirten vektorel bir ifade geligtirmis ve Rayleigh
sagtlmast i¢in radyatif transfer denklemini vekitrel bigimde olusturmugtur. Radyatif
transfer denklemiyle elde edilmesi amaglanan kutuplanmis 1gima giddeti Chandrasekhar
tarafindan H fonksiyonlar, Sobolev tarafindan ise lineer integral denklemleri



kullamilarak bulunmugtur. Siewert (1967) ise radyatif transfer denklemini yari-sonsuz
ortam igin kutuplanma durumunda, Case yontemini kullanarak ¢8zmilgtiir.

Domke (1975), bir yari-sonsuz diizlem paralel ortamda korunumlu Rayleigh sacilmasi
igin radyatif transfer denklemini vekttrel formda kullanmus ve skaler integral
denklemlerini bir birincil kaynak dagilinm igin Sobolev y8ntemiyle ¢8zmigtiir.

Pompraning (1970), izotropik faz fonksiyonu igin yari-uzay albedo problemini
asimptotik deneme fonksiyonuna bagli olarak incelemigtir.

Saad (1983), Rayleigh kutuplu faz fonksiyonu ve kutuplanma fizerinden ortalamasi
alman Rayleigh faz fonksiyonu igin diizlem paralel ortamda yansima ve gegirgenlik
katsayilarim hesaplamigtir.

Viik (1993), korunumiu diizlem-paralel atmosferde farkh yansima smurlanmn

kutuplanmug 151ma alanina etkisini incelemistir.

Wigner (1961) nétron kutuplanmasmn kuantum mekaniksel etkilerini goz 6niine alan
ndtron teorisini agiklamigtir, Bell ve Goad (1965), kutuplanmarnuy gekirdekle izl
ndtronlarin sagilmasmda ndtron kutuplanmasinmn etkisini P, yaklagimiyla ¢ozmiigtiir
(Schnatz ve Siewert 1970).

Kutuplanmig 1s181n sagilmasini igeren pek ¢ok ¢aligma Chandrasekhar’ in korunumlu
modeline dayanmasina ragmen giinimiizde homojen ve homojen olmayan atmosfer i¢in
dogru sogurum etkilerini igeren single- scattering albedo (w) dikkate almr. Siewert ve
Fraley (1967), Milne problemi ve diger yari- uzay problemlerini bulmak igin ortammn
i¢inde her yerde gegerli olan analitik ¢6zlimleri elde etmede, Case tarafindan gelistirilen
singiiler- 6zfonksiyon- ydntemini kullanmmglardir. Bu son yontem genel vektdr transfer
denkleminin tam-bolge tamlik ve diklik teoremlerinin bulunmasinda kullanilmistir.




Caliymamizda ikinci bélimde kutuplanma tammlanarak, kutuplanma gesitleri ve
kutuplanmarmug 1giktan kutuplanmig 151k elde etmek igin gelistirilen dort yontem
anlatilmgtir. Ugtineii bdlitmde, vektor transfer denkleminin tiiretilmesinde kullanilacak
olan Stokes parametreleri ve Stokes vektdrlinii anlamada kolayhik saglayacak Poincare
kiiresi tamtilmigtir, Dordiinctt boliimde, vektdr transfer denkleminin tiretilmesi
gosterilmigtir. Beginci boliimde, tiiretilen bu transfer denkleminin genel ¢8ziimi Case
yontemine benzer sekilde elde edilmistir. Altinci bdltimde, tam- bilge diklik kogullar
cikarilmigtir. Yedinci béliimde ise nétron transport teoride kullamlan Hy yonteminin
vektor transfer denklemine uygulanmasi anlatilarak bu yontemle Milne problemi
¢Oziilmigtir. Sonu¢ bslimiinde Hy yontemi ile Milne probleminin ¢dziimiinden elde
edilen niimerik sonuglar, Siewert ve Schnatz (1971) tarafindan H-fonksiyonlariyla
bulunan sonuglarla karsilagtinlmigtir.



2. KUTUPLANMA

Kutuplanma 1o bir 6zelligidir. Kutuplanma olay1 elektromanyetik dalgalann enine
dogasinin kesin kanitidir. Bu dalgalar, birbirlerine ve dalganin yayiima dogrultusuna dik
olan ve titregen elektrik ve manyetik alanlardan ibarettir. Bu nedenle elektromanyetik
dalgalar enine dalgalardir (gekil 2.1.)

Sekil 2.1. z-dogrultusunda yayilan elektromanyetik dalga

Rasgele bir 151k demeti, 151k kaynagindaki atom veya molekiiller tarafindan yayinlanan
cok sayida dalgalardan ibarettir. Her atom kendi elektrik alan ydneliminde dalga
meydana getirir. Bu ySnelim, atomik titresmelerin de dogrultusudur. Elektromanyetik
dalganin kutuplanma y&nil, elektrik alanmn titregim yaptig1 yon olarak tanumlanir. Fakat,
biitiin ydnlerde titresim milmkiin olduundan, bileske elektromanyetik dalga, her bir
atomik kaynagin iirettigi dalgalarin dst Uste gelmesidir. Sonug, sekil 2.2. de gbsterildigi
gibi kutuplanmams bir 151k dalgasidir. Sekildeki dalganin yayilma y8nil sayfaya diktir.
Oklar, bileske demeti meydana getiren her bir dalga i¢in elektrik alan vektorii yonlerini
gostermektedir. Herhangi bir noktada ve anda, sadece bir tane bileske elektrik alam

vardir.




Sekil 2.2. Yayilma y6niinde g6zlenen kutuplanmarsg bir 151k demeti

Isik 1gmnlarmin yayilma ySniine dik diizlemdeki, E elektrik alan vektorii i15in degisik
kutuplanma durumlarm igerir: (1) ¢izgisel kutuplanma, (2) dairesel kutuplanma,
(3) eliptik kutuplanma.

2.1. Kutnplanma Cegitleri

2.1.1. Cizgisel kutuplanma

Bir dalga, belirli bir noktada, her an ayn1 y8nde titresiyorsa, bu dalgaya gizgisel olarak
kutuplanmig veya diizlem kutuplu dalga denir. z ydniinde hareket eden bir 1gik
demetinin, bir an igin x ekseni ile 0 acisi yapan bir elektrik alan vektdrii oldugu
diistinilsiin (sekil 2.3). Eger Ex ve Ey bilegenlerinden bir tanesi her an sifirsa veya 0
ac1s1 zaman igerisinde sabit kaltyorsa 151k ¢izgisel olarak kutuplanmus olur.

Sekil 2.3. x ekseniyle 8 agis1 yapan ¢izgisel olarak kutuplanmig bir E alam



Bu kutuplanmanin matematiksel gsterimi igin z ydniinde iki dik bilesenden olugan bir
elektrik alan ile yayilan elektromanyetik dalgaya bakilabilir (Anonim 2003).

E, = E, cos (kz - wr) (2.1.1)
E, =E, cos(kz-wt+9) (21.12)
Buradaki sabitler

Eox,Boy : genlik

k : yayilma sabiti, k=2 p/ A

w : agisal frekans, w =kec = 2pc/A

8 : iki dalga arasindaki faz farky

seklinde tanimlanur. ki alan bileseni birbirleriyle aym fazda, veya m = 0, =1, =2, ...

olmak iizere & = mnx geklinde ise, kutuplanma gizgiseldir. 8 = 0 oldugunda E elektrik
alan vektdrii

E=(Ey,! +E,, j)cos(kz—wi) (21.113)

olur. m ¢ift say1 oldugunda, bilesenler arasinda 360° faz fark: vardir ve E vektoril pozitif
yonliidiir (sekil 2.4.). Eger m tek say1 olursa, bilesenler arasinda 180° faz farki olur ve E
vektorii negatif yonliidiir.




Sekil 2.4, Cizgisel kutuplanma

2.1.2. Dairesel kutuplanma

E vekttriiniin ucu zamanla bir daire gizerek donityorsa dalga dairesel kutuplanmigtir
denir. Bu durum, E, ve E, bilesenleri bilytikltikce esit, fakat aralarmda 90" lik faz farla
oldugunda meydana gelir. Yani, Eox = Egy = Ep ve bilegenler arasindaki faz fark,
m =0, +1, +2, ... olmak ﬁzere, 8 = + 2mn = 7/2 oldugunda dairesel kutuplanma olugur.
Bu duromda By bilegeni asagadaki gekilde yazilabilir:

E =xE, sin(kz-wr) (21.23)
Béylece, E alan vektorii

E = E,[cos(kz—~wi)i xsin(kz—wi) ]| (2122)

bigiminde yazilir. + veya - , %2 faz farkimn igaretidir. Genlik sabittir ancak vektor yOnit
zamanla degismektedir (sekil 2.5). Elektrik alan vektSriintin gézlemci dogrultusunda

hangi yénde déndifline baglt olarak, saga veya sola dairesel kutuplanmig geklinde
nitelendirilir.



Sekil 2.5. Dairesel kutuplanma

2.1.3. Eliptik kutuplanma

Cizgisel ve dairesel kutuplanma durumlar eliptik 1513m &zel bigimi oldugundan, eliptik
kutuplanma esas kutuplanma durumu olarak diigtiniildr. E, ve Ey bilesenleri bilyitklikce
esit degilse ve yine 90° lik faz farkina sahipse, o zaman E’ nin ucu bir elips gizer (gekil
2.6). Béyle bir dalgaya da eliptik kutuplu denir. Eliptik kutuplanma faz farki, &= =
(cizgisel) , 8=n/2 (dairesel) veya sifirdan farkl: iken olugur. Elektrik alan vektorliniin
genligi ve ydni zamanla degisir.

Sekil 2.6. Eliptik kutuplanma




Son olarak eger E, ve E, bilesenleri hemen hemen esit bityliklikte ise ve rasgele
degisen faz farkina sahiplerse, 151k demeti kutuplanmarmigtir.

2.2.Ki Isiktan Ki

Isik Elde Edilmesi

Cizgisel kutuplu bir demeti, kutuplanmanus bir demetten elde etmek miimkiindiir.
K 11ktan kutupl 1k elde etmek igin gelistirilen dort fiziksel

yontem vardir. Bunlar (1) segici sogurma, (2) yansima, (3) cift kinlma ve (4)
sagilmadir.

2.2.1. Segici sogurma ile kutuplanma

Kutuplanmis 151k elde etmede en yaygin teknik, bir diizlemde, elektrik alan vektorleri
belirli bir dogrultuya paralel olarak titresim yapan dalgalan gegiren ve elektrik alan
vektorleri diger yonlerde titresim yapan dalgalar soguran bir malzeme kullanmaktir.
Polaroid, yonlenmis molekiillerle segici sogurma yaparak 15121 kutuplayan bir maddedir.
Polaroiddeki molekiiller, elektrik alan vektdrleri molekiil uzunluguna paralel olan 15151
kolayca sogurur; bu uzunluklara dik olan elektrik alan vektorlii 1§11 gegirirler.
Molekiiler zincirlere dik dogrultuya gegirme ekseni denir. ideal bir kutuplayicida,
elektrik alani gegirgen eksene paralel olan 1g1gn tiimil geger, elektrik alami gegirgen

eksene dik olan 151 timii sogurulur.

Sekil 2.7., kutuplanmamig bir 155k demetinin, kutuplayiciya gelisini gdstermektedir.
Sekilde, gegirgen eksen diisey olarak yonlendiginden, tabakay: gegen 151k dilgey olarak
kutuplanmugtir. AnalizSr denilen ikinci kutuplayici tabaka demeti keser. Gegen demetin
elektrik alan vektoriine Eq denilir. Eq’ i analizor eksenine paralel bileseni Eq cos8 dur.

Gegen 1inn siddeti, genliginin Karesi ile degigtiginden, analizérii gegen demetin siddeti

1=1,, cos’@



seklinde degisir. Bagintidaki I, analizore gelen kutuplanmis demetin siddetidir. Bu
ifade gegirici eksenleri birbirleri ile 8 agisi yapan herhangi iki kutuplatic1 malzemeye
uygulanabilir. Gegen demetin siddeti gegirgen eksenler paralel, 6 = 0° veya 6 = 180°,
olduklarinda maksimum, gegirgen eksenler birbirlerine dik olduklarinda sifirdir yani

analizor tarafindan tamamen sogurulmustur.

Kutuplanmamig

151k
Kutuplayic
® T,‘ Analizor
P
/TN £ Ey
¥ ‘ 4 A

/ Kutuplanmig
Gegirgen 151k
eksen

Sekil 2.7. Kutuplanmamus 15131n kutuplayiciya gelisi

2.2.2. Yansima ile kutuplanma

Yansima yolu ile kutuplanma yaygin bir olaydir. Sudan, camdan ve kardan yanstyan
gines 11 kismen kutuplamr. Kutuplanmamis bir 15k demeti bir yiizeyden
yansidiginda, yansiyan 1sik, gelis agisima bagh olarak, ya tamamen kutuplamir, ya
kismen kutuplamir veya kutuplanmaz. Eger gelme agist 0° ise, yansiyan demet
kutuplanmaz. Diger gelis agilari i¢in yansimis 151k bir dlgiide kutuplanr, belirli bir gelis

agisinda, 6, ise 151k tamamen kutuplanir.




Gelen
demet

Yansiyan Yanstyan

Gelen
demet

Kinlan Kirilan
(a) demet (b) demet

Sekil 2.8. (a) Kutuplanmamis bir 151k yansitici bir yiizeye geldiginde, yansiyan ve
kirilan demetler
(b) Gelis ag1s1, 6,, kutupl agisina egit old da, y s demetin
tamamen kutuplanmasi

Sekil 2.8.a" da gosterildigi gibi kutuplanmamig bir 15tk demetinin bir yiizeye geldigi
diigtiniildiigiinde, her bir elektrik alan vektord iki bilegene aynlabilir: yiizeye paralel
bilesen (sayfa diizlemine dik, sekil 2.8." de nokta ile gosterilmigtir) ve hem birinci
bilesene ve hem de yayilma y&niine dik bilegen (kirmuizi oklarla gésterilmistir). Paralel
bilesenin dik bilesenden daha kuvvetli yansidigi bulunmustur. Boylece, kismen
kutuplanmis yansmms bir demet elde edilebilmektedir. Ayrica kirilan demet de kismen

kutuplanmugtir. Sekil 2.8.b" de gosterildigi gibi yansiyan ve kirtlan demet arasindaki ag1

90° oldugunda, yansiyan demet Kkutupl ktadir. Bu kutupl

meydana geldii gelis agisina kutuplanma agist (By) denir.

2.2.3. Cift kirlma ile kutuplanma

Katilar i¢ yapilarna gore simflandinlabilir. Atomlari belirli bir diizen iginde bulunan
Katilara kristal, atomlarin rasgele dagilim gosterdigi katilara amorf denir. Isik, cam gibi
amorf bir maddeden gecerken biitiin yénlerde aym hizda hareket eder. Yani, camin tek

bir kirilma indisi vardir. Fakat kalsit ve quartz gibi bazi kristalik maddelerde 151k hizs



biitiin yonlerde aym: degildir. Bu tiir maddeler iki tane kirilma indisi ile karakterize
edilir. Bundan dolayi ¢ogu zaman ¢ift-kirici madde olarak bilinirler.

Kutuplanmamus 151k kalsit kristaline girdiginde, sekil 2.9." da goriildiigii gibi, iki kirilma
agisi olan, farkl izlarda hareket eden iki diizlemsel kutuplanmus 15mna aynilir. iki 1sin,
noktalar ve oklarla gosterildigi gibi birbirlerine dik yonlerde kutuplamrlar. Bir tanesi,
olagan (O) 151 adini alir ve biitiin yénlerde ayni no kinlma indisi ile karakterize edilir.
Bunun anlami, eger noktasal bir 151k kaynag kristalin igerisine yerlestirilebilseydi, sekil
2.10.” da oldugu gibi, olagan dalgalar kaynaktan kiire bigiminde yayilmalaridir. fkinci
diizlem kutuplu 151na, olagandisi (E) 1sin denir ve bunlar farkli yonlerde farkli hizlarla
hareket ederler. Yaylma dogrultusuna goére degisen, ng kinlma indisi ile
nitelendirilirler. Sekil 2.10." daki noktasal 15tk kaynag, eliptik kesitli dalga cephesine
sahip olagan digi dalgalar yayar. Bu sekildeki no = ng olan ve optik eksen olarak
adlandinlan yonde, olagan ve olagan dist 1ginlar ayn: hiza sahiptir. Iki i hiz farks,
optik eksene dik dogrultuda maksimumdur.

Kutuplanmig

11k = E ism
/] AAA
Yy

L — O 151

Sekil 2.9. Kalsit kristaline giren kutuplanmamis 15131n olagan (O) 1511 ve olagandist
(E) 1511 olmak iizere ikiye ayrilmas:




Sekil 2.10. Igerisinde bir S kaynagi olan gift kirilma yapan bir kristal

Eger kalsit kristali yazil bir kagit iizerine konulup sonra kristale bakilirsa yazinin iki
goriintiisii oldugu goriilir. Bu iki goriintiiniin bir tanesi olagan isindan, digeri de
olagandist 1§ tarafindan olusturulan gériintiidir. Eger dénen bir kutuplayict cam
tabakadan iki goriintiiye bakilirsa, goriintiiler sirayla bir griindr, bir yok olurlar. Ciinkii
olagan ve olagandist 1ginlar diizlem kutupludur.

2.2.4. Sagiima ile kutuplanma

Igik, herhangi bir maddeye geldiginde, ortamdaki elektronlar 151310 bir kismini sogurup
sonra tekrar yayarlar. Isifin, havayl olusturan gaz molekiillerindeki elektronlar
tarafindan bu gckilde sogurulmasi ve yeniden yayimlanmasi, yeryiiziindeki bir

gozlemeiye ulagan giines 151gimin kismen kutuplanmasina sebep olur. Bu olaya sagilma

denir, Sekil 2.11., glines 151gmin gildiginda nasil kutupland gostermektedir.

Yatay dogrultuda (yeryiiziine paralel) hareket eden kutuplanmamus bir giines 15181
demeti, havay1 olusturan bir gaz molekiiliine garpar ve molekiil elektronlarinda titresim
olugturur. Gelen dalgamn elektrik alan vektoriiniin yatay bileseni, yiklerin yatay olarak
titresimine ve vektoriin disey bileseni titresimin diisey dogrultuda olmasina yol acar.
Eger, sekil 2.11." deki gozlemci tam tepeye yani 1§13 baglangigtaki ilerleme
dogrultusuna dik yonde bakiyorsa yiiklerin diisey titresimleri gdzlemciye dogru hig 151
gondermez. O halde, gozlemei kirmizi oklarla belirtildigi gibi yatay dogrultuda



tamamen kutuplanmis 151k goriir. Gozlemei diger yonlere bakarsa, 151k yatay dogrultuda
kismen kutuplanir.

Kutuplanmamig
151k

Hava
molekiilii

Sekil 2.11. Kutuplanmamis giines 151gin hava molekiilleri tarafindan sagilmasi

Isik sagilmasi ile ilgili olaylara atmosferde de bakilabilir. Cesitli A dalgaboylarindaki
151k, d ¢apl bir molekiile geldiginde (d << ), sagilan 151310 bagil siddeti 1/A* ile
degisir. Dolayisiyla daha kisa dalgaboylu olanlar (mavi 15ik), daha uzun dalgaboylu
olanlardan (kirmizi 151k) daha etkili olarak sagilirlar. Bu nedenle, giines 15131, havadaki
gaz molekillleri tarafindan sagildiginda, kisa- dalgaboylu 1g1mm (mavi), uzun-
dalgaboylu 1simdan daha siddetli olarak sagilir. Gokyiiziine, Giinese dogru olmayan

bir yonde bakildiginda, etkin bir sekilde mavi olan, sagilmis 151k goriiniir; dolayisiyla




mavi bir gokylizii goriiniir. Giines batarken batiya, Giines dogarken doguya bakilirsa
Giinese dogru bir yonde bakilmig olunur ve havada biiyiik bir mesafe kat ederek gegen
1sik goriilmits olunur. Mavi 1sim biiyik bir kismu gdzlemci ile Giines arasindaki
havada sagilmaktadir. Havay: gegip gdzlemciye ulasan 1s1in mavi bileseninin gogu
sagilmakta ve spektrumun kirmizi ucuna dogru kaymaktadir. Sonug olarak Giines
batarken kirmizi ve turuncu renkler gdriintr.



3. STOKES PARAMETRELERI ve POINCARE KURESI

Stokes vektoril bir kutuplayici eklenmesiyle 151gin nasil etkilendigini gosteren sayisal
bir yontemdir (Shurcliff ve Ballard 1964). Bu vektor k 1 kismen kutupl

ve k 1 15182 uygul ve dort olusan bir sayr matrisi
seklindedir. Ornegin, birim- siddetli kutuplanmamus isik (1,0,0,0) matrisiyle; 45°
cizgisel kutuplanmis igik (1,0,1,0) matrisiyle; saga dairesel kutuplanmug 11k (1,0,0,1)
matrisiyle gosterilir. Ayrica, dikey cizgisel kutuplanma (1,-1,0,0), -43° cizgisel
kutuplanma (1,0,-1,0) ve sola dairesel kutuplanma ise (1,0,0,-1) matrisiyle verilir.
Verilen bu matrislerden anlagilacagi gibi matrisin ilk eleman: siddeti, ikinci ve tigiincti
eleman: iki eksende gizgisel kutuplu 15180 45° den —45° ye donmesini ve dérdiincii
eleman ise dairesel kutuplanmis 1131 temsil eder (Ariste ve Semel 1999). Biitiin bu
olasi kutuplanma durumlarini géstermek amaciyla Fransiz matematkgisi ve fizikgisi

Henri Poincare tarafindan Poincare kiiresi gelistirilmistir (Anonim 2003). Poincare

gormek daha kolaylagir. Kiire iizerindeki her nokta, sekil 3.1.°de gériildugii gibi,

kiiresi kullamilarak, verilen bir diizlem dal k nasil

degisik kutuplanma durumlarim gsterir. Ekvator iizerindeki herhangi bir nokta cizgisel
kutuplanmay1 gdsterir. Kiirenin ekvatorunun etrafinda dolamldiginda, cizgisel
kutuplanma yatay gizgisel kutuplanmadan dik ¢izgisel kutuplanmaya ve tekrar yatay
¢izgisel kutuplanmaya déner. Biitiin kutuplar dairesel kutuplanmayi, kutuplar ve

ekvator arasindaki biitiin diger noktalar ise eliptik kutuplanmay temsil eder.

o Kiire merkezi kutuplanmamig
151k

o Kiire yiizeyi kutuplanmig 151k

e Kiire ekvatoru gizgisel
kutuplanma

e Kuzey yan-kiire saga eliptik
kutuplanma

e Kuzey kutbu saga dairesel
kutuplanma

e Giiney kutbu sola dairesel
kutuplanma

Sekil 3.1. Poincare kiiresi




Kiire tizerindeki her nokta, kiirenin tig boyutsal ekseni, Q, U, V, ile tammlanan tek bir
koordinat setine sahiptir. Bu koordinatlar, Stokes vektrilnii olusturan normalize Stokes
parametreleri olarak adlandirihrlar (Poincare kiiresi birim yarigaphdr). Stokes vektoril

bir siitun matristir.

T
Q
U
\4

Burada I, Stokes vektdriidiir. Diger parametreler ise

1 : Toplam 151k siddeti

Q : Cizgisel olarak kutuplanms 151510 yatay ve diisey bilesenleri arasindaki siddet
fark:

u : Cizgisel olarak kutuplanmig 1513 +45° ve -45° 'de yonelen bilesenleri

arasindaki siddet farki

v : Saga ve sola dairesel olarak kutuplanmig bilesenler arasindaki siddet farky

olarak tanimlamir.

Bu Stokes p leri eliptik kutupl 151k igin x, ve B agilari cinsinden yazilabilir.

%, sagilma diizlemine paralel bir yon civarinda kutuplanmus elipsin major ekseninin
donmesi (sekil 3.2) ve B eliptiklik veya major-minor eksenlerinin orani ile

iligkilendirilir. Bu durumda

Q =Icos 2P cos 2y,
U =1 cos 2f sin 2y (3.1.)
V =Isin 28
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seklinde verilir.

Kutuplanma
diizlemi

Sekil 3.2. y agist elekirik alan genliginin periyodik olarak degisimi olan gizgi boyunca
ybnelimini temsil eder

Eger denklem 3.1." deki parametrelerin karesi alinip toplanirsa

P=Q+ U2+ V? (3:2)
oldugu agikca goriilebilir. Sonug olarak, Stokes parametrelerinin sadece ii¢ tanesi
birbirinden bagimsizdir. Kismen kutuplanmas 151k icin ise tiim dort parametreye ihtiyag
vardir.

=0 v (3.3)

Kutuplanma derecesi ise

(_Q3+U1+V7
1

seklinde verilir.




Kutuplanmarms 151k igin

Q=U=V=0

alimur.

Cizgisel ve dairesel kutuplanma igin de Stokes parametrelerinin tanimlarina bakilabilir.

Cizgisel kutupl da tanp olarak 1 eliptiklik sifir veya p = 0 , = /2 dir ve
Stokes parametreleri

Q =1 cos 2y

U =1 sin 2x (34)
vV =0

olur. Dairesel kutuplanmada ise eliptiklik birdir ve bdylece p = /4 olur. Bu durumda

Stokes parametreleri

c o
I
=]

=0 (35)

olarak ifade edilir.

Stokes parametreleri, genlikler ve siddetin paralel ve dik bilesenleri cinsinden yazilmak

istenirse asagidaki sekilde tammlamirlar

I=EL+El =I+I,

Q=EL-EL=1I-1, (3.6)
U=2E_E,cosd

V=2E,E,sind
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4. KUTUPLANMIS ISIK iCIN VEKTOR TRANSFER DENKLEMI

Bu boliimde keyfi bir V hacmi igerisinde, 1gimm alamyla maddenin etkilesmesine
bakilarak, bu alan igerisindeki foton sayisimn zamanla degisim oramm veren analitik
ifade elde edilecektir. Herhangi bir t aninda, faz uzayinda fotonun yerini belirtmek i¢in
¢ momentum degiskeni (v, Q) ve i¢ tane de konum degiskeni (r) olmak iizere alti
degisken gerekir. v, frekans ve Q, fotonun hareket dogrultusudur, Dagilim fonksiyonu f,

bu degisken terimleriyle tanimlanir:

f=f(r,v,Q,t)

t amnda, r noktasi civannda bir dr hacim el da, dv frekans araliginda v

frekansinda, Q yoneliminde dQ kat: agisi igerisine giren foton sayisi

dn=f(r,v, Q,t)drdvdQ

seklinde verilir.

r vektorii x, y, z kartezyen koordinatlanyla, Q vektorii 6 polar agisi ve ¢ azimuthal

agisiyla gosterilsin:

dr=dx dydz

dQ = sinf d6 do = du dg

= cos olarak segilir.

Béylece, bir t aninda boyutlari AxAy Az Av AuAg olan alti boyutlu kiipteki fotonlarin

sayist

foton sayis1 = f(r, v, Q, t) AxAyAzAvAuAp
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1 o

olur. Burada f* in argii 1 ortalama argi Yani v demek; Av araliginda v’

niin ortalama bir degeri demektir.

Bu alti boyutlu kiipteki foton sayisimn zamanla degigim orani

a a

;[f(r,v,ﬂ,t)AV] = AV v 20 (41)

dir. AV=AxAy AzAvAuAg, kiip hacmi olarak gdsterilmistir. AV uzayda sabit bir
hacim elemam oldugu igin denklemde tirev digmna almabilir. Verilen bu zamanla

degigim oran1 AV hacmi igerisine giren ve bu hacimden ¢ikan foton sayisuun degisim

oranina esittir. Bu hacim iginde fotonlar, hacimden garpisma dan ve

arpisma yaparak gikan fotonlar degisime negatif katki verirler. Bu hacim igerisinde
tiretilen fotonlar ve hacimde ¢arpigmalar sonucu agifa gikan fotonlar ise bu degisime

pozitif bir katki saglarlar. Degisimdeki tiim bu katkilar ayri ayr1 incelenecektir.

Kiipiin x- eksenine dik yiizeyi boyunca garpigma yapmadan bu kiiptin iki ylizeyinden

gikan foton sayisimin degisim orani
[ (v, @, 0|5+ 2% AyAza vapp (42)

seklindedir. ¥, foton hizimn x bileseni (% = cQ,) ve AyAzAvAuAp de yizey
alamdir. Ax— dx e yaklagdigindan, denklem 4.2 yeniden yazilabilir:

AV %[& fe,v,2,0) (43)
Diger bes yonde (y, z, v, u, @ ) kiipiin yiizeylerinden gikan foton igin benzer sonuglar

yazilabilir. Kiipten gikan net foton sayisimin degisim orant
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@ s 8 -: @ @ 8 . (7 3
[g(xma—y(ymg(zf)+a—v(vf)+a(yf)+£<m]w (44)

olarak yazilabilir.

Alt boyutlu kiipteki sogurum oram, kiipteki fotonlarn sayisi, ( £ AV ), ve birim
zamanda foton bagina diisen sogurum olasithginin ¢arpmmdir. Sogurum, ‘makroskopik
sogurum katsayis1’ veya sogurum katsayisi o, = 0, (¥, v, t) ile tammlamr. Bu katsayi,
bir fotonun ds yolu boyunca sogurulma olasiigm verir. Boylece kiipteki sogurum

olasihig
co,(rv,t)f(r,v,Q,t) AV (45)
olarak verilir. c, fotonun hizidir.

Bir foton maddeyle etkilestiginde sacilabilir. Sagilma katsayist o5 = o (r, v, t ),
sogurum katsayisina benzer gekilde tammlamr. Sagilma olayinda, sofurumda oldugu
gibi, foton kaybolmaz. Fakat genellikle farkl: bir hareket y6nii ve frekansta ortaya gikar.
v frekansiyla o dogrultusunda gelen bir foton ¢arpigma yaptiktan sonra v frekansinda
Q dogrultusunda sagiliyor olsun. Bu durumda sagilma katsayis: o (r, v v, Q. Q)
seklinde tamimlamr, Burada kullamilan nokta garpim (Q'u Q) sadece sagilma agisinin
kosiniistidiir ve bu tek argiiman kullamlarak sagilma olasiliginin yalmzea sagilma
agisina bagh oldugu kabul edilmig olunur. Bu sagilma katsayisi kullanilarak  V hacim
elemanindan garpigma yaparak disari ¢ikan fotonlarin ve bu hacim elemani igerisinde

garpigmalar sonucu agiga gikan fotonlarn sayisinin degisim oram bulunabilir,

Q yoniinde v gelip, car sonra v f Q' dogrultusunda

¢ikan foton sayisinin zamanla degiim orani,

cAVf dv'f dQ'c (r,v > v, Qe Q' 1) f(r,v,Q,1) (4.6)
0 ir
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v frek da Q' dogrultusunda gelip, gary dan sonra v frek da Q yoniinde
kiipiin igerisine giren foton oran1,
CAV [T dV' [, dQ'o,(r, v — v, Q' * Q,8)f(r, v, Q1) (47)

ile verilir. Son olarak fotonlarn yaymimi yani fotonlanin madde icerisinde tiretilmesi
g6z oniine alimr. Madde igerisinde iiretimi saglayan kaynak, dQ kati agisinda Q
yoniinde, dv frekans araligs iginde v frekansinda ve birim zamanda bagina yayilan foton
sayis1 olan q = g(r, v, t) fonksiyonuyla gésterilir. Boylece kiipteki foton firetiminin

degisim oram

q(r, v, t) AV (4.8)

seklinde verilir. Transfer denklemi bu bes terimin toplamuyla, kazang ve kayiplar goz

oniine alinarak, elde edilir.

Foton sayisimn zamanla = - AV hacminde garpigma yapmadan ¢ikan foton sayisiun

degisim orant degisim oram

+ AV hacminde iiretilen foton sayisiun degisim oram
- AV hacminde sogurulan foton sayisinin degisim orani

+ AV hacmi igerisinde carpigmalar sonucu agiga ¢ikan

fotonlarin sayisinin degisim orant

- AV hacminden garpisma yaparak disari gikan fotonlart

sayisinin degisim orant

Analitik olarak bu tanim biitiin terimlerden AV =AxAy Az AvAuAg yi yok ederek;
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af (r,v,8,1) £ a(x f(r,v,Q,1) + a(y f(r,v,Q,1) i A2 f(r,v,,1))
at ax ay az

o v f(r,v,Q,t) - (4 f(r,v,Q,1) s (¢ f(r,v,,1)
v du ap

=q(r,v,t)—co, (r,v,0) f(r,v,Q,1)
+cfsdv' [, dQo (r,v' = v, Q' «Q,1) f(r,v, Q1)

—cfsdv' [, dQo (r,v =V, Qe Q1) f(r,v,Q,1)

elde edilir. iki garpigma arasinda bir foton diiz bir yol boyunca hareket ettiginden
/= ¢ = 0 almir. Ayrica fotonlarin akarken frekansi degismedigi i¢in v = 0 alir,
Son olarak, fotonlar Q yoniinde, ¢ hiziyla aktiklarindan * = cQ_, y = ¢Q .2 = cQ,

dir. Boylece denklem 4.6
Wﬂ:ﬂ'Vﬂnv,Q,I) =q(r,v,t)—co,(r,v,1) f(r,v,Q,1)

+cfyav'f,, dﬂ'[o':(r,v' =, Q' Q1) f(r,v, Q1) 4.7)

-0,(e,v =V, Qe Q1) f (r,v, 1)

sekline indirgenir. Eger 1gimim siddeti I = chvf olarak tamimlanirsa denklemimiz

24




1al(r,v, 1)

+QeVI(r,v,Q,t
£ at ( )

=8(r,v,t) -0, (r,v,0)I(r,v,Q,1)

(48)
+f2av'],, dﬂ'[%o‘:(r,v' —>v, Qe Q 1)[(r,V, Q1)
—0,(r,v =V, Qe Q0 (r,v, 2,0)|
olur. Burada S(r, v,t) = hv q (r, v, t) dir. Ayrica,
Fdv'[, ao,(ry—v,QQ n0I(r,v, Q1) =0,(r,v,0)[(r,v,Q1) (4.9)

yazilabilir. Toplam etkilesme katsayist  o(r, v, 1) = 0,(r, v, 1) + 0,(5, v, 1)

oldugundan transfer denklemi

1(r,v, 2,0

7 + Qo VI(r, v, Q1) = S(r,v, 1) - o(r, v, DI(T, v, Q1)
c

(4.10)

+ 5 dv' [, dQ' L,a'x(r, V= v, Qe Q0I(r, v, Q1)
v

olarak elde edilir. Bulunan radyatif transfer denklemi (denklem 4.10.) heniiz 151mm
alaninda kutuplanma durumlarm igermemektedir. Isik 1sinnin kutuplanma durumunu
gbstermek igin dort parametreye gerek duyulur. Bunlar Stokes parametreleridir. Artik
transfer denklemi kutuplanmus 151k igin Stokes parametrelerine bagh olarak vektdrel
bigimde yazilir. Ancak, vektdr transfer denklemini bu haliyle ¢ozmek zor oldugundan,

zamandan bagimsiz ve kaynak teriminin olmadig: durumda denkleme bakilabilir. Yani,

lal(r,v,ﬂ,t) 25

: ot ve qr,v, 2,1 =0
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almir,
Bu durumda vektor transfer denklemi

Qe VI(r,v, Q) +o(r,V)I(r,v,Q) =
(411)
[zav],. d Lo (r,/ K@,V - v,Q s Q)I(r,V, Q)
v

seklinde verilir. Burada o (r,v' > v, Q' eQ) =0 (r,V)K(r,v' > v,Q' e Q) seklinde
yazilmistir. K(r,v' —v,Q'eQ), sacilma faz matrisidir. Artik I vektori, L, I, , U, V
bilesenleriyle olusturulmus siitun matrisidir. Son olarak kutuplanma etkilerini igeren bu
transfer denkleminde sagilma etkilerine bakmak gerekir. Bunun iin Rayleigh sagilmasi,
Mie sagilmasi, Henyey-Greenstein faz fonksiyonu ya da izotropik sagilma
durumlarindan herhangi birisi alinarak transfer denklemi olusturulur. Henyey-
Greenstein sagilma faz fonksiyonu genellikle dokulardan isigin sagilmasimin agisal
dagilim ve sagilma agismin ortalama kosiniisi, g, ile tammlamir. Rayleigh sagilmasi,
gelen 1simmumin dalgaboyuna gdre gok kiigiik paraciklardan (d<<M) sagilma olarak
tammlamr. Bu sagilma tiiri, yagmur damlalart ve bulutta mikrodalga 151mm,
aerosollerde kizilgtesi 1smmm, hava molekiillerinde morétesi ve gériiniir- bélge 15mim
sagllma durumlarina uygulanabilir. Genellikle gériiniir dalgaboylarinda  biiyiik
paraciklardan sagilma ise Mie sagilmasi olarak nitelendirilir. Rayleigh sagilmasi
frekansin  degigmedigi durumdur. Rayleigh sagilmasi durumunda denklem 4.11
asagidaki gibi yazilabilir.

Q- VI(r, Q)+ o()(r,v, Q) = [ dVK(r, Q'+ )I(r, Q) (412)

i

Diizlem geometride Rayleigh sagilmasi durumunda vektdr transfer denklemi
olusturulmak istenirse, diizlem geometrideki simetriden dolayr, U = V = 0 aluur,
Béylece I ve Q bilesenlerine bagli iki denklem bulunur ve I=1, +LveQ=1 -1,
oldufu goz niine alinarak vektdr transfer denklemi I, ve I; bilesenlerine bagli olarak
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yazilabilir. Ayrica p = cosf ve 8, Q yéniiyle z ekseninin yaptign ag1 (sekil 4.1) oldugu

diigiiniilerek vektor transfer denklemimiz

Q ybniine
dik diizlem

Sekil 4.1. Ozgiil 151um siddetinin tanimi

nEEB oo ;z)‘-j K (a1, 1)1z, i) (4.13)

seklini alir. Burada I, I, ve I, bilesenlerinden olusan siitun matristir. Son olarak

a
B Sl
oz ()Br

degisken degistirmesi yapilarak

nBEE (e, -2 j K 117, 1) (414)

elde edilir. T, optiksel degiskendir.
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5. VEKTOR TRANSFER DENKLEMININ COZUMLERI

Diizlem geometride dan bag ‘ degismedigi durum igin vektor
transfer denklemi
al(z, 1% j R
LB 4 1w =5 [K(u )1t (51)
4

olarak yazilabilir (denklem 4.14). Daha 6nce belirtildigi gibi I(t,u), I(t,n) ve I(T,1)
bilesenlerinden olugan bir siitun matris, T, optiksel degigken, p ise yayilan 1simmin
dogrultu kosiniisiidiir. K(p,p’), sagilma faz matrisidir. Sagilma faz matrisinin single
scattering albedo w, ve Q(i) matrisi ile bu matrisinin transpozu olan Q”(u) matrisinin

garpimlarindan olugur.
K(p) = 0 Qu)Q(w)

Single scattering albedo olarak tanimlanan w, sagilma olasihgidir ve @ = 2 seklinde
o,

verilir. Sagilmanin korunumlu oldugu durumunda o = 1, tamamen sogurulma

durumunda w = 0 dir. Q(u) matrisi

e 2t [HHEA-0 @1 A-

Q(u) = —Zm

1

—(c+2 0
e+

ile verilir. Boylece vektor transfer denklemi

w2 LED |y - Lo Quof QT 1 ) dp (52)
ar 2 %

olarak elde edilir. Denklem 5.2.” in sa tarafinda yer alan w ve ¢ parametrelerinin ozel
durumlarina bakilabilir (Siewert ve Burniston 1970, Bond ve Siewert 1970).
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¢ =1, o = 1 igin denklem 5.2. Chandrasekhar’ 1n korunumlu Rayleigh sagilmast
modelini saglar. ¢€ [0,1] ve w = 1, Rayleigh ve izotropik sagilma yasalarmin bir
birlesimi i¢in Chandrasekhar’ 1n korunumlu modelini verir. ¢ = 1 ve @€ [0,1] segimiyle,
genel Rayleigh sagilmast modeli, c€ [0,1] ve o€ [0,1] degerlerinin kabulilyle Rayleigh
ve izotropik sagilmanin genel bir birlesimi elde edilir.

Denklem 5.2.” in goziimlerini bulmak igin

r

Lz 0)=@0 p)e” (:5:3)
seklinde ¢oziim 6nerilir. Onerilen bu ¢éziim denklem 5.2.” de yerine konulursa

(1 - 1) @1, ) =3 01 Q)Y M(r) (54)

bulunur. Burada M(n) normalizasyon vektdrii
“

M) = [ Q" (1) ©(7, 4) dp (53)
-1

olarak verilir. ®(n, p) 6zfonksiyon, 1) ise bu 6zfonksiyonlara kars: gelen &zdeger olarak
adlandinlir. u, daima -1s p s +1 arahfinda deger alr. Denklem 5.4., n’ nin tamm

aralifina gore yeniden yazilabilir.

1 & [-1,1] oldugu durumda denklem 5.4."iin gziimil

®en,, )= 3 o, Q) M(zmy) (56)

b
(5 ¥ #)
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olur. Bu ¢oziimler kesikli ¢dziimler olarak adlandirilir.

Burada m, kesikli

Szfonksiyonlara karsi gelen zdegerlerdir. Denklem 5.5. kesikli durum igin yazilip,

®(np, W) yerine konulursa

A(1,) M(73,) = 0

bulunur. A(no), dagilim bagmtis1 olmak iizere

AT+ 7o ¥ &

(5.7)

(58)

seklinde verilir. I, birim matrisi ve () karakteristik matrisi gosterir.

() = 20Q" (1)Q(W)

(59)

(), simetrik matris oldugu igin A(ng) da simetriktir. Ayrica A(ng) = A(-ng) olduguna
dikkat edilmelidir. A(no), dagilim fonksiyonunun agik sekli denklem 5.8." de I birim

matrisi ve ‘F(u) matrisi yerine konularak bulunur.

LTI e ST N |
Aty {5 et-nd)P + (57 o™

+c2n£(1—rzu’)~3cnﬁ}

wc 5
Ay (m)=1- m{(l 7,0) gy tanh™ '—770 * (" —5)]

90.)(2c)Z
4c+2)

C*"(l_ﬂo )]}

A ()= Ay (1) =—

+1]‘,2[2;
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o




Ayrica, det A(ng) = 0 olmasindan dolay1
1k 3 2
AR =geM A () -0+ S ell-0)n Jao(m)
Ao () =1 +3(1-1)Ag ()= ()3’ (1-w) =12 (5.11)
i + du
Amy=trhon -4
L qH-T,
bagintilan elde edilir. Denklem 5.5. ve Denklem 5.7. kullanilarak

Aa(m0) 20,(11,)

@
323 1 (5.12)
»A,z(n.,)} o+ m)+om)]

M(ﬂn){

bulunur. Burada wz (1))
4 2
D)= =g =Wy,

olarak tammlamr. Boylece denklem 5.6 da elde edilen kesikli zfonksiyonlar,
D(2Mg,), M(10) ve Q( ) lerin yerine konulmastyla, denklem 5.6

3L [+ 2~ 4+ 0y 2 - )
2%+2 " 7 (€ + 20,

®(z770, 1) = (513)

seklinde bulunur.

Eger ) € (-1,1) ise, yani 7, -1 ve +1 arasinda bulunan reel eksen tizerinde deger alirsa,

denklem 5.4. iin ¢dziimleri
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0('7;#)=%(U[’7;f—#+/1(?7)5('7-#)]Q(H)M(U) (5.14)

seklinde yazilir. P sembolfl, n ve ya u iizerinden ¢ikan biitiin integrallerin Cauchy
Prensip degeriyle hesaplanmas gerektigini gostermek igin kullanilir ve & (x), Dirac 8
fonksiyonudur. p = 7 degerini alabilme olasilifindan dolay1, denklem 5.14." iin sag
tarafina A(n) 8(n-x) Q(u) M(n) terimi eklenmistir.

Eger denklem 5.14., Q'(w) ile carpilip, pE(-1 .+1) arabfinda p izerinden integral
alirsa, M(n) igin homojen bir denklem elde edilir.

[xan - 2oy¥en M =0 (5.15)
det[3(n)- A¥ ()] =0 (516)

bagintisindan, A;(n) ve A(n) ¢dziimlerini veren A(n)’ nn quadratik denklemi bulunur.
Burada A(n)

+1
O (s17)
|

olarak tanimlanir. Béylece, siireklilik, n € (-1,1), igin iki kath dejenerelik oldugundan

denklem 5.4. lineer iki bagimsiz ¢8ziim igerir.

‘Pa(m#):%w[v +2,(m307-19]QUOM, (1) (5.18)

i
n-4
Bu ¢oziimler strekli ¢ozim olarak adlandinlr. Tamlik ve diklik bagintilarinin

cikarilmasi igin denklem 5.18. ile verilen iki siirekli goziimiin daha agik bir ifadesi
kullamlabilir.
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@, 1) :[%wcq(l -7 - ﬂz)” Ij# +o,(m)5(n - 1) (5192)

- o, (M - 1)

Son - 1)L+ 4o - 1)
.7 m)=|3 s (5.19b)

Sond - ") + L3 - 1)

n-u

Burada
A= -3-oplaa-Pae =12 (5200)
Jo(m)=1-ontanh™n (5.20b)
@,(7) = c(L=17")A () + @, () (520¢)
wz(rz]=4?(l—c]+lc(l—(u)qz (5.20d)

olarak tanimlanmugtir. Siirekli durum normalizasyon vektorleri, Ma(n), kesikli durum

normalizasyon vektdriine benzer gekilde tanimlamr
+1 r

M, () = [ Q" (WP, (1 H)dp » a=1lveya2 (5:21)
!

M, (), normalizasyon vektorlerinin agtk formu

2 Y L 2
M, () =3 +2) -E(C % 2)(26)51(1 =) (522a)

Aar 2 »
M, (1) =3¢ +2) [(h);]a—n) (5220)
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seklindedir.

Boylece, denklem 5.2. ile verilen vektor transfer denkleminin genel ¢oziimii, siirekli ve

kesikli ¢oziimlerin toplamiyla ifade edilebilir.

L

1(5, 2) = AGT)®(re ™ + ACT)DC, ™ + [, WAGe "dn (523)
=1

Burada y (m ,p ) 2x2 lik bir matristir

¥ 1) = (@ 1) @7, )] (524)
A(v) matrisi ise

A7)
A7) = 5.25,
o) [ Am)] (525)

seklindedir. Denklem 5.24. ve denklem 5.25." de verilen matrisler denklem 5.23." de

yerine konulursa genel ¢oziim

r

X7, 1) = A(T)® (1, )¢ ™ + A=) @7, 1)e™

“ .
+ (L4001, )+ 4,0@, (1, )] "y (5.26)

-1
olur. Burada A(zmo), Ai(m) ve Axn) aphm Kkatsayilandir. Coziimleri igeren
Szfonksiyonlar dik oldugundan, verilen bir problem igin vektor transfer denkleminin

¢oziimil ozfonksiyonlar cinsinden yazilip, siur kosullarindan agilim katsayilan

bulunabilir.
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6. TAM - BOLGE DIiKLiK BAGINTILARI

D(zmo,u), Di(M,u) ve Dy(n,u) dzvektorleri tam bolgede ortogonaldirler (diktirler). Tam
bolge diklik bagintisin: tiiretmek i¢in denklem 5.4. & ve & ye bagh olarak yazilir.

+1
(1-£) 0, 1)=3 02 Q) [Q7 (D ) (6.1.2)
° -1
(-£)a)=Z 0z 0 [Q" (0 ) (6.1.6)
S -1

Burada & ve £ ler siirekli ve kesikli 6zfonksiyonlan gésterir. Denklem 6.1.a sol taraftan
O)T(E ) ile ve denklem 6.1.b sag taraftan @(§ ,u) ile carpithr. Her iki denklem
wE(-1,+1) araliginda p tizerinden integrali alimp, birbirinden ¢ikartilirsa diklik bagintist
elde edilecektir.

G- [r0" €m0 pdu=0 (62)
EgerE=E ise
(10O =0, EnE (63)

21

& = £ oldugu durumda kesikli goziimler igin normalizasyon integralleri

+1

[ BTy, )Ty, )= = Ni), (64a)
o1

1 d
N(z) = = ~07,"M" (1) —A(2)
2 dz

M(7,) (64b)

F.
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ile verilir. Stirekli 6zvektorlerin dejenere olmasindan dolay: siirekli dzfonksiyonlarin

diklik bagintisinin ¢ikariminda baz: zorluklar vardir. Eger

S(r=n)nN,,(m)= 1P (0, 1)@ (7, 1) dps

(65)
nven'€(-11), i, j=1veya2
tanimu yapilirsa
Ny(m=ca —nz)z[ﬂf(nw%w*rf(l -y
+20,()[c-)Am+o,m)] A
Nalm=Nym=e-r {2+ S0t P Q-]
~20,(n)[1-30- )7 ] _—
N =21-30-w)? ] +180-7P [ £ () *%0)17727!1] (66¢)

elde edilir. Schmit-tipi islem, adjoint 6zvektorlerinin bir kiimesini gelistirmek igin
kullamlabilir. Eger skaler ¢arpim

+1
(iliy=[u@l" (0, m)® (. p)dp, i, j=+,-,1ve2, (6.7)
-1

seklinde tammlanirsa ve denklem 6.7.” deki adjoint vektdrleri

@ (k)= (1) (68a)
@] (17, 1) = Ny ()P, (7, 1) = Ny ()@, (1, 12) (6.8b)
@} (17, 1) = Nyy (1)1, 12) = Noy (1) @1 (7, 1) (6.8¢)
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seklinde ise, istenilen diklik gart: bulunmus olur.

@liy=0 —i=j (69)

Denklem 6.8. ile verilen tammlar yardimiyla gerekli normalizasyon integralleri dogruca

hesaplanabilir.

(p) = (22) = NODS@ - ) (610a)
N(7) = n(l - 7°Y A" ()A" (1) (6.106)
Burada

A*w>=-1+9<1—n‘)1[ﬂ;<n>-§nzwqu]
+37° (- )[4 29(m) - 372 - @) +2] (6.11)
+inon90-7Y o +67'(1-0)], c=1

seklindedir.
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7. Hy YONTEMININ VEKTOR TRANSFER DENKLEMINE UYGULANMASI

Hy ybntemi nétron transport denkleminin birinci formunu ¢dzmek igin kullamlan bir

yontemdir (Tezcan vd. 2003). Bu yéntem iki farkh sekilde uygulanabilir:

(1) Diizlem geometride yazilan Fy denkleminin ¢éziimiinde Case’ in 6zfonksiyonlarim

igeren Green fonksiyonlarinin kullanilmas:

(2) Diizlem geometride Case’ in &zfonksiyonlan cinsinden yazilan genel ¢oziimde

agilim katsayilarinin bulunmast

Atomlar ve fotonlar arasindaki etkilesme atomik gekirdekler ve nétronlar arasindaki
etkilesmeden fiziksel olarak farkli olmasina ragmen, bir niikleer reaktsrde nétron
alammn genel 6zellikleri, yildizda i1sima alanimin genel &zelliklerine benzerdir ve
matematiksel denklemler aym formda ifade edilebilirler. Bu nedenle, Hy ydntemi
ndtron transport denkleminin ¢6ziimit igin gelistirilen bir ydntem olmasina kargin vektor
transfer denkleminin ¢dziimil i¢in de kullamlabilir. Her iki denklem de yitksiiz
pargaciklar icin geligtirilmistir. Bu ¢alismada vektdr transfer denklemi kullanilarak
Milne problemi Hy yontemiyle incelenecektir. Bunun igin Hy yonteminin ikinci sekli

uygulanacaktir.
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7. 1. Hy Yontemi ile Milne Problemi

Atomik diizeyde Milne probleminin sartlar: Placzek ve Seidel tarafindan asagidaki
sekilde tanimlanmustir (Kourganoff 1963) :

Hizlarim degistirmeden izotropik olarak sagilan nétronlarin bulundugu x=0 diizlemiyle
sinirlanan bir yari- uzay (x >0) ortam diigliniiliir. Ortamda kaynak olmadig1 ve disaridan
ortama nétron giriginin bulunmadif1 kabul edilir. Milne problemi, bu ortamdaki ndtron

dagil ve x=0 diizleminden gikan nétronlarin agisal dagil belirlemeyi igerir.

Sonsuza yerlestirilen kaynaktan dolayr simr yiizeyi civarindaki nétron akist asimptotik
bir dagim sergileyecektir. Bu durumda ndtron akismn - sifir oldugu nokta
ekstrapolasyon uzaklig1 olacaktir.

Tanimlanan bu Milne problemi, hem astrofiziksel hem de atomik durumda kisithdir.
Ciinki yildiz atmosferiyle ilgilenildiginde Gnerilebilen tek problem gesididir. Bu
nedenle sadece dogru sogurum ve sagilma degil gesitli degigkenler de gbz &niine
almabilir. Bu degiskenlerden bazilan Chandrasekhar ve Van de Hulst tarafindan

caligilmistir. Ornek olarak asagidaki durumlar diistinilebilir,

1. Paralel 1 tiim dogrultularda yayildig piriizlid yiizeyden yansima (sekil 7.1)
2. Rayleigh sagilmast (gezegen atmosferi)

3. Elektronlarla Thomson sagilmasi (geng- tip y1ldiz)

4. Kiiresel simetrik atmosfer

5. Hareket halindeki tabakalar (Doppler olayi, novalar)

piirtizsliz
yuizey

Sekil 7.1. Paralel isunin piiriizsiiz ve piiriizli yiizeyden yansimasi



Sekil 7.1. Paralel 1sinn piiriizsiiz ve piiriizlil ylizeyden yansimast
Milne problemi iki gekilde incelenir:

e Genel Milne problemi
& Gray Milne problemi

Genel Milne probleminde sogurum k sadece geometrik derinligi ile
degil gelen 15mumin v frekansiyla da degisir. Gray Milne problemi ise genel Milne
probleminin matematiksel olarak &zel bir geklidir. Sogurum katsayisiun frekanstan
bagimsiz ve sadece katmanin geometrik derinligine bagh oldugu durumdur. Béliim 4."
de vektor transfer denklemi tiiretiliken Rayleigh sagilmasi (frekansim degismedigi
durum) kullanildigindan bu gal da gray Milne problemi goziilecektir. Uygun sir

kogullan altinda Hy yontemi kullanilarak ek: lasyon uzaklig bul ktir. Bunun

icin ilk siur kosulu tanimlanir: atmosferin x=0 diizlemi ile siirlanmas veya digaridan

151mm olmamast. Bu kogul

10, 1)=0, 0 (7.1)

A

¢ tinii Iy (T,u) ile 1 , T — @ i¢in ikinci kogul

ile verir. Eger bu pr

L (7 1) = @ (75, m)e™ , 1 —co (72)

olur. Milne probleminin goziimi ®(- g, p)e™™ ile sonsuzda yok olan temel ¢dziimlerin

1c bir lineer kombinasyonu seklinde alimir (Schnatz ve Siewert 1971).

Ly (1) = A @Ml ™ + OCng, We™ + [0, WA@e " (7.3)




Burada keyfi olarak ¢ziim normalize edilerek, A (-Tp) = I aluur. T =0 daki genel

¢ozlim,

Ya.m=le,mn @,0m]

ve

A (m)
o
m LAq_(n)}

matrislerinin denklem 7.1,” de yerine konulmasiyla

1(0, )= A7) (1o, 1) + P (-Tlo> 1)
(74)

+ [LAG®, @)+ A, .10 )dn
-1

olarak elde edilir. Denklem 7.4." de yer alan agilim katsayilarmi bulmak igin tam- bolge
diklik kosullar uygulanr, Bunun igin ilk tnce denklem 7.4., p @" (o , B ile sol
taraftan garpilip, |t € (-1,+1) araliginda [ iizerinden integral alinarak A (no) katsayist

bulunur.
41 +1
[ 17 1. 01O, 1y d 1= Aley) [ 1" (o, IR Gt VA
-1 1
B
+ [ 10 1y, )@ C1os ) (15)
-1

% 4
+ [{n@™ 02 | TAM®, 07,10+ A, (P, 7,40 Jdn}d
3 3
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Denklem 6.3 ve denklem 6.4 ile verilen diklik kosullar1 denklem 7.5.” de uygulanirsa

+
[ @™ @10, X, 3t = AR ) N 7y) (76)
-1

elde edilir. Sol tarafta yer alan integralin sinrlan ikiye ayrilir.

o 1
[ 497 10, 01O, 10+ [ ™ 1y, OO, 1)t = A1) N () (7.7)
-1 0

Sinir kosullar:

I(0,)=0 )0 (78a)
ve
N
10,-)=Qu)Y a,u” 10 (7.80)
a=0

seklinde segilerek denklem 7.7.” de yerine konularak A(ng) agilim katsayist

.
B3 I, ()a, (79)

A 2 ez (0
=N 2 &

bulunur. Burada

42




Tam) = o[ @ QU (7.10)
00

olarak tanimlamr. 1x2 lik matrislerdir. A; (n) katsayisim bulmak igin denklem 7.4
n @ t M . ) ile sol taraftan garpilip, L € (-1,41) aralifinda W iizerinden integral
alinirak denklem 6.7 ile verilen diklik kosulu uygulanirsa

+1 1L+l
[uoT o, w1, wdp = [ [ A el (1, @, (1, wudn (7.11)
-1 o -1
elde edilir. Denklem 6.8, denklem 7.11." de yazilirsa
1 on 2
A= Z[ —Ny (DT () + Ny, (DT ], (7.12)

N(n) 2 &

bulunur. Burada
s 2% aig T
ri(n) = w—ﬂju ®," (7,-mQu)du, =12 (7.13)
[}

bigimindedir. Aym sekilde denklem 7.4 p®," 'm , p ile sol taraftan garpilip,
pe (-1,41) aralifinda p tizerinden integral alinirak A, (1) katsayis: bulunur.

A== ==t ( e Z[Nl.(mr (M= Ny @TE]a, (7.14)
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a katsayilarini bulmak igin gikan aki denklemi yazilarak

1(0,-2)= A1) ® (175, — 1) + P (-7]o5 - 14)

(713)
+1
+ [[Am®,01.-w)+ A, @, (0.~ ]dn
-1
w™! ile garpilip p & (0,1) arahifinda integrali alinirsa
& an on
Y [emerQadn = S CAM)ALM,) + =By
el
(7.16)
) )
+ [SUA mALmn + [TLAmALmdn
0 0
elde edilir. Burada
1
Au) = —— [ 1™ Dy,
“ a1y 5
o "
B = = [ =@, pd =12
(7o) 017705[# (> )dpt
ve (7.17)

2]
B i 120 P i 4
AL m!ﬂ D (70, M)A

I
)

-
BA(m) = — [ 4" ® 4 (my, p1)dut, Vi
a)ﬂ&[ B\




seklinde tammlamr ve 2x1 lik matrislerdir. Denklem 7.16." da bulunan agiim

katsayilarinin yerine konulmastyla ag , 2x1 lik matris, katsayilarimin elde edilmesini

saplayan ifade bulunur.

1

S [ e /3
2 Qund s G2 s A 1)

a0 b o)

(%)’ WA’ M[=Ny DT + Ny ()T (7.18)

(— ij’ D[N T~ N, T2 ()] dn}a, = =By (7,)

Bulunan bu katsayilar, Milne probleminde ilgilenilen parametre olan, ekstrapolasyon
uzakhginin hesaplanmasinda kullamlir. Ekstrapolasyon uzaklig, asimptotik yogunlugun

bileseninin sifira egitlenmesiyle elde edilir.

Po(-7) =0
(7:19)

P70 = [[AG)® g, )™ +® (-7, ) ™ ldp

Pas yopunluk bileseni, denklem 7.4.’de stirekli ¢oziimler, Mne(0,1), ihmal edilerek

yazilmgtir. Boylece, ekstrapolasyon uzakhgt, T,

% = = Tlogl-A(n,)] (720)
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olarak bulunur. Bazi o degerleri igin hesaplanan niimerik degerler izelge 7.1., 7.2. ve

7.3.” de verilmistir.

Cizelge 7.1. w = 0.3 igin kesikli 8zdeger ve ekstrapolasyon uzakhg

Mo 1.007230057

N To

0 2.152803
1 2.159281
2 2.145970
3 2.147874
4 2.147604
3 2.147640
6 2.147636

Siewert ve Schnatz 2A14763d

Cizelge 7.2. @= 0.6 igin kesikli 8zdeger ve ekstrapolasyon uzakligt

o 1.125230588 4‘
N T
0 1.167327
1 1.183061
3 1179158
3 1.179447
4 1.179428
5 1.179429
6 1.179429
Fiewen ve Schnatz | 1.179429
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Gizelge 7.3. @ = 0.9 igin kesikli dzdeger ve ekstrapolasyon uzakhg

Mo 1924621804

N To

0 [ 0788875 |
1 0.800063

2 0.799782

3 0.799784

4 0.799784

5 0.799784

6 0.799784
Siewert ve Schnatz 0.799784
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8. SONUC

Bu galigmada vektor transfer denklemi, Rayleigh 1 durumunda incel istir.

Bu sagilma durumunda elde edilen transfer denkleminin ¢oziimlerine bakilmugtir.
Nétron transport denklemini ¢ozmek igin gelistirilmis olan Hy yontemi tamitilmustur.
Vektor transfer denkleminin bir uygulamasi olarak Milne problemi Hy yéntemiyle
gozillerek bazi ® degerleri igin ekstrapolasyon uzakhg bulunmustur. Bu fiziksel
parametre bulunurken gikan siddet dagiimu, p(=cos6)’ niin kuvvetleri cinsinden seriye
agilmigtir. Nilmerik degerlerin bulunmasinda Reduce 3.7 programu kullamlmus ve

integraller hesaplamrken Gauss Quad: kok bulma programunda ise Newton-

Raphson iterasyon metodu kullanilmustir. Bulunan niimerik degerler (gizelge 7.1., 7.2,
7.3.), Schnatz ve Siewert (1971) tarafindan H- fonksiyonlar: kullamlarak elde edilen
degerlerle uyusmaktadir. Boylece segmis oldugumuz yontemin ve gikan siddet dagilimi

segiminin vektdr transfer denkleminin uygulamalari igin uygun oldugu goriilmiistiir.

Bundan sonraki ¢alismada vektor transfer denkleminin diger bir uygulamas: olarak yari-
uzay albedo ve slab albedo problemlerinin incelenmesi diisiiniilmektedir. Aymca
Rayleigh sagilmasina gore gok daha kolay olan izotropik sagilma durumunda vektér

transfer denklemi incelenerek, yar uzay problemleri g6ziilecektir.
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