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Bu tez galigmasinda {ig boyutlu (3B) topolojik yahtkanlarin iki boyutlu iletken yiizey du-
rumlari incelenmigtir. Kenar ve yiizeylerdeki topolojik olarak korunan durumlarin altinda
yatan topolojik degismezler tartigilmigtir. Somut bir 6rnek olarak 3B’ lu topololojik yalitkan
olan BisSes ele alinip 6zellikleri teorik olarak galigilmigtir. 3B’ lu topolojik yalitkan igin et-
kin modelden yola ¢ikarak, 2B’ lu yiizey durumlari igin segilen baz fonksiyonlar: yardimiyla
hem yari-uzay geometrisi hem de sonlu kalinliktaki bir ince-film igin etkin Hamiltoniyen ¢i-
karimi yapilmigtir. Bu Hamiltoniyenlerin 6zdegerleri bulunarak yiizey durumlarinin enerji
dagimim bagimtilar1 elde edilmis ve sonuglar 2B’ lu HgTe/CdTe kenar durumlariyla karsi-
lagtirilmigtir. BisSes yiizey durumlar: icin iki 6nemli farkliliga dikkat ¢ekilmigtir. Birincisi,
sonlu kalinlik durumunda ortaya cikan bant araligini gozleyebilmek igin, HgTe kenar du-
rumlarinin tersine, bu kalinhk bir kag nanometrelik (nm) uzakliga kadar kiigiltiilmelidir.
Ikincisi, bu durumda acilan bant araligi kalmlk L biiyiidiikce saliniml olarak iistel azalan

bir 6zellik gostermektedir. Bu 6zellik HgTe kenar durumlarinda yoktur.
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ABSTRACT
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In this thesis, two-dimensional conductive surface states of three-dimensional topological
insulators have been investigated. Topological invariants underlying topologically protected
states at the edges and the surfaces were discussed. Specifically, it has been focused on the
BisSes which is a three-dimensional topological insulator and its properties were studied
theoretically. Starting from 3D effective model of topological insulator Hamiltonian we
derived effective surface model Hamiltonians for both semi-infinite geometry and finite
thickness thin-film based on certain basis functions. Energy dispersions of the surface
states have been obtained and the results were compared with 2D topological insulator
HgTe. We demonstrate two important distinctions in BisSes. First, as a finite thickness
effect, contrary to HgTe, the surface-states in BisSes display a remarkable decreasing width
L down to a few nanometer (nm) to open a gap. Second, this gap of the surface states
due to finite size features an oscillating exponential decay as a function of L in contrast to

HgTe.
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1. GIRiS

Yogun madde fiziginde maddenin farkli durumlar (iletkenler, yar iletkenler, siipe-
riletkenler vs.) kendiliginden kirilan simetriler (terslenme, dénme, ayar simetrileri)
ile simiflandirilir. 1980 yilinda kuantum Hall olayimin (QHE) kesfi (von Klitzing vd.
1980; Thouless vd. 1982; von Klitzing 1986) kendiliginden kirilmig bir simetriye sahip
olmayan bir kuantum durumuna yol acarak farkli 6zelliklere sahip yeni materyallerin
kegfedilmesine olanak saglamigtir. QHE (Girvin 1998; Avron vd. 2003; Goerbig 2009;
Tong 2016; Vagner vd. 2006), iki boyutlu yari iletken i¢indeki elektronlarin giicli
bir manyetik alan altindaki davraniglari ile ilgilidir. Tamsay1 kuantum Hall olayinda
(IQHE), direng degerinin materyal 6zelliklerinden bagimsiz olarak bir sabitin (%)
tam katlarina kuantumlanmasi ile kendini gosteren bu davranig daha 6nce bilinen
tiim madde gruplarindan topolojik olarak farklidir. Bunun sonucunda elektronlar

sadece yar1 iletkenin sinirlar1 boyunca hareket ederek kiralite denilen tek yonlii akim

kanali olusturur.

Son yillarda grafen modelinde farkli durumlarin kegfedilmesi (Kane ve Mele 2005a;
Zhang vd. 2006; Lopatin 2007; Neto vd. 2009; Goerbig 2011; Orlita vd. 2013), uygu-
lama alani olarak fizige ¢ok sey kazandirmasinin yani sira topolojik yalitkanlarin kegfi
icin de 6ncii model olmustur. Ozellikle yiiksek manyetik alanda grafen iizerinde ya-
pilan deneyler grafenin ilging 6zelliklerini ortaya cikarmistir. Ornegin, tek-katmanh
grafende kesirli QHE’ nin kegfi (Novoselov vd. 2005; Zhang vd. 2005), kiitlesiz Dirac
fermiyonlarinin varligi ve iki-katmanh grafende anormal IQHE’ nin kegfi (Novose-
lov vd. 2006), relativistik kiitleli yiik tagiyicilarinin varhigi agisindan biiyiik éneme

sahiptir.

Haldane iki boyutlu grafen modelinde, IQHE olayim 6ngérmistiir (Haldane 1988).
Manyetik alanmn zaman-tersinme simetrisini (TRS) kirmasi ile sonuglanan bu du-
rumlar bir topolojik degigmez olan Chern sayilar ile ifade edilir ve bu materyallere

Chern yalitkanlari denir.



Topolojik yalitkanlar lizerinde yapilan ¢alismalar, QHE’ nin manyetik alan yoklu-
gunda da meydana gelebilecegi fikrinden dogmustur (Nagaosa 2007; Biittiker 2009).
Elektronun spini ve yoriingesel agisal momentumunun etkilesmesine dayali spin-
yoriinge etkilegimi, bir kristal icerisinde elektronlarin dis manyetik alan olmaksizin
spin-bagimli bir kuvvet (Shen 2005) hissetmesine neden olur. Spin-yoriinge bagla-
sim1, QHE’ deki gibi simetriyi kiran bir manteyik alan gerektirmeyen QSH olayma
yol agar (Murakami vd. 2003; Murakami vd. 2004; Murakami 2006; Bernevig ve
Zhang 2006). Bu etkilegim sayesinde z1t spinli elektronlar malzeme smirlarinda ¢ift

yonli bir akim kanalina neden olarak helisel kenar durumlarii olusturur.

Kane ve Mele tarafindan, herhangi bir iki boyutlu malzeme icin hesaplanabilen ve
malzemenin kararli bir kenar durumuna sahip olup olmadiginin tahmin edilmesine
izin veren yeni bir topolojik degismez tiirii bulunmugtur (Kane ve Mele 2005b).
Daha sonra Haldane modeline spin-yoriinge etkilegsmesi terimi de dahil edilerek si-
metri kirllmadiginda da kiitle terimine (enerji bant araligina) izin veren durumlar
kesfedilmigtir (Kane ve Mele 2006). Grafen modelinde kegfedilen kararli kenar du-
rumlari, iki boyutlu topolojik yalitkan malzemeler oldugunu gostermeye olanak sag-
lamigtir. Grafenin sahip oldugu diisiik spin-yoriinge baglagimindan dolay1 bu 6neri

pratik olarak gézlemlenemedigi icin yeni materyal arayiglarina girilmistir.

Iki-boyutlu zaman-tersinir topolojik yahtkanlar, HgTe/CdTe kuantum kuyularinda
teorik olarak (Bernevig vd. 2006) 6ngoriilmustiir ve bu ¢aligmalar Molenkamp ve
grubu tarafindan (Koénig vd. 2007) deneysel olarak dogrulanmigtir. HgTe-tabanlh
kuantum kuyu yapisi birbirleriyle TRS yoluyla baglantili olan kenar durumlar1 ba-
rindirir ve bu durumlar bant terslenme mekanizmasina dayanir. Bant terslenmesi;
sandvig edilen HgTe’ nin kalinhigina bagh olarak kritik bir kalinhkta (d. = 6.3 nm)
gerceklesir ve sadece HgTe’ nin bant yapisinda gerceklesen terslenme ile iletim sag-
lanir. Bu kesif topolojik yalitkanlarin simiflandirilmasi adina 6nemli bir adim olmus-
tur. Chern sayilarn (simetriye sahip olmayan) Chern yalitkanlarim karakterize eder
ve bunlar Z degigmezi ile smiflandirihirken 75 topolojik degismez simifi (simetriye

sahip) QSH yaltkanlarini temsil eder.



Z degismezine ornek olan IQH olay1 yalnizca iki boyutta goézlemlenir. Z5 topolo-
jik faz1 ise hacimsel (bulk) olarak yahitkan, kenarlarda/yiizeylerde iletkenlik tagiyan
iki/ti¢ boyutlu sistemleri simiflandirir. Burada bir topolojik faz gegisi s6z konusu ol-
dugu icin Chern sayisi topolojik olarak siradan olup olmama durumuna gore 0 veya

1 degerlerini alabilir.

Bu kegiflerden sonra daha yiiksek SOC’ 1i ve topolojik yalitkan fazina sahip bagka
materyallerin arayigina girilmigtir. Murakami’nin bizmut katmanlarimin QSH olay1
i¢in alternatif bir alan saglayabilecegini 6ne stirmesiyle (Murakami 2009), deneysel
gozlem igin yeni bir alan saglanmigtir. Ardindan ii¢ teorik grup tarafindan (Moore ve
Balents 2007; Fu, Kane ve Mele 2007; Roy 2009b) QSH yalitkanlarinin ii¢ boyutta
da dogal bir genellemeye sahip olabilecegini gosteren faz, teorik olarak BiggSbhg 1

bagta olmak iizere bir ¢ok materyalde 6ngoriilmiistiir (Fu ve Kane 2007).

U¢ boyutlu topolojik yalitkanlarin ARPES (angle-resolved photoemission spectros-
copy) deneyleri ile gozlemlenmesi ilk kez BiggSbg; alagimi ile olmugtur (Hsieh vd.
2008; Hsieh 2009). Ardindan BiySes bagta olmak iizere ikinci nesil topolojik yahitkan-
lar, BiyTes, ShoTes deneysel olarak (Xia vd. 2009; Chen vd. 2009) ve teorik olarak
(G. Zhang vd. 2009) kesfedilmigtir. Gorece daha genis bant araligina sahip BiySes
teorik bulgular ve deneysel gézlemler acisindan daha pratik olarak kabul edilir. Tkinci
nesil materyaller yiizeyde, grafene benzer bir sekilde Dirac konisi olusturur. Fakat
burada Dirac konisi Fermi ¢emberi icinde tek sayidadir. Grafende K ve K  seklinde

¢ift sayidadir ve bozulmalara kargi kenar durumlar: korunmaz (Moore 2010).

TRS olan bir sistemde, Fermi diizeyi civarindaki elektronlarin enerjisini agiklamak
i¢in etkin Hamilyoniyen k.p teorisinden tiiretilebilir (Zhou vd. 2008; Novik vd. 2005;
Liu vd. 2010). Bu yaklasimda kullanilan bazlar materyale 6zgiidiir. Iki-boyutlu ku-
antum kuyusu modeline ait etkin Hamiltoniyen 6-bantli baz kiimesi segilerek elde
edilmektedir. Aym yaklagimla bu model {i¢ boyutlu bir sistem i¢in (BiySe3) genel-
lestirilebilir. Elde edilen etkin Hamiltoniyen, goreli olmayan (diigiik enerji limitinde)

limitte Dirac denklemi ile aynm matematiksel yapiya sahiptir (Shen vd. 2011).



Bu ¢alismanin ikinci kisminda, kuantumlu Hall iletkenliginden ve spin Hall iletken-

liginden spin-yoriinge terimi baglaminda bahsedilmistir.

Uciincii boliimde; éncelikle topolojik yalitkanlarin simiflandirilmasini anlamak icin
o6nemli olan baz topolojik kavramlarin fizikteki yeri vurgulanmigtir. Sonrasinda
TRS’ ye sahip bir sistem ele alinacagindan, spin-1/2 pargaciklar i¢in © (TRS) ope-

ratoriiniin 6zelligi vurgulanmigtir.

Dordiincii béliimde Dirac denklemi detayli olarak ele alinmigtir. Dirac denkleminin
yogun madde fizigine uyarlanmig haline gegig olmasi i¢in bagli durumlarda ¢oziimle-
rine deginilmistir. Daha sonra topolojik 6zelligi acisindan farklilik gésteren modifiye
Dirac denkleminin bir, iki ve ii¢ boyuttaki ¢oziimleri tartigilmigtir. Topolojik ya-
Iitkan ¢ozlimi icin gerekli parametre kogullar1 elde edildiginde, iki boyutta kenar

durumlar: ve ii¢ boyutta yiizey durumlarinin olusabilecegi gosterilmigtir.

Besinci boliimde iki boyutlu HgTe topolojik yalitkanin kenar durumlarinin 6zellikleri
ayrintilara girilmeden, sadece ii¢ boyutlu BisSes’ nin yiizey durum ozellikleri ile

kargilagtirma yapabilmek amaciyla gozden gecirilmistir.

Son béliimde, bu tezin galigma konusu olan ii¢ boyutlu topolojik yalitkanlara ait
k- p yaklagimi ile elde edilen etkin Hamiltoniyenin, BisSes parametreleri kullanilarak
yiizey durumlarini tasvir eden model tiiretilmigtir. Bu kapsamda 6nce yari-sonsuz
uzay geometrisi (z = 0 - 00) igin hem tam ¢oziim hem de sadece z-bagimli baz
fonksiyonlar1 yardimiyla etkin Hamiltoniyen elde edilerek enerji dagimim ifadesi bu-
lunmugtur. Burada yiizey durumlari bir Dirac noktasi olarak kendini gdstermigtir.
Nano uygulamalar i¢gin 6nemli olabilecek sonlu-kalinlikta BisSes yiizey durumlar:
i¢in yine z-bagimlh baz fonksiyonlar1 olusturularak bulunan etkin Hamiltoniyenden
enerji dagimim bagintisi kalinligin (L) fonksiyonu olarak incelenmigtir. Ayrica kalinlik

kiiciildiikge Dirac noktasi civarinda bant araliginin agildigr gosterilmistir.



Kalinliga bagimli bant araliginin L biiytidikege salinimli-tistel bigimde kiiciildiigi
goriilmiis ve bu sonug HgTe gerit geometrisi i¢in elde edilen bant aralig: ile kiyaslan-

diginda 6nemli farklhiliklar dikkati ¢ekmistir.

Elde edilen bulgular BisSes’ iin teknolojik uygulamalarda kullaniminin 6nemini gos-
terir (Linder vd. 2009). BisSe3’ iin yiizey durumlarimn kuantum hesaplama veya
spintronik cihazlarda kullanilabilecegi diigiincesi dikkate degerdir (Moore 2009a).
Ayrica topolojik yalitkanlarin ti¢ boyutlu materyaller iizerindeki sentezi, yogun madde

fiziginde yeni alanlara onciiliik etmigtir.



2. KUANTUM HALL OLAYI

Kuantum Hall olay1, klasik Hall olayinin iki boyutlu kuantum mekaniksel versiyonu
olarak diigiiniilebilir. Bu nedenle 6ncelikle klasik Hall olayindan bahsedilmesi gerek-
mektedir.

1879 da Edwin E. Hall katilarda, elektronlarin digaridan uygulanan bir elektrik alan
ve manyetik alan etkisiyle saptirilmis hareketinden kaynaklanan voltajini 6lgmiis-
tiir (Hall 1880). Klasik olarak, iki boyutlu zy diizleminde, harekete simirlandirilmig
elektronlar z yoniinde sabit bir manyetik alana maruz birakildiginda, elektronlar
malzeme iizerinde saparlar ve burada bir yiik yogunlugu olustururlar. Bu yiik da-
gilimi bir elektrik alam olusturur ve I akimiyla birlikte enine Vg Hall potansiyel

farkina yol agar. Burada parcacigin hareket denklemi agagidaki gibi yazilir:

9,
ma—qtj:—eE—e’U X B_mTv' (2.1)

v sabit oldugundan esitligin sol tarafi sifir olur ve yukaridaki ifade baz diizenlemeler

yapilarak iki boyutta hareket eden parcacik i¢in agagidaki formu alir.

2 2
ne TExzigine TvyB, (2.2)
m Uy m
ne’r ne  ne’r
Ey=——+ v, B, (2.3)
m Uy m

denklemleri matris formunda yazilip, J akim yogunlugu ifadesi de yerine yazilarak

bazi diizenlemeler yapildiginda, parcaciga 6zgii olan 6zdireng ifadesi g6yle bulunur:

p=0 " = : (2.4)




Burada 7 durulma zamani (sacilma zamani) ve wp = %2 siklotron frekansidir. (2.4)’
deki matrisin kégegen elemanlari, yani 6zdirencin p,, ve p,, bilegenleri 7 durulma
zamanina bagimhdir fakat kosegen disi elemanlan p,, ve p,,. bilesenlerinde bu terim

gider, bagimlilik kalkar. Bu ifadeler agik olarak agagidaki gibi yazilir:

B

pmy pyx % ) (2 5)
m

Pae = Pyy = 2 (2.6)

(2.5) ve (2.6) ifadelerinden de anlagilacagr gibi enine ve boyuna diren¢ manyetik
alanda farklh degigimler gosterir. Enine diren¢ manyetik alanla degigime ugrar fa-
kat boyuna diren¢ manyetik alana bagh olmadigindan manyetik alanla degigsime
ugramaz. Bu nedenle 6zdirencin kdgegen digi elemanlar: Hall olayindan sorumludur
(Tong 2016) ve ozellikleri bakimindan ¢ok 6nemlidir. Sa¢ilmadan sorumlu kirlilik-
lerin (impurity) aksine malzemenin kendisi hakkinda bilgi verir. Kogegen elemanlar

ise safsizligin dlgiisiidiir (Tong 2016).

QHE, Klitzing ve arkadaglar1 tarafindan (von Klitzing vd. 1980) deneysel olarak keg-
fedildi. Malzemenin yiizeyine dik olan manyetik alanin etkisindeki elektronlar ¢ok
kiigiik yaricaph daireler gizerler ve serbest bir gekilde hareket edemezler. Manyetik
alan, malzeme yar1 iletken olsa bile elektronlar: hapsetmis olur ve malzemenin bulk
denilen i¢ kisimlarinda yalitkanlhiga yol acar. Ayrica manyetik alanin degeri ne kadar
biiyiik ise manyetik uzunluk (/p) olarak adlandirilan, elektronlarmm ¢izdigi dairelerin
yaricapl da o kadar kiiclik olur. Fakat kenarlarda elektronlar tam kapali yoriinge-
ler olugturamadigindan elektronlar kenar boyunca ilerler ve iletkenlik devam eder.
Boylece sadece kenarlarda iletkenligin saglanmasi durumunda kiral kenar durumlari
olugur. QHE’ nin kesgfi 1980’ lerde topolojik 6zelliklerin kesfine yol agmigtir. Klaus
von Klitzing, kuantumlanmis Hall olayini kesfetmesiyle Nobel Fizik Odiilii almistir
(von Klitzing 1985).



Klasikten Hall olayindan farkl olarak diisiik sicakliklarda ve yiiksek manyetik alanda
ortaya ¢gikan QHE’ de Hall direnci tamsay1 ve kesirli degerler alabilir. Bu ¢aligmada
sadece tamsay1 kuantum Hall olayima (IQHE) deginilecektir.

2.1 Tamsay1 Kuantum Hall Olay:

IQHE, kuantumlanmig Hall iletkenliginin tamsay1 degerler almasina denir. QHE’ de
manyetik alana bagimli olan enine direng burada bir tamsayi ile kuantumlanir. Nor-
mal kosullarda akimi 6lgmek igin y yoniinde digaridan elektrik alan uygulandiginda,
elektronlar elektrik akimi yoniinde hareket ederek denklem (2.7) deki gibi y yoniinde
bir akim yogunlugu (J,) olusturur. Fakat burada giiclii bir manyetik alan (=~ 10 T)
oldugu igin elektronlar x yoniinde bir akim ve akim yogunlugu (.J,) olusturur. Bu

Hall akimidir ve iki durumda da akim yogunlugu asagida verilmigtir:

B=0 i Jy = 0By, (2.7)
B#0 s Je = 04y By, (2.8)

%ﬁ sabit olmak {izere, Hall direnci:

2rh 1

ile iade edilir. Kuantumlanmig Hall direnci manyetik alanla birlikte basamakli olarak

1h

artan degerler almaktadir. Sekil 2.17 de, diizliiklerde Hall direncinin degeri p,, = 7 5

iken, boyuna diren¢g p,, = 0 olur. Grafikteki diizliikkler manyetik alanda kuantize

olarak bir sonraki degere kadar sabit kalmaya devam eder.



Sekil 2.1 Tamsay1 kuantum Hall olay1 (Tong 2016)

Tletkenlik % sabitinin tamsay1 degerlerine kuantumlanir (von Klitzing 1986). v dolgu
faktorii (filling factor) olarak isimlendirilir ve burada tamsay1 (v = 1,2,..) degerler
alir. Dolgu faktorii Landau seviyeleri ile ilgilidir. Diizgiin bir manyetik alanda yiikli
bir parcacigim hareketi, kuantum mekaniginde basit harmonik salinici ile esdegerdir
ve enerji seviyeleri F, = (n + %) hw, seklinde kuantize olur. Bu enerji seviyelerine
Landau seviyeleri denir. Landau seviyeleri yiiksek dejenerelige sahiptir. Bir Landau
diizeyi tamamen dolu iken, dolgu faktérii ¥ = 1 dir ve bu durum Hall iletkenliginin
Oy = % olmasina kargilik gelir. Bu ¢aligmanin ilerleyen béliimlerinde ele alinacak

olan, denklem (2.9)" daki v tamsayisi ashinda bir topolojik degismezdir ve bir sonraki

bolumde bahsedilecektir.

2.2 Kuantum Spin Hall Olay:

QSH olaymin, pargacigin sahip oldugu spin-yoriinge etkilegsmesinin (SOI) bir sonucu
oldugu ilk kez GaAs yapisinda gozlemlenmigtir (Kato vd. 2004; Wunderlich vd. 2004)

ve grafende SOI’ nin QSH olayina yol agtig1 6ne siiriilmiistiir (Kane ve Mele 2005a).



Bu nedenle bu kisimda 6nce spin kavramindan bahsedilecektir. Spin, parcacigin ig
ozelligidir ve klasik olarak kargiligi bulunmaz. SOI, bir atomun elektronunun spini
ile yoriinge agisal momentumunun etkilesmesinden kaynaklanan etkilesmedir, QSHE

ise bu etkilesmenin bir sonucudur.

QHE’ nin spin versiyonu ilk olarak 1971 yilinda Rus fizik¢iler Dyakonov ve Perel
tarafindan onerilmigtir (Dyakonov ve Perel 1971). Her ne kadar IQHE’ nin spin
versiyonu olarak diigiiniilse de burada akim olugmasi i¢in manyetik alana gerek yok-
tur. Sifir manyetik alanda bir topolojik yalitkanin miimkiin olmasinin temel nedeni
elektronlarin spin araciligiyla kuantum 6zelligine sahip olmasidir. Kuantum spin Hall
yalitkanlari, bir dig manyetik alan gerektirmediginden, zaman-tersinme simetrisini
(TRS) kirmaz. Simetrinin kirildigi durumlarda kiral kenar durumlar1 bir topolojik

kuantum sayisi ile korunuyordu.

Dig manyetik alanin yoklugunda momentum bagimli manyetik alan olan agisal mo-
mentumdan kaynaklanan icsel (intrinsic) spin-Hall iletkenligi 2% nin birim kat-
larma kuantumlanir. Acisal momentum ve spin baglasimi spin yoriinge etkilesimi
terimininin igerisindedir. (2.11)" de verilen bu terim Dirac denklemine diigiik enerji
yaklagimi yapildiginda ortaya ¢ikan terimlerden biridir. Dirac denkleminde agik bir
sekilde kendini gostermese de dogal olarak bulunur. Schrédinger denklemine ise bu
terim sonradan eklenir ve spin iceren terimler gelir. Buradan ¢ikan sonug¢ Dirac

denklemindeki sonuglar ile benzerdir.

Kuantum spin Hall olayinda spin korunmaz, elektrik alan varliginda spini bulunan
bir elektrik yiikii etkin manyetik alan hissedebilir ve bu manyetik alanin yoni farkh
spinler i¢in zittir. Bunun sonucunda spin-yukari elektronlar ve spin-agagi elektronlar
ters yone saparlar (Bernevig ve Zhang 2006). Bu nedenle iki boyutlu kenar durumlar
Sekil 2.27 deki gibi heliseldir. Helisel kenar durumlar: biri spin-yukar: biri spin-agagi
olan iist iiste binmis iki kiral durumdur. Dolayisiyla kuantum spin Hall yalitlanla-
rinin iki kenar durumu, her biri iletkenlige % ile katkida bulunan bir boyutlu iki

iletken kanal gibi davranir.
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Enerji

a) b)

Sekil 2.2 a) Iki-boyutta, spin-yukari ve spin-agagi elektronlarm zit yonlerde ilerle-
digi helisel kenar durumlar1 b) Bulk enerji araligma sahip QSH durumlarimin enerji

dagimimi

2.2.1 Spin-yoriinge baglagimi

Topolojik yalitkan durumunun olusumu igin spin-yoriinge baglagimi (spin-orbit co-
upling) ¢ok 6nemlidir. Spin-yoriinge etkilegim terimi, elektrik alan varhigmda elekt-
ronun momentumunun spini ile etkilesiminden olusan terimdir. Dirac denkleminde
diigiik enerji yaklagikligi yapildiginda Hamiltoniyene bir takim terimler gelir. Bun-

lardan bir tanesi agagida verilen spin-yoriinge baglagim terimidir:

Hso = _ch? o - (pxV(V)). (2.10)

Bu terim su sekilde yorumlanabilir; referans cercevesinin degismesiyle v hizinda bir
clektron tarafindan hissedilen bir E = =V (V (r)) elektrik alani, bir B = —4v X E

manyetik alanina yol acar.
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Bu manyetik alan Zeeman etkilesimi (gupo - B) ile elektronun spinine etki ettiginde

agagida verilen etkilegsmeye yol agar:

Hgso = o-(pxV(V(r)); VVi(r)=- r,

4m?2¢c?

hoo1dV(r)

dm2c?r dr

o-(pxr),

___h 1V gy (2.11)

4m2c2r dr

V(r) elektromanyetik potansiyel, o Pauli matrisleri ve m elektronun kiitlesi olmak
iizere, potansiyel tlirevine ana katk: harici bir elektrik alandan degil kristal yapidaki
atomlarin varhgindan gelir. V' (r) potansiyeli igerisinde Z atom numarasi vardir,
atom agirligi ne kadar biiyiikse spin-yoriinge terimi de o kadar gii¢liidiir. Bu durum
topolojik yalitkan durumlar1 gézlemlemek i¢in agir atomlar: kullanmanin énemini
aciklar. Ornegin grafen bir topolojik yalitkan gibi diisiiniilse de SOI hesaba katilarak
olugturulan enerji bant araligi ¢ok kiigiik oldugu i¢in yalitkan davraniginin deneysel
olarak gozlemlenmesi kolay degildir. Bunun nedeni grafenin oldukca hafif bir ma-
teryal olan (Zo = 6) karbon atomlarindan olugmasidir. Buna karsm, Zy, = 80,
Zre = 52, Zg; = 83, Zs, = 34 gibi yiiksek atom numarasina sahip atomlarda, elekt-
ronlar goreli hizlarla hareket eder, spin-yoriinge kuvveti giigliidiir. Bu tiir atomlar-
dan olugan malzemelerde, bir 6nceki kisimda bahsedildigi gibi elektronlar giiclii bir
spin ve momentuma bagl kuvvet hisseder. Bu, spin degistiginde yonii degigen bir

manyetik alana benzer (Kane ve Moore 2011).
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3. TOPOLOJIK DEGISMEZLER

Bu béliimde topolojik degismezlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in 6ncelikle topoloji

kavrami tanmitilip, yogun madde fizigindeki yerinden bahsedilecektir.

Yogun madde fiziginde topoloji kavrami

Hall direncinin kuantumlanmasi malzemenin topolojisi ile ilgilidir. Topoloji kavrama,
geometrik sekillerin sikigtirma, uzatma ve biikme gibi bigimsel degisimler altindaki
degismeyen 6zelliklerini inceler. Bu noktada topoloji fizige ¢ok sey kazandirmaktadir.
Bu degigmeyen nicelikler korunumu yani simetriyi verir. Daha agik bir ifade ile,
siirekli bir gekil degigimi altinda sistem degismez kaliyorsa burada korunan bir nicelik
vardir, bir kuantum sayis1 olmasi gerekir. Ilerleyen kesimde bahsedilecek olan Chern
say1s1 bir topolojik kuantum sayisidir ve topolojik yalitkanlarda malzemenin sahip

oldugu iletkenlik 6zelliklerini agiklar.

Fizikte boyle bir diizgiin deformasyon, malzemenin bulk bant araligim kapatmadan
cok parcacikli bir sistemin Hamiltoniyenindeki degisime 6rnek olabilir. Iki kuantum
sistemi bant araligi kapanmadan, yalnizca bir durumdan diger duruma piiriizsiiz
(smooth) bir gegis gergeklegtirebilirse topolojik olarak 6zdegtir ve (Moore 2010).

Farkli bir topolojik durumuna gegis olmasi i¢in bant araliginin kapanmasi gerekir.

Katilarin topolojik simiflandirmasi malzemenin ayrintilar1 degigtiginde degismeden
kalan temel 6zelliklerini goz oniinde bulundurur. Béylece kuantum durumlarinin
topolojik siniflandirmasi katilarin temel davraniginin anlagilmast i¢in giiclii bir teknik

saglar.

Topolojik degigmezlerin en yaygin 6rnegi kahve fincani ve toroid Sekil 3.1’ de gos-
terilmigtir. Her ikisi de ayni topolojik degismeze sahiptir, her ikisi i¢in (delik sayisi)
g=1"dir.
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Sekil 3.1 Bir toroid geklinin kahve fincanina doniigiimii (Ingram 2017)

Bir yalitkani karakterize eden topolojik degismez malzeme yalitkan bant araliginda
kaldig siirece degigmez. Belirli bir kuantum durumundan bagka bir -topolojik olarak
farkli- kuantum durumuna gegigin gergeklesmesi igin bant araligi gecis noktasinda
kapanmalidir. Bant araliginin kapanmasi ara yiizeyde iletken metalik durumlarin
olugmasi ile egdegerdir. Bu nedenle Hamiltoniyenlerin topolojik farkhliklarini ince-
lemek maddenin kuantum faz gegislerinin agiklanmasinda 6nemli rol oynamigtir ve
2016 Nobel 6diilii bu konu ile ilgili olarak verilmigtir (Thouless, Haldane ve Koster-
litz 2016). Arayiizeyde olusan iletken durumlar, simir bolgelerde olugtugundan kenar
ve yiizey durumlari denir ve bu durumlarin 6zellikleri Hamiltoniyenlerine bagimlidir.
TRS’ nin olmadig1 ve Chern sayisinin korundugu durumlarda kiral kenar durumlari,

TRS’ nin korundugu durumlarda helisel kenar/yiizey durumlar: olugmaktadir.

Topolojik yalitkanlar1 karakterize eden iki topolojik degismez siniftan biri Z simi-
fidir. Burada kiral akim durumlar1 n Chern sayisinin korunumundan kaynaklanir.
Diger simflandirma Zs grubudur. TRS’ nin korundugu kenar ve yiizey durumlarin

siniflandirir.

3.1 Chern Sayisi ve Berry Egriligi

QHE’ da, malzeme sinirlarina hizli hareket eden elektronlar lokalizasyonlara kars
dayanikl olduklarindan, safsizliklardan veya kirliliklerden etkilenmezler. Buradaki
iletkenlik biiyiik énem tasir ve malzemenin bulk yapisinin sahip oldugu elektronik
ozellikler ile agiklanamaz, bir topolojik degigmez olan Chern sayis1 (Moore ve Balents

2007) ile agiklanabilir:
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Opy = neh2 , n : Chern sayisi (3.1)
Malzemenin bulk kisimlarinda yalitkan olmasi, buralarda siradan (trivial) bir yalit-
kan gibi bir bulk enerji araligina sahip olmasim gerektirir. Bu benzerligin ayrimin
bir topolojik katsay: olan Chern sayisi yapar, kenar durumlarindaki farkliliklar: agik-
lamak i¢in kullanilir (Thouless vd. 1982). Chern sayisi, bulk kisimlarin sahip oldugu
yalitkanligr (n = 0), kiral kenar durumlarindan (n # 0) bir genus araciligiyla ayirir.

Kiral durumlarin bu topolojik yapinin bir sonucudur. Chern sayisinin yiizeyler ile

olan iligkisini agiklayan topolojik kavramlardan bu kisimda bahsedilecektir.

Yiizeyler i¢in Gauss-Bonnet teoremi (Nakahara 2003) olarak bilinen teoreme gore,
K Gauss egriliginin kapali bir yiizey tizerindeki integrali Euler karakteristigi (y =

2 — 2g) olarak adlandirilan bir topolojik degismez olan tamsay1 tanimlar:

1
— [ Kda=x. (3.2)
2 5

Bu denklem geometrik bir 6zellik olan K ile genus’ u iligkilendirir. R yarigaph bir
kiirenin topolojik degismezi bu teoreme gore bulunabilir. Kiirenin egriligi sabittir ve
1/R? "’ ye esittir. (3.2)" den, Y = 2 ve buradan g = 0 olarak bulunur. Fakat Sekil
3.17 deki toroid i¢in ¢ = 1’ dir. Buradan bunlarin farkli topolojik degismeze sahip
oldugu anlagilir. (3.2) numaral denklem yogun madde fizigine uyarlanir ise K Gauss
egriliginin yerine F'(k),, Berry egriligi gelir & momentum uzaymda agagidaki gibi

yazilabilir,

— | F 2L =(C . .
o (k),,d°k=C (3.3)
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Integralin sonucu C, sabit bir kuantum sayisini verir. F(k),, = (Vix A(k))  tanimm

yerine yazilir,

% /(Vk X A(k)) d’k =C. (3.4)

S

A(k) Berry baglantisidir. Daha 6nce (3.1) ile verilen n kuantumlanma miktar, ka-

pali yiizeylerin siniflandirilmas: i¢in Euler karakteristigi ile aynidir

Opy =N—; N =— F(k)
BZ

d’k (3.5)

&y

seklinde periyodik bir sistemin Berry egriliginin Brillioun bdolgesi tizerindeki integ-
rali bir tamsay1 verir, bu da Chern sayisidir. Bu say1 sistemin bulk kisimlarinin

ozelliklerine dayanarak kenar durumlarinin sayisini verir.

3.2 Zaman-Tersinme Simetrisi

[k kez 1932 yilinda Eugene Paul Wigner tarafindan énerilen (Wigner 1932) zaman-
tersinme simetrisi (TRS) sistemin fiziksel 6zelliklerinin ¢ — —t doniigiimii altinda
degismez kalmasi anlamina gelir (Lamb ve Roberts 1998). p ¢izgisel momentumlu,

s spinli ve r konumundaki bir pargacik igin,
t—+—-t; r—r, p— —p, S8§— —s§,

doniigiimleri altinda sistemin Hamiltoniyeni degismiyor ise sistem zaman-tersinirdir.
Zaman-tersinme operatorii © olmak tizere, kuantum mekaniginde zaman tersinir bir
Hamiltoniyen [H,©] = 0 ile verilir. Shrodinger denkleminde dalga fonksiyonu ve

Hamiltoniyene su sekilde etki eder,

HY = BV ; (3.6)
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(6HO™) O = EOV, (3.7)

denkleminde eger OHO™! = H ise U ve OV fonksiyonlar1 ayni Hamiltoniyenin
ayni 6zdegerli ¢oztimleridir. ¥ ve O arasindaki (¥|©W) matris elemam pargacigin
spinine bagh olur. Spin-0 pargaciklar igin ©% = 1 ve (¥|OW¥) # 0 olur. Spin-1/2
parcaciklar i¢in ©2 = —1 ve (U|OW¥) = 0 olur, yani ¥ ve O birbirine ortogonaldir.
Bu durum spin-1/2 parcaciklar i¢gin Kramers ¢iftleri adini alr.

©2 = —1 6zelligini saglayan operatdr
O =10, K,

olur. Burada K kompleks eslenik alir, o, Pauli spin matrisidir. ¢!, yaratma ope-
ratorii ve ¢y, yok etme operatorii olmak tizere H = >, ¢;'h(k)c, yazildiginda

©HO™ ! = H simetrisinin saglanmas icin
Oh(k)O™' = h(—k), (3.8)

ifadesi elde edilir. h(k) Bloch Hamiltoniyeni igin 6zdeger denkleminin bir ¢oéziimii

|6(K)) ise

h(k)|o(k)) = E(k) |o(k)) (3.9)
h(—k)O[o(k)) = E(—k)O |¢(k)) (3.10)

olur. Bunun sonucunda,
E(—k) = E(k) (3.11)

saglandig1 noktalarda Kramers dejenereligi ortaya ¢ikmaktadir.
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4. DIRAC DENKLEMI

Topolojik yalitkanlar Dirac denkleminin ¢oziimlerine dayanir. Topolojik yalitkan-
larin giiglii spin-yoriinge etkilesmesine sahip olmasi goreli olmayan limitte Dirac

denkleminin bir sonucudur (Winkler 2003).

Spini 1/2 olan temel pargacigi tanimlayan goreli kuantum mekaniksel dalga fonksi-

yonu i¢in Dirac Hamiltoniyeni (Dirac 1928) agagida tanimlamigtir:

0w
v =Hp¥ ;(h=1) (4.1)

Hp =ca-p+ pmc?, (4.2)

a ve 8 Dirac matrisleridir ve Pauli spin matrisleri cinsinden yazilabilir:

10 0 1 0 —1 1 0
0o = y Og = , Oy = y Oz = (43)
01 10 i 0 0 —1
p=—iV, o =0,Q0;, [=0,R0giletanimlanir.

Duragan durum c¢oziimleri dikkate alinirsa,

U(r,t) = d(r)e (4.4)

(ca-p+ pmc®) ® = ED (4.5)

bi¢iminde 6zdeger denklemi elde edilir. Burada ®(r) dort bilegenli siitun matris
ve Dirac denklemi 4 x 4 matris denklemidir. Serbest parcacik i¢in Dirac denklemi
¢oziildiigiinde ikisi pozitif enerjili ve ikisi negatif enerjili olmak tizere dort ¢ézlim ve-
rir. Pozitif enerjili ¢bziimler fermiyonlari, negatif enerjili ¢ozlimler anti-fermiyonlar:

temsil eder.
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Dirac denklemi bazi degisikliklerle ¢ — v yazilarak, iletkenlik ve valans bandindaki
elektron ve degikleri temsil edecek bi¢cimde bir, iki ve ii¢ boyutta ¢oziilerek yogun
madde fiziginde kullanilabilir. Yapilan degisiklikler ve eklenen terimler nedeniyle
Dirac-tipi denklem ya da modifiye Dirac denklemi olarak isimlendirilir. Ozellikle to-
polojik yalitkanlar ve topolojik siiperiletken ¢oziimlerinde ¢ok yogun kullanim ala-

nina sahiptir.

4.1 Dirac Denkleminin Bagh Durum Coéziimleri

Bir boyutta sifir enerji ¢oziimleri

Dirac-tipi denklemin sifir enerji ¢ézlimleri, topolojik yalitkan, topolojik siiperiletken

ve Majorana fermiyonlarinin sifir modlarii agiklamak igin temel galigmalardir:
h=va-p+ Bmv?. (4.6)
Burada tek boyutlu bir 6rnek ele alinir, ¢oziimde e ve p tek boyutta yazilir:
h(x) = vagp. + Bm(z)v,” (4.7)

pr = —ihox , a, = 0, , f = o, ifadeleri (4.7) de yerine yazilir. Burada m(z) terimi

potansiyel gibi diigiiniilebilir ve sinir kogullar1 agagidaki gibi uygulanir.

-my; ,x<0
m(zx) = (4.8)
+my , x>0

Simir kogullar yerine yazildiginda = < 0 igin 6zdeger denklemi yazilir:

hi(x) = —ihvo,0, — mivo, (4.9)
—mv?  —ihwd, -

m@ = T @ = | 7 (4.10)
—ihvd,  myv? Yy
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hn(2)(x) = Bt (a) (4.11)
(In(2) — EL(z) = 0

—mv? —E  —ihv)_ -
' LA ) (4.12)
—ihvA_  mp? —E 0y~
matris denklemi sonucunda A_ ifadesi bulunur:
y = i\/m%v‘* — E?
_ = o .
x > 0 igin simir kogullar1 uygulanir ve ayni iglemler yapilir.
hy(x) = —ihwo 0, + movio, (4.13)
mev?  —ihwd, ; i
hota) = [ L Y@= 7 (4.14)
—ihwd, —mgv? ot

(4.11) gibi 6zdeger denklemi yazilarak A, bulunur:

>\+:i7\/m§v4—E.

hv

x = 0 noktasinda dalga fonksiyonlar esit olmal. (4.10) ve (4.14) ile verilen dalga

fonksiyonlar: egitlenir :

- . (4.15)
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Onceki iglemlerden ¢,~, o, cinsinden ve ¢, *, ¢,* cinsinden yazilabilir. Elde edi-
lenler (4.15) ifadesinde yerine yazilir ise enerji sifir bulunur. Dalga fonksiyonu boy-

landirihir ve normalizasyon katsayisi ile spinorler,

v mymy V2 1 m(z)vz/h
U(x) = <)> e ’ (4.16)

seklinde verilir. N normalizasyon sabiti olmak iizere, £ = 0 durumunda ¢éziimler:

1 h
Y(z) =N emvr/h <0 (4.17)

Y(x) =N eTm2v/h 50 (4.18)

formuna girer ve agagidaki Qekil 4.1’ de goriildigi gibi z = 0 etrafinda bagh durum

olugturur.

|0 |2

0 X

Sekil 4.1 Konumun bir fonksiyonu olarak dalga fonksiyonu olasilik yogunlugu
Denklemin x < 0 ve z > 0 bolgedeki davranigi topolojik olarak iki farkli durumunu
temsil eder. Sifir enerji bagh durumu iki bolgenin simirinda z = 0 olugur. Bu ug

¢oztim (end state) sabit noktadadir ve ilerlemez. Topolojik yalitkan ¢oztimlerinin

temelini olugturur.
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Sekil 4.2 Sifir enerji bagh durumu ile birlikte dagimim bagintisi

Ayni Dirac-tipi denkleme bulk ¢dziimii olarak (E # 0) e**= periyodik simir kogulunu
saglayan bir ¢oziim Onerirsek katsay1 determinant1 yontemiyle bir yalitkan enerji da-

gimim bagintisin elde ederiz :

E=4+Vk>+m2? ;(m; =my=m alndi) . (4.19)

Sifir enerji bagh durumu ile birlikte daginim bagintist Sekil 4.2° de goriilmektedir.

4.2 Modifiye Dirac Denklemi

Dirac denkleminden bilindigi gibi enerji bant araliginda veya pozitif ve negatif kiitle
olan iki ortam arasinda bagh durumlarin bir ¢éztimii vardir. Topolojik yalitkan faz
kiitle teriminin isareti ile ilgili bir durumdur. Dirac denkleminde ise topolojik ola-
rak siradan olup olmama durumu kiitle teriminin isaretinden kolayca ¢ikarilamaz.
Bu nedenle topolojik yalitkan faz1 aciklamak icin Dirac denklemine ek bir terim

tanimlanmas: gerekmektedir (Shen vd. 2011).
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Bu ek terimle birlikte yeniden yazilan Hamilton islemcisi :

H =va-p+ (mv® — Bp*)B - (4.20)
—Bp? karesel terimdir. mv? terimi bant araligim temsil eder; m kiitle ve v hiz

boyutunda oldugundan B~! kiitle boyutundadir.

Bir boyutta modifiye Dirac denklemi

Bu kisimda modifiye Dirac denkleminin bir boyutta ¢éziimlerine bakilacaktir. Dalga
fonksiyonunun sinirlara yakin yerlerde sifir olmasi beklenir. Bir boyutta Hamiltoni-

yen agagidaki gibi yazilir.

h(z) = vagp, + (mv* — Bp,*)B (4.21)

Yukaridaki denklemde daha énce tamimlanan o, 8 matrisleri ve p, = —ihd, yerine

yazilir. (4.21) deki ifadenin matris formu agagida verilmigtir.

mv? + Bh20,? 0 0 —1h0,v
0 mv? + BR29,? —ih0,v 0
h(z) =
0 —1hO,v —muv? — Bh29,> 0
—ihO,v 0 0 —muv? — Bh20,*

(4.22)

Simir kogullarina gore x sonsuza giderken dalga fonksiyonu sifir olmali. Bu nedenle
dalga fonksiyonu v (x) = ue™** geklinde yazlabilir. Bu verilenler ézdeger denkle-

minde yerine yazilir.
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h(z)e ™ u = Be u; (4.23)

Hy —F 0 0 ihA\v a
0 Hyy— E  ih)v 0 a

. =0 (4.24)
0 th v H33 —F 0 as
thA v 0 0 H44 —F ay

Icerisindeki ifadeler ; Hyy = Hay = mv? + BR2N\* | Hys = Huyy = —muv? — B2\’

dir ve matris denkleminden spinérleri igeren ifadeler sdyle bulunur:

[mv? 4+ BR?*A\? — Elay + [ihvN]ag =0
[mv? + Bh?N? — Elay + [ihv)as = 0
[ilvA]ay — [mv® + BR*A? + Elaz = 0

[ihvA]ay — [mv? + BR?A? + Elay = 0

(4.25)” deki ay ifadesi, (4.28)" de yerine yazilir ise a; ve diger spindrler de buradan

yola ¢ikilarak elde edilir. Bu sekilde A ifadesi bulunabilir:

ihoAPar + [(mo? + BR2XY)" = B2 ay =0, (4.29)
2 2 32
s U 4F2B
= Sy |(1-2mB) \/1 —4mB + (4.30)
Gortildiigii tizere A iki deger alir, yeni dalga fonksiyonu
Y(x) = Auge™ ™" + Buge " | (4.31)

seklinde olmalidur.
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Dalga fonksiyonu icin sinir sartlar: yazilir:

Y(x =0) =¢(r - +o0) =0. (4.32)

Boylece © — 0 iken, ¥)(x = 0) = A+ B =0 = A = —B olur ve ¢bziim yok olmaz.

Bu kosula gére u; = us = u olmalt:

Y(x) = Au(e ™% — e727) (4.33)

(4.31) ifadesi ¢ (x) = ¥, (x)+1)y(x) seklinde yazilir ise, (4.23) ile verilen 6zdeger denk-
leminde bu dalga fonksiyonlar1 yerine yazihir, hy(z)v,(z) = Evy(z) , ha(x)hy(z) =
Ety(x). (4.21) deki ifade A; ve Ag igin,

hy(z) = ihvdia, + (mo® + R2BM2)B (4.34)

hao(x) = ihv sy, + (mv? + K2BA2)5 . (4.35)

Bu iki Hamiltoniyen yalnizca A indisleri farkli olan iki matristir. Kolaylik olmasi i¢in

her ikisi de agagidaki gibi ayni1 matrisin i¢inde ifade edilmigtir.

mv? + Bh2)\i2 0 0 thv o
0 mv? + BR2A\], ihvA; 0
hl,g(l') = ’ 9
0 thu o —mv? — BR*A], 0
ihvA; 2 0 0 —mv? — BR2); ,
(4.36)
Onceki adimlara benzer olarak (hyo(x) — E1)y = 0 hesaplanir:
[mv® + BR*A}, — Elay + [ilw 2]ag = 0 (4.37)
[mv® + BR*A} , — Elag + [ilw 2)as = 0 (4.38)
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[ihvAi2]as — [mv® + BR*A}, + Elaz = 0 (4.39)

[ihvAi2]ar — [mv® + BR*AY, + Elag =0 (4.40)
Yukaridaki ifadelerden enerji su sekilde bulunur:
E = va — Bh2>\1/\2 (441)

Burada E = 0 iken, \; Ay = mv?/Bh? olur. (4.30) ifadesi ise

2
(%
A 2

12" = 1Hm [22 +1+ 22] (4.42)

seklinde bulunur ve Z? = 1 — 4mB olmak iizere,

,02

4B2h?

[

2Bh

A, = (1+2)° ; A\ = tsgn(B)—=(1+ 2) , (4.43)

Ay = £sgn(B) (1-2) (4.44)

h
2Bh

halini alir. z — 00’ da ¢ozlimlerin azalmasi igin A\; ve A9’ nin pozitif olan degerlerini
aliriz. Dalga fonksiyonuna ait (4.37), (4.40) ve (4.38), (4.39) ifadelerinde spinérler
yalniz birakilip A; o kokleri yerine yazildiginda ia; = sgn(B)as ve iay = sgn(B)as

bulunur. C' normalizasyon sabiti olmak tizere spinérler yazilir:

hi(r) = — (€17 — ), (4.45)
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S
_CsnB) | e e
w@)= 5 | T e e, (4.46)
L 0 -

A1 ve Ag koklerinin her ikisinin de reel ve pozitif olmasi gerektiginden \; o igerisin-
deki terim Z = /1 — 4mB < 1 olmalidir. Bunun i¢in m ve B’ nin isareti 6nemlidir.
Dalga fonksiyonu sinirlara yakin yerlerde yogunlasir ve uzaklagtikca tistel bigimde
azalir. U¢ durumlar karakterize eden iki 6nemli uzunluk 6lcegi At ve A\t dir.

B — 0iken \;™' = Bh/v — 0, \y7' = h/mv ve E = mv? olur. Smir kosullar:
saglanmaz.

m — 0 durumu ele alinir ise A\; ' = Bh/v, A\y~' = h/mv — 400 olur. Yani m = 0

durumunda ug¢ durumlar yok olur ve bir topolojik kuantum faz gegisi mevcuttur.

Topolojik yalhitkan ¢oziim kosulunun mB > 0’ dir. mB < 0 durumu ise siradan
yalitkan agiklar. Chern sayisi spin-yukar: ve spin-agagi durumlar: ig¢in ayri ayri he-

saplanir:

(4.47)
n_ = —[sgn(m) + sgn(B)]% (4.48)

e m ile B aym isaretli oldugunda, n. = £1 bulunur. Topolojik yalitkandir.

e m ile B zit igaretli oldugunda, n. = 0 bulunur. Normal yalitkan ¢dziimidiir.

Buradaki ¢oziimler tek boyutlu denklemi daha yiiksek boyutlu sistemlere tiiretmek
i¢in kullanilabilir. Hamiltoniyen iki ve {i¢ boyutta yazilarak topolojik yalitkanlarin

kenar ve yiizey durumlari igin ¢oéziimler elde edilecektir.
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iki boyutta modifiye Dirac denklemi

Iki boyutta Hamiltoniyen yazilirken, p ve o’ nin iki bilegeni vardir. p, = —ihd,,
p? = —h?0,” ve y yoniinde momentum degeri py = hk, seklinde sabit olup, iyi

kuantum sayisidir.

h(:L‘, y) =v [asz + aypy} + [mUQ - B(sz + py2)] B (449)

Denklem k, = 0’ da bir boyutlu denklem ile ayni forma sahip olur. Coziimiin z’ e
bagimli kismi bir boyut igin yazilan (4.21)" e esit olur. Buradan yararlanilip bir bo-
yutta elde edilen iki ¢oziim ¢, (x) ve ¥, (z) baz olarak alinabilir. O halde, denklemin

sadece y’ ye bagiml kismi soyledir:
Hsyp = vayp, — Bp,*S. (4.50)

Bu denklem tek boyutta daha énceden yazilan Hamiltoniyenin pertiirbasyonu olarak
kabul edilir. Bu sekilde helisel kenar durumlari i¢in tek boyutta bir etkin model

yazilir:

oo = (V1|Ho + Haplthy) (1] Ho + Hap [t,) . (4.51)

(ol Ho + Hap [t01) (ol Ho + Hapls)

Hy ile tanimlanan Hamiltoniyen h(x,y)’ nin 2’ e bagh kismudir ve etkin degere bu-

radan gelen katki sifirdir. Bu nedenle sadece Hsyp ifadesi agikca yazilir ise,

0 oy of 00 0
Hyp = py — Bpy , (4.52)
oy, 0 0 —og

—Bp,? 0 0 —ipyo
0 —Bp,? ip,v 0
_ Po= . (4.53)
0 —ip,v Bp/2 0
1Py 0 0  Bp,?
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(4.53) ifadesi ve daha énce bulunan (4.45)" deki v, (4.46)" deki 9, dalga fonksiyon-

lar1 ile matris bilegenleri su hale gelir:

vsgn(B 0
Hopan = | 77 B) (4.54)
0 —pyvsgn(B)
= pyvsgn(B)o . (4.55)

Ozdeger denklemi yardimi ile enerji dagimimi bulunur:

Hetk:inw = E¢ ) (456>
det | Hopin — B1] = 0 (4.57)
E; = t+vp,sgn(B) , (4.58)

Enerjinin B nin igaretine bagimh oldugu sgn(B) terimi ile goriilmektedir. (4.49)
denklemine, bir boyutlu versiyonuna yapilan islemlerin aynis1 yapilarak A; o kokle-

rini bulmak mimkiindiir.

2 2

p
Ny o2 = 2V
12 = T o

[(1 —2mB) £ /1~ 4mB + 4B2p,2 /v’ (4.59)

Goriildiigi gibi bu sefer fazladan terim p,?/h* = ky2 vardir. Ayni gekilde dalga
fonksiyonunun da z’ e bagh kismi denklem (4.33) ile ayni formdadir. y yoniinde

momentum sabit oldugu i¢in 1 (z,y) = Au(e 1% — e=*2%)etkv¥ geklinde yazilir.
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1, pozitif enerjili ve ¢, negatif enerjili olmak {izere dalga fonksiyonlarinin enerjileri

farklidar:

Uy (z,y) = — (e_’\”” - e_’\Qx)eikyy , (4.60)

S

Vy(2,y) = —= _ (e — emT)eikuy (4.61)

S

(4.58) deki enerji ifadesine tekrar doniiliir ise, enerjinin pozitif ve negatif degeri var-
dir ve hiza bagiml gikmigtir. Pozitif hizh elektronlar (+v) ve negatif hizh elektronlar
(—v) farkli durumlari temsil ederler. Iki farkli duruma sahip bu elektronlar simirlarda

bir helisel kenar durumu ¢iftini olustururlar.

Ug¢ boyutta modifiye Dirac denklemi ve yiizey durumu

U¢ boyutta modifiye Dirac Hamiltoniyeninde, 2 = 0 da y — z diizlemindeki yiizey
durumlarina bakilir. Momentum y — z boyunca iyi kuantum sayilaridir, bunlarin
ozdegerleri hk, ve hk.; p, ve p, momentum operatorlerinin yerine yazilarak tiim

islemler yapilir.

h(z,y,z) = v(a - p) + [mv* — Bp*|B (4.62)

p2 = _h28r2 +py2 +p22 ; Pz = _Zhar s Dy = hky s Pz = hk, .
Buna gore i¢ boyutlu Hamiltoniyen asagidaki gibi yazilir.
h(z,y, z) = v(—iha, 0y + aypy + .p,) + [mv2 — B(—h?0,* + pr + pZQ)] B (4.63)
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Bir 6nceki kisimda enerji bulunurken, p, = 0 alinip denklemin sadece y bagimlh
kismi alinip Hyp yazilmig ve bir boyutta elde edilen dalga fonksiyonlar: izdiigiiriilerek
etkin Hamiltoniyen bulunmustu. Burada da aym yollar izlenerek yaklagik bir ¢dziim
bulunabilir. Fakat en bagta kullamlan yontem ile 6nce (4.63) ile verilen Hamiltoniyen
ozdeger denklemi ile ¢oziiliip A kokleri bulunur. Daha sonra dalga fonksiyonu sinir
kogullarina uygun yazilip genel ¢oziimden spinédrler elde edilecektir. Son olarak A
kokleri yazilarak enerji daginimi elde edilir.

Dalga fonksiyonu 1 (x, y, 2) = ue**e!*ks¥+#=2) seklinde olup, u spindrleri temsil eder.
h(z,y,2)¢ =Ev (4.64)

h(x,y, 2) =|v(—ihAay + ayp, + a.p.)
+ (mv® + BR*X* — B(p,® + p.%)) B|v (4.65)

Burada momentumun x bilegenindeki tiirev operatori A parametresini getirecegin-

den h()) indirgenmis Hamiltoniyen olarak tanimlanabilir.

h(A) =v(ihAag + ayp, + a.p.) + [mv® + BR2X* — B(p? +p?)] B (4.66)
] 0 o, 0 oy 0 o,
=ihA\v + vp, + vp,
or 0 o, 0 o, 0
2 242 2 2 oo 0
+ [mv? + BR2A? — B(p,? + p.%)] (4.67)
0 —0y
Hyy 0 vp, iv(hA — py)
0 H w(hA + —Up,
h(\) = 22 ( Py) p (4.68)
P, iv(hA — py) Hss 0
iv(hX + py) —up, 0 Hyy
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Hy = Hyy = [mUQ + BR*X? — B<py2 +pz2)]

Hs3 = Hyy = — [mUQ + BR*X* — B(p,* +p22)]

h(\) en sade haliyle yukaridaki gibi yazilir ve (4.64) ifadesine doniiliir ise agagidaki

karakteristik denklemin ¢oziilmesiyle A kokleri bulunur.

det |h(\) — E1] =0 (4.69)

BX(p3 — A*)? +2Bmo* (N — p) — B2 + v*(mv? +p2 — \*) =0

i =p,°+p.°

,UZ

D I
)y N1,2 2B2

9B2p? 1E2 B2
(1—2mB+ pL) i\/1—4mB+

v2 vd

04

ifadesinde diizenlemeler yapihir, Z = \/1 —4mB + B ve 2 = ‘%Q(pivz — E?)

tanimlamalar1 yerine yazilarak A en sade hali ile yazilir:

v
2B

1/2

Mo = Esgn(B)=— [(1+ Z2)* + ] (4.70)

Bundan sonraki iglemlerde B pozitif allmmigtir ve A5’ nin reel ve pozitif degerleri

kullanilacaktir. O halde, dalga fonksiyonuna smir kogullar1 uygulandiginda genel

¢OzUim:
¢($a Y, Z) = (ulei/\lz - u267/\2z)€i(kyy+kzz) (471)
T

Siir kosullarindan, uy = ug = u = ( a1 Qs G35 a4 ) yazilabilir.
h(A) = v(ihAoy + aypy + a.p.) + [mv® + BR*A* — Bpl] B8 (4.74)
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h(X2) = v(ihdoor, + aypy + a.p.) + [mv® + BR*A* — Bpl] B3 (4.75)

Bu ifadelerin determinantlar: daha 6nceden (4.68) ile yazilmigtir. Boylece (4.74) agik
bir sekilde yazilarak agagidaki ifadeler elde edilir:

(H}, — E)a; +vp.az + iv(h\y — py)as =0 (4.76)
(Hyy — E)ag + iv(A\ + py)ag — vp.ay =0 (4.77)
vp.ar + (A — py)as + (Hiy — E)az =0 (4.78)
(A1 + py)ar — vp,as + (Hy, — E)as =0 (4.79)

Hyy, Hyy, H33 ve Hy matris elemanlar: daha 6nce X igin verilmistir. Burada aym
ifadelerin iizerine A\; ve Ay icin sirasiyla 1 ve 2 yazilmigtir. Ayrica Ao igerisindeki
enerji degerleri karesel bicimde bulundugundan, enerjinin pozitif ve negatif degerinin
belirtilmesine ihtiya¢ yoktur. Aym adimlar (4.75) i¢in uygulanir ve yine katsayilar

determinantina bagvurularak birbilerine bagimh ifadeler elde edilir.

(Hf, — E)ay + vp.as + iv(hAs — py)as =0 (4.80)
(H3, — E)ag + iv(hy + py)as — vp.as = 0 (4.81)
vp.a; +iv(hdy — py)ag + (Hyy — E)ag = 0 (4.82)
iv(hAa + py)ar — vp.ag + (Hj, — E)ay = 0 (4.83)

Yukarida verilen iki denklem grubundan herhangi iki sira alinip determinanti bulu-

nabilir:

[Hyy, — Hiylay + [ivh(A — Ao)]as = 0 (4.84)

[ivh(\ — No)]ar + [Hy, — HJas =0 (4.85)
Hl — H?  dvh(\ — X a

11 11 ( 1 2) 1 _ O (486)
’L”Uh()\l — )\2) Hiél — Hil ay
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Daha 6nceden bilinen agagidaki ifadeler yerine yazilarak kokler icin bir ifade bulunur.

Hyy, = (mv® + BR°A] — Bpl) : Hiy = —Hy,, H}j = —H},
(Hiy — H{y)? = v*R (M — X2)* =0

(M = X)? [B* (M 4+ X)) =% =0 ; (h=1)

v
(Al -+ )\2)2 = ?

Denklem (4.70) ile verilen A; ve Ay ifadeleri bulunan kogulda yerine yazihr :

v? 1/2 1212 v?
@[((1+Z)2+02)/ +((1-2)+¢) /} =

{\/(1+Z)2+02+\/(1—Z)2+02r:4

¢ = 0 olmas1 halinde bu sonu¢ saglanir. Daha 6nce tanimlanan ¢? ifadesi sifira

esitlenir ise enerji dagimim bagintisi su sekilde elde edilir:

Ei=4pv. (4.87)

(4.84) denkleminden a; ve a4 spinérleri, (4.77) ve (4.81) ifadelerinin fark: alimir ise as
ve as spinorleri arasindaki iligki ay = ia; ve az = ias seklinde bulunur. Bu spindérlerin
hepsinin a; cinsinden yazilmas i¢in (4.76) denkleminde a4 ve agagida verilen enerji
ifadesi yerine yazilir ise ¢ozlim elde edilir. Enerjinin hem pozitif hem de negatif
degerleri i¢in spinorler ayri ayri bulunur ve bir takim diizenlemeler yapilir ise

(pL —1py) " (pL —1py) o

Ei =+pivicin as = 1 ag = —1i (4.88)
bz bz

E = —pLv 1(;1n ; as = _Mal ) a9 = Z‘wal . (489)
P Y22

ifadeleri elde edilir. Boylece enerjiler i¢in spindrlerin hepsi a; cinsinden yazilir. (4.71)’
deki dalga fonksiyonunun ¢ (z = 0) = 0 olmasi kogulu goz éniinde bulundurularak

Uy = ug = u yazilmigt.
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Burada da E, ve E_ ¢oziimleri igin w(E,) = u™ ve u(E_) =wu" ile gosterilmistir.

pL = \/P2+p2, py=prcosh, p,=pysinf, tan® = p./p, ifadeleri kullanilarak

yarim ag1 formiilleri yardimiyla spindrler yeniden diizenlenir :

_ _ _ )
1 COS 3
. 0 -0
1tan 3 a —sin 5
2 1 2
ut = = 5 , (4.90)
tang Cos 5 sin%
| | icosg |
y _ v .4
1 sin 3
. 0 . 0
1 cot 3 a 2 COS 5
r 2 1 2
U= = — . (4.91)
cotg Sy [ — cosg
. . e Q
. | ising |

Boylece dalga fonksiyonunun negatif ve pozitif enerjili ¢éziimleri sunlardir

COoS 5
—isin 2

_ 1+ 2
v, =C .
Sin 2

. 6
1COs 3

S by

Yy =C"

— COS

7 8in

ZCOS§

(4.92)

)

(e—)\lz _ e/\Qm)ez(kyy+kzz)

2

2

(ef)qx _ 6>\2$)6i(kyy+kzz) . (493)
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mB > 0 oldugunda modifiye Dirac denkleminde daima smir veya ylizey durumlari
vardir. Sonug olarak elde edilen ¢oziimlerden, bir boyutta sinirlarda sifir enerjinin
bagl durumlari, iki boyutta helisel kenar durumlarin ve {i¢ boyutta yilizey durum-
larin varlign bulunmustur. Boylece modifiye Dirac denkleminin bir ve daha yiiksek
boyutlardan olusan topolojik yalitkan sinifina bir agiklama getirebilecegi sonucuna

varilmigtir.

Topolojik yalitkanlarin yiizey durumlarini ifade eden enerji daginim bagintis1 agagida

verilmigtir:
E =+up, . (4.94)

Bu ifade enerji bant araligi olmayan (gapless) bir Dirac konisinin yiizeyini tanim-
lar. Bununla ilgili somut 6rnekler kenar durumlarini ifade eden BHZ Hamiltoniyeni
ve yiizey durumlarimi ifade eden BiySes’ e ait Hamiltoniyen ile 5. ve 6. bdliimde

verilecektir.
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5. IKi BOYUTLU TOPOLOJIK YALITKANLAR

Iki boyutlu topolojik yalitkanlar kuantum spin Hall yalitkanlar1 olarak da bilinirler.
Kuantum spin Hall yalitkanlar1 (iki boyutlu zaman tersinir topolojik yalitkanlar)
hem grafen hem de spin akiminin helisel kenar durumlari ile tagindigi iki boyutlu yar:
iletkenlerde, iki bagimsiz grup (Kane ve Mele 2005a, 2005b; Bernevig ve Zhang 2006)
tarafindan teorik olarak énerilmistir. Bu 6neri matematiksel olarak grafenin SOI’ ye
dayanir. Daha 6nce hafif bir element olan karbon atomlarindan olusan grafenin zayif
spin-yoriinge etkilegimli oldugundan bahsedilmistir. Enerji bant araligi da kiigiiktiir.
Bu noktada QSHE ile ortaya ¢ikan topolojik yalitkanlarin fizigini anlamak igin agir
elementlerden yapilan gii¢lii spin-yoriinge etkilegimli materyallere bakmak gerekir.
Bu kisumda Bernevig-Hughes-Zhang (BHZ) tarafindan 6nerilen (Bernevig vd. 2006)
iki boyutlu HgTe/CdTe kuantum kuyusu 6. boliimdeki BiySes topolojik yahtkan

sonugclariyla kiyaslamak amaciyla 6nemli basamaklar: kisaca dzetlenecektir.
5.1 HgTe/CdTe Kuantum Kuyusu

Kuantum spin Hall olayimi goézlemlemek igin sunulan yéntemde CdTe kristalleri-
nin arasma ince bir HgTe katmam sandvi¢ edilerek Sekil 5.1° deki gibi yar1 iletken
heteroyapi olugturulmusgtur. Béylece spin Hall durumlar1 hem deneysel (Konig vd.
2007) hem de teorik (Bernevig vd. 2006) olarak HgTe/CdTe kuantum kuyularinda
gozlemlenmistir. Kuantum kuyusunun genel mekanizmasi, iletkenlik bandi ve valans
bandinin olagan siralamasinin spin-yoriinge baglagimi ile ¢evrildigi bant inversiyo-

nuna dayanir. Bu yar iletkenler su kosullar: sagladiklar: igin secilmislerdir:

e HgTe ve CdTe agir elementlerden olustugundan gii¢lii spin-yoriinge etkilegim-

leri olan yar1 iletken malzemelerdir.

e Her ikisinin de orgii yapilar1 ¢ok benzerdir: Zincblende (ZnS) denilen, bir 6rgii
noktasinda iki farklh atom igeren yiizey merkezli kiibik 6rgiidiir ve érgii sabit-
leri benzerdir (CdTe igin 6.48 A ve HgTe icin 6.45 A) Bu 6zellik bant yapilarini

degigtirmeden heteroyapi olugturmayr miimkiin kilar.
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e Terslenmis bant yapisi vardir: CdTe normal bant yapisina sahip oldugu halde,
HgTe’ nin daha giiclii spin-yoriinge etkilesmesinden dolayi ters donmiis bant

ozelligi gostermektedir.

HgTe katmam d ¢ok ince oldugunda HgTe/CdTe kuantum kuyusunda bu terslen-
mig bant yapisi hissedilmez, fakat kalinhigi artinnldiginda heteroyap: tipki HgTe yari
iletkeni gibi terslenmis bir bant yapisinda olur. Bant terslenmesi, valans bandinin
iletkenlik bandinin iizerine itilmesi ile gergeklegir. Topolojik yalitkan 6zelligi goster-
mesi de bu terslenmiy bant yapisindan kaynaklanmaktadir. d > d. = 6.3 nm igin
iki boyutlu bantlar terslenir. Terslenmis bant yapisinda kuyu kalinhig: d, d. kritik
kalinliktan biiyiiktiir. Iletkenlik ve valans bantlar1 birbirlerini d = d, noktasinda ke-
serler ve enerji bant araligi yok olur. Artan d’ nin bir fonksiyonu olarak bantlarin
terslenmesi normal yalitkan ve QSH yalitkanlar1 arasinda bir faz gegisi olugturur. Bu

iki durum arasindaki gegis topolojik kuantum faz gegisi olarak adlandirilir.

Hgo3Cdy;Te Hgo3Cdo;Te

d 0 g
2

Sekil 5.1 HgTe/Hg 3Cdy 7Te kuantum kuyu modeli

BHZ (Bernevig-Hughes-Zhang) tarafindan sunulan HgTe/CdTe kuantum kuyusu
icin etkin bir Hamiltoniyen agagidaki bicimde elde edilmigtir.

h(k)ax2 0
Hppz(k) = (5.1)
0 h*(—k)ax2 »
hk)=elo +dk) o, (5.2)
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h(k) = ey + A(kyo, + kyoy) + (M — Bk?)o, . (5.3)

BHZ modeli blok-kdgegen oldugundan 2 x 2 olan her blok bagimsiz ¢oziilebilir. Ancak
alt bloktaki Hamiltoniyen h| iist bloktakinin zaman-tersinmis eslenigidir: hq(k) =
hy*(=k). Bu nedenle 4 x 4 Hamiltoniyen zaman-tersinme simetrisine sahiptir. ¢, =
ue™T ¢oziim Snerisi kullanilarak iist blok igin bulk (yign) durum enerji dagimim
bagintis1 katsay1 determinanti ile elde edilir.

Ust blok h(k)ayso iletkenlik ve valans bandinda spin-yukari elektronlari, alt blok
h*(—k)2x2 spin-agsagi elektronlan aciklar. k = (k,, k,), d(k) = [Ak,, Ak,, M(k)],
M(k) =M - BK?, o = (0,,04,0,), & = C—DK?, k+ =k,+ik,ve B+ =B+D
olmak tizere, C';, M, A, B ve D materyale bagh parametrelerdir. Denklem (5.3) iki
boyutlu modifiye Dirac denklemi igin yazilan denklem (4.49) ile benzerdir, fazladan

€k, kinetik enerji terimi igerir.

o [ M- Bk Ak_ 5.
e Ak, —(M - B_K?)
hi(K)hy = Epiy s (5.5)

det |7 (k) — E1| =0

Enar(K) = e+ 1/ (M — BK2)? 4 A%k (5.6)

k = 0 noktasinda A = E (k) — E_(k) = 2M bant araligina sahip bir yalitkan
oldugu agiktir. Enerji daginim bagintis1 Cizelge 5.1° deki parametreler kullanilarak
Sekil 5.2” de ¢izilmigtir.

Cizelge 5.1 HgTe/CdTe kuantum kuyusu igin materyal parametreleri
M (meV) | A(meVnm) | B(meVnm?) | D (meVnm?) | C(eV)

-10 364.47 -686.11 -512 0
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88
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20

Sekil 5.2 HgTe/CdTe kuantum kuyusu bulk enerji dagimimi

—-0.04

-0.02

0.00

kx (nm_1 )
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5.2 Helisel Kenar Durumlar

BHZ modelinde kenar durumlarinin ¢oziimlerine bakilirken, y = 0’ da agik sinir ko-
suluna sahip yari-sonsuz bir diizlem g6z oniine alinir. Bu durumda k, iyi kuantum

sayisidir ve k, = —i0, alimr. Denklem (5.1)" a bu kosullar uygulanir:

o ke, —i0,) 0
HBHZ(kz, —Zay) = (57)
0 h,(ky, —i0,)

Blok-kdsegen matrisin, k| (k) ve h(k) bloklarmim 6zdeger problemleri ayr1 ayri ¢o-
ziilebilir. Boylece birbirlerinin zaman-tersinmig hali olan matris denklemleri 6nce
= ueeF+® deneme dalga fonksiyonu ile ayr1 ayri hesaplanir. Bunun sonucunda

dort tane A degeri bulunur:

Mol =k +F+7Z; (5.8)

V , (M2 — E?)
Z_\/F a7t (5.9)

F=A?-2(MB+ED)/(2B,B.) (5.10)

ve dalga fonksiyonuna v (ky,y = 0) = ¢4(ks,y — +00) = 0 (yar-sonsuz) smir

kosullar1 uygulanir ise

(ALQ > 0)

bulunur. Bu yeni dalga fonksiyonu ile yazilan 6zdeger denklemleri (A; ve Ay igeren)

yazilip a, b spinér elemanlar1 yardimiyla
E=M— By [kl + k(M + X)) + A1 - A9 (5.11)

ifadesi bulunur.
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A1 ve Ay yerine yazilarak, enerji k, = 0 civarinda Taylor serisine agildiginda kenar

durumlari igin enerji spektrumu bulunur. Elektronun iki spin durumu igin ¢dziimler

agagidaki sekildedir:

Bu iki enerjinin fark: alindiginda bant arahigi A = Ey — E| = 0 sifir olur.

Sadece yonleri farkli olan bu ¢oéziimlerden grup hizi bulunabilir.

oF / D2
UT:akT:’Uo:—A 1—732
oF D2
n= g = =AY 1o 5

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

Hizlar =1t yonliidiir, spin-yukar1 ve spin-agagi elektronlar farkli yonlerde hareket

ederler. Bu sonug helisel kenar durumlarini olugturan ¢ift yonlii spin akiminin var-

Ligin gosterir. Zit yonlii olduklar: icin toplam yiik sifirdir. Iletkenlik yitk akimu ile

saglanmaz.

(5.12) ve (5.13) enerjilerine karsi gelen durumlar Kramers ¢iftlerini olugturur. &k, = 0

noktasina iki enerji esit oldugundan Kramers dejenereligi ortaya ¢ikar. Bu durum

zaman-tersinme simetrisinden kaynaklanir. Enerjinin k, degiskenine bagh grafigi Se-

kil 5.3’ de verilmistir.
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5.3 Serit Geometrisi I¢in Céziimler

Bu kisimda sonlu L genisligine sahip serit geometrisi i¢in enerjinin davranigina ba-
kilacaktir.
Uiy = :I:%) = 0, siir kogullarini saglayan y-bagiml tek ve ¢ift ¢éziimler

sinh \yy _ sinh Aoy

sinh ’“TL sinh MTL

J-(ke,y) = (5.16)

cosh A1y _ cosh Aoy

ke, y) =
Fo ke, ) cosh% cosh%

(5.17)

seklinde bulunur. Bu ifadeler spinér elemanlariyla birlikte Hamiltoniyene yerlestiri-

lerek enerji dagimim bagintisi kapali bigimde agagidaki gibi bulunur:

a?h? + 62)\12 - k:xz(a — /6’)2 y tanh % tanh %

= ; 5.18

alifg tanh % tanh % ( )
a=FE—M+ B (k2 —\?) (5.19)
B=E—M+ B (k> — \?) (5.20)

(5.18) denklemi L genigligine bagimli olarak niimerik olarak ¢oziilebilir. L = 200 nm
geniglik i¢in enerji grafigi Sekil 5.3” de ¢izilmistir (siirekli gizgiler). Geniglik 200 nm ve
altinda bant araligi agildigr goriilmektedir. Sekilde kiyaslama amaciyla L = 1000 nm
i¢in Dirac noktasinda birbirini kesen k, ile orantili enerji grafikleri de (kesikli ¢izgiler)

verilmigtir. Yani L biiyiidiik¢e enerji bant araliginin kapandigi anlagilmaktadir.

Ayrica k, = 0 alinarak bant arahigimin L genigligine bagimliligini veren grafik yine
niimerik olarak elde edilmig ve L = 200 — 500 nm araliginda davrams1 Sekil 5.4
grafiginde gosterilmigtir. HgTe/CdTe kuantum kuyusu i¢in enerji bant araligimin L
biiyiidiikge siirekli olarak iistel azaldig1 gekilden goriilmektedir.
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E (meV)

1 L 1

60 Cy L 1 L L 1

—-0.004 -0.002 0.002

0.000

kx (nm~1)

Sekil 5.3 L = 200 nm igin (siirekli ¢izgiler) ve L =

niimerik olarak elde edilen enerji-k, davranigi
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Sekil 5.4 HgTe/CdTe serit geometrisinde L bagimh enerji bant aralig
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6. UC BOYUTLU TOPOLOJIK YALITKANLAR

Bu béliimde ii¢ boyutlu topolojik yalitkan materyal olan BisSes’ e ait ylizey durum-
lar1 incelenecektir.

Iki-boyutlu kuantum kuyusu icin yazilan model genellestirilerek ii¢ boyutlu bir mo-
del elde edilir. Bu modeldeki parametreler farkliliklar gosterir. Yiizey durumlarindan
kaynaklanan enerji bant araligimin farkli bir davranis sergilemesi beklenmektedir. Bu
davranigin sonlu-boyut etkisine bagh olarak hangi kalinlikta gerceklesecegini incele-

mek i¢in enerji 6zdegerleri iizerinde durulacaktir.
6.1 Giglii ve Zayif Topolojik Yalitkan Siniflar:

Uc boyutlu topolojik yalitkanlar vg; v1v5v5 olmak iizere dort adet Z, topolojik de-
gismezi ile karakterize edilir. Brillouin bdlgesi yiizeyinde doért adet zaman-tersinir
'y 2,34 nokta vardir ve bu noktalarda Kramers dejenereliginin var olmasi ytizey du-

rumlarinin olmasi anlamina gelir. Bu noktalardan uzakta dejenerelik kalkar. Bu de-

jenere noktalar yiizey bant yapisinda iki boyutlu Dirac noktalar: olusturur.

AT E,

3

(c)

Sekil 6.1 (a) Zayif ve (b) giiclii bir topolojik yalitkan i¢in Brillouin bélgesindeki
Fermi yiizeyi. (¢) Fermi ¢emberiyle gevrelenmis tek bir Dirac noktasi; Dirac konisi

(Hasan ve Kane 2010).

Yiizey durumlarim smiflandiran dort degismezden biri olan v 6zel bir 6neme sa-
hiptir; zayif ve giiglii topolojik yalitkanlar olarak adlandirilan siniflandirmay1 ayirt

eder.
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Zayif topolojik yalitkanlarda, Fermi yiizeyi iki (even number) Dirac noktasini i¢ine
alip Brillioun bolgesini ikiye ayirir. vo = 0 zayif topolojik yalitkanlar sinifin1 verir.
vo = 1 ile karakterize edilen giiclii topolojik yalitkanlarda Fermi yiizeyi, tek sayida
(odd number) Dirac noktasim gevreler ve bu tek Dirac noktali durum Sekil 6.1 (¢)’

deki gibi bir Dirac konisini olusgturur.

Basitge iist iiste istiflenmis iki boyutlu QSH yalitkan katmanlari olugturularak en
basit li¢ boyutlu zayif topolojik yalitkan elde edilebilir. Safsizliklar durumunda, zay:if
topolojik yalitkanlar siradan bir yalitkan ile egdegerdir denilebilir, giiclii topolojik

yalitkanlar ise bu safsizliklarin varliginda geri-sagilimdan etkilenmez.

ikinci nesil materyaller: BisSes, BisTes, SbyTes

Deneysel olarak goézlemlenen ilk ii¢ boyutlu topolojik yalitkan olan BiggSbg; ala-
simin yiizey yapist karmagik ve bant araligi oldukga kiigiiktiir. Daha genis bant
araligl ve daha basit yiizey spektrumu olan ikinci nesil topolojik yalitkanlar; BisSes,
BiyTes, SbyTes kesfedilmistir (Xia vd. 2009; H. Zhang vd. 2009; Hsieh vd. 2008; Hsieh
vd. 2009). Giiglii topolojik yahitkan simifina dahil ikinci nesil materyaller arasindan
BisSes” nin referans materyal olabilecegini diisiindiiren baglica nedenler agagida si-

ralanmaktadir (Moore 2009b).

e BiySes’ {in yiizey durumlari genellegtirilmis tek bir Dirac konisinden olugur. I'

noktasinda tek bir Dirac konisi olugturan ylizey durumlarina sahiptir.

e BiySes, saf bir bilesiktir, BipoSbg: gibi alagim degildir. Bu nedenle yiiksek

saflikta hazirlanabilir ve daha net sonuclar verir.

e Uygulama agisindan en uygun olamidir. Yiiksek saflik formunda oda sicakli-
gimdan gok daha yiiksek sicaklikta (3600 K) genig bir bant araligina sahiptir
(~0.3eV).

Bu bilgiler 1g1g1inda, {i¢ boyutlu topolojik yalitkanlarin baglica ozellikleri en basit
Dirac konisi ylizey spektrumuna ve en genig bant araligina sahip BisSes igin goste-

rilebilir.
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6.2 Yiizey Durumlari

Topolojik yalitkanlarin yiizey durumlarini ifade eden ¢oziimler BisSes iizerinden ya-
pilacaktir. Bu nedenle 6ncelikle, kristal orgii yapisi ve érgiiniin sahip oldugu simet-
rilerden bahsedilecektir.

BisSes kristali, bir katmaninin icinde tiggen bir 6rgii olan katmanl bir yapiya sahip
olan (rombohedral) kristal yapidadir. x, y ve z eksenleri farkh simetrilere sahiptir ve
z-ekseni boyunca dizilmig bes atomlu katmanlardan (quintuple layers) olugur. Sekil
6.2 ile verilen, bu katmanlardan yalnizca biri ele alinirsa: Sel ve Sel’ olan iki egdeger
Se atomu, Bil ve Bil’ olan iki esdeger Bi atomu ve son olarak Se2 olan ti¢lincii bir

Se atomu ile birlikte toplam beg katman vardir.

= S——0——0Sel
——— Bil >

=0 S——8 Se2

T};’,‘h [ e

\ — Sel’

Sekil 6.2 BisSes kristal yapisi, beg atomlu atomik katmanlar: (Shen 2012)

Bes atomlu katmanlar arasimndaki baglanma (coupling), katman igindeki iki atomik
katmani arasindaki baglanmaya gore ¢ok daha zayif bir baglanmadir. Ayrica mer-
kezdeki Se2 atomu inversiyon merkezi roliindedir, bir inversiyon iglemi ile Sel(Bil)
katmanimi Sel’(Bil’) ile degistirir. Bu simetri sistem igin belirli bir parite ile 6z-
durumlar olusturmay: saglar. Daha 6nce bahsedilen Dirac noktalarini c¢evreleyen
Fermi yiizeyine yakin elektronlar ¢ogunlukla Bi (6s%6p?) ve Se (4s%6p?) atomlariin

p orbitallerinden gelir (Qi ve Zhang 2011).
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Brilliouin bolgesindeki I' noktasi civarinda sistemin diigiik enerjili Hamiltoniyenini
yazmak miimkiindiir. Bunun igin en diigiik dort durumdan (low-lying states) bagla-

nmirsa ' noktasinda

P17, 0),

P2, ,0)
durumlari ile sistemin simetrisine dayanarak 4 x 4 liikk bir Hamiltoniyen yazilabilir.
Bu durumlar z1t pariteye (£) sahiptir ve o =1, ] spinleri temsil eder.
6.2.1 BisSe; yiizey durumlari i¢in etkin model

Diisiik enerji etkin Hamiltoniyeni olugsturmak i¢in bu dért durum baz olarak kullani-
hir (H. Zhang vd. 2009) ve elde edilen model Hamiltoniyen modifiye Dirac denklemi

ile benzerlik gosterir. BisSes parametreleri i¢in Hamiltoniyen agagidaki gibi elde

edilmigtir:
My + ex Alkz 0 Agk,
Ak, — My +¢€ Ak 0
H(ky, by k) = ' e (6.1)
0 A2k+ Mk + €k _Alkz
A2k+ 0 —Alk‘z —Mk + €k
My = M — Bik.,”> — Bok?, (6.2)
ex = C + D1k + Dok? (6.3)

ki = ko ki ky, K2 =k + k2.

Yiizey durumlar i¢in etkin model tiiretilirken bulk yapisindan yararlanilanilabilir.
z = 0" da z - y diizlemine sinirlandirilmig bir sistem icin k,, k, iyi kuantum sayilaridir
ve k, = —i0, ile z = 0 da ack smir kogullarma sahiptir. Once k, = k, = 0 alnarak

agagidaki gibi bir blok-kdsegen matris elde edilir:
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0 H2 4x4

L, —D_02%* —iAd,
H, , | (6.5)
—iA0,  L,— D,0.

Ly — D_d.? iA0,

H,
1A,0, Ly — D+822

(6.6)

Lipo=CE+M, Dy =Dy £ By dir. H; ve Hy ayr ayrn ¢oziilebilir. Enerjiler ayni
oldugu i¢in yalnizca bir tanesi ile islem yapmak ¢éziime ulagtirir. Buna gore deneme

dalga fonksiyonlar: ile H; i¢in 6zdeger denklemi yazilir:

Uy = U126 ; (6.7)
Hyy = Evy (6.8)
Li—D_)\  —iA\ a a
1 1 L E 1 (6.9)
—iAN Ly — D\ by by
ve karakteristik denklem ¢oziliir:
det |H; — E15] =0 (6.10)

(D+D_)(N)* + [D4(E — Li)+D_(E — Ly)
+ AP N+ (E—L)(E—Ly) =0

buradan agagida verilen kisaltmalar kullanilarak dort tane kok elde edilir :

2 _
>‘1,2 =

spep [~ FE VAL (6.11)
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F=D,(E—L)+D_(E— L)+ A?, (6.12)

R=F*—4D,D_(E — L1)(E — L) . (6.13)
Yari-uzay sinir kogullari, dalga fonksiyonunun,

V12(2=0) =9, 5(2 = 00) =0, (6.14)

olmasini gerektirir. Dalga fonksiyonlar1 yeniden yazilir:

a a
= e e, = e e (6.15)
b1 b2

(6.8)" deki 6zdeger denklemi A; 5 igin tekrar yazilir:

L1 — D,ALQQ - F —Z'Al/\l’g 12 —0. (6]_6)
—1A1 M2 Ly— D> —E by 2
Iki denklem taraf tarafa cikarildiginda elde edilen 1. ve 2. esitlikler ile katsay1 deter-

minant1 kurulur:

D_(M5—=AD) iA (M — A
dot | -2 7 A0 i z ;) =0 (6.17)
iA1(de — A1) Di(A3 = A7)

2 At
(M + )" = “D.D (6.18)
D
Ey=C+ MEI (6.19)

(6.18) ifadesinde Ay o degerleri yerine yazilarak enerji ifadesi yukaridaki gibi bulunur.

Spinorleri bulmak icin agagidaki adimlar uygulanir:
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D_(A\5 = A)a; +iA1( My — A\i)by = 0; (6.20)

aq —’LAl

—_— 6.21
by D_(Ma+\) (6:21)
D_(\; — ADag + —iA;(\g — M)by = 0 (6.22)
a2 i (6.23)

by B D_(A2+ \1)

(6.19) denklemi (6.21) ve (6.23) ifadelerinde yazilir ise spinorler arasindaki iligkiler

o= —iy/-D,/D_, 32 = iy/—D;/D_ seklinde bulunur. Dalga fonksiyonlar: i¢in

boylandirma iglemi yapilir ve diger spinorler elde edilir.

+oo 400
/ [ ¢, |dz = ( at, b ) Zl / (e —e )20y =1  (6.24)
0 1 0

1 2 1
2002 = — — =1 .
[““’ o ] (2)\1 VW 2>\2> (6.25)
D_ A+ Ao 2 -1
2(1-Z=) =|C]; 2= (2 - 2
‘a1| < D+> |C‘ ) |C| <2)\1)\2 )\1+)\2 (6 6)

4 = |O) ==/ =F (6.27)
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Buna gore (6.7)” ye ait spinorler agagida verilmistir:

_ \/» _ }
up = Cy ‘%F uy = C_

0
0

(6.28)

-

Cy ve C_ normalizasyon sabitleridir. k,, = 0 i¢in gecerli olan bu ¢oziimlerden
ks, # 07 da bir ¢6zlim elde etmek miimkiindiir. Daha 6nce (6.1) denklemi ile verilen
Hjp = H(ky, k,, —i0.) ile bu iki ¢6ziim baz olarak almir. Izdiisiiriilmiig pertiirbasyon

yontemi ile etkin Hamiltoniyen kurulur.

o [ ol Gl 629)

(Yol Haplth1) (4o Hapltha)

Icerisindeki terimler tek tek hesaplandiginda, « — y diizleminde yiizey durumlarma

ait etkin Hamiltoniyen elde edilir:

D D
= |:E0 -+ <D2 — BQB1> ]{;2:| 12 + Ag 1-— 3712 (k X O')Z (630)
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Fermi hizi vp = £A454/1 — %2 ile tanimlanir. Enerji daginim bagintis1 6zdeger denk-

lemi ile elde edilir.

Hewin [¢) = E ) ; [¥) = (6.31)

det | Heopin — E1] =0

Dy? D1\ ,»
Ei = EO + A2 1-— 72]{5 + D2 - Bzi k (632)
Bl Bl

6.3 Bi,Se; igin Genel Coziimler

Genel g¢oziimlere bakilirken, BiySeg (6.1) ile verilen k - p yaklagimindan elde edilen

Hamiltoniyenden baglanabilir:

exly + Myo, + Ak,o, Ask_o,
Hopin = | <727 77F ' ? (6.33)
Ask o, exlo + Myo. — Avk.o,

4x4

Bu model hem simetri ilkelerine hem de k.p pertiirbasyon teorisine dayanarak dort-
diisiik durumdan (low-lying states) elde edilir (Liu vd. 2010). Hamiltoniyendeki te-
rimler agik gekilde (6.2) ve (6.3) ile daha 6nceden verilmigtir. A; 5, By o, C, Dy ve
M parametreleri BisSes” nin bant yapisim agiklar. Bu model TRS ve inversiyon si-
metrisine sahiptir. Bir 6énceki béliimde kullanilan yontemi takiben hem bulk hem de

ylzey durumlar i¢in genel ¢dziim analitik olarak tiiretilebilir.
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Hamiltoniyen kosegen disinda Aok, terimlerini icermektedir. Iki boyutlu modeldeki
gibi blok kosegen olmadigi i¢in 2 X 2’ lik matrisin yerine 4 X 4’ liik matrisi ¢6zmeyi

gerektirir.

Oncelikle yiizey durumlar ile karsilagtirma yapabilmek icin bulk durumlarmin ener-
jisini elde etmek gerekir. Bulk durumlari igin enerji elde edilirken hig¢bir sinir kogulu
uygulanmaz (6.33) matris denklemine dalga fonksiyonunda bir kisitlamaya gidilme-

den bagvurulur ise enerji daginimi agagidaki gibi bulunur.

det |[H (ky, ky, k2) — E1y| =0 (6.34)

2

(Ark.)* + (Agk_)(Agk,) — (Ly + k2D_ — E)(Ly + k2D, — E)| =0

Ef, =C+ Dok*> — Dik? + \/A22k2 + A2k2 + [Bik2 — (M — Byk2)]>  (6.35)
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Sekil 6.3 BiySez bulk yapisina ait enerji dagimimai.
ky = k, = 0 noktasmnda Ay = £y — E- = 2M = 0.56 eV bant araliginda ya-
Iitkan davranig sergiler. Sekil 6.3" de bulk durumlarin enerji daginimi bulunurken

(6.35) denkleminde k., = {5 almmugtir, diger materyal parametreleri Cizelge 6.1° de

verilmigtir.
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Yiizey durumlar igin genel ¢6ziimi elde etmek amaciyla deneme dalga fonksiyonu

ozdeger denkleminde yazilir:

¢~ et
H(k,—i0.)¢ = Evp; (6.36)
[ Mk -+ €k —iAl)\ 0 Agk,’_ |
—iAN M+ Aok 0
H(k, —i\) = ! KT (6.37)
0 A2k+ Mk + €x ZAl/\
AQkJr 0 ZAl)\ _Mk + €k
My +ea=C+M+E(Dy— By) —N(Dy — By) = Ly — \N>D_, (6.38)
~My+ e =C — M+ E*(Dy+ By) — XN*(Dy + By) = Ly — \*D, . (6.39)

Buna gore determinant isleminin sonucu su sekildedir:
det |H(k,—i\) — E14| =0; (6.40)

2

- [(-mg)? 4 (Ask ) (Asky) — (L — N2D_ — E)(Ls — A2Dy — E)] (6.41)

= (DD )\ + [D+(E — L)+D_(E - Ly) + Af] \?
— APkyk_ 4+ E*—FEL — ELy+ L1Ly =0

yukaridaki ifadede (6.12) ve (6.23) esitlikleri agagidaki versiyonlariyla yeniden ta-

nimlanarak kullanilir,

F=D.(E—L)+D_(E— L)+ A’ (6.42)

R=F?—4(D,D_) (—A3kyk_ + (E — L)(E — Ly)) (6.43)

olmak tizere dort ¢6zliim bulunur.
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1
N, =— |-F+VR 6.44
279D, D_ { ] (6-44)

Genel ¢oziime smir kosullar: z = 0 da yalnizca tek bir yiizeye odaklanan yari-uzay
siir kogullar1 ve digeri z = +L/2 de iki z1t yiizeyi igeren sonlu-kalinlik igin simur

kosullar1 olmak tizere iki farkli sekilde uygulanacaktir.

6.3.1 Yari-sonsuz sinir kosullar: igin yiizey durumlar:

Yari-sonsuz siir kosullari z-yoni boyunca ilerleyen x — y diizlemindeki model igin

tek bir yiizeye odaklanir. Sinir kogullar1 uygulanir ve dalga fonksiyonu :
U(z=0)=¥(z = +00) =0, (6.45)
U~ ahy y(e7 M — e72%) (6.46)

A12 > 0 dir. Bu kosullar igin (6.37) tekrar hesaplanir ve tiim satirlarin kendi arasinda

fark: alinir,

(A2 = M%) D_Jay + [iA; (A — Ag)]ag = 0 (6.47)
[iA1 (M1 — Ao)]ar + [(A2® — M) DJag =0 (6.48)
[(A2® — M2)D_Jag + [iA;(Ay — \1)]ag =0 (6.49)
[iA1( Ay — A)]as + [(A2? — M H)Dylay =0 (6.50)

Bu sekilde (6.47) ve (6.48) ifadeleri ile 2 x 2 lik determinant deklemi yazilarak daha
once bulunan (6.18)” deki kosul elde edilir:

M2 =MD A (M — )\
det| 2 A ;( - 2 | (6.51)
iAl()\l —)\2) ()\2 - )\1 )D+

A
2 _ 1
(A1 + o) = DD (6.52)

A1 ve Ay yerine yazilir ise (—F +VEF?— R) /DyD_ = —A,/D,D_ denkleminde,
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son olarak F'ile R ifadeleri de yerine yazildiginda kiiglik k degerleri dikkate alinarak

ylizey durumlari igin enerji dagimimi séyle bulunur:

D1 D12 Dl 2
E,=C M—iA\/l——k Dy — By— | k 6.53
+ + B, 2 B, +< 2 231> ( )

Enerji daginimi I' noktasi civarinda, vp = %aa% = % — %j Fermi hiz ile Qekil
6.4" de gosterildigi gibi kiitlesiz bir Dirac konisini ifade eder. k, = k, = 0 noktasinda
yiizey durumlari icin enerji bant arahgi A, = E; — E| = 0 olur. Sekil 6.4" de enerji
dagimimina bakilirken (6.53) dekleminde kullamilan diger parametreler Clzelge 6.1’

de verilmigtir.

Dalga fonksiyonlarmin bulunmasi igin (6.47), (6.48), (6.49), (6.50) ile verilen denk-
lemler yardimiyla spindrlerin hepsi 6nce a; cinsinden yazilabilir ve igerisindeki te-

rimlerde E, yerine yazilir,

-D_ ik ky [—D_
ay =1 D, ar , as = %al , ay = f D, a; (6.54)
ve E_ yerine yazilir ise ,

-D_ —ik k -D_
(12* =1 D+ al* y a3* = Zk+a1* s a4* = —f D+ al* (655)

2 el Dy _i [D; ._ i [DS
|a|” = |C] 1B, a=5\p o' =3\ (6.56)

ifadeleri elde edilir.
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Sekil 6.4 BiySes yiizey (Ey,)) ve bulk durumlarinin enerji dagimim
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Boylece bulunan degerler F. ve E_ igin yerine yazilarak dalga fonksiyonlar: bulunur.
Cy normalizasyon sabitleri ve A\jo(E = Ey) = )\fg’ dir. Silindirik koordinatlarda
k= \/k+ kyQ ; ky =kcosy, ky, =ksing, ¢ = arctan k, /k, esitlikleri gz oniine
almarak spinorlerde k. /k yerine e yazilmigtir. \; 5 enerji 6zdegerlerinin 6zellikleri

dalga fonksiyonlarimin daginimini belirler.

U, =C. (e M7 —e7) (6.57)

Uy =C_ Bi | (eMF —eh%) (6.58)
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6.3.2 Sonlu-kalinlikta sinir kosullar: igin yilizey durumlari

Jekil 6.5 ile gosterilen x — y diizleminde z yonii boyunca L kalinliginda olan ince bir

film gbz 6niine alinir.

t

Sekil 6.5 z-ekseni boyunca biiyiitiilen ti¢ boyutlu topolojik yalitkan film

Eger ince film kalinlig1 alt ve iist katmanlardaki ylizey durumlarini ¢ok iyi ayiracak
kalinlikta (L > \; 5~ ') ise Fermi seviyesinde iki bagimsiz Dirac konisi olugur. Fakat
¢, =max{\ ', Ao} uzunluk 6lgegi (karakteristik uzunluk) ince-film kalmligi L ile
kargilagtirilabilir boyutta ise alt ve iist yiizey durumlarinin dalga fonksiyonlar: {ist
tiste biner (overlap). Bu durumda iki ytizey durumu birbirine baglanir Dirac nokta-
sinda bir enerji bant araligi agilir. Buna sonlu-boyut etkisi (finite-size effect) denir.
Karakteristik uzunluk, yiizey durumlarinin yogunluk profilini ve bunlarin bulk’a

sizma derinigini belirler (Linder vd. 2009).

Sonlu kalinlikta bir model igin genel ¢dziim Onerisi su gekilde olmalidir:

U =1, + 1y ; (6.59)

¥y = uy(aq sinh Ay z + as sinh Ay 2) (6.60)

1y = ug(az cosh A1z + ag cosh A\92) (6.61)
T

U1:(a1 as as CL4)
T

us=1(b, by by by)
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Genel ¢oziime ¥(z = £L/2) = 0 smur kogullar1 uygulanir ve katsayilar su gekilde
elde edilir:

cosh /\1%

cosh )\2%

V(z=L/2)+V(z=—-L/2)=0; oa4=—a3 [ ] , (6.62)

inh A\, £
U(z=L/2) - U(z=—L/2) =0; y=—a; |12 (6.63)
sinh Ay 5
Bu sonuglar agagidaki tanimlarla birlikte genel ¢oziimde yerine yazilir:
. L L
V(z) = ujor sinh /\15 f1 + usa3 cosh /\15 f2; (6.64)
baz1 katsayilar yeniden tanimlanarak asagidaki forma getirilir:
Yy =urfi, Py=uzfo (6.65)
inh A inh A
= sinh A\;z  sinh Apz (6.66)

. - . )
smh/\lg smh)gg

coshA\iz  cosh Az

fo= - (6.67)

cosh Alé cosh /\2%

1, ve 1, dalga fonksiyonlar1 (6.33)’ e uygulanir,

H (Y1 +195) = E(¥1 +1,) (6.68)

Icerisindeki tiirevler Hamiltoniyene etki ettirildiginde asagidaki gibi koseli parantez-

lerin igi sifira egitlenir,

sinh A;z ’ -

m (Ll - D—)\% - E)CL] - (ZAl)\l tanh )\1L/2)b2 + (AQ]{_)&4 =0 (669)
2 - -

sinh Apz [ ) _ .

Sinh AL (L1 — D_X; — E)ay — (1A Ay tanh Ao L/2)by + (Agk_)as| =0 (6.70)

2= J
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cosh A1z .

m |:(L1 — D_\} — E)ay — (iA1\/tanh A\; L/2)by + (AQk_)(M} =0 (6.71)
2

cosh Az ) '

cosh AL (L — D_X\; — E)a; — (iA1 Ao/ tanh Ao L/2)by + (Ask_)as| =0  (6.72)
2

Diger spinoérler i¢in de ayni iglemler yapilir ve agagidaki forma getirilebilir:

— D_(A\ = \))ay — iA; (A tanh \L/2 — Xy tanh Ay L/2)by = (6.73)
— Dy (AN — \))ay — iA; (A tanh A\ L/2 — My tanh Ay L/2)b, = (6.74)
— D_(A? — M)as — iA (M tanh A\{L/2 — Ay tanh Ay L/2)by = (6.75)
— Dy(A] — AD)ay —iA; (A tanh A L/2 — Mg tanh Ay L/2)bs = 0 (6.76)
— D_(A\ = A))by —iA;(\/tanh A\;L/2 — N/ tanh Ay L/2)ay = 0 (6.77)
— Dy (AN = A))by —iA; (M /tanh A\| L/2 — Ny / tanh Ay L/2)a; = 0 (6.78)
— D_(A2 — \)bs — iA;(M\/tanh \{L/2 — \y/ tanh Ay L/2)ay = (6.79)
— Dy (A] = A3)by — iAy(A\;/ tanh \;L/2 — \y/ tanh Ay L/2)as = (6.80)

Bu sekiz denklemde a; ve b; (i = 1,2,3,4) spinér elemanlar1 uygun bi¢imde si-
ralanarak matris denklemi olugturulur ise, determinantlar1 6zdes dort tane 2 X 2
blok-kdgegen matris elde edilir. Herhangi 2 X 2 blok matrisin determinant1 sifira

esitlenerek asagidaki ifade bulunur:

D+D (/\1 - A’ ) (/\12 + >\22) B tanh)\lé N tanh)\gg
A1 g tanh )\2% tanh )\13

(6.81)

L’ nin biiyiik limitinde tanh /\1725 = 1 olur ve sonug (6.52) denklemine indirgenir.
Daha 6nce bulunan A o degerleri bu denklemde yazilarak, enerjinin degeri ntimerik

olarak bulunabilir.
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Qizelge 6.1 Ug boyutlu model BiySes i¢in materyal parametreleri (Shan vd. 2010)

M (eV) | Ay (eVA) | Ay (eVA) | By (eVA2) | By (eVA?) | Dy (eVA2) | Dy (eVA2) | C (eV)

0.28 2.2 4.1 10 56.6 1.3 19.6 -0.0068

6.3.3 Ug boyutlu ince-film icin etkin model
Bu yaklagimla en bagta yazilan Hamiltoniyen iki parcaya ayrilarak goyle ifade edilir:

DQk’Q = B2k20'z Agk’_O'x
H, = : (6.83)
A2k+0'z D2k2 = B2k20'2

h(A) 0
0 h(—4)

L 4x4

Hy

; (6.84)

Li—D_9* —iA0,
h(A)) = (6.85)
—idy0, Lo — D.0?

H, blok kégegen bir matristir. Once h(A1)y = By igin ¢oziimler elde edilecek daha
sonra A; — —A; yazilip h(—A;) bulunacaktir. Bu sekilde ¢, = uye™ coziimiinden
dort kok bulunur:

h(Ar, —i0.)y = By (6.86)
Mot [—Fi\/}ﬂ (6.87)
12° = 5D.D_ . )

65




Bir 6nceki kisimdaki sonlu-boyut igin bulunan (6.66) ve (6.67) ile verilen dalga

fonksiyonuna bagvurulur,

(h(Ar) = E)¢

sinh A\, z

sinh )\15 i

sinh A\ z [

sinh )\15 i

sinh Ay z

sinh )\2% i

sinh Az

sinh )\2% L

(h(Ar) — E)Y

cosh A1z

cosh )\15 L

cosh \; z

cosh Alé I

cosh Aoz

cosh )\2% L

cosh Ay z

cosh )\2% L

(Ly — D_)3 — E)ay — (iAy )Xo tanh Ay L/2)b,

1

b=

(L — D_X2 — E)a; — (1A M\ tanh A\ L/2)b,

(LQ — D+/\% — E)CLQ — (ZAl)\l tanh )\1L/2)b1

(LQ r— D+/\§ — E)CEQ — (ZAl)\Q tanh /\2L/2)bl

2

i=

0; w%:mfl

0; 1/%:“2]02

(L — D_X2 — E)by — (1A M/ tanh \ L /2)ay

(Ly — D_X\a — E)by — (1A \y/ tanh Ao L/2)ay

(LQ — D+/\g — E)bg — (iAl)\g/taHh )\2L/2)CL1

(L2 — D+/\% — E)bg — (iAl)\l/tanh )\1L/2)a1

=0

(6.88)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)

(6.95)/(6.97) ve (6.90)/(6.92) denklemlerinin oranlamasiyla agagidaki iki denklem

bulunur.
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Sekil 6.6 Sonlu-kalimlikta BizSes modelinde enerji bant aralhigmin (A) L’ ye gore

davranist

(Ly— Dy —E) Ay tanh A\ 3
(Ly — DyA;— E) A tanh A%

=0, (6.98)

(Ly — DA — E) )\, tanh X%
(L, — DyA;— E) A tanh A

=0. (6.99)

Bu denklemler L kalinligina baglidir ve (izelge 6.1 deki parametre degerleri yerine
yazilarak niimerik olarak hesaplandiginda I noktasinda E.° ve E_° olmak iizere iki
enerji degeri verir. Burada I' noktasindaki (k, = k, = 0) enerji farki L bagimlh bant
araligini verir.

A(L)=E,"-E_°

Niimerik olarak bulunan bant araligimin L kalinhifina gore davranigi Sekil 6.6” da
gizilmigtir. Sekilden goriildiigi gibi BisSes yiizey durumlar: sonlu kalinlik L’ nin
kiigiilmesine oldukca direnclidir. Bir 6nceki boliimde kenar durumlar: enerjileri ara-
sinda ol¢iilebilen bant araligr ancak L < 200 nm degerinde agilmakta idi (Sekil 5.4).
Buradan ¢ikarilan énemli sonug BiySes ile geligtirilen topolojik yalitkanlarin nano-
Olcekteki uygulamalarda boyut olarak HgTe tabanli topolojik yalitkanlara gére daha

uygun olabilecegidir.
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Bunun yaninda, BisSe; yiizey durumlar: bant araliginin kalinligina gére davraniginin
salinimh olmasi dikkat gekicidir. Yani bant arahg: L kiiglildiikge negatif ve pozitif
bolgede degisim gostererek iistel artmaktadir. Bu degisimi daha iyi gérebilmek igin
Sekil 6.7" de bant araligi (biiyiikliigii) logaritmik olarak ¢izilmigtir.
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Sekil 6.7 BisSes i¢in k = 0" da yiizey durumlarimin olusturdugu A(L)’ min L’ ye

gore davranis

HgTe durumunda sadece {istel davranig vardir. Bunun nedeni HgTe i¢in A;, Ay para-
metreleri reel degerler verir. BisSes durumunda hem yari-sonsuz uzay geometrisinde
hem de sonlu kalinlik ince-film geometrisinde A\; ve Ay parametreleri kompleks ¢o-

ziimler verir. Ayrica A\; ve Ay arasindaki iliski A\; = Ay™ bicimindedir.
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Etkin Hamiltoniyeni elde etmek icin baz fonksiyonlarinin segilmesi gerekir. Bunun
i¢in denklem (6.88), (6.93)” daki dalga fonksiyonlarina ait spinérler birbirine agagi-
daki gibi baglanabilir:

—D+ )‘% _ )‘3

_ b _ 6.100

@A P T ot Mg — Az coth Ao g ( )
-D A -

by = .7+772a2 y 1o 3 - (6.101)
ZAl

T Artanh A L — X tanh AL

Gorildigi gibi a; ve by ile as ve by birbiri cinsinden yazilamaz. Burada iki ayri

¢oziim ¢ikar. h(A;)y; = Ev, dzdeger denklemi igin

o =C a1 f1 + b1 f2 (6.102)

asfi + bafa

bigiminde yazildiginda b, = 0, a; # 0 birinci ¢éziim

a —D. nf f
o = C) 11 _ ’+771f1 7 (6.103)
b fo iA Sy L0
v
elde edilir. by = 0, as # 0 segildiginde
b —Dyn5 fy
0, = C 1f2 _ | +12 fo ' (6.104)
a2f1 ZAlff B0

bulunur. ¢, @, coziimleri iki farkli enerjiye £,°, E_" karg1 gelir. Ciinkii k, = k, =0

i¢in enerjiyi niimerik olarak bulacagimiz denklemler ‘;—21 ve Z—f oranlar1 kullanilarak
elde edilmisti. Normalizasyon sabitleri C 5’ nin degeri ek kisminda verilmistir. Buna
gore alt blok h(—A;) i¢in Ay — —A; yazilarak bulunan dalga fonksiyonlar1 ¢, ve

py da dahil edilerek Hy’ a ait dort bilegenli dalga fonksiyonlari elde edilir:
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o= | | o, =Cy | | (6.105)
0 0
0 0
By =Cy | , By=Cy| . (6.106)
| #1 ] B, | P2 |5

Bu dért durum baz alimarak I" noktasina yakin bolgede (kiigiik k) elde edilecek olan

etkin Hamiltoniyenin matris elemanlar1 agagidaki gibi yazilabilir:

L/2
Hgkm:/ dz (O Hsp®;) ; (3,5 =1,2,3,4) (6.107)

L/2

Bu Hamiltoniyen 4 X 4 matris bigimindedir. Baz fonksiyonlarimin sirasini uygun bi-

¢imde alarak [®y, ®y, Py, 3] etkin Hamiltoniyen daha simetrik bigimde yazilabilir:

o hy 0
Hetkin = Eols + Hy = ; (6.108)
0 h_

, | §-BE Ak
th - EO:I.Q - Dk + ~ % (6109)
Ay ky =5+ BE?
[ A 2 " 1
-5+ Bk —Ay k_
h =FEyl,—Dk*+ | 2 . ? : (6.110)
I —Ask, 5 — Bk |
ifadelerinde su tanimlar kullanilmigtir:
1 -
D= 532[51+ + By =D, (6.111)
1 _
B= BBy By, (6.112)
Ay =ihwp; vp=A1AD a; . (6.113)
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ai, 8,7, B, kisaltmalar matris elemanlarmin icerisindeki integralleri tanimlar ve
bunlarin agik hali ek kisminda verilmigtir. Bu ifadeler kullanilarak h,, Pauli spin

matrisleri cinsinden yazilr,

A
hi = EQ:I.Q — Dk‘2 + h’UF(O' X k)z + <2

- Bkz2> 0. (6.114)

ve burada Ey = $(E.°+ E_°), A = (E,°— E_") tanimlan ile birlikte etkin Hamil-

toniyen, yiizey durumlarimin enerji dagimimini su sekilde verir:

det [Hegin — E] =0 (6.115)

A 2
E:t = EO — Dk’2 + \/(2 - Bk2> + U%k‘Q (6116)

Enerji ifadesindeki Fy ve A nicelikleri L kalinligina bagl olarak niimerik hesaplama
sonucunda burada kullanilacagindan (6.116) daginmim bagintis1 L degerine bagimh
olacaktir. Sekil 6.8 ve Sekil 6.9’ da enerji dagimim bagintis1 L = 20, 25, 32, 55 A
degerleri i¢in k,’ in fonksiyonu olarak ¢izilmigtir. Ayni grafiklerde sonlu kalinlik sinir

kosullari saglayan bulk enerji daginimi da birlikte gosterilmigtir.

Daha 6nce Sekil 6.6’ da goriilen bant araliginin L kalinligina bagimlh davranigi enerji
daginim bagmmtisinda da kendisini gostermektedir. L biiyiidiikge ylizey durumlarinin

bant araligi salinimli olarak azalmaktadir.
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1.5

E (eV)

B UZE N N
1.0+ 1ok /
\ \/ y \/
0.0 /\ 0.0 / \

0.5 —05 ]
_10 _/—__\:_10 L :
_1.51....1........1....1-_.1....1........l....l
—-0.10 -0.05 0.00 005 0.0 -0.10 -0.05 000 005  0.10
ke (A7) ke A71)
a) b)

Sekil 6.8 a) L =20 A ve b) L =25 A i¢in ylizey ve bulk durumlarinin enerjisi
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> _
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_0.4_ /——\ —0.4
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
ke A1) ke A™1)

c) d)

Sekil 6.9 ¢) L = 32 A ve d) L =55 A i¢in ylizey ve bulk durumlarimin enerjisi
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda matematiksel ve fiziksel hazirlik amaciyla bir, iki ve li¢ boyut
icin Dirac tipi denklemlerin 6zel ¢oziimleri olan topolojik yalitkan ¢oziimleri, para-
metre uzayindaki kogullar1 dikkate alarak tartigilmigtir. Malzemelerin sinir bolgeleri
topolojik yonden birbirinden farkli ortamlar: ayiran ara-kesitlerdir. Bu bolgelerde
metalik (iletken) ozellik kendini gosterdigi halde smirlar diginda kalan bolgelerde
sistemin yalitkan olmasi topolojik yalitkanlarin dayandigi matematiksel temeli olug-

turur.

(aligmanin ana konusunu olugturan ii¢ boyutlu topolojik yalitkan olan BisSes’ iin
ozellikle ylizey durumlarinin fiziksel ézelliklerini ortaya gikarmak amaciyla iki farkh
geometri icin inceleme yapilmistir. Once z-yoniinde yari-uzay smir kosullar: kapsa-
minda 6zdeger denklemi ¢oziilerek enerji ve 6zfonksiyon ¢oziimleri iki yontemle elde
edilmistir. Bunlardan biri baz fonksiyonlarini kullanarak etkin Hamiltoniyen bulma
yontemi digeri ise dogrudan ¢oziimdiir. Her iki yontemle elde edilen enerji-dalga

vektorii bagintisinin birbiri ile tutarl oldugu gosterilmistir.

Daha sonra z-yoniinde sonlu kalinlik (L) géz 6niine alinmig, yine etkin bir Hamil-
toniyen bulunarak L-bagiml enerji dagimim bagintisi ve 6zdurum spindrleri elde
edilmigtir. Sonuglar iki boyutlu HgTe kenar durumlariyla kargilagtirilmig ve birbi-
rinden oldukga farklh davraniglar ortaya ¢ikmigtir. HgTe gerit geometrisi durumunda
serit genisligi 200 nm iken Dirac noktasi civarinda bant araligi olusur ve genislik kii-
¢lildiikge bu aralik diizenli olarak biiyiir ve L biiylidiikge bant aralig: iistel bigimde
kapanmaya baglar, L = 1000 nm oldugunda tamamen kapanir ve Dirac noktasi

kendini gosterir.

BisSes yilizey durumlarinin L kalinhigina karsi davramsi oldukga carpicidir. Dirac
konisinin ayrilip, aralarinda bosluk olan iki hiperboloit (hyperboloid) durumuna
déniismesi icin L < 10 nm uzakhigma ulagimas: gerekir. Ustelik L biiyiidiigiinde

bant aralig: iistel-salinimli bigimde kiigiilerek yok olur.
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Bu davrams fark: tistel ¢oziimlerdeki A parametresinin Hg'Te durumunda reel fakat
BiySes durumunda kompleks olmasindan kaynaklanir. Ayrica kritik bir kalinlikta bu

enerji bant araligl isaret degistirir.

Bu bulgular iki ve ii¢ boyutlu topolojik yalitkanlarin kuantum hesaplama ve spint-
ronik gibi nano boyutlardaki uygulamalar i¢in yiiksek potansiyel olusturabilecegini

gostermektedir.
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EKLER

EK 1 Herin icerisindeki matris elemanlar: :

L/2 L/2

@
/dz<<1>1rH2\<I>1>=’012/ d=( w3 0 ) M| T
—L/2 —L/2 0

L/2
= Dok? — Bok? ||Cy? / A2 (D2 mt R — A £
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L/2 L2
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/ dz (®s] Hy |®,) _|C22/ dz( o1 0 )H2 02
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Hj igin katki sadece kosegen terimlerden gelir, diger terimler sifirdir:

1 A
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]‘ 0 0 0 0 A
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Hetrin icerisindeki kdsegen terimler:
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(o] Hy + Ha |®2) = (®4] Hy + Ho |®4) = E_ + (Dy — B4 Bo)k?
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EK 2 f,%, B, ve «; igerisindeki |C;|, |Cs| normalizasyon katsayilari:
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