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Dogrusal regresyon modellerinde parametre tahmini genellikle En Kiiclik Kareler (EKK)
ve En Cok Olabilirlik (ECO) yontemleri kullanilarak yapilmaktadir. Bu yOntemler
kullanilarak elde edilen tahmin ediciler, veri setinde aykir1 gézlem olmasi veya hata
dagiliminin Normal’den sapmasi gibi durumlara karsi olduk¢a duyarhdir. Bu gibi
durumlarda, aykir1 gézlemlerin varligindan ve model varsayimlarindaki sapmalardan
etkilenmeyen robust tahmin edicilerin kullanildig1 bilinmektedir. Bu tahmin edicileri elde
etmenin bir yolu, kalin kuyruklu dagilima dayali modelleri veya bilinen robust tahmin
yontemlerini kullanmaktir. Istatistiksel modelleme c¢alismalarinda, klasik tahmin
yontemlerine alternatif olarak Bayesyen yontemlerin kullanimi da siklikla tercih
edilmektedir. Bayesyen regresyon modellemesinden elde edilen tahmin ediciler de tipki
EKK ve ECO tahmin edicileri gibi Normallik varsayiminin saglanmamasindan ve aykiri
gbozlemlerin varhigindan etkilenmektedir. Boyle durumlarda, kalin kuyruklu hata dagilimi
ve/veya kalin kuyruklu 6nsel dagilima dayali regresyon modellerinden elde edilen robust
Bayesyen tahmin ediciler kullanilmaktadir. Bu tez calismasinda, dncelikle eliptik dagilim
ailesine ait kalin kuyruklu, tek degiskenli ve simetrik Student-t, Laplace ve Ramsay-
Novick (RN) dagilimlarma dayali regresyon modeli parametreleri i¢in robust tahmin
ediciler elde edilmistir. Sonrasinda tezin asil amacina yonelik olarak Bayesyen yaklagim
kullanilmis olup Student-t, Laplace ve RN hata dagilimlar1 ve bilgi icermeyen / bilgi
iceren Onsel dagilima dayali regresyon modelleri olusturulmus ve model parametrelerinin
robust bayesyen tahmin edicileri elde edilmistir. Elde edilen tiim tahmin edicilerin
performanslari, simiilasyon c¢alismast ve gercek veri uygulamasi yapilarak
karsilastirilmistir. RN hata dagilimi ve bilgi i¢eren 6nsel dagilima (Normal, Student-t,
Laplace) dayali regresyon modelleri i¢in Onerilen robust bayesyen tahmin edicilerinin,
tiim yonlerdeki (x—, y— ve X—Y) aykir1 gozlemlere kars1 robust parametre tahminleri

verdigi gosterilmigtir.

Arahk 2019, 278 sayfa

Anahtar Kelimeler: Robust Bayesyen regresyon, Ramsay-Novick (RN) dagilimi, robust
regresyon, kalin kuyruklu dagilimlar, Bayesyen regresyon, tam kosullu sonsal dagilim,
Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) simiilasyon yontemi
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In linear regression models, parameter estimation is generally performed by using Least
Square (LS) and Maximum Likelihood (ML) methods. The estimators obtained by using
these methods are highly sensitive to the situations such as outliers in the data set or
deviation from Normal of the error distribution. In such cases, it is known that used robust
estimators which are not affected from the existence of outliers and departures from the
model assumptions. One way of obtaining these estimators is to use models based on
heavy-tailed distribution or known robust estimation methods. In statistical modeling
studies, the use of Bayesian methods as an alternative to classical estimation methods is
frequently preferred. Estimators derived from Bayesian regression modelling, just like LS
and ML estimators, are also affected by the lack of normality assumptions and the
existence of outliers. In such circumstances, robust Bayesian estimators derived from
regression models based on heavy-tailed error distribution and / or heavy-tailed prior
distribution are used. In this thesis, first of all, robust estimators for the regression model
parameters based on heavy-tailed, univariate and symmetric Student-t, Laplace and
Ramsay-Novick (RN) distributions belonging to the elliptical distribution family were
achieved. After that, Bayesian approach was used for main purpose of the thesis and
Student-t, Laplace and RN error distributions and non-informative / informative prior
distribution-based regression models were formed and robust bayesian estimators of the
model parameters were obtained. The performances of all estimators were compared by
simulation study and real data application. It has been shown that robust bayesian
estimators proposed for regression models based on RN error distribution and informative
prior distribution (Normal, Student-t, Laplace) give robust parameter estimates against
outliers in all directions (x—, y— and x—y).

December 2019, 278 pages

Key Words : Robust Bayesian regression, Ramsay-Novick (RN) distribution, robust
regression, heavy-tailed distributions, Bayesian regression, full conditional posterior
distribution, Markov Chain Monte Carlo (MCMC) simulation method
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1. GIRIS

Dogrusal regresyon, biri bagimli (agiklanan) digeri bagimsiz (agiklayici) degisken olarak
adlandirilan degiskenler arasindaki dogrusal iliskinin matematiksel bir model ile ifade
edilmesini saglayan bir yontemdir. Cok sayida bagimsiz degiskenin, bagimli degisken
iizerindeki etkisi arastirilmak istenildiginde kullanilacak regresyon modeli, c¢oklu

dogrusal regresyon modelidir. Bu model,

Y=LB+BX A+ LoX +t X tE
K
:ﬂo"'Zﬁij"'S (1.2)
=

seklinde ifade edilir ve “k” bagimsiz degiskenli ¢oklu dogrusal regresyon modeli olarak

adlandirilir. Bu esitlikte; y, bagimli degisken, X;, bagimsiz degisken, £, f;,..., 5

parametreleri, regresyon modeli katsayilari ve &, rasgele hata terimidir. Tanimlanan bu

kuramsal modelde parametre tahmininin yapilabilmesi igin (Y,, X),...,(Y,,X,) Orneklemi

ele almarak asagidaki regresyon modeli kullanilir.
k
Yi = By + B+ BoXip ot BXa T E =By +Zﬂjxij + &
j=1
=X'B+¢& , i=12..n (1.2)

Burada y, bagimli degisken, n gozlem sayisi, p=Kk +1 olmak iizere x,", (1x p) boyutlu
bagimsiz degisken vektori, B , (px1) boyutlu bilinmeyen parametre vektorii ve ¢&;
rasgele hata terimleridir (Montgomery vd. 1992). (1.2) esitliginde tanimlanan regresyon

modeli, rasgele hata terimlerinin beklenen degerinin sifir ( E(¢,) =0) ve varyansmin ¢

(V (&) =) oldugu varsayilarak olusturulur.

Regresyon modellemesinde en sik kullanilan klasik parametre tahmin yontemleri, En
Kiigiik Kareler (EKK, Least Squares (LS)) ve En Cok Olabilirlik (ECO, Maximum
Likelihood (ML)) yontemidir (Legendre 1805, Fisher 1922).



EKK yontemi, istatistik literatiiriinde genis bir ¢alisma alanma sahip olup parametre
tahmininde dagilima dayali bir varsayim gerektirmemektedir. Ancak bu ydntemin
dezavantaji, veri seti igerisinde verinin ¢ogunlugundan farklilik gdsteren az sayida aykir1

gozlem olsa bile parametre tahminlerinde 6nemli derecede etkinin meydana gelmesidir.

Yontemin temeli, hata terimleri kareleri toplamini minimum yapan regresyon

denkleminin bulunmasina dayanmaktadir. En kii¢iik kareler fonksiyonu,

2
n n k

S(ﬂO'ﬂl""'ﬂk):zgizZZ(yi_ﬁo_Zﬂjxij] (1.3)
i1

i=1 i=1

olmak tizere bu fonksiyonun £y, f,..., B 'ya gore tiirevinin alinmas1 durumunda EKK
Normal denklemleri elde edilir ve bu denklemlerin ¢oziilmesi sonucunda EKK tahmin

edicileri ( By, A, ..., ) bulunur.

Denklem (1.2)’de verilen modelin matris notasyonu ile gésterimi,
y=Xpf+¢& (1.4)

olarak tanimlanir. Bu esitlikte; y, (nx1) boyutlu bagimh degisken vektori, X, (nxp)
boyutlu bagimsiz degiskenler matrisi (tasarim matrisi), B , (px1) boyutlu bilinmeyen

parametre vektorii ve &, (Nx1) boyutlu rasgele hata terimleri vektoriidiir. Buradan EKK

tahmin edicileri vektori ( ﬁLS ) :
S(B)= D& =5 =(y=XB)(y=Xp)
i=1

fonksiyonunun g ’ya gore minimum yapilmasiyla

A -1
Bis =(XX) "Xy (L5)
seklinde bulunur. Tahmin edilmis y’ler, ¥ =X BLS esitligi kullanilarak elde edilir.

Hata varyansi olan ¢ parametresinin EKK tahmin edicisi ise



g2 =1
“ (n-p)

(v-XAs) (v-XAs) (L6)

olarak elde edilir. Normallik varsayimi altinda bu tahmin edici, 6rneklem hata varyansi
(S®) olarak adlandirilir ve (n—p) serbestlik dereceli y* dagihmma sahiptir
A2
[% ~ ;(z(np)] (Montgomery vd. 1992).
o
Regresyon modellerinde istatistiksel sonu¢ c¢ikarimi yapilabilmesi i¢in rasgele hata
terimlerinin (&, ) birbirinden bagimsiz ve 6zdes (independent and identically distributed,
iid) genellikle Normal dagilima sahip olmasi varsayiminin saglanmasi gereklidir. Bu

dagilim varsayimi dogrultusunda olusturulan model parametrelerinin tahmin edicileri,

ECO yontemi kullanilarak asagidaki gibi elde edilir.

(1.4) modelinde yer alan hata terimleri vektoriiniin n boyutlu Normal dagilima sahip

oldugu (& ~ N, (0,,6°1)) varsayimi altinda olabilirlik fonksiyonu,

n!

P(y|X, B, 0%) = exp(—% (y=XB)(y-Xf)) (1.7)

(271')n/20'n

olup log-olabilirlik fonksiyonu ise
n n '
In P(y|X,,8, o?) =—Eln(27z) —nln(o) ~og7 (y=XB) (y-Xp) (1.8)

olarak elde edilir. Bu fonksiyonun B ve ¢ ’ya gore tiirevleri alinarak sifira esitlendiginde

ECO tahmin edicileri,
ﬂAML :(XX)_l Xy

52 = (y_XﬂML)n(y_xﬂML) (19)




esitlikleri seklinde bulunur. BML, L ’nin en iyi dogrusal yansiz tahmin edicisi olup £
ortalamali ve o’ (X X )_1 varyansli ¢cok degiskenli Normal dagilima sahiptir (Draper ve

Smith 1981). Ayrica burada elde edilen B,, ile (1.5) esitliginde tammlanan S, tahmin

edicisinin aym oldugu goriilmektedir. 67, ise ¢ parametresinin yanli bir tahmin edicisi

olup asimptotik olarak yansiz tahminler vermektedir (Montgomery vd. 2001).

Dogrusal regresyon modellerinde normallik varsayimmin saglanmasi gercek Diinya
problemlerinde her zaman miimkiin olmayabilir. Bu nedenle hatalarin dagiliminin
Normal’den sapmasi veya Normal dagilima dayali istatistiksel sonug ¢ikarimlarmin veri
setindeki aykir1 gézlemlerden etkilenmesi gibi problemler ortaya ¢ikmis ve literatiirde
birgok yazar tarafindan incelenmistir (Box 1953, Tukey 1960, Hampel vd. 1986, Lange
vd. 1989, Maronna vd. 2006, Huber ve Ronchetti 2009). EKK ve ECO tahmin edicileri,
sozli edilen bu problemlere karsi oldukg¢a duyarlidir. Béyle durumlarla karsilagildiginda,
literatiirde pek ¢ok arastirmaci tarafindan robust parametre tahmin yontemlerinin
kullanim1 6nerilmistir. Bu yontemler kullanilarak elde edilen tahmin ediciler, model
varsayimlarindaki sapmalardan ve aykir1 gozlemlerin varligindan etkilenmeyen giivenilir

¢ikarimlarin elde edilmesini saglayan robust tahmin edicilerdir.

Bir tahmin edicinin robust olmasi, etki fonksiyonu (Influence Function, IF) ve bozulma
noktasi (Breakdown Point, BDP) kullanilarak belirlenmektedir. Etki fonksiyonlari, aykir1
gbdzlemlerin parametre tahminleri lizerindeki etkisini sinirlandirmak amaciyla kullanilan
fonksiyonlar olup bozulma noktast ise aykir1 gozlemlerin ylizde kagi ile basa
cikilabilecegi hakkinda bilgi veren bir 6l¢iittiir. Eger bir tahmin edici, bir tane bile aykir1
gbzleme duyarli ise bu tahmin edicinin bozulma noktasi sifirdir. EKK tahmin edicileri bu

duruma en giizel drnektir.

Robust parametre tahmini, hatalar i¢in Normallik varsayimmin saglanmadigi durumlarda
kalin kuyruklu hata dagilimi veya aykir1 gdzlemlerin etkisini sinirlandiran dagilima dayali
olmayan robust tahmin yontemleri (M-tahmini, GM-tahmini, RM-tahmini, LMS-tahmini,
LTS tahmini, S-tahmini, MM-tahmini vb.) kullanilarak yapilmaktadir (Huber 1981,

Rousseeuw ve Leroy 1987).



Normal dagilima gore daha kalin kuyruklu olan alternatif dagilimlarm kullaniminin tercih
edildigi pek ¢ok ¢alisma mevcuttur. Bu dagilimlarin tipik bir 6rnegi eliptik dagilim
ailesine ait dagilimlardan biri olan t dagilimidir. t dagilimma dayali regresyon modeli
parametrelerinin tahminine iliskin literatiirde yer alan ¢aligmalardan bazilar1 su sekilde
Ozetlenebilir: Kalin kuyruklu verinin robust tahmininde t dagilimmin kullanimi, Lange
vd. (1989) tarafindan arastirilmis olup Bolfarine ve Valle (1994) ise t dagilimini
kullanarak normal 6l¢iim hatali modellerin robust parametre tahminlerini elde etmistir.
Bu caligmalara ek olarak Arslan vd. (1995), cok degiskenli t dagilimi i¢cin EM
(Expectation —Maximization) algoritmasinin yakmsaklik davranisini incelemistir. Ayrica
tek degiskenli genellestirilmis t dagilimina dayali robust konum ve 6lgek tahminleri,
Arslan (2003) tarafindan elde edilmistir. Klasik yontemlere ek olarak t dagiliminin
Bayesyen istatistikteki uygulamalari, Gelman vd. (2003) tarafindan gosterilmistir. Ayrica
tek degiskenli robust regresyon modellemesinin yani sira Piche (2011), t dagilimma
dayali robust ¢ok degiskenli dogrusal regresyon analizini uygulamistir. t dagilimina

dayali regresyon modeli parametrelerinin tahmin edicileri, x— ve X—y yonlerindeki

aykir1 gozlemlerden etkilenmekte ancak y-yoniindeki aykir1 gozleme karsi robust

tahminler vermektedir.

Eliptik dagilim ailesinin bir diger liyesi Laplace dagilimidir. Bu dagilim da Normal
dagilima kiyasla daha kalin kuyruklara sahip olup Laplace dagilimina dayali regresyon
modeli parametrelerinin ECO tahmini, en kii¢iik mutlak sapmalar (Least Absolute
Deviation, LAD) tahmini olarak adlandirilmaktadir. Bu tahminin elde edilmesini
saglayan LAD regresyon yontemi, EKK yOdntemine kiyasla hatalarin mutlak degerce
toplammin en kiigiiklenmesi esasmna dayanmaktadir. ilk olarak Boscovich tarafindan
1757 yilinda 6ne siiriilmiis olup sonrasinda bir¢ok yazar tarafindan da incelenmistir.
Sharpe (1971), Laplace dagilimmna dayali LAD regresyonun EKK’ya kiyasla robust bir
yontem olduguna dair bilgiler vermis olup Smith ve Hall (1972) ise LAD tahmin
edicisinin Laplace dagilimma dayali model altindaki kiiclik drneklerde EKK tahmin
edicisinden daha iistiin oldugunu gostermistir. LAD tahmin edicileri, y-yoniindeki aykir
gozlemlere kars1 robust tahminler vermesine ragmen x— yOniindeki aykir1 gézlemlere
nispeten duyarhidir (Ellis ve Morgenthaler 1992, Gutenbrunner vd. 1993). Bu ¢alismalara
ek olarak Arslan (2010), ¢ok degiskenli, carpik Laplace dagilimimin 6zelliklerini ve

parametre tahminlerini gostermistir.



Aykir1 gozlemli bir veri setinin modellenmesinde bu gozlemlerin etkisini sinirlayarak
giivenilir sonuclar elde edilmesini saglayan dagilima dayali olmayan robust regresyon
yontemlerinin kullanimima yonelik literatiirde pek ¢ok ¢alisma mevcuttur. Huber (1964)
tarafindan hatalarin karesi yerine baska bir fonksiyonunun en kii¢iiklenmesi ile EKK
tahmin edicilerine gore robust olan tahmin edicilerin kullanim1 6nerilmistir. (Huber 1973,
1981). Bu tahmin ediciler, “M tahmin edicileri” olarak adlandirilmakta olup uygun amag
fonksiyonunun en kiiciiklenmesi ile aykirt gézlemlerin etkisini sinirlandiran ya da

tamamen ortadan kaldiran bir etkiye sahiptir. M tahmin edicileri, y— yoniindeki aykir1

gozlemlere karsi robust ancak x— yoniindeki aykir1 gézlemlere karsi oldukga duyarlidir
(Huber, 1967, 1973, 1977, Hampel vd. 1986). Bu duyarliligi sebebiyle diisiik bozulma
noktasina sahip olduklar1 sdylenebilir. S6zii edilen bu temel g¢alismalara ek olarak
Rousseeuw ve Leroy (1987), Arslan (1997), Arslan vd. (2000) ve Maronna (2006)

tarafindan da bu alanda 6nemli caligmalar yapilmistir.

M tahmin edicilerinin diisiik bozulma noktasina sahip olmasi, hem x— hem de y-

yoniindeki aykir1 gézlemlerin varligina karsi robust olan Genellestirilmis M (GM) tahmin
edicilerinin gelismesine sebep olmustur. ilk GM tahmin edicisi, Mallows (1975)
tarafindan 6nerilmis olup bu tahmin edicilerin esas amaci, belirli bir agirlik fonksiyonu
araciligiyla x— yoniindeki aykiri gézlemlerin etkisini smirlandirmaktir (Krasker ve

Welsch 1982, Simpson vd. 1992).

M ve GM tahmin edicilerine alternatif olarak yiliksek bozulma noktasina sahip tahmin
ediciler de gelistirilmistir. Siegel (1982), % 50 bozulma noktasina sahip tekrarli medyan
(Repeated Median, RM) tahmin edicilerinin kullanimmi onermis olup bu tahmin
edicilerin esdegiskenlik (equivariant) 6zelligine sahip olmamasi sebebiyle Rousseeuw
(1984), hatalarin kareleri toplammi en kiicliklemeyi amaglayan En Kiiclik Medyan
Kareler (Least Median Squares, LMS) tahmin edicilerini gelistirmistir. Bu tahmin
ediciler, smirli etki fonksiyonu, % 50 bozulma noktasi ve esdegiskenlik 6zelliklerine
sahiptir. Bu 6zellige sahip tahmin edicilerden bir digeri ise En Kiigiik Kirpilmis Kareler
(Least Trimmed Squares, LTS) tahmin edicileridir (Rousseeuw 1984). Sozii edilen bu
tahmin edicilere ek olarak, Rousseeuw ve Yohai (1984) tarafindan LMS’nin
genellestirilmesi ile hatalarin yayilimmi minimuma indirgeyen S tahmin edicileri ortaya

cikarilmistir. Bu tahmin ediciler, yliksek bozulma noktasina sahip ancak etkin tahmin



edici degildirler. Bu nedenle, hem etkin hem de yiiksek bozulma noktasina sahip olan

MM tahmin edicileri tanimlanmistir (Yohai 1987).

Regresyon analizinde tahmin siirecinin hangi istatistiksel yaklasim altinda
degerlendirildigi olduk¢a Onemlidir. Bu baglamda; sozii edilen klasik yaklasimlara
alternatif olarak, temeli Bayes teorisine dayandirilan Bayesyen yaklagimin kullanimi
tercih edilebilir. Bayesyen yaklasimin karakteristik 6zelligi, daha onceki ¢alisma ve
deney sonuclarindan veya uzman kisilerin goriislerinden elde edilen 6nsel (prior) bilginin
analize dahil edilmesidir. Bu onsel bilgi ile verinin i¢ermis oldugu objektif bilginin
birlestirilmesi sonucunda ortaya ¢ikan sonsal (posterior) bilgi, parametre hakkinda

cikarsama yapmak amaciyla kullanilmaktadir.

Bayesyen regresyon analizi, dogrusal regresyonun Bayesyen yaklasim kullanilarak
uygulanmasimni saglayan bir analiz olup bu analizin gergeklestirilmesi durumunda model
parametrelerinin bayesyen tahmin edicileri elde edilir. Literatiirde, Bayesyen regresyon
modellemesindeki tahmin siirecine yonelik bircok ¢alisma mevcuttur. Tiao ve Zellner
(1964), regresyon modeli parametreleri hakkinda cikarimlar yapabilmek icin veriden
gelen bilgi ile baglantili olarak 6nsel bilgilerin nasil kullanilabilecegini gostermis olup
Zellner (1975) ise ¢oklu regresyon modelinde regresyon hata terimlerinin Bayesyen
analizini  gergeklestirmistir.  Ntzoufras (2009) tarafindan regresyon modeli
parametrelerinin bayesyen tahminlerinin WinBUGS paket programi kullanimiyla nasil
elde edilecegi gosterilmis olup Hitchcock (2012), ¢oklu regresyon modeli
parametrelerinin bilgi igermeyen onsel kullanilmas: durumunda bayesyen tahminlerini
incelemistir. Bu ¢alismalara ek olarak; Evans (2012), Bayesyen regresyon analizinin

kullanimini1 gdstermis olup Klasik ve Bayesyen regresyon yontemlerini karsilagtirmstir.

Bayesyen regresyon modellemesinde elde edilen tahmin ediciler, tipki klasik regresyon
analizinde oldugu gibi model varsayimindaki sapmalardan ve aykir1 goézlemlerin
varligindan oldukga etkilenmektedir. Boyle durumlarla karsilasildiginda, sozii edilen bu
problemlerden miimkiin oldugunca etkilenmeyen robust tahmin edicilerin elde
edilebilmesi amag¢lanmaktadir. Bu tahmin edicileri elde etmenin bir yolu, drnekleme
dagilimi (olabilirlik) ve/veya parametrenin 6nsel dagilimi i¢in Normal dagilima alternatif
olarak kalin kuyruklu bir dagilimin kullanilmasidir. Bu dogrultuda, kalin kuyruklu hata

dagilimi ve/veya kalin kuyruklu onsel dagilima dayali robust Bayesyen regresyon



modellemesinden elde edilen tahmin ediciler, veri setinde yer alan aykir1 gozlemlere kars1

robust tahminler elde edilmesini saglamaktadir.

Robust Bayesyen regresyon modellemesinde parametre tahminine yonelik literatiirde yer
alan c¢aligmalarin bazilar1 su sekilde Ozetlenebilir: Zellner (1976), cok degiskenli t
dagilimma dayali regresyon modelinin Bayesyen analizini gergeklestirmistir. Ayrica
Mendoza ve Pena (2010), t dagilimina dayali regresyon parametrelerinin Bayesyen
tahminlerinin elde edilmesini gostermis olup Alhamzawi vd. (2012), robust Bayesyen
quantile regresyon yontemini onermistir. Bu ¢alismalara ek olarak, Vallejos ve Steel
(2013) ise t hata dagilimi ve Jeffreys Onsel dagilimina dayali regresyon modelinin
Bayesyen analizini yapmustir. Simetrik dagilimlarin i¢ine carpikligin dahil edilmesi ise

ilk kez Fernandez ve Steel (1998) tarafindan onerilmistir.

Bu calismalardaki kalin kuyruklu dagilimlara alternatif olarak Ramsay ve Novick (1980)
ise aymt amag¢ i¢in farkli bir dagilimin kullanimmi 6nermistir. Bu dagilim, aykiri
gbzlemlerin parametre tahminleri tizerindeki etkisini siirlandirmak amaciyla Ramsay-
Novick (RN) dagilimi adiyla eliptik dagilim ailesine ait kalin kuyruklu yeni bir dagilim
olup Ramsay ve Novick (1980), bu dagilima dayali Bayesyen regresyon modeli

parametrelerinin robust tahmin siirecindeki kullanimini incelemistir.

Bu tez calismasmin amaci, kalin kuyruklu hata dagilimina dayali Bayesyen regresyon

modeli parametrelerinin tim yonlerdeki (x—, y— ve X—Y) aykir1 gozlemlere karsi

robust Bayesyen tahmin edicilerini elde etmektir. Bu ama¢ dogrultusunda ¢alismada,
kalin kuyruklu hata dagilimi olarak eliptik dagilim ailesine ait tek degiskenli ve simetrik
t, Laplace ve RN dagilimlarinin kullanimi tercih edilmistir. Ayrica ¢alismada, t ve
Laplace dagilimlarina alternatif olarak RN dagilimina dayali regresyon modeli parametre

tahminleri i¢in elde edilen klasik tahmin ediciler de 6nerilmistir.

t ve Laplace dagilimlarina sahip rasgele verilerin {iretilmesi, mevcut bilinen istatistiksel
paket programlar yoluyla miimkiindiir. Ancak RN dagilimi i¢in boyle bir durum soz
konusu degildir. Bu nedenle RN dagilimindan veri liretme siirecinde Markov Zinciri
Monte Carlo (MCMC) simiilasyon ydntemlerinden bagimsiz Metropolis-Hasting

ornekleme yonteminin kullanimi tercih edilmistir.



Tez calismasi 6 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, dogrusal regresyon modeline
yonelik temel bilgiler verilmis olup model parametrelerinin klasik, robust, Bayesyen ve
robust Bayesyen regresyon tahmin yontemlerinin kullanim amacina yonelik agiklamalar
yapilmis ve bazi literatiir calismalar1 6zetlenmistir. Ikinci béliimde ise oncelikle eliptik
dagilim ailesi tanitilmig ve eliptik dagilimlarin Normal dagilimm 6l¢ek karmasi olarak
gosterimleri ele alinmistir. Ayrica, regresyon modeli hata terimlerinin eliptik dagilim
ailesine ait olan ve bu ¢aligmada kullanimi tercih edilen t, Laplace ve RN kalin kuyruklu
dagilimlardan birine sahip olmasi durumunda model parametrelerinin robust tahmin
edicileri ve bu tahmin ediciler kullanilarak bulunan robust parametre tahminleri,
simiilasyon ¢alismasi yapilarak elde edilmistir. Bu boliimde ifade edilen RN dagilimima
dayali regresyon modeli parametrelerinin robust tahmin edicileri ve bu tahmin edicilere
yonelik parametre tahminleri ilk kez bu tez calismasinda elde edilmistir. Ugiincii
boliimde, bu tezin asil amacina yonelik olarak klasik yaklasima alternatif olarak Bayesyen
yaklagim ele alinmistir. Burada bilgi icermeyen ve bilgi iceren onsel dagilim kullanimiyla
Bayesyen regresyon modeli detayli olarak incelenmis ve model parametrelerinin
bayesyen tahmin edicileri verilmistir. Ek olarak, MCMC simiilasyon yontemlerinden
Gibbs 6rneklemesi kullanilarak bir simiilasyon ¢alismasi yapilmis ve bayesyen parametre

tahminleri elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise oncelikle t, Laplace ve RN hata dagilimlarina ve bilgi icermeyen
onsel dagilima dayali Bayesyen regresyon modelleri ele alinmis ve model
parametrelerinin robust Bayesyen tahmin edicileri bulunmustur. Sonrasinda Normal, t,
Laplace, RN hata dagilimlarina ve bilgi iceren 6nsel dagilimlara (Normal, t, Laplace ve
RN) dayali Bayesyen regresyon modelleri parametrelerinin tahmin edicileri elde
edilmistir. Bu boliimde elde edilen tiim tahmin ediciler, hem parametrelerin tam kosullu
sonsal yogunluklar1 hem de iteratif ¢6ziim yolu kullanilarak bulunmustur. Béliim sonunda
MCMC simiilasyon yontemlerinden Gibbs ve Metropolis-Hasting 6rnekleme yontemleri
kullanilarak simiilasyon c¢alismasi yapilmig ve model parametrelerinin robust bayesyen
tahminleri elde edilmistir. t ve Laplace hata dagilimma dayali Bayesyen regresyon

modelleri sadece y— yoniindeki aykir1 gozlemlere karsi robust tahminler vermektedir.
Tez caligmasinin esas amaci ise tiim yonlerdeki (X— , y— ve X—Y ) aykir1 gozlemlere

kars1 robust tahminlerin elde edilebilmesidir.



Bu amag dogrultusunda, ilk defa bu ¢alismada onerilen RN hata dagilimi ve bilgi igeren
onsel dagilimlara (Normal, t ve Laplace) dayali robust Bayesyen regresyon modellerinin
kullanim1 gosterilmistir. Tiim bolimlerde uygulanan simiilasyon ¢alismalarinda
parametre tahminlerinin elde edilmesinde kullanilan program kodlari, Ek’1 ve Ek’2’de

verilmistir.

Besinci boliimde, diger boliimlerde ele alinan tiim modellerin uygulanabilirligi, tic farkl
gercek veri Ornegi lizerinde gosterilmistir. Model performanslari, Akaike bilgi kriteri
(Akaike information criterion, AIC) ve Sapma bilgi kriteri (Deviance information
criterion, DIC) kullanilarak karsilastirilmis olup ele alinan modellerin parametre
tahminleri kullanilarak artik grafikleri elde edilmistir. Tezin son bdliimiinde ise bu tez

calismasinda elde edilen sonuglar yer almaktadir.
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2. DOGRUSAL REGRESYON MODELLERINDE SIMETRIK KALIN
KUYRUKLU DAGILIMLARA DAYALI ROBUST PARAMETRE TAHMINi

Bu boéliimde, ilk olarak eliptik dagilim ailesi tanitilmis ve eliptik dagilimlarin Normal
dagilimin 6lgek karmasi olarak gosterimleri ele alinmistir. Sonrasinda ise tez ¢alismasina
dahil edilen eliptik dagilim ailesine ait tek degiskenli, simetrik ve kalin kuyruklu t,
Laplace ve RN dagilimlarina iligkin bilgiler verilmistir. Ayrica, (1.2) regresyon
modelinde yer alan rasgele hata terimleri dagiliminin so6zii edilen bu dagilimlardan biri
oldugunun varsayilmasi durumunda model parametrelerinin dagilima dayali robust
tahmin edicileri elde edilmistir. S6z konusu kalin kuyruklu dagilimlara dayali regresyon

modeli parametrelerinin robust tahminleri, simiilasyon ¢aligmas1 yapilarak bulunmustur.
2.1 Eliptik Dagilim Ailesi

Tek degiskenli ve cok degiskenli, simetrik veya carpik olan olasilik dagilimlarinin bir
ailesi, eliptik dagilim ailesi’dir. ilk olarak Kelker (1970) tarafindan tanitilmistir ve
sonrasinda birgok yazar tarafindan incelenmistir (Fang ve Anderson 1990, Gupta ve
Varga 1993, Bilodeau ve Brenner 1999). Bu aile ayn1 zamanda konum parametresi ve
pozitif bir 6lgek parametresi tarafindan parametrelenen olasilik dagilimlar: ailesi olan

konum-6l¢ek ailesi olarak da bilinmektedir (Shao 2003).

Eliptik dagilim ailesi igerisinde yer alan dagilimlar, eliptik dagilim olarak
adlandirilmaktadir. Bu dagilimlarin yogunluk fonksiyonlarinin es yiikselti egrileri (izo-
kontiirleri) elipsoid sekline benzemektedir. Bu nedenle dagilim, eliptik dagilim adni

almistir (Valdez ve Chernih 2003).

2.1.1 Tek degiskenli simetrik eliptik dagilimlar

Eliptik dagilimlarin tanimi, karakteristik fonksiyonlar1 kullanilarak ifade edilebilir.
Karakteristik fonksiyon, herhangi bir dagilim i¢in daima var olan bir fonksiyondur.
Herhangi bir X rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu; t herhangi bir gergel say1

ve y skaler bir fonksiyon olmak iizere,

E[exp(itX ) | =exp(itu )y (t°0?) (2.1)
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olarak ifade edilebilirse bu degiskenin 1 ve o¢® parametreli tek degiskenli simetrik bir
eliptik dagilima sahip oldugu sdylenir ve X ~E(u,0°,w) olarak gosterilic. i ve o
sirastyla dagilmm konum ve dlgek parametreleri olup (.) fonksiyonu ise eliptik

dagilimin “karakteristik {ireteci” olarak adlandirilir (Fang vd. 1990). X rasgele

degiskeninin beklenen degeri,

E(X)=u (2.2)

Ve varyansl,

V(X) =-2y'(0) 6° (2.3)

olmak tizere burada /', karakteristik fonksiyonun ilk tiirevini gostermektedir. Varyansin
mevcut olabilmesi i¢in |t,//'(0)| <o sartmin saglanmasi gereklidir (Cambanis vd. 1981).

1=0 ve ¢°=1 olmasi durumunda X rasgele degiskeni yerine Z standart rasgele
degiskeni kullanilir ve bu degisken Z ~ E(0,1,y) seklinde standart eliptik (kiiresel)
dagilima sahiptir. E(0,1y) icin S(y) ifadesi de alternatif olarak kullanilmaktadir. Z

kiiresel rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu ise
E[exp(itz)]=w (tz) (2.4)

olarak ifade edilir.

Baz1 eliptik dagilimlar, yogunluk fonksiyonlarinin mevcut olmasi durumunda bu
fonksiyonlara gore de tanimlanabilir. Tek degiskenli simetrik bir eliptik dagilimin olasilik
yogunluk fonksiyonu (0.y.f),

f(x)=calg[(x_f‘) J (2.5)
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olup daha kisa gosterimle U =((X—,u)/0)2 olmak {iizere f(x)=Co 'g(u) formunda

ifade edilebilir. Burada negatif olmayan g() fonksiyonu, 0< Iu’l’zg(u)du < o0
0

kosulunu saglayan bir fonksiyon olup “yogunluk iireteci” olarak adlandirilmaktadir. C

© -1
ise normallestirme sabiti olup C = [J.ullzg(u)du} esitligi ile elde edilir.
0

X rasgele degiskeninin eliptik dagilim ailesine ait oldugunu belirlemenin alternatif yolu,
karakteristik fonksiyonlar1 yerine yogunluk iiretecini kullanmaktir. (2.5) esitliginde

belirtilen forma uygun yogunluk fonksiyonuna sahip herhangi bir rasgele degiskenin tek
degiskenli simetrik bir eliptik dagilima sahip oldugu soylenir ve X ~E ( u,0°, g) olarak
ifade edilir. Ozel bir durum olarak, X yerine Z, standart rasgele degiskeninin
kullanilmas1 durumunda ise bu degisken, f(z)=Cg (22) yogunluguyla standart eliptik

(kiiresel) dagilima sahip olup Z ~E(0,1,g) veya Z ~S(g) olarak gosterilir (Valdez
2005).

Eliptik dagilim ailesine ait olan tek degiskenli simetrik eliptik dagilimlardan bazilari
asagidaki ¢izelgede Ozetlenmistir (Passarin 2004, Valdez 2005).

Cizelge 2.1 Tek degiskenli simetrik bazi eliptik dagilimlar

Dagilim Yogunluk Ureteci (g(u))
Normal g(u)=exp(-u/2)
t g(u)=(1+u/v)7(v%l) , V>0 , v bir tamsay1
Laplace g(u)zexp(_|u|)
a(u)® 2,
Ramsay-Novick (RN) g(u) =exp| —(ba*")™ I t° exp(-t)dt | ; a>0,b>0
0
Cauchy g(u)=(1+u)"
Lojistik g(u) = exp(-u)/[1+exp(-u)]
Genellestirilmis N=exol —r(uy ] : rs>o0
Normal 9w p[ (u) } S
u)=(u/b)"’K,| (u/b)*|; a>-1/2,b>0
Bessel g(u)=(u7b) a[( ) }
K, () , Uiclincii dereceden uyarlanmis Bessel fonksiyonu
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2.1.2 Cok degiskenli simetrik eliptik dagihmlar

X, (nx1) boyutlu siirekli rasgele bir vektor olmak tizere bu vektoriin karakteristik

fonksiyonu,
oy (1) =exp(it'u)y (' t) (2.6)

formuna sahip ise X wvektori, ¢ok degiskenli simetrik bir eliptik dagilima sahiptir ve

X ~E, (u,Z,y) olarak gosterilir. Burada g, (nx1) boyutlu bir siitun vektorii, £, (nxn)
boyutlu pozitif tanimli simetrik bir matris, t, (nx1) boyutlu gercel say1 vektori olup

w(t) fonksiyonu ise “karakteristik tirete¢” olarak adlandirilmaktadir.

X ~E, (#,2,p) iken X ’in ortalama vektorii

E(X)=u (2.7)
olup kovaryansi ise £ matrisinin var olmasi durumunda

Cov(X) =—y'(0)= (2.8)

seklinde elde edilir. Kovaryansin mevcut olabilmesi i¢in ‘!// '(0)‘ <o gartinin saglanmasi

gereklidir. Z =% (x—u) olarak tamimlanan Z standart rasgele vektdrii ise kiiresel
dagilima sahip olup Z ~E (O, 1,v) olarak gosterilir. Bu degiskenin karakteristik

fonksiyonu ¢, (t) =w(t't) esitligi kullanilarak belirlenir (Bilodeau ve Brenner 1999,
Valdez 2005).

g, () , negatif olmayan Lebesque dl¢iilebilir fonksiyonu olmak iizere X ’in o.y.f'nu,

f)=c,[2[* g, ((x—u)’ =7 (x-p) (2.9)
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olup bu fonksiyon daha kisa gdsterimle, U=(x- ,u)' 27 (x—u) olmak iizere

f(x)=c, |Z|_1lzgn(u) seklinde ifade edilebilir. Bu esitlikte; normallestirme sabiti,

. _I/2)

Gk

1
D‘tn/ 19, (t)dt} kullanilarak bulunur.
0

Eger X vektorii, tanimlanan bu yogunluga sahipse X ~E, (4.Z,9,) seklinde ¢ok

degiskenli simetrik eliptik dagildigi sdylenebilir. n=1 olmasi durumunda bu dagilim, tek
degiskenli simetrik eliptik dagilima ddniismektedir. Ozel olarak g, n boyutlu "0"
vektorii ve X, birim matris olarak alinirsa Z vektorii "n" boyutlu kiiresel dagilima sahip

olurve X ~E (0,1,9,) veya X ~S (9) seklinde ifade edilir (Bilodeau ve Brenner 1999,

Gomez-Sanchez-Manzano vd. 2006).

Eliptik dagilim ailesine ait bazi ¢ok degiskenli simetrik eliptik dagilimlar asagidaki
cizelgede verilmistir (Galea vd. 2000, Passarin 2004).

Cizelge 2.2 Cok degiskenli simetrik bazi eliptik dagilimlar

Dagilim Yogunluk Ureteci (g(u))
Normal g,(u) =exp(-u/2)

t gn(u)=(1+u/v)_@ , V>0 , v bir tamsay1
Laplace g, (u) = exp(—|u|)

9,(u) =exp(—(ba™) *y(2/b,au"))
a(u) 2

= exp(—(baz”’)l I to exp(—t)dtj ca>0,b>0

0

Ramsay-Novick (RN)

(n+1)
Cauchy 0. (U) = (1+u)7 e
Lojistik g,(u) =exp(-u)/[L+ exp(-u) |
Genellestirilmis g, (U) = exp I:_us /2] 550
Normal

15



2.2 Eliptik Dagihmlarin Normal Dagihmin Ol¢cek Karmasi Olarak Gosterimi

X, u konum ve ¢ Slgekli siirekli bir rasgele degisken olsun. Bu degisken,

X = u+x(A)"?Y (2.10)

esitligi seklinde stokastik olarak ifade edilebilir. Burada Y ~N(0,6%) ve
X|A~N(u,x(A)o®) olup A, dlgek parametresi, x(4) ise A’nm pozitif bir

fonksiyonudur (Ehlers 2012). X ’in ortalama ve varyansi,

E(X)=E(E(X|A) = u
V(X)=EVar(X|4) =o® E(x(4)) (2.11)

olup bu degiskenin o.y.f’nu, Normal dagilimin 6l¢ek karmasi bi¢ciminde ifade edilebilir.

f(x|p,0) = j N(x|u, (2)0®) (1) d A

-]

Bu esitlikte; N(x|.,.), Normal yogunluk fonksiyonu, z(.), R*’da tanimli yogunluk

(27 k(1) 6°) 2 exp[— ~(x— y)z}dfl(z) (2.12)

1
2k(A)o

0

fonksiyonu ve H (1), karma dagilim fonksiyonu olarak adlandirilmaktadir(Choy ve Chan
2008).

Eger X, n boyutlu bir vektor ise ve

d
X =p+VZ (2.13)

olarak ifade edilebiliyorsa bu vektoriin dagiliminin n boyutlu Normal dagilimlarin 6lgek

karmas1 oldugu sdylenebilir ve X ~ SMN, (x,Z, H) seklinde gosterilir (Gomez-Sanchez-
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Manzano v.d. 2006). Ayrica bu esitlikte Z ~ N, (0,X) olup V karma degiskeni, Z *den

bagimsiz rasgele bir degiskendir.

X vektoriiniin yogunlugu,

f(X;u,Z,H) = T N, (X; @, V?Z)dH() , ve(0,)

0

=)™ [V exp{—%vz(x — )T (X - ,u)}dH(v) (2.14)

v=0

esitliginde goriildiigii gibi Normal yogunluklarin bir 6lgek karmasi olarak elde edilir.

Burada, g; n boyutlu bir vektdr, X ; nxn boyutlu pozitif tanimli simetrik bir matristir.
2.2.1 t dagihminin Normal dagihmin 6l¢ek karmasi olarak ifade edilmesi

Eliptik dagilimlardan biri olan t dagilimi, 6lgegi ters Gamma (Inverse Gamma, 1Ga)

dagilimina sahip bir Normal dagilimin 6l¢ek karmasi olarak ifade edilebilir.

X ~N(u,6%2) ve A~ IGa(%,%) olmak tizere u konum, o Olgek parametreli ve v

serbestlik dereceli t dagilimi i¢in yogunluk fonksiyonu,
f(X|p.0%,v) = IfN(x|,u,azﬂ)fIGa(/1|v/2,v/2)di (2.15)
A=0

integralinde goriildiigii gibi Normal ve ters Gamma dagilimi yogunluklarmin karmasi

yapilarak asagidaki gibi elde edilebilir.

0

f (X‘,u,az V) = ljo(ﬁem(—%(x—ﬂ)z)j
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v);
( (%) (x= )
jz exp( ;t( ZDM (2.16)

B

(Xx— 1)* +vo?
0_2

olup bu esitligin integralli kismu, sekil ve Olcek parametreli ters

(v+1)
2

Gamma dagilimi kerneline (¢ekirdegine) benzemekte olup ters Gamma dagilimi
r'((v+1)/2)
(((x- p)? +v0%)/20?

yogunlugunun o.y.f’nu olabilme sart1 geregi, oranina esittir.

)(v+1)/2
Bu oranin (2.16) esitliginde yerine yazilmasi durumunda t dagiliminin o.y.f'nu,

2

r(\zlj N

f(X‘,u,az,v):

Vo’

{1+ (X_“qu (2.17)

olarak elde edilir.

t dagilimi, Normal (N ) ve Gamma (Ga) dagilimlar1 karmasi olarak da ifade edilebilir.

Bu durumda o.y.f.’nu,

f(X|,0%v) = TfN(x|u,%2) foa(AvI2,v12) dA

\Y

z—@ Tg[vzj‘lexp{—z((x‘é‘)z+XHM (2.18)
r@ﬂam S

—~
<

+1 — u)? 2
olmak iizere bu esitlikteki integralli ifade, T) sekil ve (X‘l;# Olcek
o

parametreli Gamma dagilimi kerneline benzemekte olup Gamma dagilimi yogunlugunun
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r'((v+1)/2)
(((x—)* +vo?) /20"

esitliginde yerine yazildiginda t dagiliminin o.y.f'nu,

2

f(X|u,0* v) =
F(\le Vo

o0.y.f’nu olabilme sart1 geregi, oranina esittir. Bu oran, (2.18)

)(v+1)/2

Vo

ARG
{1+ (x=4) } (2.19)

esitligi seklinde bulunur.

2.2.2 Laplace dagihminin Normal dagilimin élcek karmasi olarak ifade edilmesi

Eliptik dagilimlardan biri olan Laplace dagilimi, dlcegi Ustel dagilima sahip bir Normal

dagilimin 6l¢ek karmasi olarak ifade edilebilir.

X ~N(u,A) ve A ~Ustel (1/202) olmak tizere x konum, o Slgek parametreli Laplace

dagiliminin o.y.f’nu,

f(x|uo0) JA@W@AMWW%»M

Tl 1 (x=u)? A
A2 exp| —=| ——+—]dA 2.20
V2 20' 2=0 p[ 2( A o’ ( :

esitliginde yer alan integralin ¢6ziimii ile elde edilir. Bu integral, genellestirilmis ters

Normal (generalized inverse gaussian, GIG) dagilimmnin kerneline benzemektedir.

A~GIG(p =12,a" =1/6°,b™ =(x— 1)) olmak iizere bu degiskenin o.y.fnu,
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1 j1/4
f(A) = (0' (x—n) ﬂ“ZIeXpL_l((X_ﬂ)Z-'_izj} (2.21)
2K1/2£ (=) J : ’ 0

olup burada K (2), ikinci tiir uyarlanmis Bessel fonksiyonudur ve p" =1/2 degeri i¢in

bu fonksiyonun degeri, «,,(z) = \/% exp(-z)z "%, z>0 esitligi kullanilarak elde edilir

(Abramowitz ve Stegun 1972). Genellestirilmis ters Normal dagilimm yogunlugunun

21, (W)
(Vo (- )"

esit olup bu durumda Laplace dagiliminin o.y.f’nu asagidaki gibi elde edilmistir.

2’(1/2[ (X_EU)Z j

1 o

f (X|,Uya) = \/5202 [ ) 1a
)2]

0.y.f’nu olabilme sart1 geregi (2.20) esitligindeki integral, oranina

P i

27 26° 1

0_1/2 (x _ lu)lIZ

:iexp(— —|X"“‘|J (2:22)

2.3 t Dagihmina Dayah Dogrusal Regresyon Modelinde Robust Parametre Tahmini

t dagilimi, eliptik dagilim ailesinde yer alan dagilimlardan biri olup Normal dagilima
kiyasla daha kalin kuyruklu stirekli bir olasilik dagilimidir. Bu dagilim gibi kalin
kuyruklu dagilimlar kullanilarak yapilan en ¢ok olabilirlik tahminleri, parametrelerin

robust tahminlerinin elde edilmesini saglamaktadir (Lange vd. 1989).
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“1” serbestlik dereceli t dagilimi, son derece kalin kuyruklu bir dagilim olup “Cauchy”
dagilimi olarak da adlandirilmaktadir. t dagilimi, X=pu+o07T ya da T = (X— ,u) / o
iliskisiyle konum parametresi u ve Olgek parametresi o ’y1 iceren ii¢ parametreli bir

konum-o6lgek ailesine genellestirilebilir. Bu durumda elde edilen standart olmayan t

dagilim,

f(X‘y,az,v):— —lv+

rf v+l (v
() [ oo
- (‘2’)5@ \1/ U" H (2.23)

olarak tanimlanan bir yogunluga sahiptir (Jackman 2009). Bu yogunluga sahip herhangi

bir X rasgele degiskeninin beklenen degeri, v>1 i¢in E(X) = ve varyansi ise v > 2
igin V(X) =0°(v/(v-2)) esitligi kullanilarak elde edilir. Burada v, serbestlik derecesi

olup dagilimin basikligini kontrol etmektedir.

Farkl serbestlik derecelerine gore t dagiliminin o.y.f’nun sekli asagida verilmistir.

04

Dagilimlar
— Normal
— v=1
— v=3
— v=8
v=30

03
|

¢/ v)
02
!

0.1

0.0

Sekil 2.1 Farkli serbestlik dereceli t dagilimlarinin Normal dagilim ile
kiyaslanmasi1 (¢ =0, 6° =1)
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Parametre Tahmini

id
(1.2) regresyon modelinde yer alan hata terimlerinin t dagildigi (g ~1(0,0°,v))

varsayilsin. Bu dogrultuda, model parametrelerini tahmin etmek i¢in ECO yontemi
kullanilmis olup asagida verilen log-olabilirlik fonksiyonunun parametrelere gore

tiirevleri alinip sifira esitlenerek g ve o nin agirliklandirilmis tahmin edicileri elde

edilmistir.

Log-olabilirlik fonksiyonu,

InP(y\x,ﬁ,az,v)=[nln(r(v7”m—{[nln(r(v7” }gm(mygm(a)}

(2.24)

olup bu fonksiyonun her parametreye gore ayr1 ayri1 tiirevi alinarak sifira esitlenmistir.

oln P(y‘x,ﬂ,az,v)
B B=5,

=0,

=0

— 2 p-h
1 (yi =X ) =6,
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1 & (v - x B
PR [CIETURTY SE 229
% H (yi o Xi!ﬂt )
V5

L Oy i

< v+1 o
Burada W,,, = — olarak tanimlanirsa bu esitlik,
V4 (y| )flzﬂt )
O-t

1 i ~ ' 5
2 2. Wiy X (Yi - X B, ): 0 (2.26)
O-t i=1

seklinde ifade edilir. Bu esitligin ¢6ziimii sonucunda bilinmeyen A parametresinin

robust tahmin edicisi,

b =(ivvi(t>xixi'j [ n ‘imxiyi] (2.27)

i=1

olarak elde edilir. Elde edilen bu tahmin edicinin matris formatinda gosterimi ise,
- -1
B = (XWX )™ (X wy) (2.28)

bigiminde tanimlanir. Burada, W, W, agrlik degerleri tahminlerini igerisinde

barindiran kosegen bir matristir. Bu matrisin igerisinde ,ét yer aldigindan bu esitligin agik

¢Oziimii olmayip ¢Ozlimiin yapilabilmesi i¢in niimerik yOntemlerin kullanilmasi

gerekmektedir.

Bilinmeyen ¢ parametresinin ECO tahmin edicisi de benzer sekilde asagidaki islemler

sonucu elde edilmistir.

dln P(y‘x,ﬂ,az,v)
80' ﬁ:,éx

0=0,

=0
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n (V+1) (Y. — X' B )
n 1 (V+1)(y, LY _g
7 7= (yi_xi’ﬂAt)
V+ —
O-t
_n5-t2+ Zwi(t) (y| - Xi’ﬁAt)z =0 (2.29)
i=1

esitliginin ¢oziimii sonucunda ¢ parametresinin robust tahmin edicisi,
2 l o "' B \2
67 =~ Wy (i =x'B) (2.30)
i=1

olarak bulunur. Bu esitligin 6’yi icermesi sebebiyle ¢ parametresinin tahmininde

niimerik yontemler kullanilmalidir.

2.4 Laplace Dagihmina Dayah Dogrusal Regresyon Modelinde Robust Parametre

Tahmini

Laplace dagilimi, t dagilimi gibi eliptik dagilim ailesine ait dagilimlardan biri olup iKi
iistel dagilimin konum parametresi de dahil edilerek birlestirilmesinden olusmaktadir. Bu
nedenle ¢ift listel dagilimi olarak da adlandirilmaktadir. Dagilimimn Normal dagilim gibi
iki parametresi vardir ve Normal dagilima kiyasla daha kalin kuyruklu bir dagilimdir

(Abramowitz ve Stegun 1972).

X ~ L(u,0) olmak iizere X rasgele degiskeninin o.y.f'nu,

=4

j ; xeR, ueR, 6>0 (2.31)
o

f(X|,u,0):%eXp[

olup burada x, konum parametresi ve o, 6lgek parametresidir.

Bu yogunluga sahip X rasgele degiskeninin beklenen degeri, E(X) = u ve varyansi ise
V(X) =207 esitlikleri kullamlarak elde edilir (Kotz vd. 2001, Aryal 2006). Dagilimin

sekli, dagilim parametreleri ¢ ve o 'nin aldig1 degerlere gore degismektedir.
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10
TEEEEZ
2

06
|

f(x/ u, o)

04

0.2
|

00
1

Sekil 2.2 Farkli parametre degerli Laplace dagilimlarmin Normal dagilim ile
kiyaslanmasi

Parametre Tahmini

iid
(1.2) regresyon modelinde ¢, ~L(0,s) oldugu varsayilsin. Bu varsayim altinda model

parametrelerinin ECO tahmin edicisini bulmak i¢in log-olabilirlik fonksiyonu asagidaki

gibi elde edilmistir.

Log-olabilirlik fonksiyonu,

n

InP(y|x, B,0) = —nln(20)—éz

i=1

=% B (2.32)

olup bu fonksiyonun maximum (veya mutlak degerli ifadenin minimum) yapilmasiyla
elde edilen tahmin edici, LAD tahmin edicisi olarak adlandirilir. Model parametrelerinin

LAD tahmin edicileri agagidaki islemler sonucu elde edilmistir.

aInP(y|x, B,0) ~
aﬂ BB

0=01.AD
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izzl:xi Sgn(yi - Xi,BLAD): 0

n (yi _Xi,lBALAD)

Xi+———— =0
=1 ‘yi =X ﬂLAD
< 1 A <
Burada, W) =————  ¥i—X; Bap # 0 olarak tanimlandiginda,
‘yi =X BLao
2 Wy X, (Yi _Xi'IéLAD):O (2.33)
i-1

olup B parametresinin robust tahmin edicisi,

n -1 n
BLAD :£Zwi(|_)xi Xilj [Zwi(l_)xi Yi) (2'34)
i=1 i=1

seklinde elde edilir. Elde edilen bu tahmin edicinin matris formatinda gosterimi,

ﬂALAD :(XWX )_1(XWY) (2.35)

olarak ifade edilebilir. Bu esitlikte; W, W,,, agirhk degerleri tahminlerini igerisinde

barindiran kdsegen bir matristir. Bu kdsegen matrisin iginde ﬁLAD tahmin edicisi

oldugundan elde edilen bu esitligin agik ¢oziimii yoktur ve ¢oOziimiin

gerceklestirilebilmesi i¢in niimerik yontemlerin kullanilmasi gereklidir.

o parametresinin LAD tahmin edicisi de benzer iglemler uygulanarak asagidaki gibi

bulunmustur.

aInP(y|x, B,0)

. =0
oo B=PBLro

0=01.AD
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Ji _Xi’ﬁ D BB =0 (2.36)

0=0LAD

olup ¢ parametresinin robust tahmin edicisi,

n

R 1
Oupp = ﬁ Z

i=1

Yi— Xi’ﬂALAD (2.37)

olarak elde edilir.

t ve Laplace dagilimlarina dayali dogrusal regresyon modeli parametrelerinin tahmin
edicilerinin elde edilmesine yonelik literatiirde pek ¢cok ¢alisma mevcuttur (Wesolowsky
1971, Barrodale ve Roberts 1973, Schlossmacher 1973, Lange vd. 1989, Bolfarine ve
Valle 1994, Li ve Arce 2004, Pfeil 2006). Bu nedenle bundan sonraki alt boliimde t ve
Laplace dagilimlarina alternatif olarak RN dagilimma dayali regresyon modeli

parametreleri i¢in robust tahmin ediciler 6nerilmistir.

2.5 RN Dagihmina Dayah Dogrusal Regresyon Modelinde Robust Parametre

Tahmini

Ramsay ve Novick (1980) tarafindan robust olmayan bir yogunlugun etki fonksiyonunun
islevi degistirilerek uyarlanmis robust yogunluk fonksiyonu gelistirilmistir. Bu uyarlama
stireci; Normal, ¢ok degiskenli Normal, log-Normal, ters Normal, log-odds yogunluklari
ve diger yogunluklarin ailesi kullanilarak uygulanabilir. Bu yogunluklarin genel bir

ifadesi asagida verilmistir.

f(x|v)= r(x)s(v)exp[—% d*(v, x)] (2.38)

Burada v dagilimin konum parametresi, d (v, X) ise x degiskeninin v ’den uzakliginin

bir Ol¢iisiidiir. X ve v vektor olarak da kullanilabilmektedir. Bu esitlikte verilen forma
uyan yogunluklar, robust olmayan ve smirsiz etki fonksiyonuna sahip yogunluk

fonksiyonlaridir.
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Bu fonksiyonlarin gozlem ve parametre degerlerine gore duyarliligi, fonksiyonun
logaritmasinin bu degerlere gore birinci kismi tiirevleri alinarak belirlenebilir(Ramsay ve

Novick 1980).

S6zii edilen bu robust olmayan yogunluk fonksiyonunun logaritmasinin X ’e gore tiirevi

alinarak,

IF(x) = —%Iog f(x|v) =d (v, x) % d (v, X) —%Iog r(x) (2.39)

esitligi ile x’in etki fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon, gozlemlerin ortalamalari
iizerindeki etkisinin dogrusal olmas1 sebebiyle sinirsiz bir fonksiyondur. Etki fonksiyonu
iizerindeki smir, yogunluk fonksiyonunun sifira yaklastigi hiza gore degismektedir.
Normal dagilimin da icerisinde yer aldig1 ve (2.38) esitliginde verilen forma uyan belirli
simetrik dagilim aileleri, aykir1 gozlemlerin etkisini smirlandiramayan smirsiz etki

fonksiyonuna sahiptir.

Ramsay ve Novick (1980), aykir1 gozlemlerin parametre tahminleri {izerindeki etkisini
smirlandirmak amaciyla (2.39) esitliginde tanimlanan etki fonksiyonunun islevini
degistirerek uyarlanmis robust fonksiyonunu elde etmistir. Bu amag¢ dogrultusunda X ’in

uyarlanmus etki fonksiyonunu,

MIF (x) = —%Iog F(x V) =d (v, X) % d (v, x) exp(—ad (v, x)")

_ o logr(x) (2.40)
OX

olarak tamimlanustir. Bu ifadede yer alan exp(-a d (v, x)°) terimi, d (v, x) ’in kiiciik
degerleri i¢in etki fonksiyonu {izerinde ¢ok az bir etkiye sahip olup sonug olarak etkinin
siirlandirilmasmi ve sonunda sifira yaklagmasmi saglamaktadir. Bu nedenle burada
tanimlanan uyarlanmig fonksiyon, smirl bir etki fonksiyonudur. a ve b parametreleri
ise Huber’in p fonksiyonundaki 'k' sabitine benzer anlamda robust olmay1 ayarlama
sabitleri olarak varsayilir ve bu sabitler etki fonksiyonunu smirlandiracak sekilde

secilir(Ramsay ve Novick 1980).
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Ramsay ve Novick (1980) tarafindan gelistirilen sinirl etki fonksiyonlu dagilim ailesinin

o.y.f'nun genel formu,

f(x|v, a,b)=r(x)A(v)s(v)exp(-n,(d(v,x)) ; a>0 b>0 (241)

olup burada 7, (d( v, x))=(0a*®)"y(2/b,ad (v, x)*), »(), alt tamamlanmamis

gamma (lower incomplete gamma) fonksiyonu ve A(v), x’e bagh olmayan

normallestirme sabitidir.

Uyarlama siirecinin  Normal dagilim kullanilarak uygulanmasi durumunda, X
degiskeninin, o Olgek parametresi tarafindan Ol¢eklendirilen, v =g konumundan

x=y

o

uzakhigmin olgtisi d (v, X) = olarak ele almir ve bu durumda uyarlanmis etki

fonksiyonu orantisal olarak (sabit terimler ihmal edilerek),

olX=4l b
MIF(X):—%log f(X|,u,0,a,b) oc M—”exp(a(wj ] (2.42)

o ox

seklinde elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafi (-) ile carpilip |X|Sgn(X):X yerine

yazildiginda fonksiyon,

b
ilog f(X|p,0,a,b) < _Misgn(x_#)exp[_a“x—yq J
OX o A

o o

oc — (X_Zﬂ) exp(—a[—h_ﬂq } (2.43)
o o

olarak tanimlanir. Bu fonksiyonun integralinin alinmasi durumunda RN dagilimimnin

o.y.f’nu orantisal olarak,
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o

X=—0

log f(X|u,a,a,b)oc— T (X—ZM) exp[—a[M] de
o

eXp(IOgf(X|u,a,a,b))oceXp[iz T (xu)exp[a[H] ]dx}

X=—00

X=—00

f(X|u,a,a,b) oc exp{iz _T (x—p) exp[a(wj }de (2.44)

x—1
o

b
seklinde bulunur. Burada tistel ifadede yer alan integral; u = a( ] olmak tizere,

bi¢iminde tanimlanir. Tanimlanan bu integral, alt tamamlanmamis gamma fonksiyonu,

(s, X) = Jx‘ > exp(—t)dt (2.46)

t=0

olmak tzere

T (x—p)exp[—a[M] de = l%y[g,a[wj } (2.47)
Yoo o ba b o

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda (2.44) esitligindeki o.y.f'nu ,

b
1116° |2 |X—p|
f(X|u,J,a,b)oceXp —?[gﬁyig,a(T
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o

N

olarak tanimlanip X rasgele degiskeninin X ~ RN(x,0,a,b) seklinde RN dagilimma

oc exp (baz’b)ly{é,a[mj ] (2.48)

sahip oldugu soylenebilir. Eliptik dagilimlardan biri olan bu dagilimm o.y.f'nun sekli,

parametrelerin aldig1 farkli degerlere gore asagida verilmistir.

04

— NO.7)
— RN(0,1,0.03,1)
— RN{0,1.03.1)
— RN(0,1,0.052)

01

00
|

Sekil 2.3 Farkli parametre degerli standart RN dagilimlarinin standart Normal dagilim
ile kiyaslanmasi

Sekil 2.3, kuyruk kalinligini etkileyen farkli robust parametreli standart RN dagiliminin
dagilimsal formunu standart Normal dagilim ile kiyaslayarak oOrneklendirmektedir.

Gorildigii gibi RN dagilimi, Normal dagilima kiyasla daha kalin kuyruklu bir dagilimdir.

Aykir1 gozlemlerin parametre tahminleri iizerinde olusturacag: etki, etki fonksiyonu

grafikleri incelenerek belirlenebilir.
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10

=4 — N(0,1)
- - RN(0,1,0.03,1)
---- RN(0,1,0.3,1)

RN(0,1,0.05,2)

Uyarlanmis etki fonksiyonu
0

-10

X -
Sekil 2.4 d(v,x) = M ifadesine dayali uyarlanmis etki fonksiyonlar1 grafigi
o

Bu sekilden; (2.42) esitliginde yer alan modifikasyonun Normal yogunluktan elde edilen
smirsiz etki fonksiyonu iizerindeki etkisi gézlenmekte olup tek bir aykir1 gozlemin bile
tahmin edici iizerinde olumsuz etki olusturacagi sdylenebilir. Ancak bdyle bir etkinin,
RN durumlarina ait etki fonksiyonlar1 incelendiginde sinirli hale geldigi gozlenmistir.
Etki fonksiyonunun sifira yaklasma hizi, “b” parametresinin aldig1 degere gore
degismektedir. RN dagilimi i¢in parametre degerlerinin se¢imi, Ramsay ve Novick
(1980)’in ¢alismasinda kullanilan degerlerle ayn1 olacak sekilde se¢ilmis olup standart

RN(0,1,0.05,2) dagiliminin digerlerine kiyasla aykir1 gozlemlerin etkisini daha hizli

smirlandirdig1 goriilmiistiir.

Uyarlanmis etki fonksiyonlar1 grafigine ek olarak (2.48) esitliginde yer alan ve M tahmin

edicisinin p fonksiyonuna benzeyen nab(|x—ﬂ|/ o ) teriminin islevi, EKK tahmini igin

kullanilan p = X / 2 fonksiyonu ile kiyaslanarak asagidaki grafiklerde goriildigi gibi

incelenmistir.
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Sekil 2.5 a=0.05 ve b=2 degerli p =1n,, (|X|) fonksiyonunun grafigi

50
|

40

30

20

10

Sekil 2.6 p = x? / 2 Ve p=ny(x|) fonksiyonlarmmn grafigi

Grafikler incelendiginde; RN dagiliminda kullanilan p =1,, (|X|) fonksiyonunun,

p:X2/ 2 fonksiyonuna kiyasla sifira daha hizli yaklastigi goriilmekte olup aykiri

gozlemlerin etkisini sinirlandiran sinirh bir fonksiyon oldugu sdylenebilir.
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Parametre Tahmini

(1.2) regresyon modelindeki hata terimlerinin t ve Laplace dagilimlarina alternatif olarak

iid ,
RN dagildig1 (&, ~ RN(0,0,a,b)) varsayilsin. Bu varsayim dogrultusunda, ¢ =y, — X; B

olmak tizere Y, ’nin o.y.f'nu orantisal olarak,

f(y|x B.oab)oc(4) exp(-ny(d)) , 1=12,..n (2.49)

u, B
olup  burada A:jexp[—nab(di(u)]du, nab(di):(baz’b)17/(2/b,adib) ve
Ul

d. =‘yi —Xi'ﬂ‘ /a ’dir (Ramsay ve Novick 1980). Robust olmay1 saglayan a ve b

parametrelerinin biliniyor oldugu varsayilmistir.

RN dagilimina dayali regresyon modeli parametrelerinin ECO tahmin edicilerini bulmak

i¢in kullanilacak log-olabilirlik fonksiyonu,
INP(y|x,B.0,a.b) =] | f (3% B.0.a.b)
i=1

b
'

n n o \-1 2 ‘yi_xi
o —In(HA)—Z(ba ) oA (2.50)

L
Yi—X% B

olmak tzere burada (ba%)_ly E,a‘

. terimi, M tahmin edicisinin p
o

fonksiyonuna benzer bir ifadedir.

Log-olabilirlik fonksiyonunun B parametresine gore tiirevinin alinip sifira esgitlenmesi

durumunda A ’nin agirhiklandirilmig tahmin edicisi asagidaki gibi elde edilmistir.
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olnP S.oab n
n (yggﬂ a )p-BRN :(_g(aAi/éﬂ)/AJ
(2.51)
L 82y(§,adibj
_(baZ/b) Izﬂ: a(adlb)aﬂ B=Brn =0

olmak tizere bu esitlikte yer alan alt tamamlanmamig gamma fonksiyonunun tiirevi,

or(ax) __dr(ax) _

x*'exp(-x) , a>0, x=0  (Jameson 2016)

OX OX
(2.52)
esitligi kullanilarak asagidaki gibi bulunur.
2 N b
Ozy(b,adibj ‘Yi r Xi’ﬂ‘ b ‘Yi - Xi'
—_— |, s, =l a— exXp| - a——
o(ad)op |Pm " P o’
1 ’ b-1 ! ’
X(a?b‘yi -X B Sgn(yi =X ﬁ)(_xi )j PN
=a”’ (OA-RNib)Z/bb Yi— Xi'BRN sgn (J’i - Xi!ﬂARN )(_Xi,)
PR
‘Yi — X Bry
xexp| —-a———
OrN
(2.53)
AP
i ‘yi — X Ban .
Bu esitlikte, Wz, = €Xp| —a——-—— | olarak tanimlandiginda ifade,
ORrn
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ﬁzy(ﬁ,adibj
_\b a2 (
o(ad”)op |7 O

0=0Ry

=% e )%/ ) o (254)

seklinde belirtilebilir. Elde edilen bu ifade (2.51) esitliginde yerine yazildiginda,

oln P(yé;ﬁ,a,a,b) " ( I“ (5A/5,5RN )/ J (baZ/b)—l

T= (TRN

<[ @706 i (7~ X B )X/ )| <0

i=1

n

(57 )Z[ i %01 B ) | = (04 /0 ) 4

(0408 )4

Z i(RN) X( i_Xi’ﬁARN) (G (

(2.55)

olarak bulunmus olup £ parametresinin robust tahmin edicisi,

/?RNz[Z X j (Z (X0, &ENZ(aA/aﬂRN)/A] (2.56)

i=1

esitligi seklinde elde edilir. Bu esitlik, matris formatinda,
B =(XWX) ™ (XWy = (65,) Y (0A /0B ) [A) (257)
i=1

bi¢ciminde ifade edilebilir. Burada (6A / B ) / A ifadesinin limiti sifira yaklagmaktadir

(bkz. Ramsay ve Novick 1980). Bu durumda, BRN = (XWX) (X Wy) olarak elde edilir.

W ise W gy, agirlik degerleri tahminini iginde barindiran kosegen bir matristir.

Benzer sekilde o nin agirliklandirilmis tahmin edicisi ise
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oInP(y|x,8,0,a,b) : 2/b
|50 - A= ( Izl:(@A/@aRN )/4 J (ba/ )
j (2.58)

o= ”RN

n azy(i’adib
——|. ., =0

0=0RrN

esitligi kullanilarak elde edilir. Bu esitlikte yer alan alt tamamlanmamis gamma

fonksiyonunun ¢ parametresine gore tiirevi,

2 2,
0° (,adib) PO LA P
! b _— ayi_xiﬂRN exp _ayi_xiﬂRN
o(ad”)éo e G 6en
- b
X (a‘Yi = X; Ben ('b)(&RN)ibil sgn(a)j

= 0% (5 (-5) g (7~ % B | (259)

olmak iizere ¢ parametresinin robust tahmin edicisi,

oInP(y|(x,B,0,a,b) n 2p\-L
| B=Pe [ 2.(0A /36, )/Aj (ba™)

60' i=1

T= (TRN

Xi|:a2/b(o' )bw,(RN)( —-X ﬂRN) }:

i=1

Gin = Ony [Zn:(éA /06 qy /Aj zwl(RN)( =X ﬂRN) (2.60)

i=1

olarak bulunur. Burada (0A /064, )/ 4, ifadesinin limiti i ye bagli olmayan bir degere

yaklagsmaktadir (bkz. Ramsay ve Novick 1980). (2.57) ve (2.60) esitliklerinin hem ﬁRN
hem de &, ’yi icermesi sebebiyle bu esitliklerin agik ¢6ziimii olmayip tahmin edicilerin

elde edilmesinde niimerik yontemlerin kullanilmasi gerekmektedir.
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2.6 Simiilasyon Cahismasi

Bu bolimde, hata terimlerinin Normal dagilima ek olarak t, Laplace ve RN
dagilimlarindan herhangi birine sahip oldugu varsayilmis olup bu varsayima ydnelik
olusturulan regresyon modellerinin robust ve robust olmayan parametre tahminleri,
simiilasyon ¢aligmasi yapilarak elde edilmistir. Ayrica her bir model parametresi i¢in hata
kareler ortalamasinin karekok degerleri (root mean square error, RMSE) hesaplanmis ve
bu degerler incelenerek aykiri goézlemli bir simiilasyon verisinin hangi model ile

modellenmesinin uygun olacagina karar verilmistir.

Herhangi bir & parametresi icin RMSE degeri asagidaki formiil kullanilarak hesaplanir :

RMSE =/E(8—0)> =V () + (E(§) - 0)° (2.61)

burada &, gergek parametre degerini, 0 ise simiilasyon sonrasinda elde edilen tahmin

degerini gostermektedir (Wackerly vd. 2008).

Bu simiilasyon ¢aligmasinda kullanilan ¢oklu dogrusal regresyon modeli,

Yi = Xi,ﬁ_’_ai
=B+ BX; + BX, + BeXs+e , i=Ll...n (2.62)

olup bu modelde yer alan hata terimlerinin (¢;) dagilimi i¢in asagidaki durumlar ele

alinmustir.

iid
(i) & ~N(0,6%), Normal dagilim

iid
(i) & ~1(0,6°,3), 3 serbestlik dereceli t dagilimi

iid

(i) & ~L(0,0), Laplace dagilim

iid

(iv) & ~RN(0,5,0.05,2) , RN dagilim
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Bu durumlar dikkate alinarak kurulan regresyon modellerinin katsayilar1 ve hata terimleri
varyansmin (o) gergek de@erinin B, =1, j=12,3 igin B;=1, 6*=1 oldugu
varsayllmistir. Orneklem genisligi, n= 30, 50 ve 100 olarak secilmis ve simiilasyon

sirasinda tiim bagmimsiz degiskenler (X;), U(-5,5) seklinde Uniform dagilimindan

iretilmistir. Caligsma, veri setinde aykirt1 gozlem olmasi ve olmamasi1 durumlar1 goz dniine
alarak gerceklestirilmistir. Aykir1 gézlem olmasi durumunda bu gézlemlerin etkisini
O0lgmek amaciyla degiskenlere, x—, y— ve X—Yy yonlerinde (n*r%) sayida aykiri

IR
T

gozlem eklenmistir. Burada yiizdesi , % 2, % 5 ve % 10 olarak secilmistir. Aykir

gozlemler, iiretilen X ve y degiskenlerinin ilk degerlerine “100” sabiti eklenerek elde
edilmistir. Bu simiilasyon c¢alismasmin uygulanmasinda Rv.3.4.4 yazilim programi
kullanilmis olup simiilasyon 100 kez tekrarlanarak parametre tahminlerinin ortalamalar1

ve RMSE degerleri elde edilmistir.

Cizelge 2.3 Aykir1 gozlemsiz bir veri seti kullanilarak farkli hata dagilimina dayali
regresyon modellerinin parametre tahminleri ve RMSE degerleri

Orneklem Hata terimleri Regresyon modeli parametre tahminleri
e | @) T4 [ A | B | A | @
dagilim RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
N (0,5?) 1.013 1.009 1.003 0.981 0.900
(0.19) (0.07) (0.07) (0.07) (0.16)
t(0,52,3) 1.006 0.997 1.002 1.002 1.540
30 (0.25) (0.08) (0.09) (0.09) (0.78)
L(0,0) 1.006 0.999 0.998 0.998 0.950
(0.26) (0.09) (0.09) (0.09) (0.20)
RN (0,0,0.05,2) 0.978 1.003 0.999 0.997 0.900
(0.21) (0.07) (0.07) (0.07) (0.16)
N (0,5?) 0.989 1.000 1.005 1.006 0.960
(0.14) (0.05) (0.05) (0.05) (0.11)
t(0 o> 3) 1.005 0.999 1.000 1.000 1.590
50 v (0.19) (0.07) (0.06) (0.06) (0.74)
L (0,0) 1.009 1.002 1.002 0.997 0.969
(0.19) (0.06) (0.06) (0.06) (0.15)
RN 0.994 1.002 1.000 0.997 0.950
(0,5,0.05,2) (0.16) (0.06) (0.06) (0.06) (0.12)
N (0’02) 1.006 0.997 1.006 1.002 0.976
(0.10) (0.10) (0.10) (0.10) (0.07)
£(0, 02’3) 1.001 1.007 1.000 0.999 0.970
100 (0.12) (0.12) (0.12) (0.13) (0.10)
L (0,0) 1.000 0.996 0.993 1.000 1.380
(0.16) (0.16) (0.17) (0.17) (0.40)
RN 1.024 0.997 0.994 1.002 0.965
(0,5,0.05,2) (0.12) (0.12) (0.12) (0.11) (0.08)
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Simiilasyon verisinde aykir1 gézlem olmamasi durumunda, verinin Normal dagilima
dayali regresyon modelinin yani sira t, Laplace ve RN dagilimlarindan herhangi birine
dayali modeller kullanilarak da modellenebilecegi ¢izelge 2.3'den goriilmektedir. Bu
cizelge incelendiginde, RN dagilimma dayali modelin RMSE degerlerinin Normal
dagilima dayali modelden biraz daha biiyiik oldugu ve bu farkin 6rneklem genisligi
arttikca azaldigi sOylenebilir. Ayrica t ve Laplace dagilimlarinda dayali modellere kiyasla
daha kiicik RMSE degerli parametre tahminlerine sahip olan RN dagilimina dayali
modelin  kullanimmin, Normal dagihima dayali modele ek olarak verinin

modellenmesinde tercih edilebilecegi 6nerilmektedir.

Aykirt gozlem varhiginda ise farkli hata dagihimma dayali regresyon modeli

parametrelerinin tahminleri, cizelge 2.4-2.6’da gorildiigi gibi elde edilmistir.

Cizelge 2.4 n=30genisliginde aykir1 gozlemli bir veri seti kullanilarak farkli hata
dagilimina dayali modellerin robust / robust olmayan parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Aykiri Hata terimleri Aykirt Regresyon modeli parametre tahminleri
dem | ey |dem g T s A
say1si - yonu
dagilimi RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 1.019 0.007 0.022 —0.007 4.780
(1.03) (1.01) (1.00) (1.04) (3.83)
N (O 0_2) y— 4,519 1.078 0.775 1.069 16.970
! (3.74) (1.30) (1.32) (1.19) (15.9)
X—y 4.569 0.119 -0.119 -0.014 18.090
(3.85) (1.29) (1.57) (1.54) (17.1)
X— 0.816 0.005 0.025 0.027 4.910
(1.15) (1.03) (1.01) (1.01) (3.98)
t(0, 02,3) y— 1.019 1.004 1.009 0.999 9.260

(0.26) 0.09) | (0.09) (0.09) (8.26)
X=y | 0922 0.016 0.014 0028 | 10.360
(1.13) (1.02) | (1.02) (1.01) (9.41)

1 X— 0.887 | —0.003 | 0.006 0.008 3.580
(1.35) | (L05) | (1.05) | (1.04) | (2.71)

L 0.0) y— 1.053 0.996 1.004 1.006 6.490

0.27) | (009) | (0.10) | (0.10) | (5.50)

X—y | 1.068 | 0004 | —0.005 | 0.022 7.350

(1.34) | (106) | (1.06) | (1.04) | (6.39)

X— 0.849 0.134 0.138 0.155 3.990

0.95) | (095 | (0.95) | (0.93) | (3.24)

RN(0,0,0052) | V- 1.003 0.999 0.995 1.001 0.880

(0.21) (0.07) (0.07) (0.07) (0.18)
X=y | 0818 0.149 0.154 0.155 3.870
(0.98) (0.94) (0.94) (0.93) (3.14)
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Cizelge 2.4 n=30genisliginde aykir1 gozlemli bir veri seti kullanilarak farkli hata
dagilimma dayali modellerin robust / robust olmayan parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Aykiari Hata terimleri Aykiri Regresyon modeli parametre tanminleri
gbzlem (&) gozlem /éo ﬂAl /éz ﬁAa é
say1si - yoni
dagilim1 RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 1.147 —-0.001 0.008 —0.002 4.810
(0.99) (1.02) (1.02) (1.03) (3.85)
N (0 02) y— 7.489 0.978 0.962 0.779 23.650
' (6.71) (1.82) (1.69) (1.75) (22.66)
X=y 8.028 -0.091 0.009 0.027 24.400
(7.27) (1.75) (1.86) (1.65) (23.43)
X— 0.857 0.012 0.026 0.008 4.920
(1.13) (1.02) (1.01) (1.03) (3.97)
2 y— 1.016 0.999 1.003 1.009 13.030
t(0,0°,3)

(0.27) (0.09) (0.09) 0.09) | (12.03)

X=y | 0846 0.015 0.022 0022 | 10.410
(1.19) (1.02) (1.02) (1.02) (9.46)

3 X— 0.788 0.022 0.022 0.011 3.510
(1.35) (1.03) (1.03) (1.04) (2.55)
L (0.0) y— 1.099 0.998 0.997 1.000 9.140

0.30) | (010) | (0.10) | (0.10) | (8.14)
X—y | 1376 0.003 0.033 0.011 9.670
(1.48) | (1.06) | (1.03) | (1.05) | (8.70)

X— | 0849 | 0038 | 0018 | 0028 | 4330
(L05) | (0.99) | (LOL) | (LOL) | (3.40)
RN(0,0,0052) | Y- | 0989 | 0998 | 0998 | 1002 | 0850

(0.21) (0.08) (0.07) (0.08) (0.20)
X—y | 0872 0.153 0.133 0.158 3.891
(0.96) (0.94) (0.95) (0.94) (3.16)

Cizelge 2.4’den goriildiigli gibi n =30 Orneklemli bir veri setinde sadece “1” aykiri
gbzlem olmasi durumunda Normal dagilima dayali modelin parametre tahminleri tiim
yonlerde bu gozlemden etkilenmistir. Aykir1 gézlem sayisinin “3” olmasi durumunda ise
bu etkilenme, biiyilk RMSE’li tahminlerin elde edilmesi ile daha agik sekilde ortaya
cikmistir. Bu nedenle hem “1” hem de “3” aykir1 gbézlemli simiilasyon verisinin
modellenmesinde Normal dagilima dayali modeli kullanmak yerine y— yoniindeki aykir1
gozlemlere karsi robust tahminler veren t, Laplace ve RN dagilima dayali modellerin
kullaniminin tercih edilebilecegi sdylenebilir. Bu modeller igerisinden RN dagilimma
dayali model, digerlerine kiyasla en kiigiik RMSE’li robust tahminleri vermis olup o

parametresinin tahmininde ise y-yoniindeki aykir1 gozlemlerden hi¢ etkilenmeyen

robust tahminler elde edilmesini saglamistir.
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Cizelge 2.5 n=50genisliginde aykir1 gozlemli bir veri seti kullanilarak farkli hata
dagilimima dayali modellerin robust / robust olmayan parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Aykiari Hata terimleri Aykir Regresyon modeli parametre tanminleri
gbzlem (&) gozlem BO ﬂ‘l '82 ﬁAa 6
say1si - yoni
dagilimi RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.911 -0.006 0.007 0.034 4.790
(0.77) (1.02) (1.01) (0.98) (3.82)
N (0 02) y— 2.923 0.933 1.094 1.155 13.640
! (2.00) (0.72) (0.73) (0.69) (12.64)
X—y 2.891 -0.081 0.069 0.035 14.570
(2.06) (1.24) (1.09) (1.15) (13.59)
X— 0.916 0.558 0.568 0.568 13.350
(0.59) (0.61) (0.60) (0.60) (14.09)
2 y— 1.017 0.999 0.996 1.001 7.250
t(0,0°,3)

(0.18) (0.06) (0.06) (0.06) (6.26)
X—y | 0.949 0.473 0.478 0478 | 14.360
(0.60) (0.69) (0.68) (0.68) | (14.62)

1 X— 0.920 0.622 0.622 0.617 9.630
0.49) | (0.45) | (045) | (0.46) | (9.07)
L (0.0) y— 1.020 0.999 1.002 1.000 5.090

(0.19) 0.06) | (0.07) (0.06) (4.09)
X=y | 0.997 0.585 0.576 0582 | 10.570
(0.51) 0.49) | (0.51) (0.51) (9.93)

X— 0899 | 0253 | 0249 | 0256 | 3.712
067) | (086) | (0.86) | (0.85) | (3.10)
RN(0.0.0052) | Y~ 1005 | 0998 | 0999 | 0999 | 0913

(0.17) (0.05) | (0.05) (0.05) (0.14)
X=y | 0835 0.246 0.242 0.243 3.710
(0.68) (0.86) | (0.86) (0.86) (3.09)

X— 0.810 0.002 0.002 0.006 4.930

©77) | (o1 | @01 | oo | (3.9)

2 y— 7.063 0.834 0.949 0.879 22.990
N(0,6%)

6.13) | (123) | (118) | (1.32) | (22.01)
X—y | 5024 0029 | _0114 0.050 | 19.710
412) | (@30) | (1.43) | (1.29) | (18.73)

X— 0.838 0.029 0.020 0.009 5.050

©090) | (099 | (099 | (101) | (4.09)

2 y— 1.015 0.999 0.999 0.995 12.360
t(0,0°,3)

(0.19) 0.07) | (0.07) 0.07) | (11.37)
X=y | 0.929 0.021 0.024 0029 | 11.180
(0.87) 0.99) | (0.99) 0.99) | (10.20)

3 X— 0.836 0.040 0.022 0.021 3.590
0.99) | (0.99) | (1L.00) | (1.00) | (2.61)
L (0,0) y— 1.091 0.999 1.002 0.997 8.690

0.21) | (007) | (0.07) | (0.07) | (7.70)
X=y | 1.300 0.031 0.004 0.031 9.290
1.08) | (099) | (1.02) | (1.00) | (8.31)

X— 0.886 | 0020 | 0018 | 0019 | 4520
(080) | (0.99) | (0.99) | (0.99) | (3.55)
RN(0,0,005.2) | Y~ 1.000 1.000 1000 | 0999 | 0.8%0

(0.17) (0.05) (0.06) (0.06) (0.15)
X=Y | 0.854 0.042 0.038 0.042 4.390
(0.754) | (0.98) (0.98) (0.98) (3.46)
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Cizelge 2.5 n=50genisliginde aykir1 gozlemli bir veri seti kullanilarak farkli hata
dagilimina dayali modellerin robust / robust olmayan parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Aykiari Hata terimleri Aykir Regresyon modeli parametre tanminleri
gbzlem (&) gozlem B ﬂ“ B B 4
say1si - yoni ° ! 2 :
dagilim1 RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.853 0.018 0.004 | -0.019 4.930
(0.79) (0.99) (1.01) (1.03) (3.96)
N (0 0,2) y— 11.086 1.039 1.099 1.157 28.950

(10.16) | (1.54) (1.71) (1.68) | (27.96)
X=y | 7.264 0093 | -0117 |-0.027 23.720
(6.35) (1.34) (1.50) (1.49) | (22.74)

X— 0.786 0.026 0.008 0.004 5.080
0.89) | (0.99) | (1.01) | (1.01) | (4.13)
£(0,6%3) y— 1.024 1.002 1.000 1.001 | 15.880

(0.21) (0.07) (0.07) (0.07) | (14.88)
X—y 0.961 0031 |- 0.001 0019 | 13210
(0.89) (0.99) (1.02) (1.00) | (12.23)

5 X— 0.804 0.022 0.018 0.012 3.590
(1.06) (1.00) | (1.01) (1.02) (2.62)
L (0,0) = 1.153 1.002 0.999 1.001 | 11.180

(0.25) (0.08) | (0.08) (0.08) | (10.18)
X=y | 1.705 0.020 0.000 0.003 | 11.530
(1.29) (1.02) | (1.03) (1.03) | (10.55)

X— 0.833 0.015 0.018 0.002 4.550
(0.80) (1.00) (0.99) (1.02) (3.58)
RN (0,,0.05,2) y- 1.013 1.001 0.998 0.998 0.870

(0.16) (0.06) (0.06) (0.06) (0.16)
X—=y | 0879 0.025 0.023 0.003 4.430
(0.83) (0.99) (0.99) (1.01) (3.47)

Cizelge 2.5 incelendiginde ise, icerisinde “1” aykir1 gézlem bulunan n=50 6rneklemli
bir veri setinin modellenmesi, Normal dagilima dayali model kullanilarak yapildiginda
tim yonlerde bu aykiri1 gozlemden etkilenen tahminler verdigi gozlenmistir. Aykiri
gozlem sayisimnin artmasi halinde daha biiyiik RMSE’li tahminlerin bulunmasi ile
etkilenmenin bariz sekilde ortaya ¢iktig1 gériilmiistiir. t, Laplace ve RN dagilimina dayali
modellerin tercih edilmesi durumunda ise y— yoniindeki aykir1 gézlemlere karsi robust
tahminler elde edilmistir. Bu modeller kiyaslandiginda, t ve Laplace dagilimma dayali
modellerin ¢ nin tahmininde robust tahminler vermedigi ancak RN dagilimma dayali

modelin tiim parametreler i¢in y— yoOniindeki aykir1 gézlemlerden etkilenmeyen en

kiictik RMSE’li robust tahminler verdigi ortaya ¢ikmustir.
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Cizelge 2.6 n=100genisliginde aykir1 gézlemli bir veri seti kullanilarak farkli hata
dagilimima dayali modellerin robust / robust olmayan parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Aykiari Hata terimleri Aykir Regresyon modeli parametre tanminleri
gbzlem <. gozlem A A A A A
saylsl (V ) yonii By B B, Bs o
dagilim RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE
X— 0.896 0.001 0.041 | -0.004 4.970
(0.51) (1.00) (0.97) (1.01) (3.99)
N (0,0?) y— 3.019 1.001 0.997 0.884 13.860

(2.03) (0.51) (0.46) 0.45) | (12.86)
X—y 2.075 | —0.028 0.086 0.009 | 10.990
(1.21) (1.07) (0.98) (1.05) (9.99)

X— 0.970 0.785 0.792 0.788 | 17.080
(0.22) (0.32) (0.31) (0.32) | (16.57)
£0.62.3) y- 1.001 0.997 1.003 0.999 7.260

(0.13) (0.04) (0.04) (0.05) (6.26)
X—y | 1.002 0.991 0.988 0988 | 15.740
(0.13) (0.05) (0.05) 0.05) | (14.75)

2 X— 0.938 0.674 0.672 0.674 | 10.260
(0.30) 0.36) | (0.37) (0.37) (9.48)
L(0,0) y- 1.021 1.002 1.001 0.899 5.090

(0.12) 0.04) | (0.04) (0.04) (4.09)
X=Y | 0.990 0.646 0.648 0648 | 11.120
(0.31) 0.39) | (0.39) 0.39) | (10.30)

X— 0.836 0.114 0.119 0.117 4310
052) | (092 | (092 | (092 | (3.43)
RN (0,5,0.05,2) y- 1.019 0.999 1.000 1.001 0.920

0.11) | (0.04) | (0.04) | (0.04) | (0.12)
X—y | 0.985 1.001 0.999 1.001 0.950
0.11) | (004) | (0.04) | (0.04) | (0.09)

X— 0.926 0.002 0.002 0.013 4.960
(0.56) (1.00) (1.00) (0.99) (3.97)
N (0,07) y— 6.005 0.967 1.062 1.010 | 21.470

(5.02) 0.83) | (0.76) 0.78) | (20.48)
X=Y | 4.059 0.047 0025 | _0077 | 17.580
(3.11) (1.08) | (1.09) (1.20) | (16.59)

X— 0.809 0.024 0.031 0.019 5.130
(0.62) (0.98) (0.98) (0.99) (4.15)
£0.0%,3) y— 1.012 0.997 0.999 0999 | 11.310

(0.13) 0.04) | (0.05) 0.05) | (10.31)
X=Y | 0.876 0.046 0.033 0039 | 10.060
(0.59) 0.96) | (0.98) (0.97) (9.08)

5 X— 0.814 0.017 0.013 0.025 3.620
0.70) | (0.99) | (0.99) | (0.99) | (2.63)
L (0,5) y- 1.065 1.000 1.002 1.000 7.950

0.14) | (0.04) | (0.05) | (0.04) | (6.95)
X=y | 1177 0.015 0.015 0.019 8.640
071) | (0.99) | (1.00) | (0.99) | (7.64)

X— 0.826 0.018 0.023 0.028 4.600
(0.56) 0.99) | (0.98) (0.98) (3.62)
RN (0,,0.05,2) y- 0.996 1.003 1.000 1.002 0.920

(0.11) (0.04) (0.04) (0.04) (0.11)
X=y | 0833 0.046 0.041 0.039 4510
(0.56) (0.96) (0.97) (0.97) (3.55)
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Cizelge 2.6 n=100genisliginde aykir1 gézlemli bir veri seti kullanilarak farkli hata
dagilimimna dayali modellerin robust / robust olmayan parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Aykiari Hata terimleri Aykir Regresyon modeli parametre tanminleri
o | ) BRI B | A | B | B |6
dagilimi RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE
X— 0.829 0.008 | —0.003 0.004 5.020
(0.59) (1.00) (1.01) (1.00) (4.03)
N (0,5?) y— 10.994 1.009 1.072 1.094 29.570

(10.01) | (1.08) (1.01) (1.06) | (28.58)
X=y | 6183 |-0176 0.038 0.096 | 22.170
(5.22) (1.31) (1.18) (1.13) | (21.17)

X— 0.812 0.009 0.008 0.021 5.160
(0.65) (0.99) (1.00) (0.99) (4.18)
£(0,6%,3) y- 1.023 0.999 1.002 0.998 | 15.890

(0.14) (0.05) (0.05) 0.05) | (14.89)
X—=Y | 0955 0.022 0.015 0027 | 12.330
(0.63) (0.99) (0.99) 0.98) | (11.34)

10 X— 0.814 0.005 0.022 0.017 3.620
0.72) | (101) | (099 | (0.99) | (2.63)
L(0,0) y— 1.137 0.999 1.001 1.000 | 11.190

0.19) | (005 | (0.05) | (0.05) | (10.19)
X—y | 1652 |_0.002 0.018 0.003 | 11.600
1.00) | (1.02) | (0.99) | (1L.01) | (10.61)

X— 0.857 0.009 0.019 0.008 4.620
(0.56) (0.99) (0.99) (0.99) (3.64)
RN (0,,0.05,2) y- 1.001 0.999 0.999 1.003 0.910

(0.12) 0.04) | (0.04) (0.04) (0.12)
X=Y | 0.856 0.019 0.024 0.023 4520
(0.57) 0.99) | (0.98) (0.98) (3.54)

Cizelge 2.6’den goriildiigii gibi Normal dagilima dayali modelin gizelge 2.4 ve cizelge

2.5°deki veri setlerine kiyasla f,, S, ve p, parametreleri agisindan sadece y-—

yoniindeki aykir1 gozlemlerden daha az etkilenmistir. Ancak aykirt gbzlem sayisinin
artmas1t durumunda bu parametreler icin bliylik RMSE’li tahminler elde edilmistir. Bu
nedenle Orneklem genisligi artsa bile verinin Normal dagilima dayali model ile
modellenmesinin uygun olmayacagi soylenebilir. t, Laplace ve RN dagilimina dayali
modellerin tercih edilmesi durumunda ise y— yoniindeki aykir1 gézlemlere karsi robust
tahminler bulunmustur. Ancak t ve Laplace dagilimima dayali modeller o parametresinin
tahmininde tiim ydnlerdeki aykiri gdzlemlerden etkilenen tahminler vermistir. Bu
modellerin yani sira RN dagilimina dayali model, digerlerine kiyasla tiim parametreler
icin daha kiiciik RMSE’li robust tahminler vermistir. Aykir1 gézlem sayisinin artmasi

durumunda ise bir degisiklik olmamuistir.
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Ozet olarak, Normal dagilima dayal: modelin parametre tahminlerinin veri setinde yer
alan tiim yonlerdeki aykir1 gézlemlerden etkilendigi ancak t, Laplace ve RN dagilimina
dayali modellerin parametre tahminlerinin ise y— yoniindeki aykir1 gézlemlerden
etkilenmeyen robust tahminler oldugu sodylenebilir. Bu modeller igerisinden RN
dagilimina dayali modelin digerlerine kiyasla tiim parametreler i¢in daha kiiciik RMSE’li

robust tahminler verdigi ortaya ¢ikmustur.
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3. DOGRUSAL REGRESYON MODELLERINDE BAYESYEN PARAMETRE
TAHMINI

Bu bolimde, oOncelikle dogrusal regresyonun Bayesyen yaklasim kapsaminda
uygulanmasini saglayan Bayesyen regresyon analizinin asamalar1 gosterilmis olup bu
dogrultuda olusturulan regresyon modeli parametrelerinin Bayesyen tahmin edicileri elde
edilmistir. Sonrasinda ise sozii edilen modelin Bayesyen parametre tahminleri,
simiilasyon c¢aligmasi ile bulunmus olup bu tahminlerin veri setinde aykir1 gézlem olmasi

durumunda bu tiir gozlemlerden etkilenip etkilenmedigi incelenmistir.

Hata terimlerinin Normal veya baska dagilimlara sahip olmasi ya da robust yontemlerin

kullanilmast durumunda, (1.2) regresyon modelinde yer alan tahmin edilecek model
parametreleri (f,, 4,,..., ) ile varyansmn (02) bilinmeyen birer parametre ve sabit

oldugu varsayilir. Bayesyen regresyon analizinde ise bu degerler birer rasgele degiskendir

ve dogal olarak bir olasilik dagilimina sahiptir.

Bayesyen yaklasimm en temel dzelligi, analize 6nsel bilginin ilave edilmesidir. Onsel
bilgi; gegmisteki ¢alismalardan elde edilen veya veriyi gozlemlemeden once parametre
hakkinda arastirmacinin kisisel fikirlerini i¢ceren 6znel (subjektif) bir bilgidir. Bu bilgi,
uygun dagilimlar kullanilarak 6nsel dagilim seklinde analize dahil edilir. Onsel dagilim
ile orneklemden elde edilen objektif bilgiyi temsil eden olabilirlik fonksiyonunun
birlestirilmesi sonucunda sonsal dagilim ortaya ¢ikmaktadir. Sonug olarak elde edilen
sonsal dagilim, bilinmeyen parametre hakkinda c¢ikarsama yapmak amaciyla

kullanilmaktadir.

Coklu dogrusal regresyon modelinin Bayesyen analizinde kullanilacak olan model, (1.3)

esitliginde yer alan
y=XpB+¢&

regresyon modeli olup analizin temelini olusturan siireg, asagidaki gibi tanimlanir.

Parametrelerin Parametrelerin
Sonsal Dagilim1 oC Onsel Dagilini X Olabilirlik Fonksiyonu

P(By B B a® 1Y, X) € P(By B Buo®) X POYIX, By B i)
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Bayesyen regresyon analizi, bilgi icermeyen ve bilgi iceren onsel dagilim kullanilarak iki

sekilde gerceklestirilir.

3.1 Bilgi icermeyen Onsel Dagihm

Analizlerde bilgi icermeyen dnsel dagilimin kullanilmasi, arastirmacinin ilgili parametre
hakkinda fazla bilgiye sahip olmadigi anlamimna gelmektedir. Bu tiir 6nsel dagilimlar;
belirsiz dagilim olarak adlandirilmaktadir. Boyle dagilimlarin kullanilmast durumunda
sonsal dagilimm belirlenmesinde 6rneklemden elde edilen bilgiler 6nemli oranda gecerli
olur. Bu nedenle bilgi icermeyen Onsel dagilimli Bayesyen analizden elde edilen
tahminler ile klasik analizden elde edilen tahminler arasinda 6nemli bir fark olmadigi

sOylenebilir.
3.1.1 Varyansin bilindiginin varsayilmasi
€ rasgele hata terimleri vektoriiniin n boyutlu Normal dagilima sahip oldugu varsayilsin.

(£~N,(0,0°1))

X, B ve ¢%’nin bilinmesi durumunda olabilirlik fonksiyonu orantisal olarak,

P(y\x,ﬂ,fﬂ):( Zjexp[—?iz(y—xm'(y—xm}

2no
1 g 1 ,
oc(;) exp[—ﬁ(y—xm(y—xm} (3.)

seklinde tanimlanir. £ ’nin EKK tahmin edicisi, S, =(X'X)71 XY olmak iizere bu

fonksiyonunda yer alan (y—Xp8)'(y—X /) ifadesine X B, nin eklenip ¢ikarilarak

diizenlenmesi sonucunda,
(y=XBY(y~XB)=[(y=XB)~X s + X s | [(y=XB)~X s + X s |

~[(y-XBus) X (8-Aes)| [(y-XBis)-X(8-B5)]
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{(y_xﬁw)’—x'(ﬁ—ﬁLS)i[(y—Xﬂls)—X(ﬂ—ﬂlsﬂ

= (y=XBus) (y-XBus)+(B~Bis) XX(B-Ass) .
+(y_x:é|_s)' X(ﬂ_ﬂALs)"'(ﬂ_ﬂALs)l X,(y_XﬂALS)

esitligi elde edilir. Bu ifadenin son iki teriminin “0” oldugu asagidaki islemler sonucunda

gosterilmistir.
(y_XIBALS)I X(ﬂ_ﬂALs):(y_XﬂALs)I(Xﬂ_XﬁLs)
:(y,_ﬂlsx,)(xﬂ_xﬂls)
=yXB- y'XBLS _BLSX,X,B"'B(_SX’XBLS

= y'X (ﬂ_BLs)_ﬁ(_sx'x(ﬂ_ﬂALs)

y’X (ﬂ_ﬂALs)_((X’X)_l XS/)’ XX (ﬂ_léLS)

YX(B-Bis)-yX(B-Bws)
=0

(ﬂ_IéLS)' X!<y_XﬁALS):(ﬁ_ﬂALS)l(Xy_X'XﬂALS)

—_—
|

:(ﬂ—/éw)’{xy—xwmlxy]

=(ﬂ—/is)'[xy—xy]
=0

Bu durumda (3.2) esitligi,

(V= XB)(y~XB)=(y~XBis )| (y=XBs)+(B-Bis) XX(B-As) 33)
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bi¢ciminde tanimlanabilir. Tanimlanan bu ifade, (3.1) esitliginde yerine yazildiginda
. 2 ~2 1 5\ 2 . YT
orneklem varyansi, S° =0 =n—p(y— X ,B,_s) (y— X ,6’,_3) olmak tizere olabilirlik
fonksiyonu,

P(y[X. B.0) oc(aij exp{—;iz[(n—p)sz (BB ) XX(B-As )H
(3.4)

seklinde ifade edilir.

Birbirinden bagimsiz S ve ¢*’nin bilesik onsel dagilimmin bilgi icermeyen tekdiize

dagilim oldugu varsayildiginda bilesik 6nsel yogunlugu,

P(B.0%) = P(B)P(?) {P(ﬂ)ocl , P(Iog(az))ocl}
= (3.5)

bi¢iminde kullanilir (Gelman vd. 2003). Bu yogunlugun (3.4) ifadesinde yer alan

olabilirlik fonksiyonu ile birlestirilmesi sonucunda S ve o’ "nin bilesik sonsal

yogunlugu,

P(B.0"|y. X) = P(B.0°) P(y|X,B.0%)

. (62),3,1 ex,{_%{(n ~p)S?+(B-Bis) XX (BB )ﬂ
(3.6)

seklinde elde edilir. o ’nin degerinin bilinmesi durumunda A ’nin kosullu sonsal

dagilimu, BLS ortalama vektorlii ve o (X X )71 kovaryans matrisli cok degiskenli Normal

dagilimdir. S ’nin Bayesyen tahmin edicisi ise bu dagilimimn ortalama vektorii olup

Bbayes = BLS (37)
olarak tanimlanir.
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3.1.2 Varyansin bilinmediginin varsayilmasi

¢°’nin degeri genellikle bilinmez. Bu gibi durumlarda £ ’nin marjinal sonsal yogunlugu,

00

P(Bly. X)x [P(B.0°|y, X)do’

0

; T(Uz)—z—lexp{_ ES {(n—p)s +<ﬂ—ﬂLs>'><><<ﬂ—ﬂLs>ﬂ o

o 2

(3.8)

integralinin  ¢oziimii ile elde edilir. Burada ¢ parametresi, % sekil ve

(n-p)S° + (BB ) XX(B-Bs)
2

olup bu integralin sonucu ters Gamma’nin kerneli olan

F(nj on/2
2

[(N=p)S*+(B=Bis) XX (B-Bis) |

Olcek parametreli ters Gamma dagilimma sahip

%

ifadesine esittir. Sabit terimlerin ihmal edilmesi durumunda J ’nin marjinal sonsal

yogunlugu,

, o
2813 X) | (0 9)5* (8- s | ) (- )|

o{1+ e ((ﬁ—/is)' SZ(XX)(ﬂ—BLS)H% 39

olarak elde edilir. Elde edilen bu yogunluktan goriildigi gibi ¢”’nin bilinmemesi

durumunda B *nin marjinal sonsal dagilimi, (n— p) serbestlik dereceli, 8, ortalama

vektorli ve (n - p) S? (X X )71 / (n -p- 2) kovaryans matrisli ¢ok degiskenli t dagilim1

olup B ’nin Bayesyen tahmin edicisi ise

o1



Bbayes = BLS (310)
seklinde bulunur.

o ’nin marjinal sonsal yogunlugu ise asagidaki gibi elde edilir.

o]

P(c*]y, X) o jp(ﬁ,az|y,x)d,3

—00

X].;EXp|:_ %((ﬁ_ﬁw)’xx(ﬂ_ﬁls))} dg

(3.11)

Bu ifadedeki integralli kisimdan goriildiigi gibi S ; BLS ortalama vektérlii ve ° (X'X )_1
kovaryans matrisli ¢ok degiskenli Normal dagilima sahip olup bu integralin sonucu
)%

Normal’in kerneli olan (27[02 ifadesine esittir. Bu durumda ¢ *nin marjinal sonsal

yogunlugu,

P(a’ly, X) oc(02)_2_1exp[—Tiz(n—p)Szyaz)%

o (Gz)(nzp)lexp {_iM} (3.12)
o

bi¢ciminde tanimlanir.
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Bu yogunluk, ters Gamma dagilimmin yogunluguna benzemekte olup ¢ nin marjinal

(n-p) (n-p)s*
2

sonsal dagilim, — sekil ve Olcek parametreli ters Gamma dagilimidir.

Bu durumda &2 ’nin bayesyen tahmin edicisi ise

~2 (n — p)82
5 — 3.13
bayes (n p 2) ( )

olarak elde edilir.

3.2 Bilgi iceren Onsel Dagihm

Istatistiksel arastirmalarda ¢ogu zaman parametreye iliskin herhangi bir bilgi mevcut
olmayabilir. Arastirmaci ya daha dnce yapilmis bir arastirmanin uzmanindan subjektif bir
bilgiye ya da teoriden gelen 6nsel bilgiye sahiptir. Kisisel gozlemlere ve teoriye dayali
olugturulan dagilim, veriye dayali olmayan Onsel dagilim iken daha Onceki
arastirmalardan bilgi edinilmesi yoluyla olusturulan dagilim ise veriye dayali onsel
dagilimdir. istatistiksel sorunlarin Bayesyen ¢oziimiinde sik¢a kullamilan bilgi iceren
onsel dagilimlardan bazilari, olabilirlik fonksiyonunun sekline bagli olarak belirli
dagilimlar ailesiyle smirlandirilan eslenik 6nsel dagilimlardir. Eslenik onsel dagilimin
olabilirlik fonksiyonu ile birlestirilmesi sonucunda ortaya ¢ikan sonsal dagilim, 6nsel ile

ayni dagilim ailesine ait olan bir dagilimdir(Raiffa ve Schlaifer 1968).

B ve ¢°’nin bilesik 6nsel dagilimmin Normal-Ters Gamma formunda eslenik 6nsel

dagilim oldugu varsayildiginda bilesik onsel yogunlugu,

P(B.0°) = P(B|o*) P(c)

(n—p),(“—p)sj

ocN(ﬂO,Zﬁ:azzo)IGa( 5 ,
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o [\02\“ exp{—%(ﬂ—ﬁo ) (0°%) (BB, )}j
[l g2
o (02)_2_1 exp{—%‘z[(ﬂ—ﬁo ) . (B-B,)+(n —p)Sz:|} (3.14)

olup burada B,, B ’'nin p boyutlu 6nsel ortalama vektorii ve 2, ise px p boyutlu dnsel

kovaryans matrisidir. Elde edilen bu yogunlugun (3.4) esitliginde yer alan olabilirlik

fonksiyonu ile birlestirilmesi sonucunda B Ve ¢*’nin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B.o" |y, X) & P(B,0%) P(Y| X, B,5")

2\~N/2 1 2 N ' 0
m{(a )" ex0| 5o (- PS" (8- By XX (i)

H_/

n

X{(Uz)zl eXp[_%‘z[(ﬂ_ﬂo)lzo_l(ﬂ_ﬂo)+(n_p)S2}

%r_J

oc(az)”'lexp[—z—lz[z(n—p)sz +(B= o) (B~ )
g (3.15)

(BB XX(B-Bus)] |

olarak bulunur. Bu yogunlugun iistel kisminda asagida belirtilen birtakim diizenlemeler

yapilmistir.

M =(B-B)E (B-F)=BZy'B-2B82 B+ B

M, = (8= Bis) XX(B=Bis) = B XX =2 XX B+ Bl XX s
olmak tiizere bu iki ifadenin toplama,

m,+m, = BXXB=2B XX B+BZy B=2p,"E, B+ ByEs By + Bls X X By
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[ 7
M m

=B (2, + XX)B-2B) %, + B XX)B+ BT, By + B XX By

=(B-M"'mYM(B-M"'m)—m'M"'m+ B/, B, + Bis XX B,
ia ia 5

=(B-FVE, " +XX)B-F)-m'B + B2y By+ B XX (3.16)
seklinde elde edilir. Burada 8" = (XX +2,”)" (X' X 8,5 +2,”,) olarak tanimlanr.
Vi=M"' Y

Elde edilen bu toplamin, (3.15) esitliginde yerine yazilmasi durumunda B ve ¢”’nin

bilesik sonsal yogunlugu,

P(B,0°

».X)x (0 )1 exp[—z%‘z[Z(n— p)S*+(B-B)(E, " +XX)

<(B-B)-mB 42 By XX By ||

(o) exp[—z—lz[z(n—p)sz ~(B-BIVB-F)
? (3.17)

By~ Bus) o + (XX (B, Bus) |
bi¢giminde tanimlanabilir.

3.2.1 Varyansin bilindiginin varsayilmasi

o ’nin degerinin bilindigi varsayildiginda B nin kosullu sonsal yogunlugu,
1 * ’ — *
P(Bo*.y,X) o exr{—?(ﬂ—ﬂ YV, (BB )}

OCeXp{—%(ﬂ—ﬂ*)'(UZVl)1(,3—ﬂ*)} (3.18)
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olarak elde edilir. Bu yogunluktan gorildiigii gibi £ nin kosullu sonsal dagilimi,

B =(XX+2,™)" (X'XﬁLS +2,7'B,) ortalama vektérlii ve oV, kovaryans matrisli
- —_—

Vi=M" y

cok degiskenli Normal dagilim ve Bayesyen tahmin edicisi ise
Bbayes:ﬂ* (319)
esitligi seklinde tanimlanir.

3.2.2 Varyansin bilinmediginin varsayilmasi

Eger ¢ ’nin degeri bilinmiyorsa bu durumda A ’nin marjinal sonsal yogunlugu,

7,X) do?

P(Bly.X) = [P(B.o°

o’ 9, X) P(c’ |y, X) do’ (3.20)

ocTP(ﬂ

integralinin hesabi sonucu elde edilir. Bu sonucun bulunabilmesi igin ¢*’nin marjinal

sonsal yogunlugunun bilinmesi gereklidir.

¢’ ’nin marjinal sonsal yogunlugu,

P(c®

v.X) = [ P(B.0*|y.X)dB

#(0") " exp| 5[ 200 p)S” - B By (XX) )

< B-b)]|] exp[—;iz(ﬂ B W, B —ﬂ*)} ap

(c*)P"?
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oc(o'z)7 (T}]lexp{_%{(n—p)é’ +l[(n—p)S2+(ﬂ0—,3Ls)'

2 2 (3.21)
<+ XX (B, - B ]|
s . 3 § . (2n-p) .
olarak bulunur. Bu yogunluktan ¢~ ’nin marjinal sonsal dagiliminin a = > sekil

-1

2(n=p)S* +(By~Bus) (2o + (XX) ) (By - Bus )
2

ve b = Olcek parametreli ters

Gamma dagilimi oldugu goriilmektedir. ¢° nin bayesyen tahmin edicisi ise

&2 :2(’7_}7)52+(ﬂ0_ﬂALs)’(Zo+(XX)_1)_1(ﬂ0_ﬁLs)
N 2n—p-2

(3.22)

esitligi ile tanimlanur.

Bu durumda £ ’nin marjinal sonsal yogunlugu, (3.18) ve (3.21) esitlikleri kullanilarak,

o’,y,X) P(c’|y,X)do’

P(p

¥y, X) o TP(/?

mT[eXP[—%(ﬂ_ﬂ*)'(Ule)l(ﬂ—ﬂ*)D

ooy s
[(ﬁ—ﬂ*)'[ *Vlj (ﬂ—ﬂ*)ﬂ (3.23)

a

oc[l+

seklinde elde edilmis olup £ ’nin marjinal sonsal dagilimi,v' =2a" serbestlik dereceli,

1
24’

B =(XX+2, ) (X'XB+2,"B,) ortalama vektorlii ve I* = (22—[)2}/1 kovaryans
- ——

V=M ’
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matrisli gok degiskenli t dagilimidir. £ *nin Bayesyen tahmin edicisi ise,
Bbayes = ﬂ* (324)

olup bu tahmin edici, X, matrisi birim matris ve £, =0 olmasi durumunda ridge tahmin

edicisine doniigiir.
3.3 Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde; klasik regresyon tahmin siirecine, bilgi icermeyen ve bilgi iceren Onsel
dagilim bilgisi ilave edilmis ve Normal dagilima dayali Bayesyen regresyon modeli
parametrelerinin tahminleri, simiilasyon g¢aligmasi yapilarak bulunmustur. Calismanin
uygulanmasinda, MCMC simiilasyon yontemlerinden Gibbs Ornekleme algoritmasi
kullanilmistir. Bu simiilasyon yontemine dayali karmagik istatistiksel modellerin
Bayesyen analizlerinin yapilmasma olanak saglayan program, WinBUGS yazilim
programi olup bu simiilasyon c¢alismasinda R yazilim programindan WinBUGS
programina gegis yapilmasini saglayan “R2WinBUGS” paketi kullanilmistir (Sturtz vd.
2005).

3.3.1 MCMC simiilasyon yontemi

Bilinmeyen parametrelerin marjinal sonsal dagilimlarinin elde edilebilmesi i¢in bilesik
sonsal yogunlugun diger parametreler cinsinden integralinin alinmasi gereklidir. Bu
analitik islemleri tamamlamak, yliksek dereceden integraller almay1 gerektirdiginden
oldukca giictiir. Bu zorlugu asmak i¢in karmasik integrasyon teknikleri yerine kosullu
dagilimlardan Orneklem cekerek parametre tahminlerinin elde edilmesini saglayan
simiilasyon yoOntemleri gelistirilmistir. Bu yOntemlerin tamami MCMC olarak
bilinmektedir (Gamerman, 1997, Tanner 1993, Gilks vd. 1996, Chen vd. 2000, Liu 2001,
Gelman vd. 2004, Robert ve Casella 2004). MCMC simiilasyon yontemi, hedef
dagilimlara yakinsayan bir Markov zinciri yapisina dayandirilir. Markov zinciri
simiilasyonunda ana fikir, parametre uzayinda bir rasgele yiiriiyiis simiilasyonu ile hedef
olan bilesik sonsal dagilima yakinsamaktir. En ¢ok kullanilan MCMC ydntemleri, Gibbs

ve Metropolis-Hasting 6rnekleme yontemleridir.
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Gibbs Ornekleme Yiontemi

Gibbs oOrneklemesinde, bilinmeyen parametrelerin marjinal sonsal dagilimlarmin
tahminleri, bir degisken diginda diger tiim degiskenlere sabit bir degerin atandigi tam
kosullu dagilimlardan 6rneklem g¢ekilerek bulunmaktadir (Gelfand ve Smith., 1990,
Geman ve Geman 1984).

Tahmin edilmek istenen parametre vektorii @=(6,,6,....6,) ve x rasgele bir degisken

olmak tzere her bir 6

. (1=12,..,r) igin tam kosullu sonsal yogunlugun

P©,6,,..0,6,1,...0.,X) oldugu varsayilsm. Gibbs ornekleme algoritmasinmn

olusturulma stireci, iterasyon sayis1 "t" olmak tizere asagidaki gibi gerceklestirilir.

Adim 1: (t=0) alinarak iterasyona baslanir ve parametreler icin uygun olabilecek

baslangic degerleri 8 = (6,9,0,9,...,0.9) olarak belirlenir.

Adim 2: Parametre degerlerinin, 6 kullanilarak asagida belirtilen sekilde ardigik olarak

iiretilmesi sonucunda yeni 84 = (9,4, 0,0 0 ) parametre vektorii elde edilir.

6, ~ p@g, 100 0,00, D x)

Adim 3: iterasyon sayisi t ’nin degeri t =t+1 olarak artirilir ve yakinsama saglanincaya

kadar Adim 2’ye doniilerek islemlere devam edilir (Gelfand ve Smith. 1990).

Bu siiregte t iterasyondan sonra Markov 6zelligine sahip olan 8,8%,...,8" parametre
vektorleri elde edilir ve bir Markov zinciri tamamlanmis olur. Parametrelerin istenilen
degere kag iterasyon sonrasinda yakinsayacagi, tayin edilen baslangic degerlerine ve
zincir sayisma bagli olup iterasyon sayisi arttik¢a zincir, dengeye ulagacak ve yakinsama

yaklagik olarak gerceklesecektir. Iterasyonun baslamasi igin gerekli olan baslangic
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degerleri, maksimum sonsal olasilik bolgesinden uzakta ise sonsal tahminleri
etkileyebilir. Bu etkiden sakinmak i¢in “burn-in” periyodu olarak adlandirilan ilk belli
sayidaki iterasyonun Ornekten cikarilmasi iglemi uygulanir. Boylelikle parametrelerin
tahminleri, geriye kalan orneklerin sonsal 6zetleri hesaplanarak elde edilir (Ntzoufras
2009).

Metropolis-Hasting Ornekleme Yontemi

Bilinmeyen parametre degerlerinin iiretilmesinde kullanilan tam kosullu yogunluklarin
formunun bilindik bir dagilimin yogunluguna benzemedigi durumlarda Gibbs
orneklemesi yerine Metropolis-Hasting 6rnekleme yontemi kullanilmaktadir (Metropolis
vd. 1953, Hastings 1970). Bu yontemde parametre degerleri, tam kosullu dagilimlardan

iiretilmeyip bunun yerine belli bir olasilikla 6neri dagilimindan iiretilmektedir.

0, bilinmeyen bir parametre olmak iizere P(@|x) olasilik yogunluguna sahip tek

degiskenli bir sonsal dagilimdan bu parametreye iliskin "T" Ornek elde edilmek

istenildigi varsayilsin. Metropolis-Hasting 6rnekleme algoritmasmin uygulanabilmesi
icin @° baslangi¢ degerine ve q(6"" ‘6“) oneri dagilimina sahip olunmasi gerekmektedir.
(Albert 2009, Lynch 2007, Russell ve Norvig 2010). (t+1) iterasyon igin algoritma,
P(6’|X) ’den alman t. drnek 6'’ye dayal q (|) ‘dan bir 6rnek tretir ve yeni 6rnegi kabul

etme veya reddetme kararini verir. Eger yeni 6rnek kabul edilirse, algoritma yeni 6rnekle
baslayarak kendini tekrar eder. Yeni o6rnek reddedilirse, algoritma mevcut olan noktada
baslar ve tekrar eder. Uygulamada, gereken toplam Ornek sayismma onceden karar
verilmesi ve bir¢ok iterasyonun tamamlanmasindan sonra 6rneklemenin durdurulmasi

gereklidir.

Metropolis-Hasting drnekleme algoritmasmim adimlar1 agagidaki gibi 6zetlenebilir.

Adim 1: t=0 olarak alinir ve P(6° |X) >0 olacak sekilde istege bagli (keyfi) bir 6°

baslangic noktast secilir.

Adim 2: q(.‘Ht) oneri dagilim kullanilarak 6,,,; seklinde yeni bir 6rnek iiretilir.
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Adim 3: Uretilen yeni 6rnegin kabul edilme olasilig1 hesaplanir.

P(o,

eni

et) _ mln[ I:)(gyeni |X)q(0 ‘Hyeni) l}

P(0'[9)0(0,e 6)

yeni

Adim 4: Standart tekdiize (Uniform) dagilimindan (U (0,1) ) bir “u” degeri tiretilir.

Adim 5: Eger u<P(6 aksi halde 6" = @' olarak almir.

yeni

6') ise 9"'=0,

eni

Adim 6: t’nin degeri | artirtlir. Eger t <T 1se Adim2’ye geri doniiliir aksi takdirde iglem

tamamlanir (Lynch 2007).

Daha yiiksek boyutlu bir @ igin Metropolis-Hasting algoritmasi genisletilebilir.

Oncelikle @ = (6,,0,,...,0.) parametre vektorii ele alinarak bu vektorde yer alan her bir
parametre i¢in baslangic degeri secilir ve Oneri dagilimmim (q (.|.)) cok degiskenli

versiyonu kullanilir. Algoritmanin diger adimlarinda hi¢bir degisiklik yapilmaz (Chib ve

Greenberg 1995).

Simiilasyon: Bu ¢alismada “k =3 ve “k =5 bagimsiz degisken ile olusturulan,
Model 1: y, = B, + B X, + SoXip + BiXis + & , 1=12,..,n

Model 2: y, = £, + BiXy + BoXo + BiXis + BiXia + BoXis +& » 1=12,...,n

coklu dogrusal regresyon modelleri ele alinmistir. Her iki model igin £ = [ Borns By ]'
parametre vektorleri gergek degerlerinin swrasiyla f=(1,111) ve £=(111111)

oldugu varsayilmis olup hata terimleri varyansi ise ¢° =1 olarak almmistir. Orneklem
genisligi n= 30, 50 ve 100 olarak se¢ilmis olup modellerde yer alan her bir bagimsiz
degiskene (X;) iliskin gdzlemler birbirinden bagimsiz olarak Uniform dagilimmdan
(U(-5,5)) iretilmistir. Simiilasyon ¢alismasi, sozii edilen modellerin hata terimleri

dagilimi ve parametrelerinin 6nsel dagilimma yonelik asagida verilen varsayimlar

dogrultusunda gergeklestirilmistir.
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iid
(i) & ~N(0,6°), Normal dagilim

B Inuj N(0,10%), j=0,1,...k ve P(az) oC % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi igermeyen Onsel
(i) & . N(0,5°), Normal dagilim

B “ N(0,1), j=12,.,k , standart Normal dagilim-bilgi i¢ceren dnsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ Ga(0.001,0.001) , bilgi igermeyen dnsel

Cahsmada her bir model igin iiretilen veri setlerinin (X;,y;) aykir1 gozlem igermesi

durumu dikkate alinmig ve model parametrelerinin Bayesyen tahminlerinin s6z konusu
bu gozlemlerden etkilenip etkilenmedigi incelenmistir. Aykir1 gozlemlerin etkisini
Olgmek amaciyla degiskenlere x—, y— ve X—Y yonlerinde 6rneklem genisliginin %2,
%35 ve %10’una denk gelecek sayida aykir1 gozlem eklenmistir. Bu aykir1 gézlemler,
iretilen x ve y degiskenlerinin ilk gozlemlerine “100” sabiti eklenerek olusturulmustur.
Her iki model i¢in de sozii edilen tiim varsayimlar dikkate aliarak 1000 yinelemeli ve
100 burn-in periyotlu MCMC simiilasyonu "100" kez tekrarlanmis ve elde edilen
Bayesyen parametre tahminlerinin ampirik ortalamasi ve RMSE degerleri asagidaki

cizelgelerde gorildigii gibi bulunmustur.

Cizelge 3.1.a ve ¢izelge 3.1.b’de k =3 ve k =5 bagimsiz degisken i¢ceren Normal hata
dagilimi(N) ve bilgi igermeyen dnsel dagilima (Non-informative, NI) dayali regresyon
modellerinin (N-NI) Bayesyen parametre tahminleri ve RMSE degerleri yer almaktadir.
Her iki ¢izelgeden de goriildiigii gibi elde edilen Bayesyen tahminler, veri setinde yer alan
tim yonlerdeki aykir1 gozlemlerden etkilenmistir. Bu etkilenmenin, 6zellikle x— ve
X—Y yonlerindeki aykir1 gozlemlere karsi daha belirgin halde go6zlemlenebildigi
sdylenebilir. Orneklem genisliginin artmas1 veya aykir1 gozlem sayismin degismesi

durumlarinda s6zii edilen etkilenme devam etmistir.
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Cizelge 3.1 a) Normal hata dagilimi (g, ~ N(0,6°)) ve bilgi icermeyen dnsel dagilima
(B ~N (0,10, j =0,1,2,3) dayal1 regresyon modeli Bayesyen parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri
Aykirt | Aykirt A A A A A
n | gozlem | gozlem By Ay B, Bs 7
sayisi yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.812 0.026 0.001 -0.001 4.866
(0.98) (1.01) (1.03) (1.02) (3.92)
1 y— 4.241 1.107 0.913 1.215 18.009
(3.46) (1.28) (1.32) (1.30) (17.02)
X=y 4.220 0.050 -0.157 0.113 19.080
(3.53) (1.42) (1.53) (1.35) (18.11)
30 X— 0.778 0.014 -0.005 0.003 4.872
(1.03) (1.01) (1.03) (1.02) (3.93)
3 Y- 10.944 1.248 0.982 1.197 30.060
(10.10) (2.29) (2.06) (2.07) (29.09)
X=y 8.057 0.069 -0.086 -0.045 26.149
(7.23) (1.76) (1.76) (1.62) (25.19)
W 0.808 0.007 0.022 0.013 5.074
(0.74) (1.01) (0.99) (1.01) (4.10)
1 Y- 2.997 1.073 1.032 0.966 14.118
(2.07) (0.69) (0.73) (0.73) (13.12)
X=y 2.860 0.057 0.032 -0.058 15.150
(2.04) (1.13) (1.16) (1.21) (14.17)
X— 0.786 -0.002 0.012 0.007 5.078
(0.76) (1.01) (1.01) (1.01) (4.10)
3 y— 6.991 1.146 1.217 0.961 23.867
50 (6.07) (1.29) (1.25) (1.29) (22.88)
X=y 4.968 -0.016 0.164 -0.162 20.669
(4.09) (1.34) (1.13) (1.42) (19.69)
X— 0.767 -0.006 0.010 0.009 5.086
(0.77) (1.02) (1.01) (1.01) (4.11)
5 Y- 10.839 1.218 1.235 1.004 30.200
(9.89) (1.65) (1.51) (1.53) (29.21)
X=y 7.185 0.042 0.119 -0.200 24.799
(6.28) (1.43) (1.30) (1.60) (23.82)
X— 0.909 0.021 0.002 0.019 5.053
(0.45) (0.98) (1.01) (0.99) (4.07)
2 Y- 2.964 1.123 0.999 0.947 14.053
(1.98) (0.56) (0.47) (0.56) (13.06)
X=y 1.884 0.084 -0.031 0.023 11.219
(1.01) (0.96) (1.07) (1.02) (10.23)
X— 0.918 0.014 -0.009 0.009 5.082
(0.46) (0.99) (1.01) (0.99) (4.09)
100 5 Y- 5.981 1.143 0.918 0.861 21.867
(4.99) (0.85) (0.74) (0.79) (20.87)
X=y 3.968 0.103 -0.063 -0.044 17.949
(3.01) (1.04) (1.14) (1.14) (16.96)
X— 0.906 0.012 -0.010 0.007 5.089
(0.49) (0.99) (1.02) (0.99) (4.10)
10 y— 11.006 1.129 0.938 0.932 30.123
(10.02) (1.13) (0.97) (1.04) (29.12)
X=y 6.128 0.159 -0.076 -0.116 22.480
(5.16) (1.09) (1.23) (1.28) (21.49)
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Cizelge 3.1  b) Normal hata dagilimi (& ~ N(0,5°)) ve bilgi icermeyen 6nsel dagilima
(B; ~N(0,10%), j=0,1,2,3,4,5) dayal: regresyon modeli Bayesyen

parametre tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykir Aykiri 5 5 5
e A R A R A

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE

X— 0.823 0.019 | —0.018 | 0.046 | —0.022 | —0.003 | 6.500
(1.24) | (1.05) | (1.07) | (1.05) | (1.09) | (1.06) | (5.56)
1 y— 4339 1.082 | 1088 | 0993 | 1.030 | 0.872 | 18.253

(3.66) (1.26) | (1.28) | (1.26) | (1.19) | (1.25) | (17.27)

X=y | 4336 0.045 | 0.001 | 0098 | -0.009 | —0.143 | 19.520
(3.83) | (1.58) | (1.61) | (1.53) | (1.58) | (1.65) | (18.57)

30 X— 0.868 0017 | —0015| 0.045 | —0.039 | —0.005 | 6.488
(1.24) (1.05) | (1.08) | (1.05) | (1.10) | (1.06) | (5.54)

3 y— 10558 | 0.856 | 1.065 | 0.956 | 0.956 | 0.974 | 30.449

(9.87) (2.26) | (2.03) | (2.09) | (2.03) | (2.14) | (29.49)

X—y | 8061 | —0.117 | 0.098 | 0.055 | 0.045 | —0.151 | 26.396

(7.44) (.04) | (1.92) | (1.87) | (1.83) | (2.09) | (25.45)

X— 0.892 | —0.004 | 0.024 | 0013 | 0.011 | —0.001 | 6.441

(1.05) (1.04) | (1.02) | (1.02) | (1.03) | (1.04) | (5.48)

1 y— 3.093 1.036 | 1.037 | 0999 | 1.115 | 0.938 | 14.144

(2.19) 0.79) | (0.77) | (0.71) | (0.75) | (0.71) | (13.15)

X—Y | 3.044 | —0006 | 0.037 |-0032 | 0.098 |-0076 | 15.714

(2.34) (1.26) | (1.19) | (1.26) | (1.16) | (1.28) | (14.75)

X— 0.892 | —0009 | 0.019 | 0.009 | 0.006 | —0.008 | 6.467

(1.06) (1.04) | (1.03) | (1.03) | (1.04) | (1.04) | (5.51)

3 = 7.060 1253 | 1.062 | 0866 | 1.143 | 0.858 | 23.939

50 (6.16) (1.23) | (1.31) | (1.29) | (1.34) | (1.28) | (22.95)

X—y | 5151 0.116 | 0.032 | 0101 | 0.121 | —0.192 | 21.019
4.34) | (@30) | (.33) | @.50) | (1.39) | (1.58) | (20.05)

X— 0926 | —0012 | 0.025 | 0004 | 0001 | 0011 | 6.478
1.07) | (04) | (1.02) | (1.03) | (1.04) | (1.05) | (552)
5 y— | 11.059 | 1.108 | 0.939 | 0.776 | 1.119 | 0.854 | 30.287

(10.15) | (1.39) | (152) | (1.57) | (1.69) | (1.64) | (29.29)

X=y | 7.397 0192 | 0.057 | 0235 | 0.118 | —0.180 | 25.053
6.54) | (142) | @52) | @75) | (1.48) | (1.72) | (24.08)

X— 0.929 0.005 | 0.008 | —0.026| 0036 | 0.022 | 6502

0.61) | (1.01) | (1L.01) | (1.04) | (0.98) | (0.99) | (5.52)

2 y— 2.931 0917 | 1.025 | 1.181 | 0.993 | 0.973 | 14.031
(1.96) | (052) | (0.49) | (0.54) | (0.53) | (0.53) | (13.03)

X—y | 1933 | —000lL | 0012 | 0.056 | 0007 | 0.037 | 11.969

(1.13) | (L06) | (1.06) | (1.01) | (1.07) | (1.02) | (10.99)

X— 0.914 0.001 | 0.001 | 0029 | 0.028 | 0.022 | 6515

0.61) | (1.02) | (1.02) | (0.99) | (0.99) | (0.99) | (5.54)

100 5 y— 5.919 0938 | 1.048 | 1.257 | 1.047 | 0.908 | 21.869
“.94) | (075 | (0.81) | (0.83) | (0.80) | (0.69) | (20.87)

X=y | 3979 | _0037 | 0012 | 0.164 | —0.026 | —0.111 | 18.455

(3.06) | (119) | (1.15) | (0.99) | (1.15) | (1.22) | (17.47)

X— 0.888 | 0007 | 0.003 | 0030 | 0028 | 0.018 | 6522

0.64) | (1.02) | (1.01) | (1.04) | (0.99) | (0.99) | (5.54)

10 y— 11.021 | 0927 | 0961 | 1.243 | 1.194 | 1.042 | 30.111
(10.04) | (L11) | (L.03) | (1.09) | (1.06) | (0.98) | (29.11)

X—Y | 6.149 | —0103 | 0008 | 0.163 | 0.024 | —0.110 | 23.035

(5.19) (1.33) | (1.24) | (1.08) | (1.18) | (1.25) | (22.04)
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Cizelge 3.2.a ve ¢izelge 3.2.b’de ise k=3 ve k=5 bagimsiz degisken iceren Normal

hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon modellerinin (N-N) Bayesyen

parametre tahminleri ve RMSE degerleri yer almaktadir. Bu cizelgeler incelendiginde,

elde edilen tahminlerin tiim yonlerdeki aykir1 gézlemlerden asir1 derecede etkilendigi

gorilmektedir. Aykirt gézlem sayisinin ve drneklem genisliginin artmasi durumlarinda

da bu etkilenme devam etmistir.

Cizelge 3.2 @) Normal hata dagilimi (g ~ N(0,6°)) ve Normal 6nsel dagilima
(B;~N(0,1), j=1,2,3) dayal regresyon modeli Bayesyen parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir P 5 P 2 A

n | gozlem | gbzlem By Py 5, B ’
saylsl yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.808 0.023 0.001 0.003 4.848
(0.97) (1.00) (1.02) (1.02) (3.90)
1 y-— 4.234 0.422 0.347 0.467 18.058
(3.32) (0.77) (0.83) (0.73) (17.07)
X—y 4.222 0.016 -0.063 0.046 18.887
(3.39) (1.06) (1.13) (1.03) (17.91)
30 X— 0.775 0.112 -0.004 0.004 4.854
(1.02) (1.01) (1.02) (1.01) (3.90)
3 Y 10.851 0.226 0.187 0.237 30.206
(9.88) (0.89) (0.91) (0.86) | (29.22)
X—y 7.933 0.001 —-0.041 -0.019 25.906
(7.01) (1.07) (1.09) (1.07) (24.93)
X— 0.806 0.007 0.021 0.013 5.066
(0.74) (1.00) (0.99) (0.99) (4.09)
1 y— 2.957 0.703 0.682 0.642 14.113
(2.00) (0.55) (0.58) (0.59) (13.11)
X—y 2.844 0.035 0.017 -0.024 15.068
(1.99) (1.04) (1.06) (1.09) (14.09)
X— 0.784 —-0.002 0.012 0.008 5.071
(0.76) (1.01) (1.00) (1.00) (4.10)
3 y— 6.922 0.467 0.497 0.404 23.915
50 (5.95) (0.75) (0.71) (0.78) (22.92)
X—y 4.948 -0.013 0.066 -0.067 20.542
(4.02) (1.09) (1.00) (1.13) (19.56)
X— 0.765 —-0.006 0.010 0.009 5.079
(0.77) (1.02) (1.00) (1.00) (4.11)
5 y— 10.864 0.366 0.382 0.309 30.259
(9.88) (0.81) (0.77) (0.83) | (29.26)
X—y 7.147 -0.003 0.025 -0.064 24.659
(6.19) (1.08) (1.04) (1.13) (23.68)
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Cizelge 3.2 @) Normal hata dagilimi (g ~ N(0,6°)) ve Normal 6nsel dagilima
(B;~N(0,1), j=1,2,3) dayali regresyon modeli Bayesyen parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri
Aykirt | Aykirt A A A A A
n | gozlem | gozlem By A B, B 7
say1si yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.909 0.021 0.002 0.019 5.051
(0.45) (0.98) (1.00) (0.98) (4.06)
2 y- 2.969 0.901 0.798 0.758 14.051
(1.98) (0.45) (0.42) (0.50) (13.05)
X—y 1.887 0.075 -0.024 0.023 11.204
(1.00) (0.95) (1.05) (1.01) (10.21)
X— 0.918 0.014 —-0.009 0.009 5.080
(0.46) (0.99) (1.01) (0.99) (4.09)
100 5 y-— 5.982 0.721 0.569 0.543 21.856
(4.99) (0.59) (0.63) (0.67) (20.86)
X—y 3.973 0.072 —-0.045 -0.030 17.907
(3.01) (0.99) (1.09) (1.08) (16.92)
X— 0.906 0.012 -0.010 0.007 5.088
(0.48) (0.99) (1.02) (0.99) (4.10)
10 y— 10.988 0.534 0.433 0.447 30.105
(9.99) (0.70) (0.73) (0.74) (29.11)
X—y 6.131 0.093 —0.055 -0.070 22.424
(5.15) (1.00) (1.12) (1.13) (21.43)

Cizelge 3.2 b) Normal hata dagilmi (g ~ N(0,6°)) ve Normal 6nsel dagilima
(B;~N(0,1), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modeli Bayesyen

parametre tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

e e B | B | B | B B K|S

n gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE

X— 0.820 | 0.017 | —0.009 | 0.042 | —0.022 | 0.007 | 6.419
1.19) | @.02) | .04 | (1.02) | (106) | (1.05) | (5.47)
1 y- 4229 | 0426 | 0423 | 0.433 | 0.366 | 0333 | 18.191

(3.34) | 0.76) | (0.75) | (0.73) | (0.78) | (0.82) | (17.20)
X=Y | 4224 | —0.001 | 0020 | 0.052 | -0.023 | —0.058 | 19.159
(3.45) | (1.09) | (1.08) | (1.03) | (1.11) | (1.15) | (18.19)

30 X— 0.861 0.014 | -0.007 | 0.041 | -0.035 | -0.009 | 6.408
(1.19) (1.03) | (1.05) | (1.02) | (1.08) | (1.05) | (5.46)
3 y— 10.705 0.179 | 0.230 | 0.209 | 0.158 | 0.179 | 30.322

9.75) | (0.92) | (0.86) | (0.87) | (0.92) | (0.93) | (29.34)
X—y | 7.839 | 0046 | 0.044 | 0.015 | -0.017 | -0.053 | 26.002
6.94) | (1.12) | (1.04) | (1.05) | (1.08) | (1.13) | (25.03)
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Cizelge 3.2 b) Normal hata dagilmi (g ~ N(0,6°)) ve Normal 6nsel dagilima
(B;~N(0,1), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modeli Bayesyen
parametre tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykir Aykir 5 5 5 5 5 5
ek | p L g B B B |6

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE

X— 0.895 | —0.003 | 0.022 | 0.013 | 0011 | —0.001 | 6.413
(1.04) | (1.03) | (1.01) | (1.01) | (1.02) | (1.03) | (5.46)
1 y- 3062 | 0663 | 0669 | 0645 | 0713 | 0602 | 14.159

(2.13) | (0.60) | (0.59) | (0.58) | (0.55) | (0.59) | (13.16)
X—Y | 3.023 | 0001 | 0.019 | —0.007 | 0.055 | —0.044 | 15549
(2.27) | (1.10) | (1.07) | (1.09) | (1.04) | (1.12) | (14.58)

X— 0.892 | —0.007 | 0.017 | 0.009 | 0.006 | —0.007 | 6.439

(1.05) | (1.03) | (1.02) | (1.02) | (1.03) | (1.04) | (5.48)

3 = 7.070 0.495 | 0.429 | 0.359 | 0.439 | 0.337 | 23.992

50 (6.11) (0.68) | (0.77) | (0.79) | (0.75) | (0.83) | (22.99)

X—Y | 5149 | 0056 | 0.05 | —0.026 | 0.036 | —0.093 | 20.808
(4.28) | (1.04) | (1.08) | (1.12) | (1.08) | (1.19) | (19.83)

X— 0.925 | —0.010 | 0.021 | 0.004 | 0.002 | —0.010 | 6.450
(1.07) | (1.04) | (1.01) | (1.02) | (1.03) | (1.04) | (5.49)
5 y- 11.097 | 0.322 | 0292 | 0.257 | 0.313 | 0.247 | 30.259

(10.13) | (0.79) | (0.84) | (0.86) | (0.84) | (0.89) | (29.26)
X—Y | 7.400 | 0.064 | 0.007 | 0065 | 0.022 | -0.079 | 24.830
(6.49) | (1.03) | (1.08) | (1.15) | (1.07) | (1.17) | (23.85)

X— 0.929 | 0.005 | 0009 | 0.024 | 0.034 | 0.020 | 6.495
0.61) | (1.01) | (1.01) | (1.04) | (0.98) | (0.99) | (5.52)
2 y- 2953 | 0.724 | 0818 | 0936 | 0.798 | 0.782 | 14.040

(1.97) | (0.49) | (0.42) | (0.41) | (0.48) | (0.47) | (13.04)
X=y | 1936 | -0.001 | -0.006 | 0.048 | -0.002 | 0.034 | 11.935
(1.12) | .04) | (1.04) | (0.99) | (1.05) | (1.00) | (10.96)

X— 0914 | 0.001 | 0001 | 0.028 | 0.027 | 0.020 | 6.508
0.61) | (1.01) | (1.01) | (1.04) | (0.99) | (0.99) | (5.53)
100 | 5 y- 5971 | 0567 | 0646 | 0.780 | 0.662 | 0569 | 21.892

(4.98) | (0.64) | (0.61) | (0.53) | (0.60) | (0.60) | (20.89)
X=Y | 3.999 | 0026 | 0.007 | 0.118 | —0.019 | -0.080 | 18.372
(3.06) | (1.10) | (1.07) | (0.96) | (1.08) | (1.13) | (17.39)

X— 0.887 | —0.006 | 0003 | —0.029 | 0.027 | 0.017 | 6.516
0.64) | (1.02) | (1.01) | (1.04) | (0.99) | (0.99) | (5.54)
10 y— | 11.049 | 0410 | 0444 | 0578 | 0569 | 0.486 | 30.152

(10.06) | (0.78) | (0.73) | (0.65) | (0.65) | (0.68) | (29.15)
X=Y | 6179 | -0.066 | -0.012 | 0.102 | 0.016 | -0.074 | 22.912
(5.22) | (1.15) | (1.09) | (0.98) | (1.06) | (1.13) | (21.93)

Ozet olarak, N-NI ve N-N modellerine yonelik elde edilen Bayesyen parametre
tahminlerinin veri setinde aykir1 gézlem olmasi durumunda bu gézlemlerden oldukca
etkilendigi goriilmiistiir. Diger bir deyisle, aykir1 gézlemli bir veri seti modellenmek
istenildiginde sozii edilen Bayesyen regresyon modelleri ile modellenmesinin uygun
olmayacagi soylenebilir. Dolayistyla robust parametre tahmin yontemlerinin Bayesyen

yontemlerle birlestirilmesinin gerekli oldugu goriilmistiir.
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4. DOGRUSAL REGRESYON MODELLERINDE ROBUST BAYESYEN
PARAMETRE TAHMINI

Bayesyen regresyon modellemesinde elde edilen parametre tahminleri, tipki klasik
dogrusal regresyon analizinde oldugu gibi model varsayimlarindaki sapmalardan ve
aykir1 gozlemlerin varligindan oldukc¢a etkilenmektedir. Boyle durumlarda veri setine
uygun olan modellemenin yapilmast miimkiin degildir. Bu nedenle, s6z konusu
problemlerden miimkiin oldugunca etkilenmeyen parametre tahminlerinin elde edilmesi
amaglanir. Bu tahminleri elde etmenin bir yolu; sadece 6rnekleme dagiliminin veya hem
ornekleme hem de oOnsel dagilimm kalin kuyruklu bir dagilima sahip oldugunun

varsayildigi robust Bayesyen regresyon modellerini kullanmaktir.

Bu béliimde, sozii edilen bu modeller tizerinde durularak tez ¢aligmasimin literatiire olan
katkisindan bahsedilmistir. Oncelikle kalmn kuyruklu hata dagilimma (t, Laplace ve RN)
ve bilgi icermeyen Onsel dagilima dayali regresyon modelleri olusturulmus ve model
parametrelerinin robust Bayesyen tahmin edicileri elde edilmistir. Buna ek olarak, kalin
kuyruklu (t, Laplace ve RN) veya Normal hata dagilimina ve bilgi igeren 6nsel dagilima
(Normal, t, Laplace ve RN) dayali regresyon modelleri incelenmis ve bu modellerin

parametrelerine iliskin Bayesyen ve Robust bayesyen tahmin ediciler bulunmustur.

S6z konusu tiim tahmin edicilerin bulunmasinda model parametrelerinin tam kosullu
sonsal dagilimlar1 kullanilmistir. Bu tiir dagilimlar, Bayesyen analizlerde karmasik
integrasyon teknikleri yerine kullanilmakta olan genellikle Normal, Gamma veya ters ki-
kare gibi bilinen dagilimlardir. Parametrelerin tahmin edicileri bdyle dagilimlar
kullanilarak daha kolay elde edilebilir. Tam kosullu sonsal dagilimlarin belirlenemedigi
bazi durumlarda ise ek olarak iteratif ¢coziim yolu kullanilmistir. Yapilan tiim islemlerde
kolaylik saglamasi agisindan t ve Laplace dagilimlarmin B6liim 2°de agiklanan Normal
dagilimin 6lgek karmasi seklinde gosterimleri kullanilmistir. Boliim sonunda simiilasyon
calismas1 yapilarak aykirt gozlemlerden etkilenmeyen robust Bayesyen tahmin
edicilerinin performanslar1 incelenmistir. Bu simiilasyon sonucunda RN hata dagilimi1 ve
bilgi igeren Onsel dagilima dayali regresyon modeli kullanilarak en iyi parametre

tahminlerinin elde edilebilecegi ortaya ¢ikmustir.
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4.1 Bilgi icermeyen Onsel Dagihm

Bu alt boliimde, kalin kuyruklu hata dagilimu (t, Laplace ve RN) ve bilgi icermeyen 6nsel
dagilima dayali regresyon modeli parametrelerinin robust Bayesyen tahmin edicileri elde

edilmistir.

4.1.1 t hata dagilimm ve bilgi icermeyen onsel dagihma dayal dogrusal regresyon

modelinde robust bayesyen parametre tahmini
(1.2) regresyon modelindeki hata terimlerinin Normal ve ters Gamma dagiliminin

iid
karmasi olarak da ifade edilebilen t dagilimia sahip oldugu varsayilsin. (g~ #(0,6°,v))

Bu durumda olabilirlik fonksiyonu,

PO 80" ) =T [ B0 fea i 2.12

n 1 l , 2
IRE (@—aﬁe"p(_m(% ~X'B) )j

i=1 i i

oc {f{&(_ 2_ j}o_n exp[i_%li(% ;;(iﬂ) +%:|] (4.1)

bi¢ciminde tanimlanir. Bu yogunlugun (3.5) esitliginde yer alan bilgi icermeyen bilesik
onsel yogunlugu ile birlestirilmesi sonucunda model parametrelerinin bilesik sonsal

yogunlugu,

P(ﬂ,az,l‘y,x,v) o P(B,0%) P(y|xB.0°.4V)

o) [H N )J L exp[zn: L {(yi =) %D

i=1 1
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[mjp[z;(Wﬂ] 42

olarak elde edilir.

Bilinmeyen parametrelerin marjinal sonsal dagilimlarinin bulunabilmesi i¢in bu bilesik
sonsal yogunlugun diger parametreler cinsinden integralinin alinmasi gereklidir. Bu tiir
analitik iglemleri gergeklestirmek parametre sayisinin da artmasi durumunda yiliksek
dereceden integraller hesaplamay1 gerektirdiginden oldukga giictiir. Boyle durumlarla
karsilagildiginda karmasik integrasyon tekniklerini kullanmak yerine parametrelerin tam
kosullu sonsal dagilimlarinin kullanimi tercih edilebilir. Her parametre i¢in tam kosullu
sonsal yogunluklar, parametreye gore sabit olan tiim terimlerin gérmezden gelinmesi ile

elde edilmektedir. Bu durumda g ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

P(ﬂ‘ﬂz VA Y, X, V) ocexp(— Ziz i(yi _;(i B) ]

o« exp(—z%z((y— XB) D, (y- Xﬂ))j (4.3)

olarak elde edilir. Burada D,, késegen elemanlar1 4; olan kdsegen bir matris olup

tanimlanan bu yogunlukta yer alan parantezin i¢i asagidaki gibi diizenlenir.

(y=XB)D, (y-XB)=yD,'y-yD, "' XB-B' XD, y+ B XD, XB

=yD,'y-2yD,'Xf+ B XD, X B
—_—

A
=pB'AB-2yD,"XB+YyD,"y

=(B-AXD,y) A(B-AXD,%y)
+y' (D, (1 -XA™XD, ™))y
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Diizenlenen bu ifade, (4.3) esitliginde yerine yazildiginda g ’nin tam kosullu sonsal

yogunlugu,

P(Blo* .4y, X) exp( {(,3— AX Dﬁy)' A(B-A'XD,y)

1
20°
+y(D, (1 - XAX D, ™)) y])

(4.4)

olarak elde edilir. Elde edilen bu yogunluktan goriildiigii gibi B ’nin tam kosullu sonsal
dagilimi, A™XD,"y ortalama vektorlii ve ¢°A™ kovaryans matrisli ¢ok degiskenli

Normal dagilim olup A ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

A -1
ﬁrbayes = ( X ’Dﬂ_lx ) X ’Dﬂ,_ly (45)

esitligi seklinde bulunur.

o nin tam kosullu sonsal yogunlugu ise,

P(c® ‘ﬂ,/l,y,x) oc ¢ "2 exp [—%Z

(Yi — Xi'ﬂ)2
0'221-

o (02)‘((3’“] exp(_?iz[(y— XB) D, (y-XB)] j (4.6)

olup ¢*nin tam kosullu sonsal dagilmmin, n serbestlik dereceli ve

[(y—xm'Df(y—Xﬂ)

n

] Olcek parametreli, Ol¢eklendirilmis ters ki-kare dagilimi

oldugu belirlenmistir. ¢ "nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

A2 _ (y_XﬂArbayes),Dl_l(y_Xﬁrbayes)

rbayes —
g n-2

(4.7)

esitligi seklinde elde edilir.
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i=12,..,n i¢in 4 'nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

Z'yi’xi"’)oc(/livz ]eXp( jJ[(yl 2:zﬂ) 2]} (4.8)

' 2\2 2
L= X B)+V
olup A ’nin tam kosullu sonsal dagilimu, (V—;_l) sekil ve 0, '2’8 g 7 olcek
o
parametreli ters Gamma dagilimi olup /4, *nin robust Bayesyen tahmin edicisi,
. —X; +Vo
;Lirbayes — ( ﬂ rbayes) rbayes ( 49)
262 v-1
rbayes( 2 j

olarak elde edilir.

4.1.2 Laplace hata dagihmm ve bilgi icermeyen oénsel dagihma dayah dogrusal

regresyon modelinde robust bayesyen parametre tahmini

(1.2) regresyon modelinde yer alan hata terimlerinin Normal ve Ustel dagilimin karmasi
iid
olarak da ifade edilebilen Laplace dagilimma sahip oldugu varsayilsin (¢,~ L(0,0)).Bu

durumda olabilirlik fonksiyonu,

PO 10" 1) = [ 0[] 4/2°)

H(@f a0 )ZDGZ 9|3

o (02)_” (ﬁhi”z] exp{—zjizzn:(hi +(y,x},l—,b’)%2]] (4.10)

i=1 i=1 i

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonun (3.5) esitliginde yer alan bilgi icermeyen bilesik

onsel yogunluk ile birlestirilmesi sonucunda f ve ¢**nin bilesik sonsal yogunlugu,
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P(B.0° h|y, x) < P(B,o°) P(y|x, B,0° , h)

(o) () (1) plz_z[%ﬂ

i=1 i=1

2\ "L T -v2 1< (Yi_xi’ﬂ)zgz
«(0?) (E[hi Jexp[—ZUZZL p +hi]]

i=1

(4.11)

olarak elde edilir. Elde edilen bu yogunluk kullanilarak A ’nin tam kosullu sonsal

yogunlugu,

P(ﬂ‘az , ¥V, X, h) oc exp _%EW}

o exp —%i[(y—xm'Dﬁ(y—xm]j (4.12)

bigiminde tanimlanir. Burada D,,, kdsegen elemanlar1 h; olan kdsegen bir matris olup

parantez i¢indeki ifadenin,

(y=XB)D,(y=XB)=yD,y-yD, " XB-B'XD,y+ XD, X

= y,Dh_ly - ZyIDh_lxﬂ+ﬂ' X th1x B
\__w*_/

A
=f'AB-2yD, " XB+yD,"y
=(B-(A)*XD,"y) A (£-(A)*XD,y)
+Y' (D, (1= X(A)* XD, M)y

seklinde diizenlenmesi sonucunda bu yogunluk, asagidaki gibi elde edilir.

P(Blo®,y, X, h) o exp(— %[(ﬂ—(A*)-lxDﬁy)'A*(ﬂ—(A*)-1><Dh'ly) -

+ y,( D, (1-X (A*)ilx,Dhil)) Y:|)
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Elde edilen bu yogunluktan goriildiigii gibi, f’nmn tam kosullu sonsal dagilimu,
(A")*XD, 'y ortalama vektérlii ve (A")™ kovaryans matrisli gok degiskenli Normal

dagilim olup robust Bayesyen tahmin edicisi ise,

~ -1
ﬂrbayes = ( X Dh_lx ) X Dh_ly (414)

olarak bulunur.

¢°’nin tam kosullu sonsal dagilim ise,

P(c®|B, v, x,h) oc(az)_n_lexp(——zn:hij (4.15)

yogunlugu ile (2n) serbestlik dereceli ve -=~— &lgek parametreli, 6lgeklendirilmis ters

Ki-kare dagilimidir. Bu bilgilere dayanarak ¢°nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

n

>h
&sbayes = i=21n _ 2 (416)

olarak elde edilir.

1=12,..,N igin h ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

P(h |1310-21yi’ ;) oc b2 EXD[ Ziz {hi + (i - X};T'B)ZUZ D

h.

wh?” exp[- %{iz h +MD (4.17)

olup bu yogunluk p* = % 2 =0’veb = (v, - Xi’ﬂ)z parametreli genellestirilmis ters

Normal dagilimi yogunluguna benzemektedir.
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h. *nin robust Bayesyen tahmin edicisi ise,

;A
‘yi - Xi ﬂ rbayes

"5 A
‘yi =X rbayes erayesK3/2 ~
rbayes
hoo- (4.18)
rbayes A
‘yi =X ﬂrbayes
Kip -
o

rbayes

esitligi seklinde bulunur. Burada Kp*(-), ikinci tiir uyarlanmis bessel fonksiyonudur
(Abramowitz ve Stegun 1972).

4.1.3 RN hata dagilimi ve bilgi icermeyen 6nsel dagihma dayah dogrusal regresyon

modelinde robust bayesyen parametre tahmini

iid

(1.2) regresyon modelindeki hata terimlerinin RN dagildigi (g~ RN(0,0,a,b))

varsayilsin. Bu durumda olabilirlik fonksiyonu,

P(y|x. B.0a,b) = ﬁf(mxi,ﬂ,o,a,b)

«( A" ool St

!

n n i — X
oc(HA'ljexp -3 (ba™) 1y %# (4.19)

i=1 o

olup bu fonksiyonun, P(,B,a)ocl bilgi i¢ermeyen bilesik Onsel yogunlugu ile
2

birlestirilmesi sonucunda parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

P(,B,a‘y,x,a,b) o P(B,0) P(y|x,B,0,a,b)
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n n Yi =X
< o (H/liljexp —Z(bayb)’ly g,a—b
i1 i1 b o

(4.20)
b
2 ‘yi -X B ‘ ) )
olarak bulunur. Bu yogunluk, vy B,a—b fonksiyonunun seri ag¢ilimi
o
kullanilarak asagidaki gibi diizenlenmistir.
“n* tamsay1 olmak iizere, (7, X) ’in seri agilimu,
n-1 Kk
y(n,x) = (n—1)! (1— exp(~x) Z%) (Arfken 1985) (4.21)
k=0 K=
b
2 ‘yi -X; B ‘ ]
kullanilarak y B’a—b fonksiyonu,
o
k
‘yl Xi'ﬂ
a
' b ’ LAY b
o |Yi=X B 2 I Yi—X B |22 7
J— ,a _— = _—— H - eX —a
i g (& —DHi-(exp o 2, 0 )]
(4.22)
seklinde tanimlanabilir. Bu durumda parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,
P(B.0|y,x,a,b)co (H Ai‘ljexp(—(baz’b )’l (%-1)!
i=1
b k
. ‘Yi -% B (4.23)
b b
‘yi -x' B gfl ?
5P

x[n— Zn:exp —-a
i=1

Z k! )

k=

bi¢iminde elde edilir.
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Bu yogunluk kullanilarak £ ve o nin tam kosullu sonsal yogunluklari,

P(B|o,y,x,a,b) o (lj/li'ljexp(—(baz’b )'l (%-1)!

b
a‘Yi =X ﬂ‘ (4.24)
’ 2 O'b
n ‘y, =X Bfl
x[n—izﬂ:exp s kzzc; x )
P(0'|ﬂ,y,x, a,b)co™ (ﬁAi'ljeXp(—(baZ/b )71 (%—1)!
i=1 b )
a‘yi XA (4.25)
’ 2 O'b
n ‘y, =X Efl
x[n—iz:;exp s kzz(; x )

olup RN dagilimi robust parametrelerinden biri olan "b" parametresinin “1” ve “2” degerli

0zel durumlari, bu yogunluklar iizerinde asagidaki gibi uygulanmustir.

l.durum: b=1

Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

!

P('B’a|y’x’a)Oca_l(ﬁAi-l)eXp ~(a) = exp —a‘yi_—xi

i=1

‘yi _Xi!ﬂ‘
x| 1l+at—mm
o

olarak elde edilmis olup S ve o ’nin tam kosullu sonsal yogunluklart,
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: \ B[ %
P(ﬂ|0',y,x,a)oc(HAi'1jeXp ( ) Zexp 1+g—-
i=1 o
: v -x'A|
P(O‘|ﬂ,y,x,a)OCo'—l(HAi'ljexp ( ) Zexp -—a——
i=1
‘yi -
x|1l+a
o
(4.26)
seklinde bulunmustur.
2.durum: b=2
Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,
P(ﬂ,oly,x,a)oca‘l(HA; jexp ~(2a')"| -2 | - ‘
i=1
olup B ve o ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari ise
P(ﬂ|0,y,x,a)oc(H jexp ( ) Zexp (4.27)
i=1
2
n -% B
P(0'|ﬂ,y,x,a)ocal(HA jexp ( ) Zexp —a— (4.28)
i=1

olarak tanimlanir.
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Burada, her iki 6zel durum da dahil olmak tizere elde edilen tam kosullu sonsal
yogunluklarin belli bir dagilimin yogunluguna benzemedigi bu nedenle de tahmin
edicinin direkt elde edilemedigi goriilmektedir. Ancak asagida verilen iteratif ¢coziim yolu

kullanilarak tahmin edicilerin agirliklandirilmis formda yazilmasi miimkiindiir.
Iteratif ¢oziim

RN hata dagilimi ve bilgi icermeyen Onsel dagilima dayali regresyon modeli
parametrelerinin log-sonsal yogunlugu; (4.20) esitligi kullanilarak asagidaki gibi elde
edilir.

L L i_Xi' b
In P(ﬂ,0|y,x,a,b) oc(—Ina)—In[HAij_Z(baz/b)—ly %,a#

i=1

Elde edilen bu yogunlugun f ’ya gore kismi tiirevi,

dln P(,B,a|y,x,a,b)
aﬂ ﬂ:)érbayes

0= 0 thayes

=0

- Zn:(@A /alérbayes )/Ai _(bayb )_1§:a2/bb(5r§ayes)(yi - Xi' Arbayes)(_xi,)

i=1
b

A 4.29
‘yi - Xi ﬂrbayes ( )
xexp| -a———— |=0
O-rbayes
. b
!
. R ‘yl =X rbayes . . o
olmak tizere burada Wign,,,..) = EXP| —@ o yerine yazildiginda bu esitlik,
rbayes

Z (aAi /aﬂ’\rbayes )/A| = (6;§ayes)z ‘;{)i(RNhalyes )Xi (yl - Xi'ﬂ’\rbayes)
i=1 i=1
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rbayes)z (aA /aﬂrbayes)/A Z ‘/Vl(RNbayes ) |y| Z Wl(RNbayes )N N ﬂrbayes

olarak bulunur. Bu durumda f 'nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

n

Brbayes = (Z |(RNbaye5) i | j (Z (RNbayes) |y| rbayes)z (aA /aﬂrbayes)/A j

i=1

esitligi seklinde elde edilir. Bu esitlik, matris formatinda,
ﬂ,\rbayes = ( X WX ) (X Wy ( rbayes)Z(aAi /aﬂArbayes)/Ai J (430)
i=1

bigiminde ifade edilebilir. Burada (0A / 5Brbayes)/ A ifadesi limit durumunda sifira

yaklasmaktadir (Ramsay ve Novick 1980). Bu durumda fB,... =(XWX)(XWy)

rbayes
olarak elde edilir. B ’nin bilgi icermeyen onsel dagilima sahip oldugunun varsayilmasi
durumunda elde edilen bu tahmin edicinin, ( 2.57) esitligindeki robust tahmin edici (ﬁRN)
ile ayn1 oldugu goriilmektedir. W matrisi ise Wi(RNbayes) agirhik degerleri tahminini i¢inde

barindiran késegen bir matristir.

Benzer sekilde o2’nin robust Bayesyen tahmin edicisi, log-sonsalin ¢ ’ya gore kismi

tiirevi alinarak asagidaki gibi elde edilmistir.

aln P(ﬂ,0'|y,x,a,b)

. =0
80- B :ﬂrbayes

0= 0Orhayes

_ Z (OA 06 ) ) 4 — (ba®)”

rbayes

b

Yi— Xi’Brbayes ;A 2
X z a2/b ( O tpayes ) (_b) EXp| —a - 0 (y| =X ﬂrbayes) =0

rbayes
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n

i=1

~ 2 n
\Ni(RNbayes ) ( Yi =X ﬂrbayes ) = (&fbayes )(&rbayes (Z (aAl /a&rbayes )/A| ) + 1j
i=1

=3

2
~ ' 5
Wi(RNbayes) (yl =X rbayes)

6$bayes = (6-rbayes (Zn: (8141 / aO,\-rbayes ) / A| ) + 1j

i=1

(4.31)

B ’'nin bilgi igcermeyen Onsel dagilima sahip oldugunun varsayilmasi durumunda elde

edilen bu tahmin edicinin (2.60) esitliginde verilen klasik tahmin edici(6%,) ile benzer

ve 62

rbayes

oldugu goriilmektedir. Ayrica, (4.30) ve (4.31) esitliklerinin 3

bayes 1 igermesi
sebebiyle agik ¢Oziimleri olmayip tahmin edicilerin elde edilmesinde niimerik

yontemlerin kullanilmasi1 gerektigi sdylenebilir.

4.2 Bilgi Iceren Onsel Dagihm

Bu boliimde, kalin kuyruklu hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima, Normal hata
dagilimi ve kalin kuyruklu 6nsel dagilima son olarak da hem hata dagilimi hem de 6nsel
dagilimi kalin kuyruklu dagilima dayali olan regresyon modelleri olusturulmus ve her bir
modele iliskin parametrelerin bayesyen ve robust bayesyen tahmin edicileri elde

edilmistir. Modellerin olusturulmasinda B parametre vektorii elemanlarinin birbirleriyle
iliskisiz oldugu varsayilmis ve ¢°’nin bilinmesi kosulu altinda 8 *nin 6nsel dagilimmin

kovaryans matrisi, X, =l p boyutlu bir birim

olarak kullanilmistir. Burada |

p p’

matristir.

4.2.1 Kalin kuyruklu hata dagihm ve Normal onsel dagihma dayah dogrusal

regresyon modelinde robust bayesyen parametre tahmini

Bu alt bolimde (1.2) modelindeki hata terimleri dagihmmin t, Laplace veya RN

dagilimlarmdan herhangi birine ve £ *nin 6nselinin ise Normal dagilima sahip oldugunun

varsayillmasi durumunda elde edilen regresyon modelleri ele alimustir.
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Hata terimlerinin t ve B ’min onselinin Normal dagildigi durum:

Hata terimlerinin t dagilmma, g parametre vektorii onselinin p boyutlu Normal

dagilima ve ¢”’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsm. Bu
varsayimlar dogrultusunda olusturulan t hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima dayali

regresyon modelinin hiyerarsik gosterimi;

iid iid
3 ,_,t(O,az,v) (y,.|xi,,8,02,v —_ t(Xi',B,JZ,v), i=12,...n j

U
Yi‘xiliﬂiaz’li ”N(Xi’ﬂ’ 0'2}%)
/11|v IGa(% %j

Blo* ~N,(0,.2,=01,)
o’ ~P(c’) o™

seklinde ifade edilir. Model parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,
P(B.0" 2|y.x) o= P(B,0%) P(v|x, 0" v.7)

« (P(Blo*) P(e?)) P(y|x. B.o" v, 2)

<| (TP ) P(JZ)jP(y v, Bo®,v,7)

<| TP ) (”_Z)J

x (f[ fu(y, ‘Xi’ﬂ1o-2/1i)flGa(ii |V/2’V/2)j

[(H ep(——ﬁ—))( )]

(1[0[ exp[ 2 aaﬂ) H{i exp(—vi—lz)ﬂ

82



“n-p-2. . %73 % _E % (yi_xi,ﬂ)2 1
oo [T el 505 ]
P 1 ,sz
(USRS

olarak bulunur. Bu yogunluk kullanilarak f ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

(4.32)

ln <on] -3 SUEE ool -3

i=1

2
1| (yi_xi’ﬂ) P
= exp| — o > i +§ﬂj

i=1 i

olup burada D,, elemanlar1 A, olan kosegen bir matris olmak iizere A ’y1 iceren

parantezin igi;

g o)l (y-xp) D, (y-XB)| < 6]

i=1 4 j=1

= [ y’D,{ly - y'Dﬂilxﬂ -B'X Dzily +B'X Dzilxﬂ
+BP]

=[yD,'y-2yD," X B+ B XD, X B+ BB]

=|B' (XD, X+1)B-2yD, ' XB+YyD,"y
\_\4‘_’,

C

seklinde diizenlendiginde bu yogunluk,

1 ' ™ - N -
PBlo" 3. X,) e - o[ #CA-2yD, Xy, ]|
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1
oc exp(——2 (B-C'XD,'y)C(B-C*XD,"y
20 ['B (s ) (4.33)

+y'(D,1(1-XCXD,™)) y])

bigiminde tanimlanir. Buradan goriildigii gibi A ’nin tam kosullu sonsal dagilimi,
C'XD,™y ortalamali ve ¢°C ™" kovaryans matrisli ok degiskenli Normal dagilim olup

robust Bayesyen tahmin edicisi ise

Brone =(XD, X 1) XD, Yy (4.34)

olarak elde edilir. ¢ nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

2 —n—p-2 1< i i’ ’ 13 2
P(e®|B,y,x,A)oco™ P exp(—zazz(y ;('B) JeXp[_T‘_zZﬁj J

n+p

ENGEY exp(—?iz[(y—xﬂ)'Dl1(Y—Xﬂ)+ﬂ'ﬂ])

(4.35)

o ’ -1 _ '
olup bu yogunlugun (n+p) serbestlik dereceli ve [(y XB)D; (¥ Xﬂ)+ﬂﬂj

n+p
Olcek parametreli Olgeklendirilmis ters ki-kare dagiliminin yogunluguna benzedigi

goriilmektedir. ¢ nin robust Bayesyen tahmin edicisi ise asagidaki gibi bulunmustur.

!

A2 ( y- Xiérbayes )I Dﬂ_l( y—-X iérbayes) + (iérbayes ) ﬂArbayes

o

(4.36)

rbayes =

n+p-2

i=12,..,n i¢in 4 'nin tam kosullu sonsal dagilimi,

P(4 ‘,6’,02 Vi X, v) o (4 )_Vz_3 exp[_%£%+%n
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(4, )‘( 2 j_lexp - 20° (4.37)

(Yi - Xi,ﬂ)2 +Vo®

2
o

yogunlugu ile sekil ve

Ol¢ek parametreli ters Gamma dagilimi

(V+1)
2

olup 4 ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

R 2
~ V&fbayes + (y i =X ﬂ rbayes )
i- (4.38)

rbayes A2 _
O-rbayes (V 1)

olarak elde edilir.

Hata terimlerinin Laplace ve B ’nin énselinin Normal daguldigi durum:

Hata terimlerinin Laplace dagilmina, £ parametre vektorii onselinin p boyutlu Normal

dagilima ve ¢°’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu
varsayimlar kullanilarak olusturulan Laplace hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima

dayali regresyon modelinin hiyerarsik gosterimi;

iid

g ~ L(0,0) (y(.|xi,ﬂ,0'2 I,Ii L(Xi’ﬂ,a), i:1,2,...,nj
U
Yi |Xi ,ﬂ,az,hi ~N(Xi’ﬂ!azhi)

h|o? ~Ustel(i2j
20
ﬂ‘az ~Np(0p,2ﬂ zazlp)

o’ ~ P(c’)cc™?

olup model parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,
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P(B.o* h|y.x) o P(B,o") P(y|x, B,0" 1)

oC (P(ﬂ‘o’z) P(O.Z) )P(y ‘X,ﬂ,oz,h)

«| (TP, \aZ)P(aZ)JP(y\x,ﬂ, o h)

L] (T )
oc[qjiexp( o >J

(T e 2l ool -]
' Z[Hh“)ex{ 2 Lg(m W hm

X(&Xp{-%iﬂfﬂ
(4.39)

seklinde tanimlanir. Burada Burada D, , elemanlar1 h olan bir kosegen matris olmak

tizere B 'nin tam kosullu sonsal dagilimu,

P(ﬂ‘az ,y,x,h) ocexp[_ 21'-2 {i (Yi _;i :3) +iﬁ12:|J

o« exp(_z%z[(y— X B)'D, (y - X ) +,3',3])

. [yD,"y-2yD, X f+ FXD, X

+B8))

oc exp (—
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oc exp{— LZ!,B'(X D, 'X+1)8-2yD, X
20' —_

E

+yD, 'y ])

oc exp(— %‘{(ﬂ_ E-1X thly)' E (,B— E’lx'Dh*ly)
+y'(D, (1 - XE'XD, ™)) y})

(4.40)

yogunlugu ile, E'XD,'y ortalama vektorli ve ¢°E™' kovaryans matrisli cok

degiskenli Normal dagilimdir. B ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi ise
B =(X DX +1) XD, My (4.41)

olarak elde edilir. ¢*’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

P By e (o) 2 exp( 2(1;2 [ii(y. 0 . +h'J+ p ﬁJZD

i-1 .

—3n-p-2
2

x(o%) 2 exp[—zfiz[(y—Xﬂ)'Dh-l(y—xp%ihi+ﬂ'ﬂj]

(4.42)

(y=XB)D, (y=XB)+ 2 h+BB)
olup (3n+p) serbestlik dereceli ve 3T =l olgek
+

parametreli, 6lceklendirilmis ters ki-kare dagilimma sahiptir. ¢°’nin robust bayesyen

tahmin edicisi,

!

A

( y— xBrbayes )! Dhil(y - xBrbayes) + i ﬁirbayes + (Brbayes ) ﬂrbayes
i=1
3n+p-2

A2 _
o rbayes

(4.43)

esitligi ile tanimlanir.
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iI=12,..,n i¢in h ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

P(h, |ﬂ' o, Vir X;) hi_llz EXD[ 21-_2 {hi + (i _}):i'ﬂ)z :U

1 — w32
wh? texp| 1| L WX A) (4.44)
2| 0 h,
* ok *k . X-’ 2
olmak tizere tam kosullu sonsal dagilimi, p ZE’ a =0’ ve b :M
o

parametreli genellestirilmis ters Normal dagilimdir. h ’nin robust Bayesyen tahmin

edicisi ise,
) A
) A ‘yl — X ﬂrbayes
‘yi =X roayes | K32 | A2
rbayes
hirbayes - ' A (4'45)
‘yi =X ﬂrbayes
Ky ~2
o

rbayes

seklinde bulunur. Burada, K (.), ikinci tiir uyarlanmis Bessel fonksiyonudur.

Hata terimlerinin RN ve B ’nin énselinin Normal dagildigr durum:

Hata terimlerinin RN dagilimma, £ parametre vektorii 6nselinin p boyutlu Normal

dagilima ve o ’nm ise bilgi icermeyen Onsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu
durumda olusturulan RN hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon modeli

hiyerarsik olarak,
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iid

iid
& ~ RN(0,0,a,b) (yl.|xi,,B,a,a,b,.RN(Xi',B,o',a,b), i:1,2,...,nj
,3|0~Np(0p,2ﬁ:azlp)
o~P(g)co™

seklinde ifade edilebilir. Bu modelin parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,

P(ﬂ,o‘y,x,a,b) o« P(B,0) P(y|x, B,0,a,b)

oc (P(ﬂ|0) P(0) )P(y|x,,3,0,a,b)

oc[(f[ P, |a»P(a)jP(y v B,0.4.b)

oc(qu(ﬁ,- o) (al)j

n n Yi — Xi’ﬂ b
X {(H Aljexp[— Z(baZIb)’ly(Zl b a - ‘ )]J

{eee s

% {[ﬁ Ajljexp[_ i(bazlb)ly(Z/b, a o‘b )]}

g

Y, — X

oc apl(H Ailjexp [ Z(baZIb)’ly(Zlb, a bi )
i=1 i=1 o
20_2 = ﬂ] }

olarak elde edilir.

89



yi_Xiﬂ

Burada y(2/b,a ——) fonksiyonunun yerine (4.22) esitligindeki seri agiliminin
o

kullanilmas1 durumunda elde edilen bu bilesik sonsal yogunluk,

P(B.0|y.x,a,b)ca ™! (H Ailjexp[—(baz’b)l (%-1)!

P ‘yi_xi’ )
h . ‘yi—xi,B Bfl(aT) 1<,
z( —exp(-a—sg )Z )5 gﬁj ]

(4.46)

bigiminde tanimlanir. Bu yogunluk kullanilarak g ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

P(Blo,y.x,a,b) « (leiljexp[—(baz’b)l(é—lj!

‘yi - Xi’ﬂ‘b o (aib)

xzn:(l—exp(—a - )bz Z! )_Zizzp:ﬁjz]

(4.47)
olup o ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu ise
P(o |,3,y,x,a,b) oc apl(H Ailjexp[—(baz’b)l (%—1)!
i=1

b

, P2 ‘yi_xi K
: y-xg pe e
x> (1-exp(-a - .
D -epa— )y )= ]
(4.48)

olarak elde edilir. "b" parametresinin “1” ve “2” degerli 6zel durumlari i¢in £ ve ¢ ’nmn

tam kosullu sonsal yogunluklar1 asagidaki gibi elde edilmistir.
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l.durum: b=1

Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B.o]y.x.a) o7 (H Aﬁ]exp[—(a*)n

!

n ‘yi_xi,ﬂ‘ ‘yi_xiﬂ 1 &
+(@™) (exp(-a )1+a ) -3 2.5’]
i=1 20 j=1
(4.49)
olup B ve o ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari,
n N Y; —xi'ﬂ‘ y, —xi'ﬂ‘
P(ﬂ|a, Y, X,a) oc (H Ailjexp[(az)z exp(-a———)(1l+a———)
i=1 i=1 o o
1 &),
20_2 ;:B] ]
n : yi-x'B  |v-x4
P(o|B,y,x,a) = UDILHAiljeXP[(aZ)ZeXp(—a JA+a )
i-1 i1 o
1 &,
20_2 ;ﬂj ]
(4.50)
seklinde bulunmustur.
2.durum : b=2
Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,
, 2
n n i — X ﬂ
P(B.o]yx.a)co ™ [H Ailjexp[—(za)ln +(2a) Y exp(—a———)
i=1 i=1 o
1 &,
20_2 ;ﬁj ]
(4.51)

olup sirasiyla f ve o ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari,

91



L
‘y'_xi ﬂ‘

P(ﬂla,y,x,a)o{ﬂAi1]exp[(2a)ﬁexp(—a R Yy

, 2
W—Xﬂ

P(a|ﬂ,y,x,a) g Pt (leiljeXp[(Za)liexp(—a | g ) — 2; iﬁjz]

(4.52)

olarak bulunur.

Goriildiigli gibi RN hata dagilimi ve Normal onsel dagilima dayali regresyon modeli
parametrelerine yonelik bulunan tam kosullu sonsal yogunluklarm formu belli bir
dagilimin yogunluguna benzememektedir. Bu sebeple, parametrelerin tahmin edicilerinin
bu yogunluklar kullanilarak dogrudan elde edilemeyecegi ancak asagida verilen iteratif

¢Ozlim yolu kullanilarak agirliklandirilmis formatta yazilabilecegi soylenebilir.
Iteratif ¢oziim:

B parametre vektorii onselinin p boyutlu Normal dagilima ve o nin bilgi icermeyen
onsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu dogrultuda f ve o ’nin bilesik Onsel

yogunlugu,
P(B,0) < P(B|0) P(0)
o« N(By, 25 =0"%,) (67)
x exp(— %(ﬂ—ﬂo)'zﬂ_l(ﬂ—ﬂo)j (o)

oC eXp(‘%(ﬂ_ﬂo)'(Uzzo )_1 (ﬂ_ﬂo)j (0'_1) (4.53)

olarak elde edilir. Burada o ’nin bilinmesi kosulu altinda S parametre vektori onsel

dagilimi igin Boliim (4.2)’deki gosterimin genel formu kullanilmis olup S,, B ’nin p
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boyutlu &nsel ortalama vektorii, £, ise px p boyutlu dnsel kovaryans matrisidir. Elde

edilen bu bilesik 6nsel yogunlugun (4.19) ifadesindeki olabilirlik fonksiyonu ile

birlestirilmesi sonucunda S Ve ¢ ’nin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B.o|y.x, By 2y, a,b) = P(B,0) P(y|x, B,0,a,b)

o{exp(—é(ﬂ—m(ozzo)‘l (ﬂ—/%)j (ﬁj

, b
Yi=x B

x (ﬁ A‘lj exp[— Zn: (ba®®)*y(21b, a% )]

n n i Xi'ﬂ b
oc (a_l)(n Ai_ljexp[— Z(baZ/b)_ly(Z /b, aT )

i=1

BB (7'%) (B0

seklinde bulunur. Bu durumda parametrelerin log-sonsal yogunlugu,

n

InP(B.oly. X, By, Z,.a,b) oc(—Ina)—ln[ﬁAij_Z(baz/b)_l

i=1

, b
—Xﬂ

Yi 1
I )__(:B_ﬂo)lo'_zzo_l(ﬂ_ﬂo)
o 2

xy(21b,a

(4.54)

biciminde tanimlanir. Bu yogunlugun £ ’ya gore kismi tiirevi,

oINP(B,aly,x, B Z,.a,b) _0
aﬂ /B:Brbayes N

0=0thayes
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(—i(@A/aﬂ)/Aj (ba**)" Z[a”bb(a )i = % B) =X/ ) exp(-a'——)

. 0__220—1('3 —ﬂo) B=Broayes =0

n b
‘y Xi'lBr ayes ;A A
Zexp B Y — il X (y| =X ﬂrbayes) = 20—1 (ﬂrbayes _ﬂo)
rbayes
+ Z (aAi /aBrbayes)/A
i=1

b
;A
‘yi —X; ﬂ rbayes

~b
rbayes

olup burada agirlik degerleri tahmini, W, ,=exp|-a olarak

bayes )

tanimlandiginda bu esitlik,
Z \Nl Xi yi + z:O_lﬂo rbayes z (aA /aﬁrbayes)/Al ﬁrbayes |:z W Xi Xi’ + 20_1:|
i=1

olarak ifade edilir ve B parametresinin robust bayesyen tahmin edicisi,

ﬁArbayes = (ZW X; XI + Z ) (Z |yi + z:0_1ﬁ0 rbayesz (aA /aﬂrbayes )/Al)

seklinde bulunur. Bu tahmin edici matris formatinda,

ﬂ,\rbayes = ( X WX + 20_1 )_l (X Wy + z:O_lﬂo rbayes Z (aA /aﬂrbayes )/A )
(4.55)

olarak ifade edilebilir. Burada (0A / a,érbayes)/ A ifadesi limit durumunda sifira

yaklagsmaktadir (Ramsay ve Novick 1980).
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Bu durumda, tahmin edici, B, =(XWX+Z,%)" (XWy+Z,%4,) scklinde elde

edilir. W matrisi ise Wy, degerlerini i¢inde barmdiran késegen bir matrisidir. Bu

matrisin elemanlarinin f, tahmin edicisini igermesi nedeniyle elde edilen esitligin

rbayes
acik ¢Oziimii olmayip tahminlerin bulunmasinda niimerik ydntemlerin kullanilmasi

gerekmektedir.

o ’nin robust bayesyen tahmin edicisi ise (4.54) esitliginde yer alan log-sonsaln o ’ya

gore kismi tlirevi alinarak asagidaki gibi elde edilir.

dln P(,B,a|y,x,,80,20,a,b)
L, =0
ao- ﬁ*ﬂrbayes

(L) Beasen/a |- 0 S e - x oy

b

‘yi B Xi'ﬂ _ (ﬂ_ﬂo)'zoil(ﬂ_ﬂo) (_2) P -0

o b 2 ﬂ :,érbayes N

X eXp| —a

0= 0 payes

Wi(RNbayes)
3 C "N 2 2 ey, 3 1
A A PR - -
0 (hayes Z Wi(RNbayes )(y i — X ﬂ rbayes) + (ﬂ rbayes _ﬂ 0) 2:0 (ﬂ rbayes _ﬂ 0) O thayes — O rbayes
i=1

+ Zi: (aA /a&rbayes )/AI

n

n -1
6-$bayes = [O’:rbayes (Z (aAI /a6rbayes )/AI) + 1} ( 1;{}i (yl - Xi’ﬂrbayes):Z
i=1 i=1

+(ﬂ,\rbayes - ﬂo)lzo_:L (ﬂ,\rbayes - :30))

(4.56)

Burada (OA /06, )/ 4  ifadesinin limiti, i’ye bagli olmayan bir degere

yakinsamaktadir (Ramsay ve Novick 1980).
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Elde edilen bu esitligin ¢ ’1 igermesi sebebiyle tahmin edicinin agik sekilde ¢ozimii

rbayes

yoktur. Bu nedenle tahminler, niimerik yontemlerin kullanimiyla elde edilebilir.

4.2.2 Normal hata dagihmi ve kalin kuyruklu onsel dagihma dayal dogrusal

regresyon modelinde bayesyen parametre tahmini

Bu alt boliimde (1.2) modelindeki hata terimleri dagiliminin Normal dagilima ve £ ’nin

onselinin ise t, Laplace veya RN dagilimlarindan herhangi birine sahip oldugunun

varsayllmasi durumunda elde edilen regresyon modelleri ele alimmustir.

Hata terimlerinin Normal ve B ’nin énselinin ¢t dagildigi durum:

Hata terimlerinin Normal dagilima, [ parametre vektorii Onselinin p boyutlu t

dagilimina ve o ’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu
dogrultuda olusturulan Normal hata dagilimi ve t dnsel dagilima dayali regresyon

modelinin hiyerarsik gosterimi,
id id ,
g ‘02 ~ N(0,6%) (yi|x,. B0’ ~N(x,/B,06%), i:1,2,...,nj
p ~tp(0p,2ﬂ :azlp,v)
U

ﬂ‘rjz,az-Np(Op,O'zDT) , j=12,...,p , DT=diag(rlz,t22,...,rp2)
1j2|v~IGa(v/2,v/2) , rj2>0 , v>0

o’ ~P(e?)xo?
olup model parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,
P(B,0°,7*|y,x) < P(B,0°) P(y|x.B,0")

*(P(Blo") P(e") ) P(y]x. B.0%)

“[(ﬁp%\ff702>P<rflv»P(az)j”w\x,ﬂ,aZ)
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oc[(f[P(ﬂj‘rjz,az)P(rj2|v))(a_2)J
LH oxp( LUK B) )]

._1 O'

oc[(f[ f(B3]0.0%2 %) fisa (12 /20/2)) (ﬁj

j,

[H exp( LA X B) )J

i1 O

Oc[lilg\/lﬁe)(p( S 2/3 ) (2] v/2 D
exp[—r‘z_zwi—xi’ﬂfj

-v-3

oca”pz[lﬂ[‘[jzj i exp(——[Z(y. X; ﬂ)]

Sy 2+§)JJ

j=1 o Tj

olup B ’nin tam kosullu sonsal dagilimy,

P(ﬂ‘O' 7°,9,X) o eXp

—J[Z(y. X, B)? +Z D

_l J

_

20‘2

[(y=XB)(y-XB)+BD, ﬂ])

oc exXp

26°

1

ocexp( L yy-yXxB- ﬂxy+ﬂ><><ﬂ+ﬁD-lﬂ]j
mexp[ﬁlﬂ (X?(+D YB- 2yX,8+ny
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%exp(—?iz[(ﬂ—FlXS/)’F(ﬁ— FiXY) s

+y'(1 - XF-1X')y})

yogunlugu ile F'XYy ortalama vektorlii ve o?F ™ kovaryans matrisli cok degiskenli

Normal dagilimdir. £ nin Bayesyen tahmin edicisi ise
N 1yt
ﬁbayes Z(X,X + Dz' ) Xy (458)

olarak elde edilir.

o nin tam kosullu sonsal yogunlugu ise

P |7 39 e 577 P exp(—%{i(yi —X(ﬂ)”i(f—i)D

j
n+p

L —

(4.59)
(y=XpB)(y-XpB)+pB'D,"B

n+p

Mupbuyogmﬂuk(n4—p)smheﬁﬁkdemcdivel ] Olgcek

parametreli 6lceklendirilmis ters ki-kare dagilimi yogunluguna benzemektedir. ¢*’nin

Bayesyen tahmin edicisi,

~2 _ (y - XBbayes)’(y - XﬁAbayes) +Iébayes, Drilﬁbayes
n+p—2

(4.60)

O-bayes -

esitligi seklinde bulunur.

j=12,...,p igin 7 jz "nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

o TJ- TJ-
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T, 20°

o« (7, )_[V;l]_l exp[— %(Mn (4.61)

olarak tanimlanir. Bu yogunluktan gorildigi gibi 7 j2 ‘nin tam kosullu sonsal dagilim,

v+1 . (VO' “+ j2) :
> sekil ve BTy Olgek parametreli ters gamma dagilimi olup Bayesyen
o

tahmin edicisi ise

~2 Q2
VO- ayes + ﬂ j
TA? — b \ — Jbayes (462)
bayes (V _ 1) O.bayes
seklinde elde edilir.

Hata terimlerinin Normal ve B ’nin énselinin Laplace dagildigi durum:

Hata terimlerinin Normal dagilima, f parametre vektorii 6nselinin p boyutlu Laplace

dagilimina ve o ’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu
varsayimlar kullanilarak olusturulan Normal hata dagilimi ve Laplace 6nsel dagilima

dayal1 regresyon modeli,
iid iid ,
3 ‘02 —_ N(O,O‘Z) (yl.|x,. ,,B,02 —_ N(x,.ﬂ,(iz) , i=1 2,...,nj

B~ Lp(Op,Zﬂ:JIp)
Uy
ﬂ‘az,rjznva(Op,azDT) , j=12,..p , Drzdiag(rlz,rzz,...,rpz)

TJ-2|O' ~U§tei(2—12j , ‘L'J-2>O
o

6> ~P(6*)xco?

seklinde hiyerarsik olarak ifade edilebilir. Bu modelin parametrelerinin bilesik sonsal

yogunlugu,

P(B.o" 7" |yx) o« P(B,0") P(y|x. B.o?)
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oc (P(,B‘az) P(c?) )P(y‘x,ﬂ,o'z)

o [ TP(B, |0 e )P o) P(GZ)JP(y\x,ﬂ,az)

o [f[ fu (8, [0.0°2 %) foa 1) \(1/202))1(0-2)j

[ 52]

oc{ﬁ[ "_exp(- 53 4, )][—exp(——)]}

L a\/? 2 2, 2
exp(——_z(y.—x p) j

1
P F, n

oc g N3P Hrjz eXp(—%Z()’i—Xi'ﬂ)zJ
=1 20° T

xexp(—%i{ﬁ—2+r :H

olup B ’nin tam kosullu sonsal dagilimy,

(4.63)

P(Blo” 7%,7,x) o exp ——[Z(y. X, )’ +Z D

_l J

o exp —?;[(y— XPB)'(y—-Xp) +,B'D,‘1,B]j

oc exp —%[y’y— YXB-B'XY+BXXp +ﬁ'DT‘lﬂ]j

20 NI
H

oc exp ——{ﬂ'(xx +DT’1),B—2y'X,B+ y’yﬂ
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%eXp(—%‘z[(ﬂ— HIXYYH(B - HIXY) s

+y' (1= XH?X")y])

yogunlugu ile H'XY ortalama vektorlii ve o°H ™ kovaryans matrisli cok degiskenli

Normal dagilimdir. B ’nin Bayesyen tahmin edicisi ise

Boyes = (XX +D, 1) XY (4.65)
olarak elde edilir.

o "nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

=Ny

P(c* ‘ﬂifz yx)ocg "0 EXF{_ T;[i(yi - Xi’ﬂ)z +Zp:f_j2+flz:|j

n+3p

(o) 1 Hjexp(—%‘z[(y—Xﬂ)'(y—Xﬂ)+ﬂ'Dflﬂ+Zp:szD

(4.66)

n+3p)

olup tam kosullu sonsal dagilim, ( >

sekil ve

p
% (y=XB)(y—XB)+pB'D, "B+ JZ; T 1.2) Olcek parametreli ters gamma dagilimidir.

o "nin Bayesyen tahmin edicisi,

A A P
(y - Xﬂbayes),(y_ Xﬂbayes) +ﬂt;ayes Dril bayes £ TZ

jbayes
— j=1

A2
(o) =
paves n+3p-2

(4.67)

seklinde bulunur.

j=12,..,p i¢in 7 jz ‘nin tam kosullu sonsal dagilima,
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=1 T
1 p 2
2 (5*1] 1 B 1
o7, exp| —= + =T, 4.68
(73 3 2 2 o0
1 5
yogunlugu ile p" = > a =c?veb = —12 parametreli genellestirilmis ters Normal
o
dagilimi olup z,” *nin Bayesyen tahmin edicisi,
D jbayes
ﬂjbayes K3/2 ~2
bayes
fiayes = - (4.69)
ﬂjbayes
Kia| 22—
abayes

olarak elde edilir. Burada K (.), ikinci tiir uyarlanmis bessel fonksiyonudur.

4.2.3 Kalin kuyruklu hata dagilim ve kalin kuyruklu énsel dagihma dayah dogrusal

regresyon modelinde robust bayesyen parametre tahmini

Bu alt boliimde, hem hata terimleri dagiliminin hem de 6nsel dagilimimn kalin kuyruklu
bir dagilima sahip oldugu varsayilarak regresyon modelleri kurulmus ve bu modellere

iliskin parametrelerin robust Bayesyen tahmin edicileri elde edilmistir.

Hata terimlerinin tve B ’nin onselinin t dagildigi durum:

Hata terimlerinin t dagilimmna, £ parametre vektorii onselinin p boyutlu t dagilimina ve

o’ nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsm. Bu durumda
olusturulan t hata dagilimi ve t 6nsel dagilima dayali robust Bayesyen regresyon modeli

hiyerarsik olarak,
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iid iid
g ~1(0,6°,v) (yl. x,,B,0°,v, ~ t(x;B,6°,v) , i:1,2,...,nj
U
Vilo® 4~ N(x/B.o’h) . 4>0

ﬂ,l|v1~1Ga(%,%j , v, >0

ﬂ~[p(0p,2ﬂ:azlp,vz)
y
ﬂ‘02,1j2~Np(0p,0'2Dr) , j=1,2,...,p , DT:diag(z'lz,rzz,...,rpz)

1j2|v2~IGa V_Z’V_Z , rj2>0 , v, >0
2 2
o2 ~P(e?) o ?
seklinde tanimlanabilir. Bu modelin parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B,0°, 21" |y,x) o P(B,0°%) P(y‘x,ﬂ,az,i)

oc (P(ﬂ‘az)P(Jz)) P(y‘x,ﬁ,az,i)

| TP, o] P(UZ)}P(y\x,ﬂ,az,z)

oc [f[ P(B, ‘rjz,az)P(tj2 V)] (O'_Z)J

X (ll[ fu(y, ‘Xi’ﬂ' o-zj'i)ﬁGa (4 |V1/2,V1/2)j

N [ﬁ fu (5, ‘O’O-thz)f'Ga(Tiz |v2/2,v2/2j(0'_2)

X (ll[ fu(Y; Xi’ﬂlo'z/li )/ ica (4 |V1/2,V1/2)j
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j,zexp( g ) o

exp(-2 X By

T

-1 O

xexp("! 2)]}

-v; -3

o)

exp[ Z[(y' X'B) ,1.]}
[l exp[-%éiﬁi?f?]]

olup D, ve D, sirasiyla kosegen elemanlar1 4, ve sz olan kdsegen bir matris olmak

(4.70)

tizere f 'nin tam kosullu sonsal dagilimu,

P(ﬂ‘a T2, Y, X) o exp( o Z{Z(Y. X, B)? +Z D

A j=l J

oC exp(—%[(y— Xﬂ)'DA—l(y_ Xﬂ)_ﬂ’DT_ ﬂ])

(T i~
ocexp(—?[ﬂXDﬂlX,B—ZyDﬁlXﬂ

+yD,y+B'D, "B

ocexp[_i
2072

+yD,y])

B (XD, 'X+D.)B-2yD, " XB

K

1 ’
wcexp| ——| (B-K*XD,'y) K(B-K*XD,™
exp[ L [(ﬂ v K(p D am

+ (D, (1 - XK XD, M)y )
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yogunlugu ile K™*XD,™y ortalama vektérlii ve 6°K ™ kovaryans matrisli cok degiskenli

Normal dagilim olup A ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,
ﬂ,\rbayes = ( X Dﬂ,_lx + Dr_l )_1 x Dﬂ,_ly (472)

olarak elde edilir.

o nin tam kosullu sonsal dagilimi ise

P(az‘ﬂ,i,rz,y,x) oca”pzexp[ {Z(y' X'B)’ +z B

—l J

2\ 5t 1 (y-XB)D,(y-Xp)+BD, "B
o (0?) exp( = — > ]]
(4.73)

(y-XB)D, " (y-XB)+B'D, "B

n+p

yogunlugu ile (n+ p) serbestlik dereceli ve olgek

parametreli 6lgeklendirilmis ters ki-kare dagilimidir. ¢ ’nin robust Bayesyen tahmin

edicisi,

6’2 _ (y - Xﬂ’\rbayes), Dl_l( y - Xﬂ’\rbayes) + (ﬂArbayes), Dr_ ﬂArbayes
rbayes n+ p _ 2

(4.74)

esitligi ile tanimlanir.

1=12,..,n i¢in 4 'nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

P(A,\ﬂ,az,yi,xi,vl)oc(zi)((Vlzﬂ]“)exp[ 21{(% V=AY, D (4.75)

o
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(y, - Xi':B)2 +V10'2
(v, +1)o’

olup bu yogunlugun, (v, +1) serbestlik dereceli ve Olgek parametreli

Olgeklendirilmis ters ki-kare dagilimi yogunluguna benzemesi sebebiyle A, 'nin robust

Bayesyen tahmin edicisi,

. —x'B 2 4V, 62
jib _ (y| i ﬂrbayes?2 1arbayes (476)
e (Vl _l)o-rbayes
olarak elde edilir.
j=12,...,p icin 7 jz "nin tam kosullu sonsal yogunlugu,
([t +1 1 ﬁ-z
P(rjz‘,ﬁ,cf2 V,) OC(‘L'J-Z) [( 2 j jexp(— o {0_127”’2 4.77)
j
9 - g IB'Z +V20'2 ..
olup tam kosullu sonsal dagilimi, (v,+1) serbestlik dereceli ve (JT olgek
v, +1)o

parametreli 0lgeklendirilmis ters ki-kare dagilimidir. sz ‘nin robust Bayesyen tahmin

edicisi ise
) B2 4,62
z-?rbayes = o f 2 - (478)
(VZ _1)0rbayes

esitligi ile tanimlanir.

Hata terimlerinin Laplace ve f ’nin énselinin Laplace dagildigt durum:

Hata terimlerinin Laplace dagilimma, f parametre vektorii 6nselinin p boyutlu Laplace

dagilimma ve ¢”’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu
varsayimlar kullanilarak olusturulan Laplace hata dagilimi ve Laplace onsel dagilima

dayal1 regresyon modelinin hiyerarsik gdsterimi,
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iid

g ~ L(0, o) (yi|xi,,6’,0'2,h T,L(xi'ﬂ,a), i=1,2,...,nj
U
yi|xi’ﬂ’o-2’hi~N(xi’ﬂio-2hi)

h o ~ Ustel (izj
20

B~L,0,,Z, =ol )
y
ﬂ‘oz,rjz ~ Np(Op,O'ZDT) , D, :diag(rlz,rz2 ..... sz)

sz‘az ~U5[ef(i2) , ‘L'j2>0
20

o2 ~P(e?)co?

olup model parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B8,0° h,7°|y,x) =« P(B,c°) P(y‘x,ﬂ,az,h)

oc (P(ﬂ‘dz) P(O’Z)) P(y‘x,ﬁ,az,h)

oc [[ﬁ P(B, ‘crz,sz)P(rj2 ‘02)] P(az)jP(y‘x,,B,az,h)

oc [[ﬁ fy (B, ‘0, 0°7,%) fuse (7)° ‘(1/202))] (0—2 ))

X [ﬁ fu (Y,

{[H(

IS

- 1 1
X[H[a TP 5, 0 xA) )J(—exp(——)]_
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\/7€Xp( e zﬁ ))( exp(=——=

1N (07)




i=1

o
x{ﬁrfj xexp(—%i(%+rf }

olarak elde edilir. Burada D, ve D, matrisleri, kdsegen elemanlar: sirasiyla h ve sz

olan kdsegen matrisler olmak iizere £ 'nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

i Tj

P(ﬂ‘JZ’h,rz,y,x) oc exp[_ 21‘_2 (i (y; _Zi B) +ﬁ_JZJJ
1 ’ -1 ' -1
ocexp(—g[(y—xm D, (y~ X )+ AD, ﬂ]j
oc exp(— iz[ yD,'y-2y'D, "X B+ B' XD, X B+ ,B'D,-lﬂ]j
20

oc eXp L B/ (XD, "X +D,*)-2yD, " XB+yD,"y

2
o

L

1 _ 1ony _ _
exp| = (B-L'XD, 7y L(B- L"XD, ™) 50

+Y'(D, (1 -XL'XD, )y )

olup tam kosullu sonsal dagilimi, L"XD,™y ortalama vektorli ve ¢°L" kovaryans

matrisli ¢ok degiskenli Normal dagilimdir. B ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

ﬂ,\rbayes = ( X Dh_lx + Dr_l )_1 X Dh_ly (481)

seklinde bulunur. ¢ nin tam kosullu sonsal yogunlugu ise
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lpnt el onl UKL

+Zp:ﬂ—jz+zp:rjz)}

j=1 Tj

(3n+3p) 1
@)
Clo

exp[—%«y— X B)D, (y—XB)+ B'D, B
+Zn:hi + Zp:rjz)}
(4.82)

olarak elde edilir. Bu yogunluk; (3L23p)

sekil ve

n p
%(( y-XB)D,(y-XB)+B'D,"B+D h+> 7% blgek parametreli ters gamma

i=1 =1

dagilimi yogunluguna benzemektedir. Bu durumda &°’nin robust Bayesyen tahmin

edicisi,

n

A

n n n n p
(( y - Xﬂrbayes )’ Dhil( y - Xﬂrbayes) + ﬂr’bayes Drilﬂrbayes + Z h + TZ )

'rbayes J rbayes

A2 i=1 j:l

(o) =
(Bn+3p-2)

rbayes

(4.83)
esitligi seklinde tanimlanir.
j=12,...,p i¢in 7;* nin tam kosullu sonsal yogunlugu,
) 5 2\V2 1 (B,
Py’ |B.o%) o (x)") p(z_(_ B
()" exp(— %{fr +Z_D (4.84)
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2
olup tam kosullu sonsal dagihmi; p =1/2, a =o° Ve b**:ﬂ—j2 parametreli
o

genellestirilmis ters Normal dagilimdir. = jz "nin robust Bayesyen tahmin edicisi ise

ol ﬁjrbayes
ﬁjrbayes K3/2 ~n2
) rbayes
jrbayes = o (485)
jrbayes
Ku2| %2
rbayes
olarak elde edilir. Burada K‘p*(.), ikinci tiir uyarlanmis bessel fonksiyonudur.
1=12,..,n i¢in h ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,
- 1 [ (yi—xB)
P(h|B,0%,v., %) oc(h) " exp| - R
(V18,0 31 ) () " exp| — 5 5| =) .
12 1 (y,—x'B)° h
o (h exp| —=| —4—"—"—+— 4.86
(h) r{ 2{ i = (4.86)
. o * ke _2 Hok (yl - Xilﬂ) .
olmak {izere bu yogunluk; p =1/2, a =¢° ve b =-———— parametreli

o

genellestirilmis ters Normal dagilimin yogunluguna benzemektedir. Bu durumda, h,’nin

robust Bayesyen tahmin edicisi,

) A
‘yi =X ﬂrbayes
K3z )
rbayes

, A
‘yi =X ﬁrbayes

= (4.87)
rbayes A
‘yi =X rbayes
Kyjp ~2
rbayes

seklinde bulunur. Burada K (.), ikinci tiir uyarlanmig bessel fonksiyonudur.
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Hata terimlerinin RN ve B ’nin énselinin RN dagildigi durum:

Hata terimlerinin RN dagilimma, S parametre vektorii onselinin p boyutlu RN

dagilimina ve ¢”’nin ise dlceklendirilmis ters ki-kare 6nsel dagilimma sahip oldugu

varsayilsin (Ramsay ve Novick 1980).

iid iid
& ~ RN(0,0,a,b) (y‘. X,,B,0,a,b ~RN(X'B,c,a,b) , i=l,2,...,n]

B ~RN(B,, 2, =0"%,,r,5)

Bu dogrultuda olusturulan RN hata dagilimi ve RN 6nsel dagilimina dayali regresyon

modeli parametrelerinin robust bilesik 6nsel yogunlugu,
P(B,0) = P(Ba) P(0)

2 ‘%‘1 A

oc [exp(-17,s(do))] | (6%) 2 exp| - oA

o x| ) | (459)

olarak elde edilir (Ramsay ve Novick 1980). Burada, 7, (d,)=(sr**)"y(2/s,rd,’)

olmak tizere I ve s robust olmayr saglayan parametreler olup d, ifadesi,
d, =[(IB— B, (B - ,BO)T/2 /0 esitligi ile tanimlanir. Bu esitlikteki £,, f’nin p

boyutlu ortalama vektdrii, X,, B ’nmn pxp boyutlu dlgek matrisi ve V',

Olceklendirilmis ters ki-kare dagilimi serbestlik derecesi olup A ise bu dagilimin

parametreleri carpimina esittir.

Elde edilen bu onsel yogunlugun (4.19) ifadesindeki olabilirlik fonksiyonu ile

birlestirilmesi sonucunda f ve o nin bilesik sonsal yogunlugu,
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P(ﬂ,a|y,x,,6’0,20,a,b,r,s,/l) o« P(B,0) P(y|x,,8,a,a,b)

oc [ o) exp[-n,(d,) - %‘z]j Hf[ Ai—lj

<orpl- 3,
oc []j Ai_lJ o (742 eXp[_ Ths (do) - inab (d|)

A
20°

olup log-sonsal yogunlugu,

n

In P(ﬂ,aly,x,ﬂo,zo,a,b,r,s,z)oc—In[ ] (" +2)In(0) ~ 1,(d)

A
Z’?ab( —T‘z

(4.89)

\y—xﬂb

olarak elde edilir. Burada #,, (d,) = (ba®®)"y(2/ b,a ) olmak iizere elde edilen

bu log-sonsal yogunlugun f ’ya gore kismi tiirevi,

aln P(ﬂla|y!xlﬂo’zoya,b,r,S,i)
8,3 ﬂ:ﬁrbayes a

0= 0Oypayes

RN

(B~ BYZs B~ |

o

(-2 (A (0B [ W) =57 ) 1

rbayes

% exp(_r(((ﬂrbayes _ﬂo)’zo_ (ﬂrbayes _ﬂo)) J )[_rsarbayes

o 2

><((ﬂ,\rba\yes _ﬂo)’zo_l(ﬂ’\rbayes _ﬂo))g_l] X (ZO_l(ZtgArbayes —ﬂo —ﬂo,)) - (baZIb)_l

b

n Yi — Xi’ﬁ’\rbayes ;A ,
Xz[azlbb U;[Jzayes EXp| —a 5 |X (yl =X ﬂrbayes)(_ X )] =0
i=1

rbayes
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olup burada RN hata dagilimi ve RN 6nseline dayali agirlik degerleri tahminleri sirasiyla

b

A
‘yi =X rbayes

~b
o rbayes

W,

I(RNbayes) = exp _a

o

Wo(RN) :exp(_r(((ﬂrbayes _ﬂo)'207 (ﬂrbayes _ﬂo)) j ) , (0_ bIIInlyor)

seklinde tanimlandiginda bu esitlik,

n
-1 ~
O(RN)Z ﬂrbayes+ rbayes Zvvl(RNbayes) |X| - O(RN)ZO ﬁo + Zwi(RNbayes)xi yi

rbayes (Z (aA / 6ﬁ rbayes / 4 )

n n
N A -1
ﬂrbayes (Z i(RNayes )X| X| + WO(RN)Z j = (Z V\/i(RNbayes )X, y, + O(RN)Z ﬂO
- - (4.90)

rbayes Z (aA / 8ﬂ rbayes ) / 4 )

seklinde ifade edilir ve B parametresinin robust Bayesyen tahmin edicisi,

-1
rbayes:(z |(RNbayes)X|X| +WO(RN)Z j (Z i(RNpayes ) Xy + O(RN)Z ﬂo

rbayes (Z (aA /aﬂrbayes /A )]

olarak elde edilir. Bu tahmin edicinin matris formatinda gosterimi asagidaki gibidir

(Ramsay ve Novick 1980).

ﬂrbayes = (X WX + V,VO(RN)EO ) (X Wy + O(RN)E 7lﬂ0

(4.91)
rbayes (Z (aA /aﬂrbayes)/A )j

113



Burada (0A / a,é,bayes) / A ifadesi limit durumunda sifira yaklagsmaktadir (Ramsay ve

Novick 1980). Bu durumda B ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

,Brbayes = (X WX + W) 2o )71 ( X'Wy + WO(RN)ZO"l,BO) olarak tanimlanir. W matrisi ise

~

W.

(=N, degerlerini i¢inde barindiran kdgegen bir matris olup bu matrisin elemanlarinin
ayes

Brbayes tahmin edicisini icermesi sebebiyle esitligin acik ¢oziimii yoktur. Bu nedenle

tahminlerin niimerik yontemler kullanilarak elde edilmesi gerekmektedir.

o’ parametresinin robust Bayesyen tahmin edicisi ise (4.89) esitliginde yer alan log-
sonsalin ¢ ’ya gore kismi tiirevi alinarak asagidaki gibi elde edilir (Ramsay ve Novick

1980).

oInP(B.oly,x By, Z,.a,b,1,5, 1) ~
80' ﬂ:ﬂrbayes r

J:Urbayes

(_ i(@A /50')/Ai)_ (V** + 2)%_[((:3 _ﬂo)lzoil(ﬂ _'30)) 0:3

% exp(_r[((ﬂ_ﬂo),zo; (ﬂ_ﬂo)) j )]—(baZIb)1Zn:(a2/b03(—b)(yi _ Xi’ﬂ)z

b
‘yi =X ﬂ 3
x exp(—a o )+ o b 0
&rbayes (Z (aA| /a&rbayes)/Ai ) + (V** + 2) 1 . .
i=! gy -1
: ~ =3 [’1+(ﬂrbayes _ﬂo) z:0 (ﬂrbayes _ﬂo)
O-rbayes rbayes

n

~ N [ 2

X Worny T § 1,Wi(RNbayes )(yi =X rbayes) 1
i=

n -1
&fbayes = (&rbayes (z (6A| /ao’:rbayes)/Ai) + (V + 2)] (i + (ﬂrbayes - ﬂo)lzo_l
i=1
X (ﬂrbayes _ﬂO)WO(RN) + Z\Ni(RNbayes )(yi - Xi, rbayes)z)
i=1

(4.92)
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Bu esitlikte yer alan (8A /06 ayes ) / 4, ifadesi limit durumunda i’ye bagh olmayan bir

degere yaklagsmaktadir(Ramsay ve Novick 1980). Elde edilen bu esitligin & i

rbayes
icermesi sebebiyle tahmin edicinin agik sekilde ¢oziimii yoktur. Bu nedenle tahminlerin

niimerik yontemler kullanilarak bulunmasi gerekir.

Hata terimlerinin t ve g ’nin onselinin Laplace dagildigi durum:

Hata terimlerinin t dagilimina, B parametre vektorii onselinin p boyutlu Laplace

dagilimmna ve ¢”’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. . Bu
varsayimlar kullanilarak olusturulan t hata dagilimi ve Laplace Onsel dagilima dayali

regresyon modelinin hiyerarsik gosterimi,

iid iid
g ~1(0, az,v) (yl.‘xi ,,B,az,v —_~ t(Xi'ﬁ,az,v), i:l,2,...,n}

U
Yi ‘02 i~ N(Xi'ﬂ' Jzii)

)ﬁ|v~lGa(l,Xj
2 2

B~L,0,Z2, =ol )
U
ﬂ‘az,rjz ~ Np(Op,O'ZDT) , D, :diag(rlz,rzz,...,rpz)

1-2‘02 ~ Ustel i .20
] 2 2 ]

o

6> ~P(6*)xco?

olup model parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,
P(B,0%, 2, 1° ‘y,x,v) o P(B,0°) P(y‘x,ﬂ,o'2 V)

x (P(Blo*) P(*)) P(y]x. B.* )
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o [[ﬁ P(B;|o”, 1" P(z *|o)] P(az)jP(y‘x, B.a*v)

) ([ﬁ fu (A ‘O’szjz)fusm (z) ‘(1/202)](02))
x [H fu (Y,

X\ B.0° 1) fiea (4 v/ 2,v/2)]

1 ovar L 1 -
{H[a Fexp(—mﬂj N exp(-5 7, )]] (c7?)

[H[ exp(— > ”’) =X B) 2 exp( ”—Z)JJ

-1 O

-v-3

M_n_sp_z(.“ iij 2 exn{%i[(y' ;(zﬂ) lD

[Tz exp|-= L
X [,—_1 T ] p( 2;[02,[]2 02 J]

(4.93)

olmak tizere D, ve D, matrisleri, kosegen elemanlar: sirasiyla 4, ve sz olan kosegen

matrisler olup B 'nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

P(ﬂ‘oz,i,rz,y,x) oc exp —2(172 iZ:(yi _Ziﬂ) +,21€_JZD

oc exp —%[(y— Xﬂ)'D{l(y_ XB) +ﬁ,DT_1ﬂ:|j

1 ... i~ ) }
oc exp —F[yDﬂ 'y-2y'D, "X B+ B'XD, ' XB

+B'D,”p))
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o exp -%‘Z[ﬂ'(xmlx +D,")B

N

-2y'D,*XB+yD,™y])

< exp[— L [(B-N XD, YYN(B-N XD, )
+y'(D, (1 -XN7XD, ™)) y})
(4.94)

olarak elde edilir. Bu yogunluk, N *XD,™y ortalama vektorli ve o?N~ kovaryans

matrisli ¢ok degiskenli Normal dagilimin yogunluguna benzemekte olup f ’nin robust

Bayesyen tahmin edicisi,
ﬂArbayes = ( X Dﬂ_lx + Dr_l )71 X Dﬂ_ly (495)

esitligi seklinde tanimlanir.

o "nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

=1t

P pit s x(o?) © "[ S Zﬁ—n

.(4.96)

olup tam kosullu sonsal dagilmi, (n+3p)  serbestlik dereceli ve

p
13 ((y=XB)D, (y-XB)+B'D, B+ Z rjz) Olgek parametreli 6lgeklendirilmis
n+op -1

ters ki-kare dagilimidir. ¢ nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

~ ~ p
(y - Xﬂrbayes)' Dﬂ._l ( y - Xﬂrbayes) + ﬂr'bayes Dr_lﬁrbayes + Z TZ
j=1

Jrbayes

o rbayes =

4.97
n+3p-2 (4.97)

olarak elde edilir.
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i1=12,..,n i¢in A ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

o

P(A\ﬂ,az,yi,xi,v)oc(ii)(Vzﬂ”]exp( M!(y' Gix By, D (499)

(Yo~ X B) +o™
(V+1)o®

olmak tizere bu yogunluk, (v+1) serbestlik dereceli ve olgek

parametreli Olgeklendirilmis ters Ki-kare dagilimi yogunluguna benzemektedir. Bu

durumda A 'nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

A ( =X ﬂrbayes) +( rbayes )

hi = - 1)0,bayes (4.99)
seklinde bulunur.
j=12,...,p i¢in 7 jz "nin tam kosullu sonsal yogunlugu,
P80 =(c7) " exp(—lzp:( /2’)122 +iB (4.100)
25\ o " o

2
olup tam kosullu sonsal dagilmi, p =1/2 ve a" =072 ve b**:'i—jz parametreli

genellestirilmis ters Normal dagilimdir. sz "nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

Y

rbayes

B

3/2

Jrbayes rbayes

rbayes

~2
]rbayes

(4.101)

erayes

A
o
rbayes J

olarak tanimlanir. Burada K (.), ikinci tiir uyarlanmis bessel fonksiyonudur.

Ky

Q>
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Hata terimlerinin Laplace ve B ’nin énselinin t dagildigi durum:

Hata terimlerinin Laplace dagilimma, g parametre vektorii onselinin p boyutlu t

dagilimina ve ¢”’nin ise bilgi icermeyen onsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu
durumda Laplace hata dagilimi ve t 6nsel dagilima dayali regresyon modeli hiyerarsik

olarak,

iid

g ~ L(0,0) (yi|xi,ﬂ,02 I_Ii L(Xi'ﬂ,a), i=1,2,...,nj

U
Yi |Xi ’ﬂ’o'z’hi "N(Xi’ﬂlo-zhi)

h ‘02 ~ Ustel (izj
20

ﬂ~[p(0p,2ﬁ =0'2|p,v)
U
,3‘0'2,1]2 ~ Np(Op,O'ZDr) , D, =diag(112,122,...,rp2)

1j2|v~]Ga(%,%j , er>0 , v>0
o’ ~P(e?)xco?

seklinde tanimlanabilir. Bu modelin parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B,6%, h,1° ‘y,x) o P(B,0°) P(y‘x,,B,O'2 ,h)

oc(P(ﬂ‘o-Z) P(O'z))P(y‘x,ﬂ,az )

oc [[ﬁ P(B, ‘02, T.Z)P(rj2 |v)]P(02)] P(y‘x,ﬂ,az  h)

o [[f[ fy (B, \0, 0°7") foa ;" V/2,9/2)] (072 )}

x [H fu (i ‘Xi'ﬂ,azhi) Sisa (B \(1/ 202))j
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LH[ 7 e AN et ]

x(a*)[l‘[[ = 0 XA el )]J

-1 O hl

M(th exp[ e hxﬁ) +h)}

i=1 i

b 2%’3 i A
{11) ool B30
(4.102)

olarak elde edilir. D, =diag(h,h,,...,h) olmak iizere, g ’nin tam kosullu sonsal

yogunlugu,

P(ﬂ‘az,h,rz,y,x)ocexp[ {Z(y'_x Ay +Z D

7T,
oC exp(— %[(y— Xﬂ)'Dh—l(y_ Xﬂ)"‘ﬂ’DT‘lﬂjj

1 ! - ! — 2 —
ocexp(—gz[y D, 'y-2yD,*XB+B'XD, XS

+8'D,"B)

oc ex —i
P 20°

+yD,y])

B' (XD, X +D. 1) B-2yD, "X B

W
R

< exp[— L [(B-RXD, ‘yYR(B-R XD, )
+Y'(D, (1 - XR™XD, )y])

(4.103)
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olup tam kosullu sonsal dagilimi, R™X'D, "y ortalama vektérlii ve o°R™ kovaryans

matrisli ¢ok degiskenli Normal dagilimdir. Bu durumda, £ ’nin robust Bayesyen tahmin

edicisi,
Brongee =(XD, X +D, ) XD,y (4.104)

esitligi ile tanimlanir. ¢ *nin tam kosullu sonsal yogunlugu ise

P(c® ‘,B,h,rz LV, X) oc g P exp[— Ziz {i 0, _;l(i p) +Zn:hi +Zf—12D
i-1 i i-1 i=L T

-3n-p-2

oc(O.Z) 2 exp(—%[(y— Xﬂ)'Dh‘l(y_Xﬂ)

+'BID’_1ﬂ+ihiD

(4.105)

bigiminde ifade edilir. Buradan goriildiigii gibi ¢°’nin tam kosullu sonsal dagilimu,

(3n+p) serbestlik dereceli ve

1+ ) [(y— XB)'D, (y- X,B)+,8’Dflﬂ+ihi]

Olgek parametreli 6lgeklendirilmis ters Ki-kare dagilimi olup robust Bayesyen tahmin
edicisi,

n

( y- X ﬂA rbayes ), Dh_1 ( y- X B rbayes ) + ﬂ r’bayes Dr_ ﬂA rbayes + Z I:iimayes
s = 4.106
rbayes 3” + p _ 2 ( )

seklinde bulunur.

I1=12,..,n i¢in h ’nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

2 2
o'h, o

P(h[B.0% 3. %) o ()™ exp[— %!M+1U (4.107)
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< oA w9 wx (yi — Xi’ﬁ)2 :
olup tam kosullu sonsal dagilimi; p" =1/2, a =0 ve b =-=——-"~=— parametreli

o

genellestirilmis ters Normal dagilimdir. Bu durumda h, ’nin robust Bayesyen tahmin

edicisi,

) A
‘yi — X ﬂrbayes

;A
‘yi — X rbayes K3/n A2
rbayes
R = (4.108)
rbayes ' A
‘yi = X ﬂrbayes
Kip ~2
rbayes

olarak elde edilir. Burada K (.), ikinci tiir uyarlanmis bessel fonksiyonudur.

j=12,...,p igin sz "nin tam kosullu sonsal yogunlugu,

o

w0 (o7) - o D (4109

olmak tizere bu yogunluk, (v+1) serbestlik dereceli ve (ﬁj2+vo—2) olgek

(v+1)o®
parametreli 6lgeklendirilmis ters ki-kare dagilimi yogunluguna benzemektedir. rjz ‘nin

robust Bayesyen tahmin edicisi,

0 n2
A2 _ (ﬁ +Vo rbayes )

erayes

65 (v=1

rbayes

(4.110)

Jrbayes

esitligi seklinde tanimlanir.

Hata terimlerinin RN ve B ’nin énselinin t dagildigt durum:

Hata terimlerinin RN dagilimina, £ parametre vektorii onselinin p boyutlu t dagilimina

ve ¢°’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu varsayimlar
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kullanilarak olusturulan RN hata dagilimi ve t 6nsel dagilima dayali regresyon modeli

hiyerarsik olarak,

iid iid
g ~ RN(0,0,a,b) (y,. xi,ﬂ,a,a,b~RN(x,.',B,a,a,b) , i=1,2,...,nj

B~1,00,2,=0"1,v)
U
ﬂ‘r] ,0°~N,0,,06°D,) Drzdiag(rlz,rzz,...,rpz)

2|v~]Ga(V Vj , 1250, v,>0
22 /
o~P(e)co

seklinde tanimlanabilir. Model parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,

P(ﬂ,cr,r2

v,x,a,b,v)c P(B,

o (P(Bo)P(o))

oC

TP, [0 1P ) P(a)j

“[[ﬁfw zfﬁmc;a(fflv/z,v/z)](a1>]

b
y,—x; B

x(ll[,i jexp( Z(ba%) »(2/b, aa—

i=1

L 1 1 ) 25! v
o{ma = P 5oz 7)) (=) > ]}

J

; B
x(al)(HAl ljexp( Z(baz”’) y(2/b, ay—
i=1 O'

i=1
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. P
_Xiﬂ‘

olup burada yer alan y(2/b,a ) fonksiyonunun (4.22) esitligindeki seri

o

aciliminin kullanilmasi durumunda bu yogunluk asagidaki gibi elde edilmistir.

P(8,0,7° |y,x,a,b,v) o« g Pt (ﬁ A7) exp[- (baZ/b)_l(E—l)!

‘yi_xl K
: VEEY: INSICReSneS
1-exp(—a
x;( p( o )kZ:(; 0 )
(-v-3)

2

- _p %(Jf;z +ij2)] (f[(sz) 2

(4.111)

Elde edilen bu yogunluk kullanilarak f ve ¢ ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari,

P(ﬁ|a,r2,y,x.a,b)oc(1i[Ai-1)exp[(ba2’b)*( 1)'Zexp( M
5! (a‘yi)k 2
XZ E: - 23)-'2 2%

(4.112)

P(c|B.7%, y,x,a,b) co™ ™ (]__1[A‘1)exp[(ba2”’)‘l( 1)'Zexp( a— i ﬁ‘

el »

D ,Zi‘z_jz]

(4.113)

olarak ifade edilir. "b" parametresinin 6zel durumlari i¢in ise bu yogunluklar asagidaki

gibi tanimlanir.

l.durum: b=1
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Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B,0,7° |y,x,a)oca‘p_l(f[Ai'l)exp[—(a_z)n+( )Zexp( a—-

- Xi' ) (-v-3)

Bl o . P 2
T‘*Z%(%”ff” 1)

j=1

x(l+a

olup B ve o ’nin tam kosullu sonsal yogunluklar: sirasiyla,

0 n y _Xi’ Yi _Xi’ﬂ
P(Blo* 7%y, x,a) = (H Ai’l)exp[(a’z)Zexp(— a J+a——)
Y
207 =} 112
P(c|B,7% y,x,a) co® l(I_IA Yexp[(a )Zexp( al—)
ot 1 e
x(1+a - JZ;T ]
(4.114)

seklinde bulunur.

2durum: b=2

Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B.0.7|y.x.a) o o> ([ | 4 expl-(2a)*n

+(2a)7l Z::exp(—

(=v-3)

a 2\ 1S B
—Yi=-% B j—E;(JZ—;ZJFVTJZ)]

]

olup B ve o ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari sirasiyla,
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Vi~ Xi’ﬂr) - lzp: ljjzz]

P(Blo" " yoxia) o ([ T4 expl(2a) *Yoexp(— 5

2 j:10' Tj
n n 2
P(o|B. 7"y, x,a) co " ([ 4 expl(2a) D exp(- % =% B|)
i=1 i=1 o
_lzp: /))iz ]
24 azrjz
(4.115)
olarak elde edilir.
j=12,...,p igin sz "nin tam kosullu sonsal yogunlugu ise
: N 1 A, o 4.116
P(tj |ﬂ,0',y,x,a,b,v)oc(rj ) exp i 0'2—7:1-2+Wj (4.116)
(v-D) . 2

olmak iizere tam kosullu sonsal dagilimi, p* =

;A =V b” ==~ parametreli
o

genellestirilmis ters Normal dagilimdir. Bu durumda sz ‘nin robust Bayesyen tahmin

edicisi,
A ﬁ b
'B jrbayes K("’*l) \/V A :
2 O-rbayes
# = . (4.117)
rbayes ﬂ
A jrba es
\/V Grbayes K (-v-1) \/V ~ :
2 erayes

olarak elde edilir.

T jz "nin tam kosullu sonsal yogunlugunun bilindik bir dagilimm yogunluguna benzemesi

sebebiyle robust Bayesyen tahmin edicisinin elde edilebildigi goriilmektedir. # ve ¢ nin

tam kosullu sonsal yogunluklarmin ise belli bir dagilimin yogunluguna benzememesi
nedeniyle tahmin edicilerin direkt elde edilemeyecegi ancak asagida belirtildigi gibi

iteratif ¢oziim yolu kullanilarak agirliklandirilmis formda yazilabilecegi sdylenebilir.
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Iteratif coziim:

P parametre vektorii 6nsel dagiliminin p boyutlu t dagilimina ve ¢ 'nin bilgi igermeyen
onsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu durumda S ve ¢ ’nin robust bilesik dnsel

yogunlugu,

P(B.,0) < P(B|0) P(o)

< t(By, 24, V) (07)
~ (v+p)

oc[1+%(ﬂ—ﬂo)xazzo)*(ﬂ—ﬁo)j " (0

(v+p)

“(v+(B-B)o 2 (B-£,) * (@) (4.118)

seklinde elde edilir. Burada g, ve Z, sirasiyla 8 ’'nin p boyutlu 6nsel ortalama vektorii
ve pxp boyutlu 6nsel 6lgek matrisi olup v ise t dagiliminin serbestlik derecesidir. Elde

edilen bu bilesik o6nsel yogunlugun (4.19) ifadesindeki olabilirlik fonksiyonu ile

birlestirilmesi sonucunda parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

(v+p)

P(ﬂ’0|y1xvﬂo ’Zo’a’b"’) o« g (f[Au_lj (V+(ﬂ_ﬂo)la_zzo_l(ﬂ_ﬂo))i 2

. 2/by-1 i Xi ﬂ‘
PN exp[—Z(ba ) y(2/b,aT)]

i=1

olarak bulunur. Bu durumda parametrelerin log-sonsal yogunlugu,

INP(B,0]y,x, By Zo,a,b,v) o (—Ina)—ln(lei)— VP i+ (8- B0

2
-1 o 2/by-1 o Xi'ﬂ‘b
x 2 (ﬂ—ﬂo)]—Z(ba ) V(Z/le)
(4.119)

bigiminde tanimlanir. Bu yogunlugun A ’ya goére kismi tiirevi,
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aln P(ﬁ,o|y,x,ﬂ0,20 ,a,b,v)
aﬂ ﬁ:/érbayes

0=0ypayes

=0

Y, — X ﬂ‘

" (V+Pp)o 2 (B—F,) 2
— a a _ ;
[ iz=1:( A/ 'B)/Aj V+(B-8,) o2, (B-B,) + leexp( al—L

x X; (Y — Xi'ﬂ) PP 0

J:grbayes

b

‘ X ﬂ rbayes

rbayes

Zexp( a—— )Xi(yl X ﬁrbayes) ( rbayes)(i (aAi/aBrbayes)/Ai)

n _ (V + p)zoil (ﬂArbayes _Aﬂo)
V+ (ﬂrbayes - ﬂo),aizzoil (ﬂrbayes - ﬂo)

olup bu ifadede s = (,Brbayes -B)o %, (,Brbayes —fB,) (o biliniyor) ve RN hata dagilimina

b

~

dayal agirlik degerleri tahmini, W, ,=exp(-a

;A
‘yi - Xi rbayes

~b
rbayes

) yerine yazildiginda

esitlik,

n

Z\Ni(RNbayes )Xi (yl - Xi’ Arbayes rbayes (Z (aA /aﬂrbayes)/A )

i=1

(V+P) (¢ 1
( Vts (Z (ﬂrbayes _ﬂo))
seklinde ifade edilir. Burada t 6nseline dayali agirhk degerleri tahmini, W, = —((\\//+ S))
+

olarak tanimlandiginda bu esitlik,

n n

Z \Ni(RNbayes )Xi yi - Z \Ni(RNbayes )Xi Xi!ﬂ,\rbayes - rbayes (Z (6141 /aﬂrbayes )/A )

i=1 i=1
O(t)z ﬂrbayes O(t)zo :Bo
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bigiminde elde edilir ve A 'nin robust bayesyen tahmin edicisi,

A . -1 . . . n A
ﬂrbayes = ( X WX + WO(t)ZO l) (X Wy + Wo(t)zo lﬂo - afbayes Z (8‘41 /aﬂrbayes )/A| )
i=1

(4.120)
Burada (0A / a,érbayes) / A ifadesi limit durumunda sifira yaklasmaktadir (Ramsay ve
Novick 1980). Bu durumda B ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,
,érbayes =<XWX +WO(I)ZO"1)_1(X Wy +WyZ, ;) olarak tammlanir. W matrisi ise
kosegen elemanlari Wi(RNbayes) olan kosegen bir matris olup bu matrisin elemanlarmin
,Brbayes tahmin edicisini igermesi nedeniyle esitligin agik ¢6ziimii olmay1p tahminlerin elde

edilebilmesi i¢in niimerik yontemlerin kullanilmasi gerekmektedir.

Benzer sekilde ¢ 'nin robust Bayesyen tahmin edicisi ise (4.119) esitliginde yer alan log-

sonsalin ¢ ’ya gore kismi tiirevi alinarak asagidaki gibi elde edilir.

aln P(,B,a|y,x,ﬂ0,20 ,a,b,v)
. =0
ao- ﬂ:ﬂrbayes

0= 0O payes

- (6-rbayes )71 - (Z (aAI /aé-rbayes )/AI j + WO(t)6;3ayes (Brbayes - :30)'2071 (Brbayes - ﬂo)
i=1

n
A_3 I . 2 _
+O—rbayeszwi(RNbayes)(yi =X rbayes) =0

i=1

&fbayes [6_rbayes (21: (aA| /aﬁrbayes )/A| ] +1] = le wi(RNbayes ) (y| - Xi’ rbayes)2
+ WO(t) (ﬂrbayes - ﬂo),2071 (ﬂrbayes - ﬂo)

-1
n n n
&fbayes = (&rbayes (z (aAI /a&rbayes )/AI j + 1] Z wi(RNbayes )(yi - Xi rbayes )2
i=1 i=1
+ V’Vo(t) (ﬂrbayes - lBO),2071 (ﬂrbayes - ﬂo)

(4.121)
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Burada (OA /06 ,,.,)/ 4 ifadesi, limit durumunda i’ye bagli olmayan bir degere
yakinsamaktadir (Ramsay ve Novick 1980). Elde edilen bu esitligin 6, "1 igermesi
sebebiyle % nin robust bayesyen tahminlerinin bulunabilmesi i¢in niimerik yontemler

kullanilmalidir.

Hata terimlerinin RN ve B ’nin énselinin Laplace dagildigi durum:

Hata terimlerinin RN dagilimina, f parametre vektorii onselinin p boyutlu Laplace

dagilimina ve o ’nin ise bilgi icermeyen 6nsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu
varsayim altinda olusturulan RN hata dagilimi ve Laplace Onsel dagilima dayali

regresyon modeli hiyerarsik olarak,

iid iid
g ~RN(0,0,a,b) [)’,- X;,B.0,a,b NRN(Xi'ﬂ,a,a,b) , i:l,2,...,nj

B~L,00,0al)
y
ﬂ‘az,rjz ~Np(0p,02DT) , Drzdiag(rlz,rzz,...,rpz)

rj2|02 ~U§tel(i2j , rj2>0
2

o
o~Plo)xco "
seklinde ifade edilebilir. Model parametrelerinin bilesik sonsal yogunlugu,

P(B,0,7° ‘y,x,a,b) o« P(8,0) P(y|x,,3,a,a,b)

oc (P(ﬂ|0)P(a)) P(y|x, B,0,a,b)

oc [[ﬁ P(B, ‘O'Z,sz)P(z'jz ‘02)] P(a)j P(y|x,,6,a,a,b)
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22 2) foa (7} \(1/ 26°))] (a_l)J

!

p
oc( N
-1
Yi—X B

<([TA exp(= Y (6a™) (21 b.a—

(el stlielaoe

!

b
Y~ x'B

AL
o

« (H A Yexp(- Y. (ba”) (21 ba

(4.122)

yi _X'!ﬂ‘

olup y(2/b,a —bl) fonksiyonunun (4.22) esitligindeki seri agiliminin kullanilmas1
o

durumunda bu yogunluk ,

P(B,0,7 |y, x.a,b) ma_SD_l(ﬁ A4 Yexp[- (baz“’)‘l(g—l)!

(4.123)

seklinde tanimlanir. Bu durumda £ ve ¢ nin tam kosullu sonsal yogunluklar: sirasiyla,

P(,B|a,1'2,y,x,a,b)oc(1in ‘1)exp[(ba2’b)‘1( 1)'Zexp( a‘ . - )
) \yi—xi' \ k
B_l (a O'b ) 1 p j2
- Py k! 207 ;7)]
(4.124)
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P8, )< o ([ A expl (ba™) (G-

b
) ( ‘yl_xi ﬂ‘ )k
’ a.
xZexp( a——) . Kl
k=0
p _2
20' j=1 T

(4.125)

seklinde elde edilmistir. Elde edilen bu yogunluklar, “b” parametresinin 6zel durumlar:

icin agagidaki gibi tanimlanir.
1.durum: b=1

Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

!

n Yi—% B
P(B,0,7° |y, x,a) co P texp[-an+ (a‘z)ZeXp(— a—-
i=1 o

2

‘)—iziz (f—’w Ty

‘yi _Xiﬂ
x(1+a

olup B ve o ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari sirasiyla,

n Yi— Xi’ Yi— Xi,
P(Blo* 7%, y.x,a) < expl(a?) D exp(- a Y1+a )
i=1 g 2 (4.126)
1 & B
20 ; sz]
" Y =%/ Y= B
P(o ‘ﬂ, o, y,x,a) c o expl(a?)D exp(- a‘ ‘)(1+a‘ )
i=1 o o
13 ﬂjz 2
262 = sz +TJ ]
(4.127)

olarak ifade edilir.
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2.durum: b=2

Parametrelerin bilesik sonsal yogunlugu,

P(ﬂ,0,12|y,x,a)o<20' exp[ (2a) n+(2a) Zexp( a‘—

i=1

S ()

olup B ve ¢ ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari sirasiyla,

yi - X',:B

P(,B|0',12,y,x,a)ocexp[(Za)_lZn:exp(—a 2. ‘)—i L (ﬁJ )] (4.128)

2
) o A

P(a‘ﬂ,rz v, x,a) co Pt exp[(2a) 1Zexp( a—)
;‘ (4.129)
1 & B
—5F 2Tty ]
e
seklinde tanimlanir.
j=12,..,p i¢in 7 jz "nin tam kosullu sonsal yogunlugu ise,
2 2 - 1 ﬂ'z 2
)
P(rj |ﬂ,0,y,x,a,b) oc (rj ) 2exp _F ?+1j
- NI (4.130)
oc|T. 2 axp| — — R
(TJ ) p 2 O'ZTJ-Z 0_2
- - * 1 Fk _2 £l ﬂjz . .. .
olup bu yogunlugun formu p =—, a =0 ° ve b =-—- parametreli genellestirilmis
2 T

j
ters Normal dagilimi1 yogunluguna benzemektedir. Bu durumda sz ‘nin robust Bayesyen

tahmin edicisi,
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T 2]
B | O yesK2 [ o
7= (4.131)

jrhayes
- (1Al
2 2
Y TJ- O

olarak elde edilir. Burada x(.), ikinci tiirden uyarlanmis Bessel fonksiyonudur.

Goruldigi gibi RN hata dagilimi ve Laplace 6nsel dagilima dayali regresyon modeli

parametrelerinden B ve ¢ ’nin tam kosullu sonsal yogunluklari belli bir dagilimin

yogunluguna benzememektedir. Bu nedenle tahmin edicilerin agik sekilde ifade
edilemeyecegi ancak asagidaki islemlerin yapilmasi durumunda agirliklandirilmis

formatta yazilabilecegi sdylenebilir.
Iteratif ¢oziim:

B parametre vektorii 6nselinin p boyutlu Laplace dagilimina, ¢ 'nin ise bilgi icermeyen
onsel dagilima sahip oldugu varsayilsin. Bu varsayim altinda £ ve ¢ ’nin robust bilesik

onsel yogunlugu,
P(B.0) x P(B0) P(0)

o« L(B,,Z,) (0 )

= oo(-(8-8) (2, 8- 2] ) o

B 1 1/2 )
- exp(—((ﬂ—ﬂo)'(azzo) (B-5)) ﬂa 1 (4.132)
olarak elde edilir. Burada f,, B ’nin “ p” boyutlu dnsel ortalama vektorii olup X ise
pxp boyutlu 6nsel dlgek matrisidir. Elde edilen bu bilesik onsel yogunluk, (4.19)

ifadesindeki olabilirlik fonksiyonu ile birlestirilir ve parametrelerin bilesik sonsal

yogunlugu asagidaki gibi tanimlanir.

134



P(ﬂ,0|y,x,ﬂo,20,a,b)ocP(,B,a) P(y|x’ﬂ10'1a:b)

Yi—x B

],

oc a’l(HAi’l)exp —Z(baZIb)’ly(Zlb,a
i=1 i=1
r 2 1 12
~(B-B)7 72, (B-5)) " |
Parametrelerin log-sonsal yogunlugu ise,

In P(,B,O'|y7X,ﬂo 24, a,b) oc (—In(o'))—ln (ﬁAi]—Zn:(baZ/b)‘l

i=1 i=1

Yi— Xi'IB : 9 1 1/2
) (BB (B-5)

xy(21b,a

(4.133)

olarak bulunur. Bu yogunlugun A ’ya gore kismi tiirevi,

oln P(ﬂ,o|y,x,ﬂ0,20 ,a,b)|
op ‘ﬁ=/?rbayes

0=0rpayes

b
y—Xﬂ

( Z(ﬁA/aﬂ)/AJMZZeXD( a‘ )% (=% B) -

=0
ﬂ:ﬂrbayes

X(%((ﬁ—ﬁo)'a2201(,3—,30))”22201(ﬂ—ﬂo)j

0= 0 payes

b

~

’
X ﬂ rbayes

rbayes

Xzo-l (B rbayes _:Bo = rbayes (aA / aﬂ rbayes) / A

Zexp( a‘ 00,03, %, Braage) (B = o) 00 B~ B))

olup burada RN hata dagilimma ve Laplace Onseline dayali agirlik degerleri tahminleri

b
;A
‘yi - Xi ﬂrbayes )

~b
rbayes

Vvi(RNbayes) = exp(_a
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O(L) ((ﬂrbayes ﬂo)' 722 (ﬂrbayes ﬂo)) v (U bllmlyor)

yerine yazildiginda esitlik,

n n
~ A ' 5 R 15 A -1
|:Z\Ni XiYi _zWiXi X rbayes:| =WoyZo Broayes —WoyZo Do
=) =)

rbayes z (6’41 / aﬁ rbayes ) / A

olarak tanimlanir ve £ ’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

rbayes _(Z |(RNbayes)X| XI +W0(L)Z } (Z i(RNpayes ) |y| + O(L)Z ﬂo

rbayes (Z (8A| /aﬂrbayes )/A| )]

esitligi seklinde elde edilir. W , kdsegen elemanlar1 W. ,(RN _y olan kdsegen bir matris

olmak iizere elde edilen bu tahmin edici matris formatinda,

Brbayes - ( X WX + WO(L)Z ) [X Wy + O(L)Z _lﬂo rbayes (z (8A| /aﬂrbayes /A )J

(4.134)

olarak ifade edilebilir. W matrisinin elemanlarinda ,3

rbayes

yer aldigindan bu esitligin agik

sekilde ¢oziimii olmayip tahminlerin bulunmasinda niimerik yontemler kullanilmalidir.

Bu esitlikte yer alan z (OA / G,érbayes) / A ifadesinin limiti sifira yaklasmaktadir (Ramsay
i=1

ve Novick 1980). Bu durumda p’nin robust Bayesyen tahmin edicisi,

ﬁArbayes _(XWX +W0(L)Z _l) (XWy+ ) _lﬂo) olarak elde edilir.

o 'nin robust Bayesyen tahmin edicisi ise benzer sekilde (4.133) esitligindeki log-

sonsalin ¢ ’ya gore kismi tiirevi aliarak asagidaki gibi elde edilir.
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oln P(ﬂ,a|y,x,ﬂ0,20,a,b)|
60' ‘ﬂ=/§rbayes

00O rpayes

=0

n n
A -1 A ~A-3 ~ "N 2 A2
- (Urbayes) - (Z (aAI /aarbayes )/AI ] + O rhayes Z Wi(RNbayeS ) (yl =X ﬂrbayes) + O tpayes
=) =)

< ((Boas = BYZs B~ B)) = 0

-1
&fbayes = [&rbayes (z (8"41 /a&rbayes)/Ai j +lj [Z‘;{}i(RNhayes )(yi - Xi,ﬂ’\rbayes)2
i=1 i=1
+ WO(L) ((ﬂrbayes _:80)2071 (ﬂrbayes _ﬁo))

(4.135)

Bu esitlikte yer alan (0A /06 ,...)/4 ifadesinin limiti i’ye bagl olmayan bir degere

yaklasmaktadir (Ramsay ve Novick 1980). Elde edilen bu esitligin 6, ’i icermesi

nedeniyle o nin robust bayesyen tahminleri niimerik yontemler kullanilarak bulunabilir.

4.3 Simiilasyon Calismasi

Bu boliimde, hata terimleri dagilimi ve B parametre vektorii onseli icin Boliim 4°te farkls

dagilim varsayimlar1 altinda olusturulan regresyon modellerine iliskin robust bayesyen
parametre tahminleri ve RMSE degerleri simiilasyon ¢aligmasi yapilarak elde edilmistir.
Calisma, MCMC simiilasyon yontemlerinden Gibbs ve Metropolis-Hasting 6rnekleme
algoritmalar1 kullanilarak gerceklestirilmistir. Simiilasyon, R ve WinBUGS yazilim
programlar1 tizerinden R2ZWinBUGS paketi kullanilarak ytirtitilmistiir.

Calismada, Boliim 3’de yer alan simiilasyon ¢alismasinda oldugu gibi k=3 ve k=5

bagimsiz degiskenli

Model 1: y, = £, + B X, + BoX, + BoXis + & , 1=12,...,n

Model 2: y, = £, + BiXy + BoXo + BaXis + BiXia + BoXis +&  1=12,..,n

coklu dogrusal regresyon modelleri kullanilmistir.

137



Her iki model i¢in de 6rneklem genisligi n= 30, 50 ve 100 olarak alinmis ve modellerde

yer alan bagimsiz degiskenlere iliskin gdzlemler (X;) birbirinden bagimsiz olarak

Uniform dagilimmdan (U (-5,5)) tretilmistir. Ele alman her model i¢in parametre

vektorleri ve hata terimleri varyansit gergek degerlerinin sirasiyla f=(1,111),

B=0111111 ve ¢°=1 oldugu varsayilmustr.

Bu ¢aligmada, s6z konusu modellerin hata terimleri ve B parametre vektorii onsel

dagilimlarina iliskin asagida belirtilen dort durum ele alinmastir.
Durum I: (Hata terimleri: kalin kuyruklu dagilim ve énsel: bilgi icermeyen dagilim)

iid
(i) & ~1(0,6%,3), 3 serbestlik dereceli t dagilim1

iid

B;~N (0,10%), j=0,1,..k veP(s®) % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi icermeyen Onsel
iid
(i) & ~L(0,0), Laplace dagilim1
iid
B; ~N (0,10%), j=0,1,..k veP(%) % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi icermeyen 6nsel
iid
(iii) & ~RN(0,0,0.05,2) , RN dagilimi
iid
B, ~N(0,10%), j=0,1,..k ve P(c?) % ~ (Ga(0.001,0.001) , bilgi icermeyen Onsel

Durum Il: (Hata terimleri: kalin kuyruklu dagilim ve énsel: Normal dagilim)

iid
(i) & ~1(0,6%,3), 3 serbestlik dereceli t dagilimi
iid
,Bj ~N(0,1)), j=12,.,k, standart Normal dagilim-bilgi igeren 6nsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ Ga(0.001,0.001) , bilgi igermeyen 6nsel

iid
(i) & ~L(0,0), Laplace dagilim
iid
,Bj ~N(0,1)), j=12,.,k, standart Normal dagilim-bilgi igeren 6nsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ Ga(0.001,0.001) , bilgi igermeyen 6nsel
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iid
(iii) & ~RN(0,£,0.05,2), RN dagilimi
iid
B;~N(]), j=12,..,k, standart Normal dagilim-bilgi igeren dnsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi igermeyen Onsel

Durum 111: (Hata terimleri: Normal dagilim ve énsel: kalin kuyruklu dagilim)

iid
(i) & ~N(0,5%), Normal dagilim
iid
,Bj ~1(0,1,3), j=12,..,k , 3 serbestlik dereceli t dagilimi-bilgi i¢eren dnsel
B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi igermeyen 6nsel

iid

(i) & ~ N(0,6°), Normal dagilim
iid
p i~ L(0,), j=12,..,k , standart Laplace dagilimi-bilgi igeren 6nsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ (Ga(0.001,0.001) , bilgi igermeyen dnsel

Durum 1V: (Hata terimleri ve énsel : kalin kuyruklu dagilim)

iid
(i) & ~1(0,6°,3), 3 serbestlik dereceli t dagilimi
iid
,Bj ~1(0,1,3), j=12,..,k , 3 serbestlik dereceli t dagilimi-bilgi i¢eren dnsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi icermeyen Onsel

iid
(if) & ~L(0,0), Laplace dagilimi
iid
B;~L(O01), j=12,..k , standart Laplace dagilimi-bilgi igeren dnsel
B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o iz ~ (a(0.001,0.001) , bilgi igermeyen 6nsel
o
iid
(i) & ~1(0,0%,3), 3 serbestlik dereceli t dagilim1
iid
,BJ. ~L(0,1), j=1,2,..,k , standart Laplace dagilimi-bilgi i¢eren 6nsel

B, ~ N(0,10*) ve P(6°) o % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi igermeyen 6nsel
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iid
(iv) & ~L(0,0), Laplace dagilimu
iid
B; ~t(0,1,3), j=12,..,k , “3” serbestlik dereceli t dagilimi-bilgi iceren 6nsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi igermeyen Onsel

iid
(V) & ~RN(0,0,0.05,2), RN dagilimi
iid
,Bj ~1(0,1,3), j=12,..,k , “3” serbestlik dereceli t dagilimi-bilgi i¢eren dnsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ (a(0.001,0.001) , bilgi igermeyen 6nsel

iid
(vi) & ~RN(0,0,0.05,2), RN dagilimi
iid
B;~L(01), j=L12,..,k , standart Laplace dagilimi-bilgi igeren dnsel

B, ~ N(0,10*) ve P(c°) o % ~ Ga(0.001,0.001) , bilgi icermeyen onsel

So6zi edilen durumlar ve varsayimlar dikkate alinarak ¢alismada ele aliman k =3 ve k =5

bagimsiz degisken iceren regresyon modellerinden (X;,Y;) veri setleri {iretilmistir.

Sonrasinda model degiskenlerine iligkin iiretilen bu veri setlerine Xx—, y— ve X-y
yonlerinde 6rneklem genisliginin %2, %5 ve %10’una denk gelecek sayida aykir1 gézlem
eklenmis ve s6z konusu regresyon modellerine yonelik elde edilen parametre
tahminlerinin bu gozlemlerden etkilenip etkilenmedigi arastirilmistir. Aykir1 gézlemler,

degiskenlerin ilk degerlerine “100” sabiti eklenerek olusturulmustur.

Bu ¢aligmada, 1000 yinelemeli ve 100 burn-in periyotlu MCMC simiilasyonu “100” kez
tekrarlanmis ve yukarida ifade edilen tiim durumlardaki regresyon modelleri icin
bayesyen ve robust Bayesyen parametre tahminlerinin ampirik ortalamasi ve RMSE

degerleri asagidaki cizelgelerde goriildiigii gibi elde edilmistir.

Durum I i¢in simiilasyon sonuclari:

t, Laplace ve RN hata terimleri dagilimlarindan herhangi birine ve bilgi igermeyen dnsel
dagilima dayali k =3 ve k=5 bagimsiz degisken igeren regresyon modellerine iligkin

elde edilen parametre tahmin sonuglari, ¢izelge 4.1.a-4.3.b’de yer almaktadir.

140



Cizelge 4.1.a ve cizelge 4.1.b’de t hata dagilim1 ve bilgi igermeyen 6nsel dagilima dayali
regresyon modellerine (t-NI) yonelik parametre tahminleri verilmistir. Bu tahminlerin
veri setinde “1” ve “2” aykir1 gozlem olmasi durumunda tiim yonlerde bu gozlemlerden
fazla etkilenmedigi s6ylenebilir. Ancak aykir1 gézlem sayisinin artmasi durumunda ise
X— Ve X—Y yonlerindeki aykirt gézlemlerden oldukga etkilenen ancak y— yoniindeki
aykir1 gdzlemlerden etkilenmeyen robust Bayesyen tahminler elde edilmistir. Orneklem
genisliginin arttirilmasi durumunda ise daha kiiciik RMSE degerli y —yoniindeki aykir1

gozlemlere karsi robust olan Bayesyen tahminler bulunmustur.

Cizelge 4.1 a) t hata dagilmi (g ~#(0,6°,3)) ve bilgi icermeyen 6nsel dagilima
(B; ~N(0,10*), j=0,1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir A 5 A A A

n | gozlem | gézlem By Ay 1% B 7
X— 0.972 0.861 0.876 0.862 1.188
(0.303) (0.204) (0.202) (0.207) (0.317)
y- 0.987 0.991 1.025 1.003 1.098
1 (0.223) (0.093) (0.096) (0.085) (0.245)
X=y 0.988 0.973 1.013 0.985 1.273
30 (0.230) (0.096) (0.098) (0.092) (0.383)
X— 0.820 0.019 —0.002 -0.011 4.179
(1.119) (1.019) (1.047) (1.045) (3.244)
y- 1.001 0.991 1.033 1.005 1.512
3 (0.225) (0.092) (0.107) (0.088) (0.608)
X—y 0.958 0.013 0.011 -0.014 5.320
(1.087) (1.022) (1.039) (1.049) (4.401)
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Cizelge 4.1  a) t hata dagilm (g ~#(0,6°,3)) ve bilgi icermeyen &nsel dagilima
(B; ~N(0,10%), j=0,1,2,3) dayah regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykirt 5 P P P
gozlem | gozlem By B, B, Bs

X— | 0990 | 0.991 0.979 0.990 1.064
(0.192) | (0.067) | (0.068) | (0.069) | (0.145)
1 y— | 0993 | 0.998 0.987 0.997 1.063

(0.191) | (0.067) | (0.066) | (0.069) | (0.144)
X—Y | 0989 | 0.985 0.976 0.986 | 1.1499
(0.196) | (0.068) | (0.070) | (0.070) | (0.209)

X— | 0982 | 0010 | -0.033 0.032 4.146
0.927) | (1.006) | (1.054) | (0.987) | (3.187)

3 y— 0.994 | 0.996 0.988 0.996 1.234

50 (0.199) | (0.068) | (0.067) | (0.069) | (0.284)
X—y | 1.052 | 0016 | —0.005 0.044 4.639

(0.919) | (1.002) | (1.030) | (0.979) | (3.714)

X— | 0985 | 0004 | —0033 0.034 4.146

(0.954) | (1.012) | (1.055) (0.986) | (3.188)

5 y— 1.000 | 0.99 0.985 0.997 1.477

(0.205) | (0.069) | (0.067) (0.075) | (0.519)

X—=y | 1107 | 0005 | -0.022 0.026 5.063

(0.938) | (1.012) | (1.044) (0.993) | (4.110)

X— 1.010 | 0.941 0.947 0.941 1.096

(0.148) | (0.106) | (0.106) | (0.112) | (0.169)

2 y— 1.016 | 0.999 1.006 0.998 1.063

(0.124) | (0.045) | (0.046) | (0.040) | (0.132)
X—y | 1.015 | 0.996 1.003 0.996 1.063
(0.124) | (0.045) | (0.045) | (0.040) | (0.132)

X— 0.867 0.002 0.008 0.012 4.193
(0.646) | (1.005) | (0.999) | (0.995) | (3.209)
100 5 y— 1.014 0.998 1.006 0.997 1.183

(0.126) | (0.045) | (0.048) | (0.041) | (0.226)
X—Y | 0942 | 0.320 0.323 0.326 2.208
0.437) | (0.695) | (0.697) | (0.692) | (1.426)

X— | 0857 | 0001 | —0.001 | 0.011 4.196
(0.648) | (1.006) | (1.008) | (0.996) | (3.214)
10 y— | 1.024 | 0.998 1.006 0.998 1.482

(0.131) | (0.046) | (0.050) | (0.044) | (0.513)
X=Y | 0948 | 0.002 0.004 0.011 4.875
(0.624) | (1.006) | (1.004) | (0.996) | (3.894)
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Cizelge 4.1 b) t hata dagihmu (g, ~#(0,5°,3)) ve bilgi icermeyen 6nsel dagilima
(B, ~ N(0,10%), j=0,1,2,3,4,5) dayal1 regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri
Regresyon modeli parametre tahminleri
Aykirt | Aykirt A 5 A A A A A
n gézlem gézlem ﬂO ﬁl ﬂZ ﬁS ﬂA ﬁS g
say1si yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.980 0.841 0.833 0.856 0.840 0.861 1.252
(0.373) | (0.217) | (0.229) | (0.198) | (0.209) | (0.196) | (0.368)
1 y- 0.985 0.998 0.986 1.013 0.994 1.014 1.148
(0.256) | (0.095) | (0.099) | (0.102) | (0.099) | (0.089) | (0.275)
X—y 1.035 0.759 0.744 0.774 0.747 0.780 1.730
(0.597) | (0.392) | (0.421) | (0.363) | (0.436) | (0.387) | (1.160)
30 X— 0.996 | —0.029 | —0.040 | 0.030 0.025 0.017 5.104
(1.431) | (1.117) | (1.132) | (1.042) | (1.062) | (1.068) | (4.188)
3 y- 1.018 1.001 0.983 1.019 0.994 1.013 1.639
(0.284) | (0.106) | (0.109) | (0.105) | (0.102) | (0.099) | (0.732)
X—y 1.279 | —0.031 | —0.048 | 0.032 0.010 0.044 6.550
(1.488) | (1.133) | (1.139) | (1.057) | (1.078) | (1.060) | (5.639)
K= 1.010 0.991 0.997 0.979 0.981 1.001 1.060
(0.191) | (0.067) | (0.071) | (0.068) | (0.069) | (0.064) | (0.156)
1 Y3 1.010 0.999 1.004 0.988 0.989 1.009 1.057
(0.189) | (0.063) | (0.069) | (0.064) | (0.066) | (0.063) | (0.154)
X=y 1.007 0.994 0.999 0.983 0.984 1.004 1.133
(0.192) | (0.063) | (0.070) | (0.066) | (0.067) | (0.064) | (0.209)
X— 0.873 | —0.043 | 0.022 0.031 —-0.018 0.032 5.114
(1.123) | (1.095) | (1.026) | (1.024) | (1.061) | (1.027) | (4.154)
3 W 1.005 0.998 1.004 0.987 0.990 1.010 1.223
50 (0.194) | (0.069) | (0.068) | (0.067) | (0.068) | (0.066) | (0.287)
X—y 0.996 | —0.035 | 0.043 0.023 —0.025 0.023 5.814
(1.101) | (1.084) | (1.011) | (1.034) | (1.068) | (1.037) | (4.850)
X— 0.885 | —0.039 | 0.023 0.028 —0.028 0.029 5.112
(1.161) | (1.089) | (1.027) | (1.026) | (L.071) | (1.028) | (4.149)
5 y- 1.008 0.998 1.004 0.989 0.988 1.010 1.498
(0.197) | (0.073) | (0.073) | (0.070) | (0.072) | (0.068) | (0.557)
X—y 1.055 | —0.046 | 0.037 0.012 —-0.015 0.025 6.258
(1.157) | (1.099) | (1.016) | (1.040) | (1.058) | (1.030) | (5.295)
X— 0.996 0.988 0.985 0.989 0.978 0.981 1.088
(0.143) | (0.117) | (0.095) | (0.096) | (0.128) | (0.113) | (0.374)
2 y- 1.005 1.002 0.998 1.002 0.994 0.996 1.054
(0.121) | (0.048) | (0.040) | (0.044) | (0.046) | (0.049) | (0.122)
X—y 1.004 1.001 0.996 1.000 0.992 0.994 1.054
(0.121) | (0.047) | (0.041) | (0.044) | (0.046) | (0.049) | (0.122)
X— 1.012 0.038 | —0.001 | 0.024 —0.030 —-0.020 5.186
(0.656) | (0.984) | (1.020) | (1.000) | (1.047) | (1.039) | (4.204)
100 5 y— 1.006 1.003 0.996 1.002 0.995 0.996 1.177
(0.122) | (0.049) | (0.043) | (0.044) | (0.049) | (0.050) | (0.217)
X—y 1.082 0.032 | —0.001 | 0.027 —-0.023 —0.015 5.663
(0.665) | (0.993) | (1.020) | (0.998) | (1.041) | (1.034) | (4.682)
X— 1.030 0.036 | —0.003 | 0.024 -0.031 —0.022 5.196
(0.687) | (0.987) | (1.024) | (0.999) | (1.048) | (1.042) | (4.214)
10 y— 1.012 1.003 0.997 1.003 0.995 0.998 1.474
(0.122) | (0.052) | (0.045) | (0.045) | (0.051) | (0.054) | (0.503)
X—y 1.177 0.029 | —0.001 | 0.032 —0.024 —0.023 6.058
(0.694) | (0.994) | (1.022) | (0.993) | (1.042) | (1.043) | (5.079)
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Cizelge 4.2.a ve cizelge 4.2.b’de ise Laplace hata dagilimi ve bilgi igcermeyen Onsel
dagilima dayali regresyon modellerine (L-NI) yonelik parametre tahminleri yer

almaktadir. Bu ¢izelgeler incelendiginde, S, ve o parametrelerine iliskin elde edilen

tahminlerin tim yonlerdeki aykirt gézlemlerden etkilendigi goriilmektedir. Diger model
parametrelerinin tahminleri ise sadece y— yoniindeki aykir1 gozlemlerden etkilenmeyen
robust Bayesyen tahminlerdir. Orneklem genisligi arttikca bu tahminlerin RMSE
degerlerinde azalma oldugu gézlenmistir. Aykir1 gézlem sayisinin artmast durumunda ise

s0zl edilen durumlarda bir degisiklik olmamastir.

Cizelge 4.2 a) Laplace hata dagilmi (g ~ L(0,0)) ve bilgi igermeyen dnsel dagilima
(B; ~ N(0,10%), j=0,1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir A ~ P
n | gozlem | gozlem By A, B, Bs

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 1.00L | —0.014 | 0011 0.032 2.090
(1.384) | (1.052) | (1.030) | (1.007) | (1.102)
1 y— 1.080 1.003 1.011 0.996 2.240

(0.369) | (0.127) | (0.150) | (0.134) | (1.242)
X—y 1.331 0.003 0.038 0.014 2.806
(1.416) | (1.044) | (1.013) | (1.032) | (1.810)

30 X— 1.004 | —0.054 | —0.006 | 0.065 2.073
(1.378) | (1.096) | (1.047) | (0.980) | (1.085)

3 y— 1578 1.006 1.024 0.968 3.507

0.739) | (0.229) | (0.208) | (0.219) | (2.507)

X—y | 1.847 | 0036 | 0038 0.005 3.365

(1.718) | (1.105) | (1.035) | (1.062) | (2.368)

X— 1.012 0.020 0.038 0.016 2.063

(0.836) | (1.003) | (0.982) | (1.014) | (1.068)

1 y— 1.073 0.973 1.003 0.996 1.854

(0.269) | (0.091) | (0.085) | (0.095) | (0.855)
X—y | 1.206 0.049 0.041 0.004 2.504
(0.898) | (0.978) | (0.984) | (1.025) | (1.507)

X— 1.059 0.001 0009 | —0.005 | 2057
(0.944) | (1.026) | (1.015) | (1.034) | (1.062)

3 y— 1.207 0.960 1.005 0.997 2.752

50 (0.341) | (0.100) | (0.099) | (0.103) | (1.753)
X=y | 1435 0.021 0025 | —0.026 | 2.868

(1.056) | (1.010) | (1.006) | (1.058) | (1.870)

X— 1101 | —0.004 | 0015 | —0.012 | 2.055

(0.949) | (1.030) | (1.009) | (1.038) | (1.060)

5 y— 1.418 0.956 1.003 0.982 3.427

(0.505) | (0.117) | (0.114) | (0.126) | (2.427)

X—y | 1643 | —0015 | 0029 | 0006 | 3.193

(1.145) | (1.048) | (1.008) | (1.045) | (2.194)
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Cizelge 4.2  a) Laplace hata dagilimi (g ~ L(0,0)) Ve bilgi igermeyen 6nsel dagilima
(B ~N (0,10%), j=0,1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykirt 5 P P P
n | gozlem | gozlem By B, B, Bs

saylsi yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 0.772 0.027 0.009 0.029 2.064
(0.720) | (0.984) | (1.003) | (0.984) | (1.066)
2 y— 1.043 0.996 0.992 1.005 1.844

(0.145) | (0.060) | (0.056) | (0.059) | (0.845)
X=y | 0936 0.477 0.479 0.487 2.226
(0.386) | (0.554) | (0.543) | (0.542) | (1.227)

X— 0.761 0.008 0.001 0.013 2.065
(0.732) | (1.004) | (1.013) | (1.000) | (1.068)
00| 5 y— 1.120 0.996 0.995 1.001 2534

(0.192) | (0.065) | (0.058) | (0.065) | (1.534)
X—Y | 0.999 0.023 0.004 0.003 2.687
(0.698) | (0.989) | (1.008) | (1.009) | (1.688)

X— 0.752 0002 | 0013 | 0023 2.067
(0.076) | (1.012) | (1.026) | (0.991) | (1.069)
10 y— 1.293 0.999 0.997 1.002 3.385

(0.334) | (0.074) | (0.071) | (0.068) | (2.386)
X—y | 1.162 0.005 0.003 0.009 3.024
(0.719) | (1.009) | (1.009) | (1.005) | (2.025)

Cizelge 4.2  b) Laplace hata dagilimi (g ~ L(0,0)) ve bilgi igermeyen dnsel dagilima
(B, ~ N(0,10%), j=0,1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

el B | B B B A g | ¢

n gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 1.036 | 0.065 | 0.044 | —0.039 | —0.053 | 0.006 | 2.306
(1.594) | (1.033) | (1.055) | (1.121) | (1.131) | (1.097) | (1.320)
1 y— 1.146 | 0.989 | 1.023 | 1.010 | 0.990 1.004 | 2276

(0.421) | (0.136) | (0.142) | (0.162) | (0.133) | (0.142) | (1.277)
X—Y | 1474 | 0043 | 0042 | 0008 | -0.033 | —0008 | 20989
(1.692) | (1.056) | (1.078) | (1.105) | (1.129) | (1.129) | (1.995)

30 X— | 1.044 | 0091 | 0.025 | -0023 | —0069 | —0.020 | 2.304
(1.739) | (1.006) | (1.066) | (1.111) | (1.155) | (1.134) | (1.318)
3 y— | 1.957 | 0979 | 0999 | 1.016 | 0.939 1.028 | 3612

(1.113) | (0.260) | (0.299) | (0.279) | (0.286) | (0.287) | (2.613)
X—Y | 2.108 | 0.077 | 0056 | -0035| -0.119 | 0021 | 3.539
(2.059) | (1.124) | (1.114) | (1.182) | (1.230) | (1.162) | (2.542)
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Cizelge 4.2  b) Laplace hata dagilimi (g ~ L(0,0)) ve bilgi igermeyen onsel dagilima
(B; ~ N(0,10%), j=0,1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykir Aykir 5 5 5 5 5 5
R R R S A Y R

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0981 | 0.035 | 0.044 | 0024 | —0013 | —0032 | 2.288
(1.181) | (1.015) | (1.003) | (1.029) | (1.073) | (1.080) | (1.294)
1 y— | 1.034 | 0994 | 0979 | 0.989 | 0.979 0988 | 1.881

(0.262) | (0.098) | (0.086) | (0.089) | (0.076) | (0.095) | (0.883)
X—y | 1.176 | 0.023 | 0.060 | 0.023 | —0014 | —0026 | 2.699
(1.174) | (1.024) | (0.989) | (1.033) | (1.067) | (1.073) | (1.702)

X— | 0991 | 0034 | 0028 | 0.001 | -0.028 | -0025 | 2.284

(1.181) | (1.020) | (1.028) | (1.058) | (1.088) | (1.079) | (1.290)

3 y— 1215 | 0.992 | 0.986 | 0.984 | 0.981 0980 | 2.797

50 (0.341) | (0.112) | (0.095) | (0.110) | (0.100) | (0.107) | (1.798)

X—y | 1.443 | 0.059 | 0.067 | —0.027 | —0.029 | -0.043 | 3.042
(1.307) | (1.001) | (0.999) | (1.089) | (1.087) | (1.089) | (2.044)

X— | 0994 | 0.069 | 0.058 | -0020| —0055 | —0.047 | 2.287
(1.230) | (0.991) | (1.003) | (1.076) | (1.108) | (1.096) | (1.293)
5 y— | 1515 | 0984 | 0988 | 0.979 | 0.984 0975 | 3.486

(0.595) | (0.134) | (0.116) | (0.149) | (0.138) | (0.124) | (2.487)
X—y | 1.757 | 0.038 | 0.052 | 0.031 | —0.067 | —0.047 | 3.363
(1.529) | (1.037) | (1.031) | (1.053) | (1.137) | (1.101) | (2.365)

X— | 0.827 | 0033 | -0015| —0003 | 0025 0011 | 2.289
(0.930) | (0.990) | (1.035) | (1.025) | (1.002) | (1.009) | (1.292)
2 y— | 1.032 | 0992 | 0.990 | 0.993 | 0.994 0.996 | 1.860

(0.172) | (0.064) | (0.059) | (0.055) | (0.057) | (0.063) | (0.861)
X—Y | 0930 | 0.131 | 0.096 | 0.107 | 0.134 0112 | 2.491
(0.806) | (0.891) | (0.923) | (0.918) | (0.892) | (0.907) | (1.492)

X— | 0815 | 0.030 | 0019 | -0012 | 0011 0.008 | 2.292
(0.976) | (0.994) | (1.040) | (1.039) | (1.017) | (1.014) | (1.294)
100 5 y— | 1.115 | 0991 | 0.989 | 0.992 | 0.995 0990 | 2.554

(0.218) | (0.069) | (0.065) | (0.061) | (0.063) | (0.070) | (1.555)
X—y | 1.110 | 0.029 | -0.021 | —0017 | 0.032 0.006 | 2.863
(0.947) | (0.995) | (1.043) | (1.040) | (0.993) | (1.013) | (1.864)

X— | 0.802 | 0.022 | 0024 | 0025 0027 0009 | 2.291
(0.988) | (1.009) | (1.044) | (1.049) | (1.001) | (1.013) | (1.293)
10 y— | 1.317 | 0990 | 0.993 | 0.986 | 0.996 0998 | 3.414

(0.375) | (0.084) | (0.082) | (0.077) | (0.074) | (0.079) | (2.415)
X—Y | 1.327 | 0035 | —0.044 | —0010 | 0.018 0017 | 3.181
(0.990) | (0.995) | (1.066) | (1.038) | (1.010) | (1.009) | (2.182)
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Bu g¢izelgelere ek olarak cizelge 4.3.a ve ¢izelge 4.3.b’de RN hata dagilim: ve bilgi

icermeyen Onsel dagilima dayali regresyon modellerine (RN-NI) iliskin parametre

tahminleri ele alinmistir. Bu tahminlerin tim yonlerdeki aykir1 gozlemlerden

etkilenmeyen robust Bayesyen tahminler oldugu gortlmiistiir. Aykirt gozlem sayisinda

meydana gelen artis, bu tahminlerin elde edilmesinde herhangi bir etkiye sebep

olmamistir. Orneklem genisliginin arttirilmasi durumunda ise daha kiiciik RMSE’li

robust Bayesyen parametre tahminleri elde edilmistir.

Cizelge 4.3 a) RN hata dagilimi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve bilgi igermeyen Onsel

dagilima (,Bj ~ N(0,10), j=0,1,2,3) dayali regresyon modelinin
parametre tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir P 2 G
gozlem | gozlem By b 5, Bs

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 1.017 0.995 1.001 0.998 0.926
(0.139) | (0.073) | (0.073) | (0.068) | (0.151)
1 y— 1.035 0.989 1.001 0.998 0.940

(0.168) | (0.077) | (0.065) | (0.076) | (0.159)
X—y | 1.038 1.003 0.986 0.996 0.914
(0.155) | (0.078) | (0.078) | (0.079) | (0.156)

30 X— 0.991 1.002 0.995 0.998 0.865
(0.129) | (0.076) | (0.076) | (0.074) | (0.191)

3 y— 1.025 1.002 0.983 0.993 0.882

(0.154) | (0.078) | (0.076) | (0.085) | (0.170)

X—Y | 0.957 1.001 1.002 1.003 0.856

(0.159) | (0.078) | (0.076) | (0.084) | (0.199)

X— 1.004 0.979 0.989 0.998 0.943

(0.139) | (0.061) | (0.054) | (0.056) | (0.128)

1 y— 1.009 0.990 0.989 1.002 0.959

(0.131) | (0.056) | (0.060) | (0.055) | (0.107)

X—y | 1.019 0.999 0.988 1.009 0.930

(0.137) | (0.053) | (0.054) | (0.052) | (0.122)

X— 1.003 0.992 0.998 0.999 0.930

(0.125) | (0.056) | (0.062) | (0.053) | (0.115)

o 3 y— 0.997 0.989 1.001 0.996 0.908

(0.119) | (0.060) | (0.055) | (0.055) | (0.144)
X=y | 0988 0.998 0.984 1.006 0.926
(0.126) | (0.053) | (0.062) | (0.067) | (0.137)

X— 0.998 1.004 0.992 1.001 0.906
(0.125) | (0.053) | (0.059) | (0.053) | (0.140)
5 y— 1.000 0.995 0.997 | 1.0029 | 0.896

(0.126) | (0.054) | (0.058) | (0.052) | (0.156)
X=y | 0984 0.994 0.989 1.010 0.884
(0.138) | (0.057) | (0.064) | (0.062) | (0.151)
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Cizelge 4.3 a) RN hata dagilimi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve bilgi igermeyen Onsel
dagilima (B; ~ N (0,10%), j=0,1,2,3) dayali  regresyon  modelinin
parametre tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykirt 5 P P P
gozlem | gozlem By B, B, Bs

X— | 0998 | 0988 1.001 1.000 0.963
(0.110) | (0.042) | (0.039) | (0.040) | (0.082)
2 y— | 1.015 | 0.999 1.002 1.005 0.929

(0.106) | (0.038) | (0.039) | (0.038) | (0.100)
X—y | 1.017 | 1.003 1.000 1.000 0.969
(0.125) | (0.040) | (0.041) | (0.037) | (0.077)

X— | 1.019 | 0.990 1.000 1.000 0.936
(0.108) | (0.041) | (0.039) | (0.043) | (0.092)
100 | 5 y— | 0995 | 0.987 0.993 1.005 0.942

(0.112) | (0.040) | (0.039) | (0.036) | (0.093)
X—y | 1.005 | 0.998 0.996 0.998 0.919
(0.110) | (0.042) | (0.033) | (0.039) | (0.106)

X— | 0967 | 099 1.001 1.002 0.927
(0.114) | (0.043) | (0.042) | (0.045) | (0.099)
10 y— | 0992 | 1.004 0.993 0.995 0.917

(0.117) | (0.039) | (0.044) | (0.042) | (0.108)
X—Y | 0989 | 1.003 0.999 1.002 0.934
(0.094) | (0.044) | (0.038) | (0.042) | (0.103)

Cizelge 4.3 b) RN hata dagilmi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve bilgi icermeyen Onsel
dagilima (,Bj~N(0,104),j:0,1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin
parametre tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykir1 | Aykir ﬂAo :él 5, yi ,34 ﬂA 5 g

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0945 | 0975 | 1.009 | 0.978 | 1.003 0.977 | 0.958
(0.155) | (0.084) | (0.072) | (0.079) | (0.075) | (0.076) | (0.151)
1 y— | 0929 | 0992 | 0988 | 0.957 | 1.004 0973 | 0.956

(0.168) | (0.079) | (0.075) | (0.088) | (0.074) | (0.078) | (0.161)
X—Y | 0914 | 0987 | 0.990 | 0.966 | 0.987 0982 | 0.923
(0.184) | (0.075) | (0.077) | (0.097) | (0.074) | (0.092) | (0.170)

30 X— | 0927 | 0.991 | 0996 | 0.955 | 0.985 0.977 | 0.860
(0.172) | (0.074) | (0.067) | (0.086) | (0.082) | (0.084) | (0.197)
3 y— | 0909 | 0.982 | 0991 | 0.968 | 1.018 0.998 | 0.881

(0.174) | (0.074) | (0.073) | (0.083) | (0.077) | (0.079) | (0.187)
X—Y | 0904 | 0986 | 1.002 | 0.975 | 1.007 0.976 | 0.903
(0.190) | (0.071) | (0.082) | (0.087) | (0.085) | (0.086) | (0.195)
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Cizelge 4.3 b) RN hata dagilmi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve bilgi icermeyen Onsel
dagilma (3, ~N(0,10%), j=0,1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin
parametre tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykin '30 ﬁl B, B ,34 IB 5 o

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0925 | 0.991 | 1.003 | 0.982 | 1.001 0.985 | 0.947
(0.162) | (0.051) | (0.053) | (0.057) | (0.063) | (0.056) | (0.120)
1 y— | 0.907 | 0.997 | 0996 | 0.981 | 0.994 0.987 | 0.988

(0.167) | (0.063) | (0.059) | (0.063) | (0.060) | (0.054) | (0.106)
X=Y | 0937 | 0.994 | 0992 | 0.985 | 1.004 0988 | 0.925
(0.155) | (0.063) | (0.062) | (0.060) | (0.058) | (0.056) | (0.134)

X— | 0914 | 0989 | 0995 | 0975 | 1.012 0.987 | 0.929
(0.156) | (0.064) | (0.055) | (0.066) | (0.051) | (0.056) | (0.126)

3 y— | 0911 | 0989 | 1.006 | 0.983 | 0.995 0984 | 00921

50 (0.171) | (0.063) | (0.061) | (0.069) | (0.065) | (0.062) | (0.137)

X—Y | 0902 | 0.984 | 1.005 | 0.978 | 0.991 0.997 | 0.916
(0.170) | (0.062) | (0.063) | (0.065) | (0.065) | (0.067) | (0.125)

X— | 0921 | 0.992 | 1.006 | 0.974 | 0.996 0991 | 0.916
(0.175) | (0.064) | (0.063) | (0.073) | (0.060) | (0.064) | (0.143)
5 y— | 0926 | 0993 | 0.999 | 0.994 | 1.001 0.988 | 0.870

(0.168) | (0.063) | (0.051) | (0.058) | (0.057) | (0.064) | (0.167)
X—Y | 0930 | 0995 | 1.002 | 0976 | 1.009 0.993 | 0.883
(0.147) | (0.062) | (0.064) | (0.067) | (0.057) | (0.062) | (0.153)

X— | 0934 | 0988 | 1.001 | 0.992 | 1.010 0.988 | 0.959
(0.133) | (0.039) | (0.040) | (0.042) | (0.038) | (0.037) | (0.082)
2 y— | 0935 | 0995 | 1.001 | 0.995 | 1.005 0.988 | 0.976

(0.127) | (0.042) | (0.037) | (0.039) | (0.041) | (0.039) | (0.089)
X—Y | 0950 | 0.998 | 1.005 | 0.992 | 1.002 0991 | 0.955
(0.113) | (0.041) | (0.044) | (0.039) | (0.034) | (0.048) | (0.096)

X— | 0962 | 0994 | 1.006 | 0.995 | 0.998 1.001 | 0.936
(0.124) | (0.045) | (0.042) | (0.038) | (0.037) | (0.038) | (0.095)
100 5 y— | 0947 | 1.001 | 0.999 | 0.989 | 0.99% 0.995 | 0.926

(0.134) | (0.040) | (0.043) | (0.042) | (0.042) | (0.043) | (0.106)
X—Y | 0967 | 0998 | 1.00L | 0.992 | 0.999 0989 | 0.942
(0.118) | (0.039) | (0.039) | (0.045) | (0.040) | (0.042) | (0.091)

X— | 0980 | 0997 | 0.999 | 0.989 | 0.991 0.993 | 0911
(0.127) | (0.039) | (0.045) | (0.046) | (0.046) | (0.043) | (0.118)
10 y— | 0959 | 0.998 | 0.994 | 0.992 | 1.004 0987 | 0.910

(0.122) | (0.040) | (0.043) | (0.041) | (0.037) | (0.042) | (0.119)
X—Y | 0971 | 0997 | 1.004 | 0992 | 0.999 0.995 | 0.890
(0.118) | (0.039) | (0.045) | (0.039) | (0.044) | (0.043) | (0.129)

Ozet olarak; t-NI ~ve L-NI regresyon modelleri, sadece y— yoniindeki aykiri

gozlemlerden etkilenmeyen robust Bayesyen parametre tahminlerine sahiptir. Bu
modellerin aksine RN-NI modeli ise tiim yonlerdeki aykir1 gozlemlerden etkilenmeyen

robust Bayesyen tahminler elde edilmesini saglamistir.
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Ayrica bu tahminlerin, diger iki modelden elde edilen tahminlere gére daha kiiciik RMSE
degerlerine sahip oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle aykir1 gdézlemli bir veri setinin

modellenmesinde RN-NI modelinin tercih edilmesinin daha uygun olacagi sdylenebilir.

Durum I icin simiilasyon sonucglari:

t, Laplace ve RN hata dagilimlarindan herhangi birine ve Normal 6nsel dagilima dayali
k =3 ve k =5 bagimsiz degiskenli regresyon modellerine yonelik elde edilen parametre

tahminleri, ¢izelge 4.4.a-4.6.b’de verilmistir.

Cizelge 4.4.2-4.4.b’de yer alan t hata dagilimi1 ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon
modellerine (t-N) iliskin parametre tahminleri incelendiginde, bu tahminlerin veri setinde
aykir1 gozlem sayismin az olmasi durumunda tiim yonlerde bu goézlemlerden fazla
etkilenmedigi goriilmiistiir. Aykir1 gozlem sayisinin artmasi durumunda ise tahminlerin

X— Ve X—Y yoniindeki gézlemlerden etkilendigi ortaya ¢ikmustir. Orneklem genisligi
arttirilldiginda bu etkilenme devam etmis olup sadece y— yoniindeki aykir1 gozlemlere

kars1 robust olan daha kiiciik RMSE degerli Bayesyen tahminler elde edilmistir.

Cizelge 4.4 a) t hata dagilimi (g ~#(0,6°,3)) ve Normal oOnsel dagilima
(B;~N(01), j=12,3) dayali regresyon modeli parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykart A ~ 5
n | gozlem | gozlem 'B 0 ﬂ 1 182 ﬂs

sayisi yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 0.974 0.846 0.859 0.843 1.196
0.317) | (0.215) | (0.214) | (0.223) | (0.320)
1 y— 0.986 0.982 1.014 0.993 1.098

(0.225) | (0.093) | (0.092) | (0.085) | (0.245)
X—Y | 0.986 0.960 0.999 0.972 1.279
(0.234) | (0.100) | (0.095) | (0.095) | (0.389)

30 X— 0.823 0019 | —0.004 | —0009 | 4.164
(1.116) | (1.008) | (1.039) | (1.034) | (3.228)

3 y- 0.999 0.974 1.015 0.988 1.513

(0.228) | (0.093) | (0.099) | (0.088) | (0.609)

X=Y | 0953 0.015 0005 | —0010 | 5276

(1.075) | (1.008) | (1.028) | (1.032) | (4.354)
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Cizelge 4.4 a) t hata dagihmi (g ~#(0,6°,3)) ve Normal oOnsel dagilima
(B;~N(01), j=123) dayal:i regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykirt A A A P
gozlem | gozlem By 2 P, B

sayisl yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0989 | 0.986 0.975 0.985 1.066
(0.193) | (0.068) | (0.069) | (0.070) | (0.146)
1 y— | 0993 | 0.993 0.982 0.992 1.063

(0.192) | (0.067) | (0.067) | (0.069) | (0.144)
X—Y | 0988 | 0.979 0.970 0.980 1.151
(0.197) | (0.069) | (0.073) | (0.071) | (0.210)

X— 0.981 0.009 | —0.030 0.030 4.141
(0.925) | (1.005) | (1.049) | (0.986) | (3.182)

3 y— 0.993 0.989 0.982 0.990 1.235

50 (0.199) | (0.068) | (0.068) | (0.069) | (0.284)
X=y | 1.049 0.016 | —0.003 0.041 4.632

(0.916) | (1.000) | (1.025) | (0.978) | (3.706)

X— 0.985 0.004 | —0.031 0.031 4.141

(0.953) | (1.010) | (1.050) | (0.986) | (3.183)

5 y— 1.001 0.987 0.977 0.988 1.479

(0.206) | (0.069) | (0.069) | (0.075) | (0.520)

ey 1.105 0.005 | —0.019 0.024 5.051

(0.934) | (1.010) | (1.038) | (0.991) | (4.098)

X— 1.010 0.938 0.944 0.939 1.097

(0.149) | (0.108) | (0.107) | (0.113) | (0.169)

2 y- 1.016 0.996 1.004 0.996 1.063

(0.124) | (0.045) | (0.046) | (0.040) | (0.132)
X—y | 1.015 | 0.994 1.001 0.993 1.063
(0.124) | (0.046) | (0.045) | (0.040) | (0.133)

X— | 0.867 | 0.002 0.008 0.012 4.191
(0.646) | (1.004) | (0.999) | (0.995) | (3.209)
100 5 y— | 1.014 | 0.996 1.004 0.995 1.183

(0.126) | (0.045) | (0.047) | (0.041) | (0.226)
X—Y | 0942 | 0.319 0.322 0.325 2.209
(0.437) | (0.696) | (0.698) | (0.693) | (1.427)

X— | 0856 | 0.002 | —0.001 | 0.011 4.195
(0.648) | (1.006) | (1.007) | (0.996) | (3.212)
10 y— | 1.024 | 0.994 1.002 0.994 1.482

(0.132) | (0.046) | (0.050) | (0.044) | (0.513)
X—Y | 0948 | 0.002 0.004 0.010 4.873
(0.624) | (1.005) | (1.003) | (0.995) | (3.892)
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Cizelge 4.4 b) t hata dagihmu (g ~1(0,6°,3)) ve Normal oOnsel dagilima
(B;~N(0,1), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri
Regresyon modeli parametre tahminleri
n Aykirt | Aykirt A A A A A A A
gézlem gézlem ﬂO ﬁl ﬂZ ﬂS ﬂ4 ﬂS o
sayisi yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.982 0.829 0.821 0.844 0.827 0.849 1.256
(0.380) | (0.222) | (0.232) | (0.203) | (0.218) | (0.200) | (0.373)
1 y- 0.988 0.985 0.974 1.001 0.980 1.001 1.147
(0.260) | (0.097) | (0.101) | (0.099) | (0.098) | (0.086) | (0.274)
X—y 1.036 0.761 0.756 0.775 0.754 0.785 1.705
(0.549) | (0.386) | (0.383) | (0.359) | (0.398) | (0.340) | (1.148)
30 X— 0.979 | -0.021 | —-0.032 | 0.026 0.017 0.013 5.050
(1.394) | (1.075) | (1.091) | (1.019) | (1.037) | (1.039) | (4.131)
3 y- 1.023 0.975 0.958 0.994 0.969 0.987 1.637
(0.289) | (0.108) | (0.113) | (0.096) | (0.104) | (0.095) | (0.729)
X—y 1.226 | —0.020 | —0.036 | 0.028 0.006 0.032 6.391
(1.418) | (1.072) | (1.085) | (1.015) | (1.039) | (1.021) | (5.474)
K= 1.010 0.986 0.991 0.974 0.976 0.997 1.061
(0.192) | (0.068) | (0.072) | (0.070) | (0.070) | (0.064) | (0.157)
1 Y3 1.011 0.994 0.999 0.983 0.984 1.004 1.057
(0.190) | (0.064) | (0.069) | (0.065) | (0.067) | (0.063) | (0.154)
X=y 1.007 0.988 0.993 0.977 0.978 0.999 1.134
(0.193) | (0.068) | (0.071) | (0.068) | (0.069) | (0.064) | (0.210)
X— 0.883 | —0.038 | 0.019 0.029 —-0.015 0.028 5.098
(1.107) | (1.079) | (1.018) | (1.013) | (1.049) | (1.016) | (4.137)
3 W 1.005 0.990 0.997 0.980 0.983 1.004 1.223
50 (0.195) | (0.069) | (0.069) | (0.069) | (0.068) | (0.065) | (0.287)
X—y 1.003 | —0.029 | 0.036 0.022 —-0.020 0.020 5.784
(1.083) | (1.066) | (1.002) | (1.019) | (1.053) | (1.023) | (4.819)
X— 0.895 | —0.035 | 0.021 0.026 -0.024 0.025 5.096
(1.143) | (1.074) | (1.018) | (1.016) | (1.058) | (1.019) | (4.133)
5 y- 1.008 0.988 0.994 0.979 0.978 1.001 1.498
(0.197) | (0.074) | (0.073) | (0.073) | (0.074) | (0.067) | (0.557)
X—y 1.060 | —0.039 | 0.031 0.013 -0.012 0.020 6.215
(1.138) | (1.077) | (1.006) | (1.024) | (1.043) | (1.017) | (5.252)
X— 0.997 0.986 0.983 0.987 0.976 0.979 1.089
(0.143) | (0.117) | (0.096) | (0.096) | (0.127) | (0.113) | (0.374)
2 y- 1.005 1.001 0.995 0.999 0.992 0.993 1.054
(0.121) | (0.047) | (0.040) | (0.044) | (0.046) | (0.050) | (0.122)
X—y 1.005 0.998 0.993 0.998 0.989 0.992 1.055
(0.121) | (0.047) | (0.041) | (0.044) | (0.047) | (0.050) | (0.123)
X— 1.011 0.036 | —0.001 | 0.023 —0.028 —-0.019 5.182
(0.655) | (0.984) | (1.018) | (0.990) | (1.044) | (1.036) | (4.200)
100 5 y- 1.007 1.001 0.993 0.999 0.993 0.994 1.177
(0.122) | (0.049) | (0.043) | (0.044) | (0.049) | (0.050) | (0.217)
X—y 1.080 0.029 | —0.001 | 0.026 —-0.021 -0.013 5.657
(0.663) | (0.992) | (1.018) | (0.996) | (1.037) | (1.031) | (4.676)
X— 1.029 0.033 | —0.003 | 0.023 —0.029 —0.020 5.192
(0.685) | (0.987) | (1.022) | (0.998) | (1.044) | (1.039) | (4.210)
10 y- 1.012 0.999 0.993 0.999 0.990 0.994 1.475
(0.122) | (0.052) | (0.045) | (0.045) | (0.051) | (0.054) | (0.503)
X—y 1.174 0.027 | —0.001 | 0.030 —0.022 -0.021 6.050
(0.691) | (0.993) | (1.019) | (0.991) | (1.038) | (1.038) | (5.071)
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Cizelge 4.5.a-4.5.b’de Laplace hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon
modellerine (L-N) iliskin parametre tahminleri bulunmaktadir. Bu tahminler, x— ve
X—Y yoniindeki aykir1 gozlemlerden oldukg¢a etkilenmektedir. Veri setinde az sayida
aykir1 gozlem olmasi durumunda bile bu etkilenme bariz sekilde goriilmektedir.

Orneklem genisliginin artmas1 durumunda ise s6z konusu etkilenme devam etmistir.

Bu c¢izelgelerdeki parametre tahminlerinin y— yoniindeki aykir1 gézlemlerden etkilenip
etkilenmedigi incelendiginde ise 6rneklem genisligi arttikca daha kiigiik RMSE degerli
robust Bayesyen tahminlerin elde edildigi goriilmiistiir. Ancak o parametresinin tahmini
icin boyle bir durum s6z konusu degildir. o parametresinin tahmini tiim yonlerdeki aykir
gdzlemlerden etkilenmistir. Orneklem genisligi artsa bile bu durum degismemistir. /3, n
tahmininin 1se aykir1 gozlem sayisinin artmast durumunda Yy— yOniindeki aykiri

gbzlemlerden az miktarda etkilendigi goriilmiistiir.

Cizelge 4.5 a) Laplace hata dagihmi (g ~ L(0,0)) ve Normal onsel dagilima
(B;~N(0]1), j=123) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykiri A ~ 5
n | gbzlem | gozlem By 2 p, s

sayisi yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 1.003 | —0.005 | 0.019 0.014 2.086
(1.390) | (1.036) | (1.015) | (1.016) | (1.097)
1 y— 1.087 0.933 0.943 0.935 2.237

(0.381) | (0.138) | (0.155) | (0.139) | (1.239)
X—y | 1.321 0.001 0.038 0.016 2.793
(1.394) | (1.023) | (0.989) | (1.009) | (1.796)

30 X— 1.041 | —0.083 | —0.005 0.093 2.075
(1.449) | (1.111) | (1.036) | (0.947) | (1.087)

3 y— 1579 0.780 0.796 0.760 3.493

(0.783) | (0.285) | (0.260) | (0.283) | (2.494)

X—y 1733 | 0012 | 0036 |_0.014 3.343

(1.616) | (1.035) | (0.996) | (1.037) | (2.345)
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Cizelge 4.5 a) Laplace hata dagilimi (g ~ L(0,0)) ve Normal onsel dagilima
(B;~N(01), j=123) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykirt A A A P
gozlem | gozlem By 2 P, B

sayisl yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0999 | 0.025 0.039 0.010 2.061
(0.844) | (0.996) | (0.978) | (1.016) | (1.066)
1 y— | 1.075 | 0.954 0.981 0.975 1.854

(0.270) | (0.097) | (0.085) | (0.096) | (0.856)
X—y | 1193 | 0.044 0.040 0.010 2.502
(0.889) | (0.978) | (0.979) | (1.014) | (1.505)

X— 1.075 | —0.004 0.001 0.008 2.056
(0.922) | (1.027) | (1.023) | (1.019) | (1.061)

3 y— 1.222 0.908 0.946 0.937 2.752

50 (0.357) | (0.129) | (0.107) | (0.118) | (1.753)
X—y 1.419 0.019 0.022 | —0.021 2.863

(1.028) | (1.004) | (0.999) | (1.043) | (1.865)

X— 1.108 | —0.018 | —0.015 0.032 2.058

(0.950) | (1.040) | (1.035) | (0.996) | (1.063)

5 y— 1.428 0.855 0.898 0.873 3.425

(0.528) | (0.176) | (0.145) | (0.172) | (2.426)

ey 1.620 | —0.009 0.030 —0.020 3.188

(1.143) | (1.025) | (0.997) | (1.045) | (2.189)

X— 0.774 0.028 0.009 0.028 2.063

(0.711) | (0.982) | (1.003) | (0.984) | (1.066)

2 y— 1.040 0.987 0.984 0.997 1.845

(0.143) | (0.061) | (0.057) | (0.058) | (0.846)
X—Y | 0929 | 0.452 0.455 0.461 2.226
(0.399) | (0.576) | (0.566) | (0.566) | (1.227)

X— | 0764 | 0004 | —0.001 | 0.018 2.065
0.727) | (1.007) | (1.013) | (0.995) | (1.067)
100 5 y— | 1116 | 0.977 0.976 0.983 2.533

(0.190) | (0.067) | (0.061) | (0.065) | (1.533)
X—Y | 0994 | 0.020 0.008 0.004 2.686
(0.698) | (0.991) | (1.003) | (1.008) | (1.687)

X— | 0755 | —0.030 | —0.039 0.080 2.071
0.777) | (1.041) | (1.050) | (0.936) | (1.074)

10 y— | 1.285 | 0.957 0.958 0.962 3.386
(0.329) | (0.083) | (0.079) | (0.075) | (2.386)

X—y | 1.163 | 0.014 | —0.008 0.012 3.023

0.721) | (0.997) | (1.020) | (1.002) | (2.024)
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Cizelge 4.5 b) Laplace hata dagilimi (g ~ L(0,0)) ve Normal 6nsel dagilima
(B ,~N (0,2), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri
Regresyon modeli parametre tahminleri
n Aykirt | Aykirt A A A A A A A
gézlem gézlem ﬂO ﬁl ﬂZ ﬂS ﬂ4 ﬂS o
sayisi yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 1.033 0.042 0.016 | —0.006 | —0.015 -0.012 2.290
(1.532) | (1.015) | (1.042) | (1.057) | (1.072) | (1.073) | (1.304)
1 y- 1.151 0.909 0.935 0.920 0.905 0.917 2.272
(0.419) | (0.160) | (0.147) | (0.163) | (0.157) | (0.155) | (1.274)
X—y 1.476 0.032 0.029 0.016 —-0.025 —-0.015 2.955
(1.632) | (1.014) | (1.017) | (1.024) | (1.068) | (1.065) | (1.959)
30 X— 1.086 0.089 | —0.082 | —0.101 | —0.043 0.139 2.315
(1.809) | (0.979) | (1.145) | (1.152) | (1.116) | (0.945) | (1.328)
3 y- 1.789 0.708 0.718 0.719 0.675 0.731 3.577
(1.010) | (0.344) | (0.344) | (0.329) | (0.372) | (0.328) | (2.577)
X—y 1.943 0.040 0.031 | —0.023 | —0.037 —0.009 3.478
(1.914) | (1.015) | (1.020) | (1.063) | (1.073) | (1.054) | (2.481)
X— 0.972 0.022 0.049 0.023 —0.009 -0.027 2.282
(1.166) | (1.018) | (0.989) | (1.020) | (1.057) | (1.065) | (1.288)
1 Y3 1.033 0.970 0.957 0.965 0.953 0.963 1.880
(0.270) | (0.100) | (0.094) | (0.034) | (0.088) | (0.100) | (0.882)
X—y 1.200 0.022 0.055 0.020 —0.008 —0.022 2.689
(1.160) | (1.012) | (0.980) | (1.020) | (1.047) | (1.054) | (1.693)
X— 1.017 0.058 0.009 | —0.041 | —0.034 0.017 2.287
(1.146) | (0.985) | (1.027) | (1.083) | (1.082) | (1.023) | (1.293)
3 Y 1.220 0.921 0.920 0.913 0.906 0.906 2.797
50 (0.360) | (0.133) | (0.124) | (0.135) | (0.132) | (0.139) | (1.798)
X—y 1.431 0.061 0.045 | —0.012 | —0.030 —0.035 3.032
(1.239) | (0.979) | (0.994) | (1.049) | (1.069) | (1.066) | (2.034)
X— 1.025 0.040 | —0.056 | —0.107 | —0.030 0.157 2.315
(1.169) | (1.000) | (1.097) | (1.147) | (1.075) | (0.890) | (1.320)
5 y— 1.502 0.852 0.856 0.847 0.847 0.838 3.482
(0.606) | (0.192) | (0.182) | (0.203) | (0.193) | (0.203) | (2.482)
X—y 1.769 0.053 0.051 | —-0.022 | —0.072 —0.002 3.348
(1.446) | (0.988) | (0.988) | (1.057) | (1.111) | (1.035) | (2.349)
X— 0.834 0.029 | —0.017 | 0.002 0.024 0.011 2.288
(0.932) | (0.990) | (1.037) | (1.019) | (1.000) | (1.006) | (1.290)
2 y— 1.034 0.983 0.981 0.983 0.984 0.985 1.860
(0.173) | (0.065) | (0.060) | (0.056) | (0.057) | (0.063) | (0.861)
X—y 0.932 0.124 0.085 0.100 0.125 0.106 2.489
(0.811) | (0.897) | (0.932) | (0.921) | (0.898) | (0.910) | (1.490)
X— 0.823 0.043 | —0.036 | —0.038 0.017 0.034 2.295
(0.959) | (0.979) | (1.055) | (1.059) | (1.007) | (0.985) | (1.298)
100 5 y— 1.119 0.971 0.967 0.969 0.972 0.969 2.553
(0.220) | (0.074) | (0.071) | (0.068) | (0.068) | (0.074) | (1.554)
X—y 1.102 0.036 | —0.024 | —0.017 0.035 —0.001 2.860
(0.936) | (0.983) | (1.042) | (1.035) | (0.987) | (1.016) | (1.862)
X— 0.837 0.035 | —0.124 | —0.079 0.034 0.144 2.319
(0.964) | (0.988) | (1.142) | (1.100) | (0.992) | (0.884) | (1.322)
10 y- 1.310 0.945 0.942 0.936 0.946 0.947 3.414
(0.374) | (0.093) | (0.097) | (0.098) | (0.088) | (0.089) | (2.414)
X—y 1.319 0.053 | —0.038 | —0.036 0.006 0.031 3.181
(0.988) | (0.968) | (1.057) | (1.057) | (1.020) | (0.991) | (2.182)
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t-N ve L-N modellerinin yan1 sira RN hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima dayali
regresyon modelleri (RN-N) de ele alinmis olup bu modellere iliskin elde edilen
parametre tahminleri, cizelge 4.6.a-4.6.b’de 6zetlenmistir. Bu ¢izelgeler incelendiginde,
tahminlerin tiim yonlerdeki aykir1 gozlemlerden etkilenmeyen robust Bayesyen tahminler
oldugu goriilmiistiir. Orneklem genisligi arttirildiginda, daha kiigiik RMSE degerine sahip

parametre tahminleri elde edilmistir.

Cizelge 4.6 a) RN hata dagilmi (& ~ RN(0,0,0.05,2)) ve Normal 6nsel dagilima
(B; ~N(0,1), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir A A P
n | gozlem | gozlem By A, B, Bs

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 0.986 1.000 0.997 1.001 0.944
(0.150) | (0.077) | (0.069) | (0.081) | (0.135)
1 y— 1.033 0.991 0.986 0.994 0.929

(0.138) | (0.075) | (0.079) | (0.075) | (0.154)
X—y | 1.000 0.988 1.001 1.008 0.910
(0.134) | (0.079) | (0.076) | (0.073) | (0.164)

30 X— 1.006 0.973 0.999 1.012 0.878
(0.147) | (0.070) | (0.085) | (0.082) | (0.180)
3 V- 1.008 1.003 0.989 0.993 0.895

(0.152) | (0.077) | (0.080) | (0.084) | (0.169)
X—y | 1.010 0.983 0.984 0.993 0.853
(0.144) | (0.076) | (0.086) | (0.079) | (0.201)

X— 1.000 0.992 0.998 1.002 0.951
(0.132) | (0.059) | (0.056) | (0.057) | (0.109)
1 y— 0.989 0.994 0.990 0.995 0.939

(0.123) | (0.052) | (0.054) | (0.046) | (0.116)
X—y | 1.005 0.980 0.994 0.991 0.943
(0.132) | (0.063) | (0.053) | (0.055) | (0.121)

X— 1.023 0.988 0.992 0.994 0.949
(0.131) | (0.060) | (0.063) | (0.059) | (0.116)

3 y— 1.007 1.002 0.994 0.998 0.993

50 (0.137) | (0.061) | (0.063) | (0.062) | (0.139)

X—Y | 0.990 1.001 0.986 0.995 0.905
(0.144) | (0.055) | (0.060) | (0.050) | (0.138)

X— 1.016 0.994 0.998 1.003 0.932
(0.143) | (0.062) | (0.057) | (0.054) | (0.120)
5 y— 0.984 0.980 0.984 0.993 0.912

(0.121) | (0.059) | (0.060) | (0.056) | (0.134)
X=y | 0.991 0.985 0.991 0.992 0.883
(0.138) | (0.061) | (0.065) | (0.059) | (0.167)
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Cizelge 4.6 a) RN hata dagilimi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve Normal &nsel dagilima
(B; ~N(0,1), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykirt 5 P P P
gozlem | gozlem By B, B, Bs

X— | 0.996 | 0.999 0.996 0.995 0.968
(0.101) | (0.037) | (0.039) | (0.043) | (0.077)
2 y— | 1.003 | 0.997 0.995 0.998 0.970

(0.102) | (0.036) | (0.039) | (0.043) | (0.074)
X=y | 0.997 | 0.998 0.998 1.010 0.974
(0.093) | (0.038) | (0.040) | (0.039) | (0.074)

X— | 0.998 | 0.997 0.995 0.994 0.947
(0.110) | (0.041) | (0.038) | (0.043) | (0.097)
00| 5 y— | 0974 | 0998 0.994 1.008 0.944

(0.101) | (0.037) | (0.041) | (0.036) | (0.099)
X—Y | 0998 | 0.995 1.002 1.000 0.932
(0.099) | (0.040) | (0.043) | (0.037) | (0.100)

X— | 0.998 | 1.001 1.003 1.003 0.915
(0.100) | (0.041) | (0.043) | (0.046) | (0.119)
10 y— | 0997 | 0.991 0.996 0.987 0.883

(0.109) | (0.042) | (0.039) | (0.047) | (0.137)
X—y | 1.021 | 0.993 0.996 1.001 0.917
(0.106) | (0.037) | (0.040) | (0.042) | (0.116)

Cizelge 4.6 b) RN hata dagilmi (& ~ RN(0,0,0.05,2)) ve Normal &nsel dagilima
(B;~N(0,1), j=1,2,3,4,5 dayalh regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykir1 | Aykir ﬂAo :él 5, yi ,34 ﬂA 5 g

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0924 | 0979 | 1.004 | 0.969 | 0.990 0.968 | 0.961
(0.182) | (0.074) | (0.072) | (0.080) | (0.084) | (0.084) | (0.155)
1 y— | 0934 | 0985 | 0985 | 0.952 | 0.998 0974 | 0.956

(0.158) | (0.076) | (0.077) | (0.090) | (0.077) | (0.078) | (0.156)
X—Y | 0909 | 0982 | 0985 | 0.961 | 0.985 0975 | 0.926
(0.189) | (0.074) | (0.076) | (0.096) | (0.079) | (0.090) | (0.167)

30 X— | 0941 | 0989 | 0992 | 0952 | 0.977 0.967 | 0.864
(0.164) | (0.072) | (0.064) | (0.090) | (0.085) | (0.089) | (0.200)
3 y— | 0901 | 0981 | 0984 | 0954 | 1.001 1.002 | 0.887

(0.193) | (0.081) | (0.075) | (0.085) | (0.071) | (0.081) | (0.182)
X—Y | 0903 | 0977 | 0994 | 0.973 | 1.001 0.977 | 0.905
(0.193) | (0.080) | (0.083) | (0.090) | (0.082) | (0.075) | (0.188)
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Cizelge 4.6 b) RN hata dagilimi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve Normal &nsel dagilima
(B;~N(0,1), j=1,2,3,4,5) dayall regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykin '30 ﬁl B, B ,34 IB 5 o

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0925 | 0.991 | 1.003 | 0.982 | 1.001 0.985 | 0.947
(0.162) | (0.051) | (0.053) | (0.057) | (0.063) | (0.056) | (0.120)
1 y— | 0.907 | 0.997 | 0996 | 0.981 | 0.994 0.987 | 0.988

(0.167) | (0.063) | (0.059) | (0.063) | (0.060) | (0.054) | (0.106)
X=Y | 0937 | 0.994 | 0992 | 0.985 | 1.004 0988 | 0.925
(0.155) | (0.063) | (0.062) | (0.060) | (0.058) | (0.056) | (0.134)

X— | 0914 | 0989 | 0995 | 0975 | 1.012 0.987 | 0.929
(0.156) | (0.064) | (0.055) | (0.066) | (0.051) | (0.056) | (0.126)

3 y— | 0911 | 0989 | 1.006 | 0.983 | 0.995 0984 | 00921

50 (0.171) | (0.063) | (0.061) | (0.069) | (0.065) | (0.062) | (0.137)

X—Y | 0902 | 0.984 | 1.005 | 0.978 | 0.991 0.997 | 0.916
(0.170) | (0.062) | (0.063) | (0.065) | (0.065) | (0.067) | (0.125)

X— | 0921 | 0.992 | 1.006 | 0.974 | 0.996 0991 | 0.916
(0.175) | (0.064) | (0.063) | (0.073) | (0.060) | (0.064) | (0.143)
5 y— | 0926 | 0993 | 0.999 | 0.994 | 1.001 0.988 | 0.870

(0.168) | (0.063) | (0.051) | (0.058) | (0.057) | (0.064) | (0.167)
X—Y | 0930 | 0995 | 1.002 | 0976 | 1.009 0.993 | 0.883
(0.147) | (0.062) | (0.064) | (0.067) | (0.057) | (0.062) | (0.153)

X— | 0934 | 0988 | 1.001 | 0.992 | 1.010 0.988 | 0.959
(0.133) | (0.039) | (0.040) | (0.042) | (0.038) | (0.037) | (0.082)
2 y— | 0935 | 0995 | 1.001 | 0.995 | 1.005 0.988 | 0.976

(0.127) | (0.042) | (0.037) | (0.039) | (0.041) | (0.039) | (0.089)
X—Y | 0950 | 0.998 | 1.005 | 0.992 | 1.002 0.991 | 0.955
(0.113) | (0.041) | (0.044) | (0.039) | (0.034) | (0.048) | (0.096)

X— | 0962 | 0994 | 1.006 | 0.995 | 0.998 1.001 | 0.936
(0.124) | (0.045) | (0.042) | (0.038) | (0.037) | (0.038) | (0.095)
100 5 y— | 0947 | 1.001 | 0.999 | 0.989 | 0.99% 0.995 | 0.926

(0.134) | (0.040) | (0.043) | (0.042) | (0.042) | (0.043) | (0.106)
X—Y | 0967 | 0998 | 1.00L | 0.992 | 0.999 0989 | 0.942
(0.118) | (0.039) | (0.039) | (0.045) | (0.040) | (0.042) | (0.091)

X— | 0980 | 0997 | 0.999 | 0.989 | 0.991 0993 | 0911
(0.127) | (0.039) | (0.045) | (0.046) | (0.046) | (0.043) | (0.118)
10 y— | 0959 | 0.998 | 0.994 | 0.992 | 1.004 0987 | 0.910

(0.122) | (0.040) | (0.043) | (0.041) | (0.037) | (0.042) | (0.119)
X—Y | 0971 | 0997 | 1.004 | 0992 | 0.999 0.995 | 0.890
(0.118) | (0.039) | (0.045) | (0.039) | (0.044) | (0.043) | (0.129)

Sonug olarak, RN-N modelinin biitiin parametreleri agisindan diger iki modele kiyasla
tim yonlerdeki aykir1 gézlemlerden etkilenmeyen robust Bayesyen tahminler verdigi
ortaya ¢ikmustir. t-N ve L-N modelleri kendi aralarinda kiyaslandiginda ise t-N modelinin

tiim parametrelerinin y— yoniindeki aykir1 gozlemlere karsi robust Bayesyen tahminler

verdigi goriilmiistiir.
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Durum III i¢in simiilasyon sonuclari:

Normal hata dagilimi ve kalin kuyruklu 6nsel dagilima (t ve Laplace) dayali k =3 ve
k =5 bagimsiz degisken iceren regresyon modellerine yonelik elde edilen parametre
tahminleri cizelge 4.7.a-4.8.b’de yer almaktadir. Normal hata dagilimi ve t 6nsel dagilima
dayali regresyon modelleri (N-t) parametre tahminleri incelendiginde, bu tahminlerin veri
setinde yer alan tiim yonlerdeki aykir1 gozlemlerden etkilendigi goriilmiistir. Bu
etkilenme 6zellikle ¢ parametresinin tahmininde daha belirgin olarak ortaya ¢ikmistir
(Cizelge 4.7.2-4.7.b). Orneklem genisliginin artmas: durumunda ise herhangi bir

degisiklik olmamstir.

Cizelge 4.7 a) Normal hata dagihmi (g ~N(0,6°)) ve t onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Aykirt | Aykiri Regresyon modeli parametre tahminleri
n 6zlem 6zlem p D p 5 5
gsayls1 gyonu ﬁO ﬂl ﬁZ 163 o

RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE

X— 0.825 0.122 —0.064 | -0.031 4.934

(0.958) (0.905) (1.083) (1.049) (3.991)

1 y- 4.294 0.598 0.448 0.548 18.154
(3.383) (0.764) (0.841) (0.785) | (17.163)

X—y 4.276 0.224 —-0.181 -0.044 19.117
(3.441) | (0.895) | (1.262) | (1.131) | (18.147)

30 X—= 0.802 0.168 -0.144 | -0.013 4.981
(1.005) (0.860) (1.161) (1.031) (4.035)

3 y- 10.955 0.474 0.324 0.303 30.274
(9.990) (0.982) (0.976) (0.923) | (29.289)

X—-y 8.015 0.277 -0.210 | -0.127 26.205
(7.090) (0.860) (1.284) (1.189) | (25.234)

X—= 0.812 0.062 —-0.027 0.006 5.053

(0.735) (0.949) (1.040) (1.006) (4.080)

1 y- 2.965 0.794 0.723 0.669 14.063
(2.019) (0.566) (0.616) (0.634) | (13.066)

X=-y 2.854 0.163 —-0.078 | —0.056 15.028
(2.005) (0.926) (1.148) (1.120) | (14.050)

X—= 0.792 0.076 —-0.079 0.020 5.082

(0.758) (0.937) (1.091) (0.990) (4.117)

3 y- 6.932 0.659 0.616 0.474 23.768
50 (5.964) | (0.797) | (0.785) | (0.853) | (22.774)
X—-y 4.966 0.172 -0.073 | -0.113 20.504
(4.046) (0.939) (1.134) (1.188) | (19.521)

X= 0.771 0.052 —-0.104 0.064 5.128

(0.770) | (0.959) | (1.115) | (0.947) | (4.157)

5 y— 10.855 0.588 0.511 0.388 30.064
(9.876) | (0.842) | (0.850) | (0.893) | (29.071)

X—y 7.171 0.223 —0.149 —-0.116 24.606
(6.224) | (0.904) | (1.218) | (1.205) | (23.625)
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Cizelge 4.7 a) Normal (5 ~N(0,6%)) ve t onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

hata dagilim1

Regresyon modeli parametre tahminleri
n Aykirt | Aykirt A 5 A 5 A
gézlem | gbzlem By Ay Iz Bs 7

sayist | yoni | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE

X— 0.915 0.070 —0.033 0.004 5.057

(0.448) | (0.935) | (1.038) | (L002) | (4.071)

2 y— 2.975 0.954 0.799 0.756 14.068
(1.989) | (0.477) | (0.447) | (0.533) | (13.070)

X=y 1.898 0.146 -0.071 -0.002 11.210
(1.010) | (0.886) | (1.098) | (1.031) | (10.221)

X— 0.928 0.090 -0.074 —0.002 5.097

(0.460) | (0.915 | (1.079) | (1.008) | (4.111)

100 5 y— 5.993 0.832 0.589 0.556 21.871
(5.003) | (0.650) | (0.657) | (0.705) | (20.873)

X—=y 3.994 0.231 -0.155 -0.081 17.927
(3.033) | (0.852) | (1.193) | (1.131) | (16.938)

X— 0.921 0.075 -0.114 0.046 5.153

(0.487) | (0.930) | (1.119) | (0.959) | (4.166)

10 y— 11.005 0.701 0.478 0.490 30.109
(10.011) | (0.766) | (0.767) | (0.784) | (29.111)

X=y 6.158 0.323 -0.221 -0.136 22.453
(5.183) | (0.813) | (1.278) | (1.201) | (21.461)
Cizelge 4.7 b) Normal hata dagihmi (g ~ N(0,6°)) ve t o&nsel dagilima

(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Aykirt | Aykirt Regresyon modeli parametre tahminleri
n gozlem | gozlem P 5 P 2 A 2 ~
sayisi yonu ﬂO ﬂl ﬂZ ﬂ3 ﬂA ﬂS o
RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE
X— 0.915 0.075 0.048 0.019 | —-0.100 | —0.023 6.394
(1.170) | (0.969) | (0.991) | (1.043) | (1.136) | (1.063) | (5.449)
1 y— 4.456 0.525 0.489 0.485 0.458 0.409 18.088
(3.580) | (0.823) | (0.795) | (0.791) | (0.796) | (0.834) | (17.102)
X—y 4.499 0.079 0.093 0.007 | —0.089 | —0.108 | 19.141
(3.721) | (1.062) | (1.047) | (1.108) | (1.198) | (1.216) | (18.177)
30 X— 0.989 0.124 0.124 | —0.017 | —0.232 | 0.002 6.384
(1.175) | (0.926) | (0.922) | (1.076) | (1.259) | (1.040) | (5.436)
3 y— 11.006 0.238 0.292 0.253 0.255 0.296 30.107
(10.055) | (1.009) | (0.916) | (0.947) | (0.952) | (0.987) | (29.127)
X—y 8.238 0.064 0.160 | —0.044 | —0.135 | —0.114 | 25.921
(7.349) | (1.064) | (0.984) | (1.145) | (1.229) | (1.219) | (24.957)
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Cizelge 4.7 b) Normal hata dagilimi (g ~ N(0,6°)) Vve t Onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Aykirt | Aykiri Regresyon modeli parametre tahminleri
n gozlem | gozlem o A 5 5 5 5 A
saylsl yénii ﬂO ﬂl ﬂZ ﬁS ﬂA ﬁS o
RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE
X— 0.886 | —0.007 | 0.077 | —0.007 | 0.012 | —0.031 6.407
(1.039) | (1.033) | (0.962) | (1.035) | (1.020) | (1.060) | (5.451)
1 y- 3.042 0.717 0.747 0.642 0.788 0.644 14.122

(2.113) | (0.635) | (0.607) | (0.626) | (0.584) | (0.612) | (13.127)
X—y | 2999 | 0011 | 0.110 | -0.049 | 0071 | —0.099 | 15559
(2.248) | (1.116) | (0.993) | (1.143) | (1.034) | (1.176) | (14.592)

X— 0.888 | —0001 | 0.119 | —0.022 | —0.032 | —0.048 | 6.403

(1.045) | (1.026) | (0.923) | (1.049) | (1.065) | (1.076) | (5.447)

3 y— 7029 | 0620 | 0573 | 0.369 | 0579 | 0.417 | 23.854

50 (6.076) | (0.748) | (0.817) | (0.880) | (0.796) | (0.859) | (22.863)

X—y | 5118 | 0049 | 0143 | —0.068 | 0.041 | —0188 | 20.771
(4.251) | (1.064) | (0.971) | (1.182) | (1.102) | (1.299) | (19.796)

X— 0930 | 0.007 | 0.153 | —0.055 | - 0071 | 0027 | 6.427
(1.066) | (1.019) | (0.889) | (1.080) | (1.101) | (1.058) | (5.468)
5 y— 11.039 | 0420 | 0433 | 0266 | 0.471 | 0.346 | 30.097

(10.072) | (0.811) | (0.867) | (0.960) | (0.889) | (0.943) | (29.103)
X—Y | 7.364 | 0066 | 0.183 | —0.112 | 0.004 | —0.194 | 24.751
(6.454) | (1.056) | (0.963) | (1.217) | (1.119) | (1.312) | (23.775)

X— 0.909 | —0022 | 0046 | —0.029 | 0.044 | 0.009 | 6.508
(0.611) | (1.037) | (0.971) | (1.042) | (0.971) | (1.006) | (5.529)
2 - 2918 | 0749 | 0.864 | 0.950 | 0.821 | 0.799 | 14.094

(1.944) | (0.502) | (0.433) | (0.443) | (0.495) | (0.497) | (13.096)
X—y | 1.904 | 0033 | 0039 | 0.035 | 0017 | 0019 | 11.979
(1.092) | (1.073) | (0.998) | (1.010) | (1.032) | (1.019) | (11.001)

X— 0.895 | —0030 | 0.053 | —0.049 | 0.025 | 0.024 | 6519
(0.614) | (1.045) | (0.964) | (1.062) | (0.991) | (0.991) | (5.542)
100 5 y— 5914 | 0629 | 0.750 | 0.834 | 0.725 | 0.607 | 21.955

(4.928) | (0.656) | (0.633) | (0.592) | (0.641) | (0.620) | (20.958)
X—Y | 3944 | 0100 | 0.096 | 0.107 | 0010 | —0.109 | 18.417
(3.010) | (1.174) | (0.990) | (0.966) | (1.054) | (1.162) | (17.435)

X— 0874 | —0065| 0.047 | —0.088 | 0029 | 0.089 | 6562
(0.646) | (1.079) | (0.970) | (1.099) | (0.987) | (0.927) | (5.583)
10 y— 10.978 | 0517 | 0581 | 0.667 | 0.674 | 0.568 | 30.210

(9.988) | (0.811) | (0.765) | (0.729) | (0.699) | (0.701) | (29.213)
X—Y | 6.106 | 0167 | 0.111 | 0.088 | 0041 | —0.106 | 22.962
(5.148) | (1.251) | (0.988) | (1.004) | (1.039) | (1.158) | (21.975)

N-t modelinin yani1 sira Normal hata dagilimi1 ve Laplace 6nsel dagilima dayali regresyon
modeli (N-L) parametre tahminleri de ayni sekilde tiim yonlerdeki aykir1 gozlemlerden
etkilenen robust olmayan tahminlerdir (Cizelge 4.8.a-4.8.b). Orneklem genisliginin

artmasi durumunda da bu etkilenme devam etmistir.
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Cizelge 4.8 a) Normal hata dagilmi (g ~ N(0,6°)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~L(0,1), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri
Aykirt | Aykirt A 3 A 2 A
n gozlem | gozlem Po P P Fa y

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 0.828 —0.002 0.033 —0.006 4.868

(0.965) (1.020) (0.983) (1.020) (3.924)

1 y— 4.251 0.506 0.475 0.574 18.095
(3.346) (0.801) (0.820) (0.779) (17.105)

X—y 4.278 —0.003 —0.005 0.004 19.024
(3.444) (1.080) (1.089) (1.062) (18.053)

30 X— 0.799 —-0.020 0.003 0.029 4.886
(1.023) (1.039) (1.015) (0.990) (3.941)

3 y- 10.892 0.334 0.354 0.334 30.226
(9.931) (0.998) (0.928) (0.894) (29.241)

X=y 8.062 -0.018 0.034 -0.077 26.098
(7.139) (1.095) (1.035) (1.128) (25.127)

X— 0.810 —0.001 0.037 0.005 5.055

(0.741) (1.010) (0.975) (1.005) (4.083)

1 Y3 2.965 0.726 0.731 0.652 14.108
(2.022) (0.602) (0.623) (0.644) (13.112)

X—y 2.875 0.026 0.046 —0.047 15.055
(2.022) (1.035) (1.017) (1.099) (14.077)

X— 0.786 —-0.027 0.035 0.009 5.054

(0.754) (1.036) (0.978) (1.001) (4.083)

3 Y 6.920 0.564 0.642 0.474 23.821
50 (5.954) (0.833) (0.767) (0.851) (22.827)
X—y 4.972 —-0.012 0.105 —0.108 20.533
(4.053) (1.085) (0.958) (1.171) (19.550)

X— 0.774 —-0.032 0.002 0.041 5.086

(0.771) (1.040) (1.010) (0.970) (4.115)

5 y— 10.806 0.474 0.536 0.392 30.135
(9.827) (0.889) (0.820) (0.890) (29.142)

X—y 7.196 —0.037 0.097 —-0.102 24.638
(6.257) (1.134) (0.979) (1.196) (23.657)

X— 0.916 0.012 0.013 0.015 5.044

(0.447) (0.991) (0.992) (0.989) (4.058)

2 y— 2.985 0.903 0.795 0.744 14.063
(2.002) (0.502) (0.459) (0.551) (13.065)

X—y 1.9050 0.059 —0.005 0.017 11.185
(1.019) (0.965) (1.027) (1.006) (10.196)

X— 0.924 0.001 0.002 0.012 5.076

(0.459) (1.004) (1.003) (0.994) (4.089)

100 5 y— 5.988 0.759 0.602 0.551 21.850
(4.999) (0.683) (0.650) (0.712) (20.853)

X—y 4.009 0.042 —0.010 —0.038 17.899
(3.047) (1.012) (1.043) (1.078) (16.910)

X— 0.913 —0.023 -0.017 0.047 5.098

(0.490) (1.027) (1.022) (0.958) (4.112)

10 y— 10.987 0.617 0.505 0.499 30.085
(9.994) (0.801) (0.747) (0.778) (29.086)

X—y 6.194 0.050 —0.020 —0.065 22.409
(5.219) (1.038) (1.076) (1.132) (21.417)
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Cizelge 4.8 b) Normal hata dagilimi (& ~ N(0,6°)) ve Laplace 6nsel dagilima
(B;~L(0,1), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri
Aykirt | Aykiri Regresyon modeli parametre tahminleri
n gozlem | gozlem 3 3 3 3 3 3 5
Sem | gbrlem | Gy | b | B | A | A A |

RMSE RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE RMSE

X— 0.895 0.038 0.004 0.025 | —0.044 | —0.002 6.414

(1.173) | (1.001) | (1.026) | (1.023) | (1.078) | (1.038) | (5.468)

1 y— 4.404 0.508 0.492 0.508 0.468 0.427 18.113
(3.530) | (0.813) | (0.791) | (0.773) | (0.782) | (0.818) | (17.126)

X—y 4.422 0.009 0.001 0.054 | —0.037 | —0.042 | 19.219
(3.634) | (1.109) | (1.109) | (1.057) | (1.148) | (1.175) | (18.254)

30 X— 0.929 0.042 | —0.071 | —0.043 | —0.038 | 0.112 6.470
(1.204) | (1.005) | (1.110) | (1.097) | (1.084) | (0.947) | (5.522)

3 y— 10.929 0.234 0.292 0.287 0.256 0.314 30.107
(9.974) | (0.990) | (0.915) | (0.923) | (0.938) | (0.965) | (29.126)

X—y 8.157 —-0.041 | 0.030 | —0.002 | —0.005 | —0.048 | 26.047
(7.278) | (1.152) | (1.091) | (1.099) | (1.114) | (1.169) | (25.082)

X— 0.892 -0.002 | 0.029 | —0.002 | 0.009 0.009 6.402

(1.043) | (1.026) | (1.003) | (1.026) | (1.018) | (1.018) | (5.446)

1 y— 3.020 0.703 0.718 0.642 0.768 0.659 14.161
(2.095) | (0.645) | (0.621) | (0.629) | (0.596) | (0.611) | (13.167)

X—y 2.999 0.002 0.033 | —0.039 | 0.048 | —0.023 | 15.565
(2.257) | (1.089) | (1.049) | (1.118) | (1.042) | (1.096) | (14.597)

X— 0.888 0.015 0.022 | —0.055 | —0.001 | 0.035 6.469

(1.049) | (1.005) | (1.012) | (1.076) | (1.034) | (0.996) | (5.512)

3 Vi 7.010 0.609 0.538 0.387 0.564 0.450 23.879
50 (6.058) | (0.749) | (0.825) | (0.858) | (0.794) | (0.839) | (22.887)
X—y 5.132 0.068 0.045 | —0.070 | 0.039 | —0.105 | 20.836
4.277) | (1.042) | (1.059) | (1.192) | (1.096) | (1.206) | (19.859)

X— 0.948 0.001 | —0.049 | —0.081 | 0.005 0.131 6.554

(1.090) | (1.024) | (1.079) | (1.111) | (1.026) | (0.907) | (5.595)

5 y- 11.026 0.412 0.396 0.289 0.454 0.386 30.106
(10.059) | (0.807) | (0.880) | (0.938) | (0.886) | (0.909) | (29.113)

X—y 7.371 0.084 0.042 | —-0.117 | 0.007 | —0.068 | 24.804
(6.462) | (1.047) | (1.090) | (1.225) | (1.139) | (1.201) | (23.829)

X— 0.915 0.012 0.019 | —0.029 | 0.026 0.018 6.503

(0.611) | (1.001) | (0.996) | (1.040) | (0.987) | (0.995) | (5.525)

2 y— 2.924 0.736 0.842 0.941 0.798 0.796 14.080
(1.952) | (0.521) | (0.454) | (0.460) | (0.517) | (0.514) | (13.083)

X—y 1.916 0.001 0.013 0.027 | —0.004 | 0.042 11.949
(1.098) | (1.035) | (1.018) | (1.008) | (1.045) | (0.988) | (10.970)

X— 0.891 0.020 0.006 | —0.059 | 0.006 0.048 6.535

(0.610) | (0.995) | (1.007) | (1.069) | (1.009) | (0.967) | (5.558)

100 5 y— 5.919 0.619 0.725 0.831 0.705 0.610 21.914
(4.933) | (0.662) | (0.652) | (0.599) | (0.659) | (0.626) | (20.916)

X—y 3.967 —0.015 | 0.039 0.089 | —0.042 | —0.066 | 18.403
(3.033) | (1.082) | (1.035) | (0.970) | (1.096) | (1.115) | (17.421)

X— 0.887 —0.015 | —0.068 | —0.106 | 0.047 0.155 6.642

(0.638) | (1.029) | (1.081) | (1.116) | (0.973) | (0.863) | (5.662)

10 y- 10.989 0.524 0.549 0.672 0.652 0.579 30.146
(10.000) | (0.804) | (0.779) | (0.721) | (0.704) | (0.698) | (29.149)

X—y 6.120 -0.077 | 0.032 0.078 0.002 | —0.066 | 22.952
(5.162) | (1.159) | (1.053) | (1.020) | (1.075) | (1.118) | (21.965)
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Durum 1V icin simiilasyon sonuclari:

Hem hata terimleri hem de g ’nin 6nselinin kalin kuyruklu bir dagilima sahip oldugunun

varsayilmast durumunda olusturulan regresyon modellerine iligkin elde edilen parametre

tahminleri cizelge 4.9.a-4.14.b’de verilmistir.

Cizelge 4.9.2-4.9.b incelendiginde, simiilasyon verisinde yer alan aykir1 gozlem sayisinin
enaz (“1” ve “2”) olmasi1 durumunda t hata dagilimi ve t 6nsel dagilima dayali regresyon
modeli (t-t) parametre tahminleri tim yonlerde bu aykir1 gozlem ya da gézlemlerden
miimkiin oldugunca etkilenmemistir. Orneklem genisliginin artmas1 durumunda bu
tahminlerin RMSE degerlerinde azalma meydana geldigi gézlenmistir. Yani i¢cerisinde az
sayida aykirit gézlem bulunan bir veri seti modellenmek istenildiginde; t-t modelinin
kullanimi, 6rneklem genisligi arttikca tiim yonlerdeki aykir1 gézlemlere karsi robust
Bayesyen tahminler vermesi sebebiyle tercih edilebilir. Ancak veri setinde 6rneklem
genisliginin %10’una denk gelecek sayida aykiri gozlem olmas1 durumunda ise t-t modeli
tahminleri, sadece y—ydniindeki aykir1 gozlemlere karsi robust Bayesyen tahminlerdir.
Orneklem genisliginin artmasi durumunda tahminlerde sadece X— yoniindeki aykiri
gozlemlerden dolay1 bozulma meydana gelmistir. ¢ parametresinin tahmini ise x— ve
X—Y yoniindeki aykir1 gozlemlerden oldukca etkilenmis fakat y— yoniindekilerden

diger yonlere gore fazla etkilenmemistir.

Cizelge 49 a) t hata dagihm (¢ ~#(0,6°,3)) ve t onsel dagilhima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Aykirt | Aykirt Regresyon modeli parametre tahminleri
n gozlem | gozlem P 5 P 2 A
sayisi yonu ﬂO ﬂl ﬂZ ﬁ3 o
RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.973 0.956 0.980 0.962 1.101
(0.240) (0.107) (0.105) (0.100) (0.250)
1 y— 0.994 0.982 1.011 0.987 1.087

(0.225) | (0.094) | (0.092) | (0.086) | (0.239)
X=y | 0.993 0.951 0.981 0.950 1.279
(0.240) | (0.135) | (0.153) | (0.144) | (0.441)

30 X— 0.821 0056 | —0.115 | 0.064 4.190
(1.110) | (0.970) | (1.142) | (0.964) | (3.253)
3 y- 1.010 0.974 1.011 0.980 1.474

(0.228) | (0.094) | (0.100) | (0.090) | (0.571)
X=y | 0.959 0.051 0.073 0.072 4875
(1.010) | (0.994) | (0.987) | (0.978) | (4.044)
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Cizelge4.9 a) t hata dagimi (g ~#(0,6°,3)) ve t onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j =1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykirt A A A P
gozlem | gozlem By 2 P, B

sayisl yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0.964 | 0.995 0.982 0.988 1.054
(0.195) | (0.066) | (0.068) | (0.070) | (0.139)
1 y— | 0967 | 1.002 0.988 0.994 1.053

(0.194) | (0.066) | (0.066) | (0.069) | (0.138)
X=y | 0962 | 0.993 0.982 0.987 1.131
(0.198) | (0.066) | (0.067) | (0.070) | (0.194)

X— 0.931 0.964 0.953 0.958 1.250
(0.322) | (0.123) | (0.134) | (0.117) | (0.359)

3 y— 0.964 0.999 0.989 0.992 1.222

50 (0.202) | (0.067) | (0.067) | (0.069) | (0.272)

X—Y | 0955 | 0978 0.967 0.972 1.339
(0.212) | (0.071) | (0.075) | (0.079) | (0.384)

X— | 0722 | 0371 0.318 0.355 3.016
(0.778) | (0.767) | (0.842) | (0.790) | (2.381)
5 y— | 0966 | 0.998 0.985 0.990 1.460

(0.208) | (0.068) | (0.067) | (0.075) | (0.502)

~Yy 0.739 0.607 0.592 0.588 2.793
(0.596) | (0.603) | (0.626) (0.625) (2.349)

X— | 1.004 | 0.993 0.996 0.992 1.060
(0.123) | (0.046) | (0.045) | (0.041) | (0.131)
2 y— | 1.006 | 0.998 1.002 0.997 1.059

(0.122) | (0.045) | (0.045) | (0.040) | (0.130)
X—Y | 1.005 | 0.996 0.999 0.995 1.060
(0.122) | (0.045) | (0.045) | (0.040) | (0.131)

X— | 0859 | 0.796 0.776 0.789 1.765
(0.407) | (0.425) | (0.479) | (0.444) | (1.401)
100 5 y— | 1.003 | 0.998 1.002 0.996 1.178

(0.125) | (0.045) | (0.047) | (0.041) | (0.222)
X—Y | 0999 | 0.986 0.990 0.984 1.232
0.127) | (0.046) | (0.049) | (0.045) | (0.272)

X— | 0809 | 0.006 | —0.066 | 0.073 4.167
(0.662) | (1.001) | (1.073) | (0.935) | (3.185)
10 y— | 1.010 | 0.996 1.000 0.996 1.466

(0.130) | (0.046) | (0.050) | (0.044) | (0.498)
X=Y | 0992 | 0.959 0.964 0.957 1.509
(0.158) | (0.114) | (0.103) | (0.127) | (0.621)
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Cizelge 49 b) t hata dagihm (g ~1(0,6°,3) ve t oOnsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Aykirt | Aykiri Regresyon modeli parametre tahminleri
n Ozlem Ozlem P 5 > A A A A
gSElylSl gyonu ﬂO ﬂl ﬂZ ﬂ3 ﬂA ﬁ5 o
RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE
X—= 0.969 0.852 0.837 0.874 0.819 0.853 1.419
(0.429) | (0.358) | (0.379) | (0.327) | (0.410) | (0.390) | (0.869)
1 y- 0.992 0.979 0.976 0.996 0.970 0.999 1.154

(0.262) | (0.100) | (0.101) | (0.098) | (0.101) | (0.087) | (0.278)
X—y | 1.039 | 0920 | 0933 | 0.949 | 0.909 | 0.940 | 1.435
(0.399) | (0.246) | (0.174) | (0.199) | (0.232) | (0.219) | (0.702)

30 X— 0994 | -0220 | 0.058 | 0.199 | —0.063 | 0030 | 4.981
(1.356) | (1.264) | (1.004) | (0.868) | (1.112) | (1.022) | (4.061)
3 y- 1.028 | 0968 | 0961 | 0989 | 0955 | 0984 | 1.628

(0.292) | (0.113) | (0.113) | (0.097) | (0.109) | (0.097) | (0.722)
X—y | 1258 | 0143 | 0.013 | 0.119 | —0.084 | 0.103 | 6.340
(1.418) | (1.186) | (1.037) | (0.933) | (1.125) | (0.958) | (5.425)

X— 1.001 | 0985 | 0989 | 0980 | 0987 | 0.999 | 1.058
(0.190) | (0.067) | (0.070) | (0.066) | (0.066) | (0.064) | (0.154)
1 y— 1.003 | 0989 | 0994 | 0985 | 0992 | 1.004 | 1.057

(0.189) | (0.065) | (0.069) | (0.064) | (0.066) | (0.063) | (0.153)
X—Y | 0999 | 0984 | 0987 | 0979 | 0987 | 0.998 | 1.134
(0.192) | (0.069) | (0.072) | (0.067) | (0.067) | (0.065) | (0.210)

X— 0987 | 0967 | 0973 | 0965 | 0974 | 0987 | 1.232
(0.199) | (0.081) | (0.078) | (0.077) | (0.073) | (0.069) | (0.298)

3 y- 0997 | 098 | 0991 | 0.983 | 00992 | 1.004 | 1.222

50 (0.194) | (0.070) | (0.069) | (0.068) | (0.067) | (0.065) | (0.286)

X—y | 0989 | 0970 | 0975 | 0.970 | 0.976 | 0.990 | 1.350
(0.197) | (0.080) | (0.080) | (0.077) | (0.073) | (0.071) | (0.413)

X— 0649 | 0286 | 0.320 | 0.489 | 0508 | 0432 | 3.459
(0.898) | (0.927) | (0.886) | (0.683) | (0.660) | (0.773) | (3.015)
5 y— 0998 | 0983 | 0.987 | 0.983 | 0988 | 1.001 | 1.491

(0.196) | (0.076) | (0.075) | (0.072) | (0.072) | (0.068) | (0.550)
X—yY | 0768 | 0661 | 0.666 | 0.732 | 0.738 | 0.711 | 2.874
(0.627) | (0.604) | (0.595) | (0.472) | (0.461) | (0.553) | (2.709)

X— 0994 | 1.001 | 0.993 | 0.990 | 0.988 | 0991 | 1.072
(0.121) | (0.048) | (0.041) | (0.045) | (0.047) | (0.050) | (0.133)
2 y— 0996 | 1.004 | 0.997 | 0.994 | 0992 | 0995 | 1.071

(0.121) | (0.048) | (0.040) | (0.044) | (0.046) | (0.049) | (0.132)
X—Y | 0995 | 1.003 | 0.995 | 0.992 | 0.990 | 0993 | 1.072
(0.121) | (0.048) | (0.041) | (0.044) | (0.046) | (0.049) | (0.132)

X— 0886 | 0.772 | 0.738 | 0.722 | 0.715 | 0.748 | 2.216
(0.344) | (0.459) | (0.507) | (0.544) | (0.549) | (0.487) | (2.195)
100 5 y- 0.997 | 1.005 | 0995 | 0.993 | 0.993 | 0995 | 1.197

(0.121) | (0.050) | (0.043) | (0.044) | (0.049) | (0.050) | (0.235)
X—Y | 0993 | 0997 | 0988 | 0.986 | 0985 | 0988 | 1.249
(0.121) | (0.050) | (0.046) | (0.046) | (0.051) | (0.052) | (0.283)

X— 0942 | 0199 | -0121 | -0309 | 0.00L | 0235 | 5513
(0.701) | (0.825) | (1.138) | (1.326) | (1.018) | (0.791) | (4.532)
10 y- 1.001 | 1.004 | 0996 | 0992 | 0990 | 0.996 | 1.498

(0.122) | (0.052) | (0.045) | (0.046) | (0.051) | (0.053) | (0.526)
X—y | 0908 | 0766 | 0.747 | 0.728 | 0.730 | 0.749 | 2.606
(0.314) | (0.468) | (0.491) | (0.535) | (0.519) | (0.487) | (2.560)
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Laplace hata dagilimi ve Laplace 6nsel dagilima dayali regresyon modeline (L-L) iliskin

elde edilen parametre tahminleri incelendiginde (Cizelge 4.10.a-4.10.b), 6rneklem

genisliginin artmas1 ve veri setindeki aykir1 gézlem sayisinin az olmasi1 durumunda S, 3,

ve S, tahminlerinin sadece y— yoniindeki aykir1 gozlemlerden etkilenmedigi

goriilmiistiir. Ancak £, ve o parametrelerinin tahminleri ise aykir1 gézlem sayismnin

artmast halinde tiim yonlerdeki aykir1 gozlemlere kars1 bozulma gostermiglerdir.

Cizelge 4.10 a) Laplace hata dagilimi (g ~L(0,0)) ve Laplace onsel dagilima

(B; ~ L(0,1), j=1,2,3) dayal: regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir P 2 G
gozlem | gozlem By By 5, Bs

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 0.995 | —0.006 0.015 0.019 2.082
(1.403) | (1.029) | (1.010) | (1.004) | (1.093)
1 y- 1.100 0.925 0.937 0.926 2.244

(0.384) | (0.152) | (0.167) | (0.151) | (1.246)
X—y | 1.288 0.004 0.033 0.019 2.787
(1.407) | (1.016) | (0.988) | (0.998) | (1.791)

30 X— 0993 | 0059 | —0.009 | 0.074 2.071
(1.464) | (1.084) | (1.034) | (0.958) | (1.084)

3 y— 1.615 0.753 0.770 0.733 3.510
(0.829) | (0.324) | (0.294) | (0.317) | (2.511)

X—y | 1.692 | 0021 | 0017 0.015 3.335
(1.571) | (1.038) | (1.007) | (1.003) | (2.338)

X— 0.996 0.022 0.039 0.012 2.060
(0.832) | (0.995) | (0.974) | (1.009) | (1.065)

1 y— 1.075 0.952 0.981 0.976 1.854
0.272) | (0.099) | (0.088) | (0.098) | (0.856)

X—y | 1.193 0.039 0.040 0.012 2.498
(0.891) | (0.977) | (0.974) | (1.007) | (1.501)

X— 1.054 0002 | —0.002 | 0.005 2.055

(0.913) | (1.015) | (1.019) | (1.014) | (1.060)

3 y— 1.227 0.901 0.942 0.932 2.756
50 (0.363) | (0.138) | (0.116) | (0.128) | (1.756)
X—y | 1.423 0.022 0019 | 0020 | 2861

(1.036) | (0.997) | (0.998) | (1.038) | (1.863)

X— 1.087 | —0.029 | —0.009 | 0.036 2.057

(0.941) | (1.045) | (1.026) | (0.986) | (1.063)

5 y— 1.462 0.834 0.882 0.857 3.433
(0.556) | (0.203) | (0.169) | (0.196) | (2.434)

X—y | 1.601 | —0.002 | 0024 | —0.013 | 3.183

(1.128) | (1.020) | (0.993) | (1.031) | (2.184)
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Cizelge 4.10 a) Laplace hata dagilimi (g ~L(0,0)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~L(0,1), j=1,2,3) dayal: regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykir A A 5 B
gozlem | gozlem By 2 P, B

sayisl yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0772 | 0.022 0.013 0.030 2.062
0.712) | (0.986) | (0.997) | (0.979) | (1.065)
2 y— | 1.041 | 0.988 0.983 0.996 1.844

(0.146) | (0.061) | (0.058) | (0.058) | (0.845)
X—y | 0925 | 0.421 0.423 0.430 2.228
(0.419) | (0.606) | (0.598) | (0.597) | (1.229)

X— | 0.774 | 0007 | 0013 | 0.027 2.064
(0.723) | (1.003) | (1.022) | (0.985) | (1.067)
00| 5 y— | 1116 | 0976 0.976 0.982 2534

(0.191) | (0.069) | (0.064) | (0.066) | (1.534)
X=y | 0991 | 0.023 0.004 0.003 2.685
(0.693) | (0.986) | (1.005) | (1.006) | (1.686)

X— | 0.732 | —0.025 | 0026 | 0.064 2.069
(0.778) | (1.035) | (1.036) | (0.950) | (1.072)

10 y— | 1.293 | 0.956 0.953 0.959 3.387
(0.338) | (0.087) | (0.085) | (0.078) | (2.388)

X—y | 1162 | 0011 | —0004 | 0.010 3.020

0.707) | (0.997) | (1.013) | (0.999) | (2.021)

Cizelge 4.10 b) Laplace hata dagilmi (g ~L(0,6)) ve Laplace onsel dagilima
(B;~L(0,1), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Aykirt | Aykirt Regresyon modeli parametre tahminleri

n | gozlem | gozlem ﬂAo ﬂAl B, ﬁ3 ,34 ﬁ,\5 g

sayisl yont
RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE

X— 1059 | 0.032 | 0.022 | 0010 | —002L | 0003 | 2.288
(1.508) | (1.012) | (1.027) | (1.047) | (1.063) | (1.044) | (1.302)
1 y- 1164 | 0.898 | 0922 | 0908 | 0888 | 0905 | 2.288

(0.442) | (0.178) | (0.168) | (0.188) | (0.176) | (0.173) | (1.290)
X=Y | 1470 | 0022 | 0.010 | 0.006 | 0014 | 0.015 | 2.949
(1.625) | (1.010) | (1.028) | (1.024) | (1.046) | (1.031) | (1.955)

30 X— 1.070 | 0.056 | —0078 | —0.091 | - 0026 | 0.139 | 2.307
(1.719) | (1.005) | (1.125) | (1.144) | (1.087) | (0.951) | (1.320)
3 y- 1.865 | 0.672 | 0.689 | 0689 | 0638 | 0.705 | 3.604

(1.095) | (0.393) | (0.382) | (0.367) | (0.419) | (0.369) | (2.605)
X—Y | 1.939 | 0.048 | 0.037 | 0017 | —0.053 | -0.012 | 3.468
(1.919) | (0.998) | (1.008) | (1.055) | (1.081) | (1.044) | (2.470)
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Cizelge 4.10 b) Laplace hata dagilmi (g ~ L(0,0)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~L(0,1), j=1,2,3,4,5)dayali  regresyon modelinin  parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Aykirt | Aykiri Regresyon modeli parametre tahminleri
n gozlem | gozlem 3 3 3 3 3 A 6
Chem | | B | B | B | B | B |
RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE
X—= 0.989 0.025 0.038 0.019 0.005 | —-0.029 | 2.280
(1.151) | (1.008) | (0.992) | (1.016) | (1.036) | (1.059) | (1.286)
1 Y- 1.035 0.969 0.955 0.965 0.953 0.961 1.882

(0.271) | (0.105) | (0.097) | (0.096) | (0.088) | (0.102) | (0.883)
X—y | 1196 | 0.019 | 0045 | 0.020 | —0003 | -0014 | 2.686
(1.150) | (1.008) | (0.980) | (1.011) | (1.033) | (1.040) | (1.689)

X— 1.038 0.056 | 0.025 | -0.043 | —0.047 | 0.018 | 2.287
(1.174) | (0.979) | (1.009) | (1.085) | (1.084) | (1.018) | (1.293)

3 = 1.234 0.909 | 0.909 | 0.900 0.896 0.896 | 2.806

50 (0.382) | (0.148) | (0.138) | (0.153) | (0.148) | (0.154) | (1.807)

X—y 1416 | 0.037 | 0055 | —0022 | —0.029 | -0013 | 3.026
(1.225) | (0.994) | (0.975) | (1.052) | (1.055) | (1.037) | (2.028)

- 1.043 | 0023 | 0048 | —0.074 | —0018 | 0.123 | 2.309
(1.186) | (1.012) | (1.089) | (1.114) | (1.066) | (0.926) | (1.315)
5 y- 1542 | 0825 | 0830 | 0.820 | 0819 | 0.809 | 3.499

(0.654) | (0.226) | (0.216) | (0.239) | (0.225) | (0.236) | (2.499)
X—y | 1712 | 0045 | 0.043 | -0.021 | —0.065 | 0.007 | 3.342
(1.397) | (0.989) | (0.988) | (1.055) | (1.095) | (1.020) | (2.343)

X— 0832 | 0032 | 0018 | —0.003 | 0.024 | 0014 | 2.287
(0.934) | (0.986) | (1.034) | (1.020) | (0.995) | (0.999) | (1.289)
2 y- 1.032 | 0982 | 0980 | 0982 | 00984 | 0.985 | 1.860

(0.174) | (0.066) | (0.060) | (0.057) | (0.059) | (0.064) | (0.861)
X—y | 0923 | 0115 | 0.075 | 0.090 | 0.112 | 0.093 | 2.487
(0.827) | (0.902) | (0.939) | (0.927) | (0.906) | (0.921) | (1.489)

X— 0817 | 0058 | —0.033 | -0.043 | 0010 | 0.027 | 2.294
(0.954) | (0.959) | (1.049) | (1.060) | (1.011) | (0.988) | (1.296)
100 5 y— 1117 | 0.970 | 0.966 | 0.968 | 0972 | 0.969 | 2.555

(0.220) | (0.074) | (0.073) | (0.069) | (0.067) | (0.076) | (1.556)
X—y | 1.098 | 0029 | -0.018 | —-0.010 | 0.025 | 0.005 | 2.858
(0.946) | (0.986) | (1.034) | (1.026) | (0.991) | (1.008) | (1.859)

X— 0812 | 0023 | 0119 | —0.105| 0.059 | 0.150 | 2.319
0.977) | (0.998) | (1.133) | (1.125) | (0.967) | (0.873) | (1.321)
10 y— 1320 | 0939 | 0938 | 0930 | 00943 | 0942 | 3.417

(0.389) | (0.102) | (0.103) | (0.107) | (0.094) | (0.096) | (2.418)
X—y | 1.319 | 0039 | 0024 | —0.024 | 0010 | 0013 | 3.177
(0.979) | (0.979) | (1.038) | (1.039) | (1.009) | (1.003) | (2.179)
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Cizelge 4.11.a-4.11.b’de ise t hata dagilim1 ve Laplace onsel dagilima dayali regresyon
modelleri (t-L) ele alinmistir. Veri setinin az sayida aykir1 gozlem icermesi durumunda
tipk1 t-t modeli gibi t-L modeli parametre tahminleri de tiim yonlerde bu gézlemlerden

etkilenmeyen robust Bayesyen tahminlerdir.

Aykir1 gozlem sayisinin artmasit durumunda ¢ parametresi disinda diger parametreler
icin sadece Yy— yoOniindeki aykir1 gozlemlere karsi robust Bayesyen tahminler verdigi
goriilmiistiir. Orneklem genisliginin artmas1 durumunda bu durum degismemis ancak

daha kii¢iik RMSE’li robust Bayesyen tahminler elde edilmistir.

Cizelge 411 a) t hata dagihmu (g ~1(0,6°,3)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~ L(0,1), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir 5 P P
n | gozlem | gbzlem By A, B, Bs

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 0.976 0.916 0.935 0.913 1.137
(0.303) | (0.175) | (0.176) | (0.176) | (0.289)
1 y— 0.993 0.987 1.015 0.993 1.091

(0.225) | (0.093) | (0.095) | (0.085) | (0.240)
X—y | 00972 0.859 0.887 0.866 1.378
(0.351) | (0.259) | (0.253) | (0.256) | (0.552)

30 X— 0.803 | —0.007 | —0.028 | 0.043 4.135
(1.099) | (1.031) | (1.059) | (0.986) | (3.197)

3 y— 1.005 0.980 1.016 0.988 1.486

(0.230) | (0.094) | (0.102) | (0.089) | (0.583)

X—Y | 0.963 0017 | 0017 | 0011 5.187

(1.067) | (1.002) | (1.043) | (1.010) | (4.265)

X— 0.973 0.991 0.977 0.985 1.060

(0.196) | (0.067) | (0.069) | (0.071) | (0.143)

1 y— 0.976 0.997 0.984 0.993 1.057

(0.193) | (0.066) | (0.067) | (0.069) | (0.140)
X—Y | 0.968 0.988 0.977 0.983 1.141
(0.198) | (0.068) | (0.070) | (0.071) | (0.205)

X— 0.880 0015 | —0.035 | 0.032 4123
(0.937) | (1.000) | (1.051) | (0.985) | (3.164)

3 y— 0.972 0.995 0.986 0.990 1.231

50 (0.201) | (0.068) | (0.068) | (0.069) | (0.280)

X=Y | 09775 | 0.080 0.065 0.095 4.307
(0.917) | (0.956) | (0.974) | (0.945) | (3.476)

X— 0876 | —0.019 | —0.070 | 0.096 4.143

(0.982) | (1.035) | (1.089) | (0.925) | (3.184)

5 y- 0.978 0.994 0.979 0.988 1.477
(0.207) | (0.068) | (0.069) | (0.076) | (0.518)

X=y | 0.991 0003 | -0.025 | 0033 5.003

(0.929) | (1.009) | (1.044) | (0.980) | (4.049)
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Cizelge 4.11 a) t hata dagihmu (g ~1(0,6°,3)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~ L(0,1), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykir A A 5 B
gozlem | gozlem By 2 P, B

sayisl yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— | 0995 | 0972 0.978 0.971 1.075
(0.125) | (0.074) | (0.069) | (0.068) | (0.147)
2 y— | 1.003 | 0.997 1.003 0.996 1.063

(0.122) | (0.046) | (0.046) | (0.040) | (0.132)
X—y | 1.003 | 0.994 1.000 0.993 1.064
(0.124) | (0.046) | (0.045) | (0.040) | (0.133)

X— | 0813 | 0009 | 0015 | 0.029 4.189
(0.656) | (0.996) | (1.020) | (0.977) | (3.206)
00| 5 y— | 1.001 | 0.99 1.003 0.994 1.183

(0.125) | (0.045) | (0.047) | (0.041) | (0.226)
X—Y | 0849 | 0.058 0.054 0.060 4.313
(0.619) | (0.965) | (0.969) | (0.961) | (3.417)

X— | 0.805 | —0.028 | 0028 | 0.068 4.225
(0.659) | (1.035) | (1.035) | (0.939) | (3.243)
10 y— | 1.010 | 0.994 1.001 0.993 1.476

(0.130) | (0.046) | (0.050) | (0.045) | (0.508)
X—Y | 0.895 | 0.004 0.002 0.010 4.870
(0.626) | (1.002) | (1.003) | (0.996) | (3.889)

Cizelge 4.11 b) t hata dagilmi (g ~#(0,6%,3)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~L(02), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Aykirt | Aykirt Regresyon modeli parametre tahminleri
n ozlem ozlem A A A 5 A 5 A
gSElylSl gyonu ﬂO ﬂl ﬂZ ﬁS ﬂA ﬁ5 o
RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE
X— 1.014 0.762 0.746 0.779 0.757 0.778 1.415
(0.575) | (0.372) | (0.397) | (0.351) | (0.380) | (0.359) | (0.749)
1 y— 0.993 0.985 0.973 0.996 0.977 1.002 1.145

(0.264) | (0.099) | (0.103) | (0.101) | (0.102) | (0.087) | (0.272)
X=Y | 1.047 | 0630 | 0.626 | 0641 | 0630 | 0647 | 1975
(0.801) | (0.521) | (0.514) | (0.497) | (0.508) | (0.493) | (1.517)

30 X— 0972 | —0056 | —0.167 | —-0.069 | 0.056 | 0.237 | 5.187
(1.456) | (1.112) | (1.231) | (1.113) | (1.002) | (0.870) | (4.258)
3 y- 1.035 | 0974 | 0958 | 0987 | 0964 | 0986 | 1.632

(0.300) | (0.115) | (0.116) | (0.101) | (0.110) | (0.098) | (0.730)
X—Y | 1.265 | -0.030|-0044 | -0.013 | 0008 | 0.088 | 6.331
(1.372) | (1.077) | (1.083) | (1.054) | (1.040) | (0.973) | (5.416)
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Cizelge 4.11 b) t hata dagihmu (g ~1(0,6°,3)) ve Laplace &nsel dagilima
(B;~L(0,1), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Aykirt | Aykiri Regresyon modeli parametre tahminleri

n | gozlem | gozlem /éo Bl ,éz ,83 ﬂA4 Ié 5 g

say1si yoni
RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE
X— 1.003 0977 | 0984 | 0.972 0.974 0.995 | 1.072
(0.194) | (0.070) | (0.075) | (0.073) | (0.077) | (0.067) | (0.161)
1 y— 1.006 0.991 | 0.995 | 0.984 0.988 1.005 | 1.067

(0.189) | (0.065) | (0.069) | (0.065) | (0.066) | (0.063) | (0.158)
X—y | 1.005 | 0.975 | 0.983 | 0.969 | 0974 | 0992 | 1.150
(0.205) | (0.080) | (0.079) | (0.079) | (0.082) | (0.074) | (0.227)

X— 0854 | 0041 | 0048 | -0.033 | 0.019 | 0.124 | 5.188

(1.128) | (1.080) | (1.079) | (1.063) | (1.016) | (0.925) | (4.226)

3 y— 1.00L | 0987 | 0994 | 0981 | 0989 | 1.007 | 1.237

50 (0.194) | (0.071) | (0.069) | (0.069) | (0.069) | (0.066) | (0.298)

X=y | 0985 | -0.010 | 0.029 | 0.020 | -0.009 | 0045 | 5.715
(1.052) | (1.043) | (1.006) | (1.018) | (1.037) | (0.992) | (4.783)

X— 0878 | —0.09 | —0.154 | —0.040 | 0.036 | 0.265 | 5.333
(1.186) | (1.125) | (1.189) | (1.079) | (1.002) | (0.811) | (4.367)
5 y- 1.002 | 0985 | 0989 | 0980 | 0983 | 1.003 | 1.521

(0.198) | (0.078) | (0.075) | (0.072) | (0.074) | (0.069) | (0.582)
X—y | 1.035 | 0033 | 0027 | 0027 | —0.006 | 0.104 | 6.312
(1.148) | (1.069) | (1.055) | (1.060) | (1.032) | (0.941) | (5.349)

X— 0977 | 0741 | 0.727 | 0.727 | 0.716 | 0.707 | 1.520
(0.246) | (0.393) | (0.414) | (0.408) | (0.422) | (0.435) | (1.099)
2 y— 1.006 | 1.002 | 0.997 | 0996 | 0992 | 0.994 | 1.069

(0.123) | (0.048) | (0.041) | (0.043) | (0.046) | (0.050) | (0.131)
X—y | 1.005 | 1.001 | 0.994 | 0.995 | 0.990 | 0.992 | 1.069
(0.122) | (0.048) | (0.041) | (0.044) | (0.047) | (0.049) | (0.131)

X— 1.008 | 0.053 | 0034 | 0039 | 0019 | 0.050 | 5.29
(0.646) | (0.966) | (1.049) | (1.059) | (1.036) | (0.969) | (4.315)
100 5 y— 1.005 | 1.003 | 0.995 | 0996 | 0993 | 0.993 | 1.194

(0.122) | (0.050) | (0.043) | (0.044) | (0.049) | (0.050) | (0.233)
X—=Y | 1.069 | 0.039 | 0.008 | 0.004 | -0.020 | 0007 | 5.733
(0.655) | (0.979) | (1.007) | (1.014) | (1.035) | (1.023) | (4.752)

X— 1.035 | —0.017 | 0175 | 0.083 | 0053 | 0.226 | 5.507
(0.680) | (1.036) | (1.191) | (1.104) | (0.968) | (0.807) | (4.523)
10 y— 1.012 | 1.001 | 0.996 | 0996 | 0991 | 0.994 | 1.497

(0.121) | (0.052) | (0.045) | (0.046) | (0.051) | (0.054) | (0.525)
X—y | 1.164 | 0049 | 0033 | 0022 | 0016 | 0033 | 6.163
(0.698) | (0.969) | (1.049) | (1.039) | (1.031) | (0.987) | (5.183)
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Laplace hata dagilimi ve t Onsel dagilima dayali regresyon modeli (L-t ) parametre
tahminleri incelendiginde (¢izelge 4.12.a-4.12.b), aykir1 gbzlem sayisinin az olmasi
durumunda g, B, ve p, parametrelerinin sadece y— yoniinde robust tahminler verdigi
gorilmistiir. Aykirt gdzlem sayisinin artmast durumunda parametre tahminleri, X— ve
x—y yoniindeki aykir1 gozlemlere ek olarak y— yoniindekilerden de etkilenmistir.

Orneklem genisliginin artmas1 halinde ise bu etkilenmenin devam ettigi goriilmiistiir. o

parametresinin tahmini ise tiim yonlerdeki aykir1 gézlemlerden etkilenmistir.

Cizelge 4.12 a) Laplace hata dagilim (g ~L(0,0)) ve t Onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykiri 3 > 2 5
n | gozlem | gozlem Po % P P y
sayisi yonil RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 1.049 —-0.023 0.005 0.046 2.088
(1.393) (1.053) (1.027) (0.984) (1.099)
1 y— 1.113 0.931 0.939 0.934 2.246
(0.375) (0.143) (0.158) (0.141) (1.248)
X=y 1.375 —-0.013 0.023 0.045 2.794
(1.416) (1.038) (1.004) (0.977) (1.798)
30 X— 1.059 —-0.108 0.003 0.109 2.081
(1.413) (1.133) (1.034) (0.936) (1.093)
3 y— 1.634 0.780 0.798 0.762 3.512
(0.824) (0.296) (0.266) (0.290) (2.513)
X=y 1.797 —-0.038 0.013 0.034 3.349
(1.649) (1.061) (1.013) (0.991) (2.351)
X— 1.040 0.020 0.033 0.020 2.064
(0.842) (1.000) (0.984) (1.006) (1.069)
1 y— 1.083 0.953 0.979 0.976 1.858

(0.274) | (0.098) | (0.087) | (0.097) | (0.860)
X—y | 1.251 0.039 0.038 0.016 2.504
(0.906) | (0.982) | (0.981) | (1.008) | (1.507)

X— 1.091 | —0.005 | 0.006 0.002 2.060
(0.918) | (1.025) | (1.013) | (1.024) | (1.065)

3 y— 1.239 0.908 0.943 0.934 2.761

50 (0.369) | (0.131) | (0.113) | (0.122) | (1.762)
X=Y | 1.464 0.004 0030 | —0015 | 2.867

(1.056) | (1.016) | (0.989) | (1.036) | (1.869)

X— 1127 | —0.030 | —0015 | 0.043 2.064

(0.974) | (1.051) | (1.033) | (0.980) | (1.069)

5 y— 1.474 0.849 0.891 0.869 3.438

(0.559) | (0.185) | (0.156) | (0.180) | (2.439)

X—=Y | 1670 | —0016 | 0030 | —0.006 | 3.192

(1.180) | (1.036) | (0.992) | (1.029) | (2.193)
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Cizelge 4.12 a) Laplace hata dagilim (g ~L(0,0)) ve t Onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykirt 5 3 2 5
N | gozlem | gozlem Rﬁo E Rl\fl E Rﬁz E Rl\f3 E Rl\: E
say1sl yonii S S S S S
X— 0.789 0.027 0.009 0.029 2.064
(0.706) | (0.983) | (1.002) | (0.983) | (1.067)
2 y— 1.046 0.987 0.983 0.997 1.846

(0.147) | (0.061) | (0.058) | (0.058) | (0.847)
X—y | 0.943 0.442 0.444 0.452 2.229
(0.401) | (0.586) | (0.576) | (0.575) | (1.230)

X— 0.787 0.007 | —0.007 | 0.020 2.068
(0.723) | (1.003) | (1.018) | (0.993) | (1.070)

100 | 5 y— 1121 0.976 0.975 0.982 2.537
(0.193) | (0.069) | (0.063) | (0.066) | (1.537)

X—y | 1.022 0.021 0010 | 0001 | 2689

(0.694) | (0.989) | (1.001) | (1.013) | (1.690)

X— 0765 | —0.013 | —0.042 | 0.067 2.074

(0.763) | (1.024) | (1.053) | (0.948) | (1.076)

10 y— 1.295 0.955 0.955 0.961 3.391
(0.339) | (0.086) | (0.080) | (0.076) | (2.391)

X—y | 1.192 0.009 0016 | 0007 | 3.026

(0.723) | (1.003) | (0.998) | (1.020) | (2.027)

Cizelge 4.12 b) Laplace hata dagilm (g ~L(0,0)) ve t Onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3,4,5) dayal1 regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Aykirt | Aykirt Regresyon modeli parametre tahminleri

n | gozlem | gozlem B3, A, £, B B B 0

SAYISL 1 YO 1 PMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE | RMSE
X— 1079 | 0011 | 0.030 | 0.006 | —0.012 | —0.011 | 2.296

(1523) | (1.041) | (1.028) | (1.045) | (1.065) | (1.077) | (1.309)

1 y— 1165 | 0910 | 0929 | 0918 | 0904 | 0915 | 2.279

(0.434) | (0.163) | (0.154) | (0.173) | (0.158) | (0.159) | (1.280)
X—Y | 1478 | 0029 | 0.035 | 0.023 | 000L | 0.008 | 2.956
(1.637) | (1.068) | (1.017) | (1.016) | (1.041) | (1.049) | (1.962)

30 X— 1126 | 0.023 | -0.063 | -0.067 | -0.010 | 0.116 | 2.315
(1.707) | (1.036) | (1.127) | (1.129) | (1.064) | (0.963) | (1.329)
3 y— 1.869 | 0.714 | 0.720 | 0.726 | 0676 | 0.742 | 3.589

(1.083) | (0.350) | (0.353) | (0.330) | (0.383) | (0.329) | (2.589)
X—Y | 1.992 | -0.043 | 0.049 | 0.011 | -0.019 | 0.004 | 3.483
(1.965) | (1.097) | (0.996) | (1.027) | (1.062) | (1.040) | (2.486)
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Cizelge 4.12 b) Laplace hata dagilmm (g ~L(0,0)) ve t Onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Aykirt | Aykiri Regresyon modeli parametre tahminleri

n Ozlem Ozlem 5 A 5 5 5 5
e ¢ B B 5 Bs B Bs g

sayist yonu
RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE

X— 0971 | 0015 | 0.050 | 0.018 | —0.004 | —0.021 | 2.283
(1.163) | (1.023) | (0.987) | (1.024) | (1.050) | (1.058) | (1.289)
1 y— 1.035 | 0969 | 0954 | 0965 | 0953 | 0962 | 1.882

(0.270) | (0.103) | (0.097) | (0.094) | (0.087) | (0.102) | (0.884)
X—Y | 1201 | 0018 | 0.046 | 0018 | -0.001 | -0.015 | 2.690
(1.153) | (1.014) | (0.988) | (1.020) | (1.035) | (1.049) | (1.694)

X— 1.034 0.023 | 0.012 | —0.026 | -0.036 | 0.037 | 2.289
(1.171) | (1.013) | (1.023) | (1.068) | (1.082) | (1.005) | (1.295)

3 y— 1.237 0.921 | 0.915 | 0.909 0.904 0.905 | 2.800

50 (0.375) | (0.136) | (0.129) | (0.141) | (0.137) | (0.142) | (1.801)

X—y 1400 | 0.011 | 0.067 | -0.004 | —0.012 | -0.035 | 3.033
(1.216) | (1.022) | (0.967) | (1.046) | (1.047) | (1.067) | (2.035)

X— 1.006 | -0.024 | -0.059 | -0.065 | -0.007 | 0.160 | 2.313
(1.134) | (1.063) | (1.102) | (1.110) | (1.058) | (0.892) | (1.318)
5 y— 1534 | 0854 | 0856 | 0.845 | 0844 | 0.834 | 3.488

(0.636) | (0.194) | (0.187) | (0.210) | (0.200) | (0.209) | (2.488)
X—y | 1733 | 0012 | 0.042 | 0019 | -0.036 | 0.009 | 3.353
(1.431) | (1.026) | (0.995) | (1.057) | (1.074) | (1.020) | (2.355)

X— 0847 | 0020 | 0013 | -0.002 | 0.029 | 0014 | 2.288
(0.925) | (0.999) | (1.032) | (1.023) | (0.995) | (1.003) | (1.290)
2 y— 1.034 | 0982 | 0979 | 0981 | 00983 | 0.985 | 1.859

(0.172) | (0.066) | (0.061) | (0.058) | (0.059) | (0.064) | (0.860)
X—yY | 0936 | 0122 | 0.083 | 0.096 | 0.120 | 0.102 | 2.488
(0.819) | (0.897) | (0.933) | (0.925) | (0.901) | (0.914) | (1.489)

X— 0830 | 0.022 | 0029 | 0.040 | 0.027 | 0039 | 2.296
(0.964) | (0.998) | (1.047) | (1.060) | (0.997) | (0.981) | (1.298)
100 5 y— 1123 | 0970 | 0.965 | 0967 | 0973 | 0.968 | 2.554

(0.225) | (0.074) | (0.073) | (0.068) | (0.066) | (0.075) | (1.555)
X—y | 1112 | 0017 | —0.029 | -0.011 | 0.032 | 0020 | 2.862
(0.946) | (1.003) | (1.046) | (1.030) | (0.989) | (0.995) | (1.863)

X— 0850 | 0.002 | 0122 | 0.079 | 0.047 | 0.160 | 2.323
(0.956) | (1.020) | (1.139) | (1.098) | (0.982) | (0.865) | (1.325)
10 y— 1328 | 0944 | 0941 | 0935 | 00947 | 0.945 | 3.413

(0.389) | (0.097) | (0.099) | (0.100) | (0.088) | (0.092) | (2.413)
X—y | 1.360 | 0024 | 0031 | 0041 | 0031 | 0032 | 3.183
(0.995) | (0.997) | (1.051) | (1.062) | (0.992) | (0.988) | (2.184)
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RN hata dagilimi ve t 6nsel dagilima dayali regresyon modeline (RN-t) iligkin elde edilen
parametre tahminleri (¢izelge 4.13.a-4.13.b) incelendiginde ise bu tahminlerin tiim
yonlerdeki aykir1 gozlemlerden etkilenmeyen robust Bayesyen tahminler oldugu
gorlilmiistiir. Aykir1 gozlem sayisinda artis olmasi durumunda bile parametre
tahminlerinde tiim ydnlerdeki bu gozlemlere karsi bozulma olmamistir. Orneklem
genisgligi arttirildiginda daha kiigik RMSE degerli robust Bayesyen tahminler elde

edilmistir.

Cizelge 4.13 a) RN hata dagilmi (g ~ RN(0,6,0.05,2)) ve t onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir A A P
n | gozlem | gozlem By A, B, Bs

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 0.975 0.984 0.970 0.983 0.944
(0.144) | (0.080) | (0.083) | (0.074) | (0.156)
1 Y= 0.992 0.977 0.991 1.009 0.925

(0.144) | (0.079) | (0.078) | (0.072) | (0.157)
X—y | 00982 0.993 0.970 1.000 0.915
(0.159) | (0.070) | (0.074) | (0.069) | (0.169)

30 X— 0.989 0.981 0.976 0.994 0.869
0.177) | (0.082) | (0.091) | (0.083) | (0.192)
3 y— 0.997 0.968 0.978 1.003 0.926

(0.152) | (0.083) | (0.082) | (0.081) | (0.156)
X—Y | 0.99 0.976 0.988 0.986 0.860
(0.156) | (0.080) | (0.089) | (0.092) | (0.188)

X— 0.995 0.996 0.997 0.994 0.962
(0.126) | (0.054) | (0.059) | (0.066) | (0.108)
1 y— 1.021 0.986 0.992 0.997 0.967

(0.142) | (0.065) | (0.056) | (0.063) | (0.113)
X—y | 1.002 0.993 0.985 0.995 0.919
(0.135) | (0.048) | (0.060) | (0.058) | (0.130)

X— 0.979 0.989 0.998 0.997 0.927

(0.132) | (0.055) | (0.059) | (0.052) | (0.129)

3 y— 0.983 0.975 0.996 0.992 0.912

50 (0.123) | (0.063) | (0.060) | (0.056) | (0.138)

X=y | 1.007 0.987 0.997 0.991 0.905
(0.133) | (0.061) | (0.056) | (0.063) | (0.143)

X— 1.009 0.979 0.982 0.994 0.901
(0.135) | (0.056) | (0.060) | (0.050) | (0.147)
5 y— 1.019 0.976 0.992 1.000 0.925

(0.126) | (0.061) | (0.059) | (0.057) | (0.123)
X=y | 1.006 0.989 0.997 0.990 0.897
(0.147) | (0.061) | (0.058) | (0.059) | (0.143)
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Cizelge 4.13 a) RN hata dagilmi (g ~ RN(0,6,0.05,2)) ve t onsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykirt 5 P P
n | gozlem | gozlem By B, B, Bs

saylsi yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 1.011 0.994 0.995 0.996 0.944
(0.117) | (0.043) | (0.042) | (0.040) | (0.094)
2 y- 0.988 0.992 0.996 0.997 0.965

(0.111) | (0.038) | (0.041) | (0.038) | (0.083)
X—y | 1.018 0.997 0.996 1.006 0.937
(0.100) | (0.045) | (0.037) | (0.038) | (0.104)

X— 1.017 0.992 0.990 1.001 0.952
(0.099) | (0.037) | (0.045) | (0.037) | (0.089)
100 | 5 = 1.017 0.989 0.989 0.998 0.917

(0.114) | (0.043) | (0.038) | (0.044) | (0.107)
X=y | 0.970 0.997 1.001 1.009 0.946
(0.116) | (0.039) | (0.039) | (0.043) | (0.088)

X— 0.997 1.001 0.999 0.995 0.901
(0.124) | (0.042) | (0.040) | (0.039) | (0.125)
10 y- 0.979 0.993 0.994 0.998 0.928

(0.117) | (0.041) | (0.044) | (0.045) | (0.107)
X—y 1.004 0.984 0.992 1.001 0.915
(0.126) | (0.047) | (0.043) | (0.042) | (0.115)

Cizelge 4.13 b) RN hata dagilmi (& ~ RN(0,0,0.05,2)) ve t oOnsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3,4,5) dayal1 regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir A 5 A A 5 A
n gt')zlem gt')zlem ﬂO ﬂl ﬂZ ﬁS ﬂA ﬁ5 g
sayisi yonii RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE
X— 1.033 0.965 1.020 1.008 0.978 0.995 0.960
(0.139) | (0.082) | (0.078) | (0.078) | (0.081) | (0.088) | (0.149)
1 y— 0.994 0.978 1.009 0.999 0.983 0.989 0.960

(0.149) | (0.085) | (0.078) | (0.073) | (0.087) | (0.075) | (0.156)
X—Y | 1.006 | 0969 | 0999 | 1.011 | 0972 | 0987 | 0.932
(0.159) | (0.084) | (0.079) | (0.077) | (0.084) | (0.092) | (0.170)

30 X— 1.039 | 0.969 | 0997 | 1.001 | 0967 | 0.992 | 0.870
(0.134) | (0.082) | (0.078) | (0.076) | (0.083) | (0.083) | (0.196)
3 y— 0.987 | 0952 | 1.003 | 1.007 | 0094 | 1.006 | 0.887

(0.164) | (0.097) | (0.078) | (0.072) | (0.076) | (0.087) | (0.189)
X—Y | 0980 | 0.964 | 0998 | 1.015 | 0988 | 1.003 | 0.913
(0.163) | (0.088) | (0.093) | (0.089) | (0.079) | (0.086) | (0.189)
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Cizelge 4.13 b) RN hata dagilmi (g ~ RN(0,06,0.05,2)) ve t oOnsel dagilima
(B; ~1(0,1,3), j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykin '30 Bl ,éz ,33 ,34 :BA 5 g

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE

X— 1.022 | 0985 | 1.002 | 0.998 | 0.994 | 0.993 | 0.949
(0.147) | (0.059) | (0.057) | (0.056) | (0.059) | (0.055) | (0.117)
1 y- 1.003 | 0.967 | 0998 | 0.995 | 1.003 | 0.989 | 0.962

(0.124) | (0.066) | (0.067) | (0.059) | (0.065) | (0.066) | (0.114)
X—y | 1.027 | 0987 | 1016 | 1.005 | 0988 | 1.001 | 0.953
(0.144) | (0.066) | (0.060) | (0.063) | (0.059) | (0.058) | (0.129)

X— 1012 | 0979 | 0995 | 1.009 | 1.002 | 0.999 | 0.947
(0.122) | (0.067) | (0.067) | (0.051) | (0.054) | (0.058) | (0.130)

3 y— 0993 | 00988 | 0.998 | 1.005 | 0094 | 1.005 | 0.932

50 (0.133) | (0.055) | (0.061) | (0.060) | (0.059) | (0.058) | (0.134)

X—y | 1.011 | 0989 | 0998 | 0.997 | 0987 | 1.001 | 0.907
(0.139) | (0.065) | (0.068) | (0.061) | (0.062) | (0.060) | (0.138)

= 1.010 | 0985 | 1.004 | 1.011 | 0.993 | 1.003 | 0.882
(0.125) | (0.063) | (0.057) | (0.062) | (0.067) | (0.056) | (0.151)
5 y— 0.996 | 0992 | 0996 | 1.001 | 00984 | 0.994 | 0.934

(0.146) | (0.060) | (0.059) | (0.065) | (0.065) | (0.057) | (0.114)
X—y | 1.018 | 0985 | 0.991 | 1.009 | 0989 | 0.995 | 0.874
(0.154) | (0.071) | (0.060) | (0.066) | (0.063) | (0.057) | (0.170)

X— 0992 | 0990 | 0.996 | 1.002 | 0.997 | 0.999 | 0.969
(0.093) | (0.043) | (0.039) | (0.043) | (0.043) | (0.040) | (0.083)
2 y— 0972 | 0987 | 1.003 | 0.997 | 1.000 | 0.997 | 0.958

(0.115) | (0.038) | (0.037) | (0.040) | (0.036) | (0.038) | (0.076)
X—yY | 0995 | 0988 | 0.996 | 0.994 | 0.997 | 0.997 | 0.968
(0.109) | (0.043) | (0.039) | (0.040) | (0.042) | (0.041) | (0.074)

X— 1.019 | 0.996 | 1.002 | 0998 | 0992 | 0.997 | 0.939
(0.112) | (0.038) | (0.042) | (0.040) | (0.040) | (0.043) | (0.099)
100 5 y— 1.026 | 0.995 | 1.005 | 1.006 | 0992 | 0.996 | 0.935

(0.123) | (0.041) | (0.048) | (0.041) | (0.040) | (0.040) | (0.098)
X—y | 1.003 | 0990 | 0.996 | 1.005 | 0.992 | 0.998 | 0.931
(0.106) | (0.046) | (0.037) | (0.041) | (0.041) | (0.036) | (0.099)

X— 0979 | 0985 | 1.004 | 1.001 | 0.995 | 0.995 | 0.914
(0.119) | (0.040) | (0.039) | (0.049) | (0.045) | (0.042) | (0.119)
10 y— 0971 | 0988 | 1.001 | 1.010 | 0.995 | 0.998 | 0.897

(0.115) | (0.044) | (0.040) | (0.042) | (0.045) | (0.041) | (0.122)
X—y | 1.006 | 0996 | 0.992 | 0.994 | 0.997 | 0.996 | 0.903
(0.119) | (0.043) | (0.040) | (0.044) | (0.049) | (0.039) | (0.128)
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RN hata dagilim1 ve Laplace onsel dagilima dayali regresyon modeli (RN-L) parametre
parametre tahminleri de (¢izelge 4.14.a-4.14.b) tipki RN-t modeli tahminleri gibi tiim
yonlerdeki aykir1 gdzlemlere karsi robust Bayesyen tahminlerdir. Onsel dagilimm t
dagilimi yerine Laplace dagilimina sahip oldugunun varsayilmasi, RN hata dagilimina

dayali bu modeller i¢in parametre tahminlerinde herhangi bir farkliliga sebep olmamustur.

Cizelge 4.14 a) RN hata dagilim1 (g ~ RN(0,5,0.05,2)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~L(0,1), j=1,2,3) dayali regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykir 5 P P
n | gozlem | gozlem By A, B, Bs

sayist yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE

X— 1.024 0.982 0.987 1.005 0.938
(0.143) | (0.074) | (0.075) | (0.071) | (0.145)
1 y— 0.995 1.005 0.996 0.990 0.945

(0.139) | (0.069) | (0.071) | (0.075) | (0.144)
X—y | 1.029 0.983 0.988 1.005 0.909
(0.143) | (0.068) | (0.076) | (0.070) | (0.158)

30 X— 1.005 0.992 0.997 1.004 0.904
(0.149) | (0.076) | (0.077) | (0.071) | (0.154)
3 y— 1.036 0.996 0.984 0.991 0.911

(0.134) | (0.085) | (0.085) | (0.075) | (0.178)
X—y | 1.013 0.987 0.992 0.998 0.875
(0.144) | (0.075) | (0.072) | (0.080) | (0.178)

X— 0.988 0.985 0.995 0.995 0.954
(0.140) | (0.051) | (0.057) | (0.059) | (0.129)
1 y— 0.968 0.982 0.981 0.996 0.952

(0.137) | (0.055) | (0.055) | (0.053) | (0.125)
X—y | 1.008 0.997 0.995 0.999 0.923
(0.133) | (0.056) | (0.061) | (0.064) | (0.142)

X— 1.021 0.987 0.983 0.992 0.954
(0.154) | (0.055) | (0.058) | (0.056) | (0.119)

3 = 1.007 0.991 0.999 1.001 0.966

50 (0.141) | (0.059) | (0.057) | (0.058) | (0.103)

X—y | 0.988 0.979 0.981 0.990 0.928
(0.129) | (0.058) | (0.061) | (0.057) | (0.123)

X— 0.995 0.985 0.995 0.999 0.897
(0.146) | (0.064) | (0.069) | (0.060) | (0.159)
5 y— 1.002 0.987 0.998 0.998 0.911

(0.144) | (0.065) | (0.058) | (0.057) | (0.149)
X=y | 0986 0.992 0.998 0.996 0.879
(0.133) | (0.065) | (0.062) | (0.060) | (0.154)
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Cizelge 4.14 a) RN hata dagilimi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve Laplace onsel dagilima
(B; ~L(0,1), j=1,2,3) dayal: regresyon modelinin parametre tahminleri
ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

Aykirt | Aykirt A A A
n | gozlem | gozlem By Ay B, Bs 7
saylsl yonii RMSE RMSE RMSE RMSE RMSE
X— 0.996 0.998 0.992 0.999 0.993
(0.109) (0.038) (0.039) (0.041) (0.065)
2 y— 0.997 0.999 0.998 1.001 0.957

(0.121) | (0.039) | (0.043) | (0.036) | (0.092)
X=y | 0.992 0.990 0.995 1.002 0.946
(0.092) | (0.040) | (0.035) | (0.038) | (0.096)

X— 0.982 0.994 1.004 0.999 0.941
(0.103) | (0.036) | (0.037) | (0.035) | (0.105)
100 | 5 = 1.001 0.996 0.990 0.999 0.948

(0.123) | (0.042) | (0.043) | (0.040) | (0.097)
X—y | 0978 0.997 0.998 1.003 0.908
(0.107) | (0.038) | (0.042) | (0.039) | (0.113)

X— 0.996 0.997 0.987 1.001 0.894
(0.109) | (0.040) | (0.039) | (0.040) | (0.129)
10 y— 1.005 0.997 1.004 0.994 0.925

(0.113) | (0.039) | (0.042) | (0.040) | (0.104)
X—y | 1.011 0.998 1.004 0.997 0.918
(0.119) | (0.040) | (0.038) | (0.034) | (0.114)

Cizelge 4.14 b) RN hata dagilmi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve Laplace onsel dagilima
(B;~L(0,1),j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

e el B | B B | B B B S

n gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE

X— 0932 | 0972 | 1.006 | 0971 | 0.989 | 0970 | 0.959
(0.159) | (0.075) | (0.077) | (0.078) | (0.076) | (0.084) | (0.149)
1 y— 0936 | 0990 | 0978 | 0.949 | 1.001 | 0971 | 0.956

(0.157) | (0.080) | (0.079) | (0.093) | (0.077) | (0.080) | (0.159)
X—Y | 0893 | 0985 | 0988 | 0.960 | 0.986 | 0.973 | 0.923
(0.197) | (0.074) | (0.073) | (0.101) | (0.083) | (0.087) | (0.168)

30 X— 0941 | 0990 | 0995 | 0950 | 0973 | 0.967 | 0.865
(0.158) | (0.073) | (0.066) | (0.095) | (0.082) | (0.086) | (0.199)
3 y— 0.900 | 0978 | 0986 | 0960 | 1.001 | 1.003 | 0.887

(0.190) | (0.081) | (0.079) | (0.082) | (0.074) | (0.085) | (0.184)
X—Y | 0903 | 0976 | 0993 | 0969 | 1.00L | 0.973 | 0.908
(0.181) | (0.077) | (0.079) | (0.091) | (0.078) | (0.076) | (0.188)
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Cizelge 4.14 b) RN hata dagilimi (g ~ RN(0,0,0.05,2)) ve Laplace onsel dagilima
(B;~L(0,1),j=1,2,3,4,5) dayali regresyon modelinin parametre
tahminleri ve RMSE degerleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

n Aykirt | Aykin '30 Bl ,éz ,33 ,34 :BA 5 g

gozlem | gozlem
say1si yonii RMSE RMSE | RMSE | RMSE RMSE RMSE | RMSE

X— 0.924 | 0984 | 0995 | 0979 | 0098 | 0.984 | 0.950
(0.150) | (0.053) | (0.055) | (0.058) | (0.060) | (0.057) | (0.117)
1 y- 0912 | 0974 | 0995 | 0970 | 1.009 | 0.977 | 0.963

(0.166) | (0.058) | (0.062) | (0.068) | (0.063) | (0.066) | (0.115)
X—Y | 0932 | 00990 | 1012 | 0.980 | 0.995 | 0.989 | 0.950
(0.164) | (0.067) | (0.058) | (0.063) | (0.054) | (0.058) | (0.128)

X— 0927 | 0981 | 0.992 | 0983 | 1.005 | 0.986 | 0.946
(0.152) | (0.062) | (0.069) | (0.054) | (0.056) | (0.054) | (0.129)

3 y— 0912 | 0993 | 0995 | 0977 | 1..005 | 0.997 | 0.929

50 (0.159) | (0.058) | (0.058) | (0.066) | (0.060) | (0.059) | (0.137)

X—y | 0920 | 0994 | 0996 | 0970 | 0992 | 0.992 | 0913
(0.159) | (0.062) | (0.074) | (0.069) | (0.061) | (0.057) | (0.136)

X— 0933 | 0988 | 0.996 | 0.989 | 0993 | 0.993 | 0.884
(0.134) | (0.064) | (0.059) | (0.063) | (0.064) | (0.055) | (0.151)
5 y— 0932 | 0982 | 1.007 | 0986 | 1.015 | 0.989 | 0.878

(0.174) | (0.064) | (0.060) | (0.068) | (0.057) | (0.063) | (0.168)
X—y | 0913 | 0996 | 1.002 | 0.975 | 1.006 | 0.985 | 0.893
(0.161) | (0.056) | (0.065) | (0.066) | (0.059) | (0.067) | (0.152)

X— 0947 | 0988 | 0997 | 0.993 | 1.002 | 0.988 | 0.965
(0.115) | (0.042) | (0.038) | (0.040) | (0.040) | (0.045) | (0.090)
2 y— 0945 | 0997 | 0995 | 0.989 | 0.994 | 0.993 | 0.955

(0.110) | (0.042) | (0.040) | (0.041) | (0.038) | (0.040) | (0.086)
X—Y | 0979 | 0987 | 0997 | 0.985 | 0.999 | 0.991 | 0.958
(0.128) | (0.044) | (0.039) | (0.040) | (0.042) | (0.037) | (0.080)

X— 0976 | 0992 | 1.003 | 0.990 | 0.995 | 0.994 | 0.921
(0.099) | (0.041) | (0.038) | (0.040) | (0.039) | (0.041) | (0.104)
100 5 y— 0991 | 0996 | 0.997 | 0.988 | 1.007 | 0.999 | 0.910

(0.109) | (0.035) | (0.039) | (0.038) | (0.040) | (0.030) | (0.118)
X—Y | 0945 | 0999 | 1.001 | 0.992 | 0.996 | 0.09 | 0.958
(0.122) | (0.045) | (0.043) | (0.046) | (0.040) | (0.038) | (0.084)

X— 0952 | 0.993 | 1.007 | 0.990 | 0.998 | 0.987 | 0.883
(0.126) | (0.043) | (0.037) | (0.045) | (0.041) | (0.045) | (0.141)
10 y— 0939 | 0994 | 1.001 | 0.991 | 0.999 | 0984 | 0.919

(0.144) | (0.044) | (0.041) | (0.042) | (0.040) | (0.047) | (0.115)
X=Y | 1.005 | 0989 | 0.995 | 0.983 | 1.00L | 0.996 | 0.897
(0.118) | (0.043) | (0.038) | (0.041) | (0.043) | (0.040) | (0.129)
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Sonu¢ olarak, L-t ve L-L regresyon modellerine yonelik elde edilen parametre
tahminlerinin tiim yonlerdeki aykir1 gozlemlere kars1 bozulma gosterdigi ancak t-t ve t-L
modellerinin ise y— yoniindeki aykir1 gézlemlere karsi robust Bayesyen tahminler
verdigi goriilmiistiir. Bu nedenle hata dagilim1 Laplace yerine t dagilimina sahip oldugu
varsayilan regresyon modellerinin kullanimimin tercih edilebilecegi sdylenebilir. RN-t ve
RN-L modellerinin bu modellere kiyasla tiim yonlerdeki aykir1 gézlemlere karsi robust
Bayesyen parametre tahminleri verdigi goriilmiistiir. Ozet olarak, aykir1 gdzlemli bir veri
setinin s6zii edilen diger modellere kiyasla RN-t ve RN-L modellerinden herhangi biri

kullanilarak modellenebileceg§i onerilmektedir.
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5. GERCEK VERI UYGULAMASI

Bu boliimde, tezde ele alinan tiim dogrusal regresyon modellerinin parametrelerine
yonelik elde edilen robust ve robust Bayesyen tahmin edicilerinin performanslari,
literatiirde sik¢a kullanilan li¢ gercek veri seti ele alinarak test edilmis ve her parametreye
iliskin parametre tahminleri, R ve WinBUGS istatistiksel paket programlar1 kullanilarak
bulunmustur. Bayesyen tahminlerin elde edilmesinde 100000 iterasyonlu ve 1000 burn-
in periyotlu MCMC simiilasyon yonremi kullanilmistir. Ayrica tiim modellerin
performanslar1 asagida ifade edilen AIC ve DIC model se¢im kriterleri kullanilarak

karsilagtirilmistir.

5.1 Baz1 Model Se¢im Kriterleri

Glinlimiizde artan birtakim teknolojik gelismeler sayesinde istatistiksel problemlerin
¢Ozlimiinde karmasik modellerin olusturulmasi veriyle uyumlu olan birbirine rakip
alternatif modellerin ortaya ¢ikmasma neden olmustur. Birden fazla uygun model
tamimlamasmin oldugu bu gibi durumlarda mevcut olan veri setine en uygun modelin
secilmesi istenir. Bu se¢cimde amag, veriyi iirettigi varsayillan modelin bulunmasi
olmayip, veriyle uyumlu birbirine rakip alternatif modellerin karsilastirilarak i¢lerinden

“en iyi” olanin se¢ilmesidir.

Istatistiksel modellerin seciminde, model se¢im kriterlerinin kullanimi en uygun model
kararinin verilebilmesinde bir yol olup geleneksel hipotez testlerine bagli yontemlerden
farkli olarak bilgi teorisine dayanmaktadir. Olabilirlik bilgisi ve Kullback-Leibler
uyumsuzluguna dayanan Akaike Bilgi Kriteri (AIC) (Akaike 1973) ile Mallow’un Cp
kriteri (Mallows 1973) kullanilarak bilgi teorisi yaklasimi ilk olarak 1970’li yillarin
basinda popiiler hale gelmistir. Daha sonralari ise bu yaklasim; Schwarz bilgi kriteri (BIC
veya SBIC) (Schwarz 1978), yeniden drneklemeye dayanan ¢apraz-gegerlilik, bootstrap
(Efron 1979) ve Bayesyen model se¢iminde kullanilan Bayes faktorii (Raftery 1986) gibi
orneklerle gelismistir. Ancak sozii edilen bilgi kriterlerini kullanmak her modeldeki
parametre sayisini belirtmeyi gerektirir (Kass ve Raftery 1995). Bu nedenle, genellikle
parametreleri gdzlemlerden sayica iistiin olan karmagik hiyerarsik modellerde bu

yontemler dogrudan uygulanamaz (Gelfand ve Dey. 1994).
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Ortaya ¢ikan bu zorluklardan kurtulmak amaciyla Spiegelhalter tarafindan model
karmasiklig1 ve verinin modele uygunlugu arasindaki 6l¢iime dayanan Sapma bilgi kriteri
(DIC) (Spiegelhalter 2002) adiyla yeni bir olgiit gelistirilmistir. Bu 6lgtit, MCMC
simiilasyon yontemi ile elde edilmis modellerin sonsal dagilimlarini kullanan Bayesyen

model se¢im problemlerinde 6zel olarak kullanighdir.

AIC:

En ¢ok kullanilmakta olan model se¢im kriterlerinden biri olan AIC, istatistiksel bir
modelin uyum iyiliginin bir dl¢iistidiir. Uyum 1yiligi, s6z konusu modelin veri kiimesine
ne kadar uydugunu tanimlar. AIC, hipotez testi anlaminda modelin bir testi degildir. Daha
¢ok modeller arasinda model se¢imi i¢in ara¢ olan bir bilgi kriteri olup veriyi en az

bagimsiz degiskenle en iyi agiklayan modeli bulmakta kullanilmaktadir.

AIC,

AIC = -2InL(8) + 2k (5.1)

A

esitligi ile hesaplanmakta olup burada k*, tahmin edilecek parametre sayisi, 6,

bilinmeyen parametre vektoriiniin en ¢ok olabilirlik tahmini olup InL(8) ise tahmin

modeli i¢in olabilirlik fonksiyonunun maksimum degeri olup model uyumunun bir

Olciisiidiir.

Model karsilastirmalarinda her zaman en diisik AIC degerini veren model tercih
edilmektedir. Birbirine rakip modellerden AIC degerleri minimum AIC degerine gore 1-
2 farka sahip olan modeller 6nemli destege sahip olup ¢ikarim yapmada dikkate
alinmalidir. 4-7 farka sahip olan modeller ise 6nemli 6lciide daha az destege sahip olup
minimum 10’un {izerinde fark olan AIC’li modeller ise higbir destege sahip degildir

(Burnham ve Anderson, 2002).

DIC:

DIC, uyum iyiligini 6l¢en bir terim ve artan model karmasikligi i¢in bir sinirlama (ceza)

terimi seklinde iki bilesenden olusmaktadir.
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DIC = Uyumiyiligi + Karmasiklik

(5.2)
U U
Kuramsal bir model ile Artan model parametre
orneklem verisi arasindaki say1s1 i¢in bir siirlama terimi

uyumun Ol¢iisii

Bu esitlikte yer alan bilesenlerin hesabi, Dempster (1974) tarafindan tanimlanan klasik

sapma ifadesine baghdir.

Sapma = D(0) =-2log P(y/8)+2log P(y) (5.3)

Burada, y , veriyi belirtirken @ ise modelin bilinmeyen parametrelerini gosterir. Ayrica
P(y/0), olabilirlik fonksiyonu olup P(y) ise sadece verinin bir fonksiyonunu belirten

ve farkli modellerin karsilastirildigi tiim hesaplamalarda dengeleyici olan bir sabittir.

(P(y) = [ P(O)P(y|0)d0)

DIC’nin birinci bileseni, uyumun 6l¢iisii olan sapmanin ( D() ) sonsal ortalamasidir. Bu

0l¢ti, model yeterliliginin bir tahmini olup Dbar ya da D(8) seklinde adlandirilir.

Dbar =D(0) = E,,, [D(9)]= E,,,[-2logP(y/6)]= %i—Zloge P(y/6,)
- (5.4)
esitligi ile ifade edilir. Burada C, burn-in periyodu cikarilmig MCMC basamaklarinin
sayist olup log, P(y/6.) ise olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasidir

(Spiegelhalter et al., 2002). Bu esitlikten goriildiigii gibi Dbar, Gibbs 6rneklemesinin bir

iterasyonunun sonunda hesaplanmis log-olabilirliklerin ortalamasidir.

Modelin veriye ne kadar uyumlu oldugunun bir diger 6l¢iimii, & 'nin sonsal ortalamasinin
sapmast D(@)’dir. Yani @’nmn sonsal ortalamasini kullanarak hesaplanmus log-

olabilirliktir.

Dhat = D(0) = D(E,,, [6]) (5.5)
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DIC’nin ikinci bileseni ise veriye uyan en iyi modelde yer alacak gegerli parametre sayisi

(pD) olup

pD = Dbar — Dhat = D(0) - D(@) (5.6)

esitligi ile elde edilir. Bu deger, modeldeki parametrelerin sayisi i¢in bir sinirlama saglar
ve yaklasik olarak modeldeki parametrelerin sayisi ile ilgilenir. Onsel bilgi ve veri
arasinda onemli bir fikir ayrilig1 (¢eliski) oldugu zaman ya da bir parametre i¢in sonsal
dagilimin ¢ok zayif 6zet istatistigi ve ¢ok biiylik sapma vermesi durumlarinda pD’nin

degeri negatif olacaktir.

Ifade edilen bilesenlere gore Sapma bilgi kriteri,

DIC = Dbar + pD = Dhat +2pD (5.7)
olarak ya da
DIC = D(@) + pD = D(8)+2pD (5.8)

seklinde tanimlanabilir.

Veriye uyan en iyi modelin olabilirligi daha biiyiik degerlidir. Bu nedenle -2log-olabilirlik
(—2log P(y/6)) yolu ile tanimlanan D(8), daha iyi modeller i¢in daha kiigiik degerlere

ulagir. Boylece kiigiik DIC degerine sahip modellerin veri tarafindan desteklenen en iyi

modeller oldugu sonucuna varilabilir.

Kiyaslanan modellerin DIC degerleri arasindaki farklilik yaklagik olarak 10°dan daha
fazla ise daha yiiksek DIC’li modelin varlig1 inkar edilebilir. 5 ile 10 arasindaki
farkliliklar onemlidir. Fakat DIC’deki farklilik 5’ten daha az ise ve modeller ¢ok farkl
sonucglar c¢ikariyorsa o zaman en diisik DIC’li modeli bildirmek yaniltict olabilir

(Penttinen ve Piche 2010).
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5.2 Stack Loss Bitki Verisi

Amonyagn nitrik asitle oksidasyonunu belirlemek amaciyla bir bitki 21 giin boyunca
izlenmis ve hava akimi(X,), su sicakligi(x,), asit konsantrasyonu (x,) degiskenlerinin
bitkinin amonyak kayb1 ylizdesi (stack loss, Y ) tizerindeki etkisi incelenmek istenilmistir
(Brownlee, 1965). Bu amag¢ dogrultusunda elde edilen gozlemlerin ilgili degiskenlere

yonelik aldigi degerler Ek-3’de goriildiigii gibi elde edilmistir (Brownlee 1965). Bu

degiskenlere iligkin olusturulan ¢coklu dogrusal regresyon modeli,
Yi =By + L%+ By + BiXis + & ) i=12,..,21 (5.9)

seklinde olup EKK tahmin yontemi kullanilarak elde edilen regresyon model denklemi
asagidaki gibidir (Brownlee, 1965).

§, =-39.919+0.7156X, +1.2953x,, — 0.1521x, (5.10)

Stack loss verisi i¢in literatiirde tahmin edilmis modellerden biri olan ve robust regresyon

yontemlerinden M yontemi ile tahmin edilen

§,  =-41.170+0.8133x, +1.000x,, —0.1324x, (5.11)

modeli, bu uygulamada referans model olarak dikkate alinmistir (Birkes and Dodge,
1993).

Veri seti igerisinde aykirt gézlem olup olmadigmi belirlemek amaciyla yukarida sozii
edilen model denklemleri kullanilarak her bir gézleme iliskin artik degerleri incelenmis
ve 1., 3., 4. ve 21. gozlemlere iligkin artik degerlerinin (-2,2) giiven sinirindan oldukca
uzakta olmasi sebebiyle aykir1 gozlem olduklar1 belirlenmistir (Cizelge 5.1). Literatiirde
bir¢ok yazar tarafindan da bu goézlemler aykir1 gozlem olarak belirlenmistir (Aitkin ve
Wilson 1980, Ruppert ve Carroll 1980, Antoch ve Jureckova 1985, Rey 1977, Birkes ve
Dodge 1993, Osborne 1985, Hettmansperger ve McKean 1977).
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Cizelge 5.1 Stackloss verisinde yer alan aykir1 gozlemlere ilisgkin EKK ve M regresyon

modellerinden elde edilen artik ve standartlastirilmis artik degerleri

EKK Model M Model
Gozlem no Artik | Standartlastirilmis | Artik | Standartlastirilmig
(i) (&) artik (d;) (&) artik (d;)
1 3.234 1.026 2.878 0.892
3 4.555 1.445 4.075 1.263
4 5.697 1.807 6.248 1.937
21 -7.237 -2.296 -8.728 -2.706

EKK ve M modelleri kullanilarak tiim gozlemlere yonelik elde edilen standartlastirilmis

artik grafikleri ise sekil 5.1°de gosterilmistir.

EKK model

di

Sekil 5.1 Stack loss verisi i¢in EKK ve M yontemlerine gore elde

indeks(i)

standartlastirilmis artik grafigi

di

M model

indeks(i)

edilen

Bu sekilde yer alan grafikler incelendiginde, EKK modelinden elde edilen artiklarin M

modeli kullanilarak bulunan artiklara kiyasla daha biiyiik degerli ve 0’dan uzak oldugu

goriilmektedir. Bu nedenle aykir1 gozlem igeren stack loss verisinin EKK modeli yerine

M modeli kullanilarak modellenmesinin tercih edilebilecegi soylenebilir.

M modeline alternatif olarak kalin kuyruklu hata dagilimina dayali regresyon modelleri

de verinin modellenmesinde kullanilabilir. Bu dogrultuda Normal hata dagiliminin yan1

sira t, Laplace ve RN gibi farkli kalin kuyruklu dagilimlara dayali regresyon modelleri

parametre tahminleri de incelenmis olup elde edilen sonuglar asagidaki cizelgede

Ozetlenmistir.
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Cizelge 5.2 Stack loss verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimlarina dayali regresyon
modellerinin parametre tahminleri

Akaike
Hata terimleri Regresyon modeli parametre tahminleri "Bilgi
Aykirt () Olgiitii
sem |G| | 6| Ac
N(0,0?) ~37.652 | 0.798 | 0577 | —0.067 | 1.095 | 61.34
t(0,6%,3) ~37.429 | 0833 | 0472 | —0067 | 0.836 | 62.32
Aykirt
gﬁzlﬁm L(0,0) ~35941 | 0.822 | 0.438 | —0070 | 0.829 | 71.33
YO
RN
(0.0,0052 | 37384 | 0808 | 0546 | ~0069 | 1008 | 6150
RN 37.320 | 0.821 | 0.506 0.069 | 0.797 | 61.65
(0’0_10.3’1) - . . . — V. . .
N(0,0?) ~39.920 | 0.716 | 1.295 | —0.152 | 2.912 | 114.58
t(0,6%,3) _39.124 | 0854 | 0657 | —0104 | 1.755 | 112.14
Aykiri
gozlem L(0,0) ~39.689 | 0832 | 0574 | -0061 | 2.004 | 11031
var
RN
(0.0,0052 | 40554 | 0769 | 1119 | -0138 | 2612 | 114.36
RN 40319 | 0.825 | 0.892 0.125 | 1.974 | 116.06
(0’0_10.3’1) - . . . — U, . .

Cizelge 5.2 incelendiginde, aykir1 gozlemlerin veri setinden ¢ikarilmasi durumunda
verinin Normal dagilima dayali modele (N-model) alternatif olarak t, L ve RN dagilimina
dayali modellerden herhangi biri ile de modellenebilecegi soylenebilir. Modellere iligskin
AIC degerlerine bakildiginda ise verinin en kiiciik AIC degerine (AlC=61.34) sahip N-
modele ek olarak bu modele en yakin AIC degerli (AIC=61.50) olan RN(0.05,2)

dagilimma dayali model ( RN (0.05, 2) -model) ile de modellenebilecegi gorilmiistiir.

Aykirt gozlemlerin veri setinden ¢ikarilmamasi durumunda ise N-modeli parametre
tahminlerinin aykir1 gozlemlerden etkilendigi dolayisiyla da tahmin degerlerinde
bozulma meydana geldigi goriilmiistiir. Bu nedenle t, L ve RN dagilimlarma dayali
modellerin parametre tahminleri incelenmis ve verinin analizinde en diisiik AIC’ye

(AIC=110.31) sahip Laplace dagilimina dayali modelin (L-model) kullaniminin tercih
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edilebilecegi belirlenmistir. t tahminlerini i¢eren t dagilimima dayali model (t-model) de
AIC=112.14 degeri ile bu performansi izlemistir. Ayrica modeller, parametre tahminleri

agisindan incelendiginde ise RN (0.05,2) -modelinin digerlerine kiyasla (5.11) esitliginde

yer alan referans model ile daha tutarli tahminler verdigi goriilmiistiir (Cizelge 5.2).

Verinin modellenmesinde hangi modelin kullanilmas: gerektigine karar verebilmek
amaciyla cizelge 5.2°de yer alan modellerin parametre tahminleri kullanilarak her model

i¢in standartlastirilmis artik (d;) degerleri elde edilmis olup bu degerlerin grafikleri sekil

5.2°de verilmistir. Bu sekil’den goriildiigii gibi stack loss verisinin modellenmesinde

oncelik sirasina gore L, t ve RN(0.05,2) modelleri kullaniminin tercih edilebilecegi

sOylenebilir.

t model

o

di

24 01

2401 2

indeks (i)

L model

di

T
10 15 prai]

indeks(i)

RN(0.05,2) model

T T T
10 15 20

Indeks(iy

T
10

indeks(i)

Sekil 5.2 Stack loss verisi i¢cin farkli hata dagilimlarina dayali olusturulan regresyon
modellerine iliskin standartlastirilmis artik grafigi

Klasik tahmin yontemine alternatif olarak ¢aligmaya Bayesyen yontem de ilave edilmis
olup bu dogrultuda Normal, t, Laplace ve RN hata dagilimlarina dayali bayesyen ve
robust bayesyen regresyon modelleri olusturulmustur. S6z konusu modellere iliskin

parametre tahminleri, ¢izelge 5.3-5.4’de gorildiigi gibi elde edilmistir.
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Cizelge 5.3 Stack loss verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi icermeyen 6nsel
dagilima dayali regresyon modellerine yonelik bayesyen ve robust bayesyen
parametre tahminleri

Sapma

Regresyon modeli parametre tahminleri Bilgi

Olgiitii

Model N A A A A

ﬁO ﬁl ﬂZ ﬂfﬂ g DIC
) | ) | sd) | ) | (sd?)
39.380 | 0.717 | 1202 | —0.158 | 3.395

N-NI (1251) | (0.14) | (039) | (0.16) | (0.62) | >0
39480 | 0.849 | 0776 | —0.124 | 2.238

NI 9.10) | (0.13) | (0.35) | (0.12) | (0.59) | 10828
38310 | 0.835 | 0749 | —0.122 | 1.561

L-NI 879 | (0.13) | (0.33) | (0.12) | (0.19) | 34
41770 | 0778 | 1004 | —0.124 | 2918

RNOO52)-NE | 254 | 0.14) | ©037) | (008) | 058 | 7232
"39.680 | 0.855 | 0627 | -0.091 | 6.099

RNO3D-NL 70 | 012 | 025) | ©.06) | (Les) | 12764

sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi

Kalin kuyruklu hata dagilimi ve bilgi icermeyen oOnsel dagilima dayali regresyon
modelleri (t-NI, L-NI, RN-NI) kiyaslandiginda (Cizelge 5.3), bu verinin en kii¢iik DIC
degerli (DIC=72.31) RN(0.05,2)-NI modeli ile modellenmesinin tercih edilebilecegi

sOylenebilir. S6z konusu modelin parametre tahminlerinin, (5.11) esitliginde verilen
referans modelin parametre tahminleri ile benzer oldugu goriilmektedir. Ayrica elde
edilen bu sonucun, cizelge 4.1.a-4.3.b’de yer alan simiilasyon calismasiyla tutarli

sonuglar verdigi gdzlenmistir.

Cizelge 5.3’de yer alan tiim modellere iliskin artik grafikleri ise sekil 5.3’de verilmistir.
Bu sekil incelendiginde, 0’a en yakin artik degerlerinin RN(0.05,2)-NI modeli

kullanilarak elde edildigi goriilmektedir.
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di

di

Sekil 5.3 Stack loss verisi igin farkli hata dagilimi1 ve bilgi igermeyen Onsel dagilima
dayali olusturulan regresyon modellerine iligskin standartlastirilmis artik grafigi

Cizelge 5.4 incelendiginde ise N-N modeli parametre tahminlerinin, (5.10) esitligi ile
verilen EKK modeli tahminleri ile tutarli sonuglar verdigi goriilmektedir. N-t ve N-L
modellerinin kiyaslanmasi durumunda verinin en kiigiik DIC degerli (DIC=115.35) N-t
modeli ile modellenmesinin uygun olabilecegi sdylenebilir. Ayricat-N, L-N, RN(0.05, 2)

-N ve RN(0.3,2) modelleri igerisinden en kii¢iik DIC degerli (DIC=73.18) modelin,

RN (0.05,2) -N modeli oldugu gozlemlenmis olup verinin modellenmesinde bu modelin

2 < 01

2101 2

N-NI model

L]

-

di
2101 2

10 15 20
indeks(i)
L-NI model
- o™
P ™ a® _ =
- . - * N
. o
L]
T T T
10 15 20

indek=riv

RN(0.3,1)-NI model

t-NI model

indeks(i)

RN(0.05,2)-NI model

indeks(i)

di
210 1 2

indeks(i)

kullaniminin tercih edilebilecegi sdylenebilir.
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Cizelge 5.4 Stack loss verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi iceren 6nsel
dagilima dayali regresyon modellerine yonelik bayesyen ve robust bayesyen
parametre tahminleri

Sapma
Regresyon modeli parametre tahminleri Bilgi
Hata terimleri Olciitii
(&) £ 'nin R - - N N
dagilimi onseli ﬁo ﬂl ﬁz '33 7 DIC
sd) | (sd) | sd) | (sd) | (scR)
) 239.070 | 0.747 | 1150 | —0.148 | 3.391
N©a) | NOD | 1533 | (013) | ©36) | ©16) | (062) | 1>
) 39680 | 0738 | 1174 | —0.140 | 3.301
NOo) | 1013 | 536 | (0.14) | ©.38) | ©0.16) | (062) | 1153
) 39.580 | 0.735 | 1175 | -0.140 | 3.403
NO) | LOD | 5% | (0.14) | 039 | ©15) | (063) | 1%
) 239370 | 0859 | 0712 | —0.116 | 2.194
(0053 | NOD | a0 | (0.12) | (031 | ©11) | (0s8) | 10758
38280 | 0.838 | 0694 | —0.111 | 1.553
L(0.9) NOD | ga6) | 012 | 029 | 011 | ©18) | 11326
RN 45920 | 0.787 | 1.026 | —0.066 | 2.925
06,0052 | NOD | 453 | ©13) | (033 | ©o08) | (058 | >18
RN 54030 | 0.839 | 0739 | 0062 | 7.235
00031 | NOU | G5 | ©13) | 032) | (009 | @oa | 13105
4 —39.850 | 0856 | 0.717 | —0.110 | 2.200
(0.0%3) | 1019 | gagy | 012) | 031 | ©11) | ©s8) | 10765
38300 | 0840 | 0692 | —0112 | 1.554
LOe) | 1013 | 536 | 012 | (030) | 011) | (018) | 11338
RN (oL | 43010 | 0775 [ 1072 | -0.103 | 2909
(0,5,0.05,2) : (1.92) | (0.13) | (0.36) | (0.06) | (0.57) | 72.13
RN 40900 | 0.837 | 0632 | -0.066 | 6.138
00,031 | O | Gy | 011 | ©25) | ©on) | 7o) | 12820
. 239460 | 0.859 | 0698 | 0112 | 2.200
(0053 | LOD | gan | 013) | (032 | (0.11) | ©s58) | 10768
38680 | 0.841 | 0671 | 0103 | 1.553
L(0.0) LOD 1 g10) | 012 | 031 | ©11) | ©18) | 133
RN L(0.) -46.670 | 0.756 | 1.105 | —0.055 | 2.973
(0,5,0.05,2) : (6.21) | (0.14) | (0.39) | (0.09) | (0.59) | 73.53
RN Lop | 40000 [ 0842 [ 001 | 0072 | 6.043
(0,05,0.3,1) ’ (2.38) | (0.10) | (0.24) | (0.06) | (1.67) | 127.06

#sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi
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Son olarak, hem hata dagilim1 hem de 6nsel dagilimi kalin kuyruklu dagilima dayali olan
modeller (t-t, L-t, RN-t, t-L, L-L, RN-L) incelendiginde ise en kii¢ilk DIC degerli
(DIC=72.13) RN(0.05,2)-t modeli, veriyi en iyi sekilde temsil edebilecek olan model
olarak Onerilebilir. M tahmin yontemiyle elde edilen (5.11) referans modeli dikkate
alindiginda, s6zii edilen bu modelin diger modellere kiyasla veri setindeki aykiri
gozlemlere karsi robust Bayesyen tahminler verdigi goriilmistir. RN(0.3,1) hata
dagilimi ve bilgi icermeyen / igeren Onsel dagilima dayali olan modellerin ise incelenen
diger modellere kiyasla aykir1 gozlemlerden oldukca etkilenen parametre tahminlerine

sahip oldugu gozlenmistir (Cizelge 5.4).

Cizelge 5.4°de yer alan modellere iliskin standartlastirilmis artik grafikleri ise asagidaki

sekillerde goriildiigii gibi elde edilmistir.

N-N model N-t model

Indeks(i) Indekes(i)

N-L model

indeks(i)

Sekil 5.4 Stack loss verisi i¢in Normal hata dagilimi ve bilgi igeren 6nsel dagilima dayali
olusturulan regresyon modellerine iligskin standartlastirilmis artik grafigi

Bu sekil incelendiginde, N-t ve N-L modellerinin N-N modelinden higbir farki olmadigi

dolayisiyla sadece onsel bilgide kalin kuyruklu dagilim kullanmanin yeterli olmayacagi

goriilmektedir.
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t-N model L-N model

5 10 15 20 5 10 15 20
indeks(i) indeks(i)
RN(0.05,2)-N model RN(0.3,1)-N model
Lo e | L] Lo e | L]
— -+ * — -+ *
* *
o e ., e ." . -.
— - = - * .
= ML *e = .+ - *
< 4 - ¢ *
o™ -
; e
® + +
T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
indeks(i) indeks(i)

Sekil 5.5  Stack loss verisi i¢in kalin kuyruklu hata dagilimi1 ve Normal 6nsel dagilima
dayali olusturulan regresyon modellerine iligkin standartlastirilmis artik
grafigi

Kalin kuyruklu hata dagilimi (t, L, RN) ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon
modellerine yonelik elde edilen standartlastirilmis artik degerleri incelendiginde,

RN (0.05, 2) -N modeli kullanilarak bulunan artiklarin 0’a daha yakm oldugu gértilmiistiir
(Sekil 5.5).

Hem hata dagilimi hem de 6nsel dagilimi kalin kuyurklu dagilima dayali regresyon
modelleri kullanilarak elde edilen standartlagtirilmis artik grafikleri ise sekil 5.6°da
verilmistir. Bu sekil incelendiginde, RN(0.05,2)-t ve RN(0.05,2)-L modellerinden
bulunan artik degerlerinin diger modellere kiyasla daha kiiciik degerli ve 0’a yakin oldugu

gOrilmiistiir.
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t-t model L-t model
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Sekil 5.6 Stack loss verisi i¢in kalin kuyruklu hata dagilimi ve kalin kuyruklu onsel
dagilima dayali olusturulan regresyon modellerine iliskin standartlastirilmis
artik grafigi
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Sonug olarak; ¢izelge 5.4°de ele alinan tiim modeller birlikte kiyaslandiginda, stack loss

verisinin en kiicik DIC degerine (DIC=72.13) sahip olan RN(0.05,2)-t modeli
kullanilarak modellenmesinin en iyi se¢im olabilecegi ortaya ¢ikmustir. RN(0.05,2) -L

modeli de DIC=73.53 degeri ile bu performansi izlemistir. Bu sonucun, sekil 5.4, 5.5 ve
5.6’nin birlikte incelenmesi durumunda da elde edildigi goriilmektedir. Ayrica c¢izelge
5.3-5.4’de yer alan tiim parametre tahminlerinin ¢izelge 4.4.a-4.14.b’de yer alan

simiilasyon caligmasi ile tutarh oldugu gorilmiistir.

5.3 Coleman Verisi

Orta Atlantik ve Kuzeydogu Amerika Birlesik Devletleri eyaletlerinde yer alan 20 okul

tizerinde, 6grenci bagina personel maaslar1 (X;) , memur babalarmn yiizdesi (X,) , SOSyo-

ekonomik statiiden sapma durumu (aile biiylikliigi, aile biitiinliigli, baba egitimi, anne

egitimi ve ev esyalar1) (X,), 6gretmenlerin ortalama sozel test puant (X,) ve annelerin
egitim diizeyi (X;) degiskenleri agisindan dlgiimler elde edilmis ve bu degiskenlerin

okullarin sozel ortalama test puanlar1 (y) tizerindeki etkisini belirlemek amaciyla

inceleme yapilmistir (Coleman vd. 1966, Mosteller ve Tukey 1977). Degiskenlere iliskin

elde edilen gozlemler Ek 3’°de verilmistir. Bu gézlemlere iliskin regresyon modeli,
Yi = Bo+ BXa+ BoXio + BaXis + BaXia + BoXis +& . 1=12,..,20 (5.12)

esitligi seklinde olusturulur. EKK tahmin yonteminin kullanilmasi durumunda model

denklemi,

§. =19.9-1.790x,, +0.044x,, +0.556X,, +1.110x,, —1.810x, (5.13)

olarak elde edilmistir. Bu modelin yani sira literatiirde tahmin edilmis modellerden biri

olan ve robust regresyon yontemlerinden LMS ydntemi ile tahmin edilen

Vi, =25.1+0.580x; +0.058x;, +0.637X;; +0.740x;, —2.320x;5 (5.14)

modeli ise bu uygulamada referans model olarak dikkate alinmistir (Rousseeuw ve Leroy

1987).
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Coleman verisi icerisinde aykir1 gdzlem olup olmadigina karar verebilmek amaciyla

yukarida sozii edilen EKK ve LMS model denklemleri kullanilarak her gozleme ait

standartlastirilmis artik (d;) degerleri incelenmis ve bu degerlerin grafikleri sekil 5.7°de

gorildigi gibi elde edilmistir.

EKK model
[]
N -
L S ° * .
[] - [] . w
— - - .
T T T T
5 10 15 20
indeks (i)

LMS model

10

indeks (i)

Sekil 5.7 Coleman verisi icin EKK ve LMS yontemlerine gore elde edilen

standartlastirilmis artik grafigi

Bu sekil incelendiginde, EKK artiklar1 3., 11. ve 18. gézlemin, LMS artiklar1 ise 3., 17.

ve 18. gozlemlerin veri kiimesinden olduk¢a uzakta oldugunu dolayisiyla bu gdzlemlerin

aykir1 gozlem olabilecegini gostermektedir. SOzii edilen bu gézlemlere iligkin artik ve

standartlastirilmig artik degerleri asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 5.5 Coleman verisinde yer alan aykir1 gozlemlere iliskin EKK ve LMS regresyon
modellerinden elde edilen artik ve standartlastirilmis artik degerleri

EKK model LMS model
Gozlem no Artik Standartlastirilmis | G6zlem no Artik Standartlastirilmig
(i) (e) artik (d,) (i) (e) artik (d,)
3 -3.949 -1.834 3 —-4.786 -1.770
11 -2.208 -1.025 17 -3.342 -1.236
18 5.001 2.323 18 6.761 2.500
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Gortildigi gibi sadece EKK artiklarma bakarak aykir1 gdzlemleri arastirmak yanilticidir.
Bu baglamda robust regresyon yontemlerden herhangi biri kullanilarak aykiri gézlemler
belirlenmelidir. Sonug olarak Coleman verisi gdzlemlerinden 3. 17. ve 18. gozlemler,
aykir1 gdzlem olarak belirlenmistir. Literatiirde bu gozlemlerin aykir1 gézlem olduguna
iliskin bilgi veren birgok ¢aligma mevcuttur (Rousseeuw ve Leroy 1987, Gao ve Fang

2016).

Aykir1 gézlemli bu veri setinin modellenmesinde, Normal dagiliminin yani sira t, Laplace
ve RN gibi farkh kalin kuyruklu dagilimlara dayali regresyon modellerinin parametre

tahminleri de incelenmis ve asagidaki ¢izelgede goriildiigi gibi elde edilmistir.

Cizelge 5.6 Coleman verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimlarma dayali regresyon
modellerinin parametre tahminleri

Akaike
I—_|ata . Regresyon modeli parametre tahminleri Bilgi
terimleri a
Aykiri @) Olgiitu
gozlem N ~ . . . . . .
dagilimi By B b, B By Ji8 = AIC

N(0,5%) 29.750 | 1.203 | 0.082 | 0.659 | 1.098 | —3.898 | 0.555 | 42.24

t0.0°3) | 26.776 | -1.200 | 0.072 | 0.655 | 1.125 | -3.430 | 0.468 | 45.18

A:yklrl L(0,)
gbzlem

yOk RN
(0,0,0.05,2) | 29.315 | —-1.213 | 0.080 | 0.659 | 1.101 | —3.829 | 0.528 | 44.85

28.037 | —1.224 | 0.073 | 0.638 | 1.012 | —3.227 | 0.447 | 44.61

RN

(0,5,0.3,1) 28.251 | -1.248 | 0.076 | 0.658 | 1.109 | —3.646 | 0.430 | 43.83

N(0,0%) | 19.948 | -1.793 | 0.043 | 0.556 | 1.110 | -1.811 | 1.735 | 92.81

t(0,0°,3) | 28713 | -1.597 | 0.076 | 0.661 | 1.158 | -3.779 | 0.712 | 80.07

Aykirt
gozlem |  L(0.0) 29.162 | —1.734 | 0.059 | 0.675 | 1.124 | -3.550 | 0.989 | 81.35

var
RN
(0,0,0.05,2) | 30.690 | —-1.659 | 0.083 | 0.667 | 1.161 | -4.140 | 0.743 | 89.17

RN

(0,5,0.3,1) 28.915 | -1.652 | 0.076 | 0.655 | 1.153 | -3.768 | 0.784 | 89.46
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Cizelge 5.6 incelendiginde, aykir1 gozlemlerin veri setinden ¢ikarilmasi durumunda
verinin N-model’in yani sira bu modele alternatif olarak t, L ve RN modellerinden
herhangi biri kullanilarak da modellenebilecegi goriilmektedir. Bu gozlemlerin veri
setinden ¢ikarilmamasi durumunda ise N-model’in parametre tahminlerinde bozulma
meydana gelmistir. Bu nedenle Normal dagilim yerine farkli kalin kuyruklu (t, Laplace
ve RN) dagilimlara dayali modellerin kullanimi tercih edilmis ve verinin bu modeller
icerisinden en diisiik AIC degerine sahip (AIC=80.07) t-model ile modellenmesinin daha

uygun olacagi goriilmiistiir.

Ayrica verinin modellenmesinde hangi modelin kullaniminin daha uygun olacagina karar
verebilmek amaciyla ¢izelge 5.6 ‘de yer alan tiim modeller i¢in standartlastirilmis artik
degerleri de elde edilmis olup bu degerlerin grafikleri sekil 5.8’de verilmistir. Bu sekil

incelendiginde, Coleman verisinin t-model ile modellenmesinin daha uygun olabilecegi

sOylenebilir.
N model t model
10 15 20 10 1 20
indeks(i) indeks(i)
L model RN{0.05,2) model
1 IU 1 IE- 2‘0 I 1 IU 1 I 2‘0
Indeks(i) Indeks(i)
RN(0.3,1) model
10 1 20
indeksi(i)
Sekil 5.8 Coleman verisi i¢in farkli hata dagilimlarina dayali olusturulan regresyon

modellerine iligkin standartlastirilmis artik grafigi
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Klasik tahmin yontemine ek olarak ¢aligmaya Bayesyen yontem de ilave edilmis ve
Normal, t, Laplace ve RN hata dagilimlarina dayali bayesyen ve robust bayesyen
regresyon modelleri olusturulmustur. S6zii edilen modellere iliskin parametre tahminleri

cizelge 5.7-5.8’da verilmistir.

Cizelge 5.7 Coleman verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi icermeyen onsel
dagilima dayali regresyon modellerine iliskin bayesyen ve robust bayesyen
parametre tahminleri

Sapma
Regresyon modeli parametre tahminleri Bilgi
Model Olgitii
ode P P 5 5 P P A
by Bo| A A, 12 2 6 bIC
(sd?) (sd?) (sd?) (sd?) (sd?) (sd?) (sd?)
N-NI 19.550 | -1.799 | 0.043 0.555 1.118 | -1.770 | 2.193 94.77
(14.480) | (1.328) | (0.057) | (0.100) | (0.466) | (2.169) | (0.450) '
NI 27.910 | -1.626 | 0.075 0.647 1.155 | -3.612 | 1.049 75.97
(9.393) | (0.777) | (0.032) | (0.064) | (0.264) | (1.410) | (0.333) '
L-NI 25.410 | -1.600 | 0.069 0.628 1.158 | -3.186 | 1.149 86.96
(11.020) | (0.908) | (0.035) | (0.075) | (0.308) | (1.644) | (0.150) '
RN (0.05,2) - 13.340 | -1.945 | 0.038 0.557 1.281 | -1.345 | 1.802 52 29
NI (3.974) | (1.177) | (0.038) | (0.084) | (0.277) | (1.007) | (0.405) '
RN(0.3,2) - 9.409 -1.694 | 0.043 0.582 1.368 | -1.232 | 3.484 10115
NI (4.264) | (0.784) | (0.028) | (0.067) | (0.216) | (0.918) | (1.067) '

sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi

Bu ¢izelge incelendiginde, N-NI modeli parametre tahminlerinin N-model’in tahminleri
(Cizelge 5.6) ile tutarli sonuglar verdigi goriilmektedir. Ayrica bu modelin yani sira farkli
kal kuyruklu hata dagilimi (t, L, RN) ve bilgi igermeyen 6nsel dagilima dayali modeller
kiyaslandiginda ise en kiigiik DIC degerli (DIC=52.29) RN(0.05,2)-NI modelinin
verinin modellenmesinde tercih edilebilecegi soylenebilir. Elde edilen bu sonucun ¢izelge

4.1.a-4.3.b’de yer alan simiilasyon ¢alismasiyla tutarli oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5.7°de yer alan tiim modellere yonelik artik grafikleri ise sekil 5.9°da verilmistir.
Bu sekilden 0’a en yakin artik degerlerine sahip modellerin RN (0.05,2) -NlI, t-NI ve L-

NI oldugu goriilmektedir.
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di

di

249 01 2

N-NI model

]
di

indeks(i)

L-NI model

di

t-NI model

401 2 3

indeks(i)

RN(0.05,2)-NI model

401 2 3

.
»
24101 2

indeks(i) indeks(i)

RN(0.3,1)-NI model

i
2101 2
-

-

Ll

indeks(i)

Sekil 5.9 Coleman verisi igin farkli hata dagilimi ve bilgi igermeyen 6nsel dagilima
dayali olusturulan modellere iliskin standartlagtirilmis artik grafigi

Cizelge 5.8°de ise farkli hata dagilimia ve bilgi igeren 6nsel dagilima dayali modellerin
parametre tahminleri yer almaktadir. Ele alman modeller igerisinden N-N modeli
tahminlerinin, (5.13) esitliginde yer alan EKK modeli tahminleri ile tutarli sonuglar
verdigi goriilmektedir. Ancak bu modelin tahminlerinin, LMS yontemi ile tahmin edilen
(5.14) referans modeli tahminleri ile kiyaslandiginda veri setinde yer alan aykiri
gozlemlerden etkilendigi goriilmiistiir. Bu nedenle 6nsel bilginin kalin kuyruklu bir
dagilimdan geldigi varsayilarak N-t ve N-L modelleri ele alinmig ancak bu model
parametre tahminlerinin de N-N modeli tahminleri ile benzer sonuglar verdigi
goriilmiistiir. Sadece onsel dagilimda kalin kuyruklu dagilimin kullanilmasi aykiri

gozlemlere kars1 robust tahminlerin elde edilmesinde yeterli olmamustir.
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Cizelge 5.8 Coleman verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi iceren Onsel
dagilima dayali regresyon modellerine iliskin bayesyen ve robust bayesyen
parametre tahminleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Hata terimleri
(vgi ) ﬁ nlln /}o :&1 2}2 '&3 ﬁ 4 /} 5 o
dagilimi onseli (scl) (sd®) | (sd?) (sd?) (sd?) | (sd?) | (sd?)

17.500 | —0.606 | 0.010 | 0541 | 0.761 | -0.312 | 2.173
(10.370) | (0.790) | (0.039) | (0.096) | (0.388) | (0.901) | (0.424)

17.920 | —0.713 | 0.013 | 0542 | 0.784 | —0.446 | 2.171
(10.880) | (0.908) | (0.041) | (0.096) | (0.395) | (1.090) | (0.424)

18530 | -0.645 | 0.012 | 0539 | 0.740 | -0.390 | 2.186
(11.050) | (0.905) | (0.041) | (0.096) | (0.414) | (1.066) | (0.429)

17.640 | —0.848 | 0.030 | 0588 | 0.920 | -1.030 | 1.278
(8.620) | (0.708) | (0.029) | (0.076) | (0.315) | (0.944) | (0.406)

15.960 | -0.777 | 0.032 0.574 | 0.940 | -0.866 | 1.193

N(0,52) N(0,2)

N©,¢%) | t(013)

N(0,52) L(0,)

t(0,52,3) N(0,2)

H0.) NOD | (8500 | (0.713) | (0:028) | (0.078) | (0.315) | (0.890) | (0.156)
RN N©1) | 14870 | -0.549 | 0011 | 0547 | 0846 | -0.271 | 1897
(0,6,0.05,2) ! (2.072) | (0.800) | (0.036) | (0.088) | (0.186) | (0.837) | (0.413)
RN N(1) | 21910 | -0723 | 0036 | 0.603 | 0801 | -1.330 | 3567
(0,0,0.3) ! (2.796) | (0.707) | (0.028) | (0.068) | (0.253) | (0.921) | (1.209)

21.460 | —0.961 | 0.043 | 0.607 | 0.952 | -1.819 | 1.190
(9.400) | (0.752) | (0.033) | (0.074) | (0.297) | (1.402) | (0.397)

18.610 | —0.839 | 0.037 | 0.585 | 0.929 | -1.262 | 1.186
(9.731) | (0.782) | (0.031) | (0.079) | (0.328) | (1.244) | (0.157)

t(0,6%,3) | t(0,13)

L(0, ) t(0,1,3)

RN {013 | 14350 | -0.867 | 0018 | 0546 | 0044 | -0.487 | 1854
(0,0,0.05,2) ’ (2.641) | (0.816) | (0.038) | (0.087) | (0.275) | (0.970) | (0.412)
RN 1013 | 23710 | -0.941 | 0056 | 0.623 | 0988 | -2.417 | 3.40
(0,6,031) ’ (2.408) | (0.593) | (0.024) | (0.055) | (0.195) | (0.828) | (1.003)

20.370 | —0.938 | 0.040 | 0.600 | 0.952 | -1.637 | 1.227
(10.010) | (0.797) | (0.034) | (0.077) | (0.331) | (1.416) | (0.410)

19.560 | -0.781 | 0.037 0.584 0.887 | —-1.271 | 1.194

t(0,52,3) L0,

H0.2) L1 (10.390) | (0.809) | (0.032) | (0.081) | (0.364) | (1.270) | (0.159)
RN Lo | 28510 | -0572 | 0010 | 0584 | 0418 | -0.737 | 1979
(0,6,0.05,2) ’ (4.100) | (0.901) | (0.038) | (0.091) | (0.283) | (0.894) | (0.437)
RN L) | L7:740 | -0.766 | 0037 | 0591 | 0938 | ~1.195 | 3484
(0,0,0.31) ’ (2.846) | (0.715) | (0.025) | (0.065) | (0.221) | (0.821) | (1.116)

4sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi
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Cizelge 5.9 Coleman verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi iceren onsel
dagilima dayali regresyon modellerine iligkin DIC degerleri

Hata terimleri o
(&) S 'nin Sapma Bilgi
dagilimi onseli (()Ingllgl
NGO NOD 92.71
N(0,0%) t(0,1,3) 9.0
NO.) LoD 93.20
t(0,6%,3) N(0,1) 50,04
L(0,0) N(0,1) s
RN
(0,5,0.05,2) N(.2) 52.17
RN
(0,5,031) N(©.1) 99.82
t(0,6°,3) t(0,1,3) a7
L(0,0) t(0,1,3) b
RN
(0,5,0.05,2) (0.13) 52.45
RN
(0,5,031) 1013 97.74
t(0,6%,3) L(0,) 061
L(0,0) L(0,2) 67 86
RN
(0,5,0.05,2) LO.D 54.19
RN
(0,5,031) LO.D 99.55

Kalin kuyruklu hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon modelleri (t-N,

L-N, RN(0.05,2)-N, RN(0.3,1) -N) ele alindiginda bu modeller igerisinden en kiigiik
DIC degerli (DIC=52.17) modelinin RN(0.05,2)-N modeli oldugu gézlemlenmis olup

verinin modellenmesinde bu modelin kullaniminin tercih edilebilecegi sdylenebilir
(Cizelge 5.8). Hem hata dagilimi hem de 6nsel dagilimi kalin kuyruklu olan modeller
incelendiginde ise verinin en kiigiik DIC degerli (DIC=52.45) RN(0.05,2) -t modeli ile
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modellenmesinin uygun olabilecegi Onerilmistir. Cizelge 5.7-5.9’da elde edilen tiim

sonuglarin ¢izelge 4.4.a-4.14.b’de yer alan simiilasyon c¢alismasi ile tutarli oldugu

gorilmistir.

Cizelge 5.8’de yer alan modellere iligkin standartlastirilmis artik grafikleri ise asagidaki

sekillerde goriildiigii gibi elde edilmistir.

N-N model

N-t model

o

-

-

indeks(i)

N-L model

indeks(i)

Sekil 5.10 Coleman verisi i¢in Normal hata dagilimi ve bilgi igeren onsel dagilima
dayali olusturulan regresyon modellerine iliskin standartlastirilmis artik
grafigi

Bu sekil incelendiginde, N-t ve N-L modellerinin kullanilmas1 durumunda N-N modeli

ile benzer artik degerler elde edildigi gériilmiistiir. Dolayistyla sadece 6nsel bilgide kalin

kuyruklu dagilim kullanmanin yeterli olmayacagi sdylenebilir.
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t-N model L-N model

L 10 15 20 5 10 15 20
indeks(i) indeks(i)
RN(0.05,2)-N model RN(0.3,1)-N model
- P -
P
— -
- * *
_ * — to. . *e
= o + + o . * - = o - L -
+ * . - - - hd
- >
- -
p— . — .
oy > >
T T T T T T T T
L 10 15 20 L] 10 15 20
indeks(i) indeks(i)

Sekil 5.11 Coleman verisi i¢in kalin kuyruklu hata dagilimi ve Normal 6nsel dagilima
dayali olusturulan regresyon modellerine iliskin standartlastirilmis artik
grafigi

Kalin kuyruklu hata dagilimi (t, L, RN) ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon
modellerine yonelik elde edilen standartlagtirilmis artik degerleri incelendiginde ise

RN (0.05, 2) -N modeli kullanilarak bulunan artiklarin 0’a daha yakm oldugu gortilmiistiir
(Sekil 5.11).

Hem hata dagilimi hem de 6nsel dagilimi kalin kuyruklu dagilima dayali regresyon
modelleri kullanilarak elde edilen standartlastirilmis artik grafikleri ise sekil 5.12°de
verilmistir. Bu sekil incelendiginde, RN (0.05, 2) -t modelinden bulunan artik degerlerinin

diger modellere kiyasla daha kiiciik degerli ve 0’a yakin oldugu goriilmiistiir.
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-t model L-tmodel

di

2 0 12
2 4 0 1 2

5 10 15 20 5 10 15 20

indeks(i) indekes(i)

RN(0.05,2)-t model RN(0.3,1)-t model
o
<
<
~ 4
~
= b= o
o
oo o o
i - 4
T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
indeks(i) indeks(i)
t-L model L-L model
o o ~ A
= o = o
oy o
i T T T T T T T T
5 10 15 20 5 10 18 20
indeks(i) indeks(i)
RN(0.05,2)-L model RN(0.3,1)-L model

Sekil 5.12 Coleman verisi i¢in kalm kuyruklu hata dagilimi ve kalin kuyruklu onsel
dagilima dayali olusturulan regresyon modellerine iliskin standartlastirilmig
artik grafigi

Sonug olarak; cizelge 5.8’de yer alan tiim modeller kiyaslandiginda, Coleman verisinin

sirastyla en kiigiik DIC degerine (DIC=52.17 ve DIC=52.45) sahip olan RN(0.05,2)-N
ve RN(0.05,2)-t modelleri kullanilarak modellenmesinin en uygun se¢im olabilecegi
ortaya ¢ikmustir. RN(0.05,2)-L modeli ise DIC=54.19 degeri ile bu performansi

izlemistir. Bu sonucun, sekil 5.10, 5.11 ve 5.12’nin birlikte incelenmesi durumunda da
elde edildigi goriilmektedir. Ayrica ¢izelge 5.8’de yer alan tiim parametre tahminlerinin

cizelge 4.4.a-4.14.b’de yer alan simiilasyon ¢aligmasi ile tutarl oldugu goriilmiistiir.
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5.4 Viicut Yag verisi

252 erkek lizerinde yapilan bir aragtirmada kisilerin viicutlarindaki yag yiizdelerini
tahmin etmek amaciyla 14 bagimsiz degisken acisindan dlgiimler alimmustir (Pensore vd.
1985). Bu degiskenlerden ilk {i¢ii, yas, viicut agirligi ve su altindaki agirliktan tanimlanan
viicut yogunlugu olup digerleri ise boy uzunlugu, boyun, gogiis, karm, kalca, uyluk, diz,
ayak bilegi, kol kasi, 6n kol ve el bilegi i¢cin viicut gevresi dlglimleridir. Siri (1956),
viicuttaki yag yiizdesini belirlemek amaciyla viicut yogunlugu olgtimlerinin yeterli
olabilecegini asagidaki esitlik yardimiyla ortaya ¢gikarmustur.
495

Vicut yag yiizdesi = — —— —450
vicut yogunlugu

Bu esitlikten goriildigli gibi, viicut yag yiizdesinin belirlenebilmesi viicut yogunlugu
Olciimlerine baghdir. Bu nedenle, viicut yogunlugu degiskeni bagimsiz degisken olarak

kullanilmamustir (Kojima ve Komaki, 2014). Bu durumda 13 bagimsiz degisken; yas (X
(yi)), vicut agirhgr (X, (Ibs)), boy uzunlugu (X, (ing)), boyun g¢evresi (X, (cm)), gogiis
cevresi (Xg(cm)), karin gevresi ( Xg(cm)), kalga gevresi (X, (cm)), uyluk cevresi (Xg
(cm)), diz gevresi ( Xg (€M)), ayak bilegi ¢evresi ( X (cm)), kol kasi ¢evresi ( X, (cm)), 6n
kol gevresi ( X, (cm)), el bilegi cevresi ( X3 (cM)) ve bagimli degisken ( 'y (%)), viicut yagi

yiizdesi olmak tizere, bu degiskenlere iliskin elde edilmis gozlemler Ek-3’de yer

almaktadir. Bu gozlemlere iligkin regresyon modeli,

Yi = Po + PiXis + BoXio + PaXiz + PaXia + PsXis + PeXie + BrXiz + PeXig + PoXig
+ ProXizo + PraXins + ProXiso + PraXiaz + &
i=12,..,252
esitligi seklinde olusturulmustur. EKK yontemi kullanilarak tahmin edilen model

denklemi ise

¥, =—18.188+0.062x,, —0.088x,, —0.069x,, —0.470x,, —0.023x,; +0.954x,
—-0.207x;, +0.236X;5 +0.015x,, +0.174X,,, +0.181x,,, +0.452x,,, —1.620x,,

(5.15)
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olarak tanmmlanir. Bu uygulamada referans model olarak, robust regresyon
yontemlerinden LTS yontemi ile tahmin edilen asagidaki modelin kullanimi tercih
edilmistir.
¥i. . =—11.300+0.068x;, —0.043x;, —0.094x;, —0.253x;, —0.0003x;5 +0.891x;q
—0.194x;, +0.271x,, +0.0048x%,, —0.535x,,, +0.128x,,, +0.327x,,, —1.612X,,,

(5.16)

Viicut yag verisi igerisinde aykir1 gozlem olup olmadigini belirlemek amaciyla, sozii

edilen EKK ve LTS model denklemleri kullanilarak her gézleme ait standartlagtirilmis

artik (d,) degerleri elde edilmis ve bu degerlerin grafikleri sekil 5.13’de goriildiigi gibi

elde edilmistir.

EKK model LTS model
_ PP
hu) hu) CIE ' ; " A
m
P T T T T T
0 50 100 150 200 250
Indeks (i) Indeks (i)

Sekil 5.13  Viicut yagi verisi i¢in EKK ve LTS yontemlerine gore elde edilen
standartlastirilmis artik grafigi

Her iki model i¢in de elde edilen standartlastirilmig artik degerleri incelendiginde, LTS
artik degerlerine gore 39.,86., 135., 207., 224. ve 225. gdzlemlerin aykir1 gézlem oldugu
goriilmiistiir. Bu gozlemlere iliskin artik ve standartlastirilmis artik degerleri asagidaki

cizelgede verilmistir.

Cizelge 5.10 Viicut yag1 verisinde yer alan aykir1 gézlemlere iliskin LTS regresyon
modelinden elde edilen artik ve standartlagtirilmis artik degerleri

Gozlem no (i) 39 86 135 207 224 295

Artik (&) -13.334 14.031 9.370 9.490 -9.811 ~10.433
Standartlastirilmis

Artik (d;) —2.980 3.136 2.094 2.121 -2.192 —2.331
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Aykir1 gozlemli bu veri seti kullanilarak s6zii edilen aykir1 gozlemlerden miimkiin
oldugunca etkilenmeyen parametre tahminlerini bulmak amaciyla farkli kalin kuyruklu

dagilimlara dayali regresyon modelleri incelenmistir (Cizelge 5.11).

Cizelge 5.11 Viicut yag verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimlarina dayali regresyon
modellerinin parametre tahminleri

te:r?wtﬁeri Regresyon modeli parametre tahminleri
Aykirt (8)
gozlem dagllhml Po B B, 28 B, Bs Bs
N(@O,c%) |-14.195| 0.074 | —0.058 | -0.113 | —0.339 | —0.055 | 0.909
t0.0%3) | 7403 | 0086 | -0.028 | -0.085 | 0437 | -0.043 | 0.905
Aykirt
20 LO.o) | 0751 | 0075 | 0.012 | -0.086 | —0.370 | -0.104 | 0.905
yo
RN
(0.0.0052) | 1253 | 0078 | 0051 | 0104 | 0368 | -0050 | 0.907
RN
(0.0,031 | 10644 | 0082 | 0041 | 0091 | 0403 | 0046 | 0.906
N(O.c*) | 18188 | 0.062 | 0.088 | 0.069 | —0.470 | —0.024 | 0.954
t0.0%3) | 7988 | 0.076 | -0.039 | -0.071 | -0.504 | -0.032 | 0.931
Aykiri
gozlem | LO.0) | 12187 | 0072 | 0.044 | 0089 | -0547 | -0.126 | 0925
var
RN
(0..005,2) | “16.013 | 0.086 | 0079 | 0.068 | 0482 | 0021 | 0.947
RN
(0.0,031) | 12507 | 0071 | 0062 | -0.069 | 0499 | 0023 | 0.939

Bu ¢izelge incelendiginde, aykir1 gézlemlerin veri setinden ¢ikarilmasi sonucunda verinin
N-model’e alternatif olarak diger modellere kiyasla en diisiik AIC degerli olan
RN(0.05,2) ve RN(0.31) modellerinden herhangi biri ile modellenebilecegi
soylenebilir. Aykir1 gézlemlerin varliginda ise LTS yontemine gore elde edilen (5.16)
referans modeline gore verinin N-model’e dayali parametre tahminlerinde bozulma
meydana geldigi goriilmiistiir. Bu dogrultuda farkli kalin kuyruklu hata dagilimina dayali
modeller (t, L ve RN) incelendiginde en kiigiik AIC degerli (AIC=1455.51) RN(0.05,2)

modeli kullaniminin en uygun se¢im olacagi soylenebilir.
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Cizelge 5.11 Viicut yag1 verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimlarina dayal
regresyon modellerinin parametre tahminleri (devam)

Hata terimleri Regresyon modeli parametre tahminleri
Aykir (e)
gozlem dagilim ﬂ7 ﬁa ﬂg ,810 1811 1812 1813
N(0,5?) 0138 | 0.213 | —0.107 | 0.166 | 0.179 | 0.289 | —1.643
t0,06°3) | _0.208 | 0.281 | -0.214 | 0.079 | 0.101 | 0.336 | —1.727
Aykirt
gﬁzlim L(0,0) -0.330 | 0.362 | —0.203 | —0.057 | 0.059 | 0.412 | —1.849
Yyo
RN
(0.0.005,2) | 0155 | 0235 | -0.143 | 0.166 | 0.161 | 0.300 | -1.687
RN 0.179 | 0.258 | —0.178 | 0.128 | 0.132 | 0.318 | —1.695
(O, o, 03,1) —VU. . UL r . . —d.
N(0,5?) ~0.207 | 0.236 | 0.015 | 0.174 | 0.181 | 0.452 | —1.620
t(0,0°,3 —0.257 | 0.284 | —0.124 | 0.086 | 0.118 | 0.419 | —1.764
Aykiri
ol
go\fafm L(0,0) 0.393 | 0.323 | —0.236 | —0.064 | 0.104 | 0.432 | —-1.935
RN
(0,6.005,2) | 0219 | 0253 | -0.029 | 0173 | 0.167 | 0.445 | 1664
RN 0.239 | 0.270 | —0.069 | 0.133 | 0.143 | 0.435 | —1.695
(O’ C)_’ 0.3, 1) T . . T . . . . . .

Cizelge 5.11 Viicut yag verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimlarina dayali regresyon
modellerinin parametre tahminleri (devam)

Hata terimleri Akaike Aykan Hata terimleri Akaike
Aykir (&) Bilgi srlem (&) Bilgi
gbzlem N . Olgiitii | 8% dagilimi . Olgiitii
dagilimi o (AIC) o (AIC)
N(0,57) 4,037 | 142353 N(0,57) 4.184 1466.50
t0,0°3) | 3387 | 1454.75 t0,0%3) | 3425 | 1497.02
Aykirt Aykart
gozlem L(0.0) 3.349 | 1457.89 | gozlem L(0,0) 3.393 | 1499.34
yok var
RN RN
(0.0.0052) | 3838 | 142874 0.0.0052 | 3902 | 145551
RN 3.097 | 1437.09 RN 3.143 | 147817
(0,5,0.3,1) ' ' (0,5,0.3,1) ' '
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Cizelge 5.11°de yer alan modellerin standartlastirilmis artik degerleri de elde edilmis olup
bu degerlerin grafikleri sekil 5.14°de verilmistir. Bu sekil incelendiginde, viicut yagi

verisinin RN (0.05,2) modeli ile modellenmesinin daha uygun olabilecegi goriilmiistiir.

t model

PAVEN 20120 %

di
di
NN

| ol o Rot s
T T T T T T

-
T
o 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

201

indeks(i) indeks(i)

RN(0.05,2) model

.w } -l Y

di
di

- - - - - ol =
T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 o 50 100 150 200 250

30

indeks(i) indeks(i)

di

-
T
0 50 100 150 200 250

indeks(iy

Sekil 5.14 Viicut yag verisi i¢in farklh hata dagilimlarina dayali olusturulan regresyon
modellerine iligkin standartlastirilmis artik grafigi

Klasik tahmin yontemine ek olarak ¢alismaya Bayesyen yontem de dahil edilmis olup bu
dogrultuda Normal, t, Laplace ve RN hata dagilimlarina dayali bayesyen ve robust
bayesyen regresyon modelleri olusturulmustur. Bu modellere iliskin parametre

tahminleri, ¢izelge 5.12-5.13de goriildiigii gibi elde edilmistir.

Cizelge 5.12 incelendiginde, N-NI modeli parametre tahminlerinde tipk: ¢izelge 5.11°de
yer alan N-model tahminlerinde oldugu gibi bozulma s6z konusudur. Bu nedenle farkli
kalin kuyruklu hata (t, L, RN) dagilimma ve bilgi icermeyen Onsel dagilima dayali
modeller incelenmis ve en diisik DIC degerini (DIC=983.85) veren RN (0.05,2)-NI

modelinin bu verinin modellenmesinde en uygun se¢im olabilecegi goriilmiistiir.
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Cizelge 5.12 Viicut yag1 verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi icermeyen
onsel dagilima dayali regresyon modellerine iliskin bayesyen ve robust
bayesyen parametre tahminleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Model by Ao A b, b, bs b b,
() | (s | (s | (s | (o8 | (sB) | (o8 | (sof)
~17.980 | 0.062 | —0.087 | —0.071 | —0.455 | -0.026 | 0.954 | —0.208

N-NI (17.180) | (0.032) | (0.053) | (0.095) | (0.231) | (0.099) | (0.087) | (0.145)
N 9281 | 0076 | -0.043 | —0.066 | —0.484 | —0.034 | 0.931 | -0.250

(18.650) | (0.032) | (0.060) | (0.101) | (0.244) | (0.110) | (0.089) | (0.149)
N 4715 | 0073 | —0.022 | —0.075 | —0.504 | —0.045 | 0.930 | —0.304

(18.600) | (0.032) | (0.059) | (0.093) | (0.246) | (0.112) | (0.091) | (0.153)
RN(0.05,2) - | —29.120 | 0.062 | —0.115 | —0.023 | -0.434 | —0.008 | 0.963 | —0.147

NI (2.552) | (0.032) | (0.025) | (0.077) | (0.210) | (0.088) | (0.092) | (0.113)
RN(0.31)- | -17.460 | 0.073 | —0.055 | —0.023 | —0.441 | 0.003 | 0927 | -0.271
NI (4.952) | (0.032) | (0.028) | (0.086) | (0.253) | (0.105) | (0.088) | (0.131)

%sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi

Cizelge 5.12 Viicut yagi verisi i¢gin olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi icermeyen
onsel dagilima dayali regresyon modellerine iligkin bayesyen ve robust
bayesyen parametre tahminleri (devam)

Sapma
Regresyon modeli parametre tahminleri Bilgi
ol Olgiitii
Mode - - ~ - = = "
IHE 189 1810 1311 1812 1813 o D|C
(sd®) (sd?) (sd?) (sd?) (sd?) (sd?) (sd?)
N-NI 0.234 0.017 | 0.175 0.180 0.452 | -1.644 | 4.321 146728
(0.145) | (0.242) | (0.222) | (0.171) | (0.200) | (0.535) | (0.198) '
NI 0.284 -0.135 | 0.111 0.123 0.429 | -1.780 | 3.535 1508.52
(0.146) | (0.255) | (0.256) | (0.177) | (0.206) | (0.560) | (0.212) '
L-NI 0.302 -0.119 | -0.001 0.098 0.428 | -1.711 | 1.876 1502.22
(0.152) | (0.263) | (0.247) | (0.179) | (0.199) | (0.597) | (0.060) '
RN(0.052) | 0254 | -0.002 | 0173 | 0.180 | 0453 | —1487 | 4.022 | ooooc
-NI (0.133) | (0.219) | (0.232) | (0.174) | (0.209) | (0.464) | (0.197) '
RN(0.3,1) - 0.363 -0.075 | -0.012 0.071 0.457 | -1.721 | 9.994 1723.73
NI (0.146) | (0.265) | (0.240) | (0.173) | (0.218) | (0.583) | (0.699) '

%sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi

Cizelge 5.12°de yer alan tiim modellere yonelik artik grafikleri ise sekil 5.15°de
verilmigtir. Bu sekilden 0’a en yakin artik degerlerine sahip modelin RN (0.05,2) -NI

modeli oldugu goriilmektedir.
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N-NI model t-NI model
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Sekil 5.15 Viicut yag1 verisi i¢in farkli hata dagilimi ve bilgi icermeyen dnsel dagilima
dayali olusturulan regresyon modellerine iliskin standartlastirilmis artik
grafigi

Cizelge 5.13’de ise farkl hata dagilimi ve bilgi igeren 6nsel dagilima dayali regresyon

modellerine iligkin parametre tahminleri yer almaktadir. N-N modeli incelendiginde bu

modelin parametre tahminlerinde de ¢izelge 5.11°de yer alan N-model tahminlerinde
oldugu gibi bozulma s6z konusudur. Bu nedenle N-t ve N-L modelleri olusturulmus ve
parametre tahminleri elde edilmistir. Elde edilen tahmin sonuglari, (5.16)’da verilen
referans modeli dikkate alinarak incelendiginde ve modellere iliskin DIC degerlerine
bakildiginda sadece Onsel bilgide kalin kuyruklu dagilim kullanmanin aykir1 gézlemlere
kars1 robust tahminlerin bulunmasinda etkili olmadig1 goriilmiistiir. t-N, L-N ve RN-N

modelleri incelendiginde ise verinin en kiigiik DIC degerli (DIC=983.20) RN(0.05,2)-N

modeli ile modellenebilecegi sdylenebilir. Hem hata dagilimi1 hem de 6nsel dagilimi kalin
kuyruklu olan modeller kiyaslandiginda, en diisiik DIC degerine (DIC=983.17) sahip

RN(0.05,2) -t modelinin digerlerine gore daha robust tahminler verdigi ve verinin

modellenmesinde kullanilabilecegi goriilmiistiir (Cizelge 5.13-5.14).
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Cizelge 5.13 Viicut yag1 verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi iceren 6nsel
dagilima dayali regresyon modellerine iliskin bayesyen ve robust bayesyen
parametre tahminleri

Regresyon modeli parametre tahminleri

Hata terimleri
(Vgi ) ﬂ 1’1111’1 ﬁo ,&1 ﬁz ,&3 ﬁzl ﬁs 1&6
dagilimi onsell (sd) (sd?) (sd?) (sd?) (sd?) (sd®) (sd®)

20.700 | 0.054 | —0.094 | —0.078 | —0.471 | —0.020 | 0.954
(16.910) | (0.031) | (0.052) | (0.095) | (0.223) | (0.098) | (0.086)

20.370 | 0.056 | -0.093 | -0.074 | —0.453 | —0.017 | 0.952
(16.430) | (0.032) | (0.050) | (0.096) | (0.224) | (0.099) | (0.089)

~19.680 | 0.053 | -0.090 | —0.080 | —0.432 | —0.022 | 0.950
(16.470) | (0.032) | (0.051) | (0.093) | (0.229) | (0.091) | (0.086)

~13.730 | 0.067 | —0.055 | -0.074 | —0.493 | —0.019 | 0.932
(18.280) | (0.031) | (0.059) | (0.100) | (0.233) | (0.109) | (0.088)

N(0,0'z) N(Ovl)

N(0,6°) t(0,1,3)

N (0, 0'2) L(071)

t(O,O'Z,B) N(O,l)

L(0.0) N©1) | 9899 | 0062 | 0038 | 0077 | 0,518 | -0.019 | 0.942
! ’ (18.250) | (0.030) | (0.060) | (0.097) | (0.244) | (0.109) | (0.088)

RN N1 | 19630 | 0057 | -0.087 | -0.078 | -0.467 | -0.024 | 0954
(0,5,0.05,2) ’ (1.727) | (0.030) | (0.024) | (0.073) | (0.201) | (0.087) | (0.082)
RN N(,1) | 21260 | 0056 | -0.068 | -0.062 | ~0.425 | 0017 | 0.943
(0,5,0.3,) ’ (4.143) | (0.029) | (0.027) | (0.080) | (0.230) | (0.094) | (0.084)

-13.990 | 0.069 | -0.056 | -0.072 | -0.464 | -0.016 | 0.928

t0,0%3) | 1013 (18.390) | (0.033) | (0.059) | (0.094) | (0.227) | (0.116) | (0.088)

L(0.0) {013) | 8745 | 0.064 | -0.035 | -0.083 | 0492 | ~0.025 | 0935

’ ’ (19.930) | (0.030) | (0.064) | (0.098) | (0.242) | (0.117) | (0.086)

RN {013 | 10500 | 0.058 | ~0.060 | -0.112 | ~0.468 | ~0.039 | 0937
(0,5,0.05,2) ’ (3.759) | (0.031) | (0.026) | (0.079) | (0.204) | (0.082) | (0.080)
RN 1013) | 4012 | 0.067 | -0.010 | -0.082 | 0519 | -0.040 | 0.929
(0,5,0.3,) ’ (3.509) | (0.030) | (0.027) | (0.083) | (0.228) | (0.108) | (0.099)

10,023) L©01) | 14040 | 0067 | -0.056 | -0.067 | -0.438 | -0.024 | 0.936
10 ’ (18.460) | (0.031) | (0.059) | (0.099) | (0.235) | (0.101) | (0.086)

L(0.0) L(0.1) -11.440 | 0.061 | -0.041 | -0.077 | -0.449 | -0.018 | 0.934

’ ’ (17.200) | (0.031) | (0.056) | (0.093) | (0.240) | (0.112) | (0.085)

RN L(0.) -19.400 | 0.055 | -0.085 | —0.077 | —0.455 | —0.022 | 0.949
(0,0,0.05,2) ’ (2.702) | (0.032) | (0.025) | (0.076) | (0.223) | (0.087) | (0.084)
RN L(0.1) -20.700 | —0.062 | —0.063 | —0.055 | —-0.376 | 0.016 | 0.924
(0,0,0.3,1) ’ (3.816) | (0.032) | (0.028) | (0.080) | (0.235) | (0.103) | (0.095)

#sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi
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Cizelge 5.13 Viicut yagi verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi i¢eren 6nsel
dagilima dayali regresyon modellerine iliskin bayesyen ve robust bayesyen
parametre tahminleri (devam)

Regresyon modeli parametre tahminleri

Hata terimleri

(Vgi ) '8 'n111j1 ﬁ7 Bs ﬁg ﬁlo ﬁu ﬁlZ ﬁls
dagilimi onsell (sd?) (sd?) (sd?) (sd®) (sd?) (sd?) (sd?)

~0.200 | 0.236 | 0.010 | 0.132 | 0.173 | 0.410 | -1.288
(0.143) | (0.142) | (0.234) | (0.215) | (0.168) | (0.195) | (0.471)

0198 | 0.235 | 0012 | 0.138 | 0.172 | 0.410 | -1.393
(0.142) | (0.148) | (0.230) | (0.216) | (0.169) | (0.196) | (0.513)

0195 | 0.222 | 0018 | 0.117 | 0.162 | 0.393 | -1.348
(0.144) | (0.144) | (0.220) | (0.206) | (0.168) | (0.196) | (0.537)

~0.237 | 0.282 | -0.121 | 0.062 | 0.098 | 0.386 | -1.363
(0.147) | (0.143) | (0.248) | (0.247) | (0.174) | (0.194) | (0.490)

N(0,0'z) N(071)

N(0,6°) t(0,1,3)

N (0, 0'2) L(O,l)

t(0,0'2,3) N(071)

L(0,0) N@©1) | 0-300 | 0304 | -0.117 | -0.025 | 0.061 | 0.385 | -1.270

' ’ (0.149) | (0.143) | (0.252) | (0.242) | (0.176) | (0.188) | (0.513)

RN N1 | 9205 | 0247 | -0.027 | 0.125 | 0162 | 0404 | -1.296
(0,0,0.05,2) ’ (0.110) | (0.137) | (0.227) | (0.232) | (0.163) | (0.196) | (0.409)
RN N@©1) | (0-253 | 0311 | -0.086 | ~0.036 | 0.008 | 0.389 | -1.058
(0,¢,0.31) ’ (0.138) | (0.139) | (0.233) | (0.228) | (0.174) | (0.175) | (0.457)

-0.233 0.280 | -0.112 | 0.076 0.102 0.391 | -1.471

t0.0%3) | 013 | a0y | 0142) | (0.244) | (0.249) | (0.181) | (0.198) | (0.553)

L(0.0) {(0.1,3) -0.292 | 0.299 | -0.119 | -0.038 | 0.062 | 0.387 | -1.352

’ ’ (0.157) | (0.146) | (0.246) | (0.225) | (0.171) | (0.185) | (0.543)

RN t(0.1,3) -0.230 0.229 | -0.049 | 0.079 | 0.147 | 0.364 | -1.372
(0,0,0.05,2) ’ (0.112) | (0.135) | (0.222) | (0.215) | (0.170) | (0.195) | (0.473)
RN {(0.13) -0.329 | 0.313 | -0.169 | -0.065 | 0.032 | 0.392 | -1.362
(0,0,0.3,1) ’ (0.120) | (0.130) | (0.244) | (0.256) | (0.170) | (0.184) | (0.541)

—-0.227 0.267 | -0.103 | 0.068 0.104 | 0.369 | —1.502

t(0,0°,3) LOY | 0147) | 0138) | (0.233) | (0.231) | (0.163) | (0.192) | (0.530)

L(0,0) L(0.1) -0.264 | 0.278 | -0.111 | -0.027 | 0.053 | 0.368 | -1.347

’ ’ (0.147) | (0.140) | (0.231) | (0.219) | (0.164) | (0.178) | (0.583)

RN L(0.2) -0.179 0.211 | -0.019 | 0.117 | 0.155 | 0.398 | -1.343
(0,0,0.05,2) ’ (0.117) | (0.145) | (0.217) | (0.200) | (0.160) | (0.203) | (0.498)
RN L(0.) -0.219 | 0.301 | -0.105 | —0.035 | 0.020 | 0.382 | -1.294
(0,0,0.3,1) ’ (0.138) | (0.151) | (0.247) | (0.223) | (0.177) | (0.179) | (0.623)

%sd, parametre tahminlerinin standart sapmasi
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Cizelge 5.14 Viicut yag1 verisi i¢in olusturulan farkli hata dagilimi ve bilgi iceren onsel
dagilima dayali regresyon modellerine iligkin DIC degerleri

Hata terimleri S 'nin Sapma
(vgi ) onseli o g!ﬂu
dagilim1 (sd) (DIC)
N(,0°) N(.2) (g:%é) 1466.72
N(0,0°) t(0.13) (giigé) 1467.03
N(0,0%) L(0.) (g:%é) 1466.76
t(0,0*,3) N(.D) (g:g%) 1508.38
L(0,0) N(O:D) (é:g;g) 1500.86
o 02’_\]05, 2 N(©D o187 | s8320
(o,;’c\)ls,l) NOD 06%6) | 172245
t(0,06°,3) t0.13 (g:g%) 1508.35
L(0,0) (0.13) (é:g;g) 1501.45
(o,a,%’.\los, 2 10,13 ©1%8) | o83
(©, ”03 1) 1013 ooon) | 171393
t(0,0%,3) LO.D) (g:gﬁ) 1507.60
L(0.0) LO.D) (31323) 1500.19
(o,a,%’.\los, 2 LD 158 | ssase
(o,jlc\)l.s, 1) L(0.0) (gigg% 1723.30
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Cizelge 5.13’de yer alan tiim modellere yonelik artik grafikleri ise sekil 5.16’da
verilmistir. Bu sekil incelendiginde, verinin N-N modelinin yani1 sirra N-t ve N-L

modelleri ile de modellenmesinin uygun olmayacagi sdylenebilir.

di

-
T T
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

indeks(i) indeks(i)

0 50 100 150 200 250

indeks(i)

Sekil 5.16 Viicut yag1 verisi i¢in Normal hata dagilimi ve bilgi iceren 6nsel dagilima
dayali olusturulan regresyon modellerine iliskin standartlastirilmis artik
grafigi

Kalin kuyruklu hata dagilimi (t, L, RN) ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon
modellerine yonelik elde edilen standartlastirilmis artik degerleri incelendiginde ise

RN (0.05, 2) -N modeli kullanilarak bulunan artiklarin 0’a daha yakin oldugu gértilmiistiir

(Sekil 5.17).
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Sekil 5.17 Viicut yag1 verisi i¢in kalin kuyruklu hata dagilimi1 ve Normal 6nsel dagilima
dagilima dayali olusturulan regresyon modellerine iligkin standartlastiriimig

artik grafigi

218



Kalin kuyruklu hata dagilim1 ve kalin kuyruklu 6nsel dagilima dayali regresyon modelleri
kullanilarak elde edilen standartlastirilmis artik grafikleri ise sekil 5.18°de verilmistir. Bu
sekil incelendiginde, RN(0.05,2)-t modelinden bulunan artik degerlerinin diger

modellere kiyasla daha kii¢iik degerli ve 0’a yakin oldugu goriilmiistiir.
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Sekil 5.18 Viicut yag1 verisi i¢in kalin kuyruklu hata dagilimi ve kalin kuyruklu 6nsel
dagilima dayali olusturulan regresyon modellerine iliskin standartlastiriimis
artik grafigi
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Sonug olarak; cizelge 5.13°de yer alan tiim modeller kiyaslandiginda, viicut yagi verisinin
modellenmesinde RN(0.05,2)-t, RN(0.05,2)-N ve RN(0.05,2)-L modellerinden
herhangi birinin kullanilabilecegi 6nerilmistir. Bu sonucun, sekil 5.16, 5.17 ve 5.18’nin
birlikte incelenmesi durumunda da elde edildigi goriilmektedir. Ayrica ¢izelge 5.13’de
yer alan tiim parametre tahminleri, ¢izelge 4.4.a-4.14.b’de yer alan simiilasyon ¢aligmasi

sonuglari ile tutarh ¢ikmustir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Dogrusal regresyon modellerinde hata terimlerinin genellikle Normal dagilima sahip
oldugu varsayilmaktadir. Halbuki, veri setinde yer alan gézlemlerin Normal dagilmasi
her zaman miimkiin olmayabilir. Bu gibi durumlarda normallik varsayimi dogrultusunda
modelleme yapilmasi uygun olmaz. Ayrica Normal dagilima dayali regresyon
modellerinden elde edilen parametre tahminlerinin veri setinde yer alan aykir
gozlemlerden etkilendigi de bilinmektedir. Bu dogrultuda, s6zii edilen bu problemlerden
miimkiin oldugunca az etkilenen tahminlerin elde edilmesini saglayan robust tahmin
edicilerin kullanimina yonelik literatiirde bir¢ok calisma yapilmistir. Robust parametre
tahmini, kalin kuyruklu dagilima dayali modeller veya dagilima dayali olmayan robust

tahmin yontemleri kullanilarak yapilmaktadir.

Bu tez ¢alismasinda, kalin kuyruklu dagilimlara dayali regresyon modelleri ele alinmis
olup oncelikle eliptik dagilim ailesine ait kalin kuyruklu dagilimlardan t ve Laplace gibi
bilindik dagilimlara dayali regresyon modelleri incelenmis ve model parametrelerine
iliskin robust tahmin ediciler elde edilmistir. Sonrasinda bu modellere alternatif olarak,
Ramsay ve Novick (1980) tarafindan gelistirilen eliptik dagilim ailesine ait kalin
kuyruklu bir dagilim olan RN dagilimma dayali regresyon modeli ve model
parametrelerinin robust tahmin edicileri onerilmistir. RN dagilimina dayali regresyon
modelinin performansi ile Normal, t ve Laplace dagilimlarma dayali modellerin
performansi, simiilasyon ¢alismasi yapilarak parametre tahminlerinin RMSE degerlerine
gore karsilagtirilmigtir. Simiilasyon sonuglarina gore, Normal dagilima dayali modelin

parametre tahminlerinin veri setinde yer alan tiim yonlerdeki (X—, y— ve Xx—Y) aykir1
gbzlemlerden etkilendigi ancak t, Laplace ve RN dagilimlarina dayali modellerin ise Yy —

yoniindeki aykir1 gézlemlerden etkilenmeyen robust parametre tahminleri verdigi ortaya
cikmistir. Bu modeller icerisinden RN dagilimina dayali modelin digerlerine kiyasla tiim
model parametreleri i¢in daha kiiciik RMSE’li robust tahminler verdigi goriilmiistiir.
Ayrica aykir1 gozlemli bir veri setinin modellenmesinde ele alman regresyon
modellerinden hangisinin tercih edilmesi gerektigine gergek veri uygulamasi yapilarak
karar verilmistir. Uygulama sonucunda aykir1 gozlemli verinin Normal dagilim yerine
kalin kuyruklu dagilima dayali regresyon modeli ile modellenmesinin uygun olacagi

belirlenmistir.
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Tezin asil amacina yonelik olarak klasik yaklasimin yani swra calismada Bayesyen
yaklasim da ele alinmistir. Bu dogrultuda oncelikle, bilgi icermeyen / bilgi iceren onsel
dagilim kullanilarak Bayesyen regresyon modelleri olusturulmus ve model
parametrelerinin Bayesyen tahmin edicileri elde edilmistir. Bu tahmin edicilerin
performansini degerlendirmek amaciyla simiilasyon ¢aligmasi ve gergek veri uygulamasi
yapilmigs ve elde edilen Bayesyen parametre tahminlerinin veri setindeki aykiri
gozlemlerden oldukca etkilendigi ortaya c¢ikmistir. Bu nedenle, aykir1i gézlemlerin
varligindan ve model varsayimlarindaki sapmalardan etkilenmeyen robust Bayesyen

tahmin edicilerin elde edilmesi amag¢lanmustir.

Bu baglamda, oncelikle t ve Laplace hata dagilimlarindan birine ve bilgi igermeyen 6nsel
dagilima dayali regresyon modelleri (t-NI ve L-NI) ele alinmistir. Bu modellere alternatif
olarak RN hata dagilim1 ve bilgi icermeyen 6nsel dagilima dayali regresyon modeli (RN-
NI) de onerilmis olup bu modellerin performanslari, simiilasyon caligmasi yapilarak
parametre tahminlerinin RMSE degerlerine gore karsilastirilmistir. Karsilastirma
sonucunda, RN-NI modeli tahmin edicilerinin digerlerine kiyasla tiim yonlerdeki aykir1
gozlemlerden etkilenmeyen daha kiiciik RMSE degerli robust Bayesyen parametre
tahminleri verdigi goriilmiistiir. Ayrica gergek veri uygulamasi yapilarak modeller, artik

grafiklerine ve DIC degerlerine gore de incelenmis ve ayni sonuca ulagilmistir.

Sonrasinda ise sozii edilen bu modellere alternatif olarak model parametrelerine iliskin
on bilgiye sahip oldugu varsayilmis ve bu dogrultuda ilk once t ve Laplace hata
dagilimlarindan birine ve Normal 6nsel dagilima dayali regresyon modelleri (t-N, L-N)
ele alinmistir. Daha sonra bu modellere alternatif olarak RN hata dagilimi ve Normal
onsel dagilima dayali model (RN-N) Onerilmis olup modellerin performanslari,
simiilasyon ve gercek veri uygulamasi ile karsilastirilmistir. L-N modelinin bazi, t-N

modelinin ise biitiin parametreleri i¢in y— yOniindeki aykir1 gozlemlere karsi robust

Bayesyen tahminler elde edilmistir. Bu modellere kiyasla RN-N modeli ise biitiin
parametreleri agisindan tiim yoOnlerdeki aykir1 gozlemlerden etkilenmeyen robust

Bayesyen tahminler vermistir.

Normal hata dagilimi ve kalin kuyruklu dnsel dagilima dayali regresyon modelleri (N-t,

N-L) performanslarmin simiilasyon ve gergek veri uygulamasi ile kiyaslanmasi
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sonucunda ise bu modellere iliskin elde edilen parametre tahminlerinin tiim yonlerdeki
aykir1 gozlemlerden etkilenen robust olmayan tahminler oldugu ortaya g¢ikmistir.
Dolayisiyla sadece onsel bilginin kalin kuyruklu bir dagilimdan geldiginin varsayilmasi
robust tahminler elde edilmesinde yeterli degildir. Bu nedenle aykir1 gézlemli bir verinin
modellenmesinde N-t ve N-L modellerinin kullanimi tercih edilmemelidir. Son olarak
hem hata dagilimi1 hem de 6nsel dagilimi, t ve Laplace dagilimlarindan birine dayali olan
regresyon modelleri (t-t, t-L, L-t, L-L) elde edilmis ve bu modellere alternatif olarak RN
hata dagilimi ve kalin kuyruklu 6nsel dagilima (t, L) dayali regresyon modelleri (RN-t,
RN-L) oOnerilmistir. Simiilasyon ve gergek veri uygulamasi yapilarak modellerin
performanslar1 karsilastirildiginda, L-t ve L-L modelleri parametre tahminlerinin tiim
yonlerdeki aykir1 gézlemlere karsi bozulma gosterdigi ancak t-t ve t-L modellerinin ise

y — yoniindeki aykir1 gozlemlere karsi robust Bayesyen tahminler verdigi gosterilmistir.

Onerilen RN-t ve RN-L modellerinden ise tiim yonlerdeki aykir1 gézlemlere karsi robust

Bayesyen parametre tahminler elde edilmistir.

Sonug olarak, bu ¢alismada diger modellere kiyasla RN-N, RN-t ve RN-L modellerine
iligkin verideki aykir1 goézlemlerden ve model varsayimlarindaki sapmalardan
etkilenmeyen robust Bayesyen tahmin ediciler Onerilmis olup bu tahmin ediciler
kullanilarak tiim yonlerdeki aykir1 gozlemlere karsi robust Bayesyen parametre
tahminleri elde edilmistir. Bu nedenle, aykir1 gézlemli bir verinin RN-N, RN-t ve RN-L
modellerinden herhangi biri kullanilarak modellenmesinin tercih edilebilecegi

Onerilmistir.

Ilerleyen caligmalarda, bu tezde dnerilen modellerin yani sira eliptik dagilim ailesine ait
tek ve cok degiskenli kalin kuyruklu carpik dagilimlara dayali robust Bayesyen regresyon
modelleri olusturularak hata terimleri ve 6nsel dagilimin her ikisinin de simetrik, her
iksinin de ¢arpik veya birinin simetrik birinin ¢arpik kalmn kuyruklu dagildigi durumlar
ele almacaktir. Ayrica Onsel dagilim parametrelerinin bilinmedigi varsayilarak,
genellestirilmis robust Bayesyen regresyon analizi yapilmasi planlanmaktadir. Ek olarak,
RN dagilimina dayali robust Bayesyen regresyon analizinden elde edilen parametre
tahminleri, bu dagilim ailesine dayali olmadan robust yontemler kullanilarak elde

edilmeye caligilacaktir.
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EKLER

EK 1 N-NI, t-NI, L-NI ve RN-NI Regresyon Modellerinin Karsilastirilmasi icin
Rv.3.4.4 ve WinBUGS Programlarinda Yazilmis Olan Program Kodlarn
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EK 3 Gercek Veri Uygulamasinda Kullanilan Veri Setleri
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EK 1 N-NI, t-NI, L-NI ve RN-NI Regresyon Modellerinin Karsilastirilmasi icin
Rv.3.4.4 ve WinBUGS Programlarinda Yazilmis Olan Program Kodlan

Boliim 3 ve Boliim 4°de verilen simiilasyon cahismasinda yer alan ii¢ bagimsiz
degisken iceren N-NI, t-NI, L-NI ve RN-NI modellerine iliskin bilgisayar program
kodlar:

‘N-NI” modeli i¢cin R2WinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayisi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayist kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2 # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (i in 1:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)

y<-1+x1+x2+x3+rnorm(n)

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
x3<-X3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( X — yoniinde)(CASE?2)
x1[j]<-x1[j]+c
xX2[j]<-x2[j]+c
x3[J]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —ydniinde) (CASE3)
yll<-ylil+c}
Yelse{
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#  k+l1 tane aykir1 gézlem ((k+1)/2 tane y—yoniinde ve (k+1)/2 tane x — yoniinde)

(CASE4)

m<-trunc((k+1)/2)

for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

x<-chbind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

Normal.sim=bugs(data, inits,model.file="C:/linregNormal3.odc",parameters=c("beta0",”
betal","beta2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,
bugs.directory="C:/Program Files/WinBUGS14", codaPkg=FALSE)

betaO[i]=Normal.sim$summary[1]
betal[i]=Normal.sim$summary[2]
beta2[i]=Normal.sim$summary[3]
beta3[i]=Normal.sim$summary[4]
tau[i]=Normal.sim$summary|[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])

print(Normal.sim)

}
rmse.betaO<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)
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N-NI'  modeli icin WinBUGS programinda cahstirllacak olan dosya
(linregNormal3.odc) :

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ dnorm(muli], tau)
mul[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3

betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal ~ dnorm(0, .0001)
beta2 ~ dnorm(0, .0001)
beta3 ~ dnorm(0, .0001)

tau ~ dgamma(0.001,0.001)
}

‘t-NI” modeli i¢cin R2WinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

v<-3 # Serbestlik derecesi

k<-1 # Aykir1 gézlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
phi<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (i in L:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)

y<-1+x1+x2+x3+rt(n,v)

if(case==1){
#  aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-x2
x3<-x3
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Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gézlem ( X — yoniinde)(CASE?2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gézlem ( y —y06niinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
}else{
it k+1 tane aykir1 gézlem ((k+1)/2 tane y—yoniinde ve (k+1)/2 tane x— yodniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
yll<-ylil+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

}
x<-chind(x1,x2,x3)
data:IiSt(llle’llel’Ilnll)
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,phi=1)}

t.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregStudentt3.odc",parameters=c(*beta0","betal"
,"beta2","beta3","phi"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory="
C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=t.sim$summary[1]
betal[i]=t.sim$summary[2]
beta2[i]=t.sim$summary[3]
beta3[i]=t.sim$summary[4]

phi[i]=t.sim$summary[5]

std[i]=sqrt(1/phi[i])

print(t.sim)

}
rmse.beta0<-sqgrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqgrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta?)

print(output)
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rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.phi<-sqrt(var(phi)+((mean(phi)-1)"2))
output<-c(mean(phi),rmse.phi)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

t-NI' modeli icin WinBUGS programinda c¢ahstirllacak olan dosya
(linregStudentt3.odc) :

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ dnorm(muli], precli] )
mul[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3
prec[i] <-phi*lambdal[i]
lambda[i] ~ dgamma(1.5,1.5)
}
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal~ dnorm(0, .0001)
beta2~ dnorm(0, .0001)
beta3~ dnorm(0, .0001)

phi ~ dgamma(0.0001,0.0001)
}

‘L-NI’ modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

library(VGAM)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (x—), case:3 (y—), case:4d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (iin 1:sim) {
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x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rlaplace(n,0,sqrt(2))

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-x2
x3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykirt gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykiri gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
Yelse{
# k+1 tane aykir1 gdzlem ((k+1)/2 tane y—yOniinde ve (k+1)/2 tane X— yOniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

}
x<-chind(x1,x2,x3)
datazlist(llyll,IIXII’IInII)
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

laplace.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregLaplace3.odc",parameters=c("beta0",
"betal”,"beta2","beta3", "tau™),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,
bugs.directory="C:/Program Files/WinBUGS14", codaPkg=FALSE)

betaO[i]=laplace.sim$summary[1]
betal[i]=laplace.sim$summary[2]
beta2[i]=laplace.sim$summary|[3]
beta3[i]=laplace.sim$summary[4]
tau[i]=laplace.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])
print(laplace.sim)

¥
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rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

L-NI  modeli icin WinBUGS programinda c¢alstirllacak olan dosya
(linregLaplace3.odc) :

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ ddexp(muli],tau)
mu[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3d
}
betaO ~ dnorm(0, .0001)
betal ~ dnorm(0, .0001)
beta2 ~ dnorm(0, .0001)
beta3 ~ dnorm(0, .0001)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)

}

‘RN-NI’ modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

library(mixtools)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayist kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gozlem yonii (case:2 (X—), case:3 (y—), case:d (X—Yy))
c<-100  # Eklenen sabit

a<-0.05

b<-2

betaO<-numeric(sim)

betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
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beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

###Simiilasyondan dnce ¢agrilmasi gereken fonksSiyon###

HAHITNOV #H#
# Kullanic1 tarafindan tanimmlanan “a” ve “b” parametreli RN dagilimindan rasgele
degerler tiretir.

# “mixtools” paketinin yiiklenmesi gerekmektedir.
# Ornek kullanim, err<-rrnov(x0=0,a=0.3,b=1,10000,5000)

rrnov<-function(x0,a, b, iter,burnin){
nsim<-iter+burnin

xvec<-numeric()

sim<-numeric()

x<-x0

xvec[1]<-x0

count<-0

#Bagimsiz Metropolis-Hasting (envelope=0.15*N(0,1)+0.85*N(0, sigma=3.2))
for(j in 2:nsim){

x.new<-rnormmix(1, ¢(0.15,0.85), c¢(0,0), ¢(1,3.2)) #Oneri dagilim1: Tki Normalin
Olcek karmasi

fx<-exp(-(1/(b*a™(2/b)))*pgamma(a*(abs(x)"b), 2/b)*gamma(2/b))
fx.new<- exp(-(1/(b*a”(2/b)))*pgamma(a*(abs(x.new)”"b), 2/b)*gamma(2/b))
alpha<-min((fx.new/fx),1)
u<-runif(1,0,1)
if(lu<=alpha) x<-x.new
Xvec<-c(Xvec,X)
if(j>burnin&&xvec[j]!=xvec[j-1]) {

count<-count+1

sim<-c(sim,xvec[j])

}

}

accep.rate<-count/(nsim-burnin)
return(list(chain=xvec,data=sim,rate=accep.rate))

}
err<-rrnov(0,a,b,20000,5000)
for(i in 1:sim){

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
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x3<-runif(n,-5,5)
rand<-runif(n,1,length(err$data))
y<-1+x1+x2+x3+err$data[rand]

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
X3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykiri gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
# k tane aykir1 gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-ylil+c}
}else{
# k+1 tane aykir1 gézlem ((k+1)/2 tane y—yoniinde ve (k+1)/2 tane X — yoniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

}
x<-chind(x1,x2,x3)
datazlist(llyll,IIXII’IInII)
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

RN.sim=bugs(data, inits,model.file="C:/linregRN3.0dc",parameters=c("beta0","betal","
beta2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory="C:/
Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=RN.sim$summary[1]
betal[i]=RN.sim$summary[2]
beta2[i]=RN.sim$summary][3]
beta3[i]=RN.sim$summary[4]
tau[i]=RN.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])
print(RN.sim)

}
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rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

RN-NI  modeli icin WinBUGS programinda cahstirllacak olan dosya
(linregRN3.0dc) :

model{
C <- 10000
a<-0.05
for (iin 1:n) {
zeros[i] <- 0
zeros[i] ~ dpois( zeros.mean[i])
zeros.mean[i] <- -I[i] + C
I[i]<-(-log(1/sqrt(tau)))-(1/(2*a))*(1-exp(-a*(pow(abs((y[i]-mu[i])/(1/sqrt(tau))),2
M)
mu[i]<- betaO + betal*x[i,1] + beta2*x[i,2] + beta3*x[i,3]
}
betaO ~ dnorm(0,0.0001)
betal ~ dnorm(0,0.0001)
beta2 ~ dnorm(0,0.0001)
beta3 ~ dnorm(0,0.0001)
tau ~ dgamma( 0.001, 0.001)
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EK 2 N-N, N-t, N-L, t-N, L-N, RN-N, t-t, t-L, L-t, L-L, RN-t ve RN-L Regresyon
Modellerinin Karsilastirilmasi icin Rv.3.4.4 ve WinBUGS Programlarinda
Yazilmis Olan Program Kodlan

Boliim 3 ve Boliim 4°de verilen simiilasyon cahismasinda yer alan ii¢ bagimsiz
degisken iceren N-N, N-t, N-L, t-N, L-N, RN-N, t-t, t-L, L-t, L-L, RN-t ve RN-L
modellerine iliskin bilgisayar program kodlar:

‘N-N’ modeli i¢cin R2WinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayisi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (i in L:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rnorm(n)

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
x3<-X3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( X — yoniinde)(CASE?2)
x1[j]<-x1[j]+c
xX2[j]<-x2[j]+c
x3[J]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —ydniinde) (CASE3)
yll<-ylil+c}
Yelse{
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i k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y—ydniinde ve (k+1)/2 tane x— yoniinde)

(CASE4)

m<-trunc((k+1)/2)

for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

x<-chind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

NN.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregNN3.odc",parameters=c("beta0","betal","
beta2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory="C:/
Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=NN.sim$summary[1]
betal[i]=NN.sim$summary[2]
beta2[i]=NN.sim$summary[3]
beta3[i]=NN.sim$summary[4]
tau[i]=NN.sim$summary[5]

std[i]=sqrt(1/tau[i])

print(NN.sim)

}
rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqgrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)
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N-N modeli icin WinBUGS programinda ¢ahstirilacak olan dosya (linregNN3.0dc):

model {
for (iin 1:n) {
y[i] ~ dnorm(muli], tau)
mul[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3

¥
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal ~ dnorm(0,1)
beta2 ~ dnorm(0,1)
beta3 ~ dnorm(0,1)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)
¥

‘N-1’ modeli i¢cin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gézlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 ( x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (i in 1:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rnorm(n)

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
x3<-X3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gézlem( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
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x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —ydniinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
}else{
# k+1 tane aykirt gozlem ((k+1)/2 tane y—yoniinde ve (k+1)/2 tane x— yoniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

¥

x<-chind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

Nt.sim=bugs(data, inits,model.file="C:/linregNt3.odc",parameters=c("beta0", "betal",
"beta2","beta3","tau™),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory=
"C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=Nt.sim$summary[1]
betal[i]=Nt.sim$summary[2]
beta2[i]=Nt.sim$summary[3]
beta3[i]=Nt.sim$summary[4]
tau[i]=Nt.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/tauli])
print(Nt.sim)

}

rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta?)

print(output)
rmse.beta3<-sqgrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
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rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)
print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)
print(output)

N-t modeli icin WinBUGS programinda cahstirilacak olan dosya (linregNt3.odc):

model {
for (iin 1:n) {
y[i] ~ dnorm(muli],tau)
mu[i] <-betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3
}
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal ~ dt(0,1,3)
beta2 ~ dt(0,1,3)
beta3 ~ dt(0,1,3)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)
}

‘N-L’ modeli icin RZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykiar1 gézlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (iin 1:sim) {
x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rnorm(n)

if(case==1){
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# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
X3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykirt gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
ylil<-ylil+c}
Yelse{

it k+1 tane aykirt gozlem ((k+1)/2 tane y—yoniinde ve (k+1)/2 tane X — yoniinde)

(CASE4)

m<-trunc((k+1)/2)

for(j in 1:.m){
ylil<-y[il+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

}
x<-chind(x1,x2,x3)
datazlist(lly"’llxll,Ilnll)
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

Nlaplace.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregNL3.0dc",parameters=c("'beta0",
"betal”,"beta2","beta3","tau™),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,
bugs.directory="C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=Nlaplace.sim$summary[1]
betal[i]=Nlaplace.sim$summary[2]
beta2[i]=Nlaplace.sim$summary[3]
beta3[i]=Nlaplace.sim$summary[4]
tau[i]=Nlaplace.sim$summary|[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])

print(Nlaplace.sim)

}
rmse.beta0<-sqgrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sgrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)

247



rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

N-L modeli icin WinBUGS programinda ¢ahstirilacak olan dosya (linregNL3.0dc):

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ dnorm(muli],tau)
mul[i] <-betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3
}
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal ~ ddexp(0,1)
beta2 ~ ddexp(0,1)
beta3 ~ ddexp(0,1)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)

¥

‘t-N’ modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

v<-3 #Serbestlik derecesi

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 ( x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
phi<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (iin 1:sim) {
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x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rt(n,v)

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-x2
x3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykirt gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
Yelse{
#  k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y—yoniinde ve (k+1)/2 tane x— yoniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

}
x<-chind(x1,x2,x3)
datazlist(lly"’llxll,llnll)
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,phi=1)}

tN.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregtN3.odc",parameters=c("beta0","betal",
"beta2","beta3","phi"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory=
"C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=tN.sim$summary[1]
betal[i]=tN.sim$summary[2]
beta2[i]=tN.sim$summary][3]
beta3[i]=tN.sim$summary[4]
phi[i]=tN.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/phi[i])
print(tN.sim)

}
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rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.phi<-sgrt(var(phi)+((mean(phi)-1)"2))
output<-c(mean(phi),rmse.phi)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

t-N modeli i¢cin WinBUGS programinda ¢alistirilacak olan dosya (linregtN3.odc):

model {
for (iin 1:n) {
y[i] ~ dnorm(mu[i],prec[i])
mu[i] <- betaO+betal*x[i,1]+beta2*x[i,2]+beta3*x[i,3]
lambda[i] ~ dgamma(1.5,1.5)
prec[i] <-phi*lambda[i]
}
phi ~ dgamma(0.0001,0.0001)
betaO ~ dnorm(0,0.0001)
betal ~ dnorm(0,1)
beta2 ~ dnorm(0,1)
beta3 ~ dnorm(0,1)

}

‘L-N’ modeli i¢cin RZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGYS)

library(VGAM)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kKullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (X—), case:3 (y—), case:d (X—Yy))
c<-100  # Eklenen sabit
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betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (iin 1:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rlaplace(n,0,sqrt(2))

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-x2
x3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykirt gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gézlem ( Yy —y6niinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
Yelse{
# k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y—yoOniinde ve (k+1)/2 tane X— yOniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

b
}
x<-chind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

LN.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregLN3.odc",parameters=c("beta0","betal",

"beta2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory=
"C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)
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betaO[i]=LN.sim$summary[1]
betal[i]=LN.sim$summary[2]
beta2[i]=LN.sim$summary[3]
beta3[i]=LN.sim$summary[4]
tau[i]=LN.sim$summary[5]

std[i]=sqrt(1/tauli])

print(LN.sim)

}
rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

L-N modeli icin WinBUGS programinda c¢ahstirilacak olan dosya (linregLN3.o0dc):

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ ddexp(muli],tau)
mu[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3d
}
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal ~ dnorm(0,1)
beta2 ~ dnorm(0,1)
beta3 ~ dnorm(0,1)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)

¥

‘RN-N’ modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGYS)

library(mixtools)

sim<-100 # Simiilasyon sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
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n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 ( x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

a<-0.05

b<-2

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

###Simiilasyondan once ¢agrilmasi gereken fonksiyo n###

HHHITNOV #H#

# Kullanic1 tarafindan tanimlanan “a” ve “b” parametreli RN dagilimindan rasgele
degerler tiretir.

# ”mixtools” paketinin yiliklenmesi gerekmektedir.

# Ornek kullanim, err<-rrnov(x0=0,a=0.3,b=1,10000,5000)

rrnov<-function(x0,a,b,iter,burnin){
nsim<-iter+burnin

xvec<-numeric()

sim<-numeric()

x<-X0

xvec[1]<-x0

count<-0

#Bagimsiz Metropolis-Hasting (envelope=0.15*N(0,1)+0.85*N(0, sigma=3.2))
for(j in 2:nsim){

X.new<-rnormmix(1, ¢(0.15,0.85), ¢(0,0), ¢(1,3.2)) #Oneri dagilimi: iki Normalin
Olcek karmasi

fx<-exp(-(1/(b*a”(2/b)))*pgamma(a*(abs(x)"b), 2/b)*gamma(2/b))
fx.new<- exp(-(1/(b*a™(2/b)))*pgamma(a*(abs(x.new)”b), 2/b)*gamma(2/b))
alpha<-min((fx.new/fx),1)
u<-runif(1,0,1)
if(lu<=alpha) x<-x.new
Xvec<-c(xvec,X)
if(j>burnin&&xvec[j]'=xvec[j-1]) {
count<-count+1
sim<-c(sim,xvec[j])

¥
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¥

accep.rate<-count/(nsim-burnin)
return(list(chain=xvec,data=sim,rate=accep.rate))

}
err<-rrnov(0,a,b,20000,5000)

for(i in 1:sim){

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
rand<-runif(n,1,length(err$data))
y<-1+x1+x2+x3+err$data[rand]

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-x2
x3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykirt gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gézlem ( y —y06niinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
Yelse{
# k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y—yoniinde ve (k+1)/2 tane X — yoniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

¥

x<-chind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}
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RNN.sim=bugs(data, inits,model.file="C:/linregRNN3.odc",parameters=c("beta0","beta
1","beta2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory=
"C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=RNN.sim$summary[1]
betal[i]=RNN.sim$summary[2]
beta2[i]=RNN.sim$summary[3]
beta3[i]=RNN.sim$summary[4]
tau[i]=RNN.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])
print(RNN.sim)

}

rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

RN-N  modeli icin WinBUGS programinda cahstirillacak olan dosya
(linregRNN3.0dc):

model{
C <- 10000
a<-0.05
for (iin1:n) {
zeros[i] <- 0
zeros[i] ~ dpois( zeros.mean[i])
zeros.mean[i] <- -I[i] + C
I[i] <- (-log(1/sgrt(tau)))-(1/(2*a))*(1-exp(-a*(pow(abs((y[i]- mu[i])/(1/sqrt(tau))),
2))))
mu[i]<- betaO + betal*x[i,1] + beta2*x[i,2] + beta3*x[i,3]
}
betaO ~ dnorm(0,0.0001)
betal ~ dnorm(0,1)
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beta2 ~ dnorm(0,1)
beta3 ~ dnorm(0,1)
tau ~ dgamma( 0.001, 0.001)

ky

‘t-’ modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic tarafindan belirlenecektir.

v<-3 #Serbestlik derecesi

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
phi<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (i in L:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rt(n,v)

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
x3<-X3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( X — yoniinde)(CASE?2)
x1[j]<-x1[j]+c
xX2[j]<-x2[j]+c
x3[J]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —y0niinde) (CASE3)
yll<-ylil+c}
Yelse{

#  k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y— yoOniinde ve (k+1)/2 tane X — ydniinde)
(CASE4)
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m<-trunc((k+1)/2)

for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

x<-cbind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,phi=1)}

tt.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregtt3.odc",parameters=c("beta0","betal","beta
2" "beta3","phi"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory="C:/
Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=tt.sim$summary[1]
betal[i]=tt.sim$summary[2]
beta2[i]=tt.sim$summary[3]
beta3[i]=tt.sim$summary[4]
phi[i]=tt.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/phi[i])
print(tt.sim)

}

rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.phi<-sqgrt(var(phi)+((mean(phi)-1)"2))
output<-c(mean(phi),rmse.phi)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)
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t-t modeli icin WinBUGS programinda cahstirilacak olan dosya (linregtt3.odc):

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ dnorm(mul[i], precli] )
mul[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3
prec[i] <-phi*lambdali]
lambda[i] ~ dgamma(1.5,1.5)
}
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal~ dt(0,1,3)
beta2~ dt(0,1,3)
beta3~ dt(0,1,3)
phi ~ dgamma(0.0001,0.0001)
}

‘t-L’> modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

sim<-100 # Simiilasyon sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

v<-3 #Serbestlik derecesi

k<-1 # Aykir1 gézlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 (x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
phi<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (i in L:sim) {
x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)

y<-1+x1+x2+x3+rt(n,v)

if(case==1){

# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
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X3<-X3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykirt gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
Yelse{
#  k+l1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y—yoOniinde ve (k+1)/2 tane x— yoniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-y[il+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

¥
}
x<-chind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,phi=1)}

tL.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregtL.3.0dc",parameters=c(*beta0",
"betal”,"beta2","beta3","phi"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.
directory="C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=tL.sim$summary[1]
betal[i]=tL.sim$summary[2]
beta2[i]=tL.sim$summary[3]
beta3[i]=tL.sim$summary[4]
phi[i]=tL.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/phi[i])
print(tL.sim)

}

rmse.beta0<-sqgrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqgrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
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rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.phi<-sqrt(var(phi)+((mean(phi)-1)"2))
output<-c(mean(phi),rmse.phi)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

t-L modeli icin WinBUGS programinda cahstirilacak olan dosya (linregtL3.odc):

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ dnorm(muli], precli] )
mul[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3
prec[i] <-phi*lambdali]
lambda[i] ~ dgamma(1.5,1.5)

betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal~ ddexp(0, 1)
beta2~ ddexp(0, 1)
beta3~ ddexp(0, 1)
phi ~ dgamma(0.0001,0.0001)

¥

‘L-t’ modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

library(VGAM)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 ( x—), case:3 (y—), case:d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

for (iin 1:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
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x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rlaplace(n,0,sqrt(2))

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
X3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykirt gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-ylil+c}
}else{
# k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y—yoOniinde ve (k+1)/2 tane x— yOniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

}
x<-chind(x1,x2,x3)
datazlist(llyll,IIXII’IInII)
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

Lt.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregLt3.0dc",parameters=c("beta0","betal","bet
a2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory="C:/
Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=laplacet.sim$summary[1]
betal[i]=laplacet.sim$summary[2]
beta2[i]=laplacet.sim$summary[3]
beta3[i]=laplacet.sim$summary[4]
tau[i]=laplacet.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])
print(laplacet.sim)

}
rmse.beta0<-sqgrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
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output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

L-t modeli icin WinBUGS programinda c¢ahstirilacak olan dosya (linregLt3.odc):

model {
for (iin 1:n) {
y[i] ~ ddexp(muli],tau)
mu[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3d
}
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal ~ dt(0,1,3)
beta2 ~ dt(0,1,3)
beta3 ~ dt(0,1,3)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)
}

‘L-L’> modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

library(VGAM)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gozlem yonii (case:2 (X—), case:3 (y—), case:d (Xx—Vy))
c<-100  # Eklenen sabit

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)
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for (i in 1:sim) {

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
y<-1+x1+x2+x3+rlaplace(n,0,sqrt(2))

if(case==1){
#  aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-x2
x3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykiri gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[jl<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
}else{
#  k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane y—yOniinde ve (k+1)/2 tane x— ydniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-y[il+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

¥
}
x<-chind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

LL.sim=bugs(data,inits,model.file="C:/linregLL3.0dc",parameters=c("beta0","betal",
"beta2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory=
"C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=LL.sim$summary[1]
betal[i]=LL.sim$summary[2]
beta2[i]=LL.sim$summary[3]
beta3[i]=LL.sim$summary[4]
tau[i]=LL.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])
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print(LL.sim)

}
rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

L-L modeli icin WinBUGS programinda cahlistirilacak olan dosya (linregLL3.0dc):

model {
for (iin1:n) {
y[i] ~ ddexp(muli],tau)
mu[i] <- betaO+x[i,1]*betal+x[i,2]*beta2+x[i,3]*beta3
}
betaO ~ dnorm(0,.0001)
betal ~ ddexp(0,1)
beta2 ~ ddexp(0,1)
beta3 ~ ddexp(0,1)
tau ~ dgamma(0.001,0.001)

¥

‘RN-t> modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)

library(R2WinBUGS)

library(mixtools)

sim<-100 # Simiilasyon sayis1 kullanici tarafindan belirlenecektir.

n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.

k<-1 # Aykir1 gozlem sayist kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gozlem yonii (case:2 (X—), case:3 (y—), case:d (Xx—Yy))
c<-100  # Eklenen sabit

a<-0.05

b<-2

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
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beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

###Simiilasyondan once ¢agrilmasi gereken fonksiyon###
HHHITNOV #H#

# Kullanic1 tarafindan tanimlanan “a” ve “b” parametreli RN dagilimmdan rasgele
degerler tiretir.

# “mixtools” paketinin yiiklenmesi gerekmektedir.

# Ornek kullanim, err<-rrnov(x0=0,a=0.3,b=1,10000,5000)

rrnov<-function(x0,a,b, iter,burnin){
nsim<-iter+burnin

xvec<-numeric()

sim<-numeric()

x<-x0

xvec[1]<-x0

count<-0

#Bagimsiz Metropolis-Hasting (envelope=0.15*N(0,1)+0.85*N(0, sigma=3.2))
for(j in 2:nsim){

x.new<-rnormmix(1, ¢(0.15,0.85), c¢(0,0), ¢(1,3.2)) #Oneri dagilim1: Tki Normalin
Olcek karmasi

fx<-exp(-(1/(b*a™(2/b)))*pgamma(a*(abs(x)"b), 2/b)*gamma(2/b))
fx.new<- exp(-(1/(b*a”(2/b)))*pgamma(a*(abs(x.new)”"b), 2/b)*gamma(2/b))
alpha<-min((fx.new/fx),1)
u<-runif(1,0,1)
if(lu<=alpha) x<-x.new
Xvec<-c(Xvec,X)
if(j>burnin&&xvec[j]!=xvec[j-1]) {

count<-count+1

sim<-c(sim,xvec[j])

}

}

accep.rate<-count/(nsim-burnin)
return(list(chain=xvec,data=sim,rate=accep.rate))

}
err<-rrnov(0,a,b,20000,5000)

for(i in L:sim){

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
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x3<-runif(n,-5,5)

rand<-runif(n,1,length(err$data))
y<-1+x1+x2+x3+err$data[rand]

if(case==1){
# aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
x3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykiri gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykiri gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
Yelse{
#  k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane Yy—yoniinde ve (k+1)/2 tane X— yoniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-ylil+c
S<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

}

}
x<-chind(x1,x2,x3)
datazlist(llyll,IIXII’IInII)
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

RNt.sim=bugs(data, inits,model.file="C:/linregRNt3.0dc",parameters=c("beta0","betal",
"beta2","beta3","tau™),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory=
"C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=RNt.sim$summary[1]
betal[i]=RNt.sim$summary[2]
beta2[i]=RNt.sim$summary|[3]
beta3[i]=RNt.sim$summary[4]
tau[i]=RNt.sim$summary[5]
std[i]=sqrt(1/tau[i])
print(RNt.sim)

}
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rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

RN-t  modeli icin WinBUGS programinda cahstirillacak olan dosya
(linregRNt3.0dc):

model{
C <- 10000
a<-0.05
for (iin 1:n) {
zeros[i] <- 0
zeros[i] ~ dpois( zeros.mean[i])
zeros.mean[i] <- -I[i] + C
I[i] <- (-log(1/sqrt(tau)))-(1/(2*a))*(1-exp(-a*(pow(abs((y[i]- mu[i])/(1/sqrt(tau))),
2))))
mu[i]<- betaO + betal*x[i,1] + beta2*x[i,2] + beta3*x[i,3]
}
betaO ~ dnorm(0,0.0001)
betal ~ dt(0,1,3)
beta2 ~ dt(0,1,3)
beta3 ~ dt(0,1,3)
tau ~ dgamma( 0.001, 0.001)
}

‘RN-L’ modeli icin R2ZWinBUGS Kodu:

set.seed(112)
library(mixtools)
library(R2WinBUGYS)

sim<-100 # Simiilasyon sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
n<-30 # Orneklem genisligi kullanic1 tarafindan belirlenecektir.
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k<-1 # Aykir1 gozlem sayisi kullanici tarafindan belirlenecektir.
case<-2  # Aykir1 gézlem yonii (case:2 ( x—), case:3 (y—), case:4d (x—y))
c<-100  # Eklenen sabit

a<-0.05

b<-2

betaO<-numeric(sim)
betal<-numeric(sim)
beta2<-numeric(sim)
beta3<-numeric(sim)
tau<-numeric(sim)
std<-numeric(sim)

###Simiilasyondan 6nce cagrilmasi gereken fonksiyon###

HHHITNOV #H#
# Kullanic1 tarafindan tanimlanan “a” ve “b” parametreli RN dagilimindan rasgele
degerler tiretir.

# ’mixtools” paketinin yiiklenmesi gerekmektedir.
# Ornek kullanim, err<-rrnov(x0=0,a=0.3,b=1,10000,5000)

rrnov<-function(x0,a,b,iter,burnin){
nsim<-iter+burnin

xvec<-numeric()

sim<-numeric()

x<-X0

xvec[1]<-x0

count<-0

#Bagimsiz Metropolis-Hasting (envelope=0.15*N(0,1)+0.85*N(0, sigma=3.2))
for(j in 2:nsim){

X.new<-rnormmix(1, ¢(0.15,0.85), c¢(0,0), c(1,3.2)) #Oneri dagilim1: iki Normalin
Olcek karmasi

fx<-exp(-(1/(b*a™(2/b)))*pgamma(a*(abs(x)"b), 2/b)*gamma(2/b))
fx.new<- exp(-(1/(b*a™(2/b)))*pgamma(a*(abs(x.new)”b), 2/b)*gamma(2/b))
alpha<-min((fx.new/fx),1)
u<-runif(1,0,1)
if(lu<=alpha) x<-x.new
Xvec<-c(xvec,Xx)
if(j>burnin&&xvec[j]'=xvec[j-1]) {

count<-count+1

sim<-c(sim,xvec[j])

}

}
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accep.rate<-count/(nsim-burnin)
return(list(chain=xvec,data=sim,rate=accep.rate))

}
err<-rrnov(0,a,b,20000,5000)

for(i in 1:sim){

x1<-runif(n,-5,5)
x2<-runif(n,-5,5)
x3<-runif(n,-5,5)
rand<-runif(n,1,length(err$data))
y<-1+x1+x2+x3+err$data[rand]

if(case==1){
#  aykir1 gozlem olmamasi durumu
y<-y
x1<-x1
X2<-X2
x3<-x3
Yelse{if(case==2){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( X — yoniinde)(CASE2)
x1[j]<-x1[j]+c
x2[j]<-x2[j]+c
x3[j]<-x3[j]+c}
Yelse{if(case==3){for(j in 1:k){
#  ktane aykir1 gozlem ( y —yoniinde) (CASE3)
yll<-y[l+c}
Yelse{
#  k+1 tane aykir1 gozlem ((k+1)/2 tane Yy—yoniinde ve (k+1)/2 tane X— yoniinde)
(CASE4)
m<-trunc((k+1)/2)
for(j in 1:m){
ylil<-y[il+c
s<-j+m
x1[s]<-x1[s]+c
x2[s]<-x2[s]+c
x3[s]<-x3[s]+c}

b
}
x<-chind(x1,x2,x3)
data=list("y","x","n")
inits=function() {list(beta0=1,betal=1,beta2=1,beta3=1,tau=1)}

RNL.sim=bugs(data, inits,model.file="C:/linregRNL3.0dc",parameters=c("beta0","betal
" "beta2","beta3","tau"),n.chains=1,n.iter=1000,n.burnin=100,n.thin=1,bugs.directory="
C:/Program Files/WinBUGS14",codaPkg=FALSE)

betaO[i]=RNL.sim$summary[1]
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betal[i]=RNL.sim$summary[2]
beta2[i]=RNL.sim$summary[3]
beta3[i]=RNL.sim$summary[4]
tau[i]=RNL.sim$summary[5]

std[i]=sqrt(1/tauli])

print(RNL.sim)

}
rmse.beta0<-sqrt(var(beta0)+((mean(beta0)-1)"2))
output<-c(mean(beta0),rmse.beta0)

print(output)
rmse.betal<-sqrt(var(betal)+((mean(betal)-1)"2))
output<-c(mean(betal),rmse.betal)

print(output)
rmse.beta2<-sqrt(var(beta2)+((mean(beta2)-1)"2))
output<-c(mean(beta2),rmse.beta2)

print(output)
rmse.beta3<-sqrt(var(beta3)+((mean(beta3)-1)"2))
output<-c(mean(beta3),rmse.beta3)

print(output)
rmse.tau<-sqrt(var(tau)+((mean(tau)-1)"2))
output<-c(mean(tau),rmse.tau)

print(output)
rmse.std<-sqrt(var(std)+((mean(std)-1)"2))
output<-c(mean(std),rmse.std)

print(output)

RN-L  modeli icin WinBUGS programinda cahstirllacak olan dosya
(linregRNL3.0dc):

model{
C <- 10000
a<-0.05
for (iin 1:n) {
zeros[i] <- 0
zeros[i] ~ dpois( zeros.mean[i])
zeros.mean[i] <- -I[i] + C
I[i] <- (-log(1/sqrt(tau)))-(1/(2*a))*(1-exp(-a*(pow(abs((y[i]-mu[i])/(1/sqrt(tau))),
2))))
mu[i]<- betaO + betal*x][i,1] + beta2*x[i,2] + beta3*x][i,3]
}
beta0 ~ dnorm(0,0.0001)
betal ~ ddexp(0,1)
beta2 ~ ddexp(0,1)
beta3 ~ ddexp(0,1)
tau ~ dgamma( 0.001, 0.001)
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EK 3 Gercek Veri Uygulamasinda Kullanilan Veri Setleri

Stack Loss Bitki Verisi

X: = 80,80,75,62,62,62,62,62,58,58,58,58,58,58,50,50,50,50,50,56,70
Xo =27,27,25,24,22,23,24,24,23,18,18,17,18,19,18,18,19,19,20,20,20
Xs =89,88,90,87,87,87,93,93,87,80,89,88,82,93,89,86,72,79,80,82,91
y =42,37,37,28,18,18,19,20,15,14,14,13,11,12,8,7,8,8,9,15,15

Coleman Verisi

X1 = 3.83,2.89, 2.86, 2.92, 3.06, 2.07, 2.52, 2.45, 3.13, 2.44, 2.09, 2.52, 2.22, 2.67, 2.71,
3.14,3.54, 2.52, 2.68, 2.37

X, = 28.87, 20.10, 69.05, 65.40, 29.59, 44.82, 77.37, 24.67, 65.01, 9.99, 12.20, 22.55,
14.30, 31.79, 11.60, 68.47, 42.64, 16.70, 86.27, 76.73

Xs= 7.20,-11.71, 12.32, 14.28, 6.31, 6.16, 12.70, -0.17, 9.85, -0.05, -12.86, 0.92, 4.77,
-0.96, -16.04, 10.62, 2.66, -10.99, 15.03, 12.77

Xs = 26.60, 24.40, 25.70, 25.70, 25.40, 21.60, 24.90, 25.01, 26.60, 28.01, 23.51, 23.60,
24.51, 25.80, 25.20, 25.01, 25.01, 24.80, 25.51, 24.51

Xs = 6.19, 5.17, 7.04, 7.10, 6.15, 6.41, 6.86, 5.78, 6.51, 5.57, 5.62, 5.34, 5.80, 6.19,
5.62,6.94, 6.33, 6.01, 7.51, 6.96

y= 37.01, 26.51, 36.51, 40.70, 37.10, 33.90, 41.80, 33.40, 41.01, 37.20, 23.30, 35.20,
34.90, 33.10, 22.70, 39.70, 31.80, 31.70, 43.10, 41.01

Viicut Yagi Verisi

X1= 23,22, 22, 26, 24, 24, 26, 25, 25, 23, 26, 27, 32, 30, 35, 35, 34, 32, 28, 33, 28, 28,
31, 32, 28, 27, 34, 31, 27, 29, 32, 29, 27, 41, 41, 49, 40, 50, 46, 50, 45, 44, 48, 41,
39, 43, 40, 39, 45, 47, 47, 40, 51, 49, 42, 54, 58, 62, 54, 61, 62, 56, 54, 61, 57, 55,
54, 55, 54, 55, 62, 55, 56, 55, 61, 61, 57, 69, 81, 66, 67, 64, 64, 70, 72, 67, 72, 64,
46, 48, 46, 44, 47, 46, 47, 53, 38, 50, 46, 47, 49, 48, 41, 49, 43, 43, 43, 52, 43, 40,
43, 43, 47, 42, 48, 40, 48, 51, 40, 44, 52, 44, 40, 47, 50, 46, 42, 43, 40, 42, 49, 40,
47, 50, 41, 44, 39, 43, 40, 49, 40, 40, 52, 23, 23, 24, 24, 25, 25, 26, 26, 26, 27, 27,
27, 28, 28, 28, 30, 31, 31, 33, 33, 34, 34, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 35, 36, 36, 37,
37, 37, 38, 39, 39, 40, 40, 40, 40, 40, 41, 41, 41, 41, 41, 42,42, 42, 42, 42, 42, 42,
42,43, 43, 43, 43, 44, 44, 44, 44, 47, 47, 47, 49, 49, 49, 50, 50, 51, 51, 51, 52, 53,
54, 54, 54, 55, 55, 55, 55, 55, 56, 56, 57, 57, 58, 58, 60, 62, 62, 63, 64, 65, 65, 65,
66, 67, 67, 68, 69, 70, 72,72, 72, 74

X = 154.25, 173.25, 154.00, 184.75, 184.25, 210.25, 181.00, 176.00, 191.00, 198.25,
186.25, 216.00, 180.50, 205.25, 187.75, 162.75, 195.75, 209.25, 183.75, 211.75,
179.00, 200.50, 140.25, 148.75, 151.25, 159.25, 131.50, 148.00, 133.25, 160.75,
182.00, 160.25, 168.00, 218.50, 247.25, 191.75, 202.25, 196.75, 363.15, 203.00,
262.75, 205.00, 217.00, 212.00, 125.25, 164.25, 133.50, 148.50, 135.75, 127.50,
158.25, 139.25, 137.25, 152.75, 136.25, 198.00, 181.50, 201.25, 202.50, 179.75,
216.00, 178.75, 193.25, 178.00, 205.50, 183.50, 151.50, 154.75, 155.25, 156.75,
167.50, 146.75, 160.75, 125.00, 143.00, 148.25, 162.50, 177.75, 161.25, 171.25,
163.75, 150.25, 190.25, 170.75, 168.00, 167.00, 157.75, 160.00, 176.75, 176.00,
177.00, 179.75, 165.25, 192.50, 184.25, 224.50, 188.75, 162.50, 156.50, 197.00,
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X3

Xq =

198.50, 173.75, 172.75, 196.75, 177.00, 165.50, 200.25, 203.25, 194.00, 168.50,
170.75, 183.25, 178.25, 163.00, 175.25, 158.00, 177.25, 179.00, 191.00, 187.50,
206.50, 185.25, 160.25, 151.50, 161.00, 167.00, 177.50, 152.25, 192.25, 165.25,
171.75, 171.25, 197.00, 157.00, 168.25, 186.00, 166.75, 187.75, 168.25, 212.75,
176.75, 173.25, 167.00, 159.75, 188.15, 156.00, 208.50, 206.50, 143.75, 223.00,
152.25, 241.75, 146.00, 156.75, 200.25, 171.50, 205.75, 182.50, 136.50, 177.25,
151.25, 196.00, 184.25, 140.00, 218.75, 217.00, 166.25, 224.75, 228.25, 172.75,
152.25, 125.75, 177.25, 176.25, 226.75, 145.25, 151.00, 241.25, 187.25, 234.75,
219.25, 118.50, 145.75, 159.25, 170.50, 167.50, 232.75, 210.50, 202.25, 185.00,
153.00, 244.25, 193.50, 224.75, 162.75, 180.00, 156.25, 168.00, 167.25, 170.75,
178.25, 150.00, 200.50, 184.00, 223.00, 208.75, 166.00, 195.00, 160.50, 159.75,
140.50, 216.25, 168.25, 194.75, 172.75, 219.00, 149.25, 154.50, 153.25, 230.00,
161.75, 142.25, 179.75, 126.50, 169.50, 198.50, 174.50, 167.75, 147.75, 182.25,
175.50, 161.75, 157.75, 168.75, 191.50, 219.15, 155.25, 189.75, 127.50, 224.50,
234.25, 227.75, 199.50, 155.50, 215.50, 134.25, 201.00, 186.75, 190.75, 207.50
67.75, 72.25, 66.25, 72.25, 71.25, 74.75, 69.75, 72.50, 74.00, 73.50, 74.50, 76.00,
69.50, 71.25, 69.50, 66.00, 71.00, 71.00, 67.75, 73.50, 68.00, 69.75, 68.25, 70.00,
67.75, 71.50, 67.50, 67.50, 64.75, 69.00, 73.75, 71.25, 71.25, 71.00, 73.50, 65.00,
70.00, 68.25, 72.25, 67.00, 68.75, 29.50, 70.00, 71.50, 68.00, 73.25, 67.50, 71.25,
68.50, 66.75, 72.25, 69.00, 67.75, 73.50, 67.50, 72.00, 68.00, 69.50, 70.75, 65.75,
73.25, 68.50, 70.25, 67.00, 70.00, 67.50, 70.75, 71.50, 69.25, 71.50, 71.50, 68.75,
73.75, 64.00, 65.75, 67.50, 69.50, 68.50, 70.25, 69.25, 67.75, 67.25, 72.75, 70.00,
69.25, 67.50, 67.25, 65.75, 72.50, 73.00, 70.00, 69.50, 70.50, 71.75, 74.50, 77.75,
73.25, 66.50, 68.25, 72.00, 73.50, 72.00, 71.25, 73.75, 69.25, 68.50, 73.50, 74.25,
75.50, 69.25, 68.50, 70.00, 70.00, 70.25, 71.75, 69.25, 72.75, 72.00, 74.00, 72.25,
74.50, 71.50, 68.75, 66.75, 66.50, 67.00, 68.75, 67.75, 73.25, 69.75, 71.50, 70.50,
73.25, 66.75, 69.50, 69.75, 70.75, 74.00, 71.25, 75.00, 71.00, 69.50, 67.75, 72.25,
77.50, 70.75, 72.75, 69.75, 72.50, 70.25, 69.00, 74.50, 72.25, 67.25, 73.50, 75.25,
69.00, 72.25, 68.75, 71.50, 72.25, 73.00, 68.75, 70.50, 72.00, 73.75, 68.00, 72.25,
69.50, 69.50, 67.75, 65.50, 71.00, 71.50, 71.75, 69.25, 67.00, 71.50, 69.25, 74.50,
74.25, 68.00, 67.25, 69.75, 74.25, 71.50, 74.25, 72.00, 72.50, 68.25, 69.25, 76.00,
70.50, 74.75, 72.75, 68.25, 69.00, 71.50, 72.75, 67.50, 70.25, 69.25, 71.50, 74.00,
69.75, 73.00, 65.50, 72.50, 70.25, 70.75, 68.00, 74.50, 71.75, 70.75, 73.00, 64.00,
69.75, 70.00, 71.75, 69.25, 70.50, 72.25, 67.50, 67.25, 68.75, 66.75, 68.25, 74.25,
69.50, 68.50, 65.75, 71.75, 71.50, 67.25, 67.50, 67.50, 72.25, 69.50, 69.50, 65.75,
65.75, 68.25, 72.00, 72.75, 68.50, 69.25, 70.50, 67.00, 69.75, 66.00, 70.50, 70.00
36.2, 38.5, 34.0, 37.4, 34.4, 39.0, 36.4, 37.8, 38.1, 42.1, 38.5, 39.4, 38.4, 39.4, 40.5,
36.4, 38.9, 42.1, 38.0, 40.0, 39.1, 41.3, 33.9, 35.5, 34.5, 35.7, 36.2, 38.8, 36.4, 36.7,
38.7,37.3,38.1,39.8,42.1, 38.4, 38.5, 42.1, 51.2, 40.2, 43.2, 36.6, 37.3, 41.5, 31.5,
35.7, 33.6, 34.6, 32.8, 34.0, 34.9, 34.3, 36.5, 35.1, 37.8, 39.9, 39.1, 40.5, 40.5, 38.4,
41.4, 35.6, 38.0, 37.4, 40.1, 40.9, 35.6, 36.9, 37.5, 36.3, 35.5, 38.7, 36.4, 33.2, 36.5,
36.0, 38.7, 38.7, 37.8, 37.4, 38.4, 38.1, 39.3, 38.7, 38.5, 36.5, 37.7, 36.5, 38.0, 36.7,
37.2,39.2,37.5,38.0,37.3,41.1, 37.5, 38.7, 35.9, 40.0, 40.1, 37.0, 36.3, 40.7, 39.6,
31.1, 38.6, 42.0, 38.5, 34.2, 37.2, 37.1, 40.2, 35.3, 38.0, 36.3, 36.8, 41.0, 38.3, 38.0,
40.8, 39.5, 36.9, 36.9, 37.7, 36.6, 38.9, 37.5, 39.8, 38.3, 35.5, 36.3, 37.8, 37.8, 36.5,
37.8,37.0,37.7,34.3,40.8, 37.4, 36.5, 37.5, 35.5, 38.0, 35.7, 39.2, 40.9, 35.2, 40.6,
35.4,41.8,34.1, 37.9, 38.2, 35.6, 38.5, 37.0, 35.9, 36.2, 35.0, 38.5, 40.7, 36.0, 39.5,
40.5, 38.5, 43.9, 40.4, 37.6, 37.0, 34.0, 38.4, 38.7,41.5, 36.0, 35.3, 42.1, 38.0, 42.8,
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X5 =

Xe =

X7 =

40.0, 33.8, 35.5, 35.3, 37.7, 39.4, 41.9, 38.5, 40.8, 38.0, 36.4, 41.8, 40.7, 38.5, 35.4,
38.5, 35.5, 36.5, 37.6, 37.4, 37.8, 35.2, 37.9, 37.9, 40.9, 41.9, 39.1, 40.2, 36.0, 34.5,
35.8,40.2, 38.3, 39.0, 37.4,41.2, 34.8, 36.9, 39.4, 37.6, 38.5, 42.5, 37.4, 35.2, 41.1,
33.4,37.2,38.3,38.1, 37.4, 35.2, 39.4, 38.0, 35.1, 40.4, 38.3, 40.6, 40.2, 37.9, 40.8,
34.7,38.8,41.4,41.3, 40.7, 36.3, 40.8, 34.9, 40.9, 38.9, 38.9, 40.8

93.1, 93.6, 95.8, 101.8, 97.3, 104.5, 105.1, 99.6, 100.9, 99.6, 101.5, 103.6, 102.0,
104.1, 101.3, 99.1, 101.9, 107.6, 106.8, 106.2, 103.3, 111.4, 86.0, 86.7, 90.2, 89.6,
88.6, 97.4, 93.5, 97.4, 100.5, 93.5, 93.0, 111.7, 117.0, 118.5, 106.5, 105.6, 136.2,
114.8, 128.3, 106.0, 113.3, 106.6, 85.1, 96.6, 88.2, 89.8, 92.3, 83.4, 90.2, 89.2, 89.7,
93.3, 87.6, 107.6, 100.0, 111.5, 115.4, 104.8, 112.3, 102.9, 107.6, 105.3, 105.3,
103.0, 90.0, 95.4, 89.3, 94.4, 97.6, 88.5, 93.6, 87.7, 93.4, 91.6, 91.6, 102.0, 96.4,
102.7, 97.7, 97.1, 103.1, 101.8, 101.4, 98.9, 97.5, 104.3, 97.3, 96.7, 99.7, 101.9,
97.2, 106.6, 99.6, 113.2, 99.1, 99.4, 95.1, 107.5, 106.5, 99.1, 96.7, 103.5, 104.0,
93.1,105.2, 110.0, 110.1, 97.8, 96.3, 108.0, 99.7, 93.5, 100.7, 97.0, 96.0, 99.2, 95.4,
101.8, 104.3,99.2, 99.3, 94.0, 98.9, 101.0, 98.7, 95.9, 103.9, 96.2, 97.8, 94.6, 103.6,
100.4, 98.4, 104.6, 92.9, 97.8, 98.3, 104.7, 98.6, 99.5, 102.7, 92.1, 96.6, 92.7, 102.0,
110.9, 92.3, 114.1, 92.9, 108.3, 88.5, 94.0, 101.1, 92.1, 105.6, 98.5, 88.7, 101.1,
94.0, 103.8, 98.9, 89.2, 111.4, 107.5, 99.1, 108.2, 114.9, 99.1, 92.2, 90.8, 100.5,
98.2, 115.3, 96.8, 92.6, 119.2, 102.7, 109.5, 108.5, 79.3, 95.5, 92.3, 98.9, 89.5,
117.5, 107.4, 109.2, 103.4, 91.4, 115.2, 104.9, 106.7, 92.2, 101.6, 97.8, 92.0, 94.0,
103.7,102.7,91.1, 107.2, 100.8, 121.6, 105.6, 100.6, 102.7, 99.8, 92.9, 91.2, 115.6,
98.3,103.7,98.7, 119.8,92.8, 93.3, 106.8, 93.9, 99.0, 119.9, 94.2, 92.7, 106.9, 88.8,
101.7, 105.3, 104.0, 98.6, 99.6, 103.4, 100.2, 94.9, 97.2, 104.7, 104.0, 117.6, 95.8,
106.4, 93.0, 119.6, 119.7, 115.8, 118.3,97.4, 113.7, 89.2, 108.5, 111.1, 108.3, 112.4
85.2, 83.0, 87.9, 86.4, 100.0, 94.4, 90.7, 88.5, 82.5, 88.6, 83.6, 90.9, 91.6, 101.8,
96.4, 92.8, 96.4, 97.5, 89.6, 100.5, 95.9, 98.8, 76.4, 80.0, 76.3, 79.7, 74.6, 88.7,
73.9, 83.5, 88.7, 84.5, 79.1, 100.5, 115.6, 113.1, 100.9, 98.8, 148.1, 108.1, 126.2,
104.3, 111.2, 104.3, 76.0, 81.5, 73.7, 79.5, 83.4, 70.4, 86.7, 77.9, 82.0, 79.6, 77.6,
100.0, 99.8, 104.2, 105.3, 98.3, 104.8, 94.7, 102.4, 99.7, 105.5,100.3, 83.9, 86.6,
78.4,84.6,91.5, 82.8, 82.9, 76.0, 83.3, 81.8, 78.8, 95.0, 95.4, 98.6, 95.8, 89.0, 97.8,
94.9, 99.8, 89.7, 88.1, 90.9, 86.0, 86.5, 95.6, 93.2, 83.1, 97.5, 88.8, 99.2, 91.6, 86.7,
88.2, 94.0, 95.0, 92.0, 89.2, 95.5, 98.6, 87.3, 102.8, 101.6, 88.7, 92.3, 90.6, 105.0,
95.0, 89.6, 92.4, 86.6, 90.0, 90.0, 92.4, 87.5, 99.2, 98.1, 83.3, 86.1, 84.1, 89.9, 92.1,
78.0, 93.5, 87.0, 90.1, 90.3, 99.8, 89.4, 87.2, 101.1, 86.1, 98.6, 88.5, 106.6, 93.1,
93.0,91.0, 77.1, 85.3, 81.9, 99.1, 100.5, 76.5, 106.8, 77.6, 102.9, 72.8, 88.2, 100.1,
83.5, 105.0, 90.8, 76.6, 92.4, 81.2, 95.6, 92.1, 83.4, 106.0, 95.1, 90.4, 100.4, 115.9,
90.8, 81.9, 75.0, 90.3, 90.3, 108.8, 79.4, 83.2, 110.3, 92.7, 104.5, 104.6, 69.4, 83.6,
86.8, 90.4, 83.7, 109.3, 98.9, 98.0, 101.2, 80.6, 113.7, 94.1, 105.7, 85.6, 96.6, 86.0,
89.7, 78.0, 89.7, 89.2, 85.7, 103.1, 89.1, 113.9, 96.3, 93.9, 101.3, 83.9, 84.4, 79.4,
104.0, 89.7, 97.6, 87.6, 122.1, 81.1, 81.5, 100.0, 88.7, 91.8, 110.4, 87.6, 82.8, 95.3,
78.2, 91.1, 96.7, 89.4, 93.0, 86.4, 96.7, 88.1, 94.9, 93.3, 95.6, 98.2, 113.8, 82.8,
100.5, 79.7, 118.0, 109.0, 113.4, 106.1, 84.3, 107.6, 83.6, 105.0, 111.5, 101.3, 108.5
945, 98.7, 99.2, 101.2, 101.9, 107.8, 100.3, 97.1, 99.9, 104.1, 98.2, 107.7, 103.9,
108.6, 100.1, 99.2, 105.2, 107.0, 102.4, 109.0, 104.9, 104.8, 94.6, 93.4, 95.8, 96.5,
85.3, 94.7, 88.5, 98.7, 99.8, 100.6, 94.5, 108.3, 116.1, 113.8, 106.2, 104.8, 147.7,
102.5, 125.6, 115.5, 114.1, 106.0, 88.2, 97.2, 88.5, 92.7, 90.4, 87.2, 98.3, 91.0, 89.1,
91.6, 88.6, 99.6, 102.5, 105.8, 97.0, 99.6, 103.1, 100.8, 99.4, 99.7, 108.3, 104.2,
93.9, 91.8, 96.1, 94.3, 98.5, 95.5, 96.3, 88.6, 93.0, 94.8, 94.3, 98.3, 99.3, 100.2,
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Xg =

Xg =

97.1, 96.9, 99.6, 95.0, 96.2, 96.2, 96.9, 93.8, 99.3, 98.3, 102.2, 100.6, 95.4, 100.6,
101.4, 107.5, 102.4, 96.2, 92.8, 103.7, 101.7, 98.3, 98.3, 101.6, 99.5, 96.6, 103.6,
100.7, 102.1, 100.6, 99.3, 103.0, 98.6, 99.8, 97.5, 92.6, 99.7, 96.4, 104.3, 101.0,
104.1, 101.4, 97.5, 95.2, 94.0, 100.0, 98.5, 93.2, 99.5, 97.8, 95.8, 99.1, 103.2, 92.3,
98.4, 102.1, 95.6, 100.6, 98.3, 107.7, 101.6, 99.3, 98.9, 93.9, 102.5, 95.3, 110.1,
106.2, 92.1, 113.9, 93.5, 114.4, 91.1, 95.2, 105.0, 98.3, 106.4, 102.5, 89.8, 99.3,
91.5, 105.1, 103.5, 89.6, 108.8, 104.5, 95.6, 106.8, 111.9, 98.1, 92.8, 89.2, 98.7,
99.9, 114.4, 89.2, 96.4, 113.9, 101.9, 109.9, 109.8, 85.0, 91.6, 96.1, 95.5, 98.1,
108.8, 104.1, 101.8, 103.1, 92.3, 112.4, 102.7, 111.8, 96.5, 100.6, 96.2, 101.0, 99.0,
94.2,99.2, 96.9, 105.5, 102.6, 107.1, 102.0, 100.1, 101.7, 91.8, 94.0, 89.0, 109.0,
99.1,104.2, 96.1, 112.8, 96.3, 94.4, 105.0, 94.5, 96.2, 105.5, 95.6, 91.9, 98.2, 87.5,
97.1, 106.6, 98.4, 97.0, 90.1, 100.7, 97.8, 100.2, 94.0, 93.7, 101.1, 111.8, 94.5,
100.5, 87.6, 114.3, 109.1, 109.8, 101.6, 94.4, 110.0, 88.8, 104.5, 101.7, 97.8, 107.1
59.0, 58.7, 59.6, 60.1, 63.2, 66.0, 58.4, 60.0, 62.9, 63.1, 59.7, 66.2, 63.4, 66.0, 69.0,
63.1, 64.8, 66.9, 64.2, 65.8, 63.5, 63.4, 57.4, 54.9, 58.4, 55.0, 51.7, 57.5, 50.1, 58.9,
57.5,58.5,57.3,67.1,71.2,61.9, 63.5, 66.0, 87.3,61.3, 72.5, 70.6, 67.7, 65.0, 50.0,
58.4,53.3,52.7,52.0, 50.6, 52.6, 51.4, 49.3, 52.6, 51.9, 57.2, 62.1, 61.8, 59.1, 60.6,
61.6, 60.9, 61.0, 60.8, 65.0, 64.8, 55.0, 54.3, 56.0, 51.2, 56.6, 58.9, 52.9, 50.9, 55.5,
54.5, 56.7, 55.0, 53.5, 56.5, 54.8, 54.8, 58.9, 56.0, 56.3, 54.7, 57.2, 57.8, 61.0, 60.4,
58.3, 58.9, 56.9, 58.9, 57.4, 61.7, 60.6, 62.1, 54.7, 62.7, 59.0, 59.3, 60.0, 59.1, 59.5,
54.7,61.2,55.8, 57.5, 57.5,61.9, 63.7, 62.3, 61.5, 59.3, 55.9, 58.8, 56.8, 64.6, 58.5,
58.5,57.1, 60.5, 58.1, 58.5, 60.7, 60.7, 53.5, 61.7, 57.4, 57.0, 60.3, 61.2, 56.1, 56.0,
58.9, 58.8, 63.6, 58.1, 66.5, 59.1, 60.4, 57.1, 56.1, 59.1, 56.4, 71.2, 68.4, 51.9, 67.6,
56.9, 72.9, 53.6, 56.8, 62.1, 57.3, 68.6, 60.8, 50.1, 59.4, 52.5, 61.4, 64.0, 52.4, 63.8,
64.8, 55.5, 63.3, 74.4, 60.1, 54.7, 50.0, 57.8, 59.2, 69.2, 50.3, 60.0, 69.8, 64.7, 69.5,
68.1,47.2,54.1, 58.0, 55.4, 57.3,67.7, 63.5, 62.8, 61.5, 54.3, 68.5, 60.6, 65.3, 60.2,
61.1,57.7,62.3, 57.5, 58.5, 60.2, 55.5, 68.8, 60.6, 63.5, 63.3, 58.9, 60.7, 53.0, 56.0,
51.1, 63.7, 56.3, 60.0, 57.1, 62.5, 53.8, 54.7, 63.9, 53.7, 57.7, 64.2, 59.7, 54.4, 57 .4,
50.8, 56.6, 64.0, 58.4, 55.4, 53.0, 59.3, 57.1, 56.8, 54.3, 54.4, 59.3, 63.4, 61.2, 59.2,
50.7, 61.3, 63.7, 65.6, 58.2, 54.3, 63.3, 49.6, 59.6, 60.3, 56.0, 59.3

37.3,37.3,38.9,37.3,42.2,42.0, 38.3, 39.4, 38.3,41.7, 39.7, 39.2, 38.3, 41.5, 39.0,
38.7, 40.8, 40.0, 38.7, 40.6, 38.0, 40.6, 35.3, 36.2, 35.5, 36.7, 34.7, 36.0, 34.5, 35.3,
38.7,38.8, 36.2,44.2, 43.3, 38.3, 39.9, 41.5, 49.1, 41.1, 39.6, 42.5, 40.9, 40.2, 34.7,
38.2,34.5,37.5,35.8,34.4,37.2,34.9, 33.7, 37.6, 34.9, 38.0, 39.6, 39.8, 38.0, 37.7,
40.9, 38.0, 39.4,40.1,41.2, 40.2, 36.1, 35.4, 37.4, 37.4, 38.6, 37.6, 37.5, 35.4, 35.2,
37.0, 39.7, 38.3, 37.5, 39.3, 38.2, 38.0, 39.0, 36.5, 36.6, 37.8, 37.7, 39.5, 38.4, 39.9,
38.2, 39.7, 38.3, 40.5, 39.6, 42.3, 39.4, 39.3, 37.3, 39.0, 39.4, 38.4, 38.4, 39.8, 36.1,
39.0, 39.3, 38.7, 40.0, 36.8, 38.0, 40.0, 38.1, 37.8, 38.1, 36.3, 38.4, 38.8, 41.1, 39.2,
39.3, 40.5, 38.7, 36.5, 36.6, 36.0, 36.8, 35.8, 39.0, 36.9, 38.7, 38.5, 38.1, 35.6, 36.9,
37.9,36.1, 39.2,38.4,42.5, 39.6, 38.2, 36.7, 36.1, 37.6, 36.5, 43.5, 40.8, 35.7, 42.7,
35.9, 43.5, 36.8, 37.4, 40.0, 37.8, 40.0, 38.5, 34.8, 39.0, 36.6, 40.6, 37.3, 35.6, 42.0,
41.3,34.2,41.7,40.6, 39.1, 36.2, 34.8, 37.3,37.7,42.4, 34.8, 38.1, 42.6, 39.5, 43.1,
42.8, 33.5, 36.2, 39.4, 38.9, 39.7, 41.3, 39.8, 41.3, 40.4, 36.3, 45.0, 38.6, 43.3, 38.9,
38.4, 38.6, 38.0, 40.0, 39.0, 39.2, 35.7, 38.3, 39.0, 40.3, 39.8, 37.6, 39.4, 36.2, 38.2,
35.0, 40.3, 38.8, 40.9, 38.1, 36.9, 36.5, 39.0, 39.2, 36.2, 38.1, 42.7, 40.2, 35.2, 37.1,
33.0, 38.5, 42.6, 37.4, 38.8, 35.0, 38.6, 38.9, 35.9, 35.7, 37.1, 40.3, 41.1, 39.1, 38.1,
33.4,42.1,42.4, 46.0, 38.8, 37.5, 44.0, 34.8, 40.8, 37.3, 41.6, 42.2

274



X = 21.9,23.4,24.0,22.8, 24.0, 25.6, 22.9, 23.2, 23.8, 25.0, 25.2, 25.9, 21.5, 23.7, 23.1,
21.7,23.1,24.4,22.9,24.0,22.1, 24.6, 22.2,22.1,22.9, 22.5, 21.4, 21.0, 21.3, 22.6,
33.9, 215, 24.5,25.2,26.3, 21.9, 22.6, 24.7, 29.6, 24.7, 26.6, 23.7, 25.0, 23.0, 21.0,
23.4,22.5,21.9,20.6, 21.9, 22.4, 21.0, 21.4, 22.6, 22.5, 22.0, 22.5, 22.7, 22.5, 22.9,
23.1,22.1,23.6,22.7,24.7,22.7,21.7, 21.5, 22.4, 21.6, 22.4, 21.6, 23.1, 19.1, 20.9,
21.4,24.2,21.8,215,22.7,23.7,22.0, 23.0, 24.1, 22.0, 33.7, 21.8, 23.3, 23.8, 24.4,
22.5,23.1,22.1,24.5,24.6, 23.2,22.9, 23.3, 21.9, 22.3, 22.3, 22.4, 23.2, 25.4, 22.0,
24.8,23.5,23.4,24.8, 22.8, 22.3, 23.6, 23.9, 21.9, 21.8, 22.1, 22.8, 23.3, 24.8, 24.5,
24.6,23.2,22.6,22.1, 235, 21.9, 22.2, 20.8, 21.8, 22.2, 23.2, 23.0, 22.6, 20.5, 23.0,
22.7,22.4,23.8,225,245, 21.6, 22.0, 22.3, 22.7,23.2, 22.0, 25.2, 24.6, 22.0, 24.7,
20.4,25.1,23.8,22.8,24.9,21.7, 25.2, 25.0, 21.8, 24.6, 21.0, 25.0, 23.5, 20.4, 23.4,
25.6,21.9,24.6,24.0,23.4,22.1,22.0,22.4,215, 24.0, 22.2, 22.0, 24.8, 24.7, 25.8,
24.1,20.2,21.8,22.7,22.4,22.6, 24.7, 23.5, 24.8, 22.9, 21.8, 25.5, 24.7, 26.0, 22.4,
24.1,24.0,22.3,225,24.1, 23.8, 22.0, 23.7, 24.0, 21.8, 24.1, 21.4, 23.3, 22.5, 22.6,
21.7,23.2,23.0, 255, 21.8, 23.6, 21.5, 22.6, 22.9, 22.0, 23.9, 27.0, 23.4, 22.5, 21.8,
19.7,22.6, 23.4, 22.5, 23.2, 21.3, 22.8, 23.6, 21.0, 21.0, 22.7, 23.0, 22.3, 22.3, 24.0,
20.1,23.4, 24.6, 25.4, 24.1, 22.6, 22.6, 21.5, 23.2, 21.5, 22.7, 24.6

xu = 32.0, 30.5, 28.8, 32.4, 32.2, 35.7, 31.9, 30.5, 35.9, 35.6, 32.8, 37.2, 32.5, 36.9, 36.1,
31.1,36.2,38.2,37.2,37.1, 32.5, 33.0, 27.9, 29.8, 31.1, 29.9, 28.7, 29.2, 30.5, 30.1,
32.5,30.1, 29.0, 37.5, 37.3, 32.0, 35.1, 33.2, 45.0, 34.1, 36.4, 33.6, 36.7, 35.8, 26.1,
29.7,27.9, 28.8, 28.8, 26.8, 26.0, 26.7, 29.6, 38.5, 27.7, 35.9, 33.1, 37.7, 31.6, 34.5,
36.2, 32.5, 32.7, 33.6, 35.3, 34.8, 29.6, 32.8, 32.6, 27.3, 31.5, 30.3, 29.7, 29.3, 29.4,
29.3, 30.2, 30.8, 31.4, 30.3, 29.4, 29.9, 34.3, 31.2, 29.7, 32.4, 32.6, 29.2, 30.2, 28.8,
29.1, 31.4, 30.1, 33.3, 30.3, 32.9, 31.6, 30.6, 31.6, 35.3, 32.2, 27.9, 31.0, 31.0, 30.1,
31.0, 30.5, 35.1, 35.1, 32.1, 33.3, 33.5, 35.3, 30.7, 31.8, 29.8, 29.9, 33.4, 33.6, 32.1,
33.9, 33.0, 34.4, 30.6, 34.4, 35.6, 33.8, 33.9, 33.3, 31.6, 27.5, 31.2, 33.5, 33.6, 34.0,
30.9, 32.7, 34.3, 31.7, 35.5, 30.8, 32.0, 31.6, 30.5, 31.8, 33.5, 36.1, 33.3, 25.8, 36.0,
31.6, 38.5, 27.8, 30.6, 33.7, 32.2, 35.2, 31.6, 27.0, 30.1, 27.0, 31.3, 33.5, 28.3, 34.0,
36.4,30.2,37.2,36.1, 32.5, 30.4, 24.8, 31.0, 32.4, 35.4, 31.0, 31.5, 34.4, 34.8, 39.1,
35.6, 27.7, 31.4, 30.0, 30.5, 32.9, 37.2, 36.4, 36.6, 33.4, 29.6, 37.1, 34.0, 33.7, 31.7,
32.9,31.2,30.8, 30.6, 33.8, 31.7, 29.4, 32.1, 32.9, 34.8, 37.3, 33.1, 36.7, 31.4, 29.0,
30.9, 36.8, 29.5, 32.7, 28.6, 34.7, 31.3, 27.5, 35.7, 28.5, 31.4, 38.4, 27.9, 29.4, 34.1,
25.3,33.4,33.2,34.6,32.4, 31.7, 31.8, 30.9, 27.8, 31.3, 30.3, 32.6, 35.1, 29.8, 35.9,
28.5, 34.9, 35.6, 35.3, 32.1, 29.2, 37.5, 25.6, 35.2, 31.3, 30.5, 33.7

X2 = 27.4,28.9,25.2,29.4,27.7, 30.6, 27.8, 29.0, 31.1, 30.0, 29.4, 30.2, 28.6, 31.6, 30.5,
26.4, 30.8, 31.6, 30.5, 30.1, 30.3, 32.8, 25.9, 26.7, 28.0, 28.2, 27.0, 26.6, 27.9, 26.7,
27.7,26.4,30.0, 31.5, 31.7, 29.8, 30.6, 30.5, 29.0, 31.0, 32.7, 28.7, 29.8, 31.5, 23.1,
27.4,26.2,26.8, 25.5, 25.8, 25.8, 26.1, 26.0, 27.4, 27.5, 30.2, 28.3, 30.9, 28.8, 29.6,
31.8,29.8, 29.9, 29.0, 31.1, 30.1, 27.4, 27.4, 28.1, 27.1, 27.3, 27.3, 27.3, 25.7, 27.0,
27.0,29.2,25.7,26.8, 28.7, 27.2,25.2, 29.6, 27.3, 26.3, 27.7, 28.0, 28.4, 29.3, 29.6,
27.7,28.4,28.2,29.6, 27.9, 30.8, 30.1, 27.8, 27.5, 30.9, 31.0, 26.2, 29.2, 30.3, 27.2,
29.4,28.5, 29.6, 30.7, 26.0, 28.2, 27.8, 31.1, 27.6, 27.3, 26.3, 28.0, 29.8, 29.5, 28.6,
31.2,29.6, 28.0, 27.5, 29.2, 30.2, 30.3, 28.2, 29.6, 27.8, 26.5, 28.4, 28.6, 29.3, 29.8,
28.8,28.3,28.4,27.4,29.8, 27.9, 28.5, 27.5, 27.2, 29.7, 28.3, 30.3, 29.7, 25.2, 30.4,
29.0, 33.8, 26.3, 28.3, 29.2, 27.7, 30.7, 28.0, 34.9, 28.2, 26.3, 29.2, 30.6, 26.2, 31.2,
33.7,28.7,33.1, 31.8, 29.8, 27.4, 25.9, 28.7, 28.4, 21.0, 26.9, 26.6, 29.5, 30.3, 32.5,
29.0, 24.6, 28.3, 26.4, 28.9, 29.3, 31.8, 30.4, 32.4, 29.2, 27.3, 31.2, 30.1, 29.9, 27.1,
29.8, 27.3, 27.8, 30.0, 28.8, 28.4, 26.6, 28.9, 29.2, 30.7, 23.1, 29.5, 31.6, 27.5, 26.2,
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X3 =

28.8, 31.0, 27.9, 30.0, 26.7, 29.1, 26.3, 25.9, 30.4, 25.7, 29.9, 32.0, 27.0, 26.8, 31.1,
22.0, 29.3, 30.0, 30.1, 29.7, 27.3, 29.1, 29.6, 26.1, 28.7, 26.3, 28.5, 29.6, 28.9, 30.5,
24.8, 30.1, 30.7, 29.8, 29.3, 27.3, 32.6, 25.7, 28.6, 27.2, 29.4, 30.0
17.1,18.2,16.6,18.2,17.7,18.8, 17.7, 18.8, 18.2, 19.2, 18.5, 19.0, 17.7, 18.8, 18.2,
16.9,17.3,19.3,185, 18.2, 18.4,19.9, 16.7, 17.1, 17.6, 17.7, 16.5, 17.0, 17.2, 17.6,
18.4,17.9,18.8,18.7,19.7,17.0, 19.0, 19.4, 21.4, 18.3, 21.4, 17.4, 18.4, 18.8, 16.1,
18.3,17.3,17.9,16.3, 16.8, 17.3, 17.2, 16.9, 18.5, 18.5, 18.9, 18.5, 19.2, 18.2, 18.5,
20.2,18.3,19.1,18.8, 18.4, 18.7,17.4,18.7, 18.1, 17.3, 18.6, 18.3, 18.2, 16.9, 16.8,
18.3,18.1, 18.8, 18.3, 19.0, 19.0, 17.7, 19.0, 19.2, 18.0, 18.2, 18.8, 18.1, 18.8, 18.7,
17.7,18.8,18.4,19.1, 17.8, 20.4, 18.5, 18.2, 18.2, 18.3, 18.6, 17.0, 18.4, 19.7, 17.7,
18.8,18.1,19.1,19.2,17.3, 18.1, 17.4,19.8, 17.4,17.5, 17.3, 18.1, 19.5, 18.5, 18.0,
19.5,18.4,17.6,17.6,18.0, 17.6,17.2,17.4,18.1,17.7,17.6, 17.1, 17.9, 17.3, 18.1,
17.6,17.1,17.7,17.6, 18.7, 16.6, 17.8, 17.9, 18.2, 18.3, 17.3, 18.7, 18.4, 16.9, 18.4,
17.8,19.6,17.4,17.9,19.4,17.7,19.1, 18.6, 16.9, 18.2, 16.5, 19.1, 19.7, 16.5, 18.5,
19.4,17.7,19.8,18.8,17.4,17.7,16.9,17.7,17.8, 20.1, 16.9, 16.7, 18.4, 18.1, 19.9,
19.0,16.5,17.2,17.4,17.7,18.2, 20.0, 19.1, 18.8, 18.5, 17.9, 19.9, 18.7, 18.5, 17.1,
18.8,17.4,16.9, 185, 18.8, 18.6, 17.4,18.7, 18.4,17.4,19.4,17.3, 18.4, 17.7, 17.6,
17.4,18.9, 18.6, 19.0, 18.0, 18.4, 17.8, 18.6, 19.2, 17.1, 18.9, 19.6, 17.8, 17.0, 19.2,
15.8, 18.8, 18.4, 18.8, 19.0, 16.9, 19.0, 18.0, 17.6, 18.3, 18.3, 19.0, 18.5, 18.3, 19.1,
16.5, 19.4, 19.5, 195, 185, 18.5, 18.8, 18.5, 20.1, 18.0, 19.8, 20.9

12.3,6.1, 25.3,10.4, 28.7,20.9,19.2,12.4,4.1,11.7, 7.1, 7.8, 20.8, 21.2, 22.1, 20.9,
29.0, 22.9, 16.0, 16.5, 19.1, 15.2, 15.6, 17.7, 14.0, 3.7, 7.9, 22.9, 3.7, 8.8, 11.9, 5.7,
11.8, 21.3, 32.3, 40.1, 24.2, 28.4, 35.2, 32.6, 34.5, 32.9, 31.6, 32.0, 7.7, 13.9, 10.8,
5.6, 13.6, 4.0, 10.2, 6.6, 8.0, 6.3, 3.9, 22.6, 20.4, 28.0, 31.5, 24.6, 26.1, 29.8, 30.7,
25.8,32.3,30.0, 21.5, 13.8,6.3, 12.9, 24.3, 8.8, 8.5, 13.5, 11.8, 18.5, 8.8, 22.2, 21.5,
18.8, 31.4, 26.8, 18.4, 27.0, 27.0, 26.6, 14.9, 23.1, 8.3, 14.1, 20.5, 18.2, 8.5, 24.9,
9.0, 17.4, 9.6, 11.3, 17.8, 22.2, 21.2, 20.4, 20.1, 22.3, 25.4, 18.0, 19.3, 18.3, 17.3,
21.4,19.7,28.0, 22.1, 21.3, 26.7, 16.7, 20.1, 13.9, 25.8, 18.1, 27.9, 25.3, 14.7, 16.0,
13.8,17.5,27.2,17.4,20.8, 14.9, 18.1, 22.7, 23.6, 26.1, 24.4, 27.1, 21.8, 29.4, 22.4,
20.4, 24.9, 18.3, 23.3, 9.4, 10.3, 14.2, 19.2, 29.6, 5.3, 25.2, 9.4, 19.6, 10.1, 16.5,
21.0,17.3,31.2,10.0, 12.5, 22.5, 9.4, 14.6, 13.0, 15.1, 27.3, 19.2, 21.8, 20.3, 34.3,
16.5,3.0,0.7, 20.5,16.9, 25.3,9.9, 13.1, 29.9, 22.5, 16.9, 26.6, 0.0, 11.5, 12.1, 17.5,
8.6, 23.6, 20.4, 20.5, 24.4, 11.4, 38.1, 15.9, 24.7, 22.8, 25.5, 22.0, 17.7, 6.6, 23.6,
12.2, 22.1, 28.7, 6.0, 34.8, 16.6, 32.9, 32.8, 9.6, 10.8, 7.1, 27.2, 19.5, 18.7, 19.5,
47.5,13.6, 7.5, 245, 15.0, 12.4, 26.0, 11.5, 5.2, 10.9, 12.5, 14.8, 25.2, 14.9, 17.0,
10.6, 16.1, 15.4, 26.7, 25.8, 18.6, 24.8, 27.3, 12.4, 29.9, 17.0, 35.0, 30.4, 32.6, 29.0,
15.2,30.2, 11.0, 33.6, 29.3, 26.0, 31.9
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