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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

CEBIRSEL SAYILAR TEORISI KULLANARAK DNA KODU INSA ETME

Emre GUDAY

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiist
Matematik Anabilim Dal

Damigsman: Prof. Dr. Ali Biilent EKIN

Bir DNA kodu, S = {4, C,G, T} sembol kiimesi iizerinde, sabit n uzunlugundaki kelimele-
rin bir kiimesi olarak tanimlanir. DNA kodlar1;; DNA hesaplamasi, DNA mikrodizilim tek-
nolojileri ve kimyasal kiitiiphaneler gibi alanlara uygulanmaktadir. Bu uygulamalarda belli
kombinatorik kisitlamalar: saglayan DNA kodlar: istenmektedir. DNA kodu inga etmedeki
esas problem, olabildigince fazla kisitlamay1 saglayan ve olabildigince fazla kodkelimesine
sahip olan DNA kodlar1 olugturmaktur.

Bu tezde, indirgenmez devirli kodlarin agirliklar: ile Gauss periyodu arasindaki iligkiden ya-
rarlanilarak kisitlamalarin tamamim saglayan DNA kodlar: inga edilmistir. Tezin giris boli-
miinde literatiir taramasina yer verilmis ve DNA kodlarinin saglamasi istenen kisitlamalar
aciklanmistir. Ikinci boliimde sonlu cisimlerden ve kodlama teorisinden bazi temel kavram-
lar verilmistir. Uciincii boliimde Gauss toplamlar: tanimlanmis ve bazi énemli 6zellikleri
¢aligilmigtir. Dérdiincli boliimde tezin en 6nemli arac1 olan Gauss periyodu caligilmigtir.
Son bdéliimde belli kombinatorik kogullari saglayan DNA kodlar1 inga edilip parametreleri
hesaplanmigtar.

Bu tezdeki hesaplamalarda MAGMA Computer Algebra programi kullanilmigtir.

Agustos 2020, 56 sayfa

Anahtar Kelimeler: Gauss Toplami, Gauss Periyodu, Indirgenmez Devirli Kodlar,
Indirgenmez Devirli Kodlarin Agirhiklar;, DNA Kodu Insas:
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ABSTRACT

Master Thesis

CONSTRUCTION OF DNA CODES BY USING ALGEBRAIC NUMBER THEORY

Emre GUDAY

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ali Biilent EKIN

A DNA code is defined as a set of words of fixed length n over the symbol set S =
{A,C,G, T}. DNA codes are implemented in DNA computations, DNA microarray tech-
nologies and chemical libraries. In these applications, DNA codes satisfying certain com-
binatorial constraints are desired. The main problem in construction of a DNA code is
to find a DNA code that satisfies as many constraints as possible and contains as many
codewords as possible.

In this thesis, DNA codes which satisfy certain constraints are constructed by using a rela-
tion between weigths of irreducible cyclic codes and the Gaussian periods. In introduction
of the thesis, a literature survey is presented and constraints that are desired to be satis-
fied by DNA codes are introduced. In the second chapter, some basic concepts from finite
fields and coding theory are presented. In the third chapter, Gauss sums are defined and
some important properties of them are studied. In the fourth chapter, Gaussian periods
which is one of the most important tools in the thesis are studied . In the last chapter,
DNA codes satisfying the combinatorial constraints given in Introduction are constructed.
Furthermore, their parameters are computed with the help of MAGMA Computer Algebra
System.

August 2020, 56 pages

Key Words: Gauss Sums, Gaussian Periods, Irreducible Cyclic Codes, Weigths of
Irreducible Cyclic Codes, Construction of DNA Codes
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1. GIRIS

DNA kodu ingasimin ortaya ¢ikisi, Amerikan bilgisayar bilimci Leonard Adleman’in
1994 yilindaki ¢aligmasi olarak kabul gérmektedir (Adleman 1994). DNA kodlari;
DNA hesaplamada (Marathe vd. 2001, Frutos vd. 1997), DNA mikrodizilim tekno-
lojilerinde (Shena vd. 1995) ve kimyasal kiitiiphanelerde (Branner ve Larner 1992)
uygulanmaktadir. Bu uygulamalarda basarili calismalar gerceklestirmek icin belli

kombinatorik kisitlamalar: saglayan DNA kodlarina ihtiya¢ duyulmaktadir.

DNA’nin dogal yapis1 dért ana unsurdan olugmaktadir. Bunlar, adenin (A), sito-
zin (C), guanin (G) ve timin (T) ’dir. Bu unsurlar arasinda Watson-Crick eglenik
prensibi olarak bilinen bir iligki vardir. Adeninin eglenigi timin, guaninin eglenigi de

sitozindir (A=T,T = A, C = G ve G = C) (D’yachkov vd. 2005).

Bir DNA kodu, (n, M, d,w) ile gosterilirken; n ile kodkelimesi uzunlugu, M ile kod-
kelimesi sayisi, d ile minimum Hamming uzakligi ve w ile de Guanin ve Sitozin igerigi

say1s1 gosterilmektedir.

DNA kodu inga etmekte esas problem, kodkelimesi uzunlugu sabit n sayis1 olan
ve olabildigince fazla kisitlamay1 saglayan en genis DNA kodunu bulmaktir (Hong
vd. 2016).

DNA Kodlar1 Uzerindeki Kisitlamalar

DNA kodlar iizerinde, uygulamaya yonelik, ¢esitli kisitlamalar vardir. Genel olarak

bu kisitlamalar agagidaki gibi iki sinifa ayrilabilir:
A) Kombinatorik kisitlamalar
B) Termodinamik kisitlamalar

Bu tezde kombinatorik kisitlamalar1 saglayan DNA kodlar1 insa edilecektir. DNA

kodlarimin saglamasi istenen kombinatorik kisitlamalar asagida agiklanmigtir.
1
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Hamming Uzaklig1 Kisitlamasi:
Herhangi bir Hamming uzakligr d ve x # y olacak bigimde herhangi iki x ve y
kodkelimesi i¢in

H(z,y) >d

saglanmalidir (Gaborit ve King 2005). Iki kodkelimesi arasindaki Hamming
uzakligi, kodkelimelerinin birbirlerinden farkli olan yerlerinin toplam sayisi

olarak hesaplanir.

Ornek: = ACGTACGT ve y = TCGGATCC olsun. H(z,y) = 5 olur.

Ters Sirada Yazilis (Reverse) Kisitlamasi:

Herhangi bir Hamming uzakligi d ve y := (yo,¥1,...,Yn_1) sirall n-lisi i¢in

y® = (Yn_1,Yn_2, - - -, Yo) olmak iizere herhangi iki z ve y kodkelimesi i¢in
H(w,y") >d

saglanmalidir (Gaborit ve King 2005). Burada = = y olabilir.
Ornek: © = TCGGATCC ve y = TCGGATCC olsun.
Bu durumda y® = CCTAGGCT olup, H(z,y?) = 6'dir.

Ters-Eslenik(Reverse-Complement) Kisitlamasi:

Herhangi bir Hamming uzakligi d ve y := (yo,y1,-..,Yn_1) sirall n-lisi i¢in

7% = (Yn_1,Un_2, - - -, o) olmak iizere herhangi iki x ve y kodkelimesi icin
H(z,yR) > d

saglanmalidir (Gaborit ve King 2005).
Ornek: © = GTACGCGT ve y = GTACGCGT olsun.
Bu durumda y® = ACGCGTAC olup, H(z,yR) = 6'dir.

GC-Icerigi Kisitlamas:

Her bir kodkelimesindeki Guanin veya Sitozin bulunan yerlerin toplam sayisi
ayni ve w-tane olmalidir (Gaborit ve King 2005).

Ormek: C = {AGGA,GTCA,CTTC,ACTG,GGTT, TTGG} olsun.

C’nin her bir kodkelimesi i¢in w = 2 olur.
2



Biiyiik n sayilar1 i¢in bu dort kogulu ayni anda saglayan bir DNA kodu inga etmek
olduk¢a zordur. Ayrica uygulamalarda olabildigince fazla bilgi depolamak i¢in, ola-
bildigince fazla kodkelimesi istenir. Bir¢ok durumda en fazla kodkelimesi sayisina

w = | 5| oldugunda ulagihr (King 2003).

2005’te n < 20 i¢in (3) ve (4) kogullarimi saglayan bir DNA kodu inga etmek igin
hata diizelten kodlar kullanilmigtir (Gaborit ve King 2005). 2008’de n < 20 igin (1),
(3) ve (4) kosullarin saglayan (Montemanni ve Smith 2008), 2011'de n < 30 igin
(1) ve (4) kogullarim saglayan (Smith vd. 2011), 2012’de n < 30 igin (1), (3) ve (4)
kogullarimi saglayan DNA kodlar inga edilmistir (Aboluion vd. 2012).

DNA kodu inga etme problemi iizerine bir¢ok yaklagim mevcuttur. Bu tezde daha
biiylik n sayilari i¢in iyi 6zelliklere sahip yeni DNA kodlari, cebirsel sayilar teorisin-
den metotlar kullamlarak insa edilecektir. 11k olarak (1) ve (4) kosullarini saglayan
bir DNA kodu insa edilecektir. Insa edilen DNA kodlarinin parametrelerini hesap-
lamak i¢in Gauss periyodu ile indirgenmez devirli kodlarin agirliklar: arasindaki bir
bagintidan yararlanilacaktir. Daha sonra (1), (3) ve (4) kosullarini saglayan ve son
olarak kisitlamalarin tamamini saglayan yeni DNA kodu inga edilip bu kodlarin pa-
rametrelerini hesaplamak icin MAGMA Computer Algebra program dilindeki kodlar

verilecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Kodlama teorisinin temel tasi sonlu cisimlerdir. Ilk kisimda sonlu cisimler taniti-
lacaktir. Ardindan kodlama teorisinden, 6énemli kavramlar, tanimlar ve teoremler
verilecektir. Daha sonra, devirli kodlar ve indirgenmez devirli kodlar tanimlanacak
ve indirgenmez devirli kodlara bir 6rnek gosterilecektir. Son kisimda ise ters sirada

yazilabilen ve yazilamayan kodlar tanitilip, 6rnekler verilecektir.
2.1 Sonlu Cisimler

Sonlu say1da elemani olan cisme sonlu cisim denir. Bir p asalii¢in Z, = {0,1,...,p — 1}

kiimesi sonlu cisimlere bir 6rnektir.
Tanmim 2.1 Bir p asal sayisi i¢in F, := {0,1,...,p — 1} kiimesi tanimlansin.

¢:Z, —F,

a— ¢(a) :=a

seklinde tanimlanan izomorfizm ile Z,'nin cisim yapisi IF,'ye tasinir. Bu F,, cismine, p
elemanli Galois cismi denir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Burada, her a,b € F,, icin a + b := ¢(@ + b) ve a.b := ¢(a.b) seklinde tanimlanur.
Uyar1 2.1 Sonlu bir cismin karakteristigi asaldir.

Teorem 2.1 F, bir sonlu cisim olsun. Bu takdirde her a € F, i¢cin a? = a olur (Lidl ve

Niederreiter 1997).

Teorem 2.2 (Varlik ve Teklik) Her p asali ve her pozitif r tamsayisi icin p” elemanl
bir sonlu cisim vardir ve bu cisim 2¥" — x € F,[z] polinomunun pargalanis cismine

izomorftur (Lidl ve Niederreiter 1997).

Teorem 2.3 (Alt Cisim Kriteri) F,- bir sonlu cisim olsun. F,-'nin p* elemanl her
alt cismi icin t|r'dir. Tersine r'nin her pozitif ¢ béleni igin, F,-'nin bir tek F,: alt cismi

vardir (Lidl ve Niederreiter 1997).



Ornek 2.1 Fjs0 cisminin biitiin alt cisimleri 30'un pozitif bolenleri listelenerek belirle-
nebilir.
F330
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]FSIO F315

X
N

Sekil 2.1. F330 cisminin alt cisimleri
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F
Fs

35

Fs

Bundan sonra ¢ = p' elemanli herhangi bir sonlu cisim F, ile, onun r. dereceden

genislemesi de [~ ile gosterilecektir.

Teorem 2.4 T, bir sonlu cisim olmak iizere, F}; := F, — {0} ¢arpimsal grubu devirlidir

(Lidl ve Niederreiter 1997).

Tanim 2.2 F; grubunun bir iiretecine I, sonlu cisminin primitif elemani denir (Lidl ve

Niederreiter 1997).

Tamim 2.3 f(z) € F,[z] polinomunun derecesi r > 1 olsun. Eger f(z), F,» cisminin
bir primitif elemanimin minimal polinomu ise f(x) polinomuna F, iizerinde bir primitif

polinom denir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Uyar1 2.2 ®, Euler phi fonksiyonu olmak iizere, IF, sonlu cisminin tam ®(g — 1) tane

primitif elemani vardir,

Teorem 2.5 Her F, sonlu cismi ve her r € Z7 i¢in F,[x] polinom halkasinda derecesi

r olan bir indirgenmez polinom vardir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Teorem 2.6 f(x) € F,[x] indirgenmez polinomunun derecesi r > 1 olsun. Bu durumda

f(x) polinomunun 6 € F - olacak bigcimde bir kokii vardir. Dahasi, f(z) polinomunun
)



tlim kokleri 0,07, qu, o ,HqT_l seklindedir. Burada 6,67, 6‘12, o ,qu_l € F, elemanla-
rina 0'nin F-eslenikleri denir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Sonlu cisimlerin yapisi karakterize edildikten sonra Gauss toplaminin taniminda
ve indirgenmez devirli kodlarin ingasinda 6nemli bir yere sahip olan, F,’daki bir

elemanin izi kavrami tanimlanacak ve bazi 6zellikleri verilecektir.

Tanim 2.4 F, < Fy- olsun. @ € Fyr icin iz doniisiimii
Try(a) =a+al+a” +-- +a?

seklinde tanimlanir (Lidl ve Niederreiter 1997). ¢ = p durumunda kisaca T'r ile gosterilir.
Teorem 2.7 Vo, [ € Fyr ve Ve € F, olsun. Bu durumda,

1) Try(a) € F,,

2) Tr,:F, — T, orten bir lineer doniisiimdiir,

3) Try(af) =Tr,(a),

4) Try(c) =r.c,

ozellikleri saglanir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Ornek 2.2 F, := {0,1,a,0%}, f(z) := 2> + 2 + a € Fyx] primitif polinom ve
f(0) = 0 olsun. Bu durumda 6, 42 cisminin bir primitif elemanidir. Her 5 € Fy2 igin iz
doniisimii,

Try(B) == B+ 6

seklinde tanimlanir. Buradan F42 cisminin elemanlarinin izi,

Try(0) = Try(1) = Try(0°) = Try(6*°) = 0,

Try(0%) = Try(0") = Try(0?) = Try(6") = a,

) (

T7°4<9) T7"4(9 ) T7’4( ) T7'4(98) = 1,
) (
) (

TT4(93 Try 911) Try (812) TT4(814) = a?,

olarak hesaplanr.



2.2 Kodlama Teorisi

Kodlama teorisi, Claude Elwood Shannon’in The Bell System Technical Journal ta-
rafindan 1948’de yayinlanan "A Mathematical Theory of Communication" adli gigir
acan makalesi ile ortaya ¢ikmigtir. Shannon bu makalesinde, bilginin sikigtirilarak
iletilmesini c¢aligmis ve bunu gerceklestirecek kodlarin var oldugunu kanitlamigtir

(Shannon 1948).

[, bir sonlu cisim olsun. Bu durumda Fy, n-boyutlu bir F,-vektor uzayidir. Fy vek-
tor uzaymim bostan farkh herhangi bir altkiimesine [F; iizerinde bir ¢-lu kod denir.
Kodun elemanlarma ise kodkelimesi ad1 verilir. Ornegin 1 ve 0’lardan olusan koda

ikili kod denir.

Tanim 2.5 Her z:= (21,22, ...,%n),y = (Y1,Y2, - -, Yn) € Fy icin

1 z #vy
5(5@',%) =
0 x, =y

olmak uzere,
H(z,y) ==Y 6(x:,y)
i=1
fonksiyonuna Hamming uzakhg: denir (Hill 1986).
Ornek 2.3 z=(1,0,1,0,1), y = (1,1,0,1,1) € F3 icin H(z,y) = 3'tiir.

Bir kod i¢in 6nemli bir parametre, minimum Hamming uzakhgidir ve soyle tanim-

lanir:
Tanim 2.6 C herhangi bir kod olsun.

H(C) :=min{H(z,y) | x,y € C ve x # y}
sayisina C kodunun minimum Hamming uzakligi denir (Hill 1986).

Ornek 2.4 C = {(0,02,a),(a%0,0?), (a,0?,0), (a,a,a?), (0? a,a)} C F? kodu
gdz oniine alindiginda H(C) = 2'dir. Bunu bulmak igin (g) = 10 tane kiyaslama yapil-

mistir.



Kodkelimesi uzunlugu n, kodkelimesi sayist M ve minimum Hamming uzakhgi d
olan bir kod, (n, M,d) ile gosterilir. Iyi bir kod; mesajlarm hizh iletilebilmesi icin
kii¢iik bir n, olabildigince ¢esitli mesajlar iletilmesi i¢in biiytik bir M ve olabildigince

¢ok sayida hatanin diizeltilmesi i¢in biiyiik bir d degerine sahip olmalidir.

Kodlama teorisinin ana problemi, bu ii¢ parametreden ikisi verildiginde, diger para-
metre i¢in en iyi degeri bulmaktir. Yaygin problem ise, n ve d degerleri verildiginde

en biiyiik M sayisin1 bulmaktir.

Bu tezde inga edilecek olan DNA kodlar1 lineer kodlarin 6nemli bir alt ailesi olan de-
virli kodlardan, 6zellikle indirgenmez devirli kodlardan elde edilecektir. Dolayisiyla
lineer kodlardan bazi 6nemli kavramlara deginerek devirli ve indirgenmez devirli
kodlarm teorisini gelistirmekte fayda vardir. Insa edilecek olan ve bahsi gecen kisit-

lamalar1 saglayan DNA kodlarimin lineer olmadigina dikkat edilmelidir.

Tanim 2.7 F} vektdr uzayinin k-boyutlu herhangi bir altuzayina, I, iizerinde bir [n, k|

lineer kod denir (Hill 1986). Bazen bir lineer kod [n, k,d] ile de gosterilebilir.

Yukaridaki érnekte verilen C kodu, [ tizerinde bir (3,5, 2) kodudur.

Uyar1 2.3 Bir [n, k, d] lineer kodu, ayni zamanda bir (n, ¢*, d) kodudur.

M tane kodkelimesine sahip bir kodun minimum Hamming uzakligin1 bulmak icin
(Aj) tane kiyaslama yapilmalidir. Ancak lineer kodlarla ¢aligiliyorsa, daha az zaman
harcayarak kodun minimum Hamming uzakligini bulmak miimkiindiir. Bu avantaj

agsagidaki agirlik kavrami ile elde edilir.

Tanim 2.8 z € F} elemaninin sifirdan farkli koordinatlarinin sayisina 2 vektdriiniin
agirhgr denir ve w(x) ile gosterilir.

Ornegin, (1,0,1,0, 1) vektériiniin agirlign 3'tiir.

Teorem 2.8 C bir lineer kod olsun ve C'deki sifirdan farkli kodkelimelerinin agirlkla-

rinin en kiicigli w(C) ile gosterilsin. Bu durumda,

H(C) = w(C)
8



esitligi saglanir.

Teorem 2.8 geregi bir C lineer kodunun minimum Hamming uzakligin1 bulmak i¢in
M — 1 tane kodkelimesine bakmak yeterlidir. Ancak yine de M nin biiyiik degerleri
icin bu yontem ¢ok zaman alabilir. Bu ylizden agirlik formiilleri geligtirilmigtir. Bu
tezde inga edilecek kodlar Fj iizerinde indirgenmez devirli kodlardir. Dolayisiyla
bu kodlarin minimum Hamming uzakliklarini bulmak i¢in F, {izerinde indirgenmez

devirli kodlarin agirlik formiiliinden yararlanilacaktir.

Tanim 2.9 C bir [n, k| llineer kodu olsun. Satirlari C'nin baz elemanlari olan k& x n

tipindeki matrise C icin bir lireteg matrisi denir (Hill 1986).

Herhangi iki u = (uy, ug, . . ., uy) ve v = (v1, v, ..., v,) € Fy vektorlerinin ig ¢arpimi,
< U,V >i= UV + UgVU2 + -+ + UpUp

seklinde tanimlanir. Eger, < u,v >= 0 ise u ile v vektorlerine ortogonal vektorler

denir.

Tanim 2.10 C bir [n, k] lineer kodu olsun. C'nin her bir kodkelimesi ile ortogonal olan

vektorlerin kiimesine C'nin dual kodu denir ve C* ile gosterilir. Yani C'nin dual kodu,
Ct={veF,| <u,v>=0, Yue C}
kiimesidir (Hill 1986).

Teorem 2.9 C, lineer [n, k|-kodu olsun. Bu takdirde C* dual kodu lineer [n,n — kJ-
kodu olur (Hill 1986).

Sonug 2.1 C lineer kod olsun. (C*)+ = C'dir (Hill 1986).

Tanim 2.11 C* kodunun iiretec matrisine C icin bir benzerlik kontrol matrisi denir

(Hill 1986).
2.3 Devirli Kodlar

Devirli kodlar, zengin cebirsel yapisi ile kodlama ve kod ¢oziimleme tekniklerinin

kolay uygulanabilmesi acisindan lineer kodlarin énemli bir alt ailesidir. Hamming
9



kodlari, Golay kodlar1 ve BCH kodlar1 devirli kodlara denk olan 6nemli kodlar-
dan birkacidir. Bu tezde DNA kodlarinin ingas1 devirli kodlarin 6zel bir tiirii olan
indirgenmez devirli kodlara dayanmaktadir. Dolayisiyla indirgenmez devirli kodlar

calisilmadan 6nce devirli kodlar1 incelemek faydali olacaktir.
Tanim 2.12 Bir C kodu lineer ve

V(co, 1y v yena1) € Cigin (¢y1,coy ..., Cp2) € C
oluyorsa C koduna devirli kod denir (MacWilliams ve Sloane 1977).

Ornek 2.5 C = {(0,0,0),(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} C F?3 bir devirli koddur.

Fy ve Fy[z]/(2" — 1) birbirine izomorf oldugundan a := (ag,a1,...,a,-1) € F}
vektoriine a(z) == ag + @z + -+ + a,_12™ " € Fylz]/(z™ — 1) polinomu goziiyle
bakmak, devirli kodlarda avantaj saglamaktadir. Esasinda bu avantaj kodlama ve
kod ¢ozlimleme eyleminin "feed-back shift register" diye adlandirlan donanimlar
vasitasiyla kolayca uygulanabilmesini saglar; ancak burada devirli kodlarin cebirsel
ozelliklerini gelistirmek amacina hizmet edecektir.

Simdi a(z) polinomu z ile garpilirsa:

va(z) = apr + a1 + - 4 ap_ 12"

2 ~1
= Qp_1 + aox + a1z° + -+ + a,_o2"

a vektoriiniin dairesel bir kaymasi olan (a,_1, ag, ai, . .., a,_2) vektori elde edilir.

Teorem 2.10 F,[z]/(z™ — 1)'in bir C altkiimesinin devirli kod olmasi i¢in gerek ve

yeter sart C'nin bir ideal olmasidir (Lint 1999).
Teorem 2.11 f(x) € F,[z]/(z™—1) olmak iizere (f(x)) bir devirli koddur (Hill 1986).

Ornek 2.6 f(z) =%+ 2% +2° + 1 € Fylz]/(27 — 1) olsun.

C=@+2°+23+1) ={0,2°+2°+ 23+ 1,25+ 2 + 2+ 1,25+ 25 + ot + 22, 25 +
P4ttt + Lt o+ 1,200 + 2t + 2P+ o)

kiimesi F, iizerinde bir devirli koddur. C'nin elemanlarina F3'nin elemanlan goziiyle

bakilarak,
10



C = {0000000, 1101001,0100111, 1110100, 1001110,0011101, 1010011,0111010}

kiimesinin devirli bir kod oldugu daha kolay gézlemlenebilir.

Asgagidaki teorem devirli kodlarin nasil inga edilecegini gostermesi agisindan 6nem

tegkil etmektedir.

Teorem 2.12 {0} # C C F,[z]/(z" — 1) bir devirli kod olsun. Asagidakiler saglanir:

(i) C 'de en kiiciik dereceli bir tek monik g(z) polinomu vardr,

(i) g(z)lz™ — 1.
(MacWilliams ve Sloane 1977).
Ornek 2.7 C = (z* + 2% + 2% + 1) devirli kodu goz Sniine alinsin.
' —1=(z4+ D+ + D) +22+1)
=+ 22+ 2+ D)@+ 22+ 1)
oldugundan x* + 23 + 2% + 1|z" — 1'dir.
Dahasi, (z% + 23 + 22 + 1) = (2 + 2° + 2® + 1) 'dir.

O halde 2" — 1 € F,[z] polinomunun F, tizerindeki ¢arpanlara ayrilisi biliniyorsa,

kodkelimesi uzunlugu n olan tiim devirli kodlar kolaylikla elde edilebilir.

Her bir devirli koda iligkin iki 6nemli polinom vardir. Bu polinomlar, iirete¢ po-

linomu ve kontrol polinomudur.

Tanim 2.13 C bir devirli kod olsun. C 'yi iireten en kiiciik dereceli ve monik g(z)

polinomuna C'nin irete¢ polinomu denir (Hill 1986).

Dikkat edilmelidir ki, devirli bir kodu iireten, iirete¢ polinomundan baska polinomlar

da mevcut olabilir; ancak iirete¢ polinomu tektir.

Tanmim 2.14 h(x) := (2™ — 1)/g(z) polinomuna C'nin kontrol polinomu denir (Mac-

Williams ve Sloane 1977).
11



Asagidaki teorem gostermektedir ki bir polinomun aslinda bir kodkelimesi olup ol-
madig1 h(z) polinomu araciligi ile 6grenilmektedir. Dolayisiyla bu polinoma kontrol

polinomu denilmigtir.

Teorem 2.13 {0} # C C F,[z]/(z" — 1) devirli kodu i¢in g(z) lireteg polinomu, h(z)

ise kontrol polinomu olsun. Bir ¢(z) € F,[z]/(z" — 1) polinomu icin
c(x) e C & c(x)h(z) =0
dir (Hill 1986).

Ornek 2.8 Bir 6nceki érnek ele alinirsa (Ornek 2.7),

23 + 22 + 1 polinomu C'nin kontrol polinomudur.

Gergekten, 2% + 2° + 23 +1 € Cigin (25 + 2° + 2° + 1)(2® + 22 + 1) = 0 olup,
P+ 22+ x+1¢ Cicin (22 + 2% + 2+ 1)(23 + 22 + 1) # 0 oldugu gdzlemlenebilir.

Devirli kodlar tanmimlar1 geregi lineerdir. Dolayisiyla akla gelen ilk soru bu kodun
boyutu ve lirete¢ matrisinin ne oldugudur. Asagidaki teorem, devirli bir kodun tireteg
polinomuna bakarak hem boyutunun hem de iirete¢ matrisinin elde edilebilecegini

gostermesi bakimindan énemlidir.
Teorem 2.14 C bir devirli kod ve

g(x) == go + o + - - - + gra®
polinomu, C'nin iiretec polinomu olsun. Bu durumda,

1) dim(C) =n—k,

2)
g 9 --- g 0 0 ... 0
G- 0 96 g9 --- g 0 ... 0
_O 0O ... 0 g o ... 9k |

C igin bir trete¢ matrisidir (MacWilliams ve Sloane 1977).
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Teorem 2.15 C bir devirli [n, ] kodu ve
h(z) :=ho+ hyxz+ -+ h.a"

C kodunun kontrol polinomu olsun. Bu durumda,

1) ]
he hoy .. he O 0 ... 0

"o 0O h- he—y ... hp 0 ... O
0 0 . 0 hy hyy ... hy

C icin bir benzerlik kontrol matrisidir.

2) C* dual kodu
hg(z) :=h, + hy_1x + - - - 4+ hoz"

polinomu tarafindan iretilir (Hill 1986).
24 indirgenmez Devirli Kodlar

Tanim 2.15 D bir devirli kod ve kontrol polinomu A(x) olsun. Eger h(z) indirgenmez

ise D'ye indirgenmez devirli kod denir (Lint 1999).

Ornek 2.9 C = (z*+2°+22+1) kodu indirgenmez devirli kodlara 6rnek gésterilebilir.

Asagidaki teorem indirgenmez devirli kodlar: inga etmede biiyilik kolaylik saglamasi

bakimindan 6nemlidir.

Teorem 2.16 F, ve I iki sonlu cisim, v € F - birin n.primitif kokii ve ¢" = 1 (mod n)

olacak bicimdeki en kiiciik pozitif tamsayi r olsun. Bu durumda

D = {cg := (Try(B), Try(B7),...,Try(By" 1) | BEF,}
kiimesi F, iizerinde bir [n, 7] indirgenmez devirli kodudur (Lint 1999).

Ispat. Once D kiimesinin devirli kod oldugu, sonra da onun kontrol polinomunun
indirgenmez bir polinom oldugu gosterilecektir. Her cg,c, € D ve a € F, igin,
CB + Ca = (TT‘Z(B + oz),Trq((B + O./)’}/), e ,T’f’q((ﬁ + O[),yn—l)> S D

acg = (Try(ap), Tre((aB)y), - - ,Trq((aﬁ)’y"_l)) €D
13



oldugundan D lineerdir.

Her cg € D igin,

cgy = (Trg(BY), Trg(BY)Y); -, Tre((BY)Y" 7)) € D
= (Tr,(By), Trq(ﬁ'yZ), . ,Trq(ﬁvn_l), Try(B)) € D

olur.

Yani D’nin her kodkelimesinin devirsel her kaymasi yine D'nin bir kodkelimesidir.
Dolayisiyla D bir devirli koddur.

Simdi, v € g birin n. primitif kékii ve y'nin F, {izerindeki minimal polinomu
h(x) := ho+hyz+... hy_12" ' +h,2" olsun. ¢" = 1 (mod n) olacak bigimdeki en kii-
¢iik porzitif tamsay1 r oldugundan h(z) polinomunun tiim kokleri, v, ~%, .. ., A7 dr.
Diger yandan  birin n. primitif kokii oldugundan z™ — 1 polinomunun da bir kokii-
diir. Sonug olarak, h(x) indirgenmez, h(y) = 0 ve " — 1 = 0 oldugundan h(x)|z" —1
elde edilir.

Simdi, h(z) ile iiretilen devirli kodun tireteg matrisi g6z 6ntine alinsin.

ho hq h., 0 0 0
" 0 hy M h, 0 0
0O 0 ... 0 hy hi ... h

Buradan (h(zx)) bir [n,n — r] devirli kodudur.

14



D’nin her bir kodkelimesi ¢g := (¢g, ¢1, . . ., cn—1) seklinde gosterilirse,

coho + crhy + -+ chy = hoTrg(B) + hiTry(By) + -+ + hTre(67")
=Tr,(B(ho + hy + -+ "))
= Try(Bh(7))
=0
crho + cahy + 4 crp1hy = hoTry(By) + M Tr (By?) + -+ + h.Try(8y")
= Trq(Bvh(7))
=0

Cnr1ho 4+ Co_thy = hoTry(BY"" 1) + - + B, Try (8" )

= Try(B7y" "' h(7))

=0

elde edilir ki bu da D ’nin her bir kodkelimesi ile, H matrisinin satirlarinin ortogo-
nal oldugunu gosterir. Buradan (h(z)) devirli kodu ile D devirli kodu birbirlerinin
dualidir. Sonug olarak H matrisi D i¢in bir benzerlik kontrol matrisidir. O halde
2"h(z~!) polinomu D i¢in kontrol polinomudur. Ayrica h(z) indirgenmez oldugun-
dan z"h(x~') polinomu da indirgenmezdir. Sonug olarak D, [n, r] indirgenmez devirli

kodudur. =

Ornek 2.10 6 € Fy4 primitif eleman, v = 6 birin 5.primitif kokii olsun. Teorem 2.16

geregince I, lizerinde [5, 2] indirgenmez devirli kod,

D := {CB = (T7’4(ﬁ),TT4(57),T7“4(572)7TT4(573)7T7’4(ﬁ74)) | B € Fq’}
15



= (Tr4(0), Tr4(0), Tr4(0), Tr4(0), Tr4(0))
= (0,0,0,0,0)

= (Try(1), Trs(6%), Tra(0°), Try(6°), Trs(6™))
0,02, a, a, )

= T?”4<9), TT4((94>, T7‘4(97), T?”4(610), T’f’4(913))

=
Il
>
Q)
>
|
—~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~

olmak lizere

(0 0 0 0 0]
0 o> a a o
> 0 o a «a
a o 0 o «
a o o 0 o
a2 a a o® 0
1 a 0 «
D— a 1 a 0
a 1 «
«o a 1 1
« a 1

1 1 o o
a2 1 0 1 a?
> o> 1 0 1
1 o2 a2 1 0

i 0 1 o* o 1 |

seklindedir.
2.5 Ters Sirada Yazilabilen Kodlar

Bu kisimda ters sirada yazilabilen kodlar tanimlanacak ve bir devirli kodun ne za-

man ters sirada yazilabilen kod olduguna dair bir teorem veilecektir. DNA kodlarimin
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saglamasi istenen kisitlamalardan birisi ters sirada yazilig kisitlamasidir. Bu kodla-

rin tezdeki 6nemi, bahsi gecen kisitlamanin hangi durumda saglanabilecegini, hangi

durumda saglanamayacagini gostermektir.
Tamm 2.16 C, F, iizerinde bir (n, M, d) kodu olsun.
Ve = (co,c1,. .. cn1) € Cigin ¢ := (ch_1,Cnn,...,c0) € C

oluyorsa C koduna ters sirada yazilabilen kod denir (Massey 1964).

Ornek 2.11 Asagida F, iizerinde ters sirada yazilabilen ve yazilamayan kodlara bazi

ornekler verilmistir.
1) A=1{(1,1,0),(0,0,1)} ters sirada yazilabilen kod degildir,

2) B={(1,0,1),(0,1,0)} ters sirada yazilabilen koddur,

3) C=1{(1,1,1),(1,0,0),(0,1,1),(0,0,0)} ters sirada yazilabilen kod degildir,

4) D={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(0,0,0)} ters sirada yazilabilen koddur.

Dikkat edilirse A ve B kodu lineer degil, C ve D kodu lineerdir. Dikkat edilirse ters

sirada yazilabilen kodlar lineer olmak zorunda degildir.

Simdi, ters sirada yazilabilen devirli kodlar incelenecektir.

Tamm 2.17 f(x) € F,[z], derecesi n olan bir polinom olsun.

fr(x) = 2" f(x™)
polinomuna, f(x) polinomunun resiprokal polinomu denir (Meyn 1990).

c:=(cg,c1,...,cn 1) kodkelimesinin ters sirada yaziligi olan ¢t := (

sirali n-lisine kargilik gelen polinom cg(z) ile gosterilirse bu polinom,

cr(z) = 2" el ™) =" g+t + - ™
1 1
p— n_l — DY —
=T (Co + CIJ,’ + + C”_lxn—1>
cor" M+ "+t
xn—1 )

=cor" M " 4 ey

— xn—l(

17
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seklinde elde edilir.

Simdi, C bir [n,n — k] devirli kod ve g(z) := go + 17 + - - - + gr_12" ' + 2 € F,[]
polinomu da C’nin iirete¢ polinomu olsun. Buradan,

c(x) =g(x)j(z) vedegj <n—Fk—1

cr(z) = 2" tg(a™)j(a™")
= gl e
yazilir. Burada ggr(z) = 2%g(z71) olduguna dikkat edilmelidir. O halde, ¢"~* farkli
j(x) polinomu yazilabildiginden, ggr(x) bir [n,n — k] devirli kodunu {iretir.

Tamm 2.18 g¢(x) € F,[z] polinomu igin,
9(z) = gr(z)
ise g(z) polinomuna self-resiprokal polinom denir (Massey 1964).

O halde bir devirli kodun ne zaman ters sirada yazilabilen bir kod oldugu agagidaki

teorem ile verilebilir.

Teorem 2.17 Ureteg polinomu g(z) olan devirli kodun ters sirada yazilabilen bir kod

olmasi icin gerek ve yeter sart g(x) = gr(x) olmasidir (Massey 1964).

Ornek 2.12 Ornek 2.10'da D'nin bir [5,2] indirgenmez devirli kodu gésterilmistir. -,
birin 5. primitif kokii ve 4" = 1 (mod 5) olacak bicimdeki en kiigiik pozitif tamsayi r = 2
oldugundan,
h(z) = (z =) (x — ")

= 2>+ a’z + 1 € Fy7]
elde edilir. Teorem 2.16 'dan hg(z) polinomu D indirgenmez devirli kodu igin bir kontrol
polinomudur. Buradan D'nin diretec polinomu,

g(@)(z* + x4+ 1) =2 -1
g(x) = (2° = 1)/(2* + @’z + 1)
glx) =2 +a’r* +o’r + 1

seklinde bulunur. gg(z) = g(x) oldugundan D, ters sirada yazilabilen bir koddur.
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Ornek 2.13 D = {cz := (Tr4(B), Tra(By), Tra(B7?), ..., Tra(By*))|8 € Fes} bir
[21, 3] indirgenmez devirli kodu i¢in ~, birin 21. primitif kokii ve 4" = 1 (mod 21) olacak

bicimdeki en kiiciik pozitif tamsayr » = 3'tiir. Buradan,

hw) = (x =) (x =" (@ =)

=2 + az® + 1 € Fy7]
olup D’nin iiretec polinomu
g(x) = (@' = 1)/(2° + ax + 1)
=2 4oz’ + 2P + o2 ot F 2 Pt +an" faxt + PP Far + 1
elde edilir. Buradan g(z) polnomu self-resiprokal polinom olmadigindan D, ters sirada
yazilabilen kod degildir.

Son boliimde goriilecektir ki, ters sirada yazilabilen indirgenmez devirli kodlar (1), (3)
ve (4) kisitlamalarimi saglayan DNA kodlar1 inga etmek i¢in, ters sirada yazilamayan
indirgenmez devirli kodlar ise (1), (2), (3) ve (4) kisitlamalariin tamamini saglayan

DNA kodlar: inga etmek igin kullanigh olacaktir.
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3. GAUSS TOPLAMLARI

Gauss toplamlari, sayilar teorisindeki 6nemli enstriimanlardan biridir. Gauss top-
lam1 esasinda birin bazi koklerinin, ¢carpimlarinin bir toplamidir. Dolayisiyla Gauss
toplamini tanimlamak ve Gauss toplaminin 6zelliklerini geligtirmek icin karakter adi
verilen 6zel bir homomorfizm tipinin 6zelliklerini incelemek gereklidir. Bu béliim iki
kisma ayrilmigtir. Birinci kisimda toplamsal ve carpimsal karakterler, ikinci kisimda

ise Gauss toplamlar1 tanimlanip 6zellikleri incelenmisgtir.

3.1 Toplamsal ve Carpimsal Karakterler

[F, iizerinde Gauss toplamlari, karakter adi verilen 6zel bir grup homomorfizmi ile
tanimlanir. Bir cisim gz oniine alindiginda o cismin toplamsal ve ¢arpimsal grubun-
dan so6z edilebilir. Dolayisiyla I, cismi iizerinde iki tip karakter tanimlanmaktadir.
Birincisi, F, cisminin toplamsal grubuna karsilik gelen toplamsal karakter, ikincisi

ise IF, cisminin ¢arpimsal grubuna karsilik gelen ¢arpimsal karakterdir.
Tanim 3.1 F, bir sonlu cisim olsun.
v :F, —C*

homomorfizmine F, cisminin toplamsal karakteri denir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Her o € F, igin ¢, () := 1 seklinde tanimlanan v, karakterine, asikar toplamsal karakter

denir.

Teorem 3.1 Toplamsal karakterler icin asagidaki 6zellikler saglanir (Lidl ve Niederreiter 1997).

2) Ya € F,icin 1 = 9P (), yani () birin p. kokidiir.

Teorem 3.1 ’deki 6zellikler homomorfizm tanimindan gelmektedir.
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Ornek 3.1 Hera € F, icin i, (a) := e?77(®)/? seklinde tanimlanan fonksiyon, IF,'nun

bir toplamsal karakteridir ve F,'nun kanonik toplamsal karakteri diye adlandirilir.

Uyar1 3.1 Toplamsal karakter taniminda kullanilan T'r doniisiimii F, sonlu cisminden,

onun asal cismi olan [F,, sonlu cismine tanimlanir.

Asagidaki teorem [ cisminin toplamsal karakterlerini verir.
Teorem 3.2 5 €T, icin
Yy Fy — C
a— hg(@) = ¢, (fa)

sekline tanimlanan fonksiyon, F, cisminin bir toplamsal karakteridir ve F,'nun biitiin

toplamsal karakterleri bu sekilde elde edilir (Lidl ve Niederreiter 1997).
Tanim 3.2 F, bir sonlu cisim olsun.
x:F, —C
homomorfizmine I, cisminin ¢arpimsal karakteri denir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Ornegin, her a € [F7, igin ¢(a) := 1 geklinde tanimlanan ¢ homomorfizmi, F, cisminin

bir ¢arpimsal karakteridir ve bu karaktere asikar ¢arpimsal karakter denir.

Teorem 3.3 Carpimsal karakterler icin asagidaki 6zellikler saglanir (Lidl ve Niederreiter

1997).

2) Yo € F} icin x(a)? " =1, yani x(a) birin (¢ — 1). kdkiidiir,

3) x(a™) = x()™ = x(w).

Teorem 3.4 ’teki 6zellikler homomorfizm tanimindan gelmektedir.

Teorem 3.4 F, sonlu cisminin ¢arpimsal karakterlerinin kiimesi bir devirli gruptur ve
Fq ile gosterilir. Dahasi, IF; carpimsal grubu ile IF‘q karakter grubu izomorftur (Lidl ve

Niederreiter 1997).
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Asagidaki teorem F, sonlu cisminin carpimsal karakterlerini verir.

Teorem 3.5 6, F, sonlu cisminin bir primitif elemani olsun.

j=0,1,....9—1vek=0,1,...,9g— 1 igin,

X, F, —C

ek — Xj(@k) - eZm'jk/(qfl)

seklinde tanimlanan fonksiyon I, sonlu cisminin bir carpimsal karakteridir ve IF,'nun

biitiin carpimsal karakterleri bu sekilde elde edilir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Simdi, karakterler i¢in ortogonallik bagintisi olarak adlandirilan bir bagint1 agagida
Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 olarak verilecektir. Bu baginti, bir toplamsal karakter-
den garpimsal karaktere ya da bir carpimsal karakterden toplamsal karaktere gecis

bagintisini elde etmede kullanilacaktir.

Teorem 3.6 «, 3,0,y € F, ve ¢, karakterleri de I, sonlu cisminin herhangi iki
toplamsal karakteri olsun. Bu durumda asagidaki dzellikler saglanir (Lidl ve Niederreiter

1997).

1) a#0igin > ¥, (8) =0,

BeF,
0 ,a#p

) Y BB =]
ot ¢ a=8
0 ,8#0
3) Y (B, (0) = :
acly, q 75 — 9

Teorem 3.7 «, 3 € F; ve x, A I, sonlu cismi iizerinde herhangi iki carpimsal karakter

olsun. Bu durumda asagidaki ozellikler saglanir (Lidl ve Niederreiter 1997).

1) e#xicin > x(B) =0

BEF:

— |0 X FA

g—=1 ,x=A
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- 0 B # «
3) > x(B)x(a) = ?

XEFq q— 1 76 =«
3.2 Gauss Toplamlari

Sonlu cisimler tizerindeki denklemlerin ¢6ziim sayilarini bulmak i¢in kullanilan en
onemli araglardan birisi Gauss toplamlaridir. Kuadratik, kiibik ve bikuadratik resip-
rositi kurallarinin ispati bu toplamlara dayanmaktadir. Bu kisimda Gauss toplami,
indirgenmez devirli kodlarin agirliklarinin hesaplanmasinda énem tegkil eden Gauss

periyodu kavramini vermek i¢in incelenecektir.

Tanim 3.3 F, bir sonlu cisim, x ve ¢ sirasiyla F,'nun ¢arpimsal ve toplamsal karak-
terleri olsun. Bu durumda a € F, elemani ve x € If?q karakterinin I, iizerindeki Gauss

toplami,

ga(X) = > x(B)¥(aB)

BEF:

seklinde tanimlanir (Ireland ve Rosen 1990).

Buradan sonra o« = 1 durumunda kisaca g(x) ile gosterilecektir.

Teorem 3.8 F, cisminin bir carpimsal karakteri x ve asikar carpimsal karakteri de ¢ ile

gosterilsin. Bu durumda Gauss toplami icin asagidaki ozellikler saglanir.

1) x =cise
-1 ,a £ 0
ga(X) = )
g—1 ,a=0
2) x F#cise
x(@)g(x) ,a#0
ga(X):

0 ,a=10

Teorem 3.8, Gauss toplamimin tanimindan kolayca elde edilir (Lidl ve Niederreiter

1997).
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Teorem 3.9 Gauss toplami icin asagidaki 6zellikler saglanir (Berndt vd. 1998).

1) g(x) = x(=1)g(x),

2) g0l = /4,

Tanim 3.4 p bir asal sayi olsun. p* = —1 (mod e) olacak bigimde pozitif bir ¢ tamsayisi

varsa e'ye self-eslenik sayi denir (Hong vd. 2016).

Teorem 3.10 F, karakteristigi p olan sonlu bir cisim, x karakteri [F, cisminin mertebesi

e olan bir carpimsal karakteri ve e self-eslenik sayi olsun. Bu durumda

esitlikleri saglanir (Hong vd. 2016).

Teorem 3.11 (Hasse-Davenport Teoremi) x ve ¢ sirasiyla IF,'nun ¢arpimsal ve

toplamsal karakterleri olsun ve F-'nin X’ ve ' karakterlerine cekilsin. Bu durumda,

g ¢) = (1) g(x, )"
esitligi saglanir (Lidl ve Niederreiter 1997).

Ornek 3.2 Fy4 cisminin mertebesi 3 olan carpimsal karakterlerinin Gauss toplamlarini
hesaplamak icin IF4 cisminin mertebesi 3 olan carpimsal karakterlerinin Gauss toplamlarini
bulmak yeterlidir. Fy = {0,1, @, a*} olsun.

F4'iin carpimsal karakterleri

ar— (@) =C, (=P k=0,1,2
ve toplamsal karakterleri

1/}5 Fy — Cr
Y= () =& &= T = -1
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seklindedir.

B €Ty icin Tr(B) = B + 8% oldugundan

Tr(0) = 0,
Tr(1) =0,
Tr(a) =1,
Tr(a?) =1,

elde edilir.

Buradan I, iizerinde Gauss toplamlarr,

9(x1) = x1 (Y1) + x1 ()Y (a) + X1(042)1/’(O‘2) =1-(3— C§ =2

9(x2) = x2(1)¥(1) + xa (@) (a) + xa(@®)h(a®) = 1 = (5 — (5 =2

olarak bulunur.

Burada x; ve x, karakterlerinin mertebesi 3'tiir. Simdi, F15'nin x; ve x, karakterlerine

karsilik gelen, mertebesi 3 olan karakterleri Xﬁ” ve Xg) ile gosterilirse,

g(0Y) = (1) g(x,)? = (—1)22 = —4,

g(”) = (=1 gln) = (-1)2° = —4,
seklinde hesaplanir.

Uyar1 3.2 Yukaridaki ornekte goriildiigii gibi F6'nin mertebesi 5 olan bir carpimsal
karakterinin Gauss toplamini hesaplamak icin IF, tizerindeki Gauss toplami kullanilamaz.

Ciinkii IF4'tin mertebesi 5 olan carpimsal karakteri yoktur.

Teorem 3.12 e self-eslenik bir asal sayi, ¢ = 4' ve ¢/ = 4™ olmak lizere x karakteri
F,'nun, X' karakteri ise I,/ 'niin mertebesi e olan birer ¢arpimsal karakteri olsun. Bu

takdirde
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1) g(x)=2",
2) g(x) =2"(=1)",
ozellikleri saglanir (Hong vd. 2016).

ispat.
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4. GAUSS PERIYODU

Bu boliimde tezin en 6nemli araci olan Gauss periyodu geligtirilecektir. Daha sonra,
ilerde inga edilecek DNA kodlarinin parametrelerinin hesaplanabilmesi adina gerekli
olan Gauss periyotlarini bulmak icin MAGMA kodlar: verilecektir. Son olarak, elde

edilen sonuclar bir tabloda gosterilecektir.

Tanim 4.1 ¢—1=en, F; = (0), v =0° (7) <F; olsun. A\=0,1,...,e— 1 olmak

iizere Cy = 0*(7) kosetlerine e-dairesel sinif denir (Myerson 1981).

Tanim 4.2 1 karakteri [F, cisminin kanonik toplamsal karakteri ve C'y kiimesi e-dairesel

sinif olmak uzere

= Zw(ﬁ)a )‘20717"'76_1

BeCH

toplamina Gauss periyodu denir (Myerson 1981).

Ornek 4.1 6 € Fyg primitif eleman ve v = 6% (e = 3) olsun. Bu durumda

CD :{937 067 997 9127 1}7
:{047 977 QIO’ 913’ 0}7
612 :{957 98’ 9117 0147 62}7

olur. Buradan Gauss periyotlari,

= 3 0(B) = (6%) + P(6°) + $(6°) + $(6") + ¥(1) = =3,
BeCo

= > (B) = p(6") + (07) + ¥ (0"°) + ¥ (0") + ¥(0) =

BeCy

= > W(B) = Y(0°) + (6°) + 0 (0") + (0M) + (6%) =

BeCs

olarak hesaplanir.
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Teorem 4.1 ¢ — 1 = e.n ve C) kiimesi e-dairesel sinif olmak (izere,

e—1
M= —1
A=0
dir (Ding and Yang 2013).
. e—1
Ispat. > ny= > ¢(B)+ X v(B)+--+ X v(B)= 2 ¢(pB)=-1m
A=0 BeCo BeC BECe_1 BEFY

Gauss periyodununun tanimi oldukga anlagilir ve kolay gibi goriinse de esasinda
Gauss periyodunu hesaplamak oldukga zor bir problem olarak goriilmektedir. Hasse-
Davenport teoremi ve Gauss toplami yardimi ile bu hesaplama kismen kolaylagmis-

tir. Bunun i¢in Gauss toplami ile Gauss periyodu arasinda bir baginti verilecektir.

Oncelikle [F, cisminin toplamsal ve ¢arpimsal karakterleri arasinda;

a € [} icin
vla) = = 3 w(B) Y x(A)x(a)
B X

- 1 Y@ Y )
X B

1 -
= q——l Z x(a)g(x)
X
seklinde, carpimsal karakterden toplamsal karaktere bir gecis bagintis1 vardir.

Buradan hareketle Gauss toplami ile Gauss periyodu arasindaki bagint1 verilebilir.

Teorem 4.2 ¢q—1=enve A=0,1,...,e — 1icin n,, Gauss periyodu olmak iizere,
1 e—1
== g(xx(0")
1=0

esitligi saglanir (Ding and Yang 2013).
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ispat.

M = V(020°) + Y(020%) + - + (0207 V) + (07

_ q_%;mg(x) + %;WQ(X) T q_%;mg(x)
= q_%zg(x)m(l () + x(0%) + -+ x (6™ DeY)

= é > gt0x(0)

= éig(xl)x@”)

olarak elde edilir. Burada,

——— |n x‘=¢
LX) + 1)+ X0 ) =
0 x“#e
seklindedir. m
Lemma 4.1 e # 2 bir self-eslenik asal sayi ise 7, = n, = ... = n,._,'dir (Hong vd.
2016).
ispat.

M= (1 +gR)R(E) + X(O) + -+ X(67)

ve A\=2,3,...,e—1i¢in

M= 204 gOOUE) + XE™) + -+ X(6)

seklinde ifade edilebilir.

Ayrica {0,1,...,e — 1} kiimesi bir tam kalan sistemi ve (A, e) = 1 oldugundan
{0,A,..., A(e — 1)} kiimesi de bir tam kalan sistemidir.
Dolayisiyla x(0*) + x(6%) + - -« + (0" V) toplam, x(0) + x(6%) + --- + x(6°)
toplaminin sadece terimlerinin yerleri degigmis halidir.

Sonug olarak n, =ny, = ... =mn,_,'dir. =
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Uyar:1 4.1 O halde e # 2 bir self eslenik asal sayi ise sadece 7, ve 1, periyotlarinin

hesaplanmasi yeterlidir.

Teorem 4.3 ¢ bir self-eslenik asal say1, ¢ = 4¢, ¢/ = 4" ve ¢ — 1 = e.n olmak lizere
y X

karakteri FF,; cisminin mertebesi e olan bir ¢arpimsal karakteri olsun. Bu durumda,
1) 1o =¢(=1+(e—1)27(=1)77),
2) m = (=1+27(=1)7),

esitlikleri saglanir (Hong vd. 2016).

ispat.
1)
My = ézg(xl) = é(—l +9(x) + () + -+ 9(x 7))
= (=14 (e~ )i (-1)i7)
= %(—1 +(e—1)2" (=1
2)
m = ézgw)xl(@) — é(—l +900x(0) + g(0)30) + -+ g(x Hx=1(0))
= (=14 gD + X2 + - + D)
= (-1 @) (1) (-1))
= (14 2(-1)F)
||

Agagidaki magma kodlari ile bazi Fy- sonlu cisimleri i¢in Gauss periyotlar: hesapla-
nip, Cizelge 4.1’de verilmigtir.
Simdi, 4" —1 = e.n ve 2" = —1 (mod e) olacak bigimdeki en kiigiik pozitif ¢ tamsayisi

i¢in e self-eglenik asal say1 olsun.
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etal:=func<e,r,t|1/ex(-1+(e-1)*2"r*(-1)~(r/t-1))>;
etalO(e,r,t);
etal:=func<e,r,t|1/ex(-1+2"r*(-1)"(r/t))>;

etal(e,r,t);

Burada bazi t degerleri kabaca, agagidaki magma kodlari ile elde edilmigtir.

k:={1..100 by 1};

for t in k do

if 2°t mod e eq e-1 then
t;

end if;

end for;

Daha sonra insa edilecek indirgenmez devirli kodlarm agirhiklarinin hesaplanmasinda

gerekli olan Gauss periyotlar1 agagida verilmistir.

(izelge 4.1. Gauss Periyotlar

€ r t Tlo At
3 2 1 -3 1
3 3 1 -3 1
3 4 1 -11 D
5 4 2 -13 3
3 5 1 21 -11
11 5 5 29 -3
5 6 2 ol -13
13 6 6 59 -5

31



5. DNA KODLARININ INSASI

Birinci boliimde, insa edilecek olan DNA kodlarinin saglamasi istenen kisitlamalar
sebepleri ile agiklanmigtir. Bu boliimde ilk olarak hangi kisitlamanin gz 6niine alina-
cagl, akabinde diger kisitlamalarin nasil dahil edilecegi ve bu kisitlamalar: saglayan
DNA kodlarmin nasil inga edilecegi gosterilecektir. Daha sonra, arzu edilen DNA
kodlar1 ingast igin MAGMA programi dilindeki kodlar ile baz1 6rnekler verilecektir.
Burada uygulanacak atagin kilit noktas1 énceden de belirtildigi gibi, indirgenmez de-
virli kodlarin agirliklarinin hesaplanmasidir. Bu metot ile hem DNA kodlarmi insa

etmek hem de insa edilen DNA kodlarimin parametrelerini hesaplamak ¢ok kolaydir.

DNA kodu inga etmeden 6nce, Fy cisminden S = {A,C,G, T} kiimesine bir es-
leme yapilmalidir. Bu, DNA’nin yapitaglarina sonlu cisim elemani goziiyle bakarak,
arzu edilen DNA kodlarmi inga etmek igin gereklidir. 24 olasi egleme mevcuttur;
ancak burada tamamen iyi bir GC-igerigine erigebilme amacina yonelik bir egleme

yapilacaktir. Dolayisiyla,

A—0,
C — a,
G — o,

T —1,

seklinde bir egleme goz 6niine alinacaktir (Hong vd. 2016).

Teorem 2.16’dan

D = {cs = (Tra(B), Tra(B7), ..., Tra(By" ™)) | B € Fur}

kiimesinin F, tizerinde bir [n,r] indirgenmez devirli kodu oldugu biliniyor. A¢ikc¢a
D’nin kodkelimeleri, ¢y, ¢1, cg, . . ., cye—1 ile bunlarin devirsel kaymalaridir. Diger yan-
dan, I, tizerinde bir indirgenmez devirli kodun herhangi bir kodkelimesindeki a € Fy
elemaninin bulundugu yerlerin sayisi agagidaki teorem ile kolaylikla elde edilebilmek-

tedir.
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Teorem 5.1 D kodu F, sonlu cismi iizerinde bir [n, r]| indirgenmez devirli kod olsun.
B:=0A=01,...,e—1 Y= =I(mod ¢) olmak iizere N5(a) ile c5'daki a € F,

elemaninin sayisi gosterilsin. Bu durumda,

1
Np(0) = 1(” + 0 M+ M)

1
Np(1) = Z(” 00 = M — Narn)s

1
Np(a) = Z(n =M~ Mx T Maren)s

1
Na(a?) = Z(n =M+ M = Maren)-

seklinde hesaplanir (Hong vd. 2016, McEliece 1975).

Sonug 5.1 4" — 1 = e.n olsun. Burada 3|4" — 1 'dir. Buradan yae =3 yadae # 3
olur.e #3ise l =0, e =3ise [ =0, 1,2 olabilir.
O halde asagidaki sonuglar elde edilir (Hong vd. 2016).

1) e# 3 ve A =0 igin;

1 1
N3(0) = Z(” + 19+ 1+ 1) = Z(” + 319),
1 1

Ns(1) = Z(" + 0 — Mg — 1Mo) = Z(” — o),
1 1

Ng(a) = Z(” — o — Mo + 7o) = Z(” — 1),
1 1

Ng(o?) = Z(” — 1o+ Mg — Mo) = Z(n — 1)

2) e£3veA=1,2,...,e—1icin;

1 1
Np(0) = Z(" 0+ = Z(” +3m),

1 1

NB(D = Z(n+771 - — 771) = Z(n - 771)7
1 1

Ns(a) = 2 (n—my =y +my) = 2 (n—my),
1 1

Nﬁ(a2) = 1(” -t =) = Z(n — ).
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3) e=3,1=0ve A=0igin;

1
NB(O) =—(n+ Mo + Mo + 770)
4

1

Ns(1) = Z(" + 1 — Mo — o)
1

Ng(a) = —(n — 19 — 1y + 1)

1
1
Ns(a?) = 7 (=10 + 100 = o)

4) e=3,1=0ve \=1,2icin;

1
N(0) = z_l(n_Hh + 1+ 1)

1

Nﬁ(l) = Z(”+771 =N = M)
1

Ng(a) = Z_l(n — N — M+ M)
1

NB(O‘Q) = Z(” — N+ —1)

5) e=3,1=1ve A=0igin;

1
Ns(0) = Z(n+770 + 0y 1) =

1

Nﬁ(l) = Z(”‘H?o — MmN — 772) =
1

Ng(a) = Z(" — g — 1 +1y) =
1

Ng(a?) = ~(n—ny+mn, —n,) =

4
6) e=3,1=1ve A= 1igcin;

1
N3(0) = Z(” + 0y Ny +n) =

1

Nﬁ(l) = z_l(n_Hh — 7 — 770) =
1

Nﬁ(a) = Z(n — N =Ny + 1) =
1

Nﬁ(a2) = Z_l(n — N0y =) =

34
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= Z(n+3n0),
1

= Z(n_no)v
1

= Z(n_no)a
1

= Z(”_Uo)-

= Z_l(n+3771)’
1

— Z(n_nl)’
1

= Z(n_n1>7
1

= Z(n—m)-
(n—1)

1

Z(n"‘no _2771)7

1

Z(n_UO)a

1

Z(n—%)

Z(n_ ]-)a

1

Z(n_nO)a

1

7+ 10 = 2m),

1

Z(n_'ﬂo)-



7) e=3,1=1ve A=2igin;

1 1
Nﬁ(o) = Z(”"’% + 1 +1) = Z(” —1),

1 1
Ns(1) = 7 (n 11y =g — 1) = 7 (0 — 1),
1 1
NB@‘) = Z(n — Ny =N+ 1) = Z(n — o)
1 1
Ns(a?) = Z(” — Ny + Ny — M) = Z(n + 19 — 21my).

8) e=3,1=2ve =0 igin;

1 1
Ng(0) = ~(n+ng+ny +1y) = Zl(“ —1),

4
1 1
N,B(l) = Z(” g =Ny — 1) = Z(n + 19 — 21my),
1 1
Ng(a) = Z(” —No— Mo+ M) = Z(n — 7o)
1 1
N,B(a2) = Z(n U/ 771) = Z(n - 770)'

9) e=3,1=2ve A=1igcin;

1 1
Ns(0) = Z("“L"l + 10+ 1,) = Z(" —1),

1 1
Nﬁ(l) = Z(n+771 — Ny — M) = Z(n — o)
1 1
Ns(a) = 2 (n =1y =g +n3) = 7 (n =),
1 1
N5<a2) = Zl(” — N N — M) = Z(n + 19 — 21,)-

10) e=3,1=2ve A =2 igin;

1 1
N,B(O) = Z(”‘H?Q +m ‘|’770) = Z(” —1),

1 1
Ns(1) = Z("“L”? - —Ny) = Z(" — o),
1 1
Nﬁ(a) = Z(n — Ny — N+ 770) = Z(n + 1Ny — 2771)a
1 1
Na(a?) = (=12 = mg) = 2 (n = 10).

5.1 Hamming Uzakhgi ve GC-igerigi Kisitlamalarini Saglayan DN A Kod-

lariin Insasi

Herhangi bir kodkelimesindeki sembollerin gériinme sayilar: belirlenebildiginden, ilk

olarak (1) ve (4) kisitlamalarini saglayan DNA kodlar1 elde etmeye galigmak akla
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yatkin olacaktir.

Sonug 5.1 'den, ¢; kodkelimesinin GC-igerigi,

wi = Np(a) + N (?) = 5 (n = )
ve A # 0 olmak iizere cyn kodkelimelerinin GC-igerigi,

ws = Nps(a) + Nyr(02) = 5 (n = )

olarak bulunur. Dolayisiyla indirgenmez devirli D kodunun iki alt kiimesi g6z 6niine

alinir. Bunlar,
Ci={c,eD|i=0,1,...,n—1}
ve
Cyi={cp i €D|j=12,...,e~1,i=0,1,...,n—1}

kodlaridir. O halde (1) ve (4) kisitlamalarimi saglayan DNA kodlar i¢in agagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 5.2 D bir [n, ] indirgenmez devirli kod ve 2 = —1 (mod e) olacak bicimdeki
en kiigiik pozitif tamsayi ¢ olsun. Bu durumda (1) ve (4) sartlarini saglayan DNA kodlari,
I = ©l(mod €) olmak iizere Cy, bir (n,n,d = min{d;,do},w;)s kodu ve Cs, bir

(n, (e — 1)n,d = min{dy, ds},wy) kodu olup bu kodlarin parametreleri

1) 1 =0(mod e) ise,

W= = (L = D2 ()i,
w =5~ (14 2(-1)F),
di= - (1 - )2 (-,
dg_%” %( 1427(=1)7)

2) 1 =1,2(mod e) ise,
w =3 - 2—16( 1+ (e —1)27(~1)F7Y),
wy= 3= (-1 2 (1)),



seklindedir (Hong vd. 2016).

ispat. cgo kodkelimesi ve onun devirsel kaymalarinin olusturdugu kod Cj ile, A =
1,2,...,e — 1 i¢in ¢y kodkelimeleri ve onlarin devirsel kaymalarmin olusturdugu
kod C, ile gosterilsin. C; kodu n tane kodkelimesine, Cy kodu ise (e — 1)n tane

kodkelimesine sahiptir. Sonug 5.1’den, A = 0 i¢in
Noo (@) = §(n =1 =y +1191) Ve Nyo(a?) = 3(n =19 + 0, — 1)
olup buradan
wi = Np(@) + Np(0%) = §(n = 10) = § = (=1 + (e = )2 (~1)i )
elde edilir.
A # 0 igin,
Npr(@) = (0 =0y = Mgy +agar) ve Nor (@) = 1(0 =05 + 0ag — Nagar)
olup buradan da
ws = Npr (@) + Nyp(a2) = d(n — 1) = 2 = (=14 27 (~1)%)

olur. Sonug¢ olarak w; ve wy sabittir. cpo kodkelimesindeki sifirdan farkli yerlerin
sayist d; ile, cyn kodkelimesindeki sifirdan farkh yerlerin sayisi da ds ile gosterilsin.

Yani dy :=n — Nyp(0) ve dy :=n — Ny (0) olsun. [ = 0 (mod e) ise,

1 3n 3 r r_1
di=n—Np(0) =n—-(n+3n) = = ~(=1+(e-1)2"(=1)7")

1 3n 3 r r
d2:”—NeA(0):”—Z(”+3U1):Z—4—6(—1+2 (=1)7)

Il =1,2 (mod e) ise
Nip(0) = N (0) = H(n — 1)

oldugundan

olur. C; ve Cs, (1) ve (4) kogullarii saglayan DNA kodlaridir. m
Agagidaki Magma kodlar1 kullanilarak C; ve Co DNA kodlarinin parametreleri ko-

layca elde edilir. [ = 0 (mod e) ise,
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etal:=func<e,r,t|1/ex(-1+(e-1)*2"r*x(-1)~(r/t-1))>;
etal(e,r,t);
etal:=func<e,r,t|1/ex(-1+2"r*x(-1)~(xr/t))>;
etal(r,r,t);
wl:=func<n,e|n/2-1/2*xetal(e,r,t)>;
wil(n,e);
w2:=func<n,el|n/2-1/2xetal(e,r,t)>;
w2(n,e);
d1:=func<n,e|3*n/4-3/4*etal(e,r,t)>;
di(n,e);
d2:=func<n,e|3*n/4-3/4*etal(e,r,t)>;

d2(n,e);
= 1,2 (mod e) ise,

etal:=func<e,r,tl|1/ex(-1+(e-1)*2~r*x(-1)~(r/t-1))>;
etaO(e,r,t);
etal:=func<e,r,t|1/ex(-1+2"r*(-1)"(r/t))>;
etal(e,r,t);

wl:=func<n,e|n/2-1/2*etal(e,r,t)>;

wil(n,e);

w2:=func<n,e|n/2-1/2*xetal(e,r,t)>;

w2(n,e);

d:=func<n|3*n/4+1/4>;

d(n);

(1) ve (4) kisitlamalarini saglayan DNA kodlarinin parametreleri agagidaki gizelgede

verilmigtir:
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Cizelge 5.1. (1) ve (4) kisitlamalarii saglayan DNA kodlar

e n M(C,/Cs) d(C1/Cs) w(C,/Cy)
3 5 5/10 4/4 4/2
3 21 21 /42 12/12 8/12
5 51 51/204 36,36 32/24
3 85 85,170 64,64 48/40
3 341 341,682 256,256 160,176
11 93 93,930 48/48 32,48
13 315 315,/3780 192,192 128/160
5 819 819/3276 576,576 384,416

5.2 Hamming Uzaklgi, Ters-Eslenik ve GC-Igerigi Kisitlamalarin Sag-
layan DNA Kodlarmm Insas:

Eger D indirgenmez devirli kodunun iirete¢ polinomu self-resiprokal ise yani D ters
sirada yazilabilen bir kod ise her ¢ € D kodkelimesi icin ¢ € D olacagindan ters

sirada yazilig kisitlamast saglanmaz. Bu durumda (1), (3) ve (4) kisitlamalarini sag-

layan DNA kodlari,

Cli={ei=01,...,n—1}

ve

Cli={ep®j=1,2...,e—1,i=0,1,...,n—1}

olmak tizere,

Cg = Cl UC_1R ve C4 = CQUC_QR

kodlaridar.

Ornek 5.1 f(z) = 2? + 2 + o € Fy[z] primitif polinom, F*, = () ve v := 6° olsun.

r =2 ve e = 3 olmak lzere

D= {Cﬂ = (Tr4(6),Tr4(ﬁ7),Tr4(ﬁw2),Tr4(573),Tr4(674))\6 € F16}
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[5, 2] indirgenmez devirli kodu,

— (0,0,0,0,0),
cpo = (0,0% o, a, 0?),
co = (1,1,,0, ),
(

cer = (1,0,1,0% a?),
kodkelimeleri ile bunlarin devirsel kaymalarinin kiimesidir. D'nin iki alt kiimesi,
Ci:={c,eD|i=0,1,23,4}

ve

Cy:={cp €D|j=1,2,i=0,1,234}

olsun. Teorem 5.2 geregi, 4=+ =5 =2 (mod 3) olup parametreler

n 1
= — — —(-1 — 127 (=1t
w =5 =5 (~l+ (e~ D2 (=)
n 1 -
== — —(=142"(=1)%
wy =5 — oo (~1+2(=1)7)
3n 1
di =do = — 4+ =
1 2 4 4

seklindedir. n =5, e = 3, r = 2 ve t = 1 parametrelerdeki yerlerine yazilirsa, w; = 4,

wy = 2, di = dy = 4 elde edilir. Buradan (1) ve (4) sartlarini saglayan DNA kodlari,

Ci=|la a2 0 o «




ve

a 1 o
a 1 o
« a 1
C, — a 0 o 1
1 0 1 o® o
> 1 0 1 a?
a2 o> 1 0 1
> o> 1 0
0 1 a* o 1 |

kodlari olup, C; bir (5,5,4,4) kodu, C, bir (5,10,4,2) kodudur. Diger taraftan Ornek
2.12'de D 'nin ters sirada yazilabilen bir kod oldugu gosterilmisti. Dolayisiyla ters sirada

yazilis kisitlamasi saglanamayacaktir. Simdi,

Cll={a®|i=0,1,234}

ve

G = {1 j=1,2,i=0,1,2,3,4}

olsun. Buradan (1), (3) ve (4) sartlarini saglayan yeni DNA kodlarn C;3 := C; UG ve
Cy:= CoUC;" seklinde elde edili.

o2 a a o
C; =
a o o2 a 1
a o o «
Q a o o
2 a 1 a o?
o> o « «



ve

a 1 @
« a 1
a 0 o 1
1 1 o? o?
> 1 0 1 o
a> o> 1 0
a? o? 1

]
—
e
[
e
[\
oS O = O =

C, =
a? 1 o2 0
0 o 1 o
0 0 o> 1 o
> 0 0 o 1
1 o> 0 0 o
a o 0 1 O
0 o a 0 1
1 0 a a 0
0 1 a o«
a 0 1 0 «

Bu kodlarin minimum uzakliklarr MAGMA Computer Algebra kullanilarak asagidaki gibi
elde edilebilir:

C3 kodunun minimum uzakhg:

1) Fy6 cismi ve T'ry doniisimi tanimlanir. Burada g primitif elemani géstermektedir.

F<g>:=GF(16) ;
Fset:={x: x in F};

Tr4:=func<t|t+t~4>;
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2) v, v%, 3, 7! ve 1 dizi terimleri olarak atanir. Buradan, indirgenmez devirli D kodun-

daki cgo ile ¢’ kodkelimeleri ve bunlarin devirsel kaymalari elde edilir.

Fseq:=[x"3:x in Fset];

S:={1..5 by 1};

L:={0..4 by 1};

a:=func<l| [Tr4(g~(3*1)*Fseq[n]):n in S]>;
b:=func<l| [Tr4(g~(3*1)*Fseq[6-n])+1:n in S]>;
cOset:={a(1l): 1 in L};

cO0:=[c:c in cOset];

cORCset:={b(1): 1 in L};

cORC:=[c:c in cORCset];

Burada "cOset" ile C; kodu, "cORCset" ile de C_lR kodu gosterilmektedir.

3) C3:=C4 UC_lR kodu olusturulur.

C3:= cOset join cORCset;

C3seq:=[x: x in C3];
4) ki kodkelimesi arasindaki Hamming uzaklik fonksiyonu tanimlanir.

S2:={1..10 by 1};
H:=function(x,y)
d:=0;
for n in S do
if C3seqlx] [n] ne C3seqly] [n] then
d:=d+1;
end if;
end for;
return d;

end function;

5) C; kodunun minimum uzakhg olan d;, ds 'e atanir
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6) Cj kodundaki kodkelimeleri arasindaki uzaklik ikiser ikiser hesaplanip dj ile kiyaslanir,
ta ki ds 'ten daha kiiciik bir deger bulana kadar. Eger bdyle bir deger varsa, C3 kodunun
minimum Hamming uzakhigi ds bulunmus olur. Kiyaslama bu sekilde tiim kodkelime-
leri ikiserli kiyaslanana kadar devam eder. Eger 4 'ten daha kiiciik bir deger yoksa, Cj

kodunun minimum Hamming uzakligi d3 = 4 olarak bulunmus olur.

for x in S2 do
for y in S2 do
if x ne y then
if H(x,y) 1t d3 then
d3:=H(x,y);
end if;
end if;
end for;
end for;

print d3;

Cj3 kodu igin minimum Hamming uzakligi d3 = 3 bulunur.

C, kodunun minimum uzakhg:

1) Fy6 cismi ve T'ry doniisimi tanimlanir.

F<g>:=GF(16);
Fset:={x: x in F};

Tr4d:=func<t|t+t~4>;

2) indirgenmez devirli D kodundaki cg1, G5, cp2, T't kodkelimeleri ve bunlarin devirsel

kaymalar elde edilir.

Fseq:=[x"3:x in Fset];
S:={1..5 by 1};
L:={0..4 by 1};

al:=func<l| [Tr4(g~(3*1+1)*Fseq[n]):n in S]>;
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bl:=func<l| [Tr4(g~ (3*x1+1)*Fseq[6-n])+1:n in SI>;
a2:=func<l| [Tr4 (g~ (3*1+2)*Fseq[n]) :n in S]>;
b2:=func<1| [Tr4 (g~ (3*1+2)*Fseq[6-n])+1:n in S1>;
clset:={al(1): 1 in L};

cl:=[c:c in clset];

clRCset:={b1(1): 1 in L};

clRC:=[c:c in c1RCset];

c2set:={a2(1): 1 in L};

c2:=[c:c in c2set];

c2RCset:={b2(1): 1 in L};

c2RC:=[c:c in c2RCset];

—R
3) C, ve Cy  kodlari olusturulur.

C2set:= clset join c2set;
C2:=[c: ¢ in C2set];

C2RCset:= clRCset join c2RCset;
C2RC:=[c:c in C2RCset];

Burada "C2set" ile C, kodu, "C2RCset" ile de C_QR kodu gosterilmektedir.

4) iki kodkelimesi arasindaki Hamming uzaklik fonksiyonu tanimlanir.

S2:={1..10 by 1};
H:=function(x,y)
d:=0;
for n in S do
if C2[x] [n] ne C2RC[y] [n] then
d:=d+1;
end if;
end for;
return d;

end function;

5) C, kodunun minimum uzakhg olan dy, dy 'e atanir
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d4:.=4,
6) Minimum Hamming uzakligi hesaplanir.

for x in S2 do
for y in S2 do
if H(x,y) 1t d4 then
dd:=H(x,y);
end if;
end for;
end for;

print d4;

C, kodu igin minimum Hamming uzakligi dy = 3 bulunur.

Sonug olarak Cj bir (5,10, 3,4), kodu, Cy bir (5,20, 3,2), kodudur.

(1), (3) ve (4) kisitlamalarimi saglayan DNA kodlarinin parametreleri agagidaki ¢i-
zelgede verilmigtir:

Cizelge 5.2. (1), (3) ve (4) kisitlamalarin saglayan DNA kodlar

e n M(C3/Cy) d(Cs3/Cy) w(C3/Cy)
3 5 10/20 3/3 4/2
3 21 4284 12/11 8/12
5 51 102,/408 33/31 32,24
3 85 170,/340 55,/53 4840
3 341 682/1364 221/231 160/176
11 93 186,/1860 48 /48 32/48
13 315 630/7560 188,189 128160
) 819 1638/6552 556/554 384/416

5.3 Hamming Uzakhgi, Ters Sirada Yazilig, Ters-Eglenik ve GC-igerigi
Kisitlamalarim Saglayan DNA Kodlarimin Insas

Eger D indirgenmez devirli kodunun {irete¢ polinomu self-resiprokal polinom degil

ise yani D ters sirada yazilabilen bir kod degil ise her ¢ € D kodkelimesi i¢in ¢* ¢ D
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olacaktir. Dolayisiyla H (¢, c®) > 0 olur. O halde (1), (2), (3) ve (4) kisitlamalarim
saglayan DNA kodlari,

i=0,1,...,n—1}

ve

cl .= {ngi

j=1,2...,e—1i=0,1,....n—1}

olmak tizere
~ R R ~ I R
C5 ::C1U01 UCl ve Cﬁ = CQUCQ U02
kodlaridir.

Ornek 5.2 f(z) = 2° 4+ 22 + 2 4+ o® € Fyfz] primitif polinom, F, = (A) ve v := 6°

olsun. r = 3 ve e = 3 olmak lzere

D = {cg := (Tr4(B), Tra(By), T7”4(5’72)> e 7T7’4(3’Y20))|5 € Feu}

[21, 3] indirgenmez devirli kodu,

¢ = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

cpo = (1,a,0%,0,0,0,0,a,0% 1,0,0%,0,0,0% 1,0,0,1,0,0)

cot = (1,1,0,1,0% 1,0, o, 0,0, 0, 1, , 1,02, 02,0, 0%, o, 0%, @)
ce = (1,1,1,0%,0,1,1, 0,0, 0, 1,0, a, v, 02, &%, 02, a0, 0, &%, o?)

kodkelimeleri ile bunlarin devirsel kaymalarinin kiimesidir.

Buradan (1) ve (4) sartlarini saglayan DNA kodlari,

Ci={c,eD|i=0,1,...,20}

ve

Co:={cpu€D[j=12i=0,1,...,20}

kodlaridir.
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Teorem 5.1 geregi, qg—l =21 =0 (mod 3) olup parametreler
n 1 r
= ———(-1 — 12" (=1) !
== (1 (o= D2 (1)

n 1 r
= (=14 2(=1)F
wp =5 = 5o (=1 4+27(=1)7)
3n 3
dy = — Z (=14 (e—1)2"(=1)i
=2 2 b - )2 ()Y
3n 3 v
dy = 2= — 2 (=14 27(=1)F
2= T - (- 1+ 2 (1))

seklindedir.

n =21, e=3, r =3 vet =1 parametrelerdeki yerlerine yazilirsa, w; = 8, wy, = 12,
dy = 12, dy = 18 elde edilir. Buradan C; bir (21, 21, 12, 8)4 kodu, Cs bir (21,42,12,12),
kodudur.

Simdi,
Cli={e"i=0,1,...,20}
ve
G = (e j=1,2i=0,1,...,20}
olsun.

Buradan (1), (3) ve (4) sartlarini saglayan yeni DNA kodlari
Cy:=CLUC, ve Cyi=CUC

seklinde elde edilir. Ornek 5.1 'deki MAGMA kodlari kullanilarak yapilan hesaplama
ile d3 = 12 ve dy = 11 bulunur. Sonug olarak Cj bir (21,42,12,8), kodu, C, bir
(21,84,11, 12) kodudur.

Ote yandan, Ornek 2.13'te D 'nin ters sirada yazilamayan bir kod oldugu gésterilmisti.

Dolayisiyla buradan dort kisitlamayi da saglayan DNA kodlari insa edilebilir. O halde,

Cl.={cf

Y

i=0,1,...,n—1}

ve

cl .= {ijvi

j=1,2,i=0,1,...,20}

olmak tizere (1), (2), (3) ve (4) kisitlamalarini saglayan DNA kodlari,

Cs:=C,UC, " UCE ve Cg:= CL UG, UCE
48



kodlardir.

Asagidaki MAGMA kodlari ile C5 kodunun minimum Hamming uzakliklar bulunabilir.

F<g>:=GF(64) ;

Fset:={x: x in F};

Fseq:=[x"3:x in Fset];

Trd:=func<t|t+t~4+t~16>;

S:={1..21 by 1};

L:={0..20 by 1};

a:=func<l| [Tr4(g~(3*1)*Fseq[n]):n in S]>;
aRC:=func<1| [Tr4 (g~ (3*1)*Fseq[22-n])+1:n in S]>;
aR:=func<l| [Tr4(g~(3*1)*Fseq[22-n]):n in S]>;

cOset:={a(1): 1 in L};
cO0:=[c:c in cOset];
cORCset:={aRC(1): 1 in L};
cORC:=[c:c in cORCset];
cORset:={aR(1): 1 in L};

cOR:=[c:c in cORset];

C5:= cOset join cORCset join cORset;

Cbseq:=[x: x in C1];

S2:={1..63 by 1};
S3:={1..63 by 1};

H:=function(x,y)
d:=0;
for n in S do
if Cbseqlx] [n] ne C5seqly] [n] then

d:=d+1;
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end if;
end for;
return d;
end function;
d5:=12;
for x in S2 do
for y in S3 do
if x ne y then
if H(x,y) 1t d5 then
d5:=H(x,y);
end if;
end if;
end for;
end for;

print db;

C; kodu igin minimum Hamming uzakligi d5 = 12 bulunur.

Asagidaki MAGMA kodlari ile Cg kodunun minimum Hamming uzakliklar bulunabilir.

F<g>:=GF(64) ;

Fset:={x: x in F};

Fseq:=[x"3:x in Fset];

Tr4d:=func<t|t+t~4+t~16>;

S:={1..21 by 1};

L:={0..20 by 1};

al:=func<l| [Tr4(g~(3*1+1)*Fseq[n]):n in S]>;
aRC1:=func<1| [Tr4 (g~ (3*1+1)*Fseq[22-n])+1:n in S]>;
aRl:=func<1| [Tr4 (g~ (3*1+1)*Fseq[22-n]):n in S]>;
a2:=func<l| [Tr4 (g~ (3*x1+2)*Fseq[n]) :n in S]>;
aRC2:=func<1| [Tr4 (g~ (3*1+2)*Fseq[22-n])+1:n in S]>;
aR2:=func<1| [Tr4 (g~ (3*1+2)*Fseq[22-n]) :n in S]>;
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clset:={al(1): 1 in L};
cl:=[c:c in clset];
clRCset:={aRC1(1): 1 in L};
ciRC:=[c:c in c1RCset];
clRset:={aR1(1): 1 in L};

clR:=[c:c in c1Rset];

c2set:={a2(1): 1 in L};
c2:=[c:c in c2set];
c2RCset:={aRC2(1): 1 in L};
c2RC:=[c:c in c2RCset];
c2Rset:={aR2(1): 1 in L};

c2C:=[c:c in c2RCset];

C6set:=clset join clRCset join clRset

join c2set join c2RCset join c2Rset;

C6:=[c: c in Cbset];

S2:={1..126 by 1};

H:=function(x,y)
d:=0;
for n in S do
if C6[x] [n] ne C6[y] [n] then
d:=d+1;
end if;
end for;
return d;
end function;

d6:=12;
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for x in S2 do
for y in S2 do
if x ne y then
if H(x,y) 1t d6 then
d6:=H(x,y);
end if;
end if;
end for;
end for;

print d6;
Cs kodu icin minimum Hamming uzakhigi dg = 11 bulunur.

Sonug olarak Cj bir (21,63, 12, 8)4 kodu, Cg¢ bir (21,126, 11, 12), kodudur.

(1), (3) ve (4) kisitlamalarimi saglayan DNA kodlarinin parametreleri agagidaki i-

zelgede verilmigtir:

Cizelge 5.3. (1), (2), (3) ve (4) kisitlamalarim saglayan DNA kodlari

e n M(C;3/Cy) d(C;/Cy) w(C35/Cy)
3 21 63,126 12/11 8/12
5 51 153612 32/24 32/24
3 85 255/510 48/48 48/40
3 341 1023,/2046 221 /228 160,176
11 93 279,/2790 48/48 32/48
13 315 945/11340 188,189 128,160
5 819 2457 /9828 555,554 384/416
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6. TARTISMA VE SONU(Q

Bu tezde, 6nceki DNA kodu inga etme metotlarindan farkli olarak Gauss periyodu
ve [F; tlizerinde indirgenmez devirli kodlar arasindaki iligkiden yararlanilmigtir. Bu
metot ile ilk olarak Hamming uzakligi ve sabit GC-igerigi kisitlamalarini saglayan
DNA kodlar: insa edilip, parametreleri 4 lizerinde indirgenmez devirli kodlarin agir-
lik formiilleri kullanilarak kolayca hesaplanabilmigtir. Daha sonra, Hamming uzak-
lig1, ters-eslenik ve sabit GC-igerigi kisitlamalarini saglayan DNA kodlar1 ve son
olarak dort kisitlamay1 birden saglayan DNA kodlar: insa edilmis ve parametreleri

hesaplanmigtir.

Literatiirde dort kisitlamay1 birden saglayan DNA kodu insa etmenin zor oldugu
ileri siiriilmektedir. Ancak 2015 yilina kadar tezde uygulanan metot kullanilmamig-
tir. Burada kullanilan metotlar ve ters sirada yazilamayan devirli kodlar birlikte géz
oniine alindiginda, kisitlamalarin tamamini saglayan DNA kodlar: inga etmek miim-
kiin olmusgur. Elde edilen DNA kodlarimin minimum uzakliklar1t MAGMA Computer

Algebra programi ile hesaplanmistar.
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