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·Iki A¼g¬rl¬kl¬ Eşitsizlikler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 A¼g¬rl¬kl¬ Global Morrey Tipli Uzaylarda Riesz Potansiyeli Komü-
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1. G·IR·IŞ

Morrey uzaylar¬n¬, Charles B. Morrey, ikinci mertebeden k¬smi diferensiyel denklem-

lerin lokal çözümlerinin incelenmesi çal¬̧smalar¬yla tan¬mlam¬̧st¬r (Morrey, 1938).

Morrey uzaylar¬ k¬smi diferensiyel denklem (KDD) çal¬̧smalar¬nda, Schrödinger den-

klemleri, potansiyel teorisi, KDD çözümlerinin regülerlik özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬nda

uygulamalara sahiptir. Morrey uzaylar¬ birçok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve

geni̧slemi̧stir. Türkiye özelinde de birçok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ya da tez

konusu olmuştur (Küçükaslan, 2015), (Tüysüz, 2015), (A¼gcayaz¬, 2015), (Çelik, 2020).

Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬ Guliyev, Mizuhara ve Nakai taraf¬ndan

tan¬t¬lm¬̧st¬r (Guliyev, 1994a), (Mizuhara, 1991), (Nakai, 1994). Komori ve Shirai Lp;�! (Rn)

a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬n¬ tan¬tm¬̧s, bu uzayda, Hardy-Littlewood maksimal op-

eratör ve Calderon-Zygmund operatörü gibi baz¬ klasik operatörlerin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

çal¬̧sm¬̧slard¬r (Komori vd., 2009). Guliyev 2012 de M p;'
! (Rn), genelleştirilmi̧s a¼g¬r-

l¬kl¬ Morrey uzaylar¬ tan¬m¬n¬ matematik literatürüne kazand¬rm¬̧st¬r ve bu uzayda

Riesz potansiyeli ve Calderon-Zygmund operatörleri ile türetilen alt lineer operatör-

ler ve bu alt lineer operatörlerin yüksek mertebeden komütatörlerinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬

çal¬̧sm¬̧st¬r (Guliyev, 2012) .

1 � p <1 olsun. Normu

kfkLp(Rn) =

8
>><

>>:

�R
Rn
jf jpd�

	 1
p

; 1 � p <1

ess sup
x2Rn

jf(x)j ; p =1

olan tüm Lebesgue ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬ Lp(Rn) Lebesgue uzay¬n¬

göstermektedir.

Lp;!(Rn) a¼g¬rl¬kl¬ Lp uzaylar¬n¬ göstermektedir. Lp;!(Rn) a¼g¬rl¬kl¬ Lebesgue uzaylar¬,

f ölçülebilir fonksiyon, ! a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve 1 � p <1 olmak üzere, sonlu normu

kfkLp;!(Rn) =

0

@
Z

Rn

jf (y)jp ! (y) dy

1

A

1
p

olan fonksiyonlard¬r.

Lp;� (Rn) Morrey uzaylar¬, 0 < � < n, p � 1 ve f 2 Llocp (Rn) olmak üzere
1



kfkp;� = sup
x2Rn
r>0

0

B@
1

r�

Z

B(x;r)

jf(y)jp dy

1

CA

1
p

(1.1)

= sup
x2Rn
r>0

r�
�
p kfkLp(B(x;r))

< 1

olacak biçimdeki tüm fonksiyon s¬n¬‡ar¬n¬n uzay¬d¬r. Burada B (x; r), x merkezli r

yar¬çapl¬ aç¬k yuvar¬ belirtmektedir.

Mp;' (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬, 1 � p <1 ve f 2 Llocp (Rn) olmak üzere,

normu

kfkMp;'
= sup

x2Rn
r>0

r�n=p

'(x; r)
kfkLp(B(x;r)) <1 (1.2)

olan fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬d¬r, burada '(x; r), Rn�(0;1) da negatif olmayan, ölçülebilir

fonksiyonlar¬ belirtmektedir.

Buna göre e¼ger ' a¼g¬rl¬k fonksiyonu '(x; r) = r
��n
p al¬n¬rsa, Mp;' (Rn) genelleştir-

ilmi̧s Morrey uzaylar¬, klasik Lp;�(Rn) Morrey uzay¬na denk gelir.

Genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬ Mp;'
! (Rn), sonlu normu

kfkMp;'
!
= sup

r>0;x2Rn

1

' (x; r) k!kLp(B(x;r))
kfkLp;!(B(x;r))

olan tüm f 2 Llocp;!(Rn) fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬n¬ göstermektedir, burada supremum, Rn

kümesi içinde tüm B(x; r) aç¬k yuvarlar¬ üzerinden al¬nmaktad¬r.

GMp;�;'
! (Rn) a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylar¬, 0 < p, � � 1 ve '(r) fonksiyonu

(0;1) üzerinde tan¬ml¬ bir negatif olmayan ölçülebilir fonksiyon, !(r) fonksiyonu

Rn de ölçülebilir negatif olmayan bir fonksiyon, f 2 Llocp;'1(R
n) olmak üzere, sonlu

quasi normu

kfkGMp;�;'
! (Rn) = sup

x2Rn

0

@
1Z

0

' (r)

k!kLp(B(x;r))
kfk�Lp;!(B(x;t)) dt

1

A

1
�

olan fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬ göstermektedir.

BMO(Rn) uzay¬;

fB(x;r)(x) =
1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

f(y)dy

2



olmak üzere, normu

kfkBMO = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)(�)
�� dy <1;

veya

kfkBMO = infC
sup

r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

jf(y)� Cj dy <1

olan tüm lokal integrallenebilen fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬ olarak tan¬mlan¬r. Tezin ana

teoremlerinin ispat¬nda bu uzaydan yararlan¬l¬r.

f 2 Lloc1 (Rn) ve 0 � � < n olmak üzereMf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf (x) = sup
r>0

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

jf(y)j dy (1.3)

f 2 Lloc1 (Rn) ve 0 � � < n olmak üzere M� kesirli maksimal operatörü

(M�f)(x) = sup
r>0

jB(x; r)j�1+
�
n

Z

B(x;r)

jf(y)j dy (1.4)

şeklindedir. � = 0 al¬nd¬¼g¬nda Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu elde

edilir.

M# keskin maksimal fonksiyonu;

M#f(x) = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)(x)
�� dy

şeklinde tan¬mlan¬r.

I�f Riesz potansiyel operatörü 0 < � < n olmak üzere,

(I�f)(x) =

Z

Rn

f(y)

jx� yjn��
dy (1.5)

şeklinde tan¬mlan¬r.

f 2 Lloc1 (Rn) ve � : (0;1) �! (0;1) al¬n¬rsa, I�f genelleştirilmi̧s kesirli integral

operatörü,

I�f(x) =

Z

Rn

� (jx� yj)
jx� yjn f(y)dy (1.6)

olarak tan¬mlan¬r. Özel olarak e¼ger �(t) � t�, 0 < � < n ise I�f elde edilir.

[A;B], A ve B nin komütatörü;

3



[A;B] = A (B (f))�B (A (f))

olarak tan¬mlan¬r. Burada A ve B birer operatör, f de bir fonksiyondur.

Mb(f) maksimal komütatör; x 2 Rn ve b ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere

Mbf (x) = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

jb(x)� b(y)j jf(y)j dy

olarak tan¬mlan¬r.

Ölçülebilir bir b fonksiyonu için; Hardy-Littlewood maksimal operatör M nin komü-

tatörü, tüm x 2 Rn ler için

[M; b] f (x) = M(bf) (x)� b (x)Mf (x)

olarak tan¬mlan¬r.

0 < � < n, b ölçülebilir bir fonksiyon ve f de Rn üzerinde lokal integrallenebilen

bir fonksiyon olmak üzere; [b; I�] f , Riesz potansiyeli komütatörü,

[b; I�] f(x) =

Z

Rn

(b(x)� b(y)) f(y)

jx� yjn��
dy (1.7)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Genelleştirilmi̧s kesirli integral operatör komütatörü, 0 < � < n, b ölçülebilir bir

fonksiyon ve f de Rn üzerinde lokal integrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere

[b; I�]f(x) =

Z

Rn

�(jx� yj)
jx� yjn (b(x)� b(y)) f(y)dy

şeklinde tan¬mlan¬r.

b ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere jb; I�j operatörü

jb; I�jf(x) =
Z

Rn

�(jx� yj)
jx� yjn jb(x)� b(y)j jf(y)jdy

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Maksimal operatör üzerindeki çal¬̧smalar, harmonik analizin en önemli konular¬ndan

biridir. Bu operatör özel olarak diferensiyel denklemlerin çözümlerinde, singüler ve

potansiyel operatörlerin genel s¬n¬‡ar¬n¬n anlaş¬lmas¬nda esin kayna¼g¬ olacak bilgiler

sa¼glar. Klasik Morrey uzaylar¬nda ve alt uzaylar¬nda, maksimal operatör ve Riesz

4



potansiyelinin s¬n¬rl¬l¬¼g¬, Morrey (1938), Peetre (1969), Fe¤erman ve Stein (1971),

Adams (1975), Chiarenza ve Frasca (1987), Fazio ve Ragusa (1991), Guliyev (2009)

gibi birçok matematikçi taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Genelleştirilmi̧s kesirli integral operatör I�, ilk olarak (Gadjiev, 1997), (Guliyev vd. 2001)

ve (Nakai, 2001) taraf¬ndan araşt¬r¬lm¬̧st¬r. I� nun, genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬,

M1;' den M1; uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ ispatlam¬̧st¬r (Nakai, 2001). Günümüzde bir çok

yazar, I� hakk¬nda, özellikle Morrey uzaylar¬ ile ilgili (Gadjiev, 1997), (Mizuhara, 1991),

(Gunawan, 2003) önemli çal¬̧smalar yapm¬̧st¬r.

Tezin amac¬, GM p;�;'
! (Rn), a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylarda, Riesz potan-

siyeli ve komütatörlerinin iki a¼g¬rl¬kl¬ s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ ispatlamakt¬r. Bu operatörlerin

GM p;�;'
! (Rn), uzaylar¬nda s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerekli koşullar elde edilecektir. Daha

sonraMp;'
! (Rn) genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylarda genelleştirilmi̧s kesirli in-

tegral operatör I� ve komütatörü için iki a¼g¬rl¬kl¬ eşitsizlikler ispatlanacakt¬r, elde

edilen sonuçlar¬n uygulamalar¬na yer verilecektir. Son k¬s¬mda tart¬̧sma ve sonuca

ayr¬lm¬̧st¬r.

5



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tan¬m 2.1 0 � p <1 olsun. Normu

kfkLp(Rn) =

8
>><

>>:

�R
Rn
jf jpd�

	 1
p

; 1 � p <1

ess sup
x2Rn

jf(x)j ; p =1

olan tüm Lebesgue ölçülebilir f fonksiyonlar¬n¬n s¬n¬f¬na Lp(Rn) Lebesgue uzay¬

denir.

Tan¬m 2.2 0 � p < 1 ve f ölçülebilir fonksiyon olmak üzere, Lp;!(Rn) a¼g¬rl¬kl¬

Lebesgue uzaylar¬, sonlu normu

kfkLp;!(Rn) =

0

@
Z

Rn

jf (y)jp ! (y) dy

1

A

1
p

olan fonksiyonlard¬r.

Tan¬m 2.3 B(x; r), Rn de Lebesgue ölçülebilir, x merkezli r yar¬çapl¬ aç¬k yuvar

olmak üzere B(x; r) nin Lebesgue ölçüsü

jB(x; r)j =
Z

B(x;r)

dy

dir.

Tan¬m 2.4 Rn üzerinde lokal integrallenebilir fonksiyonlar¬n kümesi;
Z

Rn

jf jdy

sonlu olacak biçimde fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬ olarak ifade edilir ve f 2 Lloc1 (Rn) ile

gösterilir, burada Rn Öklid uzay¬nda bir kompakt küme ve f Lebesgue ölçülebilir

bir fonksiyondur.
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Tan¬m 2.5 0 < p, � � 1 ve !(r) > 0 fonksiyonu, (0;1) kümesinde, ölçülebilir

bir fonksiyon olsun. S¬ras¬yla LM p;�;!(Rn), GM p;�;!(Rn) lokal ve global Morrey tipli

uzaylar¬, sonlu quasi normu

k f kLMp;�;!(Rn)=
���! kfkLp(B(0;t))

���
L�(0;1)

k f kGMp;�;!(Rn)= sup
x2Rn

kf(x+ �)kLMp;�;!(Rn)

olan tüm fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r. E¼ger tüm t > 0 sabitleri için;

k !(r) kL�(t;1)=1 ise, LM p;�;!(Rn) = GM p;�;!(Rn) = � olur.

Burada �, Rn de s¬f¬ra denk olan fonksiyonlard¬r.

Tüm t > 0 sabitleri için e¼ger;

k !(r)r
n
p kL�(0;t)=1 ise, 0 < p <1 için, f(0) = 0 ve GM p;�;!(Rn) = � olur.

Tan¬m 2.6 0 < p, � < 1 ve '(r) fonksiyonu (0;1) üzerinde tan¬ml¬ bir negatif

olmayan ölçülebilir fonksiyon, !(r) fonksiyonu Rn de ölçülebilir negatif olmayan bir

fonksiyon, f 2 Llocp;'1(R
n) olsun. GM p;�;'

! (Rn) a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylar¬,

sonlu quasi normu

kfkGMp;�;'
! (Rn) = sup

x2Rn

0

@
1Z

0

' (r)

k!kLp(B(x;r))
kfk�Lp;!(B(x;t)) dt

1

A

1
�

olan tüm fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬d¬r.

!(r) = 1 özel durumunda kfkGMp;�;'(Rn) global Morrey tipli uzaylar elde edilir(Burenkov, 2004).

� =1 durumunda GM p;1;'
! (Rn) global Morrey tipli uzaylar, sonlu normu

kfkGMp;1;'
! (Rn) = sup

x2Rn;r>0

' (r)

k!kLp(B(x;r))
kfkLp;!(B(x;t)) dt

olan tüm fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬ genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬ olarak tan¬m-

lan¬r.

Burada B(x; r), Rn de x merkezli r yar¬çapl¬ aç¬k yuvard¬r.

Tan¬m 2.7 f , Rn de lokal integrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere, Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu;

Mf (x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j

Z

B(x;r)

jf(y)jdy
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şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada jB(x; r)j, B(x; r) aç¬k yuvar¬n¬n Lebesgue ölçüsüdür.

Maksimal operatör, harmonik analizin önemli operatörlerinden biridir. Özel olarak

diferensiyel teoride, singüler ve potansiyel operatörlerin genel s¬n¬‡ar¬n¬n anlaş¬l-

mas¬nda ve geli̧siminde esin kayna¼g¬ olacak bilgiler sa¼glar.

Tan¬m 2.8 0 < � < n, f Rn de olmak üzere, I�f , Riesz potaniyeli

I�f(x) =

Z

Rn

f(y)

jx� yjn��dy (2.1)

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Tan¬m 2.9 0 < � < n, b ölçülebilr bir fonksiyon ve f de Rn üzerinde lokal in-

tegrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere; [b; I�] f , Riesz potansiyeli komütatörü,

aşa¼g¬daki eşitlikle tan¬mlanm¬̧st¬r.

[b; I�] f(x) =

Z

Rn

(b(x)� b(y)) f(y)

jx� yjn��
dy (2.2)

Tan¬m 2.10 0 < � < n, b ölçülebilr bir fonksiyon, f de Rn üzerinde lokal integral-

lenebilen bir foksiyon olmak üzere; jb; I�j operatörü

jb; I�j f(x) =
Z

Rn

jb(x)� b(y)j jf(y)j
jx� yjn��

dy (2.3)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m 2.11 E¼ger 1 � p <1 için

sup
r>0;x2Rn

�
1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

!p (y) dy

	 1
p
�

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

!�p
0
(y) dy

	 1
p0

ifadesi sonlu ise, a¼g¬rl¬k fonksiyonu !, Ap(Rn) s¬n¬f¬ndand¬r.

E¼ger her x 2 Rn ve r > 0 için

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

!p (y) dy � C ess sup
y2(B(x;r))

1

! (y)

sa¼glayacak biçimde bir pozitif C sabiti varsa, !, A1 (Rn) s¬n¬f¬ndand¬r denir.

E¼ger 1 � p <1 için
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sup
r>0;x2Rn

�
1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

!p2 (y) dy

	 1
p
�

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

!�p
0

1 (y) dy

	 1
p0

ifadesi sonlu ise (!1; !2) a¼g¬rl¬k fonksiyonu ~Ap (Rn) s¬n¬f¬ndand¬r denir.

E¼ger 1 � p; q <1 için

sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j1+
1
q
� 1
p

�Z

B(x;r)

!q2 (y) dy

	 1
q
�Z

B(x;r)

!�p
0

1 (y) dy

	 1
p0

ifadesi sonlu ise (!1; !2) a¼g¬rl¬k fonksiyonu Ap;q (Rn) s¬n¬f¬ndand¬r denir.

Sonuç 2.1 1
p
+ 1

p0 = 1 olmak üzere, 1 � p < 1 ve (!1; !2) 2 ~Ap (Rn) olsun. Bu

durumda
�
!�12 ; !�11

�
2 ~Ap0 (Rn) olur.

Teorem 2.1 1 � p <1 ve ', (0;1) üzerinde tan¬ml¬, negatif olmayan ölçülebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda M , maksimal operatörü olmak üzere,

1. M : Lp;'(Rn)
s{n{rl{d{r
�! Lp;'(Rn)() ' 2 Ap(Rn)

2. M : L1;'(Rn)
s{n{rl{d{r
�! WL1;'(Rn)() ' 2 A1(Rn)

gerçeklenir (Muckenhoupt, 1972b).

Tan¬m 2.12 f , Rn de tan¬ml¬ lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu du-

rumda kesirli maksimal fonksiyon

M�f(x) = sup
r>0

jB(x; r)j�1+�=n
Z

B(x;r)

jf(y)jdy; 0 � � < n;

şeklinde tan¬mlan¬r.

M� kesirli maksimal foksiyonu ile I� Riesz potansiyeli aras¬nda

M�f(x) � !
�
n
�1

n (I� jf j) (x) (2.4)

şeklinde bir ba¼g¬nt¬ vard¬r, burada !n, Rn de birim kürenin hacmini belirtmektedir.

Tan¬m 2.13 M#, keskin maksimal fonksiyonu
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M#f(x) = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)(x)
�� dy

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada

fB(x;r)(x) =
1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

f(y)dy

dir.

Tan¬m 2.14 b ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere; maksimal komütatör, Mb(f),

tüm x 2 Rn için;

Mbf (x) = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

jb(x)� b(y)j jf(y)j dy

olarak tan¬mlan¬r.

Bu operatör, BMO k¬saltmas¬ ile gösterilen singüler integral operatörleri komütatör-

lerinin çal¬̧smalar¬nda önemlidir.

Tan¬m 2.15 Ölçülebilir bir b fonksiyonu için; Hardy-Littlewood maksimal operatör

M nin komütatörü, x 2 Rn için

[M; b] f (x) = M(bf) (x)� b (x)Mf (x)

olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.16 BMO(Rn) uzay¬, normu aşa¼g¬da verilen bütün lokal integrallenebilir

fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬d¬r (John ve Nirenberg, 1961).

kfkBMO = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)(�)
�� dy <1;

veya

kfkBMO = infC
sup

r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

jf(y)� Cj dy <1.

Tan¬m 2.17 1 � p < 1 için BMO(Rn)p;' uzay¬; normu aşa¼g¬da verilen bütün

lokal integrallenebilir fonksiyonlar¬n uzay¬d¬r.

kfkBMOp;'
= sup

r>0;x2Rn

���f(�)� fB(x;r)
�
	B(x;r)

��
Lp;'(Rn)

k'kLp(B(x;r))
<1

ya da

kfkBMOp;'
= sup

r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j
���f(�)� fB(x;r)

�
	B(x;r)

��
Lp;'(Rn)

��'�1
��
Lp0 (B(x;r))

<1:
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Teorem 2.2 1 � p � 1 ve ' Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E¼ger

' 2 Ap(Rn) ise, k�kBMOp;'
ve k�kBMO normlar¬ denktir (Ho, 2016).

Lemma 2.1 b 2 BMO(Rn), 0 < 2r < t, koşullar¬nda

��bB(x;r) � bB(x;t)
�� � C kbkBMO ln

t

r

olacak şekilde b; x; r ve t den ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabiti vard¬r (Janson, 1978).

Tan¬m 2.18 L1;v(R+), normu

kgk1;v (R+) = ess sup
t>0

v(t)g(t)

olan a¼g¬rl¬kl¬ L1 uzay¬ olsun. A konisi,

A =

�
' 2 m+ (R+; ") : lim

t�!0+
'(t) = 0




şeklinde gösterilir. Burada m+ (R+; "), (0;1) da azalmayan fonksiyonlar anlam¬n-

dad¬r.

Tan¬m 2.19 u fonksiyonu R+ üzerinde tan¬ml¬ sürekli bir pozitif fonksiyon olsun.

Ŝu supremal operatör,

�
Ŝug
�
(t) := kugkL1(0;t) , t 2 (0;1)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Aşa¼g¬daki teoremin ispat¬ (Burenkov vd., 2010)’ de verilmi̧stir.

Teorem 2.3 v1 ve v2 fonksiyonlar¬ ölçülebilir pozitif fonksiyonlar olsun, öyle ki her

t > 0 için, 0 < kv1kL1(0;t) < 1 olsun, u fonksiyonu, R üzerinde sürekli pozitif

bir fonksiyon olsun. Böylece Ŝu operatörü �A konisi üzerinde L1v1(R+) uzay¬ndan

L1v2(R+) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r, ancak ve ancak

���v2Ŝu
�
kv1k�1L1(0;:)

����
L1(R+)

<1

dir (Burenkov vd., 2010).
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Tan¬m 2.20 0 < t < 1 ve ! a¼g¬rl¬k fonlsiyonu olmak üzere a¼g¬rl¬kl¬ Hardy ve

eşlenik Hardy operatörleri, s¬ras¬yla

H!g(t) :=

tZ

0

g(s)!(s)ds

H�
!g(t) :=

1Z

t

g(s)!(s)ds

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Teorem 2.4 v1, v2 ve ! fonksiyonlar¬, (0;1) üzerinde a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ olsun.

v1 (t), orijin d¬̧s¬ndaki bir komşulukta s¬n¬rl¬ olsun. Bu durumda, baz¬ C > 0 sabitleri

için, (0;1) üzerinde tan¬ml¬ bütün pozitif ve azalmayan g fonksiyonlar¬ için

sup
t>0

v2 (t)H
�
!g(t) � C sup

t>0
v1(t)g(t)

gerçeklenir, ancak ve ancak

B := sup
t>0

v2 (t)

1Z

t

!(s)ds

ess sups<�<1 v1(� )
<1

(Guliyev, 2013a).

Teorem 2.5 v1, v2 ve ! fonksiyonlar¬, (0;1) üzerinde a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ olsun.

v1 (t), orijin d¬̧sandaki bir komşulukta s¬n¬rl¬ olsun. Bu durumda, baz¬ C > 0 sabitler

için, (0;1) üzerinde tan¬ml¬ bütün pozitif ve azalmayan g fonksiyonlar¬ için

sup
t>0

v2 (t)H!g(t) � C sup
t>0

v1(t)g(t) (2.5)

gerçeklenir, ancak ve ancak

B := sup
t>0

v2 (t)

tZ

0

!(s)ds

ess sups<�<1 v1(�)
<1:

(Guliyev, 2013a).

(2.5) için en iyi sabit C = B dir.

Tezin ana teoremlerini ispatlamak için aşa¼g¬daki iki lemma (genelleştirilmi̧s Hardy

eşitsizlikleri) kullan¬lacakt¬r. Bunlar s¬ras¬ ile,
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Lemma 2.2 1 � r � s � 1 olsun. v ve ! fonksiyonlar¬ (0;1) üzerinde hemen

her yerde ölçülebilir pozitif fonksiyonlar olsun. Bu durumda

0

@
1Z

0

0

@
tZ

0

h(�)d�

1

A
s

!(t)dt

1

A
1=s

� C

0

@
1Z

0

h(t)rv(t)dt

1

A
1=r

(2.6)

olacak şekilde h den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti vard¬r, ancak ve ancak

K = sup
t>0

0

@
1Z

t

!(�)d�

1

A
1=s0

@
tZ

0

v(�)1�r0d�

1

A
1=r0

<1: (2.7)

Burada, r + r0 = rr0 dür.

E¼ger C, (2.6) in en iyi sabitiyse ve K, (2.7) ile tan¬ml¬ ise

K � C � k(r; s)K (2.8)

olur.

(2.8) deki k(r; s) sabiti çeşitli formlarda yaz¬labilir.

k(r; s) = r1=s(r0)1=r
0

k(r; s) = s1=s(s0)1=r
0

k(r; s) = (1 + s=r0)1=s(1 + r0=s)1=r
0

Lemma 2.3 1 � r � s � 1 olsun. v ve ! fonksiyonlar¬ (0;1) üzerinde hemen

her yerde ölçülebilir pozitif fonksiyonlar olsun. Böylece

0

@
1Z

0

0

@
1Z

t

h(�)d�

1

A
s

!(t)dt

1

A
1=s

� C

0

@
1Z

0

h(t)rv(t)dt

1

A
1=r

(2.9)

olacak şekilde h den ba¼g¬ms¬z bir C sabiti vard¬r, ancak ve ancak

K1 = sup
t>0

0

@
tZ

0

!(�)d�

1

A
1=s0

@
1Z

t

v(�)1�r0d�

1

A
1=r0

<1: (2.10)

E¼ger C, (2.9) ün en iyi sabitiyse ve K, (2.10) ile tan¬ml¬ ise
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K � C � k(r; s)K (2.11)

olur. Bunun yan¬nda (2.11) daki en iyi C sabiti

K1 � C � k(r; s)K1

eşitsizli¼gini sa¼glar.

Lemma 2.2 ve Lemma 2.3 G. Talenti, G. Tomaselli, B. Muckenhoupt taraf¬ndan,

1 � r = s < 1 için ispatlanm¬̧s, V.M. Kokilashvili, V. G. Maz’ya taraf¬ndan da

r < s için ispat yap¬lm¬̧st¬r.
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3. A¼GIRLIKLI GLOBAL MORREY T·IPL·I UZAYLARDA RIESZ

POTANS·IYEL·I VE KOMÜTATÖRLER·I ·IÇ·IN ·IK·I A¼GIRLIKLI EŞ·IT-

S·IZL·IKLER

Bu bölümde GMp;�;'
! (Rn), a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylarda Riesz potansiyeli

ve komütatörleri için iki a¼g¬rl¬kl¬ eşitsizlikler elde edilecektir.

Öncelikle GMp;�;'
! (Rn), a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylarda maksimal operatörün

s¬n¬rl¬l¬¼g¬ elde edilecektir.

Teorem 3.1 1 < p < 1 ve ('1; '2) 2 ~Ap(Rn) olsun. Böylece her f 2 Lp;'1(R
n)

için

kMfkLp;'2(B(x;r)) � C k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s
(3.1)

gerçeklenir. Burada C; f , x ve t ye ba¼gl¬ de¼gildir.

·Ispat. t>0 olmak üzere, f ;

f = f1 + f2 (3.2)

f1(y) = f(y)	B(x;2t)(y)

f2(y) = f(y)	cB(x;2t)(y)

şeklinde gösterilirse;

kMfkLp;'2 (B(x;t)) � kMf1kLp;'2 (B(x;t)) + kMf2kLp;'2(B(x;t))

eşitsizli¼gi vard¬r. f1 2 Lp;'(Rn) oldu¼gu dikkate al¬narak, maksimal opeatörün a¼g¬r-

l¬kl¬ Lebesgue uzaylar¬ndaki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan

kMf1kLp;'2 (B(x;t)) � kMf1kLp;'2 (Rn)

� kf1kLp;'1 (Rn)

= C kfkLp;'1 (B(x;2t))

gerçeklenir (Mizuhara, 1991). Böylece

kMf1kLp;'2 (B(x;2t)) � C kfkLp;'1 (B(x;2t)) (3.3)
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olur. Bu eşitsizlikte C, f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

kMfkLp;'1 (B(x;2t)) � C k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

eşitsizli¼gi ve (3.3) eşitsizli¼ginden

kMfkLp;'2 (B(x;t)) � C k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s
(3.4)

elde edilir. z 2 B(x; t) olmak üzere Mf2(z) yi hesaplayabilmek için,

Z

cB(x;2t)

jx� yj�n jf(y)j dy = C

Z

cB(x;2t)

jf(y)j

0

B@
1Z

jx�yj

s�n�1ds

1

CA dy

� C

1Z

t

s�n�1

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

jf(y)j dy

1

CA ds

� C

1Z

t

s�n�1 kfkLp;'1 (B(x;s))
��	B(x;s)'�11

��
Lp0 (Rn)

ds (3.5)

eşitsizli¼gi elde edilir. z 2 B(x; t) için

Mf2(z) = sup
r>0;x2Rn

1

jB (z; r)j

Z

B(z;r)

jf2(y)j dy

� C sup
r�2t;

Z

cB(x;2t)\B(z;r)

jy � zj�n jf(y)j dy

� C sup
r�2t;

Z

cB(x;2t)\B(z;r)

jx� yj�n jf(y)j dy

� C sup
r�2t;

Z

cB(x;2t)

jx� yj�n jf(y)j dy

elde edilir.

Z

cB(x;t)

jx� yj�n jf(y)j dy � C

1Z

t

s�n�1
��'�11

��
Lp0(B(x;s))

kfkLp;'1 (B(x;s)) ds
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eşitsizli¼gi (3.5) de ispatland¬. Dolay¬s¬yla

kMf2kLp;'2 (B(x;t)) � C

������

1Z

t

s�n�1
��'�11

��
Lp0(B(x;s))

kfkLp;'1 (B(x;s)) ds

������
Lp;'2 (B(x;t))

(3.6)

� C

1Z

t

s�n�1
��'�11

��
Lp0(B(x;s))

kfkLp;'1 (B(x;s)) ds
��	(B(x;t))

��
Lp;'2 (Rn)

� C k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;'1(B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

elde edilir. (3.4) ve (3.6) den

kMf2kLp;'2 (B(x;t)) � C k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;'1(B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

olur. Burada C, f den ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 3.2 1 < p <1 ve ('1; '2) 2 ~Ap(Rn), 1 � �1 � �2 <1 olsun. '1 ve '2

sup
t>0

0

@
tZ

0

!2(s) k'2k
�2
Lp(B(x;s))

ds

1

A

�1
�2
0

@
1Z

t

!1(r)
1��01r��

0
1 k'2k

��01
Lp(B(x;r))

dr

1

A
�1�1

<1

(3.7)

koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda M , maksimal operatörü GMp;�1;'1
!1 (Rn) a¼g¬rl¬kl¬

global Morrey tipli uzay¬ndan GMp;�2;'2
!2 (Rn) a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzay¬na

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. f 2 GMp;�1;'1
!1 (Rn) olsun. Böylece Teorem 3.1 ve Lemma 2.3 den

kMfk
GMp;�2;'2

!2
(Rn) =

0

@
1Z

0

!2(t) kMfk�2Lp;'2 (B(x;t)) dt

1

A

1
�2

� C sup
x2Rn

0

B@
1Z

0

!2(t) k'2k
�2
Lp(B(x;t))

0

@
1Z

t

kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

1

A
�2

dt

1

CA

1
�2

� C sup
x2Rn

0

@
1Z

0

kfk�1Lp;'1 (B(x;t))
k'2k

�1
Lp(B(x;t))

t��1!1(t)t
�1 k'2k

�1
Lp(B(x;t))

dt

1

A

1
�2

= C sup
x2Rn

0

@
1Z

0

!1(t) kfk�1Lp;'1(B(x;t)) dt

1

A

1
�2

= C kfk
GMp;�1;'1

!1
(Rn)
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elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.1 b, lokal integrallenebilen herhangi bir pozitif fonksiyon olsun. Böylece;

j[M; b] f(x)j �Mbf(x); x 2 Rn

eşitsizli¼gi tüm f 2 Lloc1 (Rn) için gerçeklenir(A¼gcayaz¬ vd., 2015) .

Teorem 3.3 b 2 BMO (Rn) olmak üzere; X, Rn üzerinde tan¬ml¬ ölçülebilir fonksiy-

onlar¬n Banach uzay¬ ve M , X üzerinde s¬n¬rl¬ olsun. Bu durumda Mb operatörü X

üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ve

kMbfkX � C kbkBMO kfkX

eşitsizli¼gi f den ba¼g¬ms¬z C sabiti ile gerçeklenir(A¼gcayaz¬ vd., 2015).

Sonuç 3.1 1 � p < 1, b 2 BMO (Rn) ve ' 2 Ap (Rn) olsun. Bu durumda Mb

operatörü Lp;' (Rn) uzay¬nda s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 3.4 1 < p <1, b 2 BMO (Rn);
�
'1;'2

�
2 ~Ap (Rn) ve '1 2 Ap (Rn) olsun.

Bu durumda Mb operatörü Lp;'1 (R
n) den Lp;'2 (R

n) e s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. f 2 Lp;'1 (R
n), b 2 BMO (Rn) olsun. Böylece

Mbf(x) � C kbkBMOM
2f(x)

eşitsizli¼gi gerçeklenir (A¼gcayaz¬ vd., 2015). Bu eşitsizlik, Teorem 3.4, Sonuç 3.1 ve
�
'1;'2

�
2 ~Ap (Rn), '1 2 Ap (Rn) koşullar¬yla

kMbfkLp;'2 (B(x;r)) � C kbkBMO

��M 2f
��
Lp;'2 (B(x;r))

� C kbkBMO kMfkLp;'1 (B(x;r))

� C kbkBMO kfkLp;'1(B(x;r)) (3.8)

olur. Burada M 2f(x) =M(Mf (x)) dir.
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Teorem 3.5 1 < p < 1, b 2 BMO (Rn) ,
�
'1;'2

�
2 ~Ap (Rn) , '1; '2 2 Ap (Rn)

olsun. Böylece her f 2 Lp;'1 (R
n) için

kMbfkLp;'2 (B(x;t)) � C kbkBMO k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s
(3.9)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Burada C; f , x ve t den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat. f , (3.2) deki gibi tan¬mlanmak üzere

kMbfkLp;'2 (B(x;t)) � kMbf1kLp;'2 (B(x;t)) + kMbf2kLp;'2 (B(x;t))

eşitsizli¼gi vard¬r. Teorem 3.4 ile

kMbf1kLp;'2 (B(x;t)) � kMbf1kLp;'2(Rn)

� C kbkBMO kf1kLp;'1 (Rn)

= C kbkBMO kfkLp;'1 (B(x;2t)) (3.10)

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada C sabiti f fonksiyonundan ba¼g¬ms¬zd¬r. (3.10) ȩsitsi-

zli¼ginden

kMbf1kLp;'2 (B(x;t)) � C kbkBMO k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

�
1 + ln

r

t

� kfkLp;'1 (B(x;r))
k'2kLp(B(x;r))

dr

r

(3.11)

elde edilir. kfkLp;'(B(x;2t)), t de¼gi̧skenine göre azalmayand¬r, dolay¬s¬yla (3.10) da

kfkLp;'1 (B(x;2t)) nin sa¼g taraf¬ (3.11) in sa¼g taraf¬yla s¬n¬rlan¬r.
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z 2 B(x; t) olmak üzere;

Mbf2(z) = sup
r>0

jB(z; r)j�1
Z

B(z;r)

jb(z)� b(y)j jf2(y)j dy

� C sup
r�2t

Z

cB(x;2t)\B(z;r)

jz � yj�n jb(z)� b(y)j jf(y)j dy

� C sup
r�2t

Z

cB(x;2t)\B(z;r)

jx� yj�n jb(z) � b(y)j jf(y)j dy

= �n
Z

cB(x;2t)

jb(z)� b(y)j jf(y)j

0

B@
1Z

jx�yj

s�n�1ds

1

CA dy

� C

1Z

t

s�n�1

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

jb(z) � b(y)j jf(y)j dy

1

CA ds

� C

1Z

t

s�n�1

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

��b(y)� bB(x;s)
�� jf(y)j dy

1

CA ds

+C

1Z

t

s�n�1

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

��b(z)� bB(x;s)
�� jf(y)j dy

1

CA ds

= I1 + I2

diyelim.

Hölder eşitsizli¼gi ve Teorem 3.4 yard¬m¬ ile

I1 = C

1Z

t

s�n�1

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

��b(y)� bB(x;s)
�� jf(y)j dy

1

CA ds

� C

1Z

t

s�n�1 kfkLp;'1 (B(x;s))
��b(:)� bB(x;s)

��
L
p0;'�1

1
(B(x;s))

ds

� C kbkBMO

1Z

t

s�n�1 kfkLp;'1(B(x;s))
��'�11

��
Lp0 (B(x;s))

ds
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elde edilir. I2 için Lemma 2.1 yard¬m¬ ile

I2 =

1Z

t

s�n�1
��b(z)� bB(x;s)

��

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

jf(y)j dy

1

CA ds

�
��b(z)� bB(x;t)

��
1Z

t

s�n�1

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

jf(y)j dy

1

CA ds

+

1Z

t

s�n�1
��bB(x;t) � bB(x;s)

��

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

jf(y)j dy

1

CA ds

� CMb	B(x;t)(z)

1Z

t

s�n�1 kfkLp;'1 (B(x;s))
��'�11

��
Lp0(B(x;s))

ds

+C kbkBMO

1Z

t

s�n�1 ln
s

t
kfkLp;'1(B(x;s))

��'�11
��
Lp0 (B(x;s))

ds

elde edilir. Teorem 3.4 den

kMbf2kLp;'2 (B(x;t)) � kI1kLp;'2 (B(x;t)) + kI2kLp;'2(B(x;t))

� C kbkBMO k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

+C
��Mb	B(x;t)

��
Lp;'2 (B(x;t))

1Z

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

� C kbkBMO k'2kLp(B(x;t))

1Z

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

(3.12)

olur.

Böylece (3.11) ve (3.12) den (3.9) elde edilir.

Teorem 3.6 1 < p < 1, b 2 BMO (Rn);
�
'1;'2

�
2 ~Ap (Rn) , '1; '2 2 Ap (Rn) ve

21



1 � �1 � �2 <1 olsun. !1 ve !2 a¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬

sup
t>0

0

@
tZ

0

!2(s) k'2k
�2
Lp(B(x;s))

ds

1

A

�1
�2

�

0

@
1Z

t

(1 + ln
s

t
)�
0
1!1(r)

1��01r��
0
1 k'2k

��01
Lp(B(x;r))

dr

1

A
�1�1

< 1 (3.13)

koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda Mb operatörü GMp;�1;'1
!1 (Rn) a¼g¬rl¬kl¬ global Mor-

rey tipli uzay¬ndan GMp;�2;'2
!2 (Rn) a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. f 2 GMp;�1;'1
!1 (Rn), b 2 BMO (Rn) olsun. Böylece Teorem 3.5 ve Lemma

2.3 den

kMbfkGMp;�2;'2
!2

(Rn)

= sup
x2Rn

0

@
1Z

0

!2(t) kMbfk�2Lp;'2 (B(x;t)) dt

1

A

1
�2

� C kbkBMO sup
x2Rn

0

B@
1Z

0

!2(t) k'2k
�2
Lp(B(x;t))

0

@
1Z

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;'1 (B(x;s))
k'2kLp(B(x;s))

ds

s

1

A
�2

dt

1

CA

1
�2

� C sup
x2Rn

0

@
1Z

0

�
1 + ln

s

t

��1 kfk�1Lp;'1 (B(x;t))
k'2k

�1
Lp(B(x;t))

t��1
�
1 + ln

s

t

���1
!1(t)t

�1 k'2k
�1
Lp(B(x;t))

dt

1

A

1
�1

= C sup
x2Rn

0

@
1Z

0

!1(t) kfk�1Lp;'1 (B(x;t)) dt

1

A

1
�1

= C kfk
GMp;�1;'1

!1
(Rn)

elde edilir.
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3.1 A¼g¬rl¬kl¬ Global Morrey Tipli Uzaylarda Riesz Potansiyelleri ·Için ·Iki

A¼g¬rl¬kl¬ Eşitsizlikler

Bu kesimdeGMp;�;'
! (Rn), a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylarda I� Riesz potansiyeli

için iki a¼g¬rl¬kl¬ eşitsizlikler ispatlanacakt¬r.

Teorem 3.7 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 1
p
� 1

q
= �

n
ve (!1; !2) 2 Ap;q (Rn) olsun. Bu du-

rumda I� operatörü Lp;!1 (Rn) den Lq;!2 (Rn) ye s¬n¬rl¬d¬r (Sawyer ve Wheeden, 1992).

(2.4) ȩsitsizli¼ginden aşa¼g¬daki sonuç elde edilir .

Sonuç 3.2 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 1

p
� 1

q
= �

n
ve (!1; !2) 2 Ap;q (Rn) olsun.

Böylece M� kesirli maksimal operatörü Lp;!1 (Rn) den Lq;!2 (Rn) ye s¬n¬rl¬d¬r.

Teorem 3.8 0 < � < n; 1 < p < n
�
; 1

p
� 1

q
= �

n
ve (!1; !2) 2 Ap;q (Rn) olmak

üzere, her f 2 Lp;!1(B(x; t)) fonksiyonu için

kI�fkLq;!2 (B(x;t)) � C k!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

kfkLp;!1 (B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
(3.14)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde bir C > 0 sabiti bulunur(Avşar vd., 2023).

·Ispat. f fonksiyonu

f = f1 + f2; (3.15)

f1(y) = f(y)	B(x;2t)(y); (3.16)

f2(y) = f(y)	RnnB(x;2t)(y); t > 0 (3.17)

şeklinde gösterilirse,

I�f(x) = I�f1(x) + I�f2(x)

elde edilir.

Teorem 3.7 ile

kI�f1kLq;!2 (B(x;2t)) � kI�f1kLq;!2 (Rn)

� C kf1kLp;!1 (Rn)

= CkfkLp;!1 (B(x;2t))

elde edilir.
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Bu durumda

kI�f1kLq;!2 (B(x;2t)) � CkfkLp;!1 (B(x;2t))

gerçeklenir. Burada C sabiti f fonksiyonundan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Böylece

kI�f1kLq;!2(B(x;2t)) � C k!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

kfkLp;!1 (B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
(3.18)

elde edilir.

E¼ger jx � zj � t, jz � yj � 2t, ise 1
2
jz � yj � jx � yj � 3

2
jz � yj, eşitsizli¼gi vard¬r.

Dolay¬s¬yla

jI�f2(z)j �
Z

RnnB(x;2t)
jz � yj��njf(y)jdy

� C

Z

RnnB(x;2t)
jx� yj��njf(y)jdy

elde edilir.

Z

RnnB(x;2t)
jx� yj��n jf(y)j dy = (�� n)

Z

RnnB(x;2t)
jf(y)j

�Z 1

jx�yj
s��n�1ds

	
dy

� C

Z 1

t

s��n�1kfkLp;!1(B(x;s))
��!�11

��
Lp0(B(x;s))

ds

elde edilir. Buradan

kI�f2kLq;!2 (B(x;t)) � C

Z 1

t

s��n�1kfkLp;!1 (B(x;s))
��!�11

��
Lp0(B(x;s))

ds
���	B(x;t)

���
Lq;!2 (Rn)

eşitsizli¼gi elde edilir.

Böylece

kI�f2kLq;!2 (B(x;t)) � C k!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

kfkLp;!1 (B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
(3.19)

elde edilir. (3.18) ve (3.19) eşitsizliklerinden (3.14) eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem 3.9 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 1
p
� 1

q
= �

n
, 1 � �1 � �2 < 1 ve (!1; !2) 2

Ap;q (Rn) olsun. '1(r) ve '2(r) fonksiyonlar¬

sup
t>0

�Z t

0

'2(s) k!2k
�2�1
Lq(B(x;s))

ds

	 �1
�2

0

@
Z 1

t

'1(r)
1��01 k!1k�

0
1�1
Lp(B(x;r))

r�
0
1 k!2k�

0
1

Lq(B(x;r))

dr

1

A
�1�1

<1

(3.20)
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koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda I� operatörü GMp;�1;'1
!1 (Rn) den GMq;�2;'2

!2 (Rn)

ye s¬n¬rl¬d¬r(Avşar vd., 2023).

·Ispat. f 2 GMp;�1;'1
!1 (Rn) olsun. A¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylar¬ norm

tan¬m¬ndan

kI�fkGMq;�2;'2
!2

(Rn) = sup
x2Rn

 Z 1

0

'2(t)

k!2kLq(B(x;t))
kI�fk�2Lq;!2 (B(x;t)) dt

! 1
�2

(3.21)

yaz¬l¬r. (3.21) eşitli¼ginde
��I�f	B(x;t)

��
Lq;!2 (Rn)

normu, Teorem 3.7, 3.8 ve Lemma 2.3

yard¬m¬yla hesaplan¬rsa

kI�fkGMq;�2;'2
!2

(Rn)

� C sup
x2Rn

 Z 1

0

'2(t) k!2k
�2�1
Lq(B(x;t))

�Z 1

t

kfkLp;!1 (B(x;s)) k!2k
�1
Lq(B(x;s))

ds

s

	�2
dt

! 1
�2

� C sup
x2Rn

 Z 1

0

kfk�1Lp;!1 (B(x;t))
k!2k�1Lq(B(x;t))

t��1'1(t)t
�1 k!2k�1Lq(B(x;t)) k!1k

�1
Lp(B(x;t))

dt

! 1
�1

= C sup
x2Rn

 Z 1

0

'1(t)

k!1kLp(B(x;t))
kfk�1Lp;!1 (B(x;r))dt

! 1
�1

= Ckfk
GMp;�1;'1

!1

elde edilir.

3.2 A¼g¬rl¬kl¬ Global Morrey Tipli Uzaylarda Riesz Potansiyeli Komü-

tatörleri ·Için ·Iki A¼g¬rl¬kl¬ Eşitsizlikler

Bu kesimde GMp;�;'
! (Rn), a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylarda I� Riesz potan-

siyelinin b 2 BMO (Rn) fonksiyonlar¬ ile komütatörleri için iki a¼g¬rl¬kl¬ eşitsizlikler

ispatlanacakt¬r.

Lemma 3.2 b 2 BMO (Rn) ; 1 < s <1 olsun. Böylece

M ] (jb; I�j f(x)) � CkbkBMO

h
(M jI�f(x)js)

1
s + (M s

�jf(x)js)
1
s

i

gerçeklenir. Burada C > 0 sabiti, f fonksiyonu ve x de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬zd¬r

(Di Fazio, 1991).
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Lemma 3.3 1 < p <1 ve ! 2 Ap (Rn) olsun. Böylece, f fonksi-

yonundan ba¼g¬ms¬z bir C > 0 sabitiyle

kfkLp;!(Rn) � C
��M ]f

��
Lp;!(Rn)

eşitsizli¼gi gerçeklenir (Stein, 1993).

Teorem 3.10 1 < p < 1, b 2 BMO (Rn), (!1; !2) 2 eAp (Rn) ve !1 2 Ap (Rn)

olsun. Böylece Mb, maksimal komütatörü Lp;!1 (Rn) uzay¬ndan Lp;!2 (Rn) uzay¬na

s¬n¬rl¬d¬r (Aykol vd., 2022).

Aşa¼g¬daki teoremde jb; I�j, Riesz potansiyeli komütatörünün Lp;!1 (Rn) uzay¬n-

dan Lq;!2 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 3.11 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 1
p
� 1

q
= �

n
, b 2 BMO (Rn), (!1; !2) 2

Ap;q (Rn), !1 2 Ap (Rn) ve !2 2 Aq (Rn) olsun. Bu durumda jb; I�j operatörü

Lp;!1 (Rn) uzay¬ndan Lq;!2 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r (Avşar vd., 2022).

·Ispat. f 2 Lp;!1 (Rn) ve b 2 BMO (Rn) olsun. Lemma 3.3 yard¬m¬yla

kjb; I�j fkLq;!2 (Rn) � C
��M ] ([b; I�] f)

��
Lq;!2 (Rn)

eşitsizli¼gi vard¬r. Lemma 3.2 den
��M ] (jb; I�j f)

��
Lq;!2 (Rn)

� CkbkBMO

���(M jI�f js)
1
s + (M s

�jf js)
1
s

���
Lq;!2(Rn)

� CkbkBMO


���(M jI�f js)
1
s

���
Lq;!2 (Rn)

+
���(M s

�jf js)
1
s

���
Lq;!2 (Rn)

�
:

vard¬r. Teorem 2.1 ve 3.7 den
���(M jI�f js)

1
s

���
Lq;!2 (Rn)

� C kI�fkLq;!2 (Rn)

� CkfkLp;!1(Rn)

elde edilir. Sonuç 3.2 den
���(M�jf js)

1
s

���
Lq;!2 (Rn)

� CkfkLp;!1 (Rn)

elde edilir. Böylece

k[b; I�] fkLq;!2 (Rn) � CkbkBMOkfkLp;!1(Rn) (3.22)

eşitsizli¼gi gerçeklenir.
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Teorem 3.12 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 1
p
� 1

q
= �

n
, 2t � s, b 2 BMO (Rn),

(!1; !2) 2 Ap;q (Rn), !1 2 Ap (Rn) ve !2 2 Aq (Rn) olsun. Böylece

kjb; I�j fkLq;!2 (B(x;t)) � CkbkBMO k!2kLq(B(x;t))

�
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
kfkLp;!1 (B(x;s)) k!2k

�1
Lq(B(x;s))

ds

s
;

(3.23)

gerçeklenir. Burada t > 0 olmak üzere, C sabiti; f fonksiyonundan, x ve t

de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬zd¬r (Avşar vd., 2022).

·Ispat. f fonksiyonu (3.15) de oldu¼gu gibi gösterildi¼ginde

jb; I�j f(x) � jb; I�j f1(x) + jb; I�j f2(x)

eşitsizli¼ginin varl¬¼g¬ aşikard¬r.

Teorem 3.11 yard¬m¬yla

kjb; I�j f1kLq;!2(B(x;t)) � kjb; I�j f1kLq;!2 (Rn)
� CkbkBMO kf1kLp;!1(Rn) = CkbkBMOkfkLp;!1 (B(x;2t))

elde edilir.

Buradan

kjb; I�j f1kLq;!2 (B(x;t)) � CkbkBMOkfkLp;!1 (B(x;2t))

elde edilir. Burada C sabiti f fonksiyonundan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Buradan da
kjb; I�j f1kLq;!2(B(x;t)) � CkbkBMO k!2kLq(B(x;t))

�
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;!1(B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s

(3.24)

elde edilir.

jx � zj � t, jz � yj � 2t, al¬nd¬¼g¬nda 1
2
jz � yj � jx � yj � 3

2
jz � yj elde edilir.

Dolay¬s¬yla

jb; I�j f2(z) �
Z

RnnB(x;2t)
jb(y)� b(z)jjz � yj��njf(y)jdy

� C

Z

RnnB(x;2t)
jb(y)� b(z)jjx� yj��njf(y)jdy:

elde edilir.
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Buradan
Z

RnnB(x;2t)
jb(y)� b(z)jjx� yj��njf(y)jdy

=

Z

RnnB(x;2t)
jb(y)� b(z)jjf(y)j

�Z 1

jx�yj
s��n�1ds

	
dy

� C

Z 1

2t

s��n�1
�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

��b(y)� bB(x;t)
�� jf(y)jdy

	
ds

+ C
��b(z)� bB(x;t)

��
Z 1

2t

s��n�1
�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg
jf(y)jdy

	
ds = J1 + J2

elde edilir.

J1 = C

Z 1

2t

s��n�1
�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

��b(y)� bB(x;t)kf(y)
�� dy
	
ds

� CkbkBMO

Z 1

t

s��n�1
��!�12

��
Lq(B(x;s))

kfkLp;!1 (B(x;s))ds

+ CkbkBMO

Z 1

t

s��n�1 ln
s

t

��!�12
��
Lq(B(x;s))

kfkLp;!1(B(x;s))ds

� CkbkBMO

Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s)) kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s
:

(3.25)

J2 = C
��b(z)� bB(x;t)

��
Z 1

2t

s��n�1
�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg
jf(y)jdy

	
ds

� CjB(x; t)j�1
Z

B(x;t)

jb(z)� b(y)jdy
Z 1

t

s��n
��!�12

��
Lq(B(x;s))

kfkLp;!1 (B(x;s))
ds

s

� CMb	B(x;t)(z)

Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s)) kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s
:

(3.26)

Burada C sabiti x ve t de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬zd¬r. Teorem 3.10, (3.25) ve (3.26) ile

kjb; I�j f2kLq;!2 (B(x;t)) � kJ1kLq;!2(B(x;t)) + kJ2kLq;!2 (B(x;t))

� CkbkBMO k!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s)) kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s

+CkbkBMO k!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s)) kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s

� CkbkBMO k!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s)) kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s

vard¬r.

Buradan
kjb; I�j f2kLq;!2 (B(x;t)) � CkbkBMO k!2kLq(B(x;t))

�
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s)) kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s
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elde edilir. Buradan (3.24) ile beraber (3.23) sonucuna ulaş¬l¬r.

Aşa¼g¬daki iki teoremde jb; I�j, Riesz potansiyel operatörünün GMp1;�1;'1
!1 (Rn), a¼g¬r-

l¬kl¬ global Morrey tipli uzaydan, GM�2;'2;!2
q (Rn) a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uza-

y¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ispatlanm¬̧st¬r. jb; I�j operatörününGMp;�1;'1
!1 (Rn) uzay¬ndanGMq;�2;'2

!2 (Rn)

uzay¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ için, '1(x; r) ve '2(x; r) fonksiyonlar¬n¬n sa¼glamas¬ gereken koşullar

bulunmuştur.

Teorem 3.13 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 1
p
� 1

q
= �

n
, 1 � �1 � �2 < 1, b 2

BMO (Rn), (!1; !2) 2 Ap;q (Rn), !1 2 Ap (Rn), !2 2 Aq (Rn) olsun. '1(r) ve

'2(r) fonksiyonlar¬

sup
t>0

�Z t

0

'2(s) k!2k
�2�1
Lq(B(x;s))

ds

	 �1
�2

�

0

@
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

��1 '1(r)
1��1r��1

k!1k1��
0
1

Lp(B(x;r))
k!2k�

0
1

Lq(B(x;r))

dr

1

A
�1�1

(3.27)

< 1

koşulunu sa¼glas¬n. Bu durumda jb; I�j operatörüGMp;�1;'1
!1 (Rn) uzay¬ndanGMq;�2;'2

!2 (Rn)

uzay¬na s¬nr¬l¬d¬r (Avşar vd., 2022).

·Ispat. f 2 GMp;�1;'1
!1 (Rn) olsun. A¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylar¬n norm

tan¬m¬ndan

kjb; I�j fkGMq;�2;'2
!2

(Rn) sup
x2Rn

 Z 1

0

'2(t)

k!2kLq(B(x;t))
kjb; I�j fk�2Lq;!2 (B(x;t)) dt

! 1
�2

(3.28)

yaz¬l¬r.

(3.28) deki
��jb; I�j f	B(x;r)

��
Lq;!2 (Rn)

normu Teorem 3.12 ve Lemma 2.3 yard¬m¬yla
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kjb; I�j fkGMq;�2;'2
!2

(Rn)

� CkbkBMO sup
x2Rn

0

@
Z 1

0

'2(t) k!2k
�2�1
Lq(B(x;t))

 Z 1

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;!1(B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s

!�2

dt

1

A

1
�2

� CkbkBMO sup
x2Rn

 Z 1

0

�
1 + ln

s

t

��1 kfk�1Lp;!1 (B(x;t))
t�1 k!2k�1Lq(B(x;t))

'1(t)t
�1 k!2k�1Lq(B(x;t))�

1 + ln s
t

��1 k!1kLp(B(x;r))
dt

! 1
�1

= CkbkBMO sup
x2Rn

 Z 1

0

'1(r)

k!1kLp(B(x;r))
kfk�1Lp;!1 (B(x;r))dt

! 1
�1

= CkbkBMOkfkGMp;�1;'1
!1

(Rn)

elde edilir.
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ A¼GIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ KES·IRL·I ·INTEGRALOPERATÖRÜVEKOMÜ-

TATÖRLER·I ·IÇ·IN ·IK·I A¼GIRLIKLI EŞ·ITS·IZL·IKLER

4.1 Genelleştirilmi̧s A¼g¬rl¬kl¬ Morrey Uzaylar¬nda Genelleştirilmi̧s Ke-

sirli ·Integral Operatörleri ·Için ·Iki A¼g¬rl¬kl¬ Eşitsizlikler

Bu kesimde Mp;'
! , genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬nda, I� genelleştirilmi̧s

kesirli integral operatörü için iki a¼g¬rl¬kl¬ eşitsizlikler ispatlanacakt¬r.

Guliyev 2012 de M p;'
! (Rn), genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬ tan¬m¬n¬ ma-

tematik literatürüne kazand¬rm¬̧st¬r. M p;'
! (Rn), genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey

uzaylar¬; normu

kfkMp;'
! (Rn) = sup

r>0;x2Rn

1

' (x; r) k!kLp(B(x;r))
kfkLp;!(B(x;r))

olan tüm f 2 Llocp;!(Rn) fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬d¬r.

Burada 1 � p < 1, ', Rnx(0;1) üzerinde tan¬ml¬ ölçülebilir bir pozitif fonksiyon,

!, Rn de tan¬ml¬ ölçülebilir negatif olmayan bir fonksiyon, B(x; r), Rn de tan¬ml¬

aç¬k yuvard¬r. Lp;!(B(x;r)), a¼g¬rl¬kl¬ Lp uzay¬n¬ göstermektedir ve bu fonksiyonlar¬n

normu

kfkLp;!(B(x;r)) �
��f	(B(x;r))

��
Lp;!(Rn)

=

0

B@
Z

B(x;r)

jf (y)jp ! (y) dy

1

CA

1
p

şeklinde tan¬mlan¬r.

E¼ger ! (x) = 	B(x;r) al¬n¬rsa, M
p;'
! (Rn) =M p;' (Rn), genellȩstirilmiş Morrey

uzaylar¬ elde edilir. ! (x; r) = r
n��
p olmas¬ durumunda,Mp;'

! (Rn) = Lp;� (!) a¼g¬rl¬kl¬

Morrey uzay¬ olur.

� : (0;1)! (0;1) ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere, Rn de uygun f fonksiyon-

lar¬ için ;

M�, genelleştirilmi̧s kesirli maksimal operatör

M�f(x) = sup
t>0

�(t)

tn

Z

B(x;t)

jf (y)j dy
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ve I�, genellȩstirilmi̧s kesirli integral operatör

I�f(x) = sup
t>0

Z

Rn

� (jx� yj)
jx� yjn f (y) dy

şeklinde tan¬mlan¬r.

E¼ger � (t) = t� al¬n¬rsa M� = Mt� kesirli maksimal operatör, ve I� = It� al¬n¬rsa,

Riesz potansiyeli elde edilir. Bunlar s¬ras¬yla

M�f (x) = sup
r>0

1

jB(x; r)j1�
�
n

Z

B(x;t)

jf (y)j dy; 0 � � < n

I�f(x) = sup
t>0

Z

Rn

1

jx� yjn��
f (y) dy; 0 < � < n

olur. Burada jB(x; r)j, B(x; r) aç¬k yuvar¬n Lebesgue ölçüsüdür.

Bu k¬s¬mdaM p;'
! , genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬nda, genelleştirilmi̧s kesirli

integral operatörler için iki a¼g¬rl¬kl¬ eşitsizlikler ispatlanacakt¬r.

1Z

1

� (t)

tn
dt

t
<1 (4.1)

kabul edilecektir. Dolay¬s¬yla I�, genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörü, yuvar¬n

d¬̧s¬nda tan¬ml¬
1

jxj2n
, f (x) =

	RnnB(x;r) (x)

jxj2n
(4.2)

karakteristik fonksiyonu için iyi tan¬ml¬d¬r.

Bundan başka, � fonksiyonunun büyüme koşullar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ kabul edilecektir.

0 < 2k1 < k2 <1 olmak üzere

sup
r
2
<t<3 r

2

� (t)

tn
� C

k2rZ

k1r

� (t)

tn
dt

t
(4.3)

olacak şekilde bir C > 0 sabiti vard¬r. Bu durum �(t)
tn

fonksiyonu için al¬̧s¬lm¬̧s

doubling koşulundan daha zay¬ft¬r:

r; t > 0 ve t
2
� r � 2t koşullar¬nda

1

C

�(t)

tn
� �(r)

rn
� C

�(t)

tn
, r > 0 (4.4)
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olacak şekilde C > 0 sabiti vard¬r.

Tez boyunca, I�, genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörünün (4.3) koşulunu sa¼glad¬¼g¬

varsay¬lacakt¬r.

Teorem 4.1 1 < p < q <1 olsun. Bu durumda I�, genellȩsti-

rilmi̧s kesirli integral operatörü Lp (Rn) Lebesgue uzay¬ndan Lq (Rn) uzay¬na s¬n¬r-

l¬d¬r, ancak ve ancak

�(r) � Cr
n
p
�n
q (4.5)

olacak şekilde C > 0 sabiti vard¬r (Edmunds, 1995).

Teorem 4.2 1 < p < q < 1 olsun ve � fonksiyonu (4.1) ve (4.4) koşullar¬n¬

sa¼glas¬n. E¼ger (4.5) koşulu var ve (!1; !2) 2 Ap;q (Rn) ise, bu durumda herhangi bir

f 2 Lp;!1 (B (x; t)) için

kI�fkLq;!2(B(x;t)) � C k!2kLq(B(x;t))

1Z

t

kfkLq;!1(B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
(4.6)

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde C > 0 sabiti vard¬r.

·Ispat.

f = f1 + f2

f1 (y) = f (y)	B(x;2t) (y)

f2 (y) = f (y)	RnnB(x;2t) (y) , t > 0 (4.7)

şeklinde gösterelim. Bu durumda

I�f (x) = I�f1 (x) + I�f2 (x) (4.8)

vard¬r.
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Önce jI�f1 (x)j ifadesini hesaplayal¬m. Hölder ȩsitsizli¼gi ile

jI�f1 (x)j �
Z

B(x;t)

� (jx� yj)
jx� yjn jf (y)j dy

�
�1X

j=�1

� (2jt)

(2jt)n

Z

B(x;2j+1t)nB(x;2jt)

jf (y)j dy

�
�1X

j=�1

� (2jt)

(2jt)n
kfkLp;!1 (B(x;2j+1t)nB(x;2jt))

��!�11
��
Lp0(B(x;2

j+1t)nB(x;2jt))

� C

�1X

j=�1

� (2jt)

(2jt)n
kfkLp;!1(B(x;2j+1t)nB(x;2jt))

��!�12
��
Lq(B(x;2j+1t)nB(x;2jt))

� C kfkLp;!1(B(x;t)) k!2k
�1
Lq(B(x;t))

(4.9)

elde edilir. Böylece

kI�f1kLq;!2 (B(x;t)) � C kfkLp;!1 (B(x;2t))

bulunur. C sabiti f fonksiyonundan ba¼g¬ms¬zd¬r. Böylece f1 için

kI�f1kLq;!2 (B(x;t)) � C k!2kLq;!2(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;!1 (B(x;s))
k!2kLq;!2(B(x;s))

ds

s
(4.10)

eşitsizli¼ginin elde edildi¼gi kolayl¬kla görülür.

E¼ger, jx� zj � t, jz � yj � t al¬n¬rsa, 1
2
jz � yj � jx� yj � 3

2
jz � yj eşitsizli¼gi

gerçeklenir. Dolay¬s¬yla

jI�f2 (z)j �
Z

RnnB(x;2t)

� (jz � yj)
jz � yjn jf (y)j dy

� C

Z

RnnB(x;2t)

� (jx� yj)
jx� yjn jf (y)j dy

olur.
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Z

RnnB(x;2t)

� (jx� yj)
jx� yjn jf (y)j dy = C

Z

RnnB(x;2t)

jf (y)j

0

B@
1Z

jx�yj

� (s)

sn+1
ds

1

CA dy

= C

1Z

2t

� (s)

sn+1

0

B@
Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg

jf (y)j dy

1

CA ds

� C

1Z

2t

� (s)

sn+1

��	B(x;s)!�11
��
Lp0(Rn)

kfkLp;!1 (B(x;s)) ds

� C

1Z

t

� (s)

sn+1
kfkLp;!1 (B(x;s))

��!�11
��
Lp0(Rn)

ds

elde edilir. Buradan,

kI�f2kLq;!2 (B(x;t)) � C k!2kLq(B(x;t))

1Z

t

� (s)

s
n
p
�n
q
+1
kfkLp;!1 (B(x;s)) k!2kLq(B(x;s)) ds

eşitsizli¼gi elde edilir. Buradan da

kI�f2kLq;!2 (B(x;t)) � C k!2kLq(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;!1 (B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
(4.11)

eşitsizli¼gi ve (4.10) ile birlikte (4.6) elde edilir.

Teorem 4.3 1 < p <1, � fonksiyonu, (4.1) ve (4.4) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. (!1; !2)2

Ap;q (Rn) olmak üzere (4.5) koşullar¬ sa¼glans¬n. '1 (x; r) ve '2 (x; r) a¼g¬rl¬k fonksi-

yonlar¬

sup
t>0

1Z

t

ess inf
s<r<1

'1 (x; r) k!1kLp(B(x;r))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
� C'2 (x; t) (4.12)

koşulunu sa¼glas¬n. Böylece I� operatörü M
p;'1
!1 , genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morey uza-

y¬ndan, M q;'2
!2 , genellȩstirilmiş a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. f 2M
p;'1
!1 (Rn) olsun. Genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬ndadaki norm

tan¬m¬ndan,

kI�fkMq;'2
!2

(Rn) = sup
t>0;x2Rn

1

'2 (x; t) k!2kLq(B(x;t))

��I�f	B(x;t)
��
Lq;!2 (Rn)

(4.13)
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yaz¬l¬r.

Teorem 4.2 ve Teorem 2.5 kullan¬larak (4.13) deki
��I�f	B(x;t)

��
Lq;!2 (Rn)

normunu

hesaplayal¬m.

kI�fkMq;'2
!2

(Rn) � C sup
t>0;x2Rn

k!2kLq(B(x;t))
'2 (x; t) k!2kLq(B(x;t))

1Z

t

kfkLp;!1 (B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s

� C sup
t>0;x2Rn

1

'1 (x; t) k!1kLp(B(x;t))
kfkLp;!1(B(x;t))

= C kfkMp;'1
!1

(Rn)

elde edilir.

Sonuç 4.1 1 < p < 1, � fonksiyonu, (4.1) ve (4.4) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. (!1; !2)2

Ap;q (Rn) olmak üzere (4.5) koşullar¬ sa¼glans¬n. Bu durumda I� operatörü Lp;!1 (Rn),

den Lq;!2 (Rn)’e s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 4.2 1 < p < 1, � fonksiyonu, (4.1) ve (4.4) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. (!1; !2)2

Ap;q (Rn) olmak üzere (4.5) koşulu sa¼glans¬n. Bu durumdaM� operatörü Lp;!1 (Rn),

den Lq;!2 (Rn)’e s¬n¬rl¬d¬r.

4.2 Genelleştirilmi̧s A¼g¬rl¬kl¬ Morrey Uzaylar¬nda Genelleştirilmi̧s Ke-

sirli ·Integral Operatör Komütatörleri ·Için ·Iki A¼g¬rl¬kl¬ Eşitsizlik-

ler

Bu kesimde Mp;'
! genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬nda, I� genelleştirilmi̧s

kesirli integral operatörünün b 2 BMO(Rn) fonksiyonlar¬ ile komütatörleri için iki

a¼g¬rl¬kl¬ eşitsizilikler ispatlanacakt¬r.

·Iyi bilinmektedir ki komütatör önemli bir integral operatördür ve özel olarak har-

monik analizde çok kullan¬l¬r.

Harmonik analiz, s¬kl¬kla çeşitli frekans bilȩsenlerinin sinyaldeki rolünü inceledi¼gi

için, lineer olmayan sistemlerde çal¬̧s¬rken kullan¬̧sl¬d¬r. Lineer olmayan sistemler,

giri̧slerine göre lineer olmayan bir şekilde davran¬rlar, bu nedenle bu tür sistemlerin
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matematiksel analizi daha karmaş¬kt¬r. Komütatörler, lineer olmayan terimlerin or-

taya ç¬kmas¬n¬ ve bu terimlerin nas¬l i̧slendi¼gini anlamak için kullan¬l¬r. Bu kesimde

genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörünün komütatörleri

[b; I�]f(x) =

Z

Rn

�(jx� yj)
jx� yjn (b(x)� b(y)) f(y)dy:

şeklinde tan¬mlan¬r. b ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere jb; I�j operatörü

jb; I�jf(x) =
Z

Rn

�(jx� yj)
jx� yjn jb(x)� b(y)j jf(y)jdy

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Maksimal komütatör, her x 2 Rn için

Mb(f)(x) := sup
r>0

jB(x; r)j�1
Z

B(x;r)

jb(x)� b(y)jjf(y)jdy

eşitli¼gi ile tan¬ml¬d¬r.

Teorem 4.4 1 < p <1, (!1; !2) 2 eAp(Rn) olsun, '1(x; r) and '2(x; r) fonksi-

yonlar¬

sup
t>r

ess inf
t<s<1

'1(x; s)k!1kLp(B(x;s))
k!2kLp(B(x;t))

� C'2(x; r); (4.14)

koşulunu sa¼glas¬n. Burada C sabiti x ve t de¼gi̧skenlerine ba¼g¬ml¬ de¼gildir (Aykol vd., 2022).

Teorem 4.5 Böylece M operatörüMp;'1
!1 (Rn) uzay¬ndanM

p;'2
!2 (Rn) uzay¬na s¬n¬r-

l¬d¬r.

Teorem 4.6 1 < p <1, b 2 BMO(Rn), (!1; !2) 2 eAp(Rn) ve !1 2 Ap(Rn) olsun,

Böylece Mb operatörü Lp;!1(Rn) den Lp;!2(Rn) ye s¬n¬rl¬d¬r (Aykol vd., 2022).

Teorem 4.7 1 < p < 1, b 2 BMO(Rn), (!1; !2) 2 eAp(Rn) ve !1; !2 2 Ap(Rn)

olsun. '1(x; r) ve '2(x; r) fonksiyonlar¬

sup
t>r

�
1 + ln

t

r

	 ess inf
t<s<1

'1(x; s)k!1kLp(B(x;s))
k!2kLp(B(x;t))

� C'2(x; r); (4.15)

koşulunu sa¼glas¬n.

Bu durumda Mb operatörüMp;'1
!1 (Rn) uzay¬ndanM

p;'2
!2 (Rn) uzay¬na s¬n¬rl¬d¬r. Bu-

rada C sabiti x ve t de¼gi̧skenlerinden ba¼g¬ms¬zd¬r (Aykol vd., 2022).
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Teorem 4.8 1 < p < q <1, b 2 BMO(Rn), � fonksiyonu (4.1)-(4.4) koşullar¬n¬

sa¼glas¬n. E¼ger (4.5) koşulu sa¼glan¬yorsa ve (!1; !2) 2 Ap;q(Rn), !1 2 Ap(Rn), !2 2

Aq(Rn) ise,

kjb; I�jfkLq;!2(B(x;t)) � C kbkBMO k!2kLq(B(x;t))

�
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
kfkLp;!1 (B(x;s))k!2k

�1
Lq(B(x;s))

ds

s
(4.16)

eşitsizlikleri gerçeklenir. Burada t > 0, C sabiti f , x ve t den ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat. f fonksiyonu (4.7) deki gibi gösterilirse

jb; I�jf(x) � jb; I�jf1(x) + jb; I�jf2(x)

eşitsizli¼gi elde edilir. Hölder ȩsitsizli¼gi kullan¬larak jb; I�jf1(x) hesaplan¬rsa,

jb; I�jf1(x) =

Z

B(x;t)

�(jx� yj)
jx� yjn jb(y)� b(x)j jf(y)jdy

� jb(x)� bB(x;t)j
Z

B(x;t)

�(jx� yj)
jx� yjn jf(y)jdy

+

Z

B(x;t)

�(jx� yj)
jx� yjn jb(y)� bB(x;t)j jf(y)jdy

= F1(x) + F2(x)

elde edilir. (4.9 ) eşitsizli¼gi kullan¬larak

F1(x) = jb(x)� bB(x;t)j
Z

B(x;t)

�(jx� yj)
jx� yjn jf(y)jdy

� CMb	B(x;t)(x)jI�f1(x)j

� CMb	B(x;t)(x)kfkLp;!1 (B(x;t))k!2k
�1
Lq(B(x;t))

(4.17)
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elde edilir. Hölder eşitzli¼gi ile

F2(x) =

Z

B(x;t)

�(jx� yj)
jx� yjn jb(y)� bB(x;t)j jf(y)jdy

�
�1X

j=�1

�(2jt)

(2jt)n

Z

B(x;2j+1t)nB(x;2jt)

jb(y)� bB(x;t)j jf(y)jdy

�
�1X

j=�1

�(2jt)

(2jt)n
jbB(x;2j+1t) � bB(x;t)j

Z

B(x;2j+1t)nB(x;2jt)

jf(y)jdy

+

�1X

j=�1

�(2jt)

(2jt)n

Z

B(x;2j+1t)nB(x;2jt)

jb(y)� bB(x;2j+1t)j jf(y)jdy

� C kbkBMO

�1X

j=�1

�(2jt)

(2jt)n
kfkLp;!1 (B(x;2j+1t)nB(x;2jt))k!

�1
1 kLp0(B(x;2j+1t)nB(x;2jt))

� C kbkBMO

�1X

j=�1
kfkLp;!1(B(x;2j+1t)nB(x;2jt))k!2k

�1
Lq(B(x;2j+1t)nB(x;2jt))

� C kbkBMO kfkLp;!1 (B(x;t))k!2k
�1
Lq(B(x;t))

: (4.18)

elde edilir. Böylece (4.17) ve (4.18) ȩsitsizlikleri ve Teorem 4.6 ile

kjb; I�jf1kLq;!2 (B(x;t)) � C kbkBMO kfkLp;!1 (B(x;2t))

eşitsizli¼gi elde edilir. Burada C sabiti f fonksiyonundan ba¼g¬ms¬zd¬r. Böylece

kjb; I�jf1kLq;!2 (B(x;t)) � C kbkBMO k!2kLq(B(x;t))

�
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;!1 (B(x;s))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
(4.19)

eşitsizli¼gi elde edilir.

jx� zj � t ve jz� yj � 2t olmas¬ durumunda, 1
2
jz� yj � jx� yj � 3

2
jz� yj eşitsizli¼gi

olur. Dolay¬s¬yla

jb; I�jf2(z) �
Z

RnnB(x;2t)

�(jz � yj)
jz � yjn jb(y)� b(z)j jf(y)jdy

� C

Z

RnnB(x;2t)

�(jx� yj)
jx� yjn jb(y)� b(z)j jf(y)jdy
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eşitsizli¼gi vard¬r. Buradan
Z

RnnB(x;2t)

�(jx� yj)
jx� yjn jb(y)� b(z)j jf(y)jdy

=

Z

RnnB(x;2t)
jb(y)� b(z)jjf(y)j

�Z 1

jx�yj

�(s)

sn+1
ds

	
dy

� C

Z 1

2t

�(s)

sn+1

�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg
jb(y)� b(z)jjf(y)jdy

	
ds

� C

Z 1

2t

�(s)

sn

�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg
jb(y)� bB(x;t)jjf(y)jdy

	
ds

s

+ Cjb(z) � bB(x;t)j
Z 1

2t

�(s)

sn

�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg
jf(y)jdy

	
ds

s
= J1 + J2:

elde edilir.

J1 = C

Z 1

2t

�(s)

sn

�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg
jb(y) � bB(x;t)jjf(y)jdy

	
ds

s

� C

Z 1

t

�(s)

sn
kb(y)� bB(x;s)kLp0;!�1 (B(x;s))kfkLp;!(B(x;s))

ds

s

+ C

Z 1

t

�(s)

sn
jbB(x;t) � bB(x;s)j

�Z

B(x;s)

jf(y)jdy
	
ds

s

� CkbkBMO

Z 1

t

�(s)

sn
k!�1kLp0(B(x;s))kfkLp;!(B(x;s))

ds

s

+ CkbkBMO

Z 1

t

�(s)

sn
ln
s

t
k!�1kLp0 (B(x;s))kfkLp;!(B(x;s))

ds

s

� CkbkBMO

Z 1

t

�
1 + ln

s

t

� �(s)

s
n
p
�n
q

k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!(B(x;s))
ds

s
(4.20)

olur.

J2 =Cjb(z)� bB(x;t)j
Z 1

2t

�(s)

sn

�Z

fy2Rn:2t�jx�yj�sg
jf(y)jdy

	
ds

s

� CjB(x; t)j�1
Z

B(x;t)

jb(z)� b(y)jdy
Z 1

t

�(s)

sn
k!�1kLp0 (B(x;s))kfkLp;!(B(x;s))

ds

s

� CMb	B(x;t)(z)

Z 1

t

�
1 + ln

s

t

� �(s)

s
n
p
�n
q

k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!(B(x;s))
ds

s
(4.21)

olur. Burada C sabiti x ve t de¼gi̧skenlerinden ba¼g¬ms¬zd¬r. Böylece (4.5), (4.20),

(4.21) ve Teorem 4.6 ile

kjb; I�jf2kLq;!2 (B(x;t)) � kJ1kLq;!2 (B(x;t)) + kJ2kLq;!2 (B(x;t))

� CkbkBMOk	B(x;t)kLq;!2
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!1(B(x;s))

ds

s
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+CkMb	B(x;t)kLq;!2
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s

� CkbkBMOk!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s

+CkbkBMOk!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!1(B(x;s))

ds

s

� CkbkBMOk!2kLq(B(x;t))
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s

elde edilir. Dolay¬s¬yla

kjb; I�jf2kLq;!2 (B(x;t)) � CkbkBMOk!2kLq(B(x;t))

�
Z 1

t

�
1 + ln

s

t

�
k!2k�1Lq(B(x;s))kfkLp;!1 (B(x;s))

ds

s

elde edilir. Bu ise (4.19) ile birlikte (4.16) eşitsizli¼gini verir.

Aşa¼g¬daki teoremde, jb; I�j, genellȩstirilmi̧s kesirli integral operatör komütatörünün,

Mp;'1
!1 ( Rn), genellȩstirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬ndan,Mq;'2

!2 (Rn), genellȩsti-

rilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬na s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ispatlanacakt¬r. jb; I�j ninMp;'1
!1 (Rn) den

Mq;'2
!2 (Rn) ye s¬n¬rl¬l¬¼g¬ için, '1(x; r) ve '2(x; r) fonksiyonlar¬ üzerindeki koşullar

bulunacakt¬r.

Teorem 4.9 1 < p < q < 1 ve b 2 BMO(Rn) olmak üzere, � fonksiyonu (4.1)

- (4.4) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. (4.5) koşulu ve (!1; !2) 2 Ap;q(Rn), !1 2 Ap(Rn),

!2 2 Aq(Rn) ise, '1(x; r) ve '2(x; r) fonksiyonlar¬

Z 1

t

�
1 + ln

s

t

� ess inf
s<t<{

'1(x; r)k!1kLp(B(x;r))
k!2kLq(B(x;s))

ds

s
� C'2(x; t) (4.22)

koşulunu sa¼gl¬yorsa, bu durumda jb; I�j operatörüMp;'1
!1 (Rn) denMq;'2

!2 (Rn) ye s¬n¬r-

l¬d¬r.

·Ispat. f 2 Mp;'1
!1 (Rn) olsun. Genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬n¬n norm

tan¬m¬ndan

kjb; I�jfkMq;!2
!2 (Rn) = sup

x2Rn; r>0

1

'2(x; t)k!2kLq(B(x;t))
kjb; I�jf	B(x;r)kLq;!2 (Rn) (4.23)
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yaz¬l¬r. Teorem 4.8 ve 2.5 ile (4.23) deki kjb; I�jf	B(x;r)kLq;!2 (Rn) normu hesaplanarak

kjb; I�jfkMq;'2
!2

(Rn)

� C kbkBMO sup
x2Rn; t>0

k!2kLq(B(x;t))
'2(x; t)k!2kLq(B(x;t))

Z 1

t

�
1 + ln

s

t

� kfkLp;!(B(x;s))
k!2kLp0 (B(x;s))

ds

s

� C kbkBMO sup
x2Rn; t>0

1

'1(x; t)k!1kLp(B(x;t))
kfkLp;!1 (B(x;t)) = C kbkBMO kfkMp;'1

!1
(Rn)

elde edilir.

Sonuç 4.3 1 < p < q < 1 ve b 2 BMO(Rn) olmak üzere, � fonksiyonu (4.1)

- (4.4) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. E¼ger (4.5) koşulu sa¼glan¬yorsa, (!1; !2) 2 Ap;q(Rn),

!1 2 Ap(Rn), !2 2 Aq(Rn) ise, Bu durumda jb; I�j operatörü Lp;!1(Rn) den Lq;!2(Rn)

ye s¬n¬rl¬d¬r.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu bölümde, ispat¬ yap¬lan teoremlerin baz¬ uygulamalar¬na yer verilecektir.

Ana teoremlerden elde edilen sonuçlar s¬ras¬ ile , L��=2, A = ((aij(x))1�i;j�n

( kompleks de¼gerli n � n matris, aij 2 L1 ) kesirli kuvvetlere ve ~a, manyetik

potansiyele uygulanacakt¬r.

L operatörünün L��=2(0 < � < n), kesirli kuvvetleri

L��=2f(x) =
1

�(�=2)

Z 1

0

e�tLf(x)
dt

t��=2+1

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada L operatörü, t > 0 olmak üzere, x,y 2 Rn için Gaussian

üst s¬n¬r koşulunu sa¼glayan pt(x,y) çekirdekli, e�tL analitik yar¬ grubunu üreten L2

uzay¬nda tan¬ml¬ bir lineer operatördür.

jpt(x; y)j �
c1
tn=2

e�c2
jx�yj2

t (5.1)

c1, c2 > 0 sabitleri, x,y ve t den ba¼g¬ms¬zd¬r.

L = �4, Rn üzerinde bir laplasyen ise, L��=2 operatörü, I� Riesz potansiyeline

kaŗs¬l¬k gelir (Stein, 1993).

Teorem 5.1 0 < � < n, 1 < p < n
�
, 1
p
� 1

q
= �

n
, 1 � �1 � �2 <1, b 2 BMO (Rn),

(!1; !2) 2 Ap;q (Rn) olsun. Ayr¬ca ('1; '2) fonksiyonlar¬ (3.19) koşulunu sa¼glas¬n.

Bu durumda L��=2 operatörü GMp;�1;'1
!1 (Rn) uzay¬ndan GMq;�2;'2

!2 (Rn) uzay¬na

s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. Tüm x 2 Rn de¼gerleri için

��L��=2f(x)
�� � CI�jf j(x)

eşitsizli¼gi mevcut olup, burada C > 0 sabiti x den ba¼g¬ms¬zd¬r (Duong, 2004). e�tL

yar¬ grubunun pt(x; y) çekirde¼gi (5.1) koşulunu sa¼glas¬n.

Bu durumda Teorem 3.9 den

��L��=2f
��
GMq;�2;'2

!2
(Rn) � C kI�jf jkGMq;�2;'2

!2
(Rn)

� C kfk
GMp;�1;'1

!1
(Rn)
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elde edilir. Burada C > 0 sabiti f fonksiyonundan ba¼g¬ms¬zd¬r.

Birçok diferensiyel operatör (5.1) ȩsitsizli¼gini sa¼glar. Bunlardan iki tanesi;

(i) A = (aij(x))1�i;j�n , n � n tipinde kompleks de¼gerli aij 2 L1 olacak şekilde

girdileri olan bir matris olsun. A matrisi, tüm x 2 Rn, � = (�1; �2; : : : ; �n) 2 Cn için

ve baz¬ � > 0 için

Re

nX

i;j=1

aij(x)� i�j � �j�j2

koşulunu sa¼glas¬n.

Lf � � div(Arf)

operatörü düşünüldü¼günde;

e¼ger A matrisinin reel de¼gerli girdileri varsa, ya da n = 1; 2 için kompleks de¼gerli

girdiler varsa, (Auscher, 1998) e�tL çekirde¼gi için Gauss s¬n¬r¬lamas¬ (5.1) geçerlidir

(Arendt W., 1997).

(ii) Manyetik potansiyel ~a, bir reel de¼gerli potansiyel ( ~a = (a1; a2; : : : ; an)) ve V ,

elektrik potansiyeli olmak üzere, L, manyetik Schrödinger operatörü

L = �(r� i~a)2 + V (x)

olarak bilinir. Burada k = 1; 2; : : : ; n, ak 2 Lloc2 (Rn) ve 0 � V 2 Lloc1 (Rn) oldu¼gu

varsay¬lm¬̧st¬r.

Aşa¼g¬daki noktasal kestirim, iyi bilinen diyamanyetik eşitsizlikten (Stein, 1993) yap¬lm¬̧st¬r.

Key… t > 0 ve f 2 L2 (Rn), için aşa¼g¬daki eşitsizlik gerçeklenir.

��e�tLf
�� � e�t�jf j

Bu eşitsizlik, e�tL, yar¬ grubunun (5.1) üst s¬n¬r koşulunu sa¼glayan bir pt(x; y) çekird-

e¼gine sahip oldu¼gunu belirtir.

Ayr¬ca, uygun koşullarda (McIntoch, 1986), (Stein, 1993), Teorem 5.1 ile, L2 deki

2m mertebesinde diverjens formu

Lf = (�1)m
X

j�j=j�j=m

D�
�
a��D

�f
�
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olan bir L; homojen eliptik operatör için benzer sonuçlar elde edilebilir.

Bu durumda (5.1) kestirimi

jpt(x; y)j �
c3

tn=2m
e
�c4 jx�yj

t1=(2m)

2m=(2m�1)

eşitsizli¼gi ile de¼gi̧stirilmelidir. Burada tüm t > 0 ve tüm x; y 2 Rn, olmak üzere

c3; c4 > 0 sabitleri x; y ve t de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬zd¬r.
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6. TARTIŞMA VE SONUÇ

Lp;� Morrey uzaylar¬ Lp uzaylar¬n¬n geni̧slemesi olarak 1938 y¬l¬nda C. B. Morrey

taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r.

Mp;! (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬, 1 � p <1 ve f 2 Lploc (R
n) olmak üzere,

normu

kfkMp;!
= sup

x2Rn
r>0

r�n=p

!(x; r)
kfkLp(B(x;r))

olan fonksiyon uzaylar¬d¬r. Buna göre e¼ger ! a¼g¬rl¬k fonksiyonu !(x; r) = r
��n
p

al¬n¬rsa, Mp;! (Rn) genelleştirilmi̧s Morrey uzaylar¬, klasik Lp;�(Rn) Morrey uzay¬na

denk gelir.

M p;'
! (Rn) genelleştirilmi̧s a¼g¬rl¬kl¬ Morrey uzaylar¬, normu

kfkMp;'
!
= sup

r>0;x2Rn

1

' (x; r) k!kLp(B(x;r))
kfkLp;!(B(x;r)) <1

olan tüm f 2 Llocp;!(Rn) fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬d¬r.

GMp;�;'
! (Rn), a¼g¬rl¬kl¬ global Morrey tipli uzaylar, sonlu normu

kfkGMp;�;'
! (Rn) = sup

x2Rn

0

@
1Z

0

' (r)

k!kLp(B(x;r))
kfk�Lp;!(B(x;t)) dt

1

A

1
�

olan fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬ göstermektedir.

BMO(Rn) uzay¬;

fB(x;r)(x) =
1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

f(y)dy

olmak üzere, normu

kfkBMO = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)(�)
�� dy <1

olan fonksiyon s¬n¬f¬d¬r.

Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf (x) = sup
r>0

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

jf(y)j dy

şeklinde tan¬ml¬d¬r.
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M� kesirli maksimal operatörü

(M�f)(x) = sup
r>0

jB(x; r)j�1+
�
n

Z

B(x;r)

jf(y)j dy (6.1)

şeklindedir. � = 0 al¬nd¬¼g¬nda Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu elde

edilir. � = 0 durumu d¬̧s¬nda M� kesirli maksimal operatörünü maksimal oper-

atörden ay¬ran, integrant Lebesgue ölçüsünün bir köklü ifade olmas¬d¬r. Esasen M�

operatörü � 6= 0 olmak üzere tan¬mlanmas¬ daha isabetli olacakt¬r.

M#, keskin maksimal fonksiyonu;

M#f(x) = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

��f(y)� fB(x;r)(x)
�� dy

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Görülece¼gi gibi,M# keskin maksimal fonksiyonunu sonlu olmas¬

durumu BMO(Rn) uzay¬ ile çak¬̧smaktad¬r.

I�f genelleştirilmi̧s kesirli integral operatörü,

I�f(x) =

Z

Rn

� (jx� yj)
jx� yjn f(y)dy (6.2)

olarak tan¬mlan¬r. Burada �(t) � t� al¬nd¬¼g¬nda I�f Riesz potansiyelinin elde

edilece¼gi aşikard¬r. Burada t = jx� yj al¬nd¬¼g¬nda I�f Riesz potansiyeli operatörü

(I�f)(x) =

Z

Rn

f(y)

jx� yjn��
dy (6.3)

formunda elde edilir.

[A;B] komütatörü en genel haliyle; A ve B birer operatör ve f bir fonksiyon olmak

üzere,

[A;B] = A (B (f))�B (A (f))

olarak tan¬mlan¬r.

Mb(f) maksimal komütatör;

Mbf (x) = sup
r>0;x2Rn

1

jB (x; r)j

Z

B(x;r)

jb(x)� b(y)j jf(y)j dy

olarak tan¬mlan¬rken, maksimal operatör M nin komütatörü,

[M; b] f (x) = M(bf) (x)� b (x)Mf (x)
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olarak tan¬mlan¬r. Esasen Mb ve [M; b] operatörleri birbirinden farkl¬ iki oper-

atördür. Örne¼gin Mb , pozitif ve alt lineer operatördür, fakat [M; b] ne pozitif ne de

alt lineerdir. Ancak, e¼ger b fazladan baz¬ koşullar¬ sa¼gl¬yorsa, Mb operatörü, [M; b]

operatörünü kontrol eder.

[b; I�] f , Riesz potansiyeli komütatörü,

[b; I�] f(x) =

Z

Rn

(b(x)� b(y)) f(y)

jx� yjn��
dy (6.4)

olarak tan¬ml¬d¬r.

Genelleştirilmi̧s kesirli integral operatör komütatörü, 0 < � < n, b ölçülebilir bir

fonksiyon ve f de Rn üzerinde lokal integrallenebilen bir fonksiyon olmak üzere

[b; I�]f(x) =

Z

Rn

�(jx� yj)
jx� yjn (b(x)� b(y)) f(y)dy

şeklinde tan¬mlan¬r.

b ölçülebilir bir fonksiyon olmak üzere jb; I�j operatörü

jb; I�jf(x) =
Z

Rn

�(jx� yj)
jx� yjn jb(x)� b(y)j jf(y)jdy

şeklinde tan¬ml¬d¬r.

Komütatörler bilimsel çal¬̧smalarda birçok alanda kullan¬lmaktad¬r. Cebirsel yap¬larda,

gruplar, halkalar ve cebirlerin daha iyi anlaş¬lmas¬ için kullan¬lan önemli araçlard¬r.

Operatör teorisinde, operatörlerin özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬nda, özel olarark oper-

atörlerin spektral özelliklerinin, komütatif ili̧skilerinin, cebirsel yap¬lar¬¬n¬n, simetri

ve özuyumluluk (self-adjointness) gibi temel özelliklerinin araşt¬r¬lmas¬nda kullan¬m

önemine sahiptir. Komütatörler kuantum mekani¼ginin temel yap¬lar¬ndand¬r, belir-

sizlik ilkesinin tan¬mlanmas¬nda, korunum yasalar¬n¬n formülasyonu gibi temel alan-

larda kullan¬l¬r. Kuantum biyolojisinde benzer şekilde kuantum süperpozisyonunun

etkilerini incelemek, kuantum tünelleme olas¬l¬klar¬n¬ hesaplamak ve bu fenomenin

biyolojik süreçler üzerindeki etkisini de¼gerlendirmede, kuantum koherensin (uyum)

analizinde ve biyolojik sistemlerin matematiksel modellenmesinde kullan¬lan önemli

araçlard¬r. Bu birkaç örnekte oldu¼gu gibi komütatörler, ekonomi, geometri, kuantum

bilgisayar ve kuantum bili̧sim, matematiksel …zik, istatistiksel mekanik, kuantum
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alan teorisi, elektromanyetizma, optik, diferensiyel denklemler, moleküler kimya,

sistem teorisi, robotik gibi disiplinlerde kullan¬l¬r.

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzaylar¬, harmonik analizin önemli konular¬n-

dand¬r. BMO uzaylar¬, s¬n¬rl¬ bir aral¬kta fonksiyonlar¬n sal¬n¬mlar¬n¬n ya da dal-

galanmalar¬n¬n ortalamas¬n¬n s¬n¬rl¬ oldu¼gu fonksiyon uzaylar¬n¬ kapsar. Bu an-

lamda, harmonik analiz, matematiksel …zik, kuantum mekani¼gi, matematiksel biy-

oloji, genetik, kuantum biyoloji gibi alanlarda başvurulabilir bir fonksiyon uzay¬d¬r.

Esasen kismi türevli diferensiyel denklemlerin çözümlerinin araşt¬r¬lmas¬ için önemli

olduklar¬ndan, birçok bilim dal¬nda varl¬k gösterir.

BMO uzaylar¬n¬n temelleri 20. yüzy¬l¬n ortalar¬nda Alberto P. Calderón taraf¬ndan

at¬lml¬̧st¬r. ·Ilk anlaml¬ tan¬mlamay¬ 1961 y¬l¬nda John-Nirenberg yapm¬̧slard¬r. Daha

sonra birçok matematikçi taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir. Charles Fe¤erman, Elias M.

Stein, Loukas Grafakos, José L. Rubio, Michael Frazier, Yum-Tong Siu, Xavier

Tolsa bunlara birer örnek olarak verilebilir.

Genelleştirilmi̧s kesirli integral operatör I�; kesirli kalkülüsün (fractional calculus)

konular¬ aras¬nda oldu¼gu gibi fonksiyonel analizde özellikle kesirli Sobolev uzaylar¬

teorisinde kullan¬l¬r. K¬smi diferensiyel denklemlerin analizinde ve bu denklemlerin

çözümünde kullan¬lan önemli bir operatördür. Harmonik analizde, kesirli Fourier

dönüşümleri teorisinde kullan¬m alan¬na sahiptir. Genelleştirilmi̧s kesirli integral

operatör I�, kuantum mekani¼gi, istatistiksel …zik, elektrodinamik ve dalga mekani¼gi

gibi alanlarda kullan¬l¬r ve bu alanlarda matematiksel modelleme çal¬̧smalar¬nda

önemli bir yere sahiptir. Mühendisli¼gin birçok alan¬nda kullan¬lan genelleştirilmi̧s

kesirli integral operatör I�, ekonomi ve …nans alan¬nda, …nans piyasas¬ndaki zamanla

de¼gi̧sen verilerin analizi, ve …yat hareketlerinin tahmininde kullan¬l¬r.

Genelleştirilmi̧s kesirli integral operatör I� biyomedikal mühendislikte, elektrokardiyo-

gra… (EKG) sinyallerinin analizi, beyin sinyallerinin i̧slenmesi ve görüntüleme alan-

lar¬nda kullan¬l¬r.
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