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likh global Morrey tipli uzaylarda Riesz potansiyeli ve komiitatorlerinin iki agirhikh
esitsizlikler yardimiyla sinirliligi elde edilmigtir. Doérdiincii boliimde genellegtirilmig
agirlikli Morrey uzaylarinda genellestirilmis kesirli integral operator ve komiitatorleri
icin iki agirlikh esitsizlikler yardimiyla sinirliliklar: elde edilmistir. Beginci boliimde
elde edilen sonuclarin uygulamalarina yer verilmisgtir. Altinci boliim ise tartigma ve
sonu¢ kismina ayrilmigtir.
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1. GIRIiS

Morrey uzaylarini, Charles B. Morrey, ikinci mertebeden kismi diferensiyel denklem-
lerin lokal ¢oziimlerinin incelenmesi ¢aligmalariyla tanimmlamigtir (Morrey, 1938).
Morrey uzaylari kismi diferensiyel denklem (KDD) galismalarinda, Schrédinger den-
klemleri, potansiyel teorisi, KDD ¢o6ziimlerinin regiilerlik 6zelliklerinin aragtirilmasinda
uygulamalara sahiptir. Morrey uzaylari bir¢cok matematikci tarafindan caligilmig ve
geniglemigtir. Tiirkiye 6zelinde de birgok matematik¢i tarafindan ¢alisilmig ya da tez
konusu olmustur (Kiiciikaslan, 2015), (Ttiysiiz, 2015), (Agcayaz, 2015), (Celik, 2020).
M, , (R") genellestirilmis Morrey uzaylar: Guliyev, Mizuhara ve Nakai tarafindan
tanitilmugtir (Guliyev, 1994a), (Mizuhara, 1991), (Nakai, 1994). Komori ve Shirai LF* (R")
agirhikli Morrey uzaylarini tanitmig, bu uzayda, Hardy-Littlewood maksimal op-
erator ve Calderon-Zygmund operatorii gibi bazi klasik operatorlerin sinirliligini
caligmiglardir (Komori vd., 2009). Guliyev 2012 de M2 (R™), genellestirilmis agir-
likli Morrey uzaylar:1 tanimin1 matematik literatiiriine kazandirmistir ve bu uzayda
Riesz potansiyeli ve Calderon-Zygmund operatorleri ile tiiretilen alt lineer operator-
ler ve bu alt lineer operatorlerin yiiksek mertebeden komiitatorlerinin sinirlihigin
caligmigtir (Guliyev, 2012) .

1 < p < oo olsun. Normu

1l L@y = "
ess sup|f(z)| , p=o0
olan tiim Lebesgue olgiilebilir f fonksiyonlarinmn simifi L,(R") Lebesgue uzayimi
gostermektedir.
L, . (R™) agirhkh L, uzaylarim gostermektedir. L, (R") agirhikli Lebesgue uzaylar,

f olgiilebilir fonksiyon, w agirlik fonksiyonu ve 1 < p < oo olmak iizere, sonlu normu

£1y00 = | [ 17 @) ()

olan fonksiyonlardir.

Ly (R™) Morrey uzaylar, 0 < A <n, p > 1 ve f € L*(R") olmak {izere
1



3 =

1
£, = sw [ [ 1y (1)
xr€>ﬂ% B(x,r)

= jeuﬂg T ||f||Lp (B(z,r))
r>0

< o0
olacak bigimdeki tiim fonksiyon simflarinin uzayidir. Burada B (x,r), * merkezli r
yaricapl acik yuvari belirtmektedir.
M, (R™) genellestirilmig Morrey uzaylar1, 1 < p < oo ve f € LI*° (R") olmak iizere,
normu
,,,.—TL/p
1, = S ) 12, By < o0 (1.2)

>0

olan fonksiyonlarin simifidir, burada ¢ (x, r), R"x (0, c0) da negatif olmayan, 6lgiilebilir
fonksiyonlar1 belirtmektedir.

Buna gore eger ¢ agirlik fonksiyonu ¢(x,r) = r = alimirsa, M, , (R") genellestir-
ilmis Morrey uzaylari, klasik L, ,(R") Morrey uzayna denk gelir.

Genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylar1 AP (R™), sonlu normu

1
Flyze = sup
M., r>0,z0€R™ L (113, 7") ||w||Lp(B(a:,T’))

||fHLp,w(B(z,7‘))

olan tiim f € Léffu(R") fonksiyonlarin sinifini géstermektedir, burada supremum, R"
kiimesi i¢inde tiim B(z,r) agik yuvarlar iizerinden alinmaktadir.

GMPP# (R™) agirhikh global Morrey tipli uzaylari, 0 < p, # < oo ve o(r) fonksiyonu
(0, 00) iizerinde tanmiml bir negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyon, w(r) fonksiyonu
R™ de olgiilebilir negatif olmayan bir fonksiyon, f € Ll"C (R”) olmak {izere, sonlu

quasn normu

S

(r)
1 £l gagmoegny = SUP /|| || ||fHLpw Bla))
Ly(B(z,r)

zeR™

olan fonksiyonlar sinifin1 gostermektedir.

BMO(R"™) uzayz;
1
fren@) = oy | Wy
Bl )( ) |B (l’,?")| B(z,r) ( )
2



olmak iizere, normu

1
o= 30 157y o V0= Fotan Ol dy < oo

r>0,ceR™

veya

1
f =inf sup —/ fly) = Cldy < o0
o =39 s mr [ 1w =l

r>0,z€R"

olan tiim lokal integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi olarak tanimlanir. Tezin ana
teoremlerinin ispatinda bu uzaydan yararlanilir.

f € L (R") ve 0 < a < n olmak iizere M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf@) =swp e [ Il (13)

B(x,r)

f € L (R") ve 0 < a < n olmak iizere M, kesirli maksimal operatorii

(Maf)a) = sup Bl )| 5 [ 15wl dy (1.4
B(z,r)

seklindedir. o = 0 alindiginda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu elde
edilir.

M7 keskin maksimal fonksiyonu;

1
M#f(z) = sup W/B(xm) |f (W) = [B@n(@)|dy

r>0,xeR™

seklinde tanimlanir.

I, f Riesz potansiyel operatorii 0 < a < n olmak iizere,
fly
O e = (15)
=yl

seklinde tanimlanir.
f € LP(R™) ve p : (0,00) —> (0,00) almirsa, [,f genellestirilmis kesirli integral
operatorii,

L) = [ 2 iy (16)

R
olarak tanmmlanir. Ozel olarak eger p(t) = t*, 0 < a < n ise I,f elde edilir.

[A, B], A ve B nin komiitatorii;



[A,B] = A(B(f)) = B(A(/))
olarak tanmimlanir. Burada A ve B birer operator, f de bir fonksiyondur.
M, (f) maksimal komiitator; © € R™ ve b olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere

1
Myf(z)= sup ———
bf( ) r>0,wI€)R" ‘B (]J, T)| B(z,r)

[b(z) = b(y)[ | f(y)l dy
olarak tanimlanir.
Olciilebilir bir b fonksiyonu icin; Hardy-Littlewood maksimal operatér M nin komii-

tatori, tiim x € R™ ler icin

[M, 6] f (x) = M(bf) (x) = b(x) M f(z)

olarak tanimlanir.
0 < a < n, b olgiilebilir bir fonksiyon ve f de R iizerinde lokal integrallenebilen

bir fonksiyon olmak iizere; [b, I,,] f, Riesz potansiyeli komiitatorii,

[b, [a] f([L‘) _ / (b(aj) — b<y)_) f(y) dy (1.7)

n—ao
lz —y

R’!L
olarak tamimlidir.

Genellestirilmis kesirli integral operator komiitatorii, 0 < a < n, b olgiilebilir bir
fonksiyon ve f de R™ iizerinde lokal integrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere

0.1)5 @) = [ P95 ) b)) sy

) =yl
R’ﬂ

seklinde tanimlanir.
b olciilebilir bir fonksiyon olmak tizere |b, I,| operatorii
pllz —yl)
b, I,| f(x) = o=y b(z) = b(y)| | f(y)ldy

R
seklinde tanimlidir.

Maksimal operator tizerindeki caligmalar, harmonik analizin en 6énemli konularindan
biridir. Bu operator ozel olarak diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinde, singiiler ve
potansiyel operatorlerin genel siniflarinin anlagilmasinda esin kaynagi olacak bilgiler

saglar. Klasik Morrey uzaylarinda ve alt uzaylarinda, maksimal operator ve Riesz
4



potansiyelinin sinirhligi, Morrey (1938), Peetre (1969), Fefferman ve Stein (1971),
Adams (1975), Chiarenza ve Frasca (1987), Fazio ve Ragusa (1991), Guliyev (2009)

gibi bircok matematik¢i tarafindan cahigilmigtir.

Genellestirilmis kesirli integral operator 1, ilk olarak (Gadjiev, 1997), (Guliyev vd. 2001)
ve (Nakai, 2001) tarafindan aragtirilmistir. 7, nun, genellestirilmis Morrey uzaylari,
M, den M, y uzaymna smirhligim ispatlamigtir (Nakai, 2001). Giiniimiizde bir ¢ok
yazar, I, hakkinda, 6zellikle Morrey uzaylar ile ilgili (Gadjiev, 1997), (Mizuhara, 1991),

(Gunawan, 2003) 6nemli ¢aligmalar yapmigtir.

Tezin amaci, GMP??(R"), agirlikli global Morrey tipli uzaylarda, Riesz potan-
siyeli ve komiitatorlerinin iki agirlikhi simirhhigimi ispatlamaktir. Bu operatorlerin
GMP#(R"), uzaylarinda simirh olmast igin gerekli kosullar elde edilecektir. Daha
sonra MP¥ (R™) genellegtirilmig agirlikli Morrey uzaylarda genellegtirilmis kesirli in-
tegral operator I, ve komiitatorii icin iki agirhikh esitsizlikler ispatlanacaktir, elde
edilen sonuglarin uygulamalarina yer verilecektir. Son kisimda tartigma ve sonuca

ayrilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tanim 2.1 0 < p < oo olsun. Normu

I fllz, @) = "

olan tiim Lebesgue ol¢iilebilir f fonksiyonlarmim smifina L,(R") Lebesgue uzay:

denir.

Tanim 2.2 0 < p < oo ve f olciilebilir fonksiyon olmak tizere, L, (R™) agirliklh

Lebesgue uzaylari, sonlu normu

hSA

11 = / 1 @)Pw () dy

olan fonksiyonlardir.

Tamim 2.3 B(z,r), R" de Lebesgue 6lgiilebilir, z merkezli r yaricaph agik yuvar

olmak iizere B(z,r) nin Lebesgue dl¢iisii

Banl= [ d

B(z,r)

dir.

Tanim 2.4 R" iizerinde lokal integrallenebilir fonksiyonlarin kiimesi;

R[Ifldy

sonlu olacak bigimde fonksiyonlarin sinifi olarak ifade edilir ve f € Li°¢(R") ile
gosterilir, burada R™ Oklid uzaymda bir kompakt kiime ve f Lebesgue olciilebilir

bir fonksiyondur.



Tanmim 2.5 0 < p, 0 < oo ve w(r) > 0 fonksiyonu, (0,00) kiimesinde, &l¢iilebilir
bir fonksiyon olsun. Sirasiyla LMP?«(R™), GMP<(R") lokal ve global Morrey tipli

uzaylari, sonlu quasi normu

|| f ||LMP19’“’(Rn): Hw ||f||Lp(B(07t)) L9(0,00)

I £ Naatncqaoy= 52 £+l pagmo oo

olan tiim fonksiyonlarin uzayidir. Eger tiim ¢ > 0 sabitleri i¢in;
| w(r) ||Lg(t,00)= 00 ise, LMPO*(R") = GMP?«(R™) = © olur.
Burada ©, R" de sifira denk olan fonksiyonlardir.

Tiim t > 0 sabitleri i¢in eger;

| w(r)rs )= 00 ise, 0 < p < oo i¢in, f(0) =0 ve GMPI¥(R") = O olur.

Tanim 2.6 0 < p, § < 0o ve ¢(r) fonksiyonu (0, c0) tizerinde taniml bir negatif
olmayan 6lgiilebilir fonksiyon, w(r) fonksiyonu R™ de 6lgiilebilir negatif olmayan bir
fonksiyon, f € LL¢ (R") olsun. GMPO#(R™) agirlikhi global Morrey tipli uzaylar,

sonlu qua81 normu

(r)
1 £l gagzoegny = SUp /|| || ||fHLpw Bla))
Ly(B(z,r)

zeR™

olan tiim fonksiyonlarin sinifidir.
w(r) = 1 6zel durumunda || 1|z pgpo.e (rn) global Morrey tipli uzaylar elde edilir(Burenkov, 2004).

0 = oo durumunda GMPE>>¥(R"™) global Morrey tipli uzaylar, sonlu normu

¢ (r)
¥ oo (mny = SUP
| ||GM£ £ (Rm) ZERM >0 ||W||L B(z,r))

11z, ey 0
olan tiim fonksiyonlarin smifi genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylar: olarak tanim-
lanir.

Burada B(z,r), R" de x merkezli r yarigaph agik yuvardir.

Tanim 2.7 f, R" de lokal integrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere, Hardy-

Littlewood maksimal fonksiyonu;

M(x) = i‘i%’Wl,rﬂ / @)y

B(z,r)
7



seklinde tammhdir. Burada |B(z,7)|, B(z,r) agk yuvarimin Lebesgue 6lgiistidiir.
Maksimal operator, harmonik analizin 6nemli operatérlerinden biridir. Ozel olarak
diferensiyel teoride, singiiler ve potansiyel operatorlerin genel simflarinin anlagil-

masinda ve gelisiminde esin kaynag: olacak bilgiler saglar.
Tanim 2.8 0 < a < n, f R" de olmak iizere, I, f, Riesz potaniyeli
f(y)
= | ————dy 2.1
) / |z — y[n 21)
Rn
seklinde tanimlidir.

Tanim 2.9 0 < a < n, b olgiilebilr bir fonksiyon ve f de R™ iizerinde lokal in-
tegrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere; [b, I,] f, Riesz potansiyeli komiitatorii,

agsagidaki egitlikle tanimlanmistir.

[b, Ia] f(I) r / (b(l‘) — b(y)_)af(y) dy (22)

L ]
Rn

Tanim 2.10 0 < a < n, b dlgiilebilr bir fonksiyon, f de R™ iizerinde lokal integral-

lenebilen bir foksiyon olmak iizere; |b, I,,| operatorii

ol o) - [ U, 03

R’!L

seklinde tanmimlanmigtir.

Tanim 2.11 Eger 1 < p < oo i¢in

1
1 / P 1
(i e ww) (i [ o
r>07zeR”(|B(l‘77“)| B(x,r) 1B (z,7)] B(x,r)

ifadesi sonlu ise, agirlik fonksiyonu w, A,(R™) sinifindandur.

QU
Neg
N———
Y

Eger her x € R" ve r > 0 icin

1
/ y)dy < C ess sup ——
JI r ‘ (z,r) ye(B(z,r)) w (y)

saglayacak bigimde bir pozitif C' sabiti varsa, w, A; (R™) simfindandir denir.

Eger 1 < p < 00 icin



1
2 1 / L )p
sup w J
r>0,z€R" (\B (z,7) |/M y) <|B(x,r)\ ey ! (y) dy

ifadesi sonlu ise (wy,ws) agirlik fonksiyonu A, (R") smifindandir denir.

Eger 1 < p,q < o igin

1 .
sup ]+_1(/’ a%@ﬁw) (/ <ww)
r>02€R™ | B (z,7)| "4 P \JB(zr) B(w)

ifadesi sonlu ise (w1, ws) agirlik fonksiyonu A, , (R") smifindandir denir.

Q=
=

Sonug 2.1 % —I—Z% — 1 olmak iizere, 1 < p < oo ve (wy,ws) € A, (R") olsun. Bu

durumda (w; ', wi') € Ay (R™) olur.

Teorem 2.1 1 < p < oo ve ¢, (0,00) lizerinde taniml, negatif olmayan &lgiilebilir

bir fonksiyon olsun. Bu durumda M, maksimal operatorii olmak iizere,

stnarldaer

1. M:L,,(R")  — L, ,(R") <= ¢ € A,(R")

stnarlder

2. M LL@(Rn) — WL1 ¢(Rn) — pEc Al(Rn)
gergeklenir (Muckenhoupt, 1972b).

Tanmim 2.12 f, R" de tanimh lokal integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu du-

rumda kesirli maksimal fonksiyon

J%ﬂ@z%ﬂﬂ%ﬂﬁ”m/(JﬂM@,0§a<m
B(x,r

r>0

seklinde tanimlanir.

M, kesirli maksimal foksiyonu ile I, Riesz potansiyeli arasinda
a_q
Mo f(z) <wi (Lo |f]) (2) (2.4)
seklinde bir bagint1 vardir, burada w,,, R™ de birim kiirenin hacmini belirtmektedir.

Tamim 2.13 M#, keskin maksimal fonksiyonu
9



r>0,xeR”

1
#flz)= sup —— - x

seklinde tanmimlanir. Burada

1
fBr)(2) = W/B(w) f(y)dy
dir.

Tanmim 2.14 b olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere; maksimal komiitator, M,(f),

tim z € R" icin;

1
Myf(x)= su _
o/ () r>071’I€)R" |B (z,7)| B(z,r)

[b(z) = b(y)[ 1 (y)| dy

olarak tamimlanir.

Bu operator, BM O kisaltmasi ile gosterilen singiiler integral operatorleri komiitator-

lerinin ¢alismalarinda énemlidir.

Tanim 2.15 Olgiilebilir bir b fonksiyonu icin; Hardy-Littlewood maksimal operator

M nin komiitatorii, x € R™ i¢in

[M, 6] f (x) = M(bf) (x) = b(x) Mf(z)

olarak tamimlanir.

Tanim 2.16 BMO(R") uzayi, normu agagida verilen biitiin lokal integrallenebilir

fonksiyonlarin smifidir (John ve Nirenberg, 1961).

1

f - sup / fy_f z,r)\’ dy<00>
|| ||BMO r>0,zcR™ |B (l’,?")| B(z,r) { ( ) Bl )( ){

veya

. 1
1l Baso = Hclf sup lfly) — C|dy < oo.

r>0,z€R" |B (5177 7“)| B(z,r)
Tanmim 2.17 1 < p < oo igin BMO(R"),,, uzayi; normu asagida verilen biitiin
lokal integrallenebilir fonksiyonlarin uzayidir.

H (f() o fB@J’)) XB($,T‘) HL (R)

1] = sup HE— <00
BMOpe 0 zern HSOHLP(B(x,r))
ya da
1P lano,, = 500 o [(FC) = Fotwn) Xl a7 <o
BMOy,, r>02€R™ |B (33, T)| B(z,r)) XB(z,r) Ly, (R) L, (B(z,r)) .
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Teorem 2.2 1 < p < oo ve ¢ Lebesgue 6lciilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

¢ € Ap(R") ise, ||| g0, ., Ve Il pasro normlar denktir (Ho, 2016).
Lemma 2.1 b€ BMO(R"), 0 < 2r < t, kosullarinda

¢
(b5 = boen| < Cllbllpuotn

olacak sekilde b, x,r ve t den bagimsiz bir C' > 0 sabiti vardir (Janson, 1978).
Tamim 2.18 L. ,(R;), normu

9]l o0,0 (Ry) = esssupv(t)g ()
t>0

olan agirhikli L., uzay: olsun. A konisi,

A= {w em’ (Ry;1): lim o(t) = 0}

seklinde gosterilir. Burada m™ (R.; 1), (0,00) da azalmayan fonksiyonlar anlamin-

dadir.

Tanim 2.19 wu fonksiyonu R, iizerinde taniml siirekli bir pozitif fonksiyon olsun.

N

S, supremal operator,

(Su9) ®) = lugllyooy» £ € (0,00)

seklinde tanimlanir.

Asgagidaki teoremin ispat1 (Burenkov vd., 2010)’ de verilmisgtir.

Teorem 2.3 wv; ve vy fonksiyonlar: dlgiilebilir pozitif fonksiyonlar olsun, dyle ki her
t > 0igin, 0 < [[nif[;_(, < oo olsun, u fonksiyonu, R iizerinde siirekli pozitif
bir fonksiyon olsun. Boylece S, operatorii A konisi tizerinde L (R, ) uzaymdan

L (R,) uzayma siirhdir, ancak ve ancak

N —1
vaSu <||U1||Loo(07-)> HL (Ry) =
oo +

dir (Burenkov vd., 2010).
11



Tanim 2.20 0 < t < oo ve w agirlik fonlsiyonu olmak tizere agirlikh Hardy ve

eslenik Hardy operatorleri, sirasiyla

seklinde tanimlidir.

Teorem 2.4 vy, vs ve w fonksiyonlari, (0, 00) tizerinde agirlik fonksiyonlar: olsun.
vy (t), orijin digindaki bir komgulukta sinirh olsun. Bu durumda, bazi C' > 0 sabitleri
i¢in, (0, 00) iizerinde tamimh biitiin pozitif ve azalmayan g fonksiyonlar: igin

SUp v, (t) Hyg(t) < C sup v (t)g(t)
gerceklenir, ancak ve ancak

B :=sup vy (t)/ w(s)ds < 00

t>0 €8S 8UPg 7«0 V1 (7)

t

(Guliyev, 2013a).

Teorem 2.5 vy, vy ve w fonksiyonlari, (0,00) iizerinde agirlik fonksiyonlar: olsun.
vy (t), orijin digsandaki bir komgulukta sinirh olsun. Bu durumda, bazi1 C' > 0 sabitler
i¢in, (0, 00) iizerinde tamimh biitiin pozitif ve azalmayan ¢ fonksiyonlar: igin

sup s (1) Hug(t) < Csupu(t)g(t) (2.5)
gerceklenir, ancak ve ancak

B := sup vy (t)/ w(s)ds < 0.

>0 €SS SUP, 7o V1(T)

(Guliyev, 2013a).

(2.5) i¢in en iyi sabit C' = B dir.
Tezin ana teoremlerini ispatlamak igin agagidaki iki lemma (genellegtirilmis Hardy

esitsizlikleri) kullamlacaktir. Bunlar sirasi ile,
12



Lemma 2.2 1 < r < s < oo olsun. v ve w fonksiyonlar1 (0, 00) iizerinde hemen

her yerde olgiilebilir pozitif fonksiyonlar olsun. Bu durumda

00 L s 1/s 00 1/r
/ /h(T)dT w(t)dt <C /h(t)Tv(t)dt (2.6)
0 \o 0
olacak gekilde h den bagimsiz bir C' sabiti vardir, ancak ve ancak
0o 1/s t 1/rr
K =sup /w(T)dT /U(T)l_”dr < 00. (2.7)
0 \ J )
Burada, r 4+ ' = rr’ diir.
Eger C, (2.6) in en iyi sabitiyse ve K, (2.7) ile tamml ise
K <C<k(rs)K (2.8)

olur.

(2.8) deki k(r, s) sabiti gesitli formlarda yazlabilir.

k(r,s) = r/s@")"
k(r,s) = s/5(s)Y"

k(r,s) = (1+s/r)Y*(1+7"/s)""

Lemma 2.3 1 <r < s < oo olsun. v ve w fonksiyonlar1 (0,00) iizerinde hemen

her yerde olgiilebilir pozitif fonksiyonlar olsun. Boylece

0o 00 s 1/s 0o 1/r
/ / Wrdr | wwdt|  <c / h(t) o (t)dt (2.9)
0\t 0
olacak gekilde i den bagimsiz bir C' sabiti vardir, ancak ve ancak
¢ 1/s 00 1/rr
Ky =sup /w(T)dT /U(T)l_wdT < 00. (2.10)
>0
0 t

Eger C, (2.9) iin en iyi sabitiyse ve K, (2.10) ile tanimh ise
13



K <C<Ek(rs)K (2.11)
olur. Bunun yaninda (2.11) daki en iyi C sabiti
Kl S C S k’(’l“, S)Kl

esitsizligini saglar.
Lemma 2.2 ve Lemma 2.3 G. Talenti, G. Tomaselli, B. Muckenhoupt tarafindan,
1 <r = s < oo igin ispatlanmig, V.M. Kokilashvili, V. G. Maz’ya tarafindan da

r < s icin ispat yapilmigtir.

14



3. AGIRLIKLI GLOBAL MORREY TiPLi UZAYLARDA RIESZ
POTANSIYELi VE KOMUTATORLERI iCIN iKi AGIRLIKLI ESiT-
SIZLIKLER

Bu béliimde GMP?¢ (R"), agirlikh global Morrey tipli uzaylarda Riesz potansiyeli
ve komiitatorleri igin iki agirlikli egitsizlikler elde edilecektir.
Oncelikle GMPY# (R™), agirlikh global Morrey tipli uzaylarda maksimal operatoriin

sinirlihigr elde edilecektir.

Teorem 3.1 1 < p < o0 ve (p,,) € A,(R") olsun. Boylece her f € L, (R")
igin
11z, ., (B ds

M f]] o) < Clleall, s (3.1)
Lp gy (B(z,r)) 2Ly (B(z,t)) J ||¢2||LP(B(M)) s
gerceklenir. Burada C'; f, x ve t ye bagh degildir.
Ispat. t>0 olmak iizere, f;
f = h+/ (3.2)

fiy) = fWxB@an ()
f2(y) = fY)Xen@2n (W)

seklinde gosterilirse;

Mg, ., B < IMAlL, . ey 1ML, 6w

esitsizligi vardir. f; € L, ,(R") oldugu dikkate alinarak, maksimal opeatoriin agir-

likli Lebesgue uzaylarindaki sinirliligindan

||Mf1||LW2 B(z,t)) < ||Mf1HLp,¢2(R")

< Allg,,, @
= Clifls,., 5w
gergeklenir (Mizuhara, 1991). Boylece
IMfilly,, Bweyy < C UL, (Bway (3.3)

15



olur. Bu egitsizlikte C, f den bagimsizdir.

A1z, ., By ds

IM £l (B(z,2t) = C ol (B(x,t))
P P f ||(102HLP(B(.CB,S)) s

esitsizligi ve (3.3) esitsizliginden

||f||Lp,¢1(B(z,s)) ds

M, (Blat) = Clleall, (B(x,t))
ez ? / ||()02HLP(B(I,S)) S

elde edilir. z € B(z,t) olmak iizere M f5(z) yi hesaplayabilmek igin,

2=y |f )| dy = C / )] / s ds | dy
cB(z,2t) ¢B(z,2t) z—y|
<c /s / )| dy | ds
t {yeRm:2t<|a—y|<s}

< C’/S_"_l ||fHLp,¢1(B(x,s)) HXB(x,s)SOl_IHLp,(Rn) ds
t

esitsizligi elde edilir. z € B(z,t) igin

1
Mfs(z) =  sup —/ f2(y)| dy
( ) r>0,0€R" |B(Z,7“)| B(z,r) | 2( )|
<csp [ s Wy
r>2t,
¢B(z,2t)NB(z,r)
< Cs;121? / lz =yl ™" | f(y)| dy
T eB(2,20NB(z,r)
< cswp [ ool Irwldy
r>2t,
¢B(z,2t)
elde edilir.
/ z —y| ™" [ f(y)| dy < 0/8‘"_1 12312, (e 111y o (B 95
cB(z,t) t

16
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esitsizligi (3.5) de ispatlandi. Dolayisiyla

—n—1 1
IMfally,,, ey < C /3 (e HL B(x,5)) A1z, 0, Bw.s) @5 (3.6)
t prgpz(B(x,t))
—n—1 -1
< C/S H% HLP,(B(LS)) ||f||Lp1¢1(B(x7s)) ds HX(B(gc,t))HLp’(%(Rn)
t
. TIF s, ., oy ds

Clloall, (B(z,t))
? f H(p2||Lp B(z,s)) S

elde edilir. (3.4) ve (3.6) den

||f||Lp,m(B(IvS)) ds
J o2l L, (B,s))

IMfallg, . eey < Clealln, sy

olur. Burada C, f den bagimsizdir. =

Teorem 3.2 1 < p < 0o ve (p;,9,) € A, (R"), 1 <6 < 0, < 0o olsun. ¢, ve @,
t % fo%) 01—1

0 g _pl 0!
sup | [ wal®) leal2oends | | [t ol dr ) <o
0 t

(3.7)
kosullarini saglasin. Bu durumda M, maksimal operatorii G./\/lp YY1 (R™) agirlikh
global Morrey tipli uzaymdan G M2, 92:02 (R™) agirhikh global Morrey tipli uzayma
sinirhidir.

ispat. f € GMPYV#1 (R™) olsun. Boylece Teorem 3.1 ve Lemma 2.3 den

1

0o 02
M lapgeony = | [ w2 ML qoguey
0
v =141 "\ "
xr,S d
< Csup /W2 ) e 2|| el BN
zER™ HSOQHLP(B(x,S)) o
0 t
%
FUFI et o n 1o 2
< C sup —t w1 (t)t ||802||Lp(3(x¢))dt
zER™ ||(p2HLp(B(mt )

1
02

r€eR™

= C sup /UJ1 Hf”LWl(B(xt dt
0

= C ||f“GM£’fl"pl(Rn)
17



elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

Lemma 3.1 b, lokal integrallenebilen herhangi bir pozitif fonksiyon olsun. Boylece;

|[M7b] f(x)| < be(:E),ZL' €R"

esitsizligi tiim f € Li°° (R") i¢in gerceklenir(Agcayaz1 vd., 2015) .

Teorem 3.3 b € BMO (R") olmak iizere; X, R" iizerinde tanimh ¢lgiilebilir fonksiy-
onlarin Banach uzay1 ve M, X iizerinde sinirh olsun. Bu durumda M, operatorii X

tizerinde simirhdir ve

Mo fllx < ClIbll paso 11l x

esitsizligi f den bagimsiz C sabiti ile gergeklenir(Agcayaz vd., 2015).

Sonug 3.1 1 < p < o0, b € BMO(R") ve ¢ € A,(R") olsun. Bu durumda M,

operatorii L, , (R") uzaymmda siirhdir.

Teorem 3.4 1 <p < oo,be BMO (R"); (p,.¢,) € A, (R™) ve p, € A, (R") olsun.
Bu durumda M, operatorii Ly, (R") den Ly, (R™) e simrhdir.

Ispat. f € L,, (R"), b€ BMO (R") olsun. Boylece
My f(z) < C bl paso M? f(x)

esitsizligi gergeklenir (Agcayazi vd., 2015). Bu esitsizlik, Teorem 3.4, Sonug 3.1 ve
(p1,2) € A, (R™), ¢, € A, (R") kogullariyla

||be||Lp,¢2(B(x,r)) < C ||b||BMO HM2‘fHLp’(p2(B($7T‘))
< Clblligao IMf., (B
< Clolligaso 1Nz, ,, By (3.8)

olur. Burada M?f(z) = M (M f(z)) dir. =m
18



Teorem 3.5 1 < p < 00, b € BMO(R") , (¢19,) € A, (R") , ¢y1,0, € A, (R™)
olsun. Boylece her f € L, (R") i¢in

[e.e]

s\ Iz o1 (B(z,s)) ds
36y ) < O Wllosso 192l ogeny [ (110 5) s PeD 22
t

(3.9)
||S02||Lp(3(a;,s))

esitsizligi gerceklenir. Burada C'; f, x ve t den bagimsizdir.

Ispat. f, (3.2) deki gibi tamimlanmak tizere

IMofllz, ., 5oy < 1Mohillz, 5@y + 1Mofellz, ,, (B

esitsizligi vardir. Teorem 3.4 ile

1Mofille, oy meey < IMufillr,,, @

IN

Clbllgaro 1111l ., @y

= C ||b||BMO ||f||Lp,(p1(B(x,2t)) (3.10)

esitsizligi elde edilir. Burada C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir. (3.10) esitsi-

zliginden

oo

NP oy (B(z,r)) dr
3601, ) < C Mol Nl oieny [ (1410 5) Tl
t

HS%HLP(B(I,T)) r
(3.11)

elde edilir. || f|| Lo (B2t degiskenine gore azalmayandir, dolayisiyla (3.10) da

£z, o1 (B(z,20) DD sag tarafl (3.11) in sag tarafiyla smirlanir.
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z € B(x,t) olmak iizere;

My fa(2)

diyelim.

IN

IN

IN

IN

sup 1Bz, / 16(2) — b(w)| | felw)] dy
B(z,r)

Cswp [ eyl )~ b)) dy
= ¢B(z,2t)NB(z,r)

Csip [ o=yl )~ )W)l dy
= ¢B(z,2t)NB(z,r)

n / 1b(z) — b 1£ ()] / s s | dy
¢B(z,2t) z—y|

c / / b(z) = b)) | £ ()| dy | ds
t {yeR™:2t<|x—y|<s}

c / / 1b(y) — by | 1F(¥)] dy | ds

{yeR":2t<|z—y|<s}

—|—C/S_n_1 / ‘b(Z) - bB(x,S)‘ |f<y)| dy ds
t

{yeR":2t<|z—y|<s}

L+ 1,

Holder esitsizligi ve Teorem 3.4 yardimu ile

I

{yeR™:2t<|z—y|<s}

C/S—n—l / 0(y) — baes| 1f (W)l dy | ds
t

—n—1
C/S ||f||Lp_,¢1(B(x7s)) Hb() o bB(wvs)HLP,’wl,l(B(x,s)) ds

t

C HbHBMO/S_n_1 HfHLp,m(B(x,s)) HQOIIHLPI(B(%S)) ds
t

20



elde edilir. I, i¢in Lemma 2.1 yardim ile

IQ = /S_n_l ‘b(z> - bB(m,s)‘ / |f(y)| dy ds
t

{yeR:2t<|z—y|<s}

< [0(2) = b | / s / |f(y)ldy | ds

{yERM:2t<|z—y|<s}

+/8_"_1 |bB(2t) — bB(as) | / |f(y)ldy | ds

t {yERM:2t<|z—y|<s}

o)

C My (2) / e T PR s PN

IN

t
O Wllpaio |57 10210y ot 197 L ey 25
t

elde edilir. Teorem 3.4 den

IMofollr, . mery < Willn,., e + 12l (3
= CHbHBMOH%HL”(BW))/<1+ln )HHJ:OHQLH”L“:(B(::)) dss
sl oy | (105) oo

< Ol Woaltycaiy ]o 2) e d

(3.12)

olur.

Boylece (3.11) ve (3.12) den (3.9) elde edilir. m

Teorem 3.6 1 < p < 00, b€ BMO (R"); (¢1.,) € A, (R™) | ¢, 05 € A, (R) ve
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1 <6, <0, < oo olsun. wy ve we agirlik fonksiyonlar:

01
t 02
sup [ [ wals) 221 5
>0
0
- 61—1
X /(1—|—ln Yy ()00 ||()02HLP(BIT))dT
t
o (3.13)

kosullarini saglasim. Bu durumda M, operatorii GML, J101 (R™) agirlikh global Mor-

rey tipli uzayindan GMZ); 9202 (R™) agirlikli global Morrey tipli uzayma sinirhdir.

ispat. f e GME)# (R™), b € BMO (R") olsun. Boylece Teorem 3.5 ve Lemma

2.3 den

||be||GM£’292’“O2 (R")

oo P
= sup | [a® IR ey
0
o % I §
0 L xs dS
< O bllgaro sup /Wz(t> la 12, e /(Hlﬂ ) Tl
+CR" ||902||L zs) 9
0 t
T o [I£117: 0
< C sup / 1Lw’—lt_el (1+1I1§) 1011(15)1561 ||902||ilp(B
zERM t ||902||Lp (B(z,t)) t

o

zER™

0
_ Csw / O IFID . ey dt
0

- C ||f“GM5’fl’¢1(R”)

elde edilir. =

22
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3.1 Agirlikli Global Morrey Tipli Uzaylarda Riesz Potansiyelleri I¢in Tki
Agirhikli Esitsizlikler

Bu kesimde GMP%% (R™), agirlikli global Morrey tipli uzaylarda I, Riesz potansiyeli

icin iki agirlikh egitsizlikler ispatlanacaktir.

Teorem 3.7 0 <a<n,1<p<2 %—l = 2 ve (w1,ws) € 4,, (R") olsun. Bu du-

« q n

rumda /,, operatorti L, ,,, (R") den L, (R") ye siirhdir (Sawyer ve Wheeden, 1992).
(2.4) esitsizliginden agagidaki sonug elde edilir .

Sonu¢ 3.2 0 < a<nl<p<?

o’

% % = 2 ve (wi,wz) € Apq (R™) olsun.
Boylece M, kesirli maksimal operatorii Ly, (R™) den L, (R") ye simrhdur.

Teorem 3.8 0 < a <n,1 <p <2 1 —% = 2 ve (w1,w2) € Ay (R") olmak

p
tizere, her f € L, (B(z,t)) fonksiyonu igin
N fll 2y, (Blzs)) ds
Mo fllz, ., By < CHWzHLq(B(x,t))/t = — (3.14)

HwQHLq(B(x,s)) §

esitsizligi saglanacak sekilde bir C' > 0 sabiti bulunur(Avsar vd., 2023).

Ispat. f fonksiyonu

f= h+r, (3.15)
fi(y) = fWXBE2(W), (3.16)
f2(y) = fW)xem\B@2(v), t>0 (3.17)

seklinde gosterilirse,
Lo f(z) = Lo fi(2) + Lo fa(z)

elde edilir.

Teorem 3.7 ile

Hafillz, ., @
< C ||f1 ||Lp,wl(Rn)

Cl fl Ly, (B ,2t))

Mo fillz, oy 520y

A

elde edilir.
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Bu durumda
HIaleLq?%(B(th)) < Cll SNy BG,20)
gergeklenir. Burada C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir.

Boylece

* ||f||Lp4,w1(B(x s)) ds

afills, - ey < C sl / DNds g
L,y (B(w,2t)) Lq(B(z,t)) \ szHLq(B(m))

elde edilir.
Eger [z — z| < ¢, |z —y| > 2, ise 3|z —y| < |z —y| < 2|z — yl, esitsizligi vardir.

Dolayisiyla

Lfolz)] < / = — g )| dy
R\ B(z,2t)

IN

C |z —y|* 7" f(y)|dy
R\ B(z,2t)

elde edilir.

[ il = @ [ gl ([ s ay
R"\B(.’E,2t) R"\B(.’L’,Zt) ‘m—y|
a—n—1 —1

= O/t 5 HfHme(B(M))HWI HLP/(B(gc,s))dS

elde edilir. Buradan

XB(z,t)

> a—n—1 -1
||IOéf2||Lq’w2(B(x7t)) < C[ S ||f||Lp.,w1 (B(=,s)) le HLP/(B(:L‘7S)) ds La,wy (R7)

esitsizligi elde edilir.

Boylece
N fl Ly (Bas)) @

afolly  steen < C lwally oo / (3.19)
Ly (Be) B ol o S

elde edilir. (3.18) ve (3.19) esitsizliklerinden (3.14) esitsizligi elde edilir. =

Teorem 3.9 O<a<n,1<p<g,%—%:%,1301§92<oove(w1,w2)E

A, , (R™) olsun. ¢,(r) ve p,(r) fonksiyonlar
611

t %o ) ol
sup ([ eato) sl ) Tl B
t>0 0 ! ’ t rf1 ||W2||L1 (B(z,r))

q 9

(3.20)
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kosullarmi saglasin. Bu durumda I, operatoric GME 41 (R™) den GMEP> (R™)
ye simirhdir(Avsar vd., 2023).

Ispat. f € GME; 91,1 (R™) olsun. Agirlikli global Morrey tipli uzaylar1 norm

tammindan

1

T () "
HIafHGMZ;ngWz(Rn) = sup (/0 W 1o f||qu (B(x.)) dt) (3.21)

r€eR™ t))

yazilir. (3.21) egitliginde HlanB(x,t) HL () TOTIOL, Teorem 3.7, 3.8 ve Lemma 2.3
q,w2

yardimiyla hesaplanirsa

||Iaf||GMg;§2»¢2(Rn)

oo 4] o0 . ds 02 %
<0 {70 bl ([ 1o ol e S )
t

zER”™

1
01

& ||f||i1 (B(zt)) ,_ 0 1
< C sup / pél—lt P, (£ ”w2||L1q(B(J:7t)) ”w1||LP(B(1‘,t)) dt
0

zERM ||w2||Lq(B(l’7t))
1

* o) .
~cawp | [ T 1) = Cllfllpggin

vein \Jo Torllz mn

elde edilir. m

3.2 Agirlikhi Global Morrey Tipli Uzaylarda Riesz Potansiyeli Komii-
tatorleri Icin Iki Agirlikhh Esitsizlikler

Bu kesimde GMP9¢ (R"), agirlikhi global Morrey tipli uzaylarda I, Riesz potan-
siyelinin b € BMO (R") fonksiyonlar ile komiitatorleri igin iki agirlikh egitsizlikler

ispatlanacaktir.

Lemma 3.2 b€ BMO (R"),1 < s < oo olsun. Boylece
S L s S 1
ME([b, Io| f(x)) < Clbllamo |(M [Laf(@)[7)* + (M| f(2)]*)
gergeklenir. Burada C' > 0 sabiti, f fonksiyonu ve x degigskeninden bagimsizdir
(Di Fazio, 1991).
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Lemma 3.3 1 <p < oo vew € A, (R") olsun. Boylece, f fonksi-

yonundan bagimsiz bir C' > 0 sabitiyle

11z, oy < CIM, gy

esitsizligi gerceklenir (Stein, 1993).

Teorem 3.10 1 < p < oo, b € BMO (R"), (wy,ws) € /Tp (R") ve wy € A, (R™)
olsun. Boylece M,, maksimal komiitatorti Ly, (R™) uzaymmdan L, (R™) uzayma

sirhidir (Aykol vd., 2022).

Agagidaki teoremde |b, I, |, Riesz potansiyeli komiitatoriiniin L, ., (R") uzaymn-

dan L, ., (R™) uzaymna simirhihg) ispatlanmigtir.

Teorem 3.11 0 < a <n, 1 <p < 2, %—% = 2 b€ BMO(R"), (wi,ws) €

A, ,(RY), w; € A, (R") ve wy € A, (R") olsun. Bu durumda |b,I,| operatorii
L,., (R") uzaymmdan L, (R™) uzaymna simrhdir (Avsar vd., 2022).

Ispat. f € L,,, (R") ve b € BMO (R") olsun. Lemma 3.3 yardimiyla
116, Zal £l ey < € M (b Tad P, o
esitsizligi vardir. Lemma 3.2 den

1 1
s s

[0 (10, Tal DI, ey < Clblsavo | (M ILfI)* + (M1 £T7)

Lag,wq (R™)

1 1
s s

< Clbllsaco M(M 141"

+ [z

Ly (R?) qu(w)} '
vardir. Teorem 2.1 ve 3.7 den

1
s

|t 11ap1)

< Cliafly,., @

< Clfllzyw, @

Lg,wy (R™)

elde edilir. Sonug 3.2 den

1
s

| atal119)

< Ol 1Ly ey

q,w2 n)

elde edilir. Boylece

16, L] fll, ., @) < Cllblisrmoll fllz, ., @ (3.22)

esitsizligi gerceklenir. m
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Teorem 3.12 0 < aa < n, 1 < p < 2 1—1:%,2t§s,b€BMO(R”),

@’ p q

(wi,wa) € A, 4 (R™), wy € Ay (R™) ve wy € A, (R") olsun. Boylece

116 Lol fllz, ., B@ey) < ClbllBao lwallL, 5.
0 s B ds (3.23)
< (1105 1Ny o a5
t
gerceklenir. Burada t > 0 olmak iizere, C sabiti; f fonksiyonundan, x ve t

degiskeninden bagimsizdir (Avsar vd., 2022).

Ispat. f fonksiyonu (3.15) de oldugu gibi gosterildiginde

10, La| f(x) < [b, La| f1(x) + [b, La] fo(2)

esitsizliginin varlig agikardir.

Teorem 3.11 yardimiyla

110, Lol fillz, ., By < 0 Lal fill g, ,, @)
< Clbllsao 1 Allg,,, @ = Cllblsaoll fllz, ., B@20)
elde edilir.

Buradan

110, Lol fillp, ., (B < ClbllBroll fllL,w, B2

elde edilir. Burada C sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir.

Buradan da
116, L] f1||Lq7w2(B(x7t)) < Clbllsmo ||w2||Lq(B(J:7t))
& w .8 d
X/ (1+ln§> £ 12y, (B ds
t

lwallp, (BG,s) ©

(3.24)

elde edilir.

lz — 2| < t, [z —y| > 2¢, almdiginda 1|z — y| < [z — y| < 3|z — y| elde edilir.

Dolayisiyla
b, 1] fa(2) < / 1b(y) — ()|l — 91° "1 ()| dy
R\ B(z,2t)
<c 1b(y) — b(2)| |z — y|*~"1f (9)]dy.
R™\ B(,2t)

elde edilir.
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Buradan

[ ) =l = sl
R\ B(z,2¢)

= Lo ) =0 ([ seas)ay

=y
o}

<o [Ten (] 40 b 0y ) s
2t {yeRm:2t<|z—y|<s}

+C|b(2) = b / s* (/ |f(y)\dy> ds = Ji+ Jo
2t {yeRm:2t<|z—y|<s}

elde edilir.

n=c| (/ 15) — boll /(v |dy)
2t {yeRm:2t<|z—y|<s}

= CHb”BMO/ s HW2_1HLQ(B(QE,8)) 11z e, (B ds
- (3.25)
a—n— S —
+Clollsyo | s I [[wi |l sy 1L, (B ds
t q(B(z,s))
t

o s ds
< Cllllmwro | (1410 5) 1al e 1 aien o
t

Ro=C o) =] [ ( iy as
2t {yeRm:2t<|z—y|<s}

<c1BE O [ ) = bldy [ 5 o gy S

B(z,t)

o s _ ds
< CMixpen(@) [ (14 107) 12l e 1 ot
t
(3.26)
Burada C sabiti x ve t degiskeninden bagimsizdir. Teorem 3.10, (3.25) ve (3.26) ile

16, Ll f2llz, o 5wy < ||J1||qu2 wan T 12l By

o ds
-1
< Clbllpmo [lwellr, (5 >/ 1+1n lequ(B(x,s)) 112y (B~
> _1 ds
+C|bll Brmo w2l (5 ) 1+1n ||w2||L @) 1 2y (B —
2(B( «(B S

o0 s 1 ds
< Olbllssio llaly ey / 10 [nl 7y 1 (0

vardir.
Buradan
110, 1°] foll 1, ., (B@ay < CllbllBaro w2z, (s

> ds
< [ (1 3) oall gy 1 s
t
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elde edilir. Buradan (3.24) ile beraber (3.23) sonucuna ulagilir. =

Asagdaki iki teoremde |b, I,|, Riesz potansiyel operatoriinin GMPZL#1(R™), agir-
Ikl global Morrey tipli uzaydan, GME> %22 (R™) agirlikli global Morrey tipli uza-
yma smrlihg ispatlanmustir. |b, I,| operatoriiniin GM%Y V%1 (R™) uzaymdan GMES> %2 (R™)
uzayina sinrhiligl igin, ¢, (z, 1) ve @y (x, r) fonksiyonlarimin saglamasi gereken kogullar

bulunmustur.

Teorem 3.13 0 < a <mn, 1 <p <2, 2 —0 =2 1<0, <0 <o0,bc

BMO (Rn)7 (wlaWQ) S Aqu (Rn)7 W1 € Ap (Rn)’ Wo c Aq (Rn) Olsun, Spl(’r‘) ve
() fonksiyonlar:

01

! 92 1 o2
sup ([ ealo) ol i
t>0 0
01—1

o] 0 1-01,.—01
X / (1+1n %) : o) . dr (3.27)
‘ | o 1920l (5.

kogulunu saglasm. Bu durumda |b, I,,] operatorii GMEYP#1 (R™) uzaymdan GMES>#2 (R™)

uzayma smrihdir (Avsar vd., 2022).

Ispat. f € GME; P11 (R™) olsun. Agirlhikh global Morrey tipli uzaylarin norm

tammindan

1

NN () "
16, Lol fll gy o202 ey SUP (/0 2 |||b, I, |f||qu(Bact dt) (3.28)

zER™ w2l 2, (B a,0))

yazilir.

(3.28) deki [||b, 1| X B I normu Teorem 3.12 ve Lemma 2.3 yardimiyla

29
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|| |b7 ICV‘ f||GMg}’282"p2(Rn)

1
o
~ = 112y, (Bas)) ds
< Cllbllsaro sup / 2(8) lwsll 7 By (/ (1 +In —) : dt
reR™ 0 :

el ooy S

1
> 1117 . o (O wa|2 0 o
< C||b|| Bmo sup (/ <1+ln¥> Lpwr (B 1)) 1O lwallz () it
0
))

s\0
rER™ t0 ||w2||Lq(B(x,t)) (1 +In ?) 1 ||w1||Lp(B(

()
= C||b||Brmo sup / — ||f||LW )dt
TER™ 0 ||w1||Lp(B(x7r)) 1

5
»—A""

elde edilir. =
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4. GENELLESTIRILMIiS AGIRLIKLI MORREY UZAYLARINDA
GENELLESTIRILMIiS KESIRLi iNTEGRAL OPERATORU VE KOMU-
TATORLERI iCIN iKi AGIRLIKLI ESIiTSiZLIKLER

4.1 Genellestirilmis Agirliklhh Morrey Uzaylarinda Genellestirilmis Ke-
sirli Integral Operatorleri icin Tki Agirlikl Esitsizlikler

Bu kesimde MP¥, genellestirilmis agirhkh Morrey uzaylarinda, I, genellestirilmis
kesirli integral operatorii icin iki agirlikh esitsizlikler ispatlanacaktir.

Guliyev 2012 de MP¥ (R™), genellestirilmis agirlhikli Morrey uzaylar: tanimim ma-
tematik literatiiriine kazandirmigtir. MP¥ (R"), genellestirilmis agirhikli Morrey

uzaylari; normu

1
[ laze@ny = Sup
Mo (R™) r>0,2€R™ QO(IE,T) ||w”Lp(B(x77“))

£, ¢

olan tiim f € LI°¢ (R") fonksiyonlarm simfidur.

Burada 1 < p < o0, ¢, R"x(0, 00) iizerinde tanimh 6lgiilebilir bir pozitif fonksiyon,
w, R™ de tammh 6lgiilebilir negatif olmayan bir fonksiyon, B(z,r), R" de tanimh

acik yuvardir. 1 (), agithkh L, uzaym gostermektedir ve bu fonksiyonlarin

normu

hSAC

£y ey = Xy, oy = /|f

B(z,r)
seklinde tanimlanir.
Eger w (z) = xp(y, alinrsa, ME# (R") = MP# (R"), genellestirilmig Morrey
uzaylar1 elde edilir. w (z,7) = "% olmas durumunda, MP¥ (R") = L, \ (w) agirhikh
Morrey uzay1 olur.
p:(0,00) — (0, 00) olgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere, R" de uygun f fonksiyon-
lar igin ;

M, genellestirilmis kesirli maksimal operator

of () —S;gg tn /If ) dy

B(z,t)



ve I,, genellestirilmis kesirli integral operator

I, f(x) = sup / % (v) dy

t>0 y|
RTL
seklinde tanimlanir.
Eger p(t) = t* alimirsa M, = My« kesirli maksimal operator, ve I, = [« alinirsa,

Riesz potansiyeli elde edilir. Bunlar sirasiyla

Maf(:ﬁ)—sup— / F ()] dy,0<a<n
r>0 |B(I‘T )

—sup/|x_ —f(y)dy,0<a<n

t>0

olur. Burada |B(z,r)|, B(z,r) agik yuvarin Lebesgue olgiisiidiir.
Bu kissmda MP#, genellestirilmis agirhikl Morrey uzaylarinda, genellestirilmis kesirli

integral operatorler icin iki agirlikh esitsizlikler ispatlanacaktir.

(4.1)
1

kabul edilecektir. Dolayisiyla I,, genellestirilmis kesirli integral operatorii, yuvarin

disinda taniml

. |2n, f (@) = %ﬂ) (42)

karakteristik fonksiyonu i¢in iyi tanimlidir.
Bundan bagka, p fonksiyonunun biiyiime kogullarini sagladigi kabul edilecektir.

0 < 2k < ky < 00 olmak iizere

(4.3)

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti vardir. Bu durum % fonksiyonu icin aligilmisg

doubling kosulundan daha zayiftir:

r,t >0 ve & <r <2t kogullarinda

Lo®) () _op® (4.4)



olacak sekilde C' > 0 sabiti vardir.

Tez boyunca, Ip, genellegtirilmis kesirli integral operatoriiniin (4.3) kogulunu sagladig

varsayilacaktir.

Teorem 4.1 1 < p < g < oo olsun. Bu durumda I,, genellesti-

rilmis kesirli integral operatorii L, (R™) Lebesgue uzaymdan L, (R") uzayina siir-

lidir, ancak ve ancak

n

p(r) < Crv~

Q

(4.5)

olacak sekilde C' > 0 sabiti vardir (Edmunds, 1995).

Teorem 4.2 1 < p < g < oo olsun ve p fonksiyonu (4.1) ve (4.4) kogullarim
saglasin. Eger (4.5) kogulu var ve (wy,wsz) € 4,, (R") ise, bu durumda herhangi bir

f € Ly, (B(x,1)) igin

r 11z, (B(z,s)) ds
1o, paan < Clezl,meann | Jooi 1(3( ) s o)
f ¢(B(z,s

esitsizligi saglanacak sekilde C' > 0 sabiti vardir.

ispat.
f = fAh+f
fi(y) = ) Xpaan )
f2(y) = fy)XemBaa (y), t>0 (4.7)

seklinde gosterelim. Bu durumda

Lof () = Lo fy (x) + Lo f2 () (4.8)

vardir.
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Once |1,f; (z)] ifadesini hesaplayalim. Holder esitsizligi ile

nhwl < [ L Pl =vl) oy ay

v —y|”
B(wt)

,0
s C I RO
j=—o0 B(z,20+14)\ B(x,2t)
/7 1
< Z (B(z,29+1t)\ B(x,27t)) le HL o (B(2,27114)\ B(x,27t))
]——oo
— p(21)
1
< C Z W ||f||Lp wy (B(x,27 1)\ B(x,27t)) sz HL q(B(z,2711t)\ B(,27t))
j=—00
<

—1
CISfll, ., ey w2l L, B (4.9)

elde edilir. Boylece

“Ipf1||Lq7w2(B(m,t)) <C ||f||Lp,W1(B(x,2t))

bulunur. C' sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir. Boylece f; icin

1,0, sy ds

(4.10)

|wa HLq,%(B(r,S)) 5

Il ey < € ol o | |
t

esitsizliginin elde edildigi kolaylikla goriiliir.

Eger, [ —z| < t, |z —y| > t almrsa, 3]z —y| < |z —y| < 3|z —y]| esitsizligi

gerceklenir. Dolayisiyla

nael < f L‘yfi“uwdy

|z —
R\ B(z,2t)
p(lz—yl)
< c / W\ r ) d
|z — 9|
R\ B(z,2t)

olur.
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[ 2=y - o [ ouwl| [ 2y

|z =y
R"\ B(x,2t) R7\ B(x,2t) x—y|

(s

Sn—i—l

s

= C

—

|f (W)l dy | ds

{yeR™:2t<|z—y|<s}

(s

n+1 HXB(m,s)wl_

~—

IN

C ds

1
Iz, oy 1 W 30

(s

it 1L, 0, (B | wi lHLp/(R")

s
~—

< C ds

[Vl e

elde edilir. Buradan,

[e.9]

p(s)
”IpszLq,wz(B(m,t)) S C ”wQHLq(B(m,t)) / ﬁ ”fHLp,wl (B(x,s)) ||w2||Lq(B(x,s)) ds
t

esitsizligi elde edilir. Buradan da

T ||fHL (B(=,s)) ds
||[p.f2||L (B(x t)) S C ||UJ2||L (B(J: t)) 2ol 7 — (411)
" ’ /w2l )

esitsizligi ve (4.10) ile birlikte (4.6) elde edilir. m

Teorem 4.3 1 < p < oo, p fonksiyonu, (4.1) ve (4.4) kogullarini saglasin. (wy,ws)€

A, , (R™) olmak iizere (4.5) kosullar1 saglansin. ¢, (z,7) ve ¢, (z,r) agirhik fonksi-

yonlar1
o0

/ ess inf ¢, (% 7") ”WlHLP(B(Iﬂ“)) ds

sup

SSr<0o — < Cy, (1) (4.12)
t>0 S
t

||W2||Lq(3(z,s))
kogulunu saglasin. Boylece I, operatorii M5, genellestirilmis agirhikl Morey uza-
yindan, M2L7?, genellestirilmis agirlikli Morrey uzayma sinirhdir.

Ispat. f € ML/ (R™) olsun. Genellegtirilmig agirhikhh Morrey uzaylarindadaki norm

tanimindan,

1
L f|ljae2mny = SUP LfX Bz . 4.13
L R My Py w2117, 5oy Iofxseols, o 419)
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yazilir.

Teorem 4.2 ve Teorem 2.5 kullamilarak (4.13) deki ||1,f XB(:c,t)H Ly, (re) DOTIIUNU
q,wo

hesaplayalim.

w2l 2, 5.0y 1£1lz, ., (B ds

Uyl < C sup
P My = (R™) >0,0crn Py (T, 1) ||w2HLq(B(r,t)) f Hw2||Lq(B(xvs)) §

1
< C sup
t>0zern 91 (,1) ||w1HLp(B(9c,t))

£z, ., (B

= Ol

elde edilir. =

Sonug 4.1 1 < p < oo, p fonksiyonu, (4.1) ve (4.4) kogullarini saglasin. (wy,wy)€
A, , (R") olmak tizere (4.5) kogullar: saglansin. Bu durumda [, operatorii L, (R™),

den L, ., (R™)’e simirhdur.

Sonug 4.2 1 < p < o0, p fonksiyonu, (4.1) ve (4.4) kosullarim saglasin. (wy,ws)€
A, , (R™) olmak tizere (4.5) kosulu saglansin. Bu durumda M, operatorii L, (R™),

den L, ., (R")’e sirhdur.

4.2 Genellestirilmis Agirliklhi Morrey Uzaylarinda Genellestirilmis Ke-
sirli integral Operatér Komiitatorleri icin iki Agirlikh Esitsizlik-

ler

Bu kesimde MP¥ genellestirilmis agirhkli Morrey uzaylarinda, I, genellestirilmis
kesirli integral operatoriiniin b € BMO(R™) fonksiyonlar ile komiitatorleri igin iki
agirlikh esitsizilikler ispatlanacaktir.

Iyi bilinmektedir ki komiitatér 6nemli bir integral operatordiir ve 6zel olarak har-
monik analizde ¢ok kullanilir.

Harmonik analiz, siklikla cesitli frekans bilesenlerinin sinyaldeki roliinii inceledigi
icin, lineer olmayan sistemlerde caligirken kullanighdir. Lineer olmayan sistemler,

giriglerine gore lineer olmayan bir sekilde davranirlar, bu nedenle bu tiir sistemlerin
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matematiksel analizi daha karmagiktir. Komiitatorler, lineer olmayan terimlerin or-
taya ¢ikmasini ve bu terimlerin nasil iglendigini anlamak i¢in kullanilir. Bu kesimde
genellestirilmis kesirli integral operatoriiniin komiitatorleri

.15 = [P0 g0y b)) sy

) =yl
R?’L

seklinde tanimlanir. b 6lgiilebilir bir fonksiyon olmak iizere |b, I,| operatorii
p(lz—y
b1t = [ 2 ) — bl
Rn

seklinde tanimlidir.
Maksimal komiitator, her x € R" igin
M1 ) = sup B [ ) = b))
T B(x,r

esitligi ile tanmimhdir.

Teorem 4.4 1 <p < o0, (Wy,ws) € AVP(]R”) olsun, ¢ (x,r) and @, (z,r) fonksi-

yonlari
ess inf @, (x, 5)||wi L, (B@.s)

sup t<s<o0 S 0902(1;’7")’ (414)
tor w2 |, (B.t))

kogulunu saglasin. Burada C sabiti z ve t degigkenlerine bagimh degildir (Aykol vd., 2022).

Teorem 4.5 Boylece M operatorii ML (R™) uzayimmdan M2L7? (R™) uzayima siir-

Lidar.

Teorem 4.6 1 < p < 0o, b € BMO(R"), (w1, ws) € A,(R") ve w; € A,(R™) olsun,
Boylece M, operatorii Ly, (R") den Ly, (R"™) ye sinirhdir (Aykol vd., 2022).

Teorem 4.7 1 < p < 00, b € BMO(R"), (w1, ws) € A, (R") ve wy,wy € Ay(R")

olsun. ¢, (x,r) ve @y(z,r) fonksiyonlar:

sup S 0902('r7 T)v (415)

(1t 2 a3 alloteny
t>r r

ool 2, (B0
kogulunu saglasin.
Bu durumda M, operatorii MLy (R™) uzaymdan My 2 (R™) uzayma simirhdir. Bu-

rada C sabiti x ve t degigkenlerinden bagimsizdir (Aykol vd., 2022).
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Teorem 4.8 1 <p<q<oo,be BMO(R"), p fonksiyonu (4.1)-(4.4) kosullarmn:
saglasin. Eger (4.5) kosulu saglaniyorsa ve (w1, ws) € A,,(R"), wy € Ap(R™), wy €
A (R™) ise,

105 Lo fl| gy Bty < C 1Bl paso lw2ll LB

o s 1 ds
< (W) W el (4.16)

esitsizlikleri gergeklenir. Burada t > 0, C' sabiti f, z ve t den bagimsizdir.
Ispat. f fonksiyonu (4.7) deki gibi gosterilirse

10, Lp| f(x) < [b, Ip| f1(2) + |b, Ip| f2()
esitsizligi elde edilir. Holder esitsizligi kullamlarak [b, I,|fi(z) hesaplanirsa,

prdne) = [ P =)0 b 17 )y

|z —y|"
B(z,t)
p(lr —yl)
< |b(2) — by /— d
< [b(z) — by P— |f(y)|dy
B(z,t)
x_
s [ A= ) — 1)y
lz —yl
B(z,t)

= Fi(z) + Fx(x)
elde edilir. (4.9 ) esitsizligi kullamlarak

R@) = @) = bseol [ = )y

|z —y["
B(x,t)
< CMyX gy (@)1, fi(2)]
< CMbXB(x,t)('r)||fHLp,w1(B($7t))||w2||qu(B(m,t)) (4.17)
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elde edilir. Holder esitzligi ile

@) = [ 2 b))y

|z —yl"
B(x,t)
-1 .
p(2't)
< @ b(y) = bps| | f(y)|dy
j=—00 B(x,27+14)\ B(x,291)
-1 .
p(27t
< (2(]t)7)l ‘bB(x,21+1t) - bB(x,t)‘ / ‘f(y) |dy
j=—00 B(z,29+1t)\ B(z,27t)

- P@j;) [ b= baeal @)y

L (29t)n
J== B(z,20+1t)\ B(z,27t)
-1 3
p(27) _
< C|bllppro ’ W||f”Lp,w1(B(x,2j+1t)\B(a:72jt))||w1 1||Lp/(B(x,2j+1t)\B(x72jt))
J=—00
=1l
< Clblipyo Y 1Fllzyw, Baarimnseinlwll; sea i seen)
j=—00
< C ||b||BMO ”f”Lp,wl(B(a;,t))||w2||qu(3(x7t))- (4-18)

elde edilir. Boylece (4.17) ve (4.18) egitsizlikleri ve Teorem 4.6 ile

116, Lol f1ll Ly oy Bet)) < C 0 paso 1f 1Ly, (BG26))

esitsizligi elde edilir. Burada C sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir. Boylece

1165 Lol fill Loy Bty < C N0l paso lwWall Ly (Bt

o x,s d
x/ (1+1n ;) I ey o s (4.19)
t

[wallz,(B@s) S

esitsizligi elde edilir.
|z — 2| <t ve |z —y| > 2t olmasi durumunda, 3|z —y| < |z —y| < 3|z —y] esitsizligi

olur. Dolayisiyla

b1 < [ PUZ =90 ) — b)) 179y

RM\B(z2t) |2 — Y["

oo =) o s
<o f R bl
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esitsizligi vardir. Buradan

Lo S ) b 0y

|z —y|"

[ s ([ B ay
<o [TER() L b=l s
<o [TEL([ )= baallildy)

+ 1) = b | t
2% S

elde edilir.

olur.

> (s ds
n=c [ 2 ( / b(y) - bwnﬂy)uy) ds
ot S {yeRm:2t<|z—y|<s} S

= p(s) ds
< [ 2000) ~ boelley s @l ey

sw

d
+C/ |bet_bB:cs|(/ ‘ ()|dy> >
B(z,s)

pls), ds
§C||bHBMo/ o —||w 1||Lp/(B(x,s))HfHLp,W(B(Ls))?
t

“p(s), s, _ ds
+C||b||BMo/ o ln¥||w 1||Lp,(B(m,s))||f||L,,,w(B(x,s))?
t

n

= s\ p(s) —1 ds
< Clpllsaro / (14 3) B2 lenllz o 1 ot

* o(s ds
5 =Clb(:) ~ b [ 2 ( / 7y >|dy)
2t S {yeRm:2t<|z—y|<s}

- < pls),
< C|B(x, )| b(2) = b)ldy | = llw™ e |l
B(,t) t S

e s\ p(s) N ds
< CMbXB(m)(Z) / (1 +In %) 5 g ||w2||qu(B(x75))||fHLp,w(B(x75))?
t

Sp

S ds
) (/ | f(y )|dy) =Ji + Jo.
{yeRm:2t<|x—y|<s}

(4.20)

ds

(4.21)

olur. Burada C' sabiti = ve t degigskenlerinden bagimsizdir. Boylece (4.5), (4.20),
(4.21) ve Teorem 4.6 ile

116, Lol fall £y oy Bt)) S N1l Lguy B T+ [1T2]l 240, (B@.b)

& S ds
< ClbllsmoliX B Lgw, 1102 ) lwall 2 pimap 1 2oy (Blas)) —
‘ t a ]
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o s _ ds
+C | Mo X eyl / (1102 o2 1 1y (B0

& s B ds
< Clbllsaollws oo / (1102 ol 2 g 12y (B0
t

° S _ ds
+CHb||BMoszﬂLq(B(w,t))/t (1+1ﬂ Z> ||W2HL;(B(I,S))||f||Lp,w1(B(w,s))?

& s B ds
< Clbll sarollwell ysieey / (1102 ) leoall o) 1112y )
t

elde edilir. Dolayisiyla

116; Lol f2ll £y oy Bty) < ClIbl Barollwall L, (B )
ds

0o s P
<[ (103 Nl s e
elde edilir. Bu ise (4.19) ile birlikte (4.16) esitsizligini verir. m
Asagidaki teoremde, |b, I,|, genellestirilmig kesirli integral operatér komiitatoriiniin,
MU R™), genellestirilmis agirhkli Morrey uzaylarmdan, MZ7?(R™), genellesti-
rilmis agirlikli Morrey uzaylarina simirliligy ispatlanacaktir. |b, 7,| nin Mg/ (R™) den
MEP2(R™) ye simrhligh igin, o (x,7) ve @y(z,r) fonksiyonlan iizerindeki kogullar

bulunacaktir.

Teorem 4.9 1 < p < g < oo ve b € BMO(R") olmak iizere, p fonksiyonu (4.1)
- (4.4) kosullarmm saglasin. (4.5) kosulu ve (wi,ws2) € A,,(R"), wy € A,(R"),

wy € Ay(R™) ise, @1 (x, 1) ve @y(x, ) fonksiyonlar:

00 ess inf Y1 (I, 7")HW1||L (B(z,r)
/ (1rmg) == T gty (422)
: t [wallzy(B ) 5

kogulunu sagliyorsa, bu durumda |b, I,| operatorit Mg (R™) den M&52(R™) ye sinur-

Lidar.

Ispat. f e MY '(R™) olsun. Genellegtirilmis agirlikli Morrey uzaylarimin norm

tamimindan

1
b, I f w2 pny =  SUP
||| p| ||MW2 (R™) zER™, >0 902(1‘,t)||W2||Lq(B(r,t)
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yazilir. Teorem 4.8 ve 2.5 ile (4.23) deki [||b, I,| f X (x| .o, (&) DOrmMu hesaplanarak

TS AT{ -

<Ol _sop A0 [Ty, 0 e ds
— BMO xER"7 t>0 SOQ(.]:, t) ||w2||Lq(B($,t)) ¢ t sz ’|LPI(B(I78)) S

1
S C b sup
| ”BMO zeRn, t>0 P1(T, t)||w1||Lp(B(%

12y, (Bt = C 10l garo I f | azer )
1)) !

elde edilir. m

Sonug 4.3 1 < p < q < oo veb e BMO(R") olmak iizere, p fonksiyonu (4.1)
- (4.4) kosullarim saglasin. Eger (4.5) kosulu saglaniyorsa, (wi,ws2) € A, ,(R"),
wy € Ap(R™), wy € A (R") ise, Bu durumda |b, I,| operatorii Ly, (R™) den Ly, (R™)

ye siirhdir.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu boliimde, ispati yapilan teoremlerin bazi uygulamalarina yer verilecektir.
Ana teoremlerden elde edilen sonuglar sirast ile , L=%/2, A = ((a;;()), <ij<n
( kompleks degerli n x n matris, a;; € Lo ) kesirli kuvvetlere ve @, manyetik
potansiyele uygulanacaktir.

L operatoriiniin L=°/2(0 < a < n), kesirli kuvvetleri

/2 1 <, dt
IR ) = g [ )

seklinde tanimhdir. Burada L operatorii, ¢t > 0 olmak iizere, z,y € R" i¢in Gaussian

t

iist sinir kogulunu saglayan p;(x,y) gekirdekli, e=*Z analitik yar1 grubunu tireten Lo

uzayinda taniml bir lineer operatordiir.

o le—y?

C1 @
ez, y)| < Yk 2 (5.1)

c1, ¢ > 0 sabitleri, x,y ve t den bagimsizdir.

a/2

L = —A, R"” iizerinde bir laplasyen ise, L~%/“ operatorii, I, Riesz potansiyeline

kargilik gelir (Stein, 1993).

Teorem 5.1 0 <a<n,1<p<Z, —%:%,1§91§02<oo,b€BMO(R”),

1
p
(w1,wa) € A, , (R™) olsun. Ayrica (¢, p,) fonksiyonlar: (3.19) kosulunu saglasin.

Bu durumda L~%/2 operatéric GME?1 (R") uzaymdan GME2?2 (R™) uzayma
sinirhdir.

Ispat. Tiim = € R" degerleri icin
(L2 f(2)] < CLalf](x)

esitsizligi mevcut olup, burada C' > 0 sabiti x den bagimsizdir (Duong, 2004). e~*~
yar1 grubunun p;(x,y) gekirdegi (5.1) kogulunu saglasin.

Bu durumda Teorem 3.9 den

127" Hllomgzzozny < CMHalfllprzgoes ny

S C HfHGMﬁ’lgl"pl(R")



elde edilir. Burada C' > 0 sabiti f fonksiyonundan bagimsizdir. m

Birgok diferensiyel operator (5.1) esitsizligini saglar. Bunlardan iki tanesi;

(i) A = (ai()),<; j<, » 7 x n tipinde kompleks degerli a;; € Lo olacak sekilde
girdileri olan bir matris olsun. A matrisi, tiim z € R", { = ({y,(5,...,(,) € C" igin

ve bazi A > 0 icin

n

Re Z aij(ﬂf)CiC]’ > )\|C|2

i,j=1

kogulunu saglasin.

Lf = —div(AV¥)

operatorii diisiiniildiigiinde;

eger A matrisinin reel degerli girdileri varsa, ya da n = 1,2 i¢in kompleks degerli
girdiler varsa, (Auscher, 1998) e~'% cekirdegi icin Gauss smirilamasi (5.1) gecerlidir
(Arendt W., 1997).

(ii) Manyetik potansiyel @, bir reel degerli potansiyel ( @ = (a1, aq,...,a,)) ve V,

elektrik potansiyeli olmak iizere, L, manyetik Schrodinger operatorii

L=—(V—id)?®+V(z)

olarak bilinir. Burada k = 1,2,...,n, a, € LY (R") ve 0 < V € Ll (R") oldugu
varsayilmigtir.

Asagidaki noktasal kestirim, iyi bilinen diyamanyetik esitsizlikten (Stein, 1993) yapilmigtir.
Keyfi t > 0 ve f € Ly (R™), icin asagidaki esitsizlik gergeklenir.

e f] < e A f]

L yar1 grubunun (5.1) tist stnir kogulunu saglayan bir p;(x, y) gekird-

Bu esitsizlik, e~
egine sahip oldugunu belirtir.

Ayrica, uygun kogullarda (McIntoch, 1986), (Stein, 1993), Teorem 5.1 ile, Lo deki
2m mertebesinde diverjens formu

Lf =(=1)™ > D*(aasD"f)

la|=|8]=m
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olan bir L, homojen eliptik operator i¢in benzer sonuclar elde edilebilir.

Bu durumda (5.1) kestirimi

lz—y] )2m/(2m71)

pe(z,y)| < tnigme—%(mw

esitsizligi ile degigtirilmelidir. Burada tiim ¢ > 0 ve tiim x,y € R", olmak iizere

c3,c4 > 0 sabitleri x,y ve t degiskeninden bagimsizdir.
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6. TARTISMA VE SONUC

L, » Morrey uzaylar1 L, uzaylarinin geniglemesi olarak 1938 yihinda C. B. Morrey
tarafindan tanimlanmigtir.
M, (R™) genellegtirilmis Morrey uzaylari, 1 < p < co ve f € L} (R") olmak {izere,

normu
,,,.—n/p
1£llag, = 59 2 ML, e

zeR™
r>0

olan fonksiyon uzaylaridir. Buna gore eger w agirhk fonksiyonu w(x,r) = e
alimirsa, M, (R") genellestirilmig Morrey uzaylari, klasik L, \(R"™) Morrey uzayma
denk gelir.

MP# (R™) genellestirilmis agirlikli Morrey uzaylari, normu

1
||f”M5»‘f’ = sup

1Al L, By < 00
r>0z€R" ¥ (]J, T) ||wHLp(B(x,r)) e (5

olan tiim f € L (R") fonksiyonlarm simfidir.

GMPI% (R, agirhikli global Morrey tipli uzaylar, sonlu normu

S

(r)
1 £l gagmoegny = SUP /|| || ||fHLpw Bla))
Ly(B(z,r)

zeR™

olan fonksiyonlar sinifin1 gostermektedir.

BMO(R"™) uzayz;
1
fB@n () = W/B(w) fy)dy

flavo = 3 (7 Lo 1) = o] dy < o0

r>0,xeR™

olmak iizere, normu

olan fonksiyon sinifidir.
M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu
1
M) =swp o [ 1)l dy

>0 | B (z,7)|
B(x,r)

seklinde tanimlidir.
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M, kesirli maksimal operatorii

(Maf) (@) = sup | B(z, r)| 5 / ) dy (6.1)

>0
B(z,r)
seklindedir. o = 0 alindiginda M f Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu elde
edilir. a = 0 durumu diginda M, kesirli maksimal operatoriinii maksimal oper-
atorden ayiran, integrant Lebesgue 6lciisiiniin bir koklii ifade olmasidir. Esasen M,
operatorii a # 0 olmak tizere tanimlanmas1 daha isabetli olacaktir.

M#, keskin maksimal fonksiyonu;

1
M#*f(z)= sup ——— / — fBlam ()| d
f( ) r>071’ER" |B (ZE,T’)| Ba) }f(y) fB( s )( )| Yy
seklinde tanimhidir. Goriilecegi gibi, M7 keskin maksimal fonksiyonunu sonlu olmasi
durumu BMO(R"™) uzay1 ile gakigmaktadir.
I, f genellestirilmis kesirli integral operatorii,
r—Y
ni@ = [ 2= ray (6.2

|z —y["

Rn
olarak tamimlanir. Burada p(t) = t* alindiginda I,f Riesz potansiyelinin elde

edilecegi asikardir. Burada t = |z — y| alimdiginda 1, f Riesz potansiyeli operatorii
fly

I =) (6:3)
2 v =yl

formunda elde edilir.
[A, B] komiitatorii en genel haliyle; A ve B birer operator ve f bir fonksiyon olmak

izere,

[A,B] = A(B(f)) —B(A(f))
olarak tanimlanir.

M,(f) maksimal komiitator;

1
Myf(z)= su —_—
bf( ) r>0,:pER" ‘B (JI, T)| B(z,r)

[b(z) = b(y)| [ (y)| dy

olarak tanimlanirken, maksimal operatér M nin komiitatorii,

[M, 6] f () = M(bf) (x) = b(x) M f(z)
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olarak tammlanir. Esasen M, ve [M,b] operatorleri birbirinden farkh iki oper-
atordiir. Ornegin M, , pozitif ve alt lineer operatordiir, fakat [M, b] ne pozitif ne de
alt lineerdir. Ancak, eger b fazladan baz kosullar1 sagliyorsa, M, operatorii, [M, 0]
operatoriinii kontrol eder.

b, 1] f, Riesz potansiyeli komiitatorii,

(b(x) — b(y)) f(y)

n—ao
|z —y|

b, L] f(z) = / dy (6.4)

R’!L
olarak tamimlidir.

Genellegtirilmis kesirli integral operator komiitatorii, 0 < a < n, b o6lgiilebilir bir
fonksiyon ve f de R™ iizerinde lokal integrallenebilen bir fonksiyon olmak iizere
Pz —yl)
. 17@) = [ 2= 000) —b(0)) S0y

|z —y|"

RTL
seklinde tanimlanir.

b olciilebilir bir fonksiyon olmak tizere |b, I,| operatorii

|z —y|"

b 1ds ) = | PUZ =9 1y v 11 £ )y
R"L
seklinde tanimlidir.

Komiitatorler bilimsel caligmalarda birgok alanda kullanilmaktadir. Cebirsel yapilarda,
gruplar, halkalar ve cebirlerin daha iyi anlagilmasi i¢in kullanilan énemli araclardir.
Operator teorisinde, operatorlerin 6zelliklerinin arastirilmasinda, ¢zel olarark oper-
atorlerin spektral 6zelliklerinin, komiitatif iligkilerinin, cebirsel yapilarunin, simetri
ve 6zuyumluluk (self-adjointness) gibi temel 6zelliklerinin aragtirilmasinda kullanim
o6nemine sahiptir. Komiitatorler kuantum mekaniginin temel yapilarindandir, belir-
sizlik ilkesinin tanimlanmasinda, korunum yasalarinin formiilasyonu gibi temel alan-
larda kullanilir. Kuantum biyolojisinde benzer sekilde kuantum siiperpozisyonunun
etkilerini incelemek, kuantum tiinelleme olasiliklarini hesaplamak ve bu fenomenin
biyolojik siirecler iizerindeki etkisini degerlendirmede, kuantum koherensin (uyum)
analizinde ve biyolojik sistemlerin matematiksel modellenmesinde kullanilan énemli
araclardir. Bu birkag 6rnekte oldugu gibi komiitatorler, ekonomi, geometri, kuantum

bilgisayar ve kuantum bilisim, matematiksel fizik, istatistiksel mekanik, kuantum
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alan teorisi, elektromanyetizma, optik, diferensiyel denklemler, molekiiler kimya,

sistem teorisi, robotik gibi disiplinlerde kullanilir.

BMO (Bounded Mean Oscillation) uzaylari, harmonik analizin énemli konularin-
dandir. BMO uzaylari, sinirh bir aralikta fonksiyonlarin salimimlariin ya da dal-
galanmalarinin ortalamasinin simirli oldugu fonksiyon uzaylarim kapsar. Bu an-
lamda, harmonik analiz, matematiksel fizik, kuantum mekanigi, matematiksel biy-
oloji, genetik, kuantum biyoloji gibi alanlarda bagvurulabilir bir fonksiyon uzayidir.
Esasen kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasi i¢in énemli

olduklarindan, bircok bilim dalinda varlik gosterir.

BMO uzaylarinin temelleri 20. yiizyilin ortalarinda Alberto P. Calderén tarafindan
atilmhstir. Ik anlamh tanimlamay1 1961 yilinda John-Nirenberg yapmislardir. Daha
sonra bir¢cok matematik¢i tarafindan geligtirilmigtir. Charles Fefferman, Elias M.
Stein, Loukas Grafakos, José¢ L. Rubio, Michael Frazier, Yum-Tong Siu, Xavier

Tolsa bunlara birer 6rnek olarak verilebilir.

Genellestirilmis kesirli integral operator I,, kesirli kalkiiliisiin (fractional calculus)
konular1 arasinda oldugu gibi fonksiyonel analizde 6zellikle kesirli Sobolev uzaylar
teorisinde kullanilir. Kismi diferensiyel denklemlerin analizinde ve bu denklemlerin
¢oziimiinde kullanilan ¢nemli bir operatordiir. Harmonik analizde, kesirli Fourier
doniistimleri teorisinde kullanim alanina sahiptir. Genellestirilmig kesirli integral
operator /,, kuantum mekanigi, istatistiksel fizik, elektrodinamik ve dalga mekanigi
gibi alanlarda kullanilir ve bu alanlarda matematiksel modelleme caligmalarinda
onemli bir yere sahiptir. Miihendisligin bir¢cok alaninda kullanilan genellestirilmig
kesirli integral operator I, ekonomi ve finans alaninda, finans piyasasindaki zamanla

degisen verilerin analizi, ve fiyat hareketlerinin tahmininde kullanilir.

Genellestirilmis kesirli integral operator 1, biyomedikal miihendislikte, elektrokardiyo-
grafi (EKG) sinyallerinin analizi, beyin sinyallerinin iglenmesi ve gériintiilleme alan-

larinda kullanmlir.
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