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Lineer modeller ve lineer modellerde parametre tahmini istatistik biliminin en 6nemli
konular1 arasinda yer almaktadir. Gliniimiizde yapilan ¢alismalarda, olusturulan modeller
icin dinamiklik kavrami onem kazanmistir. Bu nedenle, bu tez ¢alismasinda dinamik
lineer model kavramu iizerinde durulmustur. Lineer model ve dinamik lineer model
arasindaki fark incelenmis ve durum-uzay modelleri anlatilmistir. Durum-uzay
modellerine istatistikten 6rnekler verilmis ve istatistik uygulamalarinda kullanilan bazi
modellerin durum-uzay modeli gosterimleri yazilmistir.

Dinamik lineer modellerde parametre tahmini i¢in kullanilan yontemler aragtirilmis ve bu
yontemlerden indirgemeli en kiigiik kareler yontemi ve Kalman Filtresi yontemi g6z
oniine alinmistir. Mevecut durum ve 6nceki tahminlere gore bir sonraki durumu tahmin
eden bir algoritma olan Kalman Filtresinin elde edilisi anlatilmistir. Uygulama
caligmalarinda ise istatistikte siklikla kullanilan bazi modellerin durum-uzay gosterimleri
yapilarak Kalman Filtresi ve indirgemeli en kiigiik kareler yontemi ile tahminler elde
edilerek sonuglari karsilastirilmistir. Gergek veri uygulamasi olarak, Tiirkiye Covid-19
verileri alinmig ve kurulan modellere iliskin parametreler Kalman Filtresi kullanilarak
tahmin edilmistir.
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Linear models and parameter estimation in linear models are among the most important
subjects of statistical science. In today's studies, the concept of dynamism has gained
importance for the models created. Therefore, the concept of a dynamic linear model is
emphasized in this thesis. The difference between linear model and dynamic linear model
is examined and state-space models are explained. Examples of state-space models from
statistics are given and state-space model representations of some models used in
statistical applications are written.

The methods used for parameter estimation in dynamic linear models have been
investigated and among these methods, the recursive least squares method and the
Kalman Filter method have been considered. The derivation of the Kalman Filter, which
is an algorithm that predicts the next state according to the current state and previous
predictions, is explained. In the application studies, state-space representations of some
methods that are frequently used in statistics were made, and the results were compared
by making predictions with the Kalman Filter and recursive least squares method. For
real data application, Turkey Covid-19 data was taken and the parameters of the
considered models were estimated by Kalman Filter.
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1. GIRIS

Istatistik biliminde modelleme oldukc¢a &nemli ve verinin agiklanabilmesi ile birlikte
ileriye yonelik ongoriilerin yapilabilmesi i¢in kritik bir konudur. Herhangi bir verinin
modellenebilmesi i¢in 6ncelikle veriye uygun model yapisinin belirlenmesi gerekir. Daha
sonra, bu yapiya ait parametrelerin tahmin edilmesi istatistigin en onemli arastirma

konularindan birisidir.

Yapilan ¢alismalarda amag kitle hakkinda bilgi sahibi olmaktir. Bir kitlede, incelenen
ozellige iliskin tiim degerleri gozlemlemek ¢ok masrafli, zaman alict ve ¢ogu zaman
olanaksiz oldugundan, kitle hakkinda bilgi elde etmek i¢in kitleden 6rneklemler secilir ve
kitlenin parametreleri, 6rneklemden elde edilen bilgiler kullanilarak tahmin edilir.
Calisilan kitle ile ilgili bilgi sahibi olma agisindan parametre tahmini 6nemlidir. Bu
nedenle literatiirde modele uygun parametrelerin en iyi tahminini yapabilmek icin

Onerilmis birgok yontem vardir.

Dinamik olmayan lineer modellerde, model parametrelerinin zamana bagli olarak
degismedigi, sabit kaldigi varsayilmaktadir. Dinamik lineer modeller ise, problemin
¢Oziimii i¢in olusturulan modelin zamana bagl olarak degisim gosterdigi modelleme
tiirlidiir. Zamana bagli olarak degisim gosteren durumlarin modellenmesi igin rastgele

katsayili lineer modeller (dinamik lineer modeller) kullanilmaktadir.

Rastgele katsayili lineer modellerle ilgili yapilan caligmalar 50 yi1l Oncesine kadar
uzanmaktadir. Parametrelerin gézlenen birimler boyunca degisebilecegi, her zaman sabit
olamayacag1 ilk kez Wald (1947) tarafindan ortaya konulmustur. Parametrelerin
tahminine yonelik herhangi bir yontem onermeyen Wald’in ¢alismasi, daha sonraki

caligmalara oncelik etmesi agisindan 6nemlidir (Celik, 2008).

Giliniimiizde, yapilan c¢alismalarda olusturulan istatistiki ve iktisadi modellerde
dinamiklik kavrami 6nemli bir hale gelmistir. Yapilan ¢alismalarin bircogunda ele alinan
modeller zamana baglh olarak degisim gosterdigi i¢in zaman etkisinin 6nemi artmis ve

rastgele katsayili modellerin (dinamik modellerin) kullanimi1 yayginlagsmustir.



Rastgele Katsayili Lineer Modeller ile ilgili yapilan ¢alismalar Swamy (1970) ile baslayip
Kara (1981), Leeuw (1986), Beran ve Hall (1992), Beran (1995), Western (1998), Beck
ve Katz (2004), Hsiao ve Pesaran (2004) ile devam etmistir (Celik, 2008).

Fan ve Zhang (1999), yaptiklari ¢alismada hava kirliligine sebep olan azot dioksit
(mg/m3) kiikiirt dioksit (mg/m3) ve toz (mg/m3) degiskenlerine ait giinliik olarak 6l¢iilen
verileri kullanmiglardir. Solunum ve dolasim problemi ile hastaneye basvuran hasta sayisi
degiskeninin, kiikiirt dioksit (mg/m3), azot dioksit (mg/m3), toz (mg/m3)
degiskenlerinden hangilerinden etkiledigini ortaya ¢ikarmak tizerine yaptiklari calismada

rastgele katsayili modelleri kullanmislardir.

Cai ve Tiwari (2000), gevre lizerine yaptiklari ¢caligmalarda rastgele katsayili modelleri

kullanmiglardir.

Huang ve digerleri (2004), HIV viriisii tasiyan hastalarin sigara kullanma durumlarini
(kullaniyor-kullanmiyor), HIV viriisii gegirdikleri yaslar1 ve HIV enfeksiyonu Oncesi
CD4 hiicre yiizdelerini degisen zamana gore incelemislerdir. Hastalarin enfeksiyon

oncesi ve sonrasindaki CD4 yiizdelerini rastgele katsayili modeller ile analiz etmislerdir.

Fan ve Huang (2005), ise rastgele katsayili modellerin teorik ¢ikarimlari iizerine

calismislardir.

Assaf ve Campostrini (2015), ¢alismalarinda niifusu yaslara gore siiflandirmislar ve
zaman i¢inde niifusun sigara igme durumunu, cinsiyet, gelir seviyesi, egitim Seviyesi,
medeni hal, ¢alisma durumu, fiziksel aktivite, alkol tiiketimi, psikolojik durum gibi
degiskenlerin ne diizeyde etkiledigini genellestirilmis rastgele 30 katsayili model ile

incelemislerdir.

Kesikli-zaman stokastik durum-uzay modelleri ile ilgili ¢alismalar 1960’11 yillarda
baglamistir. Bu yillarda hareket etme 6zelligi olan uzay araci, giiddiimlii mermi, uydu gibi
hedeflerin konumlarin1 izlemek ve kontrol etmek igin yapilan uygulamalarla
gelistirilmistir. Daha sonra bu modellerin kullanimi1 artmis ve iktisat, biyoloji, tip,
miihendislik gibi farkli bir¢ok alanda ¢alisilmaya baslanmistir. Bu modeller ile yapilmak
istenen sey aslinda gbzlenemeyen durum vektoriinii tahmin etmek i¢in gézlenmis olan

verileri kullanmaktir.



Durum-uzay  modelleri  goézlenemeyen x;,(t =0,1,2,...) ve  gozlenebilen

Ve, (t = 0,1,2, ...) vektorlerinden olusan

Xe41 = AgXy + Bouy + Gewy (1.1)
Ve = Hexe + 0y (1.2)

seklinde bir modeldir. w, € R? ve v, € R™ hata terimlerini gdstermek iizere, durum-uzay
modelinde yer alan hata terimlerine ve baslangi¢ durumuna iliskin herhangi bir dagilim
varsayimi olmadan sadece beklenen deger ve kovaryans matrislerinin bilindigi varsayimi
altinda, durum vektoriiniin dik iz diisiim yontemi ile tahmin edilmesi Jazwinski (1970),
Davis ve Winter (1985)’ de ayrintili bir sekilde incelenmistir. Bu durum filtreleme olarak
bilinir ve Kalman tarafindan (1960) c¢oziildiigii i¢in Kalman Filtresi olarak
adlandirilmistir (Kalman, 1960). Kalman Filtresi, dinamik sistemlerin durumunu tahmin
etmekte kullanilan bir yontemdir. Tanimi1 verilen bu durum-uzay modellerinin en 6nemli
smiflarindan biri de dinamik lineer modellerdir. Bu modellerde yer alan A; (gxq boyutlu),
B; (gxm boyutlu), G; (gxq boyutlu), H, (mxq boyutlu) matrisleri zamana bagli olarak
degismek zorunda degildir. Fakat dinamik lineer modeller bu matrislerin de zamanla
degisimine izin vermektedir. Bu matrisler zamana bagli ise dinamik, degil ise statik model

olarak adlandirilir (West and Harrison, 1997).

Wiener ve Kolmogorov’un birbirlerinden habersiz olarak gelistirdikleri kestirim teoremi,
sinyal art1 giiriiltii modellerinde yer alan sinyallerin ayrilmasina 6nciiliik eden 6nemli bir
caligmadir. Bu caligsma filtreleme teorisinin kuramsal temellerini olusturmustur. Wiener
ve Kolmogorov’un 6ne siirdiigii bu teoremden yararlanan Kalman ve Bucy yapmis
olduklari ¢aligmalarda durum-uzay modellerini kullanmislardir (Kalman ve Bucy, 1961).
Dinamik lineer sistemlerin kestirimi ig¢in akish bir filtre diizenlemislerdir. Kalman,
problemi, en uygun filtreyi tasarlamayi olanakli hale getiren diferansiyel denklemleri
kullanarak ifade etmistir. Elde edilen sonug, o0 donemde kontrol miithendisleri tarafindan
kimyasal tesislerden roketlere kadar hemen hemen her seyin kontrol edilmesi i¢in
kullanilmis; bu alanda yiiriitiilen calismalar genel olarak miihendislik dergilerinde
yayinlanmistir. Young, Kalman denklemlerinin Plackett’in c¢aligmasinin bir uzantisi
olarak elde edilebilecegini gostermistir. Bu gosterim ayni zamanda, Kalman Filtresi ile

en kiiciik kareler prensibinin esdegerliginin de bir gosterimi olmustur (Giirkan, 2013).



Ozbek (1998), kesikli-zaman stokastik durum-uzay modellerinde durum vektdriiniin
tahmin edilmesi problemini ele almig ve ardigik tahmin yontemleri ile farkli optimizasyon

kriterlerine gére Kalman Filtresinin elde edilisini anlatmustir.

Koksal ve Oztiirk (2004), Armax modellerinin parametrelerinin indirgemeli en kiiciik
kareler yontemi ve Kalman Filtresi kullanarak tahminine yonelik bir calisma

yapmuglardir.

Koksal (2009), lineer ve lineer olmayan durum-uzay modellerini ele alip, kisitli durumda
Kalman Filtresi ve Ilerletilmis Kalman Filtresinin 6zelliklerini agiklamis ve yakinsama

problemleri lizerine ¢alismalar yapmustir.

Senol (2006), EEG sinyallerini zaman serisi olarak modelleyip, EEG sinyallerinde zaman
icinde meydana gelen degisikliklerin 6ngoriilmesi ve modelin katsayilarinin tahmin

edilmesi i¢in ardisik tahmin yontemlerini kullanmistir.

Bu tez ¢alismasinda amag, bircok alanda uygulama alanina sahip olan dinamik lineer
modellerin parametrelerini tahmin etme yoOntemlerini aragtirmak ve bu yoOntemleri

karsilastirmaktir.

Tez bes boliimden olusmaktadir. Ikinci béliimiinde lineer modeller ve durum-uzay
modelleri ile ilgili bilgiler verilmis, lineer modeller ve dinamik lineer modeller arasindaki

fark agiklanmustir.

Uciincii béliimde durum-uzay modellerine istatistikten drnekler verilmistir. Istatistikte

sikca rastlanilan modeller durum-uzay modeli seklinde gosterilmistir.

Dérdiincii boliimde dinamik lineer modeller i¢in parametre tahmin yontemlerinden olan
indirgemeli EKK yontemi hakkinda bilgi verilmistir. Kalman Filtresi ile tahmin ve

Kalman Filtresinin elde edilisi anlatilmigtir.

Besinci boliimde basit dogrusal regresyon ve otokorelasyonlu hatali regresyon modelleri
durum-uzay modeli seklinde gosterilmis ve simiilasyon g¢alismalar1 yapilarak Kalman
Filtresi ve indirgemeli EKK yontemleri ile edilen tahminler karsilagtirilmistir. ARX ve

ARMAX modelleri durum-uzay modeli seklinde gosterilmis, simiilasyon caligmalari



yapilmigtir. Parametrelerin gergek degerleri ve indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi ile
elde edilen tahminler grafiklerle gosterilmistir. Son uygulama ¢alismasinda 25.11.2020-
25.12.2021 tarihleri arasinda tilkemizdeki Covid-19 verileri kullanilmistir. Giinliik vaka
ve 6liim sayilarini tahmin etmek i¢in birinci dereceden AR zaman serisi ve basit dogrusal
regresyon modeli gz Oniine alinmistir. Gergek veri kullanilarak elde edilen her iki model
icin de glinliik vaka ve 6liim sayilarina iliskin tahminler Kalman Filtresi kullanilarak elde

edilmistir. Elde edilen tahminlere iliskin grafikler ¢izdirilmistir.



2. LINEER MODELLER ve DURUM-UZAY MODELLERI

Bu boliimde, dinamik lineer modellere gegmeden 6nce ilk olarak lineer model kavrami
tizerinde durulacaktir. Bu kisim, Akdeniz ve Oztiirk (1996) Lineer Modeller kitabindan

derlenmistir.

Y, n X 1 boyutlu gézlemlerin rastgele vektorii, X, n X p (n < p) boyutlu bilinen sayilarin

matrisi, f,p X 1 boyutlu bilinmeyen parametrelerin vektorii, £, n X 1 boyutlu rastgele

hata vektori olmak tizere,
Y=Xp+e 2.1)

bi¢iminde ifade edilen esitlige lineer model denir (Akdeniz ve Oztiirk, 1996). Bu model,
& nun dagilimina, kovaryans matrisine ve X matrisinin rankina bagl olarak &zel hallere

sahiptir. Lineer modellerde, £’nun dagilimi hakkinda {i¢ durum s6z konusudur. Bunlar,

Durum 1. Her bir &;, 0 ortalamali ve bilinmeyen o2 varyansli birbirinden bagimsiz

Normal dagilima sahiptir. Yani, e~N (0, o%I) dir.

Durum 2. Her bir &;’nin beklenen degeri sifir, ;’ler iliskisiz ve &;” ler bilinmeyen ortak

o2 varyansina sahiptir. Yani, e~(0, o%I) dir.
Durum 3. C ov(g) = 2R, R bilinen pozitif taniml1 bir matris

Ik iki varsayim altindaki modeller Gauss-Markov modelleri adini alir. Ikinci
varsayimdaki modellere en kiiciik kareler modelleri de denilmektedir. Eger, hata terimi

Normal dagilima sahip ise bu tiir modellere de hipotez modelleri denir.
Y = Xf + ¢ bigiminde bir lineer model géz 6niine alindiginda, X5 modelin deterministik

+
kismini, Y ve € da modelin stokastik kismini olusturur. Y, ilgilenilen rastgele degisken

ile ilgili gdzlemlerin bir vektoriidiir. Bu vektor, bagimli degisken, tepki degiskeni veya



aciklanan degisken olarak adlandirilabilir. X matrisi ise, gézlem matrisi, tasarim matrisi

gibi isimler alir. € vektorii ise hata vektorii olarak adlandirilir.

Gergek diinyada karsilasilan olaylarin lineer model olarak modellenmesi sirasinda Y, X, 5

ve ¢ ilgilenilen olaya bagl olarak farkli sekillerde anlamlandirilabilir. Ornegin, Y bazi
modellerde tiretim miktari, bazi modellerde boy uzunlugu, bazi modellerde ise bir

ekonomi degiskeniyle ilgili gdzlem vektorii olarak almabilir (Akdeniz ve Oztiirk, 1996).

2.1 Bir Aciklayicl Degiskenli Lineer Modeller

Tek agiklayic1 degiskenli bir lineer model genel olarak,
Y=gx)+¢ (2.2)
bigiminde verilir. Buradaki g(x) ifadesi parametrelere gore lineer bir ifadedir. Ornegin,

g(x) = Bx
9g(x) = Bo + P1x
g(x) = Bo + frx + ox?
g(x) = o + Br1x + pre*

gibi olabilir. Eger, g(x) fonksiyonu parametrelere gore lineer degilse lineer olmayan bir

model s6z konusudur. Tez kapsaminda lineer olan modeller g6z 6niine alinacaktir.

Bu modellere 6rnek olarak, 5, hiz1 ile harekete baslayan, ivmesi £ olan ve dogrusal bir

sekilde hareket eden cismin hizi zamana gére goz 6niine alinsin. Buna gére model,

Ve = Bo + Bt (2.3)



bi¢iminde olur. Bu sekilde hareket eden bir cisim igin baglangi¢ hiz1 ve ivme bilinmek
istenebilir. Bu amagla segilen belli ty, ty, ... , t, anlarinda V;,V,, ... , V,, gozlemleri alinir.
Bu gozlemler igin hareketi bozan riizgar, yol durumu, ve benzeri gibi durumlardan dolay1

Vt = :BO + ’Blt + gt’ t= tl’ tz, ey tTl (24)

bi¢iminde bir model olarak diisiiniiliir. Buna gore,

&

X = I/:Z ’ X — ]'- t‘z ’ ﬁ — I:B O] ’ — :2
: Y A )

Vn 1 ty &n

gosterimleri altinda yukarida verilen model,

<
Il
S
=)
+
Ion

(2.5)

bigiminde bir lineer model olarak verilebilir. Bu modelde Y gézlem vektorii olmak iizere,
aciklanan ya da bagiml degisken Y ile, X matrisinin ikinci siitununda bulunan ve hatasiz
gozlendikleri kabul edilen bagimsiz degisken x ile ve hata terimi ¢ ile gosterilirse

aralarinda olusan baginti,

Y=P0y+p1x+e¢ (2.6)

bi¢imindedir.

Bir bagka 6rnek, belli bir tiir elmadan elde edilen meyve suyu miktari ile elmanin agirlig
arasindaki iligki incelenmek istensin. Bir elmada bulunan meyve suyu miktarini bir tek
elmanin agirhgia baglamak ¢okta gercekgi bir yaklasim olmayacaktir. Fakat, elmanin
agirh@r ile icerdigi meyve suyu miktari arasinda fonksiyonel bir iligkinin varligi kabul
edilerek gozlemlerin varsayilan iligkiyi dogrulayip dogrulamadigi, gézlemlerden yola
cikilarak bir baginti yapisinin bulunmasi ve bu sekilde elmanin agirligina bagl olarak

icerdigi meyve suyu miktarmin "*belirlenmesi** yani (tahmin edilmesi) diisiinebilir. Bu



ornekte aciklayict degisken olan elmanin agirligr ile aciklanan (bagimli) degisken olan
elmadan elde edilen meyve suyu miktar1 birer rastgele degiskendir. Agirlik X, meyve

suyu miktar1 Y ile gosterilirse X ile Y nin bir ortak dagilim1 s6z konusu olacaktir.

E(YIX) = x = g(x) 27)

ifadesi Y’nin X tizerindeki regresyon denklemidir. X ile Y’nin ortak dagilimi normal

oldugunda,

EY|X) = x) = By + f1x (2.8)

bi¢iminde ifade edilebilir. (X,Y)’nin dagilimindan alinan n birimlik Orneklem,
X, 1), (X, Y,), ... ,(X,,,Y,) olmak lizere,

Yt i BO + ﬁlXt + Et’ t = 1,2, e, N

£~N(0,0?), & ler bagimsiz veya

Y 1 X; &1
€
Y = YZ,X=? X.Z,ﬁ=ﬁ°],e= ?
r : o PET RS :
Y, 1 X, En
gosterimi altinda,
Y =XB +¢&,e~N(0,021) (2.9)

modeline basit lineer regresyon modeli denir (Akdeniz ve Oztiirk, 1996).

X ile Y rastgele degiskenleri arasinda ortak bir dagilim oldugu diisiiniilmeden yalnizca Y

bagiml degiskeni ile ilgili gozlemlere dayali olarak,



Yo = Bo + B1X: + &, t=12..,n (2.10)

bigiminde bir ifade s6z konusu oldugunda modele basit lineer model denir.
Elmanin agirligi X ile elmadan elde edilen meyve suyu miktar1 Y’nin ortak dagilimi
Normal dagilim olmayabilir. Amag, X’in gézlenen degerine bagl olarak Y’nin gdzlenen

degerini 6ngormek oldugunda

Yt = :BO + BlXt + gt! t = 1,2, oy n
seklinde bir lineer model s6z konusu olur. Bu durumda ¢ hata terimi, birinci 6rnekteki yol
uzunlugunun Slglilmesi sirasindaki hataya benzer bir hatay1 igermekle birlikte, X’in belli
bir degeri i¢in Y deki rastgeleligi ve ayrica modelin belirlenmesindeki hatay1 da igerir.
Aciklayici degisken sayisinin birden fazla oldugu lineer modellere ¢oklu lineer model,

bagimli degisken sayisinin birden fazla oldugu lineer modellere de ¢ok degiskenli model

denir.

2.2 Birden Cok Aciklayici1 Degiskenli Lineer Modeller
Birden ¢ok agiklayici degiskenli lineer modelleri bir 6rnek iizerinde agiklayalim. Bir
malzemenin imalatinda sicaklik ile basmcin sertlik tizerindeki etkisi incelenmek
istendiginde, imalat sirasindaki sicaklik (°C) ve basing (kg/cm?) ile 6lgiilmek iizere
sicaklik (x;), basing (x,) ve sertlik (Y) ile gosterildiginde,

D = {(xy,x,):500 < x; <1500, 1000 < x, < 2000}

bolgesinde degerler almak iizere, sertlik iizerinde etkisi,

Y (xy,%3) = Bo + P1x1 + Boxy + Baxix; + €, E(e) =0

10



gibi bir model ile modellenmis olsun. B, katsayis1 sicakligin sertlik iizerinde etkisini, [,
katsayis1 basincin sertlik iizerindeki etkisini ve 3 katsayist da ikisinin ortak etkisini
anlatmaktadir. Bu etkileri veya kisaca model parametrelerini tahmin etmek igin,
(x11,%2;) €D, i =1,2,... ,n sicaklik ve basing degerlerinde imal edilen pargalarin

sertlikleri Y;, i = 1,2, ... ,n ile dlgiiliip, gézlemler,

Y; 1 x4 X122 X11-X12
Y = lfz | ¥ = 1 X21 x:22 x21..x22 ,
Yn 1 Xn1 Xn2 Xni1-Xn2
B1
bi¢iminde alinsin. = |5, | katsayilar vektorii olmak tizere, sGylenilenler
B3
Y=XB+¢ (2.11)

lineer modeli ile ifade edilir.

Bagka bir drnek olarak; belli bir misir tiiriiniin verimi incelenmek istensin. Toprak, verim
ve hava ile ilgili bir¢ok tabiat sart1 yaninda sulama, giibreleme, topragi isleme gibi bazi
etkenlere de baglidir. Modelleme sirasinda, bazi etkenler ihmal edilerek, verim igin
toplam yagis miktari, sicaklik ortalamasi, giibre miktari, bir metrekaredeki bitki sayisina

bagli olarak,

Y: verim;

X,: toplam yagis miktar1 ( kg/m?),

X,:sicaklik ortalamast (°C, bitkinin yetigmesi boyunca her giin bir defa &lgiilen
sicakliklarin ortalamast),

X5:giibre miktar1 ( kg/m?),

X,:bir metrekaredeki bitki sayisi

ile gosterilmek lizere,

Y =By + B1X1 + B2Xs + B3X5 + PaXy + €

11



gibi bir modelin gecerli oldugu varsayilsin. Modeldeki yagis miktari ve sicaklik
ortalamast ile ilgili agiklayic1 degiskenler birer rastgele degisken, giibre miktar ile ilgili
aciklayici degisken bir deterministik degisken olarak goriilebilir. Agiklayici degiskenlerin
birer rastgele degisken olup olmamasina bakilmaksizin agiklayici degiskenler ile ilgili X
matrisi, gozlem degerlerini iceren bir matris, yani sabitlerin bir matrisi olarak diigiintilsiin.

Buna gore n birimlik 6rneklemden elde edilen X gozlem matrisi,

1 x;; X2 X13 X14

X = 1 xy1 Xzp X23 X24

1 Xn1 Xn2 Xn3z Xna
bi¢imindedir.

Genel olarak ¢oklu lineer modeller,

Y=Xp+e (2.12)
Y=0.Xi+ B X+ +BpXp+& (2.13)
Yi = ,leil + ﬁzxiz + -+ ,Bpxip + &, i= 1,2, e, n (214)
biciminde gosterilir ve
Y=XB+¢
gibi bir lineer model,
Y X114 X1z v Xap b1 &
Z _ Y:Z ’ X _ x?l x?Z x?p ’ ﬁ _ B:Z , é _ 8:2
Yn Xn1 Xnz2 .. Xnp By €n

12



olarak yazilir (Akdeniz ve Oztiirk 1996).
2.3 Rastgele Katsayih Modeller

Rastgele katsayili modeller katsayilarinda rastgele oldugu modellerdir. m tane birimin

her birinden n tane Y;;(i = 1,2, ..., m; j = 1,2, ...,n) gozlemlerinin alindig1 durumda
Yl] = ﬂilXijl + BiZXijZ + -+ BipXijp + ‘c:ij’ [ = 1,2, -, m, ] =1,2, ., n
seklinde bir modelin gegerli oldugu varsayilir ve bu model,

Yl] — &l}ﬁl +€l’ji i = 1,2,...,m ] = 1,2,...,7’1

bi¢iminde de yazilabilir. B; = (Bi1, Bizs -, Bip)’s @ = 1,2,...,m parametre vektorleri

olmak {lizere, rastgele secilen m tane birim, m birimlik bir 6rneklem olarak diistiniliir.

Bi, i = 1,2, ...,m vektorleri, § ortalamali, A varyans-kovaryans matrisli bir dagilimdan

m birimlik bir 6rneklem ve ayrica f;'ler ile g;;'ler bagimsiz olsun. Kisaca,

1. E(g;) =0Var(g;)=0% gjler (=12..mj=12.,n) iliskisiz,

gozlenemeyen rastgele degiskenler,
2.E (,Bi) =, Cov (ﬁi> = A, B'ler (i = 1,2, ..., m) bagimsiz rastgele degisken vektort,
3. Blerile g;'ler (i = 1,2,...,m j = 1,2,...,n) bagimsiz,

4. X;;:p X 1 vektorii p tane agiklayici degiskenin, rastgele se¢ilmis olan i.birimi iizerinde

j. gbzlem vektori,

13



Xi11  Xjpz v Xilp
| xi21 Xxizz o Xizp
Xi - . . :

Xin1  Xin2 xinp nxp
matrisi i.birim ile ilgili agiklayici degiskenlerin matrisi (sabitlerin matrisi),

5. Y;;

iy i=12,...mj=12..,n, i.birim lizerinde j. gozlemi gosteren bir rastgele

Yia
Y:
v, ="
Yin

i.birim tizerinde gozlemlerin rastgele vektorii olmak iizere;

degisken ve

)_/l' = Xiﬁi + &, i = 1,2, e, m (215)

modeline rastgele katsayili lineer model denir. Bu modelde rastgele vektorler olan ;'ler

kendi ortalamalari cinsinden,

olarak yazilip modelde yerine koyulursa,
Xi = Xiﬁi + Xlél + &y i=12,....,m

yazilir. Bu modelde X;f; modelin deterministik kismint X;6; + &; de modelin stokastik

kismini olugturmaktadir. i = 1,2, ...,m i¢in §;'ler bagimsiz Cov(gl-) = A ve §;'ler ile

&;'ler bagimsizdir.
E(Y;) = X;B , Cov(Y;) = X;AX{ + 0?1,

14



olmak iizere modelde amag f; rastgele katsayilarinin ortalamasi olan f vektoriinii

tahmin etmek olabilir.

m tane vektor alt alta yazilip bir siitun vektorii olarak ele alinirsa rastgele katsayili bir

model genel olarak

)€1 X, X, 0 .. 071[%% &
Fl=lle |0 0|24
Yl  [Xnm 0 0 .. Xplldnl Lém

seklinde yazilabilir. Modelin stokastik kisminda yer alan ve gézlenemeyen rastgele

vektorler ile ilgili baz1 dagilim varsayimlari yapilabilir.

Uygulamalarda ¢ok cesitli durumlar rastgele katsayili lineer model ile modellenmektedir.
Ornegin bir insan grubundan rastgele kisiler (i = 1,2, ..., m) segilsin. Segilen kisilerin
giinliik harcamalarindan elde edilen gozlemler de Y;; (j = 1,2,...,n) olsun. Bu durumda
giinlik harcama Y, gelir (X;), kisinin bakmakla yiikiimlii oldugu birey sayis1 (X3),
oturdugu yer (X3) gibi acgiklayici degiskenlerin bir lineer fonksiyonu olarak ifade
edilebilir. Bu lineer ifadede bulunan katsayilar kisiden kisiye degisebilir. Bu degiskenlik
rastgele katsayir bir model ile modellenebilir (Akdeniz ve Oztiirk, 1996).

2.4 Lineer Model ile Dinamik Lineer Model Arasindaki Temel Fark

Ve Ye-1, 0 Y1 ile ilgilenilen degiskenin t,t — 1, ..., 1 zamanlarinda alinmis gézlemleri
gosterilsin. Xt'nin gozlenemeyen Et degiskenine bagimli oldugu varsayilsin. Amag, Et
hakkinda sonug¢ ¢ikarimi yapmak olsun. Et, vektorde olabilir skalar bir biiytlikliikte
olabilir ve boyutu y¢'nin boyutundan bagimsizdir. y; ile B¢ arasindaki iligkinin lineer

oldugu varsayilirsa y;;

15



Ve = HePr + vy

bi¢iminde ifade edilir ve gozlem denklemi olarak adlandirilir. Burada H;'nin bilindigi ve
v, gozlem hatasinin sifir ortalamali R, bilinen varyansli Normal dagilim oldugu

varsayilsin. Yani,
ve~N(0, Ry)

dir. Dinamik lineer model ile bilinen (klasik) lineer model gosterimi arasindaki temel fark
burada ortaya ¢ikar. Burada, durum sabit olarak varsayilmaz, zamanla degisebilir. Bu

dinamik yap1 sistem denklemi ile ifade edilebilir. Buna gore f3;,

Be = AtBe-1 + Wy

bi¢iminde yazilabilir. Burada, A, bilinen matris ve sistem denklemi hatas1 w,~N (0, Q;),
(Qq biliniyor) bigiminde alinir. Bu gosterimde, H; ve A; matrisleri de zamanla degisiyor
olabilir ya da olmayabilir. Bunlara ek olarak v, ve w, hata terimleri birbirinden

bagimsizdir.
2.5 Kesikli Zaman Stokastik Durum-Uzay Modelleri

Durum-uzay modelleri, bir sistemle ilgili olarak, durumu gosteren ancak gergekte

gbzlenemeyen {&, t = 0,1,2,...} stokastik stireciyle ilgili bir durum esitligi ile
gozlenebilen {yt, t=0,12, } stokastik siireciyle ilgili bir gézlem (6l¢tim) esitligin

meydana gelen

Xty1 = AeXe+ B + Gew, (2.16)
Ve = Hexe + vy (2.17)

16



bigiminde modellerdir. Burada, x; € R9, sistem durum vektoriinii, y, € R™, sistem

gozlem vektoriinii gostermektedir. A;, gxq boyutlu sistem gecis matrisi ve H;, mxq,

boyutlu gézlem matrisini ifade etmektedir. B;, gxm ve G;, qxq boyutlu matrislerdir. Bu

matrisler zamana bagli olarak degistiginde modele dinamik model, zamana bagl olarak

degismediginde ise statik model denir. Burada dinamik olarak bahsedilen model bir

onceki kisimda ifade edilen rastgele katsayili modele denk gelmektedir.

w; € RT ve v, € R™ sifir ortalamali hata vektorlerini (beyaz giiriiltii siireglerini)

gostermektedir. x, € R? sistem durum vektori, y; € R™ sistem gozlem vektori, u, € R

sistem kontrol vektorii olmak {izere model varsayimlari,

bicimindedir. Ayrica tim t = 0,1,2, ... anlarinda A, By, G, Q; Ve
bilindigi varsayilir (Davis and Winter, 1985).

17
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3. ISTATISTiK MODELLERIN DURUM-UZAY MODELI GOSTERIMi

3.1 Rastgele Yiiriiyiis Siireci

Lineer stokastik durum-uzay modellerine verilebilecek en basit 6rnek rastgele yiiriiyiis
siirecidir. Rastgele yiiriiylis siireci fizikte, biyolojide, ekonomide, psikolojide ve diger
alanlarda yaygin olarak kullanima sahip olan bir modeldir. Bir molekiiliin herhangi bir
sivl ya da gaz i¢inde izledigi yol, bir hayvanin yiyecek bulmak igin takip ettigi yol, bir
hisse senedinin bir donem igerisindeki fiyat hareketleri, kumar oynayan bir kisinin
kumardaki parasinin miktarindaki degisim rastgele yiiriiyiis siireci olarak modellenebilir.

Durum vektorii

Xt = Xe—1 T Wrg (3.1)
bi¢iminde tanimlanmak {izere burada w;_,'ler, t = 1,2, ... i¢in birbiriyle iliskisiz 0
ortalamali ve varyanst Var(w;) = Q. olan rastgele degiskenlerdir. (3.1) ile verilen
X, strecine rastgele yiiriiyiis modeli denir (Petris and et. all., 2009).
Burada x siireci ile ilgili lineer durum-uzay modeli yazilmak istendiginde, x iKi
bilesenden biri olan durum esitligi olarak ifade edilebilir. Diger bilesen, gozlem esitligi
olan z;’dir ve durum esitliginin giirtiltii eklenmis hali,

Zt = xt + Ut (3.2)
bigiminde bir model olarak diisiiniilebilir. Burada, v, hata terimidir ve v,'ler i¢in (3.1)
modelinde verilen w; ile ayni 6zellikler tanimlanabilir. Yani birbirleriyle iliskisiz sifir
ortalamali ve varyansi Var(v,) = R, olan rastgele degiskenlerdir. Bununla birlikte, w;
ve v, siireglerinin birbiriyle iliskisiz oldugu varsayilir.

w; Ve v, giirllti siireglerinin

v' ortalamalar1 0'dir yani E[ w;] = 0
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v iliskisizdir yani Corr[wy, wj] =0

v Var[w] = Q¢ Var[v] =R,
ozelliklerini sagladig1 varsayilir. Ornegin, durum varyansi

Q_{ 1, t=1,..,50
t=1 01, t=51,52,..,100

gozlem varyanst R; = 0.5 ve baslangi¢ durumu x, = 0 olan bir rastgele yiiriiyiis siireci
g0z ontine alinsin. Durum ve gozlem vektorlerinin bir gerceklenmesi igin simiilasyon
programi yazilmis ve asagidaki gibi bir grafik gdzlenmistir. @, = 0 oldugunda
X = X;_; olur ve x,'daki dalgalanma o kadar azalir. Burada, x;'ler gergek gozlemken

z,’ler onun hatali birer gézlemidir.

10 T T T T T T T T T

x-gergek durum

z-hatali gézlem

4 [ [ [ [ [ [ [ [ [
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sekil 3.1 Rastgele yiiriiyiis modelinin bir ger¢eklenmesi
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3.2 Dinamik Regresyon Modeli

Geleneksel basit dogrusal regresyon modeli y; bagimli degisken ve x; bagimsiz degisken

olmak iizere,
Ve=a+PBx;+e, t=12,..,n (3.3)

biciminde verilir. Burada a ve B Katsayilar1 bilinmeyen parametreler, e,~N(0,0?)

dagilimina sahip birbirinden bagimsiz rastgele hatalardir. Model matris formunda,
a
ye =1 xt][ﬁ]+et
a
bigiminde yazilabilir. X; = [1 x| ve B = [ ﬁ] olarak alindiginda model,

Ye =X + e

ile ifade edilir. Dinamik basit dogrusal regresyon modelinde ise parametrelerin de zaman

icinde degisimi s6z konusudur. Buna gére model,
Ve = XeBe + e (3.4)

bi¢ciminde yazilir. t indisi ile parametrenin de zamanla degisimi ifade edilir. Buna gore

parametrelerin degisimi igin,
Bt = AcBr—1 + wr, we~N(0,Q)

biciminde bir ifade yazilabilir. Uygulamalarda genellikle A, matrisi sabit olarak alinir.

Buna gore,

ﬁt = Aﬁt—l + wi
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olur. Veya A, matrisi parametre boyutuna uygun olarak p X p boyutlu birim matris olarak

alinir. Yani,

Be = IpPe-1 + Wy

Bt = Br-1+w:

bi¢iminde olur. Bu durumda parametreler yukarida verilen basit rastgele yiiriiylis siireci
olarak modellenmis olur. Buna gore basit dinamik lineer regresyon modeli durum-uzay

modeli seklinde yazilabilir. Ol¢iim ya da gdzlem denklemi

Ve = XPe + e (3.5)

biciminde, durum denklemi ise

Bt = Br-1+w: (3.6)

biciminde olur.

3.2.1 Hatalar1 Otokorelasyonlu Regresyon Modelleri

Regresyon analizi goz oniine alindiginda en kiiglik kareler yontemi ile elde edilen
tahminlerin giivenilir olmasi i¢in bir takim varsayimlarin saglanmasi gerekir. Bu
varsayimlardan biri v, hata terimlerinin birbirleriyle iligkisiz oldugudur. Giiven
araliklarinin olusturulmasi ve hipotez testlerinin yapilmasi igin genellikle Normallik
varsayimi da eklenerek v, hata terimleri bagimsiz ve Normal dagilima sahip bir rastgele
degisken olarak varsayilir. Oysa, gergek diinya da karsilagilan bazi durumlarda bu
varsayim bozulabilir. Bu varsayimin bozulmasi genellikle regresyonun zaman serisi
verilerine uygulanmasinda ortaya ¢ikar. Bu tiir verilerde model hatalar1 zamana bagl
oldugundan genelde birbiriyle iliskilidir. Yani, otokorelasyonlu yapida olabilirler. Bir
hava istasyonunda giinliik toplanan hava verileri, gayri safi milli hasila veya igsizlik gibi

ekonomik degiskenlerin aylik gozlemleri bu tiir verilere 6rnek olarak verilebilir.
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Zamana bagimli hatalarin modelleri genellikle dogrusaldir. Bagimsiz olmayan hatalar
iligkili olarak adlandirilir. Bu sekilde zamana bagli hatalarin otokorelasyonlu veya
ardisik bagiml oldugu soylenir. Otokorelasyon iki degisken arasindaki iliskiyle degil
ayni degiskenin ardisik degerleri arasindaki iliskiyle ilgilenir (Aydin, 2014). Hatalarda
otokorelasyon olmasi siradan en kiigiik kareler regresyonu iizerinde birkag etkiye sahiptir.
Birincisi, parametreler i¢in yapilan anlamlilik testleri ile elde edilen tahminlerin giiven
araliklar1 dogru degildir. Ikincisi, regresyon katsayilarina iliskin tahminler etkin degildir.
Uciinciisii  ardistk bagimli  olan model hatalarina iliskin model tahminlerinin

gelistirilmesinde ilave bilgiler saglayabilecegini gosterir.
Genel olarak hatalar arasindaki iliski,
et=a€t_1+€t_1, —1<ax1

bi¢iminde otoregresif siireg (AR(1)) ile belirtilir. Otokorelasyon probleminin iistesinden
gelebilmek icin ¢ yaklasim s6z konusudur. Birincisi, eger otokorelasyon modele
alinmayan degiskenlerden dolay:1 ortaya ¢ikmissa o aciklayici degisken tanimlanarak
modele eklenebilir. Eger otokorelasyon problemi atilan degisken ya da degiskenler
modele dahil edildiginde ¢oziilemiyor ise o zaman 6zel olarak otokorelasyon yapisini
iliskilendiren bir modele doniilmesi gerekir. Son olarak, otokorelasyonun yeterli yapisi

varsa agirlikli veya genellestirilmis en kiiciik kareler kullanilabilir.

Hatalarin birbirleriyle iligkili olarak tanimlandigi regresyon modelinde bir ¢6ziim
yontemi olarak modelin durum-uzay modeli seklinde gosterimi ve Kalman Filtresi ile
tahmini dusintlebilir. Bu durumda, durum vektoriine bir satir daha eklenerek
otokorelasyon yapisi modele dahil edilir ve model durum-uzay modeli formunda

yazilabilir. Buna gore durum denklemi,

a 1 0 0\ /%-1 0
(ﬁt) = (O 1 O) (,Bt—1> + ( 0 ) (3.7)
€r 0 0 a €t—1 Et—1

bi¢iminde ele alinabilir. Gozlem denklemi ise,
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At
ye=(@1 x¢ 1)([%) (3.8)

€¢

bi¢iminde ifade edilir (Bolviken and et all., 1998).
3.3 Zaman Serisi Modelleri

Zaman serisi, ilgilenilen bir biiyiikliiglin zaman igerisinde gozlenen degerlerinin
siralanmis bir kiimesidir. Genel olarak zaman serileri, n gozlem sayisi olmak iizere z,
t =1,..,n seklinde ifade edilir. Bu ifadeye gore t-inci gozlenen veri z, ile gosterilir
(Wei 1990, Akdi 2012).

Eger zaman serileri kesin bir sekilde tahmin edilebiliyorsa “deterministik zaman serileri”
olarak adlandirilir (Kaya, 1999). Fakat, olasilik teorisinde zaman serileri sonlu bir rastgele
degiskenler kiimesi olup {x;:t = 0,+1, %2, .... } stokastik siirecinden {iretilir. Bu sekilde
elde edilen zaman serilerine “stokastik zaman serileri” denir (Wei 1990, Kasap 1998,
Akdi 2012,). Zaman serisine iligkin veriler zaman ic¢indeki belirli araliklardan elde
ediliyorsa bu serilere “kesikli zaman serileri”, zamanin biitiin noktalarinin 6lgtilmesiyle

elde ediliyor ise siirekli zaman serileri” denir (Unsal, 2010).

Zaman serisi modelleri durum- uzay modeli seklinde yazilabilir. Zaman serilerinin durum
uzay modeli olusturmasi i¢in X; ya da Y;'nin duragan olmasi gerekli degildir. Asagida

baz1 6zel zaman serisi modellerinin durum-uzay modeli seklinde gosterimi verilmistir.
3.3.1 Hareketli Ortalama Serilerinin Durum-Uzay Modeli Gosterimi

Zaman serisindeki gecikmeli hata teriminin, simdiki hata terimini etkiledigi stiregler
hareketli ortalama stireci olarak tanimlanir. Bir hareketli ortalama siirecinde degiskenin
tahmin degeri hata terimlerinin tahmin degerleri ile ilgilidir. MA modelleri, modelin
icerdigi gegmis donem hata terimi sayisina gore adlandirilir. g dereceye sahip bir
hareketli ortalama siirecinde her Y; gozlem degeri, q periyot geriye giden rastgele

hatalarin agirlikli ortalamasi olarak tretilir.
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e;~WN(0,0?%) hata terimleri, b, # 0 ve g sonlu degerli bir dogal say1 olmak iizere p

serinin beklenen degeridir ve buna gore g-uncu dereceden hareketli ortalamali bir zaman

serisi,

Ye—H=¢€+ Z?=1 bieq_;

seklinde verilir ve y,~MA(q) seklinde gosterilir.

MA (1) stireci

Ye =er+bier4

ile tanimlanmak tzere,

Ye = Hexy + we

xt — tht—l + vt ' t = 1,2,3 pes

ile durum uzay modeli gésterimi igin,

H=a 0 F= %) x=0)6=(

1 0

alarak MA(1) siireci ,

bigiminde durum-uzay modeli olarak yazilir.
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3.3.2 Otoregresif Zaman Serilerinin Durum-Uzay Modeli Gosterimi
Otoregresif modellerde, zaman serisinin simdiki degeri, siirece ait ge¢mis gozlem
degerleri ile hata teriminin sonlu lineer toplami olarak ifade edilir. Baska bir ifadeyle AR

modellerinde, bagimli degisken gegmisteki degerinin bir fonksiyondur.

e;~WN(0,0?%) hata terimleri, a,, # 0 ve p sonlu degerli bir dogal say1 olmak iizere, p

serinin beklenen degerini gosterir ve p-inci dereceden otoregresif bir zaman serisi,
YVe—n=X_10; i — ) + e (3.12)
bigiminde verilir ve y,~AR (p) seklinde gosterilir.

AR(2) zaman serisi modeli i¢in durum- uzay gosterimi yapilmak istensin. AR(2) modeli

Yt = Q1Yt-1 + A2V T €

biciminde yazilmak {izere

Ho= 0 F=(" Dx=()e=()

alinarak durum uzay modeli

x = (T Dt (p)e (313)
ye=(1 0)x; (3.14)

olarak elde edilir.
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3.3.3 Otoregresif Hareketli Zaman Serilerinin Durum-Uzay Modeli Gosterimi

Arma modellerinde bir zaman serisinin herhangi bir donemine ait degeri, belli sayida
gozlemin daha dnceki degerlerinin ve hata terimlerinin bir bilesimi olarak ifade edilir. Bu
modeller hem hareketli ortalama siirecinin (MA) ve hem de otoregresif siirecin (AR)

Ozelliklerini tasir.

e;~WN(0,0?) hata terimleri, a, # 0 ve b, # 0 ve p ile g sonlu degerli dogal sayilar
olmak tizere, p serinin beklenen degeridir ve dereceleri pve g olan bir

ARMA(p, q) zaman serisi

Ye—H= Z?:l ai(Ve—i — W) e+ Z?:l bie;—; (3.15)

bigiminde yazilir ve y,~ARMA(p, q) seklinde gosterilir. ARMA(1,1) modelinin durum

uzay gosterimi goz oniine alinsin. ARMA(1,1) modeli
Ye =aYi-1 + e+ beq

biciminde yazilir. Buna gore,

Ho=(1 0),F= ((i I;)’ X = (Zz)’ Ge = ((1))

alinarak ARMA(1,1) zaman serisi modeli i¢in durum- uzay modeli

Xe = (Cll l;) Xe—1 + ((1)) et (3.16)
ye =1 0)x; (3.17)

seklinde yazilir.
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Zaman serilerinin, zaman iginde serinin beklenen degeri etrafinda dalgalanmasina veya
belli bir degere yakinlagsmasina duraganlik denir. Eger bir zaman serisi zaman boyunca
degismeyen ve sabit kalan ortalamaya, varyansa ve kovaryansa sahipse bu zaman
serisinin duragan oldugu soylenebilir. Kullanilan zaman serisinin duragan 6zellikler
gostermesi, degiskenler arasindaki iliskinin anlamli olabilmesi agisindan ¢ok dnemlidir.
Eger zaman serisi duragan degilse degiskenler arasinda anlamli iligkiler olmamasina
ragmen aralarinda iligki varmis gibi gorlinebilir. Bu yiizden duragan olmayan zaman
serileri yapilan analizlerde t ve F testleri ile R? degeri yamiltict sonuglar verir. Bu
nedenle zaman serileri analizinde serinin duragan olmasi zorunlu bir kosuldur. Ama
dinamik lineer modellerde boyle bir zorunluluk yoktur. Dinamik lineer modellerin zaman

serilerine gore en giiclii ve dnemli yonlerinden biri de budur.

3.3.4 ARX ve ARMAX Modellerinin Durum-Uzay Modeli Gosterimi

Bir sistemin ¢iktisi, zaman parametresi t, (t = 0,1,2,3,...)" ye bagh bir y, rastgele

degiskeni ve kontrol terimi de olabilen sistem girdisi, bilinen bir u; niceligi olmak {izere,

Vet @Yeo1+ aYVep+ o+ anYe—n = byupq + by + -+ bpup_p +
coer +Ciep_1 + -+ Ccpei_n (3.18)

gibi bir modele ARMAX (Autoregressive moving average exogenous input) modeli
denir (Durbin and Koopman, 2003). e, hata terimi, beyaz giiriiltii siireci olmak tizere,
gosterimdeki X harfi sisteme giren digsal bir degiskenin varligini ifade eder. ARMAX
modellerinin, ARMA modellerine sistem girdisinin n adim gecikmeli etkilerinin
eklenmesi ile ortaya ¢iktig1 diistintilebilir. Burada tiim gecikme parametreleri (dereceleri)
ayni ve N olarak gosterilmistir. Gecikme parametrelerinin farkli olmasini saglamak i¢in

baz1 katsayilar sifir olarak alinabilir (Koksal ve Oztiirk, 2004).

Vet QY1+ QY2+ + Y p (3.19)
== blut_l + bzut_z + e+ bnut_n + et
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gibi bir modele ARX (Autoregressive exogenous input) modeli denir. Bu modelin, bir
AR (p) zaman serisi modeline sistem girdisinin n adim gecikmeli etkilerinin eklenmesi

ile ortaya ¢iktig1 diisiiniilebilir.

n=20,1,2,.. i¢in, B, B"y; = y,_, bi¢giminde tanimlanan gerileme operatorii olarak

alinmak lizere,

®(B)=B°+aB'+a,B*+...+a,B"
¥(B)=hbB"'+b,B*+...+b,B"

C(B)=c,B° +c,B'+¢c,B*+...+¢,B"

biciminde tanimlandiginda yukarida verilen ARMAX modeli B operatorii yardimiyla

kisaca,

®(B)y: = Y(B)u; + C(B)e,

bigiminde yazilabilir. C(B) nin bilinmesi durumunda bu ARMAX modeli bigimsel
olarak,

®(B)  W(B)
cBTcm ™

+ e,

gibi bir ARX modeline dontisiir.

p ve g gecikme parametreleri bilinen bir ARX modeli,

Ve = @1Ye-1t QYe2t ot apYep + by + bpue o+ +bgu_q +e. (3.20)

bi¢ciminde olmak {izere, hata teriminin bir beyaz giiriiltii slireci olusturdugu ve modeldeki

diger degiskenlerden bagimsiz oldugu varsayilsin.

28



t <0icinY; = 0 ve u; = 0 olmak iizere,

V1 €1
V2 €2
Zt = . , gt = . , Q = [al a, ap b1 bz bq]

Ve €t

Yo V-1 Yi-p Uo Uy Ur—q X1

_ u u Uy !

X, = V1 Yo YZ- p 1 0 2-q| _|x

Yt-1 Ye-2 - Yt-p Ut-1 Ut Ut—q Xt

gosterimleri altinda X, t satir p + g slitundan olusan bir matris olmak iizere gozlemler,

lineer modeli olarak ifade edilebilir. Y¢ gosteriminde iistte bulunan t, bastan alman

gozlem sayisini ifade etmektedir.
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4. DINAMIK LINEER MODELLERDE TAHMIN

Y1, V2, - Vi, - g0zlemleri ardigik olarak alinsin.

Y1
Yt = Iyzl gbzlemine dayali en iyi (gozlemlerin lineer fonksiyonu Zle a;y; seklinde
Vi

olacak ve E(X — ¥!_, a;y;)? beklenen degerini en kiigiik yapacak) kestirici X, olsun.

Buna gore,
)?t = PL(yt)X

dir. Burada, P}y, X ile X 'in Yt tizerine dik izdiistimii gosterilir. y,,, gozlemi geldiginde

X1 iki yoldan hesaplanabilir.

v/ Birincisi, X" in y;, ¥5, ... ¢4+ Uzerine dik izdiisiimii ile hesaplanabilir. Bu durumda,

Xev1 = PL(Y1.3/2,---,3/t+1)X

olarak hesaplanir. Bu yontemde tiim ge¢mis gézlemlerin kaydinin mevcut olmasi ve her

adimda (C ov(Ytt)” 1) hesaplanmasi gerekir.

v’ Ikincisi, X; ve y;,, kullanilarak hesaplama yapilabilir. Bu durumda,

Xt+1 = f()?t' Ve+1)

olup buna indirgemeli kestirim denir. Ayrica,

Xt+1 = at)?t + btYes1
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bi¢iminde oldugunda lineer indirgemeli kestirim s6z konusudur. Genel olarak bu sekilde
hesaplama miimkiin olmamakla birlikte X, y;, 5, ... ¥¢, ... rastgele degiskenleri arasindaki

bagint1 yapisinin bazi durumlari i¢in miimkiin olmaktadir.

4.1 Indirgemeli En Kiiciik Kareler Yontemi

V1 - €1
Yt = [)’2‘ (t x 1 boyutlu), X, = K:z (¢t x p boyuthu) ve e* = | 2| (¢ x p boyutlu)
3 o
Ve Xt ‘
olmak tizere,
Yi=X.0+e'

lineer modeli goz oniine alinsin. @ (p boyutlu) parametre vektoriiniin en kiigiik kareler

tahmin edicisi,

t
. 2 . ,N\2
oy = Xg|[" = mjn > (4 - &'%))

j=1
optimizasyon probleminin ¢dziimii olup,
8, = (XiX) XYt
dir. Bu tahmin edici i¢in,
8; = (XX xiy!
= (X{“—lxt—l + &zé)_l(Xé_lxt'l + X{Yy)

olup, P, = (X{X,)™! gosterimi altinda,
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N1 1 - 1
P, = (Pt—l + Etﬁt) =P — (14 x(Pr_qx,) ' PrqxextPryq
olmak tizere,
A A , -1 A
0, =6, 1+ (1 + Ktpt—1£t) P 1% (Ve — X:6:—1)

indirgeme bagintis1 yazilabilir. Bir P, = (X X,)™ baslangi¢ matrisi ve 9, baslangig

tahmin degeri ile baslayip, gozlemler geldikge,
0; = 0y + K (Y — x00;1)
Ke = (1 + xtPe_1x0) " "Peoq

Pr =Py — (14 x(Prqxe) P XXt P4

algoritmasi ile indirgemeli en kiigiik kareler tahminleri ardisik olarak elde edilebilir

(Davis and Winter, 1985).

Baska bir indirgemeli tahmin algoritmasi,

lineer modelindeki parametre vektoriiniin bir durum vektorii olarak alinmasi ve

Orr1 =0 +§;

Yt=X6 +ef

bigiminde lineer kesikli-zaman durum-uzay modeli halinde yazilmasi ile elde edilir. Bu

kesikli durum-uzay modelinde Kalman Filtresi igletilerek tahminler elde edilebilir. &, hata
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vektorii sifir ortalamali, Cov (ft) = (Q; kovaryans matrisli ve modeldeki diger

degiskenlerden bagimsiz varsayilabilir ve R, = C ov(g t) olarak alinabilir.
4.2 Kalman Filtresi ile Tahmin

Bir onceki boliimde anlatilan durum-uzay modellerinde esas problem, yi, ..., Vn_1, ¥n

gozlemleri kullanilarak goézlenemeyen x,, durum vektoriiniin tahmin edilmesidir. Bu
problem filtreleme olarak bilinir (Jazwinski, 1970). Bir dnceki kisimda da ifade edildigi
gibi, indirgemeli yani ardisik tahmin sadece t zamanindaki gézlenen y; degerine ve t —
1 zamaninda elde edilen x;_, tahminine bagl olarak t zamanindaki x; durumu i¢in en iyi
tahmin degerini elde etme problemidir. Bu problemi, Kalman 1960 yilinda dik iz diisiim
yontemini Kullanarak ¢6zmiistiir. Literatiirde bu yontem Kalman Filtresi olarak
bilinmektedir. Farkli optimizasyon kriterlerine gére bu tahmin elde edilebilir (Ozbek,
1998).

Kalman Filtresi basta havacilik alaninda olmak iizere yaygin olarak kontrol miithendisleri
tarafindan kullanilmaktadir. Diger fiziksel bilimlerle ugrasanlarda ¢ok degisik alanlarda
basarili bir sekilde Kalman Filtresini kullanirlar. Ornegin sinyal siiregleri, uydu takibi,
sualtt uydular1 ve istatistiksel kalite kontrolii gibi. Son zamanlarda miihendislik dis1
bir¢cok uygulamada Kalman Filtresine rastlanmaktadir. Kisa donem 6ngoriileri, doz-yanit
deneyleri, yasam siiresi analizleri gibi bir¢ok alanda kullanilmaktadir. Kalman Filtresi ile
yapilan ¢aligsmalarin pek ¢ogu miithendislik dergilerinde yaymlanmakta ve bu nedenle,
kullanilan dil, notasyon ve stil istatistik¢ilere yabanci gelmektedir. Bununla birlikte
aslinda, model, notasyonlar ve Kalman Filtresi yontemi, regresyon ve zaman serileri
analizi gibi lineer modellere benzerliginden dolay1 istatistikle oldukca ilgilidir ve

uygulamalarda oldukga biiyiik yarar saglama potansiyeline sahiptir.
Kalman Filtresi, Bayesci sonug¢ ¢ikarimi agisindan ele alinirsa ve ¢ok degiskenli

istatistigin bilinen temel sonuglar1 uygulanirsa istatistik¢iler tarafindan ¢ok daha rahat

anlasilabilir.
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Daha once ifade edildigi gibi, Kalman Filtresi pek ¢ok alanda siklikla kullanilan bir
yontemdir. Filtre olarak isimlendirilmis olsa da mevcut durum ve 6nceki tahminlere gore
bir sonraki durumu tahmin eden bir algoritmadir aslinda. Genel olarak Kalman Filtresi,
veriler iizerinden sistemin gelecek durumu hakkinda tahminde bulunur. Kalman Filtresi,
dinamik sistemlerin yani zaman i¢inde degisen sistemlerin durumunu tahmin etmekte

kullanilir.

Bir sistemi incelemekteki temel amag, sistemin davranis1 hakkinda bilgi sahibi olmak,
sistemi denetlemek, yenilemek, var olan sistemi korumak veya sistemi kontrol altinda
tutmak olabilir. Durum-uzay modeli seklinde modellenen bir sistemin istenilen bigimde
kontrol edilebilmesi gozlenemeyen durum vektoriiniin tahminine baglidir. Bu nedenle

filtreleme islemi bir sistemi incelemek i¢in olduk¢a dnemlidir (Ozbek, 1998).
Durum uzay modeli,

Xt41 = Fixe + Biug + Gew, 4.1)
Ve = Hexe + vg (4.2)

ve baslangic degerleri ve varsayimlar,

E[v] =0 4.3)

Elw] =0 (4.4)

E[v.v;'] = RS, (4.5)
E[ww;'] = Q.64 (4.6)

E [gtﬁ'] =0 (4.7)

E[xo] =% (4.8)

E[(x0 — o) (%0 — %0)'] = Po (4.9)
E[xow;] = 0 (4.10)
E[xov:] = 0 (4.11)
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bigiminde ele alinsin.

4.2.1 Kalman Filtresinin Elde Edilisi

(4.1) esitliginde kontrol degiskeninin olmadigi varsayilarak (4.2) esitligi ile beraber

yeniden ele alinsin.

Xey1 = Fexe + Gewy (4.12)
Ve = Hexe + vy (4.13)

Diizenlenen denklemler (4.12) ve (4.13)’teki gibi olmak iizere, hata terimlerinin

wi~ N(0,Q;)
v~ N(O, R;)

ve baslangi¢ durumunun
%o~ N(xo, Po)

bi¢iminde Normal dagildigi, ayrica hata terimlerinin ve baslangic durumunun (4.3) ve

(4.11) varsayimlarimi sagladigi kabul edilsin.

Yt = (¥, Y1, -, Vt) gozlemleri verildiginde x, durumunun en iyi tahminini elde etme en

iyi filtreleme problemidir. Yapilan varsayimlarin saglandigi kabul edildiginde, EK 1°deki
teorem geregince X,;|Y; rastgele vektoriiniin Normal dagildig1 sGylenebilir. Bu tahmin
sonsal dagilimin en biiyiiklenmesi kriterine gore elde edilir ve kosullu beklenen deger

tahminine denk olur (Singh ve Titli, 1978, Bryson ve Ho, 1969). Y! = Vo, Y15 - Yt)

gozlemleri verildiginde x, durumunun tahmini,

% = E (xe|yoy1030) = E(xlr?)
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ile, hatanin kovaryans matrisi,
Pye = E[Cer — Xgpe) (X — Xm)’lf]

ile, Y1 = (yo, y1, -, ¥¢) gozlemleri verildiginde x, durumunun tahmini,

Xpje-1 = E (£t|3_’0»z1’ ---:Xt—l) = E(Et'Zt_l)
ile, hatanin kovaryans matrisi,

Pole-1 = E[(xr — Xpje—1) (X — Xt]t—1)llxt_1]
seklinde gosterilsin. Bu degerler asagidaki adimlar uygulanarak bulunur.

1.LAdim. t—1 anminda x,_; durumunun, £,_;).—; tahmininin bilindigi varsayilsin ve

Xt)¢—1 belirlenmeye ¢alisilsin. (4.12) esitligi
Xe = FroaXp—q + GroqWr g

seklinde yazilsin. (4.3)-(4.11)  varsayimlarina gore w;_; rastgele vektoriiniin

Ve Wiy, ..., Wy rastgele vektorlerinden, x, baslangi¢ durumunun Yo, Y1r s Ye-1

vektorlerinden bagimsiz oldugu g6z 6niine alinirsa,
E(w—q|Y*7) =0
olacagindan

Xpje—1 = E(&IXH) = Ft-lE(&-llf"l) + Gt—1E(M—1|Zt_1) =F 1% _1)e-1
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seklinde elde edilir. Yine (4.3)-(4.11) varsayimlarina gore, hata vektorii x, — X¢p_q;

Y0, V1, - Ve—1 gozlemlerinden bagimsizdir ve bir sonraki 6ngdrii adimi i¢in hatanin

kovaryans matrisi,
Pie—1 = E[(xt — Xpje—1) (X — Xt|t—1)llxt_l]
= E[(x; — @t|t—1)(£t - 2t|t—1)’]
dir. Bir adim 6ngorii hatasi,
Xt — Xpje-1 = Ft—l(&t—1 & 2t—1|t—1) + G Wi g
olarak yazilabileceginden, x,_4 vektori, wg, wy, ..., W;_, vektorlerinin bir fonksiyonu ve
E(Et—1|m’k—1) =0,
E (2t—1|t—1m’k_1 |Xt_1) =0
oldugundan, hatanin kovaryans matrisi,
Pe1 = FoqProqpe-1F'to1 + Geo1QeG'r o
olarak bulunur.

2.Adm. Y = (yo,vq, ..., ¥) gbzlemleri verildiginde, x, durumunun tahmin edilebilmesi

i¢in f (gt |Zt) kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

flx|r®t) = f(£t|Xt‘1,Xt)
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f(zt' Zt_l' Xt)

fXEL )
1) felrth
= f (velzext). f(ffi!xt‘l) (4.14)

olarak yazilabilir. Gozlem esitligi (4.13) ve x; vektoriiniin yg, ¥4, ..., Y¢—1 gozlemlerinden

bagimsiz oldugu goz oniine alinirsa (vg; X ve Wy, Wy, ..., W, vektdrlerinden bagimsiz)

f (velxeytt) = £ (yelx)

elde edilir. Bu durumda (4.14) esitligi,

f (velze) FGelYe)Fare)
fOeY™D)

fxlrt) =
seklinde yazilabilir. Hata terimleri ile ilgili varsayimlar
E(ve]x) =0
E (ye|x.) = E(Hex, + we|x) = Hex,
E (Xt - Htlt) (Xt - Ht&t), = E(vvi) = R,
Bigiminde olur. Buna gére gézlem vektoriiniin, durum vektriine gre kosullu dagilimi
£ (vee) = e {5 (3 = Hoa) 'R (v = e,

bi¢iminde olur ve Normal dagilir. Baslangi¢ durumunun Normal dagildig:

varsaylldigindan, f(x;|Y*™!) énsel dagilimi da
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1] 1 o I'p— o
f(ztIZH) =K.exp {—E (X — Xe)e-1) Pt|t1—1(£t - £t|t—1)}

seklinde Normal dagildigindan f(x,|Y*) sonsal dagilimi igin EK 1°de verilen teorem

kullanilirsa,
f(xclf) =K' exp {_2((3_% - Ht&t)’ Ri! ()_’t - Ht&) + (X = 2t|t—1)’Pt_|tl—1(£t - 2t|t—1))} (4.15)
seklinde Normal dagilim olarak bulunur. Burada k, k', k"' normallestirme sabitleridir.

Once (4.15) sonsal dagilimimin logaritmast alinir ve sonra x, vektdriine gore tiirev alnip

sifira esitlenirse,
H'(R;* (Xt - Ht&t) — Peje—1 Xt — Zeje-1) = 0

bulunur. Bu ifade, x, vektoriine gore ¢oziiliip, x;, yerine X, alinirsa

(H'(R;*Hy + Pt_|t1—1)2t|t = H’th_lzt + Pt_|t1—12t|t—1 (4.16)
Ve bu esitliginin sag tarafina H';R; 1Ht§t|t_1 eklenip ¢ikarilirsa (4.16) esitligi

Zeje = Zeje—r + (H' R H, + Pt_ltl—l)_lH,th_l(Xt — HeXee-1)

olarak yazilir. (4.16) esitligi

Xepe = (H’th_lHt + Pt_ltl—l)_l (H’th_IXt + Pt_|t1—12t|t—1)
bi¢ciminde goz oniine alinip, gézlem esitligi (4.13) kullan1ldiginda

=~ ! — — -1 ! — ’ - — ~
Xe =Xy =X~ (H'eR7"H + Pt|t1—1) (H tRt 1Ht£t +H'(R v, + Pt|t1—1£t|t_1) (4.17)
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elde edilir. (4.17) ifadesinin sag tarafina Pt_|tl_1xt eklenip ¢ikarilir ve gerekli diizenlemeler

yapildiginda (4.17) esitligi
xe = & = (H' RTH + Piiy)” (B RT W0 = Pil (e — £ea))  (418)
olarak yazilir ve (4.18) esitligi kullanilirsa
Py = E{(Et - 2t|t—1)(£t - 2t|t—1)}
= (H' R He + Piy) (4.19)
olarak bulunur. (4.19) esitligine matris tersi lemmasi uygulanirsa,
(H’th_lHt + Pt_|t1—1)_1 = Ptjt-1 — Ptlt—lHIt(HtPtIt—lH’t + Rt)_lHtPtlt—l
elde edilir.
K, = Ptlt—lH’t(HtPtlt—lH’t + Rt)_l
olarak alinirsa
P = (- Kth)PtIt—l

Ve matris tersi lemmasinin uygulanmasiyla

I p— - “1. H- ’ ’ -1
(H'(R7*H, + Piy) H'.R7* =Py H' ((HePrje—rH'c + Ry)

oldugundan

X = Xeje-1 + Ke(Ye — HeXpje-1)
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olarak bulunur. Ozetlenecek olursa Kalman Filtresi,

P0|—1 =P
Xol-1 = Xo
baslangi¢ degerlerine bagl olarak,

§t|t—1 = Fi_1%4 (4.20)
Pee—1 = FeoqPeoqjeqFleoq + Ge1 QG g (4.21)
K = Ptlt—lH,t(HtPtlt—lH’t + Rt)_l (4-22)
Ptlt =[I—- Kth]PtIt—l (4.23)
X = Xejp—1 + Ki(ye = HiXtje-1) (4.24)

esitlikleri ile verilir (Senol, 2006).

Kalman Filtresi, gézlenen degiskenler ve giiriiltiiler iliskisiz Normal dagilima sahipse,
hata kareler ortalamasi anlaminda en iyi tahmini verir. Bu su demektir, baslangi¢ kosullar
ile sisteme giren giriiltilerin dagilimi Normal dagilim olarak varsayilirsa, Kalman

Filtresi En Kiiciik Hata Kareler Ortalamasi tahmin edicisidir.

Esitlik (4.22) ile verilen K, matrisi literatiirde Kalman Kazang¢ Matrisi olarak bilinir.
Kalman Kazang Matrisi durum 6ngoriisii varyansiyla dogru, innovasyon kovaryansiyla
ters orantilidir (Singh ve Titli 1978, Bryson ve Ho 1969). Buna gore, durum ongorii
varyansi biiyiik, dl¢iimlerin varyansit ongoriiniin varyansina gore daha kiiciikse filtre
kazanc1 biiyliktiir. Durum ©6ngorii varyanst kiigiik, Ol¢limlerin varyansi 6ngoriiniin
varyansina gore daha biiytikse filtre kazanci kiigtliktiir. Biiylik kazang ile durum tahmini

giincellenirken Olglimlere daha fazla agirlik verildigi, kiiglik kazang ile durum tahmini
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giincellenirken 6l¢iimlere daha az agirlik verildigi anlamina gelir. Bu da, optimal kazanci
yiiksek olan filtrede, daha az ‘giiriiltii azaltimi® meydan geldigi ve gelen gozlemlere

giivenilmesi gerektigini gosterir.

Kalman Filtresinin iyi sonug vermesi, durum-uzay modellerinde bulunan durum ve 6lgiim
guiriiltii matrislerinin kovaryanslariin bilinmesine baglidir. Ancak gergek bir sisteme ait
model olusturulurken genellikle bu matrislerin kovaryanslari bilinmez. Bu kovaryanslarin
bilinmemesi de biiyiik tahmin hatalarina ve ya hatanin iraksamasina sebep olabilir. Boyle
durumlarda, Kalman Filtresinin daha iyi calismasini saglamak i¢in bazi uyarli yontemler
mevcuttur. Bu yontemler, Uyarli Kalman Filtresi olarak adlandirilir. Uyarli Kalman
Filtresinin bir amaci da, durumun en iyi tahminini verecek bi¢cimde beyaz giiriiltii siireci
olan hata terimlerinin kovaryanslarini tahmin etmektir. Bunun i¢in kullanilan farkli
yontemler vardir (Mohamed ve Schwarz, 1999, Senol 2006). Tez kapsaminda bu konuya
girilmeyecektir.

4.3 Filtreleme, Diizgiinlestirme, Ongérii Kavramlar

Bu kisimda literatiirde ¢cok kullanilan filtreleme, diizgiinlestirme ve 6ngdrii kavramlarina

kisaca deginilmis ve farklar1 goriilmeye ¢alisilmistir.

S(t) ile ilgilenilen sistemin ¢iktis1 gosterilsin. Burada, 0 <t < 10 (siirekli zaman)

seklinde tanimlansin.
Filtreleme :

t aninda S(t) icin bilgi edinmek istenir. Bu amagla, t anina kadarki gozlemler

kullanilabilir ve S(t) i¢in bilgi ¢t aninda hazir olmus olur.

Yo, V1, - Yt g0zlemlerine dayali olarak x; durum vektoriiniin kestirimi,

Xee = PL(gt)(Et)
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olmak tizere
Ve = HZy)1 t=012,..

kestirimlerinin elde edilmesi islemi aslinda yg, y4, ... ¥ gdzlemlerinin filtrelenmesidir.

Diizgiinlestirme :

t anindaki S(t) i¢in bilgi edinmek istenir. Bu amagla, t'ye kadar ve sonraki gézlemler

kullanilabilir. Bu durumda, S(t) i¢in bilgi t aninda hazir olmayabilir.
Ongorii
t aninda S(t + @) i¢in bilgi edinmek istenir. Burada, a >0 dir. Yani, ilerisi igin bilgi

edinmek istenir. Bu amagla, t anina kadar olan gézlemler kullanilir ve t aninda (t + @)

icin bilgi hazir olmus olur.
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5. UYGULAMA CALISMALARI
5.1 Basit Dogrusal Regresyon Modelinin Durum-Uzay Modeli Bigiminde

Yazilmasi ve Parametrelerinin Tahmini

[k uygulama ¢aligmasinda,

Ye=a+fx: +e

bigiminde basit dogrusal regresyon modeli gbz Oniine alinmis, @ ve B parametreleri
indirgemeli EKK yontemi ve Kalman Filtresi kullanilarak tahmin edilmistir. Tahmin

performanslarini karsilastirmak i¢in hata kareler ortalamalar1 hesaplanmistir.

Simiilasyon c¢alismasinda model parametreleri a = 2, = 3 olarak alinmistir. t =
1,2,...,100 i¢in X, ler Normal(2,4) dagilimindan ve e, giriltiileri Normal(0,4)

dagilimindan rastgele iiretilerek y; gézlemleri elde edilmistir. Buna gére model,

Ve = 2+ 3xt + €, t = 1,2, ,100
bigiminde olmak {izere model parametrelerinin tahminleri igin simiilasyonlar 150 kez
tekrarlanarak parametre tahminleri ve hata kareler ortalamalar1 elde edilmistir. Elde
edilen sonuglar Cizelge 5.2 ile verilmistir.
Kalman Filtresi ile parametre tahmini yapabilmek i¢in, ilk olarak alinan model B6liim 3.2

de anlatildig1 gibi durum-uzay modeli formuna getirilmis ve durum denklemi, parametre

vektoriiniin rastgele yiiriiyiis modeli seklinde ele alinmasi ile,

<ZZ) B (; 2) (;:) +é& (5.1)

bi¢iminde ve 6lglim ya da gozlem denklemi ise regresyon denkleminin
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ye=( x) (;) te (5.2)

bi¢iminde yazilmasi ile elde edilmistir.

Kalman Filtresi ile tahmin yaparken, durum ve &lgiim giiriiltii kovaryans matrislerinin
degerlerine gore sonuclarda degisiklik olacaktir. Bu degisiklikleri gozlemleyebilmek i¢in
bu matrislerin farkli degerleri i¢in algoritma isletilmis ve sonuglar bu matrislere gore

verilmistir.

Durum 1. Q ile durum giirtiltii kovaryans matrisi, R ile 6l¢iim giiriiltii kovaryans matrisi,
P ile baslangic durum hatasi kovaryans matrisi, @, ile a parametresinin tahmini igin
baslangi¢ degeri ve B, ile f parametresinin tahmini igin baslangic degeri gosterilmek

lizere simiilasyon ¢alismasi i¢in alinan degerler Cizelge 5.1 ile verilmistir.

Cizelge 5.1 Durum, 6l¢tim giiriiltii kovaryans matrisi ve baslangi¢ degerleri

Q R p 24y Bo

0.0001 x I, 0.05 I, X 0.5 1 1

Bu degerler kullanilarak indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi algoritmalar isletilmistir.
Algoritmalar kullanilarak her bir adim icin elde edilen parametre tahmin sonuglarina

iliskin ¢izdirilen grafikler Sekil 5.1 ile verilmistir.
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Sekil 5.1 a=2 ve p=3 parametreleri i¢in Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK Y&ntemi
tahminleri

Sekil 5.1’de parametrelerin ger¢ek degerleri olan @ = 2 ve 8 = 3 degerleri mavi renk ile
cizdirilerek, Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK yontemi kullanilarak elde edilen
tahminlerin gergek degerlere yakinligi gorsel olarak goriilmek istenmistir. Kalman
Filtresi kullanilarak elde edilen tahminlerin grafikleri siyah renk ile, indirgemeli EKK
yontemi kullanilarak elde edilen tahminlerin grafikleri pembe renk ile ifade edilmistir.
Her iki yontem kullanilarak elde edilen tahminlerin gercek degerlere oldukga yaklastigi
goriiliirken, Kalman filtresinin indirgemeli EKK yontemine gore gercek degerlere daha

cabuk yaklastig1 ve daha iyi sonuglar verdigi soylenebilir.

Cizelge 5.2 ile simiilasyonla aliman gercek parametre degerleri olan a =2, =23
parametreleri i¢in Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK yontemi ile elde edilen

tahminlerin ortalamasi ve tahminlere iliskin hata kareler ortalamasi sonuglar1 verilmistir.
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Cizelge 5.2 0=2, =3 i¢in tahmin sonuglari

Indirgemeli Kalman .
Ekk Filtresi Indirgemeli | Kalman
Tahmin Tahmin Ekk HKO HKO
Ortalamasi | Ortalamasi
n =100 a=2| 1975204 2.038754 0.175730 0.415779
deneme =150 | B =3 | 2972122 2.980017 0.049768 0.092022

Cizelge 5.2 ile verilen sonuglara gore, her iki parametrenin tahmininde de indirgemeli
EKK yontemi ile elde edilen hata kareler ortalamasi daha diisiik ¢ikmistir. Buna gore,
hata kareler ortalamasi anlaminda, verilen baslangic degerlerine ve hata kovaryans
matrislerine gore, indirgemeli EKK tahminlerinin Kalman Filtresi yontemine gore daha

iyi oldugu soylenebilir.

Durum 2. Cizelge 5.3 ile durum ve olglim giiriiltii kovaryans matrisleri igin verilen
degerler ve parametrelere iliskin baslangic degerleri verilmistir. Durum 2 ile durum

giiriiltii kovaryansi Q nun degeri bir 6nceki duruma gore daha biiylik alinmustir.

Cizelge 5.3 Durum, 6lglim giiriiltii kovaryans matrisi ve baslangi¢ degerleri

Q R P
0.001 X I, 0.05

(24 bo
I, X 0.5 1 1

Cizelge 5.3 ile verilen degerler kullanilarak indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi
algoritmalart isletilmistir. Algoritmalar kullanilarak her bir adim i¢in elde edilen

parametre tahmin sonuglarina iligkin ¢izdirilen grafikler Sekil 5.2 ile verilmistir.
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Sekil 5.2 a=2 ve p=3 parametreleri icin Kalman Filtresi ve Indirgemeli En Kiiciik Kareler
Y 6ntemi tahminleri

Sekil 5.2’°de @ = 2 ve = 3 parametreleri i¢in Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK

yontemi kullanilarak elde edilen tahminlerin grafikleri cizdirilmistir. Ozellikle a

parametresinin tahmininde Kalman Filtresi yonteminin bir dnceki duruma gore daha fazla

varyasyon yapmis oldugu goriilmektedir.

Cizelge 5.4’te o = 2, B = 3 parametreleri icin elde edilen tahmin sonuglari verilmistir.

Cizelge 5.4 0=2, =3 icin tahmin sonuglar1

Indirgemeli Kalman Indirgemeli | Kalman
Ekk Tahmin Filtresi Ekk HKO HKO
Ortalamasi Tahmin
Ortalamasi
100 oa=2 1.940089 1.989407 0.202234 0.617421
n =
B=3 2.989486 3.002653 0.053129 0.153457
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Cizelge 5.4 ile verilen sonuglara gore, her iki yontemle elde edilen tahminlerin ortalamasi
gercek degerlere oldukga yakindir. Hata kareler ortalamasi bakimindan bakildiginda, her
iki parametre tahmini i¢inde indirgemeli EKK yontemine gore elde edilen hata kareler
ortalamasinin daha diisiik oldugu goriilmektedir. Buna goére, hata kareler ortalamasi
anlaminda, verilen baslangi¢ degerlerine ve hata kovaryans matrislerine gore, indirgemeli
EKK yontemine gore elde edilen tahminlerin Kalman Filtresi yontemine gore bu durumda

da daha iyi oldugu sdylenebilir.

Durum 3. Cizelge 5.5 ile durum, 6l¢iim giiriiltii kovaryans matrisi ve baslangi¢ degerleri
verilmistir. Durum 3 ile durum giiriiltii kovaryansi diger durumlara gore daha biiyiik

olarak alinmistir.

Cizelge 5.5 ile durum, 6l¢iim giiriiltii kovaryans matrisi ve baslangi¢ degerleri

Q R P [ b,
0.01 X I, 0.05 I, x 0.5 1 1

Cizelge 5.5 ile verilen degerler kullanilarak indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi
algoritmalar1 igletilmistir. Algoritmalar kullanilarak her bir adim i¢in elde edilen

parametre tahmin sonuglarina iligkin ¢izdirilen grafikler Sekil 5.3 ile verilmistir.
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Sekil 5.3 a=2 ve B=3 parametreleri i¢in Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK Yontemi

tahminleri

Sekil 5.3’te a = 2 ve B = 3 parametreleri i¢in Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK

yontemiyle elde edilen tahminlerin grafikleri g¢izdirilmistir. Q = 0.01 X I, olarak

alindiginda Kalman Filtresi tahminlerinin diger durumlara gore daha fazla dalgalanma

yaptig1 ve indirgemeli EKK yonteminin gercek degerlere daha yakin sonuglar verdigi

gorilmiistiir.

Cizelge 5.6’da a = 2, § = 3 parametreleri i¢in elde edilen tahmin sonuglar1 verilmistir.

Cizelge 5.6 0=2, =3 icin tahmin sonuglar1

Indirgemeli Kalman Indirgemeli | Kalman
Ekk Tahmin Filtresi Ekk HKO | HKO
Ortalamasi Tahmin
Ortalamasi
100 a=2 1.911653 2.012120 0.046693 1.389619
n =
=3 2.986062 2.988221 0.010348 0.345326
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Cizelge 5.6’da a = 2, B = 3 parametreleri i¢in elde edilen tahmin sonuglarina gore her
iki parametre tahmini i¢inde indirgemeli EKK yontemine gore elde edilen hata kareler

ortalamasinin daha diigiik oldugu goriilmektedir.

Elde edilen sonuglara gore, Kalman Filtresinin en iyi tahmini durum giiriiltii kovaryansi
matrisi Q = 0.0001 X I, oldugu durumda verdigi, Q degeri arttikca tahminlerin

varyasyonunun arttigi, buna bagl olarak da hata kareler ortalamasinin arttigi goriilmiistiir.

Simdi regresyon parametrelerinin sabit olmayip zamanla degistigi dinamik regresyon
durumu goz oniine alinsin. t = 1,2, ...,100 i¢in a; ve f; degerleri (5.3)’de verildigi gibi
olmak tizere, X.’ler Normal(2,4) dagilimindan ve e, giriltileri Normal(0,4)

dagilimindan rastgele iiretilerek y, gézlemleri elde edilmistir. Buna gére model,
Ye = ap + Bexe + e, t =1,2,...,100

seklinde ve

2, 0<t<20,60<5t<100 3, 0<t<20,60<5t<100
@ = (5.3)

3 20 < t < 60 Be=1{, , 20 <t < 60

bigiminde olmak iizere a, ve S, parametreleri indirgemeli en kiigiik kareler ve Kalman

Filtresi kullanilarak tahmin edilmistir.
Durum 1. Parametrelerinin sabit olmayip zamanla degistigi dinamik regresyon durumu
icin durum, olgim giirtiltii kovaryans matrisi ve baslangi¢ degerleri Cizelge 5.7 ile

verilmistir.

Cizelge 5.7 Durum, 6l¢lim giiriiltii matrisi ve baslangi¢ degerleri

Q R P Qg b,
0.001 x I, 0.01 I, X 0.001 1 1
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Cizelge 5.7 ile verilen degerler kullanilarak yapilan simiilasyon c¢alismasi ile «a;

parametresi i¢in Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK yontemine gore tahminler elde

edilmis ve elde edilen degerlere iligkin grafik Sekil 5.4 ile verilmistir.

o tahminleri

4 T T T T T T T T T
Gercek alfa
Kalman Tahmini
3.5 indirgemeli Ekk H
3 = —
25~ -
g 2¢
151 -
1~ -
0.5 -
0 r r r r r r r r r
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90

100

Sekil 5.4 a; parametresiicin Kalman Filtresi ve indirgemeli En Kiigiik Kareler Yntemi

tahminleri

Elde edilen grafige gore, Kalman Filtresi Tahminleri a, parametresini indirgemeli EKK

yontemine gére daha iyi takip etmektedir. Ozellikle parametre degisim zamanlarini

Kalman Filtresi ¢ok daha iyi yakalamaktadir.

Ayni bigimde, Sekil 5.5 ile f§; parametresi i¢in Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK

yontemi ile elde edilen tahminlere iliskin grafik verilmistir.

52



B tahminleri
5 T T T T T T T T T
Gercek beta
Kalman Tahmini
indirgemeli Ekk ||
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Sekil 5.5 3, parametresi i¢in Kalman Filtresi ve indirgemeli En Kiiciik Kareler Yontemi
tahminleri

Sekil 5.5 ile verilen grafik ile, Kalman Filtresi tahminlerinin 5, parametresine daha yakin

sonuglar verdigi gozlemlenmistir.

Sekil 5.6 ile gercek gozlemler, Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK yontemleri
kullanilarak elde edilen (y) tahminlerine iliskin grafikler verilmistir. Kalman Filtresinin
indirgemeli EKK yontemine gore gergek degerlere daha yakin tahminler verdigi

gorilmiistiir.
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Gercek Gozlemler ve Tahminleri
30 T T T T T T T T T

Gercek gozlemler
Kalman Tahmini
25~ indirgemeli Ekk Tahmini H

20— -

15— 1

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sekil 5.6 Gergek gdzlemler, Kalman Filtresi, En Kiiciik Kareler ve Indirgemeli En Kiigiik
Kareler Yontemi tahminleri

Sekil 5.7 ile gergek degerlere iligkin sacilma grafigi ile Kalman Filtresi ve indirgemeli
EKK yontemiyle elde edilen tahminlere iligkin sacilma grafigi verilmistir. Kalman
Filtresi yontemiyle elde edilen tahminlerin indirgemeli EKK yontemiyle elde edilen

tahminlere gore gergek degerlere daha yakin ¢iktigi gozlemlenmistir.
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Regresyon Dogrusu Tahminleri
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Sekil 5.7 Gergek degerler, Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK Yontemi ile elde edilen
tahminlere iliskin sacilma grafigi

Cizelge 5.8 ile indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi yontemleri kullanilarak elde edilen
tahminlerin ortalamalar1 ve her bir parametreye iliskin hata kareler ortalamalari

verilmigtir.

Cizelge 5.8 ay, f; icin tahmin sonuclari

Indirgemeli Kalman
Ekk Tahmin Filtresi | indirgemeli | Kalman
Ortalamasi Tahmin Ekk HKO | HKO
Ortalamasi
a=2 1.659358 2.360299 0.8657 0.0517
n =100
B=3 2.892123 3.373859 0.7632 0.0571

Cizelge 5.8°de oy, B parametreleri igin elde edilen tahmin sonuglar verilmistir. Her iki
parametre i¢in de Kalman Filtresi kullanilarak elde edilen tahminlere iligkin hata kareler

ortalamasinin daha diisiik oldugu goriilmustiir.
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Durum 2. Cizelge 5.9 ile durum, dl¢iim giirtiltii kovaryans matrisi ve baslangi¢ degerleri

verilmistir. Bir 6nceki duruma gore durum giiriiltii kovaryansi daha kii¢iik alinmistir.

Cizelge 5.9 Durum, 6l¢iim giiriiltii kovaryans matrisi ve baslangi¢ degerleri

Q

R

P

Ao

by

0.0001 X 1,

0.01

I, x 0.001

1

1

Cizelge 5.9 ile verilen degerler kullanilara simiilasyon ¢alismasi tekrar yapilmis ve a;

parametresine iliskin elde edilen tahminlerin grafikleri Sekil 5.8 ile verilmistir.

o tahminleri

4 T T T T T T T T T
Gercek alfa
Kalman Tahmini
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Sekil 5.8 a; parametresi icin Kalman Filtresi ve Indirgemeli En Kiigiik Kareler

Y Ontemi tahminleri

Sekil 5.8 ile bir dnceki durumda oldugu gibi yine Kalman Filtresi Tahmininin a,

parametresine indirgemeli EKK yontemine gore daha yakin sonuglar verdigi

gozlemlenmistir.

Sekil 5.9 ile f; parametresi igin Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK yontemi ile elde

edilen tahminlere iliskin grafikler verilmistir.
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B tahminleri
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Sekil 5.9 f; parametresi i¢in Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK Y&ntemi tahminleri

Kalman Filtresi Tahminlerinin B, parametresini basarili bir bigcimde takip ettigi

gbzlemlenmistir.

Sekil 5.10 ile gercek gozlemler ile Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK yontemleri
kullanilarak elde edilen tahminlere iliskin grafikler ¢izdirilmistir. Kalman Filtresinin
indirgemeli EKK yontemine gore ger¢ek degerlere daha yakin tahmin sonuglari verdigi

bu sekil ile de gorlilmiistiir.
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Gercek Gozlemler ve Tahminleri
40 T T T T T T T T T

Gercek gozlemler
Kalman Tahmini
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Sekil 5.10 Gergek gozlemler, Kalman Filtresi, En Kiigiik Kareler ve indirgemeli En
Kiigiik Kareler Yontemi tahminleri

Sekil 5.11 ile gergek degerlere iliskin sagilma grafigi ile Kalman Filtresi ve indirgemeli

EKK yontemi kullanilarak elde edilen tahminlere iliskin sagilma grafigi verilmistir.

Regresyon Dogrusu Tahminleri
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Sekil 5.11 Gergek degerler, Kalman Filtresi ve Indirgemeli En kiiciik Kareler Ydntemi
ile elde edilen tahminlere iliskin sagilma grafigi
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Kalman Filtresi yontemiyle elde edilen tahminlerin indirgemeli EKK yontemiyle elde

edilen tahminlere gore gercek degerlere daha yakin ¢iktig1 gézlemlenmistir.
Cizelge 5.10 ile indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi yontemleri kullanilarak elde edilen
tahminlerin ortalamalar1 ve her bir parametreye iliskin hata kareler ortalamalari

verilmisgtir.

Cizelge 5.10 0=2, =3 i¢in tahmin sonuglar1

Indirgemeli | Kalman
Ekk Filtresi | Indirgemeli | Kalman
Tahmin Tahmin Ekk HKO | HKO
Ortalamasi | Ortalamasi
a=2 1.653654 2.306177 | 0.8149 0.1675
n =100
B=3 2.917346 3.369081 | 0.8063 0.0992

Her iki parametre i¢in de Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerin hata kareler

ortalamasi indirgemeli EKK yontemine gore daha diisiik ¢ikmistir.

PN

Parametrelerin zamanla degistigi durumda degisimin filtre tarafindan iyi bir sekilde takip
edildigi grafiklere bakilarak soylenebilir. Q kiigiildiikce Kalman Filtresi tahminlerinin
gercek degerlere gore daha fazla sapma gosterdigi, parametrelere iliskin hata kareler
ortalamalarinin arttign goézlemlenmistir. Grafiklere bakildiginda gozlem degerleri ile
Kalman Filtresi kullanilarak elde edilen tahmin degerlerinin uyumunun, indirgemeli EKK

yontemine gore elde edilen tahminlerden daha iyi oldugu goriilmektedir.
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5.2 Otokorelasyonlu Hatah Regresyon Modellerinin Durum-Uzay Modeli

Gosterimi ve Parametrelerinin Tahmini

Hatalarda otokorelasyonun varligi en kiiciik kareler yontemi lizerinde cesitli etkilere

sahiptir (Montgomery, 2013).

Bu simiilasyon ¢alismasi i¢in Denklem (3.3) ile verilen regresyon modeli gz Oniine

alinsin. Model

Ve =24+3x;+e,t=12..100

olmak iizere hatalar arasinda

e =036, 1 +&_1,-1<a<1
biciminde bir iliski oldugu durum goéz oniine alinsin. Simiilasyon ¢alismasinda model
parametreleri a = 2, B = 3 olarak alinmistir. t = 1,2,...,100 i¢in X, ler Normal(2,4)
dagilimindan ve e; giriltileri Normal(0,4) dagilimindan rastgele iiretilerek y;
gozlemleri elde edilmistir. &, lar da Beyaz giiriiltii siireci olarak &,~N (0, 2?) bi¢iminde
alinmistir.Buna gére model,

Ve =24+3x;+e,t=12..100

bi¢ciminde olmak {izere model parametrelerinin tahminleri i¢in simiilasyonlar 100 kez

tekrarlanarak parametre tahminleri ve hata kareler ortalamalar1 elde edilmistir.

Bu sekilde alinan bir modelde x ve y degiskenleri igin sagilim grafigi ¢izdirilmistir.
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x-y Sacihim grafigi
30 T T

25— -

20 —~ -

10~ '#
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X

Sekil 5.12 x ve y degiskenlerinin degerleri i¢in sagilim grafigi

Kisim 3.2.1 de verildigi gibi hata terimi durum vektoriine durum gibi eklenerek durum

o 1 0 O a1 0
(ﬁt) = <O 1 0 )(ﬁt—1> +< 0 >
€t 0 0 0.3/ \€t-1 -1

bi¢iminde ele alinir. G6zlem denklemi ise

a; 0
V=1 1 o.g)(ﬁt>+( 0)
€t Et-1

bigiminde olur. Model durum-uzay modeli haline getirildikten sonra Kalman Filtresi

denklemi,

kullanilarak a, ve B, regresyon parametreleri ile hata terimi tahmin edilebilir. Hata
terimine ait AR(1) siirecindeki a parametresini tahmin etmek igin ise lineer olmayan
durum-uzay modeline gecip tahminleri ilerletilmis Kalman Filtresine gére yapmak
gerekir. Bu parametrenin bilindigi kosulu altinda regresyon parametreleri ve hata terimi

Kalman Filtresi kullanilarak tahmin edilebilir. Cizelge 5.11 ile her bir simiilasyon i¢in
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gbzlem sayisi, gergek parametre degerleri, Ol¢lim, gliriiltii ve baslangi¢ durum hatasi

kovaryanslar1 ve parametreler i¢in baslangi¢ degerleri verilmistir.

Cizelge 5.11 Durum ve 6l¢iim giiriiltii matris degerleri ve baslangi¢ degerleri

n

B

a

Q

R

P

4]

By

200

3

0.3

0.0001 X 1,

0.0001

I, X 0.0001

1

1

Cizelge 5.11°de durum ve Ol¢lim giiriiltii matris degerleri verilmistir.

Verilen baslangi¢ degerleri ve hata kovaryans matrisleri kullanilarak parametreler ve hata
terimi Kalman Filtresi kullanilarak tahmin edilmis ve tahmin sonuglarina iliskin grafikler

Sekil 5.13 ile verilmistir.
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e(t) tahmini

e(t)

~o 20 40 60 80 100

140

200
Sekil 5.13 o ve B parametreleri ve e; igin Kalman Filtresi tahminleri

Tahminlerin parametrelerin gergek degerlerine yakin sonuglar verdikleri goriilmiistiir.
Sekil 5.14 ile x;’ye karsilik gelen y; ’nin gergek degerleri ve Kalman Filtresi kullanilarak

elde edilen tahminlerine iliskin sacilim grafikleri verilmistir.
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Sekil 5.14 Gergek degerler, Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlere iliskin sagilma
grafigi

Sekil 5.15 ile Kalman Filtresi kullanilarak elde edilen y, tahminleri ile y ’nin gergek

degerlerine iliskin grafik ¢izdirilmistir.
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Sekil 5.15 Kalman Filtresi tahminleri ve y,’nin ger¢ek degerleri

Sekil 5.15’e bakilarak, otokorelasyonlu hataya ragmen Kalman Filtresi ile parametrelerin

iyi bir sekilde tahmin edilebildigi soylenebilir.

5.3 ARX Modelinin Durum-Uzay Modeli Gosterimi ve Parametrelerinin

Tahmini

Bu kisimda,

Ve = @Y1+ QY p + biu 1 +e;

bigiminde ARX(2,1) modeli géz 6niine alinmigtir. Bu modelde, a; = 2, a, = —1, b; =
1 ve hatalar (giiriltiiler) sifir ortalamali, 1 varyansh Standart Normal dagilima sahip
olarak {iretilip, model yapisina bagli olarak sistem ciktilar1 elde edilmistir. Buna gore
model,

Ye = 2Yt1 — Ye—2 T U—q T € (5.4)
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bi¢iminde olup elde edilen (sanki gozlenen) sistem ciktilarii kullanarak model
parametreleri indirgemeli en kiiglik kareler yontemi ve Kalman Filtresi kullanilarak

tahmin edilmistir.

Parametre vektoriiniin bir durum vektorii olarak alinmasi ile Boliim 3.3.4°de anlatildig:

(a):
tzere 6, = | (a,); | bigiminde tanimlanirsa,
(b1)¢
Or41 =06 + St
Y= X0, + et (55)

lineer kesikli-zaman durum-uzay modeli goz 6niine alinip model parametreleri Kalman

Filtresinin isletilmesi ile tahmin edilebilir. §t hata vektorii sifir ortalamali, drnegin,
Cov (f ) = Q; = 10731 kovaryans matrisli ve modeldeki diger degiskenlerden bagimsiz
—t

varsayilabilir. R, = C ov(gt) = 1073] olmak iizere, Kalman Filtresi

~ 0
Q0=m0= 0
0

P(O) =Py
€t+1|t = €t|t—1 + K. (Yt - Xtétlt—l)
K@) =P(OX" [X:POX's + R]™!

P(t+1) =P +Q;— PX  [XPX't + Re]™' X, P,

olup, burada P(t) = Cov(8; — B;;—1) Ve K, Kalman kazang matrisidir.

Bu sekilde yapilan simiilasyon ¢alismast ile sistem girdi ¢iktilari ve parametre tahminleri
elde edilmistir. Cizelge 5.12 ile Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK yontemi kullanilarak

elde edilen tahminlerin ortalamalari ve hata kareler ortalamasi sonuglar1 verilmistir.
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Cizelge 5.12 a4, a,, b; tahmin sonuglari

Kalman | Indirgemeli HKO HKO
Tahminleri Ekk Kalman | Indirgemeli
Ortalamas1 | Tahminleri Ekk
Ortalamasi
a; =2 1.9820 1.9923 0.0015 0.0034
n=100| a, = -1 -0.9819 -0.9924 0.002 0.0037
b;=1 0.9637 0.9625 0.0006 0.0013

Model parametrelerine ait elde edilen tahminlerin her iki yontemde de birbirlerine ve

gercek degerlere yakin degerler aldiklar1 sdylenebilir. Kalman Filtresi ile elde edilen

tahminlerin hata kareler ortalamalar1 indirgemeli EKK ydntemi ile elde edilenlerden daha

kiigiik ¢ikmugtir.

(5.4) modelinde bilinen girdi u(t)’ler u(t) =t — y(t),t = 1,2,..,100 olarak sisteme

eklenmistir. Bilinen girdiler yani kontrollerin grafikleri Sekil 5.16 ile verilmistir.
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Sekil 5.16 Bilinen girdiler (kontroller)
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Sekil 5.17 ile simiilasyon caligmasi yapilan ARX modeline ait ¢iktilarin yani y,

gozlemlerinin grafikleri verilmistir.
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Ciktilar-Gozlemler
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Sekil 5.17 Ciktilar (y, gdzlemleri)

Sekil 5.18 ile model parametresi a, ig¢in Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK y6ntemine

gore elde edilen tahmin sonuglar1 ve gercek degerinin grafigi verilmistir.
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Sekil 5.18 Model Parametresi a,’ in Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK ile Tahmini
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Mavi renk ile Kalman filtresi tahminleri, pembe renk ile indirgemeli EKK tahminleri ve
siyah renk ile parametrenin gercek degeri gdsterilmistir. Indirgemeli EKK ydntemi ve
Kalman Filtresinin baslangi¢ degerleri farkli olmasina ragmen kisa bir siire iginde

birbirlerine yakin degerler almaya basladiklar1 goriilmektedir.

Sekil 5.19 ile model parametresi a, igin Kalman filtresi ve indirgemeli EKK yontemine

ait tahmin sonuglar1 verilmistir.

a2 tahmini
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Sekil 5.19 Model Parametresi a,’ nin Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK ile Tahmini

Mavi renk ile Kalman filtresi tahminleri, pembe renk ile indirgemeli EKK tahminleri ve
siyah renk ile parametrenin gercek degeri gosterilmistir. indirgemeli EKK ydntemi ve
Kalman filtresinin tahmin degerlerinin birbirlerine yakin oldugu goriilmiistiir. Kalman
Filtresinin gercek degerleri daha kisa siirede yakaladigi, bu nedenle de hata kareler

ortalamasinin daha kiiglik oldugu goriilmiistir.
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Sekil 5.20 ile model parametresi b, ’in gergek degeri ile Kalman Filtresi ve indirgemeli

EKK yo6ntemi kullanilarak elde edilen tahmin sonuglarina ait grafik verilmistir.
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Sekil 5.20 Model Parametresi b;’ in Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK ile Tahmini

Mavi renk ile Kalman filtresi tahminleri, pembe ile indirgemeli EKK tahminleri ve siyah
renk ile parametrenin gergek degeri gosterilmistir. indirgemeli EKK ydntemi ve Kalman
Filtresi ile elde edilen tahminlerin ger¢ek degere yakin oldugu goriilmiistiir. Kalman

Filtresi tahminleri gergek degeri daha ¢abuk yakalamaktadir.

5.4 ARMAX Modelinin Durum-Uzay Modeli Gosterimi ve Parametrelerinin

Tahmini

Bu kisimda,

Vit = QY1+ A2YVep + bie + byer g + ciup

69



bi¢iminde bir Armax(2,2,1) modeli gézoniine alinmigtir. Bu modelde, a, = 1.5, a, =
—0.56, by =1, b, = —0.5, ¢; = 1 ve hatalar (giiriiltiiler) sifir ortalamali, 1 varyansl
Standart Normal dagilima sahip olarak iiretilip, model yapisina bagli olarak sistem

ciktilar1 elde edilmistir. Buna gore simiilasyon ¢aligmasi i¢in model,

yt = 1'5yt—1 - O.56yt_2 + ut_l + et - O.5€t_1

bigiminde alinmistir. Model parametreleri indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi ile

tahmin edilmistir. Bu modelde bilinen girdi w(t)’ler,

ut :t_yt,t: 1,2,..,100

olarak sisteme eklenmistir. Buna gore, bilinen girdiler yani kontrollerin grafikleri Sekil

5.21 ile verilmistir.

Kontrol
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Sekil 5.21 Bilinen girdiler ve kontroller
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Sekil 5.22 ile verilen Armax modeline ait ¢iktilar yani y, gozlemlerinin grafikleri

verilmistir.

Ciktilar-Gozlemler
100 T T T T T T T T T
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Sekil 5.22 Ciktilar ve gozlemler

Sekil 5.23 ile model parametresi a; ve a,’nin Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK

yontemine gore elde edilen tahmin sonuglarinin grafikleri verilmistir.
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Kalman ve indirgemeli EKK Tahminleri
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Sekil 5.23 Model Parametresi a; ve a,’nin Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK ile

Tahmini

Mavi ile Kalman filtresi tahminleri, pembe ile indirgemeli EKK tahminleri, yesil ile
tahmin edilmek istenen gergek parametre degerleri gosterilmistir. Indirgemeli EKK
yontemi ve Kalman Filtresinin baglangic degerleri farkli olmasina ragmen kisa bir siire
icinde gercek degerlere yakin degerler almaya bagladiklari goriilmektedir. Kalman

Filtresi ile elde edilen tahminlerin indirgemeli en kiiglik kareler yontemi ile elde edilen

tahminlere gore daha iyi olduklar1 goriilmektedir.

Sekil 5.24 ile model parametresi b; ve b,’nin Kalman Filtresi ve indirgemeli EKK

yontemine gore elde edilen tahmin sonuglarina iliskin grafikleri verilmistir.
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Sekil 5.24 Model Parametresi b; ve b, ’nin Kalman Filtresi ve Indirgemeli EKK ile

Tahmini

Mavi renk ile Kalman filtresi ile elde edilen tahminler, pembe renk ile indirgemeli EKK
yontemi ile elde edilen tahminler, yesil renk ile gergcek parametre degerleri gosterilmistir.
Indirgemeli EKK yéntemi ve Kalman Filtresinin baslangi¢ degerleri farkli olmasia
ragmen kisa bir siire i¢inde gergek degerlere yakin degerler almaya basladiklari, Kalman
Filtresi tahminlerinin indirgemeli EKK yontemiyle elde edilen tahminlere gore daha iyi

olduklar1 goriilmektedir.

Cizelge 5.13 ile her iki yonteme gore elde eilen parametre tahminlerine iliskin hata kareler

ortalamalar1 verilmistir.
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Cizelge 5.13 Parametre tahminlerine iligkin hata kareler ortalamalari

HKO Kalman HKO indirgemeli EKK
a; 0.1189 0.5231
a, 0.1021 0.5083
b, 0.0606 0.1014
b, 0.6608 1.4462

Cizelge 5.13 ile elde edilen sonuglar da grafiklerle elde edilen sonuglara benzer olarak
Kalman filtresi tahminlerinin indirgemeli EKK tahminlerine gore daha iyi oldugunu
sOylemektedir. Kalman filtresi tahminleri hata kareler ortalamasi anlaminda indirgemeli

EKK yontemine gore daha iyi sonuglar vermistir.

5.5 Gergek Veri Uygulamasi

Yeni Covid-19 hastaligi Cin’in Hubei Eyaleti, Wuhan kentinde 2019 yili Aralik ay1
sonunda ortaya ¢ikmis ve Covid-19 viriisii, solunum yolu belirtileri (ates, okstiriik, nefes
darlig1) gosteren hastalar iizerinde yapilan ¢alismalar sonucunda 13 Ocak 2020 tarihinde
tanimlanmistir. Covid-19 viriisiiniin ¢ok hizl1 bir sekilde yayilmasi ve tiim diinyayi etkisi
altina almasi nedeniyle 11 Mart 2020 tarihinde Diinya Saglik Orgiitii tarafindan kiiresel

salgin (pandemi) ilan edilmistir.

Pandemi siirecinde vaka sayisinin artmasini dnlemek amaciyla birgok iilke farkli tedbirler
almis ve birgok alanda kisitlamaya gitmistir. Alinan tedbir ve kisitlamalar iilkelere gore
farklilik gostermektedir. Alinan tedbirlerin bir kismi ile basariya ulagirken bir kisminda
da istenen basar1 elde edilememistir. Salgininin yayilma hizinin ve giinliik vaka
sayilariin tahmini Covid-19 ile miicadele eden biitiin iilkeler i¢in olduk¢a 6nemlidir.
Ciinkii bu tahminlere gore saglik sistemine iliskin planlamalar yapilabilir ve gerekli

onlemler bastan alinarak salginin seyri daha iyi yonetilebilir.

Bir hastalik nedeniyle enfekte olan ya da hayatini kaybeden insan sayisin1 yaklasik olarak
tahmin etmek i¢in matematiksel modellemeler kullanilabilmektedir. COVID-19
hastalarinin sayisini tahmin etmek i¢in de 6nerilen bir takim modeller vardir. Bu modeller

arasinda lineer olmayan biiytime modelleri ve Susceptible, Infectious or Recovered (SIR)
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modeline dayanan modeller yer almaktadir. SIR modelinde S, hastaliga acik veya elverisli
birey sayisini, | enfekte olan birey sayisini, R ise iyilesen veya hayatini kaybeden birey

sayisini ifade etmektedir.

Tezin gergek veri uygulamasi kisminda, son iki yildir tiim diinyanin giindemini mesgul
eden Covid-19 verileri alinmig ve Tiirkiye icin COVID-19 vaka ve 6liim sayisini tahmin
etmek amaciyla dinamik lineer modelleri yani durum-uzay modellerini kullanmak
amaglanmistir. Bu amagla tahmin yapabilmek i¢in tez kapsaminda anlatilan Kalman
Filtresi yontemi kullanilmigtir. Veriler, Saglik Bakanligi tarafindan agiklanan
25.11.2020-25.12.2021 tarihleri arasindaki giinliitk Covid-19 vaka ve 6liim sayilar1 olarak
alimmstir. Giinliik vaka sayilarin1 tahmin etmek i¢in icin AR(1) modeli, 6liim sayilarini

tahmin etmek icin ise regresyon modeli kullanilmistir.

1. Model:

Giinliik vaka sayis1 y; ile ifade edilmek tizere,

Ve =0y 1+ v (5.5)

seklinde AR(1) modeli ile ifade edilsin (Ozbek ve Demirtas, 2021). Burada, v,~N (0, 62)

olmak iizere korelasyonsuz rasgele hatalar1 gosterir. 0 parametresinin de zamanla

oo

degistigi durum goz Oniine alinirsa 6, rastgele yiiriiyiis siireci olarak

Ht = Ht—l + W (56)

ile ifade edilebilir. Burada, w.~N (0, 62) ve v, hata terimlerinden bagimsiz varsayilabilir.

Buna gore giinliik vaka sayisina iliskin durum-uzay modeli;
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Ye = 0tYe—1 +v;

bi¢iminde ifade edilebilir. (5.7) ile verilen durum-uzay modelinde amag 6, ile ifade edilen

durumlarin belirlenmesidir. Bu sekilde problem aslinda,

Ve = 0tYe—1 +v;

ile verilen AR(1) modelindeki 6, zamanla degisen parametresinin belirlenmesi (tahmin
edilmesi) problemine doniismiis olur. Zamana bagli 8, parametresi belirlendiginde de t +
1,t + 2, ... zamanlarindaki vaka sayilar1 da ¢evrimigi olarak tahmin edilebilir. Zamana
bagli 6; parametresini tahmin etmek i¢in de Kalman Filtresi yontemi kullanilabilir. Buna

gore vaka sayilar1 ve 6, parametresi i¢in tahmin sonuglari asagidaki grafikler ile

verilmigtir.
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Sekil 5.25 Gozlenen vaka sayilari ve Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlere iliskin
grafik
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Sekil 5.25’te gozlenen vaka sayilari ve Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlere iliskin
grafik ¢izdirilmistir. Gozlenen vaka sayilari ve Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerin
birbirlerine ¢ok yakin degerler oldugu goriilmiistiir. Alinan déneme iliskin Kalman

Filtresi tahminlerinin hata kareler ortalamasi ise 5.0514e+06 olarak bulunmustur.

0(t) Kalman Filtresi Tahmini
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Sekil 5.26 8, parametresinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminleri

Sekil 5.26°da 6, parametresinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerine iliskin grafigi
cizdirilmistir. 8; parametresi i¢in Kalman Filtresi tahminlerinin ortalamasi 0.9899 olarak

bulunmustur.
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Cizelge 5.14 6, parametresi i¢in Kalman Filtresi Tahminleri Ortalamasi ve HKO

Kalman Filtresi Kalman Filtresi HKO
Tahminleri Ortalamasi

0.9899 5.0514e+06

Cizelge 5.14’te 6, parametresi i¢in Kalman Filtresi Tahminleri Ortalamasi1 ve HKO

verilmistir.

2. Model:

Giinliik vaka sayis1 x;, ve giinliik vefat edenlerin sayisi y; ile gosterilmek iizere y, ile x;

arasinda,
V¢ = bot + bypxe + vy (5.6)

bigiminde bir regresyon denklemi yazilabilir.Buna gore,
b
ye=1[1 X [bOt] + vt
1t

gbzlem denklemi ve
bOt] [bOt]
by¢ by

durum denklemi olarak alinip Kalman Filtresi ile regresyon denklemine ait zamana bagli

parametreler tahmin edilerek giinliik vaka sayis1 tahmini yapilabilir. Burada yine hata
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terimleri v; ve w; birbirinden bagimsiz Normal dagilima sahip rasgele degiskenler olarak

alinabilirler.

Gercek Olim Sayilari ve Kalman Tahminleri
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Sekil 5.27 Gergek 6liim sayilar1 ve Kalman Filtresi ile elde edilen tahminler

Sekil 5.27°de gergek 6liim sayilar1 ve Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlere iliskin
grafik ¢izdirilmistir. Gergek 6liim sayilari ve Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerin

birbirlerine ¢ok yakin oldugu goriilmiistiir.
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Gercek ve Tahmini Vaka-Olim Sayisi Sagilim Grafigi
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Sekil 5.28 Gergek ve tahmini vaka-6liim sayilarina iligkin sagilim grafigi
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x 10™ o Kalman Filtresi Tahmini
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Sekil 5.29 o parametresinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerine iligskin grafik

Sekil 5.29°da a parametresinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerine iliskin grafik

cizdirilmistir.
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B Kalman Filtresi Tahmini
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Sekil 5.30 B parametresinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminleri

Sekil 5.30°da P parametresinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerine iligkin grafik

cizdirilmistir.
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Cizelge 5.15 a ve B parametrelerinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminleri, HKO ve
R? degerleri

n 396

Kalman Filtresi 0.000174
ile o tahmininin
ortalamasi

Kalman Filtresi 0.010258
ile p tahmininin
ortalamasi

Kalman Filtresi 474977467
HKO

R? 0.9638

Cizelge 5.15’te o ve B parametrelerinin Kalman Filtresi ile elde edilen tahminlerinin

ortalamasi, HKO ve R? degerleri verilmistir.

Her iki model icin grafiklere bakildiginda vaka sayis1 ve 6liim sayilar1 tahminlerinin

gercek degerlere oldukca yakin ¢iktigr goriilmektedir.
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6. SONUC

Bu tez ¢alismasinda uygulama alani oldukg¢a genis olan dinamik lineer modeller i¢in

parametre tahmini konusu ele alinmistir.

Calismanin ikinci boliimiinde bir acgiklayic1 degiskenli lineer modeller, birden cok
aciklayici degiskenli lineer modeller ve rastgele katsayili lineer modeller anlatilmustir.
Durum-uzay modelleri ve kesikli zaman stokastik durum-uzay modelleri ile ilgili bilgiler
verilmistir. Lineer modeller ile dinamik lineer modeller arasindaki fark agiklanmaya

calisiimustir.

Uciincii boliimde istatistikte sikca kullanilan modellerin dinamik lineer model

gosterimleri olan durum-uzay modelleri verilmistir.

Dordiincii boliimde tez ¢alismasinin uygulama kisminda kullanilan parametre tahmin
yontemlerinden biri olan indirgemeli en kiigiik kareler yontemi hakkinda bilgi verilmistir.

Daha sonra, Kalman Filtresi ile tahmin ve Kalman Filtresinin elde edilisi anlatilmistir.

Simiilasyon c¢aligmalarina ayrilan besinci bdliimde, istatistikte yaygin kullanima sahip
olan ve ii¢iincii boliimde verilen modeller durum-uzay modeli haline getirilerek parametre
tahminleri elde edilmistir. Parametre tahminleri i¢in Indirgemeli EKK ve Kalman Filtresi
yontemleri kullanilmis ve bu iki tahmin yontemi ile elde edilen sonuglar

karsilastirilmistir.

[lk olarak yapilan uygulama ¢alismasinda basit dogrusal regresyon modeli ele alinmis ve
model durum-uzay modeli bi¢iminde ifade edilmistir. Daha sonra, modelin parametreleri
olan a ve B parametreleri durum vektorii olarak ele alinip, Kalman Filtresi ve indirgemeli
en kiiciik kareler yontemleri ile tahmin edilmistir. Yapilan tahminler durum ve 6lgim
giiriiltli matrislerinin degerlerine gore degiseceginden, farklt durum ve 6l¢iim giirtiltii
matrisi  degerleri igin tahminler elde edilmistir. Tahmin performanslarini
karsilastirabilmek i¢in HKO o0l¢iitii esas alinmustir. Her iki yontem kullanilarak elde
edilen tahminler karsilastirildiginda, Q degeri arttikca Kalman filtresi ile elde edilen

tahminlerin daha fazla salinim gosterdigi ve HKO nun giderek arttig1 gézlemlenmistir.
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Gergek hayatta regresyon parametrelerinin her zaman sabit olmayacagi, zamana bagl
olarak degisebilecegi durumlarla sik¢a Kkarsilasilabileceginden ikinci uygulama
calismasinda dinamik regresyon modeli ele alinmistir. Kalman Filtresi ve indirgemeli en
kiiciik kareler yontemleri kullanilarak a ve B parametreleri farkli durum ve 6l¢iim giiriilti
matris degerleri i¢in tahmin edilmistir. Dinamik regresyon modelleri i¢in yapilan
tahminlerde, Kalman Filtresinin indirgemeli en kiiglik kareler yoOntemine gore
parametreleri daha iyi tahmin ettigi gozlemlenmistir. Farkli Q degerleri i¢in her iki
yontem kullanilarak elde edilen tahminler karsilastirildiginda, Q degeri azaldik¢a Kalman
filtresi ile elde edilen tahminlerin daha fazla sapma yaptig1 ve hata kareler ortalamasinin
giderek arttig1 gozlemlenmistir. Basit dogrusal regresyon ve dinamik regresyon modelleri
icin yapilan simiilasyon ¢alismalar1 sonucunda, Kalman Filtresinin dinamik dogrusal
regresyon modellerinde indirgemeli en kiiclik kareler yontemine gore daha iyi sonuglar

verdigi gorilmistiir.

Sonraki uygulama g¢aligmasinda, otokorelasyonlu hatali regresyon modeli gz Oniine
alinmigtir. Hatalarin otokorelasyonlu oldugu durum igin de model durum-uzay modeli
seklinde yazilmig ve Kalman Filtresi kullanilarak a ve 8 regresyon parametreleri ile hata
terimi tahmin edilmistir. Elde edilen tahminler ile gergek degerlerin grafikleri ¢izdirilmis
ve Kalman Filtresi kullanilarak elde edilen tahminlerin gercek degerlere oldukga yakin

oldugu goriilmiistiir.

Bir diger uygulamada Arx (2) modeli, durum-uzay modeli seklinde gosterilerek sistem
ciktilar1 elde edilmistir. Model parametreleri, sistem ¢iktilart kullanilarak indirgemeli en
kiiciik kareler ve Kalman Filtresi yontemleriyle tahmin edilmistir. Elde edilen tahmin
degerleri karsilagtirildiginda indirgemeli en kiiciik kareler yontemi ve Kalman Filtresi

tahminlerinin deneme sayist arttik¢a birbirlerine ¢ok yakin sonuglar verdigi goriilmiistiir.

Son uygulama g¢alismasinda, Armax modeli durum-uzay modeli seklinde gosterilmistir.
Simiilasyon caligmasi ile sistem ¢iktilart elde edilmis ve bu ¢iktilar kullanilarak model
parametreleri indirgemeli en kiiciik kareler yontemi ve Kalman Filtresi kullanilarak

tahmin edilmistir. indirgemeli en kiigiik kareler ydntemi ve Kalman Filtresi kullanilarak
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elde edilen tahminlerin birbirlerine yakin olduklari fakat Kalman Filtersinin ger¢ek

degerlere daha yakin sonuglar verdikleri gdzlemlenmistir.

Son olarak gergek veriler kullanilarak bir uygulama ¢alismasi yapilmistir. Bu uygulama
calismasinda 25.11.2020-25.12.2021 tarihleri arasinda iilkemizdeki Covid-19 verileri
kullanilmigtir. Giinliik vaka ve 6lim sayilarini tahmin etmek i¢in iki farkli model goz
oniine alinmustir. ik model ile giinliik vaka sayilarini tahmin etmek icin birinci dereceden
AR zaman serisi géz oniine alinirken ikinci model olarak basit dogrusal regresyon modeli
g6z Oniine alinmistir. Her iki model i¢in Kalman Filtresi kullanilarak giinliik vaka sayilar
ve Olim sayilarina iligkin tahminler elde edilmistir. Elde edilen tahminlerin gergek
degerlere olduk¢a yakin oldugu cizilen grafikler ile gézlenmistir. Tahminlere iliskin hata
kareler ortalamalar1 da elde edilmistir. Regresyon modeli i¢in R? belirtme oranmnmn

oldukea yiiksek oldugu goriilmiistiir.

Sonug olarak, lineer durum uzay modelleri yani dinamik lineer modeller birgok bilim
dalinda uygulama alan1 olan ve arastirmacilarin ilgisini ¢eken konular arasinda yer
almaktadir. Bu tez calismasinda, dinamik lineer modellerde parametre tahmini igin
kullanilan yontemlerden indirgemeli EKK yontemi ve Kalman Filtresi yontemi anlatilmis
ve yapilan simiilasyon calismalari ile bahsedilen yontemlerin uygulamalar1 yapilmistir.
Elde edilen sonuclardan her iki yontemin de parametre tahmininde oldukca basarili

oldugu goriilmiistiir.
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