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OZET

Doktora Tezi

W-EGRILERININ GEOMETRIK UYGULAMALARI

Emre OZTURK

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismia ayrilmistir.
Ikinci boliimde, tez icinde kullanilacak temel kavramlar verilmistir.

Uctincii boliimde, Chen vd. (2006) ve Kim D.S. ve Kim Y.H. (2010) ¢alismalarinda
W —egrileri ve izoparametrik yiizeylere iligkin ifade edilen kavram ve ézellikler, Oklid
uzayinda agiklanmaya ¢aligilmigtir. Ayrica bu boliimde, ilk kez N ve N yildiz—egrileri
tanimlanarak bu egriler ile izoparametrik yiizeylerin ilgisi verilmigtir.

Son boliimde, Kim D.S. ve Kim Y.H. (2010) ¢alismasi esas alinarak bazi 6zel egriler
icin Lorenz uzayinda karakterizasyonlar elde edilmistir. Lorenz uzayinda sabit egri-
likli egrilerin denklemleri, Unal (2007) calismasi dogrultusunda, belirlenmistir. Ozel
olarak ti¢ boyutlu Lorenz uzayinda sabit egrilikli egrilerin denklemleri lineer ce-
birsel teknikler ile elde edilmigtir. Yine Kim D.S. ve Kim Y.H. (2010) ¢alismasi
esas alimarak n—boyutlu Lorenz uzayinda izoparametrik yiizeyler belirlenmis ve
bu yiizeylere ait baz karakterizasyonlar verilmistir. Son olarak Munteanu ve Nis-
tor (2012) ve Lopez (2014) galigmalar1 referans alinarak, pseudokiiresel silindir ve
pseudohiperbolik silindir yiizeyinin geodezikleri elde edilmigtir.

Haziran 2017, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler: W —egrisi, Izoparametrik Yiizey, Geodezik, Kiiresel Silindir,
Lorenz Uzay1
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

GEOMETRIC APPLICATIONS OF W-CURVES

Emre OZTURK

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consist of four chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, basic concepts which will be used in further chapters are
presented.

In the third chapter, the concepts and properties which are expressed about W—curves
and isoparametric surfaces in Chen et al. (2006) and Kim D.S. and Kim Y.H. (2010)
have been tried to be explained in Euclidean space. Furthermore, in this chapter, N
and N star—curves have been defined for the first time, and these curves have been
given attention to isoparametric surfaces.

In the last chapter, characterizations have been obtained in Lorentz space for some
special curves, based on study Kim D.S. and Kim Y.H. (2010). Equations of constant
curvature curves in Lorentz space have been determined according to the study Unal
(2007). In particular, equations of constant curvature curves in three dimensional
Lorentz space are obtained by linear algebraic techniques. In addition, isoparametric
surfaces are obtained in n—dimensional Lorentz space and some characterizations
related to these surfaces are given, based on study Kim D.S. and Kim Y.H. (2010).
Finally, the geodesics of pseudospherical cylinder and pseudohyperbolic cylinder are
obtained by references of Munteanu and Nistor (2012) and Lopez (2014).

June 2017, 75 pages

Key Words: W —curve, Isoparametric Surface, Geodesic, Spherical Cylinder, Lorentz
Space
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1. GIRIis

Egriler giinliik hayatta, bilim ve teknikte, sanatta bircok uygulamaya sahip kullanigh
nesnelerdir. Egriler mimaride ve miihendislikte yapilarin ingasinda kullanilirken sa-
natta daha ¢ok dekoratif ve gorsel amach olarak kullanilir. Bunun yanisira bir fizik¢i
icin egri kavrami bir parcacigin bir £ zaman parametresine bagimh olarak izledigi yol-
yoriinge olarak diigiiniilebilir. Hizla geligsen bilgisayar bilimi ve yazilimi gibi alanlar
i¢in grafik tasarimlari, modelleme, matematiksel modelleme gibi kavramlar egri vb.
matematiksel nesneler sayesinde geligtirilebilmektedir. Bunun yanisira egriler veri
analizlerinde, can egrisi gibi istatiksel kavramlarda da karsimiza ¢ikmaktadir.
Geometride ise egriler bagh bagina énemli nesneler olmalarinin yanisira ytiizey-
leri ve manifoldlar1 karakterize etmede 6nemli rol oynarlar. Tarihte bircok egri
cok onceleri yunanh geometriciler tarafindan calisilmistir. Ornegin Pergeli Apollo-
nius konik kesitleri (parabol, elips, hiperbol), Arsimet ise spiral egrileri incelemistir.
Matematiksel olarak egriler reel bir I araligindan R™ e siirekli bir doniigiim olarak
diigiiniilebilir. Burada n = 2 ise egri diizlemsel egri, n > 3 ise egri uzay egrisi olarak
adlandirihir. « : I — R" regiiler bir egri yani her ¢ € I i¢in o/(t) # 0 olsun. Her t € T
icin {o/(t), & (t),...,a")(t)} ctimlesi lineer bagimsiz iken {a/(t), a”(t), ..., a1 (t)}
ciimlesi lineer bagimli oluyorsa « egrisi ranki r olan Frenet egrisi olarak adlandirilir.
Bu egrinin k1, ko, ..., k-—1 : I — R Frenet egrilikleri sabit ise a egrisine ranki r
olan bir W —egrisi denir. Oklid uzaymda cember ve dairesel helis egrileri bilinen
tipik W —egri ornekleridir. Bu egrilerden farkl olarak Kiihnel (2006) ¢aligmasinda

verilen, a, b, a, § sabit olmak iizere
v(t) = (acos(at), asin(at), beos(St), bsin(St))

a,b # 0,a # B # 0, R* Oklid uzaymnda bir W—egrisidir. a = b = 1 ve o,
aralarinda asal iki say1 ise egri kapali bir egri olur ve Clifford torusu iizerinde bir
diigiim (knot) olugturur. Kinematik ve Fizik biliminde sik¢a rastlanilan bu egriler
uzayda ani hareketlerin yoriingeleri olmalar1 bakimindan énemlidir. Genel gorelillik
kuraminda ifade edildigi tizere partikiiller (serbest parcaciklar) uzayda W —egrileri

boyunca hareket eder. Simdi bu egrilerin, izoparametrik yiizeyler (asli egrilikleri
1



sabit olan yiizeyler) ile birlikte Oklid uzayinda, tarihsel geligiminden bahsedelim:
[k olarak Rademacher ve Toeplitz (1957) caligmasinda agagidaki fikir ifade edilmistir:
“Cember, herhangi iki noktasi bir kiris ile birlegtirildiginde, kiris ile egrinin bu

noktalarda egit 6lciide ag1 yaptig1 kapali diizlemsel tek egridir.”

Kerzman ve Stein (1978) ¢alismasinda yukaridaki fikir, Szego gekirdegi (kernel) ile
Cauchy ¢ekirdegi (kernel) nin gakistig diizlemsel kapali tek bolgenin ancak ve ancak

daire olmasi olarak yorumlanmigtir.

Boas (1980) ¢alismasi bu ¢aligmay1 n—kiireye genellegtirilmis ve R™ deki hiperkiirelerin
herhangi iki noktasini birlestiren kirigin, yiizeyin normali ile bu noktalarda esit

olciide ag1 yaptigl ispat edilmigtir.

Boas (1984) calismasinda, Oklid uzaymda bu ozellige sahip yiizeylerin, izopara-
metrik yiizeylerden (diizlem, hiperkiire, silindir, kiiresel silindir) ibaret oldugu is-

patlanmigtir.

Wegner (1988), Boasin lokal karakterizasyon teoremi i¢in daha kisa bir ispat ver-
migtir.
Aminov (2000) caligmasinda, R?>"*1 Oklid uzaymda W —egrileri, egrinin Frenet for-

miillerinde Frenet egrilikleri sabit alinarak, birinci mertebeden diferensiyel denklem

sistemin ¢oziimleri olarak elde edilmistir.

Torgasev ve Sucurovic (2002) cahgmasinda, R?"*! Oklid uzayinda W —egrilerinin

denklemi ifade edilerek bu egrilerin ranklarina gore nerede yattiklar ifade edilmigtir.

Chen vd. (2006) galismasinda, Boas'in 1980 ve 1984 te yiizeyler igin elde et-
tigi sonuclar, n—boyutlu Oklid uzaymda, egriler icin elde edilmeye cahgilmistir ve

Rademacher ve Toeplitz (1957) galismasinda ifade edilen fikir yardimiyla ¢emberler
(X(t) = X(s),T(t) =T(s)) =0 (C)

kogulunu saglayan egriler olarak yorumlanmigtir. Burada X(s) birim hizhidir ve
T(s) = X'(s) egrinin birim teget vektor alamidir. Chen vd. (2006) caligmasinda

agagidaki soruya cevap aranmigtir:

“Oklid uzaymda (C) kosulunu hangi egriler saglar?”
2



Bu sorunun cevabi bir teorem ile agagidaki sekilde verilmigtir:

Teorem 1.1 n—boyutlu Oklid uzayinda birim hizh diizgiin bir egri bir W —egrisidir
ancak ve ancak egrinin iki noktasini birlestiren kirig, egri ile bu noktalarda esit clgiide

agl yapar.

Boylece Chen vd. (2006) galismasinda kirig ¢zelligi yiiksek boyutlu uzayda tiim
egrilere genellegtirilmis ve ispatlar i¢in agirlikli olarak matematiksel analiz teknikleri

kullanilmigtar.

Kim and Kim (2010) ¢alismasinda (C) kosulu, lineer cebirsel teknikler kullanilarak
yorumlanmig ve daha elementer ispatlar verilmistir. Yine ayni caligmada W —egrilerinin
birim teget vektor alam, antisimetrik bir A matrisi yardumyla T'(s) = AX(s) + b
seklinde ifade edilebilecegi gosterilmistir. Ayrica bu egrilerin her k£, 1 < k < n degeri
icin || X*)(s)]| in sabit oldugu ifade edilmistir. Yine bu ¢ahsmada 6nceki ¢ahgmalara

benzer olarak hiperkiirelerin
(y —z,G(x) +Gy) =0 (G)

kosulunu sagladig: ifade edilmistir. Burada x ve y hiperkiire iizerinde herhangi iki
nokta ve G de M nin Gauss doniisiimiidiir. Daha sonra agsagidaki su soru sorulmus-
tur:

“Oklid uzaymda (G) kosulunu hangi yiizeyler saglar?”

Bu soru izoparametrik yiizeyler olarak cevaplanmis ve bu yiizeylerin Gauss doniistimii

simetrik bir A matrisi yardimiyla G(r) = Az + b seklinde ifade edilmistir.

Lorenz uzayi i¢ carpimin negatif definit olarak tanimlanabildigi uzaylar olmasi baki-
mindan, Oklid uzaymdan farkh olarak, vektor, egri ve yiizeyler farkh tiirlere sahiptir.
Fizikte, ozellikle Einstein’in gorelilik kuramini inga ederken yararlandig: relativistik
uzay-zaman modeli, kaynagini bu kuramdan almaktadir. Dolayisiyla evrensel birgcok
Fizik yasasinin anlagilmasi i¢in bu kuramin temel kavramlar: biiyiik 6nem arz etmek-
tedir. Uzayda ani hareketlerin yoriinge egrileri bu uzaydaki sabit egrilikli egrilere
kargilik gelmektedir. Dolayisiyla bu egriler gemberler, hiperboller; kiibik, dairesel ve

hiperbolik helisler olarak karsimiza c¢ikmaktadir.
3



Lorenz uzayinda W —egrileri bircok matematik¢i tarafindan galigilmigtir (Walrave

1995, Torgasev ve Sucurovic 2002, flarslan ve Boyacioglu 2007, Unal 2007).
Walrave (1995) calismasinda W —egrileri, R? Lorenz uzayinda simiflandirilmigtir.

Torgasev ve Sucurovic (2002) ¢aligmasinda 4—boyutlu Minkowski uzayinda yatan

tiim spacelike W —egrileri ifade edilmistir.

Marslan ve Boyacioglu (2007) caligmasinda, 3—boyutlu Minkowski uzaymda , H2
pseudo hiperbolik uzay ve S? Lorentz kiiresi iizerinde yatan spacelike W —egrileri,

konum vektorleri yardimiyla karakterize edilmigtir.

Unal (2007) calismasinda Lorenz uzayinda sabit egrilikli egriler, helikoidal vektor
alanlarin integral egrileri ile Lie cebirin elemanlar1 eslenerek yorumlanmig ve bu

egriler, asagidaki matrisin ranki simflandirilmak iizere elde edilmistir:
w
Q= (1.1)

(1.1) de w € R3'1] semi anti-simetrik matris, v € R}"™" siitun vektort ve Q da
R Lorenz uzaynda, {0;uy,us, ..., U, 41} ortonormal bazina gére X helikoidal
vektor alanimnm matrisidir. Unal (2007), Lorenz uzaydaki W —egrilerini asagidaki

diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimleri olarak ele almigtir:

X (M) w v M
- (1.2)
0 0 0 1
(1.2) esitliginde M = (21, 7o, ..., Tony1) € RI"™ ve X de Lorenz uzayda bir helikoidal

vektor alanidir. Boylece (1.2) de M ile bir

o = (Oél(t), Oég(t), ceey OOl (t))

egrisinin konum vektorii ve X (M) = d_(; alinarak, R2"*! Lorenz uzaymda W —egri-
lerinin denklemleri elde edilmistir.

Magid (1985) caligmasinda, Lorenz uzayinda izoparametrik yiizeyler, Cartan tipi
ozdegliklerin ¢oziimii ile elde edilmistir.

Alias vd. (1992) ve Ferrandez ve Lucas (1992) ¢aligmalarinda 3—boyutlu Lorenz-

Minkowski uzayinda, tiim izoparametrik yiizeyler simiflandirilmistar.
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Bu galismada (C) kogulunu saglayan egriler C—egrileri olarak adlandirilmigtir. Lorenz
uzayda, W —egrilerinin kirig 6zellikleri ile ilgili sonuglar ve bu egriler ile C—egrileri
arasindaki iligkiler elde edilmistir. Kiris fikrinden esinlenerek N—egrileri ve N*—eg-
rileri tanimlanarak Oklid ve Lorenz uzaymda bu egrilerin C—egrileri ile iligkisi in-
celenmistir. Oklid ve Lorenz uzayda, N—egrileri ile izoparametrik yiizeylerin ilgisi
verilmistir. Son olarak Lorenz uzaymda, S? x R ve H? x R yiizeylerinin geodezikleri

elde edilmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde konuya temel olusturan tanim ve kavramlara yer verilmistir.

2.1 Oklid Uzay:

Tanim 2.1 3—boyutlu R?* Oklid uzayinda, egriligi hicbir yerde sifir olmayan birim

hizli bir egri v olsun. Bu durumda,

T = kN
N = —kT+71B
B =—-7N

esitlikleri yazilir ve bu esitlikler Frenet-Serret formiilleri olarak adlandirihr (Pressley 2010).

Tanim 2.2
Grad: C(R",R) — x(R")

f — Grad (f)

seklinde verilsin. R Oklid uzayinda bir koordinat sistemi {z1,xs,...,z,} olmak

lizere
" 0f 8
Grad (f) =

seklinde tanimh Grad fonksiyonuna R™ Oklid uzayinda {z1, zs, ..., 7, } koordinat sis-

temine gore gradient fonksiyonu denir ve V sembolii ile gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.3 L :V — V lineer doniistimii verilsin. L(v) = Av olacak bicimde bir A
sayisi ve sifirdan farkl bir v € V' vektorii varsa bu A sayisina, L lineer doniistimiiniin
bir karakteristik degeri denir. A bir karakteristik deger olmak iizere L(v) = Av
esitligini saglayan her v vektoriine, L lineer doniisiimiiniin A sayisina karsilik gelen

bir karakteristik vektorii denir (Sabuncuoglu 2006).

Tanim 2.4 v : (a, ) — R™ parametrik bir egri olsun. ~y egrisinin v(¢) noktasindaki
hiza ||/ (¢)|| ile verilir. Eger her ¢ € («, 8) icin ~/(¢) birim vektor ise -y egrisine birim
hizl egridir denir (Pressley 2010).



Tanmim 2.5 Bir M yiizeyi tizerinde bulunan bir «y egrisi i¢in eger 7" (¢) sifir veya 7" ()
yiizeyin y(t) noktasindaki tanjant diizleme dik, yani ¢ parametresinin her degeri i¢in

birim normal vektoriine paralel ise v egrisine bir geodezik egri denir (Pressley 2010).

Tanim 2.6 M ve N Riemann manifoldlar1 olmak iizere M, N manifoldunun alt-
manifoldu olsun. M ve N manifoldlar iizerindeki Levi-Civita koneksiyonu sirasiyla

V ve Volsun. X,Y € y(M) olmak iizere
VxY =VxY +h(X,Y)

seklinde verilen denkleme Gauss denklemi denir. Buradaki VxY ve h(X,Y") ifadeleri

VxY vektoriiniin sirasiyla teget ve normal bilesenleridir (Hacisalihoglu ve Ekmekci 2003).

Tanim 2.7 7, M yiizeyi iistiinde birim dik vektor alani olmak {izere M nin bir p
noktasinda

Sp(vp) = =Dy, Z

esitligiyle tanimh S, : T,M — T,M fonksiyonuna, M yiizeyinin p noktasinda, Z
birim dik vektor alanmina bagh sekil operatorii veya Weingarten doniigiimii denir

(Sabuncuoglu 2006).

Teorem 2.1 Bir yiizeyin sekil operatorii self-adjointtir. Her v,,w, € T,M igin
(S(vp), wp) = (vp, S (wp))

esitligi gegerlidir (Sabuncuoglu 2006).

Tamim 2.8 F bir immersiyon olmak tizere her X,Y € T,M i¢in
g (F(X),F(Y)) = g(X,Y)

sartii saglayan F' fonksiyonuna izometrik immersiyon denir. Burada g metrigi 7, M

tanjant uzayindan indirgenmig metriktir (Hacisalihoglu ve Ekmekci 2003).

2.2 Lorenz Uzay1

Tanim 2.9 R? Lorenz uzayinda bir vektor v olsun. (v,v) > 0veyav =0, (v,v) < 0,
(v,v) = 0vewv # 0 ise sirasiyla bu vektore spacelike, timelike ve lightlike (null) vektor

denir (O’Neill 1983).



Tanim 2.10 V vektor uzaymin ortonormal bazinda yer alan timelike vektorlerin

sayisina o uzayin indeksi adi verilir (O’Neill 1983).

Tanim 2.11 n—boyutlu R” reel vektor uzaymda sifirdan farklh X = (2, za, ..., 2,)

ve Y = (y1, Y2, ..., Yn) vektorleri i¢in tanimlanan
(X,Y), =~z + Zﬂfz'yz‘
i=2

esitligi Lorenz anlaminda i¢ carpim olarak adlandirihir. Ayrica {R™,(,),} ikilisi
Lorenz uzay1 olarak adlandirilir ve IL" ile gosterilir. Ozel olarak uzaym indeksi 1 ise

bu uzay R? ile gosterilir (Iyigiin ve Arslan 2005).

Tamm 2.12 Bir v € R} vektoriiniin normu ||v| = /|(v,v),| esitligi ile verilir
(O’Neill 1983).

Tamim 2.13 Bir regiiler v : I — R? egrisi igin (7/,7); > 0, (v',7),; < 0 veya
(v,7'); = 0 ise bu egri sirasiyla spacelike, timelike veya lightlike egri olarak ad-

landirihr (Kiihnel 2006).

Tamm 2.14 « birim hizh spacelike veya timelike egri olsun &yle ki (v”,7"), # 0
olsun. Egrinin Frenet catis1 {7, N, B} olmak iizere, bu egrinin Frenet formiilleri

agagidaki gibi verilir:

T’ 0 KM 0 T
N | =1 —ke 0 —7en N
B’ 0 —mn O B

Burada (T, T); =€, (N,N), =nve (B, B), = —en olarak belirlidir (Kiihnel 2006).

Tanim 2.15 n—boyutlu V' vektor uzaymnin indeksi 0 < v < n olsun. g1 = g5 =
=€y =—1vVe ey =€pp2 = ... =g, = 1 olmak tizere (J;;e;) diagonal matrisine

V' vektor uzayinin isaret matrisi adi verilir. Burada

1, 0=
0, 17#J

6ij —

ile verilir (O’Neill 1983).



Tanim 2.16 v : I — R}, Lorenz uzaymda bir egri olsun. Eger (7/(s),~/(s)); > 0
ise egri spacelike, (7/(s),7'(s)); < 0 ise timelike, (7'(s),7'(s)); = 0 ise lightlike
(null) egri olarak adlandirihr (O’Neill 1983).

Tanim 2.17 v : I — R}, n—boyutlu Lorenz uzaymda non-null bir egri ve egri
boyunca hareketli Frenet catis1 {V1, V3, ..., V,,} olsun. i—yinci egrilik fonksiyonu ;

olmak iizere bu egrinin Frenet formiilleri

!

V1 = VV1V1 = &9k1Va

Vi = Vs = —e1r V1 +e3kr2V3
lA

|% = VyV; = —giki—1Vier FeinkiVia
!

Vih = VyVipn = —grlV;

olarak verilir. Burada ¢; = (V;,V;); = %1 ve V koneksiyonu R} Lorenz uzaymin

Levi-Civita koneksiyonudur (Iyigiin ve Arslan 2005).

Tamim 2.18 M C M semi-Riemann hiperyiizeyi iizerinde tanmimli birim normal

vektor alan1 U olsun. Her V. W € x (M) igin
<S(V)7 W>L = <II(V7 W)7 U>L

esitligini saglayan (1,1) tipinde S tensor alamina, M C M nin U dan elde edilen
sekil operatorii veya Weingarten doniigiimii denir. Burada [7(V,W) yiizeyin ikinci

temel formudur (O’Neill 1983).

Tanim 2.19 n > 2 ve 0 < v < n olsun. n—boyutlu, v indeksli ve » > 0 yarigaph

pseudokiire ve pseudohiperbolik uzay sirasiyla
Sy(r) ={P R} : (P, P), =r?}

ve
H(r) = {P e R}{{: (P, P), = —r*}

seklinde verilir (O’Neill 1983).



3. OKLIiD UZAYINDA OZEL EGRILER VE YUZEYLER

Bu boliimde, Oklid uzaymda, Kim ve Kim (2010) ¢alismasinda egriler ve yiizeyler
i¢in elde edilen sonuglar ifade edildi. Aym galigmadan esinlenerek, ilk kez N ve
N*—egrisi tanimland1. Izoparametrik yiizeylere ait karakterizasyonlar ifade edilerek

bu yiizeylerle N—egrilerinin iligkisi elde edildi.
3.1 Oklid Uzayinda W—Egrileri ve C—Egrileri

Tanim 3.1 [ C R bir agik aralik olmak {izere v : I — R"™ bir egri olsun. Eger her
s € I icin K1(s), K2(S), ..., kn—1(s) Frenet egrilikleri sabit ise 7y egrisine ranki n olan
bir W —egrisi denir. Bu egriler Oklidyen doniisiimlerin 1—parametreli gruplarmin
yoriinge egrileridir (Oztiirk vd. 2008).

Teorem 3.1 R?"*! Oklid uzayinda birim hizl bir W —egrisi

v(s) = g + aseg + Zri (cos (a;s) €1 + sin (a;s) €3;) (3.1)
i=1

vektorel denklemine sahiptir oyle ki {e_(;, €1y @Z} citimlesi R?>"*! uzaymm bir or-
tonormal bazidir. Burada 7_6 sabit bir vektor, a € R ve a; < as < ... < a, pozitif

reel sayilar
k
Cl2 + Z (riai)Q =1 (32)
i=1
esitligini saglar. (3.1) ve (3.2) egitliklerinde a # 0 ise +y egrisinin rank: tektir ve bu
egri tamamen R?"*! Oklid uzayinda; eger a = 0 ise egrinin ranki cifttir ve egri R?"

Oklid uzayinda, hiperkiire iizerinde yatar (Torgasev ve Sucurovic 2002).

Tanim 3.2 X : I — R” egrisi Oklid uzayinda birim hizli bir egri olsun. Her t € [
icin

(X(t) = X(s),T(t) = T(s)) = 0 (C)
esitligi saglaniyorsa bu egriye Oklid uzaymda bir C—egrisidir denir.
co sv2 n S\/i S\/E

s s
2 272

denklemleriyle verilen birim hizli ¢cember ve dairesel helis egrisi birer C—egrisidir.

Ornek 3.1 Oklid uzayinda X (s) = (cos s, sin s) ve X (s) =

Bu egrilere ait 6zelligin geometrik temsili agagidaki sekilde verilmistir;
10



A

e
‘l
(D)~ T(s), A - w
’ B \
1 - )
T(s) K \ ) /
/ \ il
2 3 “ fl

Sekil 3.1 Cember ve Dairesel Helis Egrisi Uzerinde (C) Kosulu

Teorem 3.2 X egrisi R” Oklid uzayinda birim hizli bir C—egrisi olsun. Bu egrinin
birim teget vektor alani,

T(s)=AX(s)+b

olacak gekilde anti-simetrik bir A matrisi ve b € R siitun vektorii bulunur (Kim ve Kim 2010).

Ispat. X egrisi R* Oklid uzaymda bir C—egrisi olsun. Genelligi bozmadan X
egrisinin tiimiiyle n—boyutlu Oklid uzaymda yattigin kabul edelim. Bu egri iizerin-

de X (to), X (t1),..., X (t,) gibi (n 4+ 1)—nokta bulunur &yle ki
{X(tj) =X (to) [ 1< j<n}
ciimlesi R" Oklid uzaym gerer. (C) kosulunda t = t, degeri yerine yazilirsa
(T'(s), X(to)) = (T(s), X(s)) + (T'(t0), X (to)) — (T (to) , X (5)) (3.3)

esitligi ve 1 < j < n olmak fizere t = ¢; degeri yerine yazilirsa

dX (t) ax(1)
T

1=, olarak hesaplanir. (3.4) esitliginden (3.3) gikarilirsa

esitligi elde edilir. Burada T'(ty) =
dX(t)
dt

|t:t17 ceey T(tn) -

(T(s), ) = <ﬁj,X(s)> +¢; (3.5)
11



esitligi clde edilir dyle ki burada
aj = X(t;) — X(to)
B8y =T(to) — T (t;)
¢; = (T(t;), X (t;)) — (T (to) , X (t0))

seklinde verilir. «; ve 3; vektorlerini j—yinci siitun kabul eden matrisler sirasiyla

A; ve Bj olsun. X (t) = (X1(¢), Xa(t), ..., X,,(t)) olmak tizere

Xl(tl) — Xl(t()) Xl(tg) — Xl(t()) Xl(tn) — Xl(to)

A Xa(t1) — Xa(to) . v Xa(t) — Xalto)
Xo(t) — Xnlto) Xn(t2) — Xult) . Xultn) — Xu(to)

Xi(to) — Xi(t1) Xi(to) — Xi(t2) X1 (to) — X1(tn)

o | ) - xm) Xj(to) — X3 (t)

Xo(to) = Xp(t)  X5(to) — Xi(t2) - X (fo) — X5(tn)

seklinde verilir. A; ve B; matrisleri yardimiyla A matrisi

AT = BAT (3.6)
ve b vektorii
b = Zbkak (37)
k=1
seklinde tanmimlamir. (3.7) esitliginde ay = X (tx) — X (to) ile by, sayilan da
(o, 00) (o, 0) .. (g, ) by 1
Qa, Qv . v o, b c
(g, ay) (g, an) 2 | _ 2 (3.8)
<Oén,041> <Oén,Oé2> <Oén,Oén> bn Cp

esitligi yardimiyla hesaplanir. (3.8) geregince

Cj = <(l/j, 041> bl + <O!j, O(2> b2 4+ ...+ <Olj, an> bn
12



yazilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

n

(0, b) = oy, au) by = ¢ (3.9)

k=1

olarak elde edilir. Ayrica (3.6) geregi her 1 < j <n i¢in 3; = A", oldugundan
<ﬁj,X(s)> = (a;, AX(s)) (3.10)
yazilir. (3.9) ve (3.10) geregi
(B, X (s)) + ¢; = (aj, AX(s) + b) (3.11)
elde edilir. (3.5) ve (3.11) geregince
(o, T(s)) = (e, AX(s) + b)

yazilir ve buradan

T(s) = AX(s) + b (3.12)
olarak elde edilir. (3.12) esitligi ve (C) kogulu geregi
{(AX (1) — X(s)), X(t) — X(s)) = 0 (3.13)
yazilir. (3.13) ifadesi diizenlenirse
(X(t)— X(s), AT (X(t) — X(s))) =0 (3.14)
olur. (3.13) ve (3.14) taraf tarafa toplamrsa
(B(X(t) = X(s)), X(t) = X(s5)) = 0 (3.15)

elde edilir oyle ki burada B = AT + A simetrik matristir. (3.15) esitliginde ¢ = ¢,

degeri yerine yazilirsa
1
(BX(s), X(to)) = 5 {{BX(s), X(s)) + (BX(t0), X (t0)) } (3.16)
esitligi ve 1 < j < n olmak fizere t = t; degerleri yerine yazilirsa

(BX(3), X(1)) = 5 {(BX(s), X(s)) +{BX(5), X(1))}  (317)
13



esitligi elde edilir. (3.17) egitliginden (3.16) ¢ikarilirsa
(BX(s), ;) = d; (3.18)
elde edilir 6yle ki burada
a; = X (t;) = X (t)
4, = 5 {UBX(5), X(1)) ~ (BX(to), X (10)))

ile verilir. (3.18) de d; € R ve a;, R* Oklid uzay icin baz oldugundan BX (s) sabit

bir vektor olur. Boylece
ve B matrisi sifir matrisi olarak elde edilir. B = AT + A = 0 ve boylece AT = —A

olacagindan A anti-simetrik bir matris olur. =

Sonug 3.1 A ve A; matrisleri Teorem 3.2 deki gibi tanimlansin. A; matrisinin
tiirev matrisi A; olmak tizere

A=AA7!

177

olarak yazilir.

Ispat. Teorem 3.2 geregi AT = — A yazilirsa BjAj_l = —A ve boylece —B; = AA;
olur. Fakat B; = —fij oldugundan AA; = /Ij elde edilir. Boylece
A= AjAj_1

olarak yazilir. m

Uyar1 3.1 Sonug 3.1 de A; matrisi 6zel olarak ortogonal almirsa A matrisi ani

hareketlerin dénme matrisine (Darboux matrisine) kargihik gelir.

Ornek 3.2 R? Oklid uzaymda birim hizli dairesel helis egrisinin parametrik denk-

X(s) = (cos S\/i,sin i 2, Sﬂ)

lemi

2 2 2

ile verilsin. Bu durumda

T(s) = (—\/5 w22 V2 %ig)

o M Ty

14



V2

olarak yazilir. X egrisi iizerinde X (0) = (1,0,0), X(77T) = (0, 1, g) , X(V2r) =
3v2 3
(—=1,0,7m) ve X (Tﬂ') = (0, -1, 7) noktalarim alalim. Bu degerler yardimiyla
-2 -1
0 -1

>
Il
Y
oy ’|_‘
3
w
Nj

ve
V2o V2
2 2
Bi=|v2 5 V2
2 2
0 0 0

olarak bulunur. AT = BJ-Aj_1 egitliginden A anti-simetrik matrisi hesaplanirsa

0 —5 0
A=| V2
Y20 0
2
0 0 0

seklinde elde edilir. 4,5 € {1,2,3} icin o; = X(¢;) — X (to) ve a;; = (a;, ;) olmak

iizere P = [a;;| matrisi hesaplanirsa;

2 2 2
24+ — 24 — —
i 4 + 2 4
2 37’1’2
P=12+— 4+7% 24+—
+ 5 + 5
32 312 972
o 9420 94 T
4 + 2 + 4

il
b = (b1, by, b3) olmak iizere Pb = ¢; denklem sistemi ¢oziiliirse

3
olarak bulunur. Gerekli hesaplamalar yapilirsa ¢; = ( T, g) olarak elde edilir.

1 1
b1=b3=;, bzz—;

3
2
olur. b = Zbiai toplaminda gereken degerler yerine yazilirsa b = (0, 0, g) olarak

=1
bulunur. Boylece T'(s) = AX(s) + b olacak gekilde uygun A anti-simetrik matrisi ve

b kolon vektorii hesaplanmig olur.
15



Uyar1 3.2 Ornek 3.2 de goriildiigii iizere b 6teleme vektoriinii Teorem 3.2 1s181mda

hesaplamak zordur. Burada b vektoriinii bulmanin daha kolay bir yolu X'(s) =

AX(s) + b esitliginde s yerine uygun bir deger yazmaktir. Gercekten Ornek 3.2 de

2
s = 0 almirsa X’ (0) = AX(0) + b esitligi geregince b = (O, 0, g) olarak bulunur.

Teorem 3.3 R” Oklid uzaymda birim hizl bir X egrisi icin asagidaki ifadeler denk-

tir:

1) X bir C — egrisidir.

2) 1 < k < n olmak tizere || X®(s)|| sabittir.

3) X bir W — egrisidir.

(Kim ve Kim 2010).
Ispat. (1) = (2) X bir C—egrisi olsun. Teorem 3.2 geregi

X'(s) = AX(s) + b
yazilir. A matrisi sabit bir matris oldugundan 1 < k£ < n olmak iizere
XD () = AX®)(s)
olarak elde edilir. A? = —A oldugundan
(AX®)(5), X (5)) = — (X ¥ (5), AXD)(5))

olur ve boylece
(AX®(s), X®(s)) =0
yazilir.

(X8 (5), XB(5)) = 2 (XFH(s), XO)(s))
oldugundan (3.19), (3.20) ve (3.21) geregi
(X®)(s), XM (s)) =0
elde edilir. (3.22) geregi 1 < k < n olmak tizere

X ® )]
16
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sabit olur.
(2) = (3) 1 < k < n olmak tizere || X*)(s)|| sabit olsun. Kisahk icin X*(s) yerine

X®) ifadesi kullamlsin. (3.23) geregince
(X', X"y = sbt, (X", X") = sbt, ..., (XF XP)) = st (3.24)
yazilir ve (3.24) de her bir i¢ ¢arpimin yay parametresine gore tiirevi alinirsa
(X X"y = (X" X"y = ... = <X(k)’X(k+1)> =0 (3.25)
elde edilir. (3.25) de tekrar yay parametresine gore tiirev alinirsa
(X', X") = sbt, (X", XW) = sbt, ..., (X®, XFF)) = spt (3.26)

oldugu kolayca goriiliir. Benzer islemler tekrar edilerek i, j < n olmak iizere j—1 ¢ift
ise (X, X)) i¢ carpim sabit, tek ise sifira esit olur. Simdi 1 < 7 < n olmak {izere
X', X" ..., X" tirevleri bir I araliginda lineer bagimsiz olsun. {X’,X”, ...,X(r)}

ciimlesine Gramm-Schmidt ortogonallegtirme yontemi uygulanirsa

yazilhr. Burada (X@, E;) ve (E;, E}) i¢ carpimlar sabit oldugundan

Ei e Sp{X' X" ., X"}

(21
ciimlesi ile belirlidir. Boylece 1 <4 < n — 1 olmak iizere

ve || E;|| sabit olur. V; =

olmak tizere bu egrinin Frenet gatis1 {V;, Vs, ..., V,,}

Vi=aX +eX"+ . +6X0 (3.27)
olacak gekilde ¢; € R bulunur. (3.27) egitligi geregi
‘/i/ = ClX// + CQXW + ...+ CZ'X(H—I)

ve

Vi = X' + o X" + o+ 6 X0 4 X O
17



yazilir. Egrinin «;(s) = (V/(s), Vit1(s)) , i—yinci egrilik fonksiyonu hesaplanirsa

(V/(5),Vigr(s)) = (a1 X", 1 X' + X" + o4 ¢ XD + ¢ X D)

+ <02X/”, ClX/ + CQX” + ...+ CZX(Z) + CZ‘+1X(H—1)>

(3.28)

+ <CiX(i+1)7 X 4+ X"+ .+ CZ,X(i) + C,’+1X(i+1)>

olur. I¢ carpimn lineerlik ozelligi kullamlarak (3.28) esitligi hesaplanirsa
ki(s) = (Vi(s), Vir1(s)) (3.29)

degerleri sabit olur. Boylece X egrisi bir W —egrisidir.

(3) = (1) X egrisi bir W —egrisi olsun. Teorem 3.1 geregi bu egri ranki tek ise
X(s) = (a1 coseys,aq sineys, ..., Gy COS €S, Ay SiN ¢;,8, b8, 0, ..., 0)
esitligiyle, eger ranki cift ise
X(s) = (a1 cosc1s,ay sin ¢y s, ..., @y, COS €8, Ay, SN ¢, 8, 0, ..., 0) (3.30)
esitligiyle verilir. Egrinin rankinin ¢ift oldugunu kabul edelim. (3.30) geregi
T(s) = (—aycy sin g8, ai¢1 COS €18, ..., —QpCp SIN Cy S, Ay Cp COS €18, 0, ..., 0)
yazilir. Gerekli islemler yapilirsa
(X(t) = X(s5), T(t) = T(s)) = 0

oldugu goriiliir. Ranki tek olan W —egrileri i¢in benzer sekilde ayni sonug elde edilir.

Boylece W —egrileri birer C—egrisidir. m
3.2 Oklid Uzayinda N ve N*—Egrilerinin Geometrisi

Onceki kesimde C—egrileri karakterize edilirken, egrinin iki noktasin birlestiren
kirigin egri ile bu noktalarda esit olgiide ag1 yaptig ifade edilmigti. Bu kesimde

ilk kez, egrinin iki noktasimi birlestiren kirisin bu noktalardaki normal vektorlerin
18



toplamina dik olmas: fikri ile N—egrileri tanimlandi. Daha sonra egrinin herhangi
iki noktasinin belirledigi yer vektorlerinin toplam ile farkinin birbirine dik olmasi

kullanilarak N*—egrileri ifade edilmistir.

Tanim 3.3 I C R olmak iizere X : I — R” Oklid uzayinda birim hizli bir egri

olsun. Egrinin birim normal vektor alan1 N olmak iizere her ¢ € [ igin
(X(t) = X(s), N(t) + N(s)) = 0 (N)
esitligi saglaniyorsa X egrisine Oklid uzayinda bir N—egrisidir denir.

Ornek 3.3 R? Oklid uzayinda verilen birim hizli cember ve dairesel helis egrisi birer

N —egrisidir. Bu egrilere ait 6zelligin geometrik temsili agagidaki sekilde verilmistir;

N(s)

2 ."‘..'.'. 0 \4\ v
T
Fiaa -

Sekil 3.2 Cember ve Dairesel Helis Egrisi Uzerinde (N) Kosulu

Teorem 3.4 X egrisi R® Oklid uzaymda birim hizli bir C—egrisi olsun. Bu du-
rumda X bir N—egrisidir. Ayrica simetrik bir B matrisi ile ¢ € R} siitun vektorii

icin egrinin birim normal vektor alam N(s) = BX(s) + ¢ seklinde yazilir.

Ispat. X bir C—egrisi olsun. Bu durumda
T(s)=AX(s)+b (3.31)

olacak sekilde anti-simetrik bir A matrisi ve b € R} stitun vektorii bulunur. (3.31)

esitliginde s yay parametresine gore tiirev alinirsa

T'(s) = AX'(s) = AT(s) (3.32)
19



elde edilir. Tanim 2.1 geregince
T'(s) = k(s)N(s) (3.33)

yazilir. X, C—egrisi oldugundan k(s) = k # 0 bir sabittir.
(3.32) ve (3.33) esitliginden
1
N(s) = ;AT(S) (3.34)

yazilir. (3.34) kullanilarak
(X(t) = X(s), N(t) + N(s)) = % (AT (X(t) = X(s)), T(t) + T(s))
olur. A matrisinin antisimetrikligi ve (3.31) geregince
(X(t)— X(s), N(t)+ N(s)) =0

elde edilir. Boylece X bir N—egrisidir. (3.31) ve (3.34) geregince

N(s) = %AzX(s) + %Ab (3.35)

yazilir. A matrisi anti-simetrik oldugundan A? matrisi simetriktir. (3.35) esitliginde
1 1
~A? = B ve —Ab = ¢ yazilirsa
K K
N(s) = BX(s) +c¢

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. =

Teorem 3.5 R® Oklid uzaymda birim hizli bir X egrisi icin asagidaki ifadeler
denktir:

1) X — egrisi bir N—egrisidir.

2) N(s) = AX(s) + b olacak gekilde simetrik A matrisi vardir.

3) X — egrisi bir C—egrisidir.
Ispat. (1)=(2) X bir N—egrisi olmak tizere bu egri tiimiiyle R* Oklid uzaynda
yatsin. X iizerinde

X (t0> aX (tl) vX(t2)?X (t3)
20



gibi noktalar bulunur 6yle ki {X(¢;) — X (t) | j = 1,2, 3} climlesi R? Oklid uzaym
gerer. (N) kogulu geregi t = to degeri i¢in

(N(s), X(to)) = (N(s), X(s)) + (N (to) , X (s)) = (N(to), X (t0)) (3.36)
ve 1 < j < 3 olmak fizere ¢ = t; degerleri icin
(N(s),X(t;)) = (N(s), X(5)) + (N (t;), X (s)) — (N(t;), X (t;)) (3.37)
yazilir. (3.37) esitliginden (3.36) esitligi ¢ikarilirsa
(N(s), ;) = <X(s),ﬁj> +¢j (3.38)

elde edilir oyle ki burada

a; = X(t;) — X(to)
B; = N(t;) — N(to)
cj = (N (to), X (to)) — (N(t;), X (t;))

seklinde verilir. X(¢;) — X(to) ve N (t;) — N(to) vektorlerini j—yinci stitun kabul
eden matrisler sirasiyla A; ve B; olsun. X (¢) = (X;(t), X2(¢), X5(t)) ve birim normal
vektor alami N(t) = (Ny(t), Na(t), N3(t)) olsun. Burada 1 < j < 3,0 < k < 3 ve

X;(tr) = X ve N;(ty) = Njj, olmak iizere;

X1 — Xy X2 — X0 Xiz — Xoo
Aj = Xo1 — X0 Xop — Xop Xog — Xy
X31 — X30 Xs2— X30 X33 — Xso
ve
Nip — Nig N1z — Nig N1z — Nyg
Bj = | Nag — Nog Nay — Nag Nag — Nayg
N31 — N3 N3z — N3p N3z — Ny

seklinde verilir. A matrisi A; ve B; matrisleri yardimryla

AT = BjAj_1 (3.39)
3
seklinde b vektorii ise b = Zbkak seklinde tanimlanir. Burada b, katsayilar:
k=1
<Oé1, Oé1> <0617042> (v, 043> by C1
(g, 1) (ag,a9) (ag,as) by =1 ¢ (3.40)
(az,a1) (a3, a9) (as,as3) bs C3
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esitligiyle hesaplanir. (3.40) geregi 1 < j < 3 olmak iizere

c; = {aj, 1) by + (o, ag) by + (o, a3) bs

yazilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa,

(0, b) =) (o, ) by

k=1
olur. (3.40) ve (3.41) geregi
¢; = {a;,b)
olarak elde edilir. (3.39) geregi her 1 < j < 3 i¢in 3; = A" oldugundan
</3j7 X(S)> 5 <aj7 AX(S)>
yazilir. (3.42) ve (3.43) geregi
(B2 X(5)) + ¢ = oy, AX(s) )
yazilir. (3.38) ve (3.44) geregince
{aj, N(s)) = (a;, AX(s) + b)

yazilir ve boylece
N(s) = AX(s)+b

olarak elde edilir. Simdi A matrisinin simetrik oldugunu gosterelim:

Xll - XlO X12 - XlO

A=
Xo1 — Xgo Xaz — Xao
ve
Ni1 — Nig N1z — Nyo
B; =
Na1 — Nag Nag — Nag
yazilsin.

c= (Xll - XIO) <X22 - X20) - (X12 - XIO) (X21 - X2O>

olmak tizere

Al 1 [ Xo2 — Xoo Xio — X2
Tl==
€\ Xo— Xo1 X131 — Xy
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(3.45)



olarak elde edilir.

a1l ais
-1

BjA; ' =
a1 Q22

olsun. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

1

a12 = Z ((Xlo - X12)N11 + (X12 - Xll) NlO + (Xll - XlO) N12)

ve

1
Q21 = - ((Xa22 — Xa0)Not + (Xa1 — Xoa) Nag + (X20 — Xo1)Nog)

olarak yazilir. (N) kosulunda {to,t1}, {to,t2} ve {t1,t2} degerleri kullanilarak

sirasiyla

(X11 — Xi0)Nio + (X11 — Xi0)N11 + (Xa1 — Xog)Nag + (Xo1 — Xo0)Noy =0 (3.46)
ile

(X12 — Xi0)Nig + (Xoz2 — Xi0) N1a + (Xa2 — Xog)Nag + (Xa2 — Xo9)Nop =0 (3.47)
ve

(X12 — X11) N1 + (Xq2 — Xi41)Nig + (Xa2 — Xo1)Noy + (Xa2 — Xo1)Nop =0 (3.48)

esitlikleri elde edilir. (3.46) ve (3.48) esitlikleri toplanarak (3.47) den gikarilir ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa a1o = a9, elde edilir. Boylece AT dolayisiyla A matrisi
simetrik olur. Ispat 3 x 3 tipinde A matrisi icin benzerdir.
(2)=(3) A matrisi simetrik olmak iizere N(s) = AX(s)+ b olsun. (3.45) ve Tamm
2.1 geregince

N'(s) = AT (s) = —k(s)T'(s) + 7(s)B(s) (3.49)
yazilir. (3.49) esitliginde her iki tarafin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

AT'(5) = =K (s)T(s) — (*(s) + 7%()) N(s) + 7/(5)B(s)  (3.50)

elde edilir. (3.49), (3.50) esitlikleri ve A matrisinin simetrikligi kullanilarak
K'(s) = 0 olarak hesaplanir. Boylece (s) sabittir. x(s) = k ve 7(s) # 0 olsun. (3.50)

esitliginde her iki tarafin s yay parametresine gore tiirevi alinirsa

N"(s) = & (K*+7%(s)) T(s) — 37(s)7'(s)N(s) (3.51)

+ (T”(s) —7(8)(K* + 7'2(8))) B(s)
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yazilir. (3.51) egitligi N(s) ile i¢ garpilirsa
(N"(s),N(s)) = —37(s)7'(s) (3.52)
elde edilir. Tanim 2.1 geregince
N"(s) = —k?AT(s) + k7(s)AB(s) (3.53)
olarak yazilir. (3.53) esitligi N(s) ile i¢ garpilirsa
(N"(s), N(s)) = 7(s)7'(s) (3.54)
elde edilir. (3.52) ve (3.54) egitlikleri geregince 7(s) sabit olur. k(s) ve 7(s) sabit

oldugundan X bir C—egrisidir.
(3)=(1) Teorem 3.4 geregi C—egrileri birer N—egrisidir. =

Tanim 3.4 7 : I — R" Oklid uzayinda bir egri olsun. Her ¢, s € I icin

(v(#) = (), 7() +7(s)) = 0 (N¥)

esitligi saglaniyorsa bu egriye N*—egrisi ad1 verilir.

Ornek 3.4 S? kiiresi iizerinde verilen
cost sint at

t) = y )
() (\/l-i—azt2 V14 a2t2 1+ a2

kiiresel spiral egrisi bir N*—egrisidir. Bu egrinin geometrik temsili agagidaki sekilde

), a €R

verilmigtir:

Sekil 3.3 Kiiresel Spiral
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Teorem 3.6 r € R* olmak iizere Oklid uzayindaki tiim N*—egrileri r—yaricaph

S™ hiperkiiresi iizerinde yatar.

ispat. R"*! Oklid uzaymnda O merkezli r—yaricaphh S" hiperkiiresinin kartezyen
denklemi

2 2 2 _ .2
vyt + ...t =1

ile verilsin. Boylece yiizey iizerindeki noktalar (xy, z, ..., Tn, T,11) ile belirlidir. S™

iizerinde bir egri v ve bu egri iizerindeki iki nokta P ve () olsun.
— —
o7 - o - 559

oldugu agikardir. (3.55) geregince

—_—  —

—_— =
<OQ—OP,OQ+OP> — 22—
yazilir. Boylece v bir N*—egrisidir. m
3.3 Oklid Uzayinda G—Yiizeylerinin Ifadesi

Bu kesimde, Oklid uzayinda, W —egrilerini karakterize ederken kullanilan yontem ve

teknikler yardimiyla izoparametrik yiizeylere ait karakterizasyonlar ifade edilmistir.

Tanim 3.5 R" Oklid uzaymda bir hiperyiizey M ve G de yiizeyin Gauss doniistimii
olsun. P, () € M noktalar igin

(Q-PGP)+G(Q)) =0 (G)
esitligi saglaniyorsa M hiperyiizeyine Oklid uzaymda bir G—yiizeyi denir.

Teorem 3.7 R" Oklid uzaymda M hiperyiizeyi bir G—yiizeyi olsun. € M ve G
de M hiperyiizeyinin Gauss doniigiimii olmak iizere G(z) = Az + b olacak sekilde

simetrik bir A matrisi ve b € R} siitun vektorii vardir (Kim ve Kim 2010).

Ispat. M yiizeyi R"* Oklid uzaymda bir G—yiizeyi olsun. Genelligi bozmadan M
hiperyiizeyinin R" Oklid uzayinda yattigini kabul edelim. M iizerinde &yle yo, y1, .., Yn
noktalar1 vardir ki {y;_yo | 1 < j < n} ciimlesi R” Oklid uzayim gerer. Boylece (G)

kosulu geregi vy, * € M noktalar: i¢in

(yo — =, G(yo) + G(z)) =0 (3.56)
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yazilir. (3.56) diizenlenirse;

(G(yo), y0) + (G (@), 50) — (G(y0), z) — (G(x),2) =0
ve boylece
(G(2),y0) = (G(2),2) = (G(y0). yo) + (G(¥0), @) (3.57)
elde edilir. Benzer gekilde

(G(),y;) = (G(x),7) — (G(y;),y5) + (G(y;), ) (3.58)

yazilir. (3.58) egitliginden (3.57) ¢ikarilirsa

(G(x),a5) = (B, 7) + ¢ (3.59)
elde edilir 6yle ki burada
@ =Yj— Yo
B; = G(y;) — G (yo)

¢; = (G (o), y0) — (G (y;) , y;)

seklinde verilir. «; ve 3; vektorlerini j—yinci siitun kabul eden matrisler sirasiyla

A; ve B; olmak tizere A matrisi

AT = B;AT! (3.60)

n

olarak tanimlanir. Ayni zamanda b = Zbkak olarak hesaplanir. Bu toplamda by

k=1
katsayilar
(a1, a1) (g, ) ... (aq, ) by o
(g, arq) . e {ag, ap) by | e (3.61)
(o, 1) A, an) o (o, ap) by, cn

esitligiyle hesaplamr. (3.61) esitligi geregince

Cj = <(l/j, 041> bl + <O!j, O(2> b2 4+ ...+ <Olj, an> bn
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yazilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

(aj,b) = ZL: (o, o) b, = ¢; (3.62)

k=1

olarak elde edilir. Ayrica (3.60) geregi 3; = AT a; oldugundan

<,8j,x> = <04j7 Azx) (3.63)

olur. (3.62) ve (3.63) esitlikleri kullanilarak

(Bj,x) +¢; = {ay, Az +b) (3.64)

elde edilir. Son olarak (3.59) ve (3.64) esitlikleri kullanilarak
<Oéj7 G(IL‘)> = <aj7 Az + b>

yazilir ve buradan

G(z) = Az +b (3.65)

olarak elde edilir. X € T,M ve yiizeyin birim normal vektér alani 7 olsun. R”
Oklid uzaymin Levi-Civita koneksiyonu V ve S(X) = —Vx 7 olmak iizere (3.65)
esitligi geregince;
VxG(x) = AX = -S(X) (3.66)
yazilir. Burada S doniisiimii M hiperyiizeyinin sekil operatoriidiir. Teorem 2.1
geregi VXY € T, M i¢in
(S(X),Y)=(X,S(Y)) (3.67)

yazilir. (3.66) ve (3.67) geregince

(—AX)Y) = (X, —AY) & (AX,)Y)= (X, AY)
& (X, ATY) = (X, AY)
s A=AT

& A simetriktir.

elde edilir ve ispat tamamlanir. m

27



Teorem 3.8 Oklid uzaymda bir M hiperyiizeyi icin asagidaki ifadeler denktir:
(1) M hiperyiizeyi G—yiizeyidir.
(2) M izoparametrik bir hiperyiizeydir.
(3) M asagidaki hiperyiizeylerden birinin agik pargasidir:
e Hiperdiizlem,
e S"7!(r) hiperkiire,
o SP71(r) x R™P kiiresel silindir.
(Kim ve Kim 2010).

Ispat. (1)=(2) M bir G—yiizeyi olsun. M hiperyiizeyi tizerinde {E, E, ..., E,_1}
ortonormal catis1 segelim 6yle ki Ey, Fs, ..., F, 1 vektorleri S sekil operatoriiniin
Ly gy -y f, 1 kKarakteristik degerlerine karsilik gelen karakteristik vektorleri olsun.
O zaman her 1 < j <n — 1igin S(E;) = p;E; yazihr. Ayrica Teorem 3.7 geregince
simetrik bir A matrisi i¢in G(z) = Az + b yazilir. (3.66) geregi her x € M igin

AE;(x) = —5(Ej(z)) = —p;(z) Ej(z) (3.68)

elde edilir. (3.68) geregince (A + u,;I)E;(x) = 0 olur. Sifirdan farkh karakteristik
vektorlerin varlig igin

det(A+p;I) =0 (3.69)

yazilir. A matrisi sabit oldugundan (3.69) nin ¢oziimiinden iy, pis, ..., f1,,_; asli egri-
liklerinin sabit oldugu goriiliir. Boylece M izoparametrik bir hiperytizeydir.

(2)=-(3) M izoparametrik bir hiperyiizey olsun.

f(z) = (Az + b, Az + b)
seklinde tammimh f : R" — R fonksiyonunda her x € M igin f(x) = 1 yazilabile-
ceginden f~!(1) = x olur. Boylece z € f~'(1) ve M C f~*(1) olur. A simetrik
oldugundan
f(z) = (z, A%x) + 2 (x, Ab) + (b, ])
olarak elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa;

Vi(z) = 2A(Az +b)
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olarak bulunur. V—>f vektorii ile G lineer bagimli oldugundan baz A(x) fonksiyonlar:
icin
A(Az + b) = Az)(Az + b) (3.70)

yazilir. (3.70) geregi
(A= Xx))(Az+b) =0 (3.71)

elde edilir. A matrisi sabit oldugundan her x € M igin A(z) sabittir. A(z) = A
alabiliriz. Boylece (3.70) geregi

V={Az+0b|xe M}

ciimlesi A matrisinin A karakteristik degerine karsilik gelen karakteristik uzay tarafin-
dan kapsanir. Burada Sp {V'} ciimlesi M yiizeyinin normal uzayini olugturur. Ayrica

Teorem 3.7 geregi
ImA=Span{Aa; |1 <j<n}CV (3.72)

yazilir. Simdi V' ciimlesinin boyuna bagh olarak M hiperyiizeyini belirleyelim:
Durum 1. boyV = 1 olsun. Bu durumda yiizeyin birim normali G(x) = b sabit
vektor ve M yiizeyi hiperdiizlemin acik bir parcasi olur.

Durum 2. boyV = n olsun. (3.70) geregi A\, A matrisinin karakteristik degeri
oldugundan (z = 0 alimirsa) b € R} i¢in Ab = Ab yazilir. Boylece A\ # 0 olmak {izere

b:%AbEImA

1
yazilir. Boylece V' C Im A ve (3.72) geregi V =Im A olur. r > 0 ve A = +— olmak
T

lizere

1
Aly=£-1
T

ve boylece G(z) = ﬂ:%fb + b yazilir. Bu durumda M yiizeyi S"~!(r) hiperkiiresidir.
Durum 3. 2 < p < n — 1 olmak iizere boyV = p olsun. V nin dik komplemani
V+ uzay1 n — p boyutlu olur ve bu uzay her x € M icin T, M teget uzay tarafindan
igerilir. zg € M civarinda E;(z), Ea(x), ..., E,—1(x) ortonormal ¢atisi segilsin dyle ki

Ey, By, ..., E,_, vektorleri V1 uzaymda sabit vektorler olsun. Bu durumda

{Enp1(2), o Ena(2), G(2)}
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ciimlesi V' yi tiretir. {E,_,+1(x), Ey_pio(2), ..., En_1(x)} climlesi tarafindan gerilen
teget altuzay integrallenebilirdir ve bu uzayin z, noktasindan gegen M; integral

altmanifoldu icin

Mleﬂ(xD—i—V)

yazihir. Boylece R" P = V' olmak {izere
M = M; x R*P

olarak diizenlenebilir. M;, V = RP uzayinda bir hiperyiizeydir. M; in RP deki Gy (x)

Gauss doniistimii
Gi(z) = G(x) (3.73)

esitligini saglar. Boylece = € M igin Ay, p X p lik A |y matrisini gostermek iizere
Gi(z) = Az +b (3.74)

olur. (3.73) ve (3.74) geregince A; = :l:%[ yazilir. Durum 2 ye benzer sekilde M;
hiperyiizeyi SP~1(r) hiperkiiresi olur. Boylece M hiperytizeyi SP~1(r) x R"? kiiresel
silindirin acik bir parcasi olur.

(3)=(1) M yiizeyi R" Oklid uzaymnda bir hiperdiizlem olsun. [z, 7o, ..., z,,] dikdort-
gensel koordinat sisteminde M hiperdiizlemini, f bir izometrik immersiyon olmak

iizere f : M — R" daldirmasi olarak tammlarsak, z = (1, xs, ..., z,) € M igin
fz1, 22,y ) = @121 + 222 + ... + a2, = ¢

yazilir. Burada aq,as,...,a, € R dir. Bu yiizey iizerinde alinan iki nokta P ve
olmak tizere P = (p1,p2, ..., pn) ve @ = (q1, G2, ---, @) diyelim. Gerekli hesaplamalar
yapilirsa bu yiizeyin birim normali,

V—>
G = T = E (al,ag, ...,an)

f
%7

olur 6yle ki buradam = \/a} + a3 + ... + a2 ile verilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

(@-PGP)+G(@) =0
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oldugu goriiliir. Boylece hiperdiizlemler G —yiizeyidir. Oklid uzaymnda, merkezi z,

yarigap1 r olan hiperkiire ytiizeyi
S*Hr) = {z e R": (z — zo,2 — o) =17}

ile verilir. Genelligi bozmadan xy = (0,0,...,0) ve x = (x1, 23, ..., ,) alahm. Bu
ylizeyi, f bir izometrik immersiyon olmak tizere f : M — R" daldirmas: olarak

tanimlarsak;

flx1, 29,0y ) = 27+ 25 + .+ 22 =12 (3.75)

yazilir. (3.75) yardimiyla

.
G ﬁ _ % (21, T2s oy ) (3.76)

elde edilir. (3.76) kullamlarak gerekli hesaplamalar yapilirsa, P, Q) € M igin
(Q-P.GP)+G(Q)) =0

elde edilir ve boylece S"~!(r) hiperkiiresi G—yiizeyi olur. SP~!(r) x R"? kiiresel

silindir yiizeyinin [z1, x9, ..., z,,| dikdortgensel koordinat sisteminde denklemi
2 2 2 .2 _ _ _
T+ ry+ ..+ Ty, =717, Tpp1 = Upt1, Tpy2 = Upy2, s Ty = Uy

olarak verilsin. 7 : R? x R*? — RP < R" (SP~*(r) iizerine) dogal Oklid projeksi-

yonu yardimiyla bu yiizeyin birim normal vektor alam

Vi o1
G := Tf = - (x17$‘2, ...,:rp,0,0, O)
i

seklinde yazilir. P,Q € SP~!(r) x R""? olmak iizere gerekli hesaplamalar yapilirsa
(Q-P.G(P)+G(Q)) =0
olarak bulunur ve ispat tamamlanir. m

Teorem 3.9 R" Oklid uzayinda M bir G—yiizeyi ve o = a(s) de M {izerinde birim

hizli bir geodezik egri olsun. O zaman « bir N—egrisidir.
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Ispat. o egrisi M yiizeyi iizerinde birim hizh geodezik egri olsun. Bu durumda
« egrisinin N birim normal vektor alani ile M yiizeyinin n birim normal vektor
alani lineer bagimli olur. Boylece bir A # 0 reel sayist igin n = AN yazilir. M bir

G —yiizeyi oldugundan Tamim 3.5 geregince

{a(t) — als),n(t) +n(s)) =0 (3.77)
yazilir. (3.77) esitliginde n = AN yazilirsa

{a(t) = afs), N(t) + N(s)) =0

elde edilir. Boylece a bir N—egrisidir. m

Teorem 3.10 S? x R kiiresel silindiri iizerinde yatan birim hizli geodezikler dogru-
lar, orijinden gegen diizlem tarafindan ihtiva edilen biiyiik gemberler ve biiyiik ¢cem-
berleri dayanak egrisi kabul eden silindir iizerindeki dairesel helislerdir (Munteanu

ve Nistor 2012).
Ispat. R* Oklid uzaymda (S? {izerine) dogal projeksiyon
T:REXx R — R® = R 7(v1,v903,04) = (v1,v903,0)

doniigiimii ile tammlansin. S? x R {izerindeki geodezik egriler

ve bu yiizey tizerindeki koneksiyon V olsun. ~ geodezik oldugundan
vﬂ =0 (3.78)
yazilir. Gauss denklemi geregince bu egri
5= V.7 = (7(2),7(3) 7(7) (3.79)

esitligini saglar. Dolayisiyla geodezikler (3.79) diferensiyel denklem sisteminin ¢oziim-

leridir. (3.78) ve (3.79) geregince

(3.80)



yazilir. (3.80) geregince t(s) = (s +to alimirsa ¢, degerlerine bagh olarak {i¢ durum
s6z konusu olur:

Durum 1. t(s) = (, = %1 olsun. Bu durumda

esitlikleri yazilir. Egri birim hizhi oldugundan z(s)? + y(s)? + 2(s)? = 0 ve boylece
7(s) = y(s) = z(s) = 0 yazilir. Boylece bu egri

v (s) = (0, Yo, 20, to £ )

esitligi ile verilen S? x R kiiresel silindirinin dogrular1 olur. Burada xy = z(0), yo =
y(0), 20 = 2(0),to = t(0) dur.

Durum 2. #(s) = {, = 0 olsun. Bu durumda

esitlikleri yazilir. Boylece bu egri

v (8) = (20 cos s + ugsin s,y cos s + vg sin s, zg oS s + wo sin s, tg)

esitligi ile verilen ve orijinden gecen bir diizlem tarafindan ihtiva edilen, S? kiiresinin
biiyiik ¢cemberleridir. Burada ug = x(0),v9 = 3(0),wo = 2(0) dur.
Durum 3. t(s) =(, € (—1,0) U (0, 1) olsun. Bu durumda bu egri

v(s) = (xgcos(Ngs) + % sin (Ao$) , Yo cos (Aogs) + % sin (Ao$) ,
0 0
0 gin s5,Cos + to)

29 cos (Ags) +
Ao

esitligi ile verilen S' x R silindiri {izerindeki dairesel helislerdir. Burada A\g = /1 — ( g

Ao € R ve St de §? kiiresinin biiyiik cemberleridir. m
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Teorem 3.10 da elde edilen geodeziklerin geometrik bir temsili agagidaki gibi ver-

ilebilir:

Sekil 3.4 S? x R Yiizeyinin Geodezikleri (Pallagi vd. 2010)

Sonug 3.2 Teorem 3.10 ile ifade edilen geodezik egriler birer N—egrisidir.

Ispat. Teorem 3.8 geregince S? x R yiizeyi bir G—yiizeyidir. Teorem 3.9 geregince

bu yiizey tizerindeki geodezik egriler N—egrisi olur. m
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4. LORENZ UZAYINDA OZEL EGRILER VE YUZEYLER

Bu boliimde Kim ve Kim (2010) ¢alismasinda, Oklid uzay1 igin ifade edilenler, n—bo-
yutlu Lorenz uzayma taginarak bu uzayda C—egrilerinin tanimi verildi. Unal (2007)
caligmasinda elde edilen helikoidal vektor alanlarin integral egrilerinin birer C—egrisi
ve W —egrisi oldugu gosterildi. 3—boyutlu Lorenz uzayinda bir C—egrisinin teget
vektor alaninin integral egrileri ve egrilikler arasindaki iligki 6zel olarak incelendi. R}
Lorenz uzaymnda izoparametrik yiizeyler Kim ve Kim (2010) esas alinarak belirlendi.
Bu yiizeyler ile N ve N*—egrilerinin ilgisi kuruldu. Ozel olarak S? x R ve H? x R

yiizeylerinin geodezik denklemleri elde edildi.
4.1 Lorenz Uzayinda C—Egrilerine Ait Karakterizasyonlar

Tanim 4.1 X : I — R} Lorenz uzaymda bir egri olsun. Her s € I icin
(X'(s), X'(s)),, = +1

oluyorsa X egrisine Lorenz uzayinda birim hizli bir egri denir (O’Neill 1983).
Tanim 4.2 X egrisi birim hizh spacelike veya timelike bir egri olsun. Uygun aralikta
secilen bir ¢ parametresi i¢in

(X(t) = X(s5), T(t) = T(s)), = 0 (C)
oluyorsa bu egriye Lorenz uzayinda bir C—egrisidir denir.
Teorem 4.1 X (s) egrisi R} Lorenz uzaymnda birim hizli spacelike veya timelike bir
C—egrisi ise bu egrinin birim teget vektor alani

T(s)=AX(s)+b

olacak sekilde bir n x n tipinde semi anti-simetrik A matrisi ve b € R} siitun vektorii

vardir.

Ispat. X egrisi R? Lorenz uzaymmda C—egrisi olsun. Genelligi bozmadan X
egrisinin tiimiiyle n—boyutlu Lorenz uzayinda yattigini kabul edelim. Bu egri tiz-
erinde X (¢9), X (t1), ..., X (¢,) gibi (n + 1)—nokta bulunur 6yle ki

{X(t)—X(to) | 7=1,2,...,n}
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ciimlesi R} Lorenz uzayimu gerer. (C) kogulu geregi t = ¢, i¢in

(T(s), X(to)), = (T(5), X(8)), + (T(t0), X (o)}, = (T (to) , X (5)),, (4.1)

ve 1 < j < n olmak tizere ¢ = t; i¢in

(T'(5), X(1;)), = (T(s), X(8)), + (T(t;), X (1;)), = (T (t;), X (5)), (4.2)

axi(t dXx(t
esitlikleri yazilir. Bu egitliklerde T'(to) = % lt=to, T'(t1) = % liztys s T(tn) =
dX(t
dzf ) =, 0larak hesaplanir. (4.2) egitliginden (4.1) ¢ikarilirsa
(T(s),q5), = (B;: X(8)), + ¢ (4.3)

elde edilir 6yle ki burada
a; = X(t;) — X(to)
6]‘ = T(tO) -T (tj)

¢ = (T(t;), X (1)), = (T (to) , X (o)),

seklinde verilir. o; ve §3; ifadelerini j—yinci siitun kabul eden matrisler sirasiyla A;

ve Bj olsun. Xj, X5, ..., X, koordinat fonksiyonlar: olmak tizere
X(t) = (Xq(t), Xa(t), ..., Xpn(t))

seklinde verilsin. Bu durumda

Xl(tl) — Xl(t()) Xl(tg) — Xl(t()) Xl(tn) — Xl(to)

4, = Xo(t1) — Xa(to) ) e Xo(ty) — Xa(to)
Xo(h) = Xolto) Xalta) — Xulto) . Xu(ts) — Xo(to)

Xi(to) = Xi(t1) Xi(to) — Xi(t2) ... Xi(to) — Xi(tn)

B - X3(to) — Xa(t1) X3(to) — X5(tn)

Xolto) = Xp(t) Xo(to) — Xi(t2) . X(fo) — X5 (tn)

seklinde verilir. Bu durumda A matrisi A; ve B; matrisleri yardimiyla

AT = (BjA;Y) e (4.4)
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seklinde tanimlanir. Burada ¢ = diag(—1,1,...,1) isaret matrisidir. b vektorii de

b = Zbkak olacak sekilde tanimlanir. Burada oy = X (tx) — X (to) esitligi ile by

k=1
sayilar1 da

<041, 041> <041, 042> <0417 Oén> by C1
<Oé2, (1/1> . . <OZQ, Ozn> bQ _ Co (45)
<an7 a1> <an7 Oég> <an7 an) bn Cn

esitligiyle hesaplanir. (4.5) geregince
Cj = <O!j, 041>L bl + <O!j, 052>L b2 4+ ...+ <O!j, a7L>L bn

yazilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

n

(aj,b), = Z (o, o) b, = ¢ (4.6)
k=1

olarak elde edilir. (4.4) geregi her 1 < j < n igin §; = (5AT£) aj oldugundan
(B, X(5)), = (a5, AX (s}, (4.7)
yazilir. (4.6) ve (4.7) yardimiyla
(B, X(5)), +¢; = {ay, AX () +b), (48)
elde edilir. (4.3) ve (4.8) esitlikleri geregince
(aj, T(s)), = (o, AX(s) +b),

yazilir ve son egitlikten
T(s)=AX(s)+b (4.9)

olarak elde edilir. Simdi A matrisinin semi anti-simetrik oldugunu gosterelim:

(4.9) esitligi ve (C) kosulu geregi
(AX(t) = X(s)), X(t) — X(s)), = 0 (4.10)
yazilir. (4.10) ifadesi diizenlenirse

(X(t) = X(s), (eATe) (X (t) — X(5))), =0 (4.11)



olur. (4.10) ve (4.11) taraf tarafa toplanirsa
(B(X(t) = X(s)), X(t) = X(s)), =0 (4.12)

elde edilir 6yle ki burada B = ¢ATe + A matrisi semi simetrik matristir. (4.12)

ifadesi t = tg degeri i¢in diizenlenirse

(BX(s), X(to)), = % {(BX(s), X(s)), + (BX(to), X(to)) } (4.13)
ve 1 < j < n olmak tizere
(BX(s), X(t;)),, = % {(BX(s), X(s)), + (BX(t;), X (t;)) . } (4.14)

olur. (4.14) esitliginden (4.13) ¢ikarilirsa
(BX(s), a5), = 4 (415)
elde edilir 6yle ki burada o; ve d;
a; = X (t;) — X (fo)
4, = 3 {{BX (), X (1)), — (BX(t0), X (1), }

esitlikleri ile verilir. a;;, R} igin baz oldugundan (4.15) geregi BX (s) sabit bir vektor
olur. Boylece

ve B sifir matrisi olarak elde edilir. Son esitlik geregi B = cATe + A = 0 ve

AT = —¢ Ae olarak elde edilir. Boylece A semi anti-simetrik bir matris olur. m

ifadeler denktir:
(1) X egrisi R} uzayinda bir C — egrisidir.
(2) 1 <k < n olmak iizere || X®(s)|| sabittir.
(3) X egrisi R} uzayinda bir W — egrisidir.
Ispat. (1)=(2) X bir C—egrisi olsun. Teorem 4.1 geregi

X'(s) = AX(s) + b
38



yazilir. Burada semi anti-simetrik A matrisi sabit bir matris oldugundan 1 < k <n

i¢in egrinin yiiksek mertebeden tiirevleri
XED(5) = AX R (s) (4.16)
olarak elde edilir. AT = —¢Ae oldugundan

(AXW(5), X0(s)), = = (XO(s), AX O (s),

olur ve boylece

(AX®)(5), XP)(s)), =0 (4.17)
yazilir.
<X(k)(5),X(k)(s)>/L = 2(X D (s5), X®)(5)) (4.18)
oldugundan (4.16), (4.17) ve (4.18) geregi
<X(k)(5),X(k>(5)>’L -0 (4.19)
elde edilir. (4.19) geregi
||X(kr)(8) || (4.20)

sabit olur.
(2)=(3) 1 < k < n sayilan i¢in || X*)(s)|| sabit olsun. X*)(s) yerine kisaca X®

ifadesi kullanilsin. (4.20) geregince
(X', XY, = sbt, (X", X"), = sbt, ... (X X®) = sbt (4.21)
yazilir ve (4.21) de herbir i¢ garpimin yay parametresine gore tiirevi alimirsa
<X’,X”>L _ <X”,XW>L S — <X(k)’X(k+1)>L =0 (4,22)
elde edilir. (4.22) de yine yay parametresine gore tiirev alinirsa
(X', X"y, = sbt, (X", XD = sbt, ..., (XP XE2) = spt (4.23)

olarak hesaplanir. Bu algoritma boylece devam ettirilirse 7,7 < n olmak iizere

Jj — 1 cift ise <X @ X (j)> ; 1¢ garpum sabit bir sayiya, tek ise sifira esit olur. Simdi
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r=1,2,...,n—1 olmak tizere X', X", ..., X") tiirevleri bir I araliginda lineer bagim-
siz. ve Sp {X’,X”, ...,X(’")} uzay1 non-dejenere olsun. {X’,X”, ...,X(T)} climlesine

Gramm-Schmidt ortogonallestirme yontemi uygulanirsa

. (X E;)
=i IEl
yazilir. (4.24) esitliginde eger E; spacelike ise €; = 1, eger timelike ise ¢; = —1 almnr.

(4.21), (4.22) ve (4.23) geregince (X E;) ve || E;||? sabit olur. (4.24) geregince

E; e Sp{X' X" ., X"} (4.25)

[
catis1 {Vq, V3, ..., V,, } ile belirlidir. (4.25) geregince

ve ||E;|| sabit olur. 1 <i<n-—1veV; = olmak iizere egri iizerindeki Frenet

Vi=aX +eX"+ . +6X0 (4.26)
olacak gekilde ¢; € R sabitleri bulunur. (4.26) geregi
V! = X" 4 o X" 4 ... 4+ XD (4.27)
ve
Vier = o X' 4+ X" + o4 ¢ XD 4 ¢y XOHD (4.28)
esitlikleri yazilir. (4.27) ve (4.28) geregi

R; = <V/

1

(), Visa(s)), = <ch”, X + X"+ . XD+ ci+1X(i+1)>L

+ <Cg)(m7 ClX, + CQX” + ...+ ClX(Z) + Ci+1X(i+1)>L

H (XD e X+ X"+ o+ XD 4 XY
(4.29)

olarak elde edilir. (4.29) de i¢ ¢arpimun lineerligi kullanilarak hesap yapilirsa,
i = (Vi Vi), (4:30)

sabit olur. Boylece X egrisi bir W —egrisidir.
(3)=(1) Ispatin bu kismi Kesim 4.2, Teorem 4.3 de, kinematik bir uygulama olarak

verilecektir. m
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Sonug 4.1 A ve A; matrisleri Teorem 4.1 ile verilsin. A; nin tiirev matrisi A;

olmak iizere
A= AjAj_l

olarak yazilir.

Ispat. Teorem 4.1 geregi AT = —cAe yazlusa ¢ (B;A;') e = —cAe ve boylece
—Bj; = AA;j olur. Fakat B; = —A; oldugundan AA; = A; olur. Boylece

A= AjAj_1
olarak elde edilir. =

Uyar: 4.1 Sonug 4.1 de A; matrisi semi ortogonal alimirsa A matrisi Lorenz uza-

yinda ani hareketlerin dénme matrisine (Darboux matrisine) karsilik gelir.

4.2 Lorenz Uzayinda Kinematik Uygulamalar

Tanim 4.3 R} Lorenz uzayinda sabit bir uzay H, hareketli bir uzay H, olmak tizere

Hy m H ya gore Hy/H hareketi

y:RY — Ry

r — y(r)=axr+c

seklindeki y izometrisi ile tamimhidir ve bu hareketin matris gosterimi

olarak yazlabilir. Burada a € SO(n) ve ¢ € R} dir (Unal 2007).

Tanim 4.4 R¥"™ Lorenz uzayinda .JJ C R bir acik aralik ve ¢ € J olmak iizere

. 2n+1 2n+1
[ Ry — Ry

v = fl@)=y) = alt)r+ ()
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seklinde tanimli doniigiime bir parametreli hareket denir ve bu hareketin matris

gosterimi
g\ [alt) e®)) (=
1 0 1 1
—
Y(t) = A(?) X

olarak verilir. Burada a(t) € SO(2n + 1,1) ve c(t) € RI"™ dir. A(t) formundaki

1—parametreli matrislerin ciimlesi

oL e e
= c A= ,a(t) € SO(2n+1,1),c(t) € Ry

0 1

seklinde matris ¢arpimina gore grup olusturur. G bir Lie grubudur. Bu gruba

kargilik gelen Lie cebirini g ile gosterirsek

SV
g= S e R ST = —5e,V e R
0 0

seklinde yazariz. Lie cebirinin elemanlari ile helikoidal vektor alanlar: birebir eglenir

(Unal 2007).

Tamim 4.5 S € R3'T] semi anti-simetrik bir matris ve V € R olsun.

. 2n+1 2n+1
X :R¥H o R

M = X(M)=V+SM

ile tanimli X lineer doniisiimii bir helikoidal vektér alamdir (Unal 2007).

Tanmim 4.6 X bir helikoidal vektor alam ve o : I — R7"™ ¢ — «a(t) Lorenz uza-
d
yinda bir egri olsun. Her ¢ € [ igin d_cz = X(a(t)) ise v egrisine X helikoidal vektor

alaninin integral egrisi denir (Unal 2007).

Teorem 4.3 Sp {o/ ol 04(2”“)} non-dejenere olmak tizere R¥" "' Lorenz uzaymnda

birim hizh

a(s) = (ay sinh A\;s + by cosh Ay s, a; cosh A\1s + by sinh A1 s, ag sin Ags + by cos Ags,

a3 COS Ao — ba Sin Ags, ..., ap Sin A\,s + by, cos A\, s, Gy, €08 A5 — by, sin A\, s, ¢s)
(4.31)
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egrisi bir C—egrisidir. Burada 1 < i <n ve a;, b;, \;, ¢ € R olmak tizere
—aIN FDIN P Z (a? +b7) N = £1
i=2
olarak belirlidir. (4.31) de ¢ # 0 ise egri tamamen R}"™ Lorenz uzaymda, ¢ = 0 ise

S#" pseudokiiresi tizerinde veya H2" pseudohiperbolik uzayinda yatar.

Ispat. (4.31) ile verilen a egrisi R?"*! Lorenz uzaynda helisel vektor alanlarn

integral egrileridir (Unal 2007). Bu egrinin birim teget vektor alan

T(s) = (a1 A1 cosh A\ys 4 b Aq sinh Ays; ag A sinh A\ys + by Aq cosh Ay,
a2)\2 COS )\28 — bg)\z sin /\28, —a2/\2 sin )\28 — b2>\2 COS )\28, ceey (432)

A COS A\pS — b\, sin A8, —ap \y, sin A\, s — b\, cos A\, 8, ©)

olarak yazilir. (4.31) ve (4.32) yardimiyla gerekli hesaplamalar yapihirsa
(a(t) = a(s),T(t) = T(s)), =0

olarak elde edilir. Boylece o bir C—egrisidir. Eger ¢ = 0 ise
(as), als)), = af =07 + ) (af +) =+
i=2

yazilir. Tamm 2.19 geregince v egrisi S2" veya H3" iizerinde yatar. m

Sonug 4.2 o egrisi (4.31) ile verilsin. 1 < k < 2n+1 olmak iizere || (s)]| sabittir

ve bu egri bir W —egrisidir.

Ispat. Teorem 4.3 geregi o egrisi bir C—egrisidir. Teorem 4.2 geregi ||oz(’“) (s) || sabit

ve a—egrisi W —egrisi olur. m

Walrave (1995) calismasinda R? Lorenz uzaymda tiim W —egrileri siniflandirilmis-
tir. Teorem 4.1 yardimiyla kinematik yaklagimlara benzer bi¢cimde elementer ce-
birsel yontemleri kullanarak R? Lorenz uzaymda spacelike ve timelike T —egrilerinin
parametrik denklemlerini ve bu egrilerin egrilikleri arasindaki iligkileri elde edecegiz.
Ani hareket altinda bir noktanin yoriingesi, lineer vektor alaninin integral egrisidir.
Simdi helisel vektor alanlar ile Lie cebirinin elemanlarinin birebir eglenebilmesinden
yararlanarak semi anti-simetrik bir matris yardimiyla, Teorem 4.1 de ifade edilen

teget vektor alaninin integral egrilerini belirlemeye caligalim.
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R? Lorenz uzaymmda semi anti-simetrik bir matris A;, Ao, A3 € R olmak iizere

0 )\1 )\2
A=1XN 0 =) (4.33)
Ao A3 O

formunda yazilir. Simdi (4.33) ile verilen matrise karsilik gelen W —egrilerinin para-
metrik denklemlerini elde edecegiz.
Durum 1. (4.33) ile verilen matriste Ay = A3 = 0 ve \; = A # 0 olsun. Teorem 4.1

geregince X'(t) = AX(t) + b esitligini saglayan A matrisi

0 AN O
A=|X 0 0 (4.34)
0 00

seklinde verilir. (4.34) geregince Darboux donme vektorii w = (0,0, \) olacagindan

oteleme vektoriinii b = (0, 0, ¢) olarak alabiliriz. X (¢) = (X1(t), X2 (t), X3 (t)) dersek

X3 0 XN 00 X3
X} A0 0O Xo
= (4.35)
X} 0 0 0 ¢ Xs
0 00 0O 1
seklinde yazilir. (4.35) geregince
X =2X;
X=X,y (4.36)
Xi=c
diferensiyel denklem sistemi elde edilir. (4.36) nin genel ¢oziimii
X1 = aj cosh At + agsinh At
Xy = ay sinh At + ay cosh A\t (4.37)

XgZCt

seklinde verilir. Simdi (4.37) esitligiyle verilen egrinin katsayilara gore tiirlerini be-

lirleyelim:
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Teorem 4.4 X (t) egrisi (4.37) esitligiyle verilsin ve X egrisi birim hizh olsun.

durumda egrinin tiirii agagidaki durumlardan biri ile verilir:

1) a;=0vea; =a#0olsun. u=/c?+ a2\* olmak iizere

A A
X(s) = (a cosh —s, asinh —s, Es)

u u o u
egrisi (normali timelike olan) spacelike hiperbolik helis olur.

2) a3 =0 veay =a# 0 olsun.
i) 2 — a2\ > 0ise |wo| > k1 olur. u = /2 — a2\ olmak tizere

A A
X(s) = (a sinh —s, a cosh —s, Es)
u U u

egrisi (normali spacelike olan) spacelike hiperbolik helis olur.
ii) 2 — a?\* < 0ise |ka| < Ky olur. u = v/a2)\* — 2 olmak iizere
A A
X(s) = (a sinh —s, a cosh —s, Es)
U u o u
egrisi timelike hiperbolik helis olur.
Ispat. 1) Kabul edelim ki ay = 0 ve a; = a # 0 olsun. (4.37) geregi
X(t) = (acosh At, asinh M, ct)
yazilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

(X'(t), X' (1)), =2 +a*\* >0

ve

(X"(t), X"(t)), = —a®X\* <0

ve boylece egri (normali timelike olan) spacelike egri olur.

| X'#)|| = V2 + a2\’ =u

dersek birim hizli olarak bu egri

A A
X(s) = (a cosh —s, asinh —s, Es)

u u u
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seklinde yazilir. Frenet formiilleri kullanilarak bu egrinin egrilikleri

a\? cA
, Ko =

R1 =
u2

u2

olarak hesaplanir. Boylece egrinin egrilikleri sabittir. Bu egrinin

T(s) = (ozé sinh és, aé cosh AS, E)
u U U u u

birim teget vektor alam ile @ = (0,0, 1) vektoriiniin i¢ ¢arpimi

A A A A
<<a— sinh —s, a— cosh—s,E) ,(0,0,1)> =
u uou uu I

sabit oldugundan X egrisi v = (0,0,1) eksenli (normali timelike olan) spacelike

S0

hiperbolik helis olur.
2) Kabul edelim ki a; = 0 ve ay = a # 0 olsun. (4.37) geregince

X(t) = (asinh A, a cosh A, ct)

denklemine sahip egri igin (X'(t), X'(t)), = ¢® — a®>\* elde edilir.
i) (X'(t), X'(t)) = ¢ — a®>\* > 0 olsun.

(X"(t), X"(1)), = a®\* > 0

olacagindan egri (normali spacelike olan) spacelike egri olur.

IX/(0)] = V& —a2X = u

dersek birim hizl olarak bu egri

A A
X(s) = <asinh—s,acosh—s, Es)
u U u

seklinde verilir. Frenet formiillerini kullanarak egrilikleri

al? cA
, Ko =

R1 =
U2

u2

olarak elde ederiz. Boylece egrinin egrilikleri sabittir. Ayrica

ve boylece



olur. Bu egrinin

é cosh és, aé sinh is, E)
u u o u U
0,

T(s) = (a

birim teget vektor alani ile v = (

<(ozé coshés,aé sinhés, E) ,(0,0, 1)> _ £
u u o u u o u ;U

sabit oldugundan X egrisi ¥ = (0,0, 1) eksenli (normali spacelike olan) spacelike

0, 1) vektoriiniin i¢ ¢arpimi

hiperbolik helis olur.
i) (X'(t), X'(t)) = ¢ — a®\* < 0 olsun. Bu durumda egri timelike olur.

| X' (t)]| = «/|c2 — N =V -2 =u

dersek birim hizl olarak bu egri

A A
X(s) = (a sinh —s, a cosh —s, Es)

u u u

seklinde verilir. Frenet formiillerini kullanarak egrilikleri

a\? 4 cA

KRl = —F Ko =
u?’

u?

olarak elde ederiz. Boylece egrilikler sabittir. Ayrica
A 2
Z-rki=—(=) <0

|I€2| < K1

ve boylece

olur. Bu egrinin

T(s) = (aé cosh és, cLé sinh és, E)
u u u u u

teget vektor alani ile v = (0,0, 1) vektoriiniin i¢ carpimi

A AA A
< (a— cosh —s, a— sinh —s, E) , (0,0, 1)> S
u u o u U LU
sabit oldugundan X egrisi v = (0,0,1) eksenli timelike hiperbolik helis olur. m
Durum 2. (4.33) ile verilen matriste \; = Ay = 0 ve A3 = A\ # 0 olsun. X'(t) =

AX(t) + b esitligini saglayan A matrisi

00 O
A=10 0 =) (4.38)
0 X O
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seklinde verilir. (4.38) geregince Darboux dénme vektorii w = (A, 0,0) olacagindan

oteleme vektoriinii b = (¢, 0, 0) olarak alabiliriz. X (t) = (X1(t), X2 (t), X5 (t)) dersek

X 00 0 ¢ X1
X} 00 =X 0 Xo
= (4.39)
X3 0OAx 0 O X3
0 00 0 O 1
seklinde yazilir. (4.39) geregince
X =c
X ==-2X3 (4.40)
X5 =X,
diferensiyel denklem sistemi elde edilir. (4.40) in genel ¢oziimii
X1 =ct
Xy = acos M\t (4.41)
X3 =asin At

seklinde verilir. (4.41) geregince
(X'(6), X'(t)), = a®* — 2
yazilir.

Teorem 4.5 X (t) egrisi (4.41) egitligiyle verilsin ve X egrisi birim hizli olsun. Bu

durumda egrinin tiirii asagidaki durumlardan biri ile verilir:

1) @\ — 2 > 0ise k1 > |ky| olur ve v a2\? — ¢ = u olmak iizere

C

A A
X(s) = (—s, a cos —s, asin —s)
u u u

egrisi spacelike dairesel helis olur.

2) a?)\? —c? < 0ise |ky| > Ky olur ve V2 — a2)\? = u olmak iizere

A A
X(s) = (Es, @ Ccos —s, asin —s)
U U u
egrisi timelike dairesel helis olur.
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Ispat. 1) (X'(t), X'(t)) = a®?X\* — ¢ > 0 olsun. Teorem 4.5 de yapilanlara benzer
hesaplamalarla v/a2A\? — ¢2 = u ve a > 0 olmak iizere

() mmes
R1=a | — s KQZC—2
u u

seklinde elde edilir. Boylece egrilikler sabittir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa |kq| <

k1 olarak elde edilir. Birim hizhi olarak bu egri
A A
X(s) = (Es, @ cos — s, asin —s)
u u u

seklinde verilirir. Bu egrinin
ALA A A
T(s)= (E, —a— sin —s, a— cos —s)
u o ou uu
birim teget vektor alani ile v = (1,0,0) vektorii sabit agi yaptigmdan X egrisi

@ = (1,0,0) eksenli spacelike dairesel helis olur.

2) (X'(t), X'(t)) = a®>\* — 2 < 0 olsun. Benzer hesaplamalar yapilirsa a > 0 olmak

() mmes
K1 =a| — s HQZC—2
U (7

seklinde elde edilir. Boylece egrilikler sabittir. Ayrica k1 < |kg| olur. Birim hizh

lizere

olarak bu egri

A A
X(s) = (Es, a cos —s, asin —5,)
u u u

seklinde verilir. Bu egrinin birim teget vektor alani ile v = (1,0,0) vektorii sabit
ac1 yaptigindan X egrisi v = (1,0, 0) eksenli timelike dairesel helis olur. m
Durum 3. Bu durumda (4.33) ile verilen A matrisinin sadece bir girigini sifir alarak

kiibik denklemlere sahip W —egrileri elde edildi.
Teorem 4.6 X'(t) = AX(t)+b esitligini saglayan A matrisi (4.33) daki gibi verilsin.
1) /\1 =0ve /\2 = |>\3| = A 7é 0 ise |KJ2| = K1 Ve egri
1 1 1
X N 3 71y2.3 - 2
(s) (6)\|)\|3, 6)\3 +8,2|)\|8>
esitligi ile verilen spacelike W — egrisidir.
2) Ay =0ve Ay = |A3] = X # 0 ise ke = |K1| ve egri
1 1 1
X(s) = (g)\st + s, 5)\82, G || )\33>

esitligi ile verilen timelike W — egrisidir.
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Ispat. 1) A\; =0 ve Ay = |\s| = A # 0 olsun. X'(t) = AX(t) + b esitligini saglayan

A matrisi
0 0 A
A=10 0 —|) (4.42)
A A 0

seklinde verilir. (4.42) geregince Darboux dénme vektorii w = (|A|, —A, 0) olacagin-

dan 6teleme vektoriinii b = (cq, 2, 0) olarak alabiliriz.

X(t) = (X1(t), Xz (£), X3 (£)) dersek

X{ 0 0 A C1 Xl
X} 0 0 =X ¢ X
2| = Al ez ? (4.43)
X} A 0 0 X3
0 0 O 0 0 1
seklinde yazilir. (4.43) esitligi geregince
X! =AX; + e

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Genelligi bozmadan (4.44) denklem siste-

minde ¢; = 0 ve ¢o = 1 alir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa X} = || ve boylece

1
X3 = 3 |A| ? elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa (4.44) in genel ¢oziimii

1
Xl = 6>\ |)\’ t3
1
X, = —6/\21?3 4+t (4.45)
1
X5 = 3 || £2

seklinde verilir. (4.45) geregince (X'(t),X'(t)); = 1 oldugundan egri birim hizhdur.
Boylece birim hizh spacelike egrinin denklemi
1 1 1
X(S) = <6)\ ’)\‘ 83, —6)\283 + s, 5 |)\| 82>

olarak yazilir. Ayrica gerekli hesaplamalar yapilirsa

/i1=’/\|, /i2:>\
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olur ve egrininin egriliklerinin sabit oldugu goriiliir.

2) Ay =0 ve Ay = |A3] = A # 0 alinirsa, benzer hesaplamalarla
K1 = /\, Ko = |A|
olarak elde edilir. Birim hizli timelike bu egri

1
X(s) = (—/\233 + s,

1 1
G _/\82’6 B /\33)

2

denklemine sahiptir. m

K1 = sbt > 0,ke = sbt # 0 ve |ka| = k1 olsun. Teorem 4.7 geregince birim hizhi bu
egri

1 1 1
a(s) = <6)\ |A] 83, _6>\283 83 BY 32>

seklinde verilir. Boylece « (t),T (t) ve T (s) ifadeleri sirasiyla

1 1 1
£) = [ =X\, ==X\ ¢, = |\ 2
1 2 1 2,2
T (1) = (G2 =538 + LAl

1 1
T(s) = =A|A 8% =A% +1,])| s
2 2
olarak yazilir. Gerekli iglemler yapilirsa

(a(t) —al(s),T () =T(s), =0

elde edilir. a(s) egrisi bir C—egrisidir. A = 1 degeri i¢in bu egrinin grafigi asagidaki
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gibi verilebilir:

; 4
U \ d
</ e
9 4 PR et
PR :]. e 2 0
Sekil 4.1 Kiibik Spacelike W — egrisi
Ornek 4.2 « timelike egrisi icin k1 = sbt > 0,1y = sbt # 0 ve |ke| = K1 olsun.

Teorem 4.7 geregince bu egri

1 1 1
a(s) = (6)\283 + s, 5)\327 6/\ Al S3>

seklinde verilir. Boylece « (t),7 (t) ve T (s) ifadeleri sirasiyla

1 1,1
al(t) = (6)\2163 +t,§/\t2,6/\|)\]t3>

1 1
T(t) = (—)\2t2 + 1,0, =M A t2)
2 2
1 2.2 1 2
T (s)= 5)\ 5 +1,)\s,§/\|)\|s

olarak yazilir. Gerekli iglemler yapilirsa

(a(t) —al(s),T () =T(s), =0

elde edilir. Boylece a bir C—egrisidir. A = 1 degeri i¢in bu egrinin grafigi asagidaki
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gibi verilebilir:

Sekil 4.2 Kiibik Timelike W — egrisi

4.3 Lorenz Uzayinda Ozel Egriler ve G—Yiizeyleri

Bu kesimde, Lorenz uzayda N ve N*—egrileri ifade edilerek, Oklid uzayinda, izopara-
metrik yiizeyler igin verilen karakterizasyonlar, Lorenz uzayinda ifade edilerek, bu

uzayda karsilik gelen yiizeyler elde edilmigtir.

Tamim 4.7 I C R olmak tizere X : I — R} Lorenz uzaymda birim hizh spacelike
veya timelike bir egri olsun. Egrinin birim normal vektér alan1 N olmak tizere her

t € I icin

(X(t) = X(s), N(t) + N(s)), = 0 (N)

esitligi saglaniyorsa X egrisine Lorenz uzayinda bir N—egrisidir denir.

Ornek 4.3 Diizlemsel hiperbol egrileri birer N—egrisidir. Bu egrilere ait tzelligin
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geometrik temsili agagidaki gsekilde sunulmustur;

Sekil 4.3 Hiperbol Egrisi Uzerinde (N) Kosulu

Sekil 4.3, O—>A’ ile AB vektorlerinin Lorenz anlaminda birbirine dik oldugunu ifade

eder.

Teorem 4.7 X egrisi R} Lorenz uzaymda birim hizli spacelike veya timelike bir
C—egrisi olsun. O zaman X egrisi bir N—egrisidir. Ayrica semi-simetrik bir B
matrisi ve ¢ € R} siitun vektorii i¢in egrinin birim normal vektor alami N(s) =

BX(s) + ¢ geklinde yazilir.

Ispat. X egrisi spacelike veya timelike bir C—egrisi olsun. Bu egrinin birim teget
vektor alani

T(s) = AX(s)+b (4.46)

olacak sekilde semi anti-simetrik bir A matrisi ve b € RY stitun vektorii bulunur.

(4.46) esitliginde s yay parametresine gore tiirev alinirsa
T'(s) = AX'(s) = AT (s) (4.47)
elde edilir. Tanim 2.14 geregince

T'(s) = k(s)nN(s) (4.48)
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yazilir. Buradan = (N, N),; # 0 dir. X bir C—egrisi oldugundan genelligi bozmadan
k(s) = Kk # 0 alabiliriz. (4.47) ve (4.48) esitligi geregince

N(s) = KinAT(s) (4.49)

yazilir. (4.49) geregince
(X(0) = X (). N(0) + N(5), = = (eATe (X(0) = X(5) . T(0) + T(3),
yazilir. A matrisi semi anti-simetrik oldugundan gerekli islemler yapilirsa
(X(t) = X(s), N(t) + N(s)), = 0

elde edilir. Boylece X bir N—egrisi olur. (4.46) ve (4.49) geregince

1 1
N(s) = K—nAzX(s) + E]Ab (4.50)

yazilir. A matrisi semi anti-simetrik oldugundan A? matrisi semi-simetriktir. (4.50)

1 1
esitliginde — A2 = B ve — Ab = ¢ yazilirsa
KN K1
N(s)=BX(s)+c
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir. =
Tanim 4.8 ~: [ — R} Lorenz uzayinda bir egri olsun. Her ¢, s € I icin
(1) = A(5),1(8) +7(5), = 0 (NY)

esitligi saglaniyorsa bu egriye Lorenz uzayinda bir N*—egrisi ad1 verilir.

Ornek 4.4 R? Lorenz uzaymda

a+psin[(o—p)s] o —psin((a+p)s]
2a o — [ 2a o+

_a+pcos(a—p)s| +a—ucos[(oz+,u)s]
2c o — [ 2a o+
w

z(s) = ,u—asin(,u,s)

ile verilen v (s) = (x(s), y(s), 2(s)) birim hizl sabit presesyonlu egri (curve of con-

stant precession) Lorenz uzayinda bir N*—egrisidir. Burada o = (/w? + u? ve
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w, i € R dir. Bu egrinin geometrik temsili agagidaki gsekilde gosterilmigtir:

Sekil 4.4 Sabit Presesyonlu Egri (Yilmaz ve Turgut 2010)
Teorem 4.8 r € R olmak iizere Lorenz uzayindaki tiim N*—egrileri r—yaricaph

ST(r) pseudokiiresi tizerinde veya H7Y(r) pseudohiperbolik uzaymda yatar.

Ispat. Tamm 2.19 geregince O merkezli > 0 yaricaph pseudokiire ve pseudohiper-
bolik uzay sirasiyla
St(r) ={P e R : (P, P), =r?}
ve
H (r) = {P eERY (P, P), = —r2}

seklinde verilir. S7(r) pseudokiiresi iizerinde bir egri v ve ve bu egri iizerindeki iki

nokta P ve () olsun.

— —
|0B| = |og| =+ (4.51)
oldugu agikardir. (4.51) geregince
_— — — — 9 9
<OQ—OP,OQ+0P>L - S

yazilir. Boylece v bir N*—egrisidir. HY(r) pseudohiperbolik uzayinda yatan egriler

icin ispat benzerdir. m
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Tanim 4.9 R} Lorenz uzayinda bir hiperytizey M ve G de yiizeyin Gauss doniistimii

olsun. P, () € M noktalar igin
(Q-P,GP)+G(Q)), =0 (G)
esitligi saglaniyorsa M hiperyiizeyine Lorenz uzayinda bir G—yiizeyi denir.

Ornek 4.5 R} Lorenz uwzaymda S?(r) = {x € R} : (z — ¢, 7 — 30), = 1’} ve

Hi(r) = {z € R} : (v — mo, v — x0), = —1°} esitlikleriyle verilen yiizeyler iizerinde
aliman P ve () gibi iki noktanin yer vektorii ile bu noktadaki yiizey normalleri lineer

bagimli olur ve boylece

(@—-P,G(P)+G(Q)), =0
esitligi saglanir. Boylece bu yiizeyler birer G—yiizeyidir.

Tanim 4.10 R} Lorenz uzayinda bir hiperytizey M ve bu yiizeyin birim normal
vektor alant 7 olsun. Eger (7, W), < 0 ise bu yiizeye spacelike, (7', '), > 0 ise

timelike yiizeydir denir (O’Neill 1983).

Lemma 4.1 R} Lorenz uzayinda M hiperyiizeyinin sekil operatorii S, birim normal
vektor alan1 7 ve yiizey iizerinde teget bir vektor v olmak iizere S(v) = —D, 7
esitligi saglanir ve her P € M noktasinda S lineer operatorii TpM {izerinde self-

adjointtir (O’Neill 1983).

Teorem 4.9 R} Lorenz uzayinda M hiperyiizeyi timelike veya spacelike G—ytizeyi
olsun. x € M ve G de M hiperyiizeyinin Gauss doniigiimii olmak tizere G(x) = Az+b

olacak sekilde semi-simetrik bir A matrisi ve b € RY stitun vektorii vardir.

Ispat. M hiperyiizeyi tiimiiyle n—boyutlu Lorenz uzayinda yatan timelike veya
spacelike G—yiizeyi olsun. M {izerinde 6yle yo, y1, ..., ¥, noktalar: vardir ki

{yji—yo | 1 < j < n} ciimlesi R} Lorenz uzayimu gerer. (G) kosulu geregi vy, z € M
noktalar1 i¢in

(yo — 2, G(yo) + G(z)), =0 (4.52)
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yazilir. (4.52) esitligi diizenlenirse;

(G(Yo), vo)p, +(G(x),%0), — (G(¥o), ), — (G(z),2), =0

ve boylece

(G(2),40), = (G(x), %), = (G(y0): o), + (G(0), ), (4.53)

elde edilir. Benzer gekilde 1 < j < n olmak iizere

<G($), yj>L = <G(I),$>L - <G(yj)7yj>L + <G(yj)7x>L (454)

yazilir. (4.54) esitliginden (4.53) esitligi ¢ikarilirsa

(O(2), o), = (B;.2), + e, (455)
elde edilir 6yle ki burada

a; =Y; — Yo
/Bj = G(y;) — G ()
¢; = (G W) v0), — (G (¥5),Yi),,

seklinde verilir. «; ve 3; vektorlerini j—yinci siitun kabul eden matrisler sirasiyla

A; ve B; olmak tizere A matrisi
AT = (BjA;Y) e (4.56)

esitligi ile verilir. (4.56) esitliginde ¢ = diag(—1,1, ..., 1) Lorenz uzaym isaret matri-
n

sidir. Ayrica b = Zbkak olarak hesaplanir. Bu toplamda b, katsayilari;

k=1
(aq,a1); (a1, 00); ... (01,00); by c1
(g, 00); ) v Ao, 00); by | e (457)
(o, 1) (Qp,a); oo (i, ) by, Cn

esitligiyle hesaplanir. (4.57) geregince

cj = (o, 00); by + (o, a2); by + ...+ (@, o) by
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yazilir. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

n

(aj,0), = Z (aj, o) be = ¢

k=1

olarak elde edilir. Ayrica (4.56) geregi 3, = (€AT€) «; oldugundan

(Bj ), = (o, Az}
yazilir. (4.58) ve (4.59) yardimiyla
(Bj ), + ;= oy, Av +b),
elde edilir. Son olarak (4.55) ve (4.60) esitlikleri kullanilarak
<aj7 G(x»[, = <aj> Az + b>L

yazilir ve buradan

G(r)=Ax+b

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

olarak elde edilir. Yiizeyin birim normal vektor alam1 7’ ve Lorenz uzaymn Levi-
H

Civita koneksiyonu V olsun. X € T, M ve S(X) = —Vx 7 olmak iizere, A matrisi

sabit oldugundan (4.61) geregince;

ViG(z) = AX = —S(X)

(4.62)

yazilir. Burada S doniigiimii M hiperytiizeyinin sekil operatorii oldugundan Lemma

4.1 geregince VX,Y € T, M icin

yazilir. (4.62) ve (4.63) geregince

(—AX,Y), = (X,—AY), & (AX,Y), = (X, AY),

& (X, (eATe)Y), = (X, AY),

o A=cATle

elde edilir. Boylece A semi-simetrik matris olur ve ispat tamamlanir. =

99
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Teorem 4.10 Lorenz uzayinda bir M hiperyiizeyi icin agagidaki ifadeler denktir:
(1) M hiperyiizeyi G—yiizeyidir.
(2) M izoparametrik Lorenziyan hiperyiizeydir.
(8) M asagidaki hiperyiizeylerden birinin agik pargasidir:
e Timelike veya Spacelike hiperdiizlem,
o S"7!(r) pseudokiire veya H?*(r) pseudohiperbolik uzay,
o SP7'(r) x R" 7 pseudokiiresel silindir,
o HY*(r) x R" 7 pseudohiperbolik silindir.

Ispat. (1)=(2) M bir G—yiizeyi olsun. M hiperyiizeyi tizerinde { E, Fs, ..., E,_1}
ortonormal catis1 secilsin oyle ki E4, Fs, ..., E, 1 vektorleri S gekil operatoriiniin
s Py -y p, 1 karakteristik degerlerine karsilik gelen karakteristik vektorleri olsun.
O zaman her 1 < j <n —1igin S(E;) = p,;E; yazilir. M hiperyiizeyi (G) sartim
saglasin. Teorem 4.10 geregince semi-simetrik bir A matrisi i¢in G(z) = Az + b

yazilir. (4.62) geregi her x € M igin

AEj(z) = —S(E;(x)) = —p;(2) E;(2) (4.64)
elde edilir. (4.64) esitligi geregince (A + p;1)Ej(z) = 0 olur. Sifirdan farkh karak-
teristik vektorlerin varligi igin

det(A + ,I) =0 (4.65)

yazilir. A matrisi sabit oldugundan (4.65) in ¢oziimiinden iy, fis, ..., ft,,_; asli egri-
liklerinin sabit oldugu goriiliir. Boylece M izoparametrik Lorenziyan hiperyiizeydir.
(2)=(3) M izoparametrik Lorenziyan hiperyiizey olsun. G(z) = Az + b birim

normal vektor alani oldugundan

flx)=(Az +b,Ax + 1),

seklinde tamml f : R} — R fonksiyonu igin M C f~!(41) olur. A matrisi semi-

simetrik oldugundan, skaler ¢arpimin lineerligi geregince

f(z) = (x, A%x), +2(x, Ab), + (b,b),
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elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa;

—

Vf(z) =2A(Az +b) (4.66)

olarak bulunur. M C f~1(£1) oldugundan V_J)C ile G lineer bagimh olur. Boylece

(4.66) geregi bir A\(z) fonksiyonu icin
A(Az +b) = \x)(Az +b), z € M (4.67)
yazilir. (4.67) diizenlenirse
(A= Xx))(Az+b) =0
elde edilir. Sifirdan farkli normal vektoriin varlhigr icin
det(A—Az)l) =0 (4.68)

yazilir. A matrisi sabit oldugundan (4.68) in ¢dztimiinden A\(x) in sabit oldugu

goriiliir. A(x) = A olsun. Boylece (4.67) geregi
V={Az+b|ze M}

ciimlesi A matrisinin A karakteristik degerine kargilik gelen karakteristik uzay tarafin-
dan kapsanir. Burada Sp{V'} ciimlesi yiizeyin x € M noktasindaki normal uzayin
olusturur. Simdi V' ctimlesinin boyuna bagh olarak M hiperyiizeyini agagidaki du-
rumlarda belirleyelim:
Durum 1. boyV = 1 olsun. G(x) = b sabit ve boylece M yiizeyi Lorenz uzayinda
hiperdiizlemin agik pargasi olur.
Durum 2. boyV = n olsun. Bu durumda V =Im A olur. » > 0 ve A = :I:% olmak
lizere

Aly=+11

r

ve G(x) = :I:%x + b olarak elde edilir. Tamm 2.19 geregince Sp{V'} spacelike ise
M hiperyiizeyi S}~ !(r) pseudokiire, Sp {V'} timelike ise H} *(r) pseudohiperbolik
uzay olur.
Durum 3. 2 < p < n — 1 olmak iizere boyV = p olsun. V nin dik komplemani

VL uzay1 n — p boyutlu olur ve bu uzay her z € M icin T, M teget uzay tarafindan
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igerilir. g € M civarinda E;(z), Es(x), ..., E,—1(z) ortonormal ¢atisi segilsin dyle ki

Ey, Es, ..., E,_, vektorleri V+ uzayinda sabit vektorler olsun. Bu durumda

V = Sp{E,_pi1(2), En_pro(x), ..., Eni(z), G(2)}

yazilir.
{En-p1(2), Enpi2(2), ... Eno1 ()}

ciimlesi tarafindan gerilen teget altuzay integrallenebilirdir ve bu uzayin xy nok-

tasindan gecen M integral altmanifoldu i¢in
My=Mn(zg+V)
yazilir. Boylece R P = V+ olmak {izere
M= M; xR}

elde edilir. M;, V = R} uzayinda bir hiperyiizeydir. M; in RY deki G;(z) Gauss
dontigtimii

Gi(z) = G(x) (4.69)

esitligini saglar. Boylece x € M; igin Ay, p x p lik A |y matrisini gostermek iizere

olur. (4.69) ve (4.70) geregince A; = :I:%I yazilir. Boylece M hiperyiizeyi ¢~ (r)
pseudokiire veya HE ™ (1) pseudohiperbolik uzay ve M hiperyiizeyi de 87~ (1) x R"?
pseudokiiresel silindirin veya Hzl’_l(r) x R™P pseudohiperbolik silindirinin agik bir
pargasi olur.
(3)=(1) M yiizeyi R} Lorenz uzayinda bir hiperdiizlem olsun. [z1, Zs, ..., 2,,| dikdort-
gensel koordinat sisteminde M hiperdiizlemi, f bir izometrik immersiyon olmak
iizere [ : M — R} daldirmasi olarak tamimlansin. = = (x, 29, ...,x,) € M ve c € R
icin

flz1, z2, .y 2n) = @121 + 222 + ... + a2, = C
yazilir. Burada 1 < ¢ < n olmak iizere a; € R dir. Bu yiizey iizerinde alinan iki

nokta P = (p1,pe,...,pn) ve @ = (q1,¢2,...,q,) olsun. Bu yiizeyin birim normal
62



vektor alani

G .= % = % (—aq, a9, ...,a,)

olarak hesaplanir 6yle ki burada m = +/|—a} + a% + ... + 2| ile verilir. Gerekli

iglemler yapilirsa
(@—-P.G(P)+G(Q)),=0

elde edilir. Boylece Lorenz uzayinda, hiperdiizlemler G—yiizeyidir.

Tanim 2.19 geregince merkezi z yaricap: r olan pseudokiire yiizeyi
St(r) = {z e R} : (x — o,z — o), = 1"}

ile verilir. Genelligi bozmadan zo = (0,0, ...,0) ve z = (21,22, ...,2,) olsun. Bu
ylizey, f bir izometrik immersiyon olmak iizere f : M — R} daldirmas: olarak

tanimlanirsa;

Flx1,Zoy o Ty) = =22+ 22+ ...+ 22 =12 4.71
1 2 n

yazilir. (4.71) geregince

-
G = ﬁ _ % (1,29, o ) (4.72)

elde edilir. (4.72) kullamlarak gerekli hesaplamalar yapilirsa P, Q) € M igin

(@—-P,G(P)+G(Q)),=0

elde edilir ve boylece S} '(r) pseudokiiresi G—yiizeyi olur. Tamim 2.19 geregince

merkezi xg olan r—yaricapli pseudohiperbolik uzay
H L (r) = {x eRY: (v — 2o, —x0), = —7“2}

ciimlesi ile verilir. Benzer islemlerle kolayca bu yiizeyin de bir G—yiizeyi oldugu
goriiliir. 8?7 (r) x R"? pseudokiiresel silindir yiizeyinin [x1, s, ..., ,] dikdortgensel

koordinat sisteminde denklemi

2 2 2 2
—T] T Ty T, =TT, T = Upid, Tpr2 = Upg2, -y Ty = Up
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olarak verilsin. 7, : RE xR} — R? < R? (SP™" tizerine) dogal Lorenz projeksiyonu

yardimiyla bu yiizeyin birim normal vektor alani

1
G = vjf = - (1’1,1'2, ...,a:p,(),(), O)
¥

seklinde yazilir. P, Q) € Sll’_l(r) x R"7P olmak iizere gerekli hesaplamalar yapilirsa

(@—-PGP)+G(@Q)),=0
olarak bulunur. H?~'(r) x R"~? pseudohiperbolik silindir i¢in ispat benzerdir. m

Teorem 4.11 R} Lorenz uzayinda M bir G—yiizeyi ve « = «a(s) de M iizerinde

birim hizli bir geodezik egri olsun. O zaman a Lorenziyan bir N—egrisidir.

Ispat. « egrisi M yiizeyi iizerinde birim hizh geodezik egri olsun. Bu durumda o
egrisinin N normal vektor alani ile M yiizeyinin n normal vektor alam lineer bagimli
olur. Boylece bir \ # 0 reel sayisi i¢in n = AN yazilir. M bir G—yiizeyi oldugundan
Tanim 4.9 geregince

(a(t) —a(s),n(t) +n(s)), =0 (4.73)

yazilir. (4.73) esitliginde n = AN yazilirsa
(alt) — als), N(t) + N(s)), = 0
elde edilir. Boylece a Lorenziyan bir N—egrisidir. =

4.4 S} xR ve H? x R Yiizeylerinin Geodezikleri

Lorenz uzayin Levi-Civita koneksiyonu V ve bu uzayda verilen bir M hiperyiizeyi iiz-
erine indirgenmis koneksiyon V olsun. Lopez (2014) de Lorenz uzayda bir M yiizeyi
icin Gauss denklemi

VxY =VxY +e(AX, Y)W (4.74)
esitligi ile verilmistir. Bu esitlikte A yiizeyin sekil operatorii, 7 yiizeyin birim
normal vektor alani, e = (7, 1), ve X,Y € y(M) dir.

Munteanu ve Nistor (2012) ¢alismasinda Oklid uzayinda dogal projeksiyon

7:R*x R — R®— R%, 7(v1, V2,03, v4) = (v1,v203,0)
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dontigtimii ile tanimlanmig ve yiizeyin birim normal vektor alani bu doniigiim ile

verilmistir. Yine bu calismada, S? x R yiizeyi {izerindeki bir v geodezik egrisi

5= V.5 = (x(3).7(3)) 7(7) (4.75)

diferensiyel denklem sisteminin ¢oztimleri olarak ele alinmigtir.
Agagida Munteanu ve Nistor (2012) ve Lopez (2014) caligmalar: referans alinarak

S? x R ve H? x R yiizeylerinin geodezik egrileri elde edilmistir.

Teorem 4.12 v = ~(s) egrisi S? x R pseudokiiresel silindiri iizerinde birim hizh
geodezik egri olsun. < egrisi spacelike ise paralel dogrular, cember veya dairesel

helis egrisidir; timelike ise hiperbol veya hiperbolik helistir.

Ispat. S? x R yiizeyi iizerinde birim hizli bir geodezik v(s) = (z(s), y(s), z(s), t(s))

olsun. Bu yiizey iizerindeki koneksiyon V olmak iizere
vﬂ =0 (4.76)

yazilir. S? {izerine dogal Lorenz projeksiyonu ile elde edilen birim normal vektor
alan1 70’ olsun. S? yiizeyi timelike oldugundan e = (7', ), = 1 olur. (4.74), (4.75)
ve (4.76) geregince

== (m().m() m) (4.77)

yazilir. Burada 7 dogal Lorenz projeksiyonudur.

A) v egrisi spacelike olsun. Bu durumda
—2(s)? +y(s)? + 2(s)? + t(s)? = 1 (4.78)

yazilir. (4.77) ve (4.78) geregince
(4.79)

elde edilir. (4.79) diferensiyel denklem sisteminden t(s) = (,s + to yazilirsa (,

degerlerine bagl olarak ii¢ durum s6z konusu olur.
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Durum 1. t(s) = (, = £1 olsun. (4.79) geregince

(4.80)

yazilir. (4.80) diferensiyel denklem sistemi ¢oziiliirse

¥ (5) = (uos + o, Vo8 + Yo, wos + 20, =5 + o)

denklemi ile verilen S? X R pseudokiiresel silindirinin spacelike paralel dogrulari elde
edilir. Burada ¢ = z(0), yo = y(0), 20 = 2(0), o = t(0) ve ug = z(0), vy = y(0),wo =
2(0) dir.

Durum 2. ¢(s) = {, = 0 olsun. (4.79) geregince

y(s) = —y(s) (4.81)
z(s) = —z(s)
t(s) =0

yazilir. (4.81) diferensiyel denklem sistemi ¢oziiliirse

v (s) = (wgcos s + ugsin s, yp cos s + Vg Sin 8, 2p COs § + wy sin s, to)

denklemi ile verilen ve orijinden gegen bir diizlem tarafindan ihtiva edilen, S? pseu-
dokiiresinin spacelike cemberleri elde edilir.

Durum 3. {; € (—1,0) U (0,1) olsun. (4.79) geregince ¢oziim yapilirsa;

v(s) = (xgcos(Nos)+ 1;\—0 sin (Ap$) , yo cos (Aos) + ;—0 sin (Ags) ,
0 0
2 cos (Aos) + % sin s, Cos + to)
0

denklemi ile verilen spacelike dairesel helisler elde edilir. Burada \g = \/1 — (§ ve
Mo € R dir.

B) v egrisi timelike olsun. Bu durumda

—2(s)2 + y(s)? + 2(s)? + t(s)? = —1 (4.82)
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yazilir. (4.77) ve (4.82) geregince

(4.83)

elde edilir. (4.83) diferensiyel denklem sistemine bagh olarak ¢(s) = (,s+to yazilirsa
(o degerlerine bagh olarak ii¢ durum sz konusu olur:

Durum 1. t(s) = (, = £1 olsun. (4.83) geregince

x(s) = 2x(s)
y(s) = 2y(s) (4.84)
2(s) = 22(s)

yazilir. (4.84) diferensiyel denklem sistemi ¢oziiliirse

v(s) = (wocosh(v2s)+ 7 sinh(v/2s), yo cosh(v/2s) + 7 sinh(v/2s),

zo cosh(v/2s) + % sinh(v/2s), £s + )

denklemi ile verilen timelike hiperbolik helisler elde edilir. Burada zo = x(0),yo =
y(0), 20 = 2(0),to = t(0) ve ug = 2(0),vo = y(0),we = 2(0) dur.
Durum 2. t(s) = (, = 0 olsun. (4.83) geregince

z(s) = x(s)
y(s) = y(s) (4.85)
z(s) = z(s)

yazilir. (4.85) diferensiyel denklem sistemi ¢oziiliirse

v(s) = (xgcosh(s)+ ugsinh(s),yo cosh(s) + vg sinh(s),

zp cosh(s) + wo sinh(s), to)

denklemi ile verilen timelike hiperboller elde edilir.
Durum 3. {, € (—1,0) U (0,1) olsun. (4.83) geregince

v(s) = (xgcosh(Aps)+ % sinh(Ags), yo cosh (Ags) + % sinh (Ags) ,
0 0

zp cosh (Ags) + % sinh s, (48 + to)
0
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denklemi ile verilen timelike hiperbolik helisler elde edilir. Burada Ay € R olmak

tizere \g = /1 + (; dir. =

Teorem 4.13 ~ = ~(s) egrisi H? x R pseudohiperbolik silindiri izerinde birim hizh
geodezik egri olsun. v egrisi spacelike ise paralel dogrular, hiperbol veya hiperbolik

helis egrisidir; timelike ise gember veya dairesel helistir.

Ispat. v(s) = (x(s),y(s), 2(s),t(s)) birim hzh egrisi H? x R yiizeyi iizerinde bir
geodezik olsun. Bu yiizey tizerindeki koneksiyon V olmak iizere Vﬁ’.y = 0 yazir.
H? {izerine dogal Lorenz projeksiyonu ile elde edilen birim normal vektor alam 7’
olsun. H? yiizeyi spacelike oldugundan ¢ = (7, ), = —1 olur. (4.74) ve (4.75)
geregince

7= (). m2(3)) 7(7) (4.86)

yazilir.

A) v egrisi spacelike olsun. Bu durumda
—a(s) 2+ y(s)2+ 2(s)? +H(s)2 =1 (4.87)

yazilir. (4.86) ve (4.87) geregince
(4.88)

elde edilir. (4.88) diferensiyel denklem sistemine bagh olarak t(s) = (ys + to yazilir
ve Teorem 4.13 de yapilanlara benzer sekilde ¢oziim yapilirsa,;

Durum 1. t(s) = (, = %1 olsun. Bu durumda H? x R pseudohiperbolik silindirinin
spacelike paralel dogrular: elde edilir.

Durum 2. t(s) = (, = 0 olsun. Bu durumda egri

v(s) = (xocosh(s)+ ugsinh(s), yo cosh(s) + vg sinh(s),

g cosh(s) + wo sinh(s), to)

denklemi ile verilen spacelike hiperbol olur.
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Durum 3. {, € (—1,0) U (0,1) olsun. Bu durumda egri

v(s) = (xgcosh(Aps)+ % sinh(Ags), yo cosh (Ags) + % sinh (Agps) ,
0 0

2z cosh (Ags) + % sinh s, Cys + to)
0

denklemi ile verilen spacelike hiperbolik helis olur. Burada A\g € R olmak iizere

Ao = /1 — (¢ dir.

B) ~ egrisi timelike olsun. Bu durumda
—2(s) + y(s)? + 2(s)? + t(s)®> = -1 (4.89)

yazilir. (4.86) ve (4.89) geregince
(4.90)

elde edilir. (4.90) diferensiyel denklem sistemine bagh olarak t(s) = (ys + to yazilr
ve Teorem 4.13 de yapilanlara benzer sekilde ¢oziim yapilirsa;

Durum 1. {, = 0 olsun. Bu durumda egri
v (s) = (zgcos s + upsin s, Yo cos s + vp sin s, 2p Cos § + wy sin s, to)

denklemi ile verilen timelike cemberler olur.
Durum 2. {, = +1 veya (, € (—1,0) U (0,1) ise sirasiyla
v(s) = (wocos(V2s)+ o sin(v/2s), yo cos(v/2s) + o sin(v/2s),

V2 V2

20 cos(V2s) + % sin(v/2s), £s + to)

ve
Uo . Vo .
v(s) = (xgcos(Ags) + " sin(Ags), yo cos(Aps) + " sin(\gs),
0 0
20 cos(Aos) + % sin(Ags), Cos + to)
0

denklemleri ile verilen timelike dairesel helisler elde edilir. Burada Ao € R olmak

tizere A\g = /1 + (; dir. =
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Sonug 4.3 Teorem 4.13 ve Teorem 4.14 ile verilen geodezik egriler birer N —egrisidir.

Ispat. Teorem 4.11 geregi S? x R ve H? x R yiizeyleri birer G—yiizeyidir. Teorem

4.12 geregi bu yiizeylerin geodezikleri birer N—egrisidir. m
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada elde edilen sonuglar ve bazi 6neriler agagidaki gibi verilebilir:

1) Chen vd. (2006) ve Kim ve Kim (2010) ¢aligmalarinda kullanilan kirig fikri
sayesinde, Oklid uzaymda W —egrilerinin (C—egrilerinin) birim normal vektor alan-

larinin simetrik bir matris yardimiyla ifade edilebilecegi ispat edilmigtir.

2) Kirig fikri farklh acilardan ele alinarak, Oklid uzaymnda birim hizh bir v = ~(s)

{(¥(£) =~(s), N(t) + N(s)) = 0 (N)
ve

{(v(t) = 7(s),7(t) +~(s)) =0 (N¥)
kosullar1 yardimiyla N ve N*—egrileri tanimlanmustir. 3—boyutlu Oklid uzayinda,
N—egrilerinin W —egrilerine (C—egrilerine) denk oldugu ispatlanmigtir. Ayrica R”
Oklid uzaymda, N*—egrilerinin S*~! hiperkiiresi iizerinde yattig1, N—egrilerinin ise
izoparametrik yiizeylerin geodezikleri oldugu ispatlanmistir. Burada daha yiiksek

boyutlu uzayda N—egrilerinin hangi egriler olabilecegi aragtirilabilir.

3) Unal (2007) calismasinda R?"*! Lorenz uzaymda elde edilen helikoidal vektor

alanlarin integral egrilerinin denklemleri, genel formda ele alinarak

a(s) = (ag sinh \;s 4 by cosh Ay s, a; cosh A\1s + by sinh A1 s, ag sin Ags + by cos Ags,

a3 COS Aa§ — ba Sin Ags, ..., ap sin A\,s + by, cos A, s, ap, cos A5 — by, sin A\, s, ¢s)

formundaki egrilerin birer W—egrisi (C—egrisi) oldugu ispat edilmigtir. Ayrica
Lorenz uzayinda W —egrileri ile C—egrilerinin birbirine denk oldugu gosterilmistir.
C—egrilerinin birim teget vektor ve birim normal vektor alanlar: sirasiyla semi anti-

simetrik ve semi simetrik bir matris yardimiyla ifade edilmistir.

4) R? Lorenz uzayimin birim hizli W —egrileri, birim teget vektor alammin integral

egrileri olarak yorumlanmig, semi anti-simetrik bir matris ve buna bagh olarak elde
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edilen bir diferensiyel denklemin ¢oziimii yoluyla; elementer lineer cebirsel yontemler
kullanarak bu egrilerin denklemleri elde edilmistir. Bu yontem, egrileri belirlemede

biiyiik kolaylik saglamigtir.

5) R} Lorenz uzaymda N ve N*—egrileri tamimlanarak N*—egrilerinin S} pseudo-
kiire veya HY pseudohiperbolik uzay iizerinde yattig1 ispat edilmigtir. Bu uzayda
C—egrilerinin N —egrisi oldugu ispatlanmig olsa da bu 6nermenin karsiti acik bir

problemdir.

6) Kim ve Kim (2010) galigmasinda izoparametrik yiizeylerin karakterizasyonunda
kullanmilan fikirler, Lorenz uzayma taginarak, bu uzaym izoparametrik yiizeyleri
elde edilmistir. Ayrica bu yiizeylerin Gauss doniigiimii semi simetrik bir matris
yardimiyla ifade edilmistir. Bu yiizey iizerinde yatan geodeziklerin Lorenziyan

N —egrisi oldugu ispat edilmistir.

7) Munteanu ve Nistor (2012) ¢aligmasimda kullamlan teknikler, Lorenz uzayina
taginmak suretiyle S? x R ve H? x R yiizeylerinin geodezik egrileri elde edilmistir.
Benzer teknik ile yiiksek boyutlu uzaylarda carpimsal manifold veya yiizeylerin geo-

dezik egrileri elde edilebilir.
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