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1.GIRIS

Kat1 cisimlerin hareketlerinin matematikte 6nemli bir yeri vardir. Hareketler, uzaklig
koruyan doniigiimlerle verilir. Homotetik hareketler ise agilar1 koruyan doniigiimlerle
verilir. Hareketler homotetik hareketlerin 6zel halidir. Ani hareketlerin helis veya spiral
hareketle olmasi1 hareketin homotetik olmasi ile yakindan ilgilidir. Ani hareketler,

hareket Lie grubunun Lie cebiri ile de ilgilidir.

Bu tezde homotetik hareketlerin 6zel halleri ele alinip incelenmistir. Herhangi bir sabit t
aninda homotetik hareketin hiz vektoriiniin 6zel bir lineer vektér alami oldugu
sOylenmistir. Daha sonra bu hiz vektor alaninin yoriingesinin bir eksen etrafinda donme,
oteleme, spiral ya da helis hareketi yaptig1 incelenmistir. Ani uzay hareketlerinde bir
noktanin yoriingesinin helis oldugu belirtilmistir. Ani homotetik hareketlerde ise bir
noktanin yoriingesinin spiral oldugu gosterilmistir. Bu iliskiler incelenirken diferansiyel

geometrinin konularindan olan Lie gruplan ve Lie cebirlerinden de yararlanilmistir.

Spiral vektor alanlari, Karger ve Novak (1985) ele aldig1 lineer vektor alanlar olarak ele

aliip bu vektor alanlarinin ani hareketlerle iliskisi incelenmistir.

Ani homotetik hareketlerde bir noktanin yoriingesinin, spiral vektor alanlarinin integral
egrileri olarak verilebilecegi gosterilmistir. Spiral vektor alanlarina bir matris karsilik

getirilmis ve bu matrisin ranki1 yardimiyla yoriingelerin cinsi belirlenmistir.

Dogru elemanlarinin Pliicker koordinatlarinin bazi temel gergekleri agiklanmustir.

Cizgiler Geometrisi ve Oklid Kinematigi arasindaki baglantilardan bahsedilmistir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez icin gerekli olan bazi temel kavram ve teoremleri verecegiz.

2.1 n-Boyutlu Oklid Uzay1

Tamm 2.1.1 (Afin Uzay)

A# O bir ciimle ve V de 3 cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger bir
V:AXA—>YV

dontisimii P,Q € A noktalari i¢in

(P.Q) =y (P.Q)

seklinde tanimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A ciimlesine V vektor
uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

(i) V P,O,Re A icin

Yy(P,R)=y(P,0)+y(Q.R)

dir.

(i) VPe AveV aeV icin W (P,Q) = a olacak sekilde bir tek Qe A noktast vardir
(Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.1.2 (Oklid Uzay1)
n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzayr R” olsun. R" ile birlesen R" afin uzayina n-boyutlu

Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 2.1.3 (Oklid Koordinat Sistemi)

E" de birnokta p=(p,,...,p,) olsun. 1<i<n olmak iizere,



x:E">R . . 0 .

biciminde tanimli x, fonksiyonuna E" nin i-yinci koordinat
p—=x(p)=p,

fonksiyonu denir. Eger p noktasinin bilesenleri bir dik catiya gore verilmisse

{xl,...,xn} sistemine E" nin Oklid koordinat sistemi denir veya dik koordinat sistemi

denir (Hacisalihoglu 1980).

2.2 E" de Hareketler

Tamm 2.2.1 (izometri)

E! ve E} sirastyla n-boyutlu V, ve V, i¢ carpim uzaylari ile birlesen birer Oklid uzay1
olsunlar. Bir

fE' = E)

afin doniisimii Ve, €V, igin

(W(@).y(B)=(a. )

olacak sekilde bir

V=V,

lineer doniistimii ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir (Hacisalihoglu 1980).

Tamm 2.2.2 (Déonme)
E” inbir f izometrisi i¢in eger
fO)=0, OeE"

olacak sekilde bir O noktasi mevcutise f ye O etrafinda bir donme denir

(Hacisalihoglu 1980).



E" de O etrafinda donmelerin ciimlesi Ro(n) ile gosterilirse, bu ciimle bileske islemine

gore bir grup olup, /(E") in bir alt grubudur.

Teorem 2.2.1

E” ile eslesen R" n-boyutlu standart reel vektdr uzayinda
(X.7)=>xy, . X =(x,.x,) Y =(35e0r ¥,)
i=1

Oklid i¢ carpimim koruyan ortogonal grup O(n) ile, O=(0,...,0) noktasin1 sabit
birakan donme grubu eslenebilir (Hacisalihoglu 1980).

Yani herhangi bir Ry € Ro(n) dénmesinin E" deki bir X noktasimin Ry altindaki
goriintiisii Y olmak iizere
Y=AX , AeO(n)

biciminde ifade edilebilir.

Tanim 2.2.3 (Oteleme)
E" inbir f izometrisi i¢in eger, X =(x,,....,x,)€ E" olmak lizere
fX)=(x+t,...x,+t),t,e R, 1<i<n

ise f ye E" de bir 6teleme denir (Hacisalihoglu 1980).

E" deki biitiin 6telemelerin ciimlesi T(n) ile gosterilirse, bu ciimle doniisiimlerin bileske

islemine gore bir degisimli grup olup, I( £”) in bir alt grubudur.

Teorem 2.2.2

E" n-boyutlu Oklid uzayinin kat1 hareketlerinden birinin matrisi B olmak iizere

t
1 [a; |e O(m)
B= -
A ty 1<i<n
0 1



(n+1)x(n+1) tipinde reel ve regiiler bir matristir. Bu cins matrislerin grubu

GL(n+1,R) nin bir alt grubu olarak ifade edilebilir (Hacisalihoglu 1980).

Teorem 2.2.2 ye gore, B matrisine tekabiil eden genel izometri ,E" deki bir
X noktasinin B altindaki goriintiisii ¥ olmak iizere, matris formunda

Y=AX+C, AeO(n), CeT(n)

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.2.4 (Hareket)
n-boyutlu bir E” Oklid uzayinin izometrilerinden biri f olsun. E" deki bir
{x,,..., x, } dik koordinat sistemine gére f nin matrisel ifadesi, A€ O(n),yani det A=+l

ve Ce R} olmak iizere ,

Y| |A C||X

1o 11

dir. detA=1 ise f hareketine direkt hareket, detA=—-1 ise f hareketine Kkarsit
hareket denir (Hacisalihoglu 1980).

Y = AX + C ile verilen harekette sabit bir X € E" noktasinin resmi Y dir. Burada AX
kismina hareketin donme kismi denir. Hareketin parametresi ¢ olmak {izere
Y = AX donme kismini ele alalim. Hareketli uzayin sabit X noktasinin hiz vektorii
jodr g _da
dt dt
olmak iizere
Y =AX
ile verilir. Boylece
Y=AA"Y

olur.



Tamm 2.2.5 (Darboux Matrisi)

Q=AA"

olmak iizere

Y=QY

ifadesinde bulunan € anti-simetrik matrisine A ya karsilik gelen hareketin Darboux

matrisi denir (Bottema, Roth 1979).

Tanimm 2.2.6 (E" de Egri)

n-boyutlu Oklid uzayr E” ve R nin bir irtibatli agik alt ciimlesi I olmak iizere
a:IcR—-E"

doniisiimii diferensiyellenebilir ise a(/) ciimlesine E" de bir egri denir (Hacisalihoglu

1983).

2.3 Lie Grubu Ve Lie Cebiri

Tamm 2.3.1 (Lie Grubu)
Bir M diferensiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun.Eger asagidaki
aksiyomlar saglanirsa (M,G) ikilisine bir Lie Grubu denir.

L4 : M nin noktalar1 G nin elemanlar ile ¢cakisir.

L;.e:M—>M
(a,b) >aeb”
islemi her yerde diferensiyellenebilirdir.

M ye Lie Grubunun temel manifoldu ve G ye de temel grubu denir (Hacisalihoglu

1980).



Tamm 2.3.2 (Lie Cebiri)

V' bir vektor uzayi olmak iizere
[.]:Vxv -V

o) =[]y =[x y]
islemi,
1) Bilineer
2) Antisimetrik

3) [[x.y].z]+[[y-2). x]+[[z.x].y]=0 ozelliklerine sahipse (V.[.]) ikilisine bir Lie

cebiri denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanmm 2.3.3 (Matris Lie Grubu)

{["u]m

matris uzayinin bir alt manifoldu, matrislerin ¢arpimi islemine goére bir grup ise bu

a,.je]R}

gruba Matris Lie grubu denir (Hacisalihoglu 1980).

Tamm 2.3.4 R* de ortogonal matrislerin ciimlesi
0(3) = {AeR3 : ATA = AAT = [}
seklinde tanmimlanir. Bu ciimle matris ¢arpma islemine gore bir gruptur. Bu gruba

ortogonal grup denir (Karger, Novak 1979).

Tamm 2.3.5 O(3) ortogonal grubunun bir alt grubu olan ve
SO(3) = {AeR] : ATA = AAT = [, detA = 1}

seklinde tanimlanan gruba 6zel ortogonal grup denir (Karger, Novak 1979).

Tammm 2.3.6 SO(3) Lie grubuna karsilik gelen so(3) Lie cebiri asagidaki sekilde

tanimlanir (Karger, Novak 1979).



50(3) = {weR3 : w =] wy 0 —w|wl =-w

—Wy Wi 0

Tamm 2.3.7 (Vektor Alam)

Bir diferensiyellenebilir manifold M olsun.

11
X:M - U TM(p)
orten peM
p—>X,eT,(Y)
biciminde tanimli X doniisiimiine M manifoldu {iizerinde bir vektér alami denir

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.3.8 (Integral Egrisi)

a,E"  de parametrik bir egri

a:l—-E"

t - at) = (a;(@),0(t),...0,(t))

ve X,E" iizerinde bir vektor alan olmak iizere, Vtel igin,

e~ X(a(r))

ise, @ egrisine X vektor alaninin integral egrisi denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanmm 2.3.9 V,n-boyutlu bir vektor uzay, X , V iizerinde bir vektor alani olsun.Eger,
A: V-V

bir lineer doniisiim olmak iizere, Yve V'  icin

X, =AW)

ise, X vektor alanina lineerdir denir (Karger, Novak 1979).



Teorem2.3.1 A,E® de bir antisimetrik matrisle verilen bir lineer doniisiim olsun. Bu

durumda A nin matris formu, A # O olmak iizere;

0 420
A= =200
0 00

olacak sekilde bir E* iin bir ortonormal baz vardir (Karger, Novak 1979).

Tamm 2.3.10
g c

SE(?)):{A : A:[O 1

,9eR3, g7 g = I3, ceR® det g = 1}

ciimlesi matris ¢carpimina gore bir gruptur. (SE(3),e) grubuna R3 de kati cisimlerin
ozel grubu denir (Karger, Novak 1979).
SE(3) grubu topolojik yapisiyla ele alindiginda,6-boyutlu bir topolojik manifolddur.Bu

durumda, SE(3) bir matris Lie grubudur.

Tamim 2.3.11 SE(3) Lie grubuna karsilik gelen se(3) Lie cebiri,

w v

se(3) :{ 0 0

: weR3 Wl = —w}

seklinde tanimlanir (Karger, Novak 1979).

2.4 Cizgiler Geometrisi

Tamm 2.4.1 (Pliicker dogru koordinatlar)

Yonlenmis bir dogru iizerindeki bir X noktasinin x = OX yer vektori ve a yon vektorii

(;1E =1 olmak iizere) seklinde verilebilirr Bu durumda dogrunun parametrik

(parametre= A1) bir gosterilisi



J=%+Aad

olur. X noktasinin imtiyazli durumundan kurtulmak i¢in

*

a =xXa
vektoriinii teskil edelim. Bu vektor
yxd=Xxd=a

dan goriilecegi iizere, X noktasimin secilisine bagimsizdir. a  vektorii @ birim
kuvvetinin, koordinat sisteminin O baslangi¢c noktasina gore, vektdrel momentidir. Bu
durumda (a,a’) vektor cifti sayesinde yonlenmis dogru, tek anlamli olarak tespit

edilmis olur. Bu vektorler su sartlar1 saglarlar:

(@ =1) , aa =0
Gve @ 1 dik koordinat sistemindeki altt bilesenine homojen olmayan PLUCKER

DOGRU KOORDINATLARI denir. a yon vektoriiniin normlanmig olmasin goz oniine

alirsak yani dogrunun yoniinii herhangi bir —p > 0 olmak iizere b = pa 1 homojen
alt1 koordinat1 homojen Pliicker dogru koordinatlarini teskil ederler. Bu durumda b ,l?

vektorleri bb' =0 sartin1 gercekler. Burada b’ =%xb olur (Miiler 1963).

Tamm 2.4.2 (Lineer Isin Kompleksi)

A has bir dual vektdr olmak iizere
<a,?>+<¢?,;>:o

denklemini saglayan X =xtex dogrularinin ciimlesine bir lineer 1s1n kompleksi

denir (Hacisalihoglu 1983).

Tamm 2.4.3

A has dual vektoriiniin

U= —uven
]

10



eksenine liner 151n kompleksinin ekseni denir (Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.4
A has dual vektoriiniin
(o)

adimina lineer 151n kompleksinin adimi denir (Hacisalihoglu 1983).

Teorem 2.4.1
Lineer bir 151n kompleksine bir helis hareketi, tersine olarak bir helis hareketine, lineer

bir 151n kompleksi baghdir. Kompleksin ekseni helisin ekseni ile ¢akisir, kompleksin ve
helis hareketinin adimlar1 aymdir. Lineer bir kompleksin (eo’)sayidaki 1sinlart R’iin

helis hareketine uyan noktalarindaki yoriinge normallerinin biitiiniinden olusur

(Hacisalihoglu 1983).

Tanim 2.4.5 (Lineer Dogru Kongriiansi)

;1, B has dual vektorleri icin
F...<;,,F>+<E,;>:o
6. (5.5 )+ (. 5) =0

D enklemlerini saglayan X dogrularimin ciimlesine lineer 1sin kongriians1 denir

(Hacisalihoglu 1980).

Bagimsiz parametrelere u vev denirse X birim dual vektorii u vev reel

parametrelerinin X = ;c(u, v)+ ef(u, v) seklinde bir fonksiyonu olarak yazilabilir.

11



3.HOMOTETIK HAREKETLER

Bu boliimde hareket, 1-parametreli hareket, homotetik hareket, 1-parametreli homotetik
hareket kavramlar1 verilmistir ve ani homotetik hareketlerin hiz vektorleri incelenmistir.
Daha sonra lineer vektor alanlarn verilerek spiral vektor alanlart tamitilmistir.

Arkasindan homotetik hareketlerin Lie grubu ve Lie cebiri verilerek Sd(3) iizerinde Lie

carpimi ve Sd(3) Lie cebirinin yapi sabitleri hesaplanmaigtir.

3.1 Hareket
Sabit uzay1 R, hareketli uzay1 Ry ile gosterirsek o zaman Ry 1n R ye gore hareketi R¢/R

ile gosterecegiz.

®)

Sekil 3.1.1 (Hareket)

Ro/R hareketi;
Y.E'—— > E" seklindeki ¥ izometrisi ile temsil

X—  » Y=AX4C

edilir. ¥’ nin matrisel ifadesi Ae O(n), Ce R} olmak iizere;

G T

12



Ornek 3.1.1

{cos 6 —sind
A=

] ortogonal matris olmak tizere;
sin@ cosé

X cosfd —sinf al| x
y |=|sin@ cos® bly| C=(ab),Y=(x,y),X=(x,y)
1 0 0 1|1

Y =(xcos@—ysin@+a,xsin@+ ycos+b)

3.2 Bir Parametreli Hareket

fE L E (te Jc R, A(t)e SO(n), C(t) € R")

Xy Y=A@MX+C()

doniigiime bir parametreli hareket denir. Doniisiimiin matrisel ifadesi;

a0 cn] .
ﬁ—[ 0 ) :|d11‘.

Ornek 3.2.1

f:BE—» F’

(x,y)—— 5 (xcos@—ysinf,xsinf+ ycosf)

X cos@ —sin@ O] x
y |=|sin@ cos@® O]y
1 0 0 1]|1

13



f,(1,0)=(cos 8,sin 9 ) birim ¢ember,

fy,(1,1)=(cos@—sin@,sin@+cos@) ¢ember.

Ornek 3.2.2
1 0 0
- =2t |,. o . .
A=|0 > > bir parametreli donme matrisi olmak iizere;
1+ 1+t
2t 1-¢°
0 2 2
L 1+¢ 1+1°
fiE—>E
1 0 0 al
X _42 — X
| 0 1 t2 2t2 b
y _ 1+¢ 1+¢ y
' _ 2 z
Z 0 2t : 1 t2 b
1 1+= 1+t¢ 1
10 0 0 1]

3.3 Homotetik Hareket

YE'—— > E" ile belirli doniisiime E" de bir homotetik hareket

X 5 Y=(hA)X+C

14



Ornek3.3.1

fiE—>E
3 0 0
X _ 42 _ X
| 0 31 t2 3 2t2
Y 1+1¢ 1+t y
z' 2t 1—¢* Z
2 3 2
1 1+¢ 1+¢ 1
10 0 0 |

3.4 Bir Parametreli Homotetik Hareket

Y.E'— > E" ile belirli doniisiime E" de bir parametreli

X — 5 Y=(h()A®)X+C(t)

homotetik hareket denir. Burada teJc R, A(t)e SO(n), C(t) € R}, h(t) € R" dir.

Doniisiimiin matrisel ifadesi;
Y hHA@®) CoH) || X | .
= dir.
1 0 1 1

Ornek3.4.1

B, F

X,y) ————— (1+t)(xcost— ysint, xsint+ ycost )

Ornek 3.4.2
f:E____ |F

(X,y) ———» €' (cost,sint)

15



Ornek 3.4.3

[ —rsint —cost ksint |
E’de A= _reost sint —keost. ortogonal matrisi alinabilir.
k 0 r

f, E'—E
(x,,2) _)eg(ﬂx+—ycosl9+ ksin & . —rcos@
\/m \/kZ + 72 \/k2+r2

r—kcos@Z k ot r
\/k2+r2 ’\/k2+r2 \/k2+r2

x+—ysiné

2)

Simdi homotetik hareket icin mutlak hiz, siiriiklenme hizi ve rolatif hiz kavramlarim

verelim.

h(t)Al) C@) || X
F,(X) ={ ( )0 ® i )}{ ) } ifadesinde h  bir  skalar  oldugundan

h‘lzé ,  h'=h

dir. B=hA denirse

B—l — h—lA—l :lAT
h

elde edilir. Bir X € E” i¢cinF,(X) noktalarinin geometrik yeri E" de bir egridir. Bu
egriyi (Y)) ile gosterecegiz. ¥, = F,(X)dir.
F(X)=BX+C

esitliginden ¢ ye gore tiirev alinirsa
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dv_dB dX dC
dt dt dt dt

elde edilir.

Tanmm 3.4.1 (Mutlak Hiz, Siiriiklenme Hizi,Rolatif Hiz)
Y = BX +C hareketi i¢in ifadesi i¢in
dY dB dX da
- = +B—+—
dt dt dt dt

ifadesindeki ar ye hareketin mutlak hiz1 , d—BX +ﬂye stiriikklenme hiz1 , Bd—X ye
dt dt dt dt

de hareketin rolatif hiz1 denir (Hacisalihoglu 1971).

Teorem 3.4.1

Y = BX + C bir homotetik hareket ise det(fi—B) # 0 dir (Hacisalihoglu 1971).
t

Teorem 3.4.2

n-boyutlu Oklid uzayr E”" in homotetik hareketleri her n icin regiiler hareketlerdir

(Hacisalihoglu 1971).

3.5 Homotetik Hareketlerinin Hiz Vektorleri

Bu boliimde H.Potmann, I-K.Lee and T.Randrup Reconstruction of Kinematic Surfaces
from Scattered Data ve B.Odeehnal, H.Pottmann, J.Wallner Equiform Kinematics and
The Geometry of Line Elements adli makaleleri tanitilmistir.

Bu boliim lineer parcasi afin doniisiim olan ortogonal doniisiimden ve homotetik

doniisiimden diizenlenmis benzerlik hareketini tanimlar.
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Rove R 3-boyutlu 6klid uzayinin elemanlar: olsun ve ;0 €R,, x€ R olsun. R, hareketli
uzaymin x,€ R, noktasinin t amindaki R sabit uzayina gore hareketi;

3.5.1) x(t) = At)A(t)x, +a(t) dir (H.Pottman, I-K.Lee 1998).
x(t) = At)A(t)x, +a(t) ise;

-1 -1 -1
A a(t) dir. Kisaca x, :A—x—ATa olarak ele alacagiz. Buna

A

X, = A7(@®) x(t)—
A1) A1)

gore;

x(t) = a(t)+ At)A(t)x, + A(t) A(t)x, dir. Tiirevde x, 1n degerini yerine yazarsak ,

. ¢« o -1 -1 . -1 -1

x= a+2A(A—x—A—a)+2A(A—x—A—a)
A A A A

) ) A A

x=a+=AAx-ZAA e+ ZAAT -2 AAa
A A A A

x= a+%x—%a+AATx—AATa dir. (AT =A™

x=a——a—;XATa+%x+AATx
— Y Y
¢ Yy C

3.52) x=v(x) =c+ yx+C.x

Bu ifade hiz vektor alanlari icin iyi bilinen Oklid durumuna benzer. Bu Lie doniisiim

gruplarindan herhangi (c, c,_yf) e R’ iicliisii bir tek benzerlik hareketini tanimlar.

Bu hareket benzerlik hareketinin bir parametreli alt grubudur.
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C:AAT,j/:%,E:a—%a—AATa

C=AA" AAT =1

c'=A" (:4)T AAT +ACAY =0

C" = A(A) A(A) =-AAT

-C

= C" =—C oldugundan C antisimetrik bir matristir. Bundan dolayr bir ¢ vektorii

- -

kullanarak C.x yerine c¢xx  yazabiliriz. Boylece ).czv(x)zz+ 7x+Z><; elde
ederiz.Burada (A(t),a(t),}/(t)) benzerlik hareketinin bir parametreli alt grubudur ve
(c,z, y)e R’ bu benzerlik hareketini tek tiirlii olarak tanimlar.

A(t) t anindaki donmeyi,

a(t) t anmindaki Gtelemeyi,

¥(t) benzerlik oranini verir.

(c,E, ¥) y1 sabitleyerek sabit katsayili lineer diferansiyel denklem ¢oziimii;

x=D.x+c olarak bulunur. Gergekten ¢oziimii x(0) =x, smir kosulu ile ve iistel

matrisi ile agikc¢a bulunabilir.

x(t)=s(t)+e” x, ,

s(y=e”.D'c—e”.D e ¢

Dx=yx+cXx

. _ Dx=yx+Cx
x=Dx+c = Dx=(7I+C)x :>D=7/I+C
H/_J

D

19



x(t)=e”.D'c—e”.D" e c+e” x,
x(t)=De” D' c=De” D¢ c+e” D' De™ ¢+ De x,

x(t)=D(”D'c—e”’ D e + e’ x,) +c

X

x=Dx+c D=yl+C

x(t) = s(t)+e™ x, Dt =y(t)+C(1) olmak iizere;

y(t) 0 0
0 y) 0
Dt 0 0y '€Ct

e =e

e 0 0
=0 " 0 [ea]
0 0 €

e = e”.I3.[eC’]
e” = A(1).A®)

= x() = [ﬂp(t).A(t)]x0 + (1)

=e”x, +s(t)
Simdi (c,z, 7/)6 R” icin benzerlik hareketinin bir parametreli alt grubunun karsilik

geldigi doniisiimlere bakalim ve homotetik hareketlerin yoriingelerinin ¢izdigi yiizeyleri

inceleyelim.
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1.Durum y=0, A (sabit) #0 oldugunda ii¢ durum vardir.

a.)
v(x) =c+ Yx+cXx

c=0,c#0 = v(x) =c = sadece Oteleme var.

Sekil 3.5.1 (Homotetik hareketin yoriingesinin

olusturdugu silindirel yiizey)

Ornek 3.5.1

0
A =Ealt)=| 0 [,At)=1
v(t)

b.) c#0, cc#0 Oklid geometrisindeki helis elde edilir.

= donme ve Oteleme var.
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Sekil 3.5.2 (Homotetik hareketin yoriingesinin olusturdugu helisel yiizey)

Ornek3.5.2
cosax —sinax O 0
A(t)=|sinaex cosax Ol,a@®)=| 0 [, A(t)=1
0 0 1 v(t)

Il

Sekil 3.5.3 (Helisel hareket)

c.) c#0, cc=0

= helisel hareket otelemesiz.
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Sekil3.5.4 (Homotetik hareketin olusturdugu donelyiizey)

2. Durum ¥ #0 ise iki durum vardr.

a.)

¢ #0 ise spiral harekettir.

Ornek 3.5.3

cosax —sinax O
A(t)=|sinax cosax 0/[,a(t)=0,A0)=¢€"
0 0 1

Sekil 3.5.5 (Homotetik hareketin yoriingesinin olusturdugu spiral yiizeyi)

Donme ve benzerlik kati var.
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z(v(z) =0) spiralin merkezi; A, c vektorii yoniinde spiral ekseni; o = spiralin

7
e

parametresidir.

x(t) =a(t)+ At)A(t)x,

x(t)=0+e" [A®D)][x,]

Bu hareket bir spiraldir. Bir parametreli alt grubun donme yoriingeleri spiral
yiizeylerdir. Bu spiral yilizeyler deniz kabuklarinda goriilen sabit 6lciilii yonlendirilmis

egilimlere benzer.

b.)

c=0, z= _< ,noktalarin yoriingeleri z ye dogru ¢izgilerdir.

Ornek 3.5.4

AN =1,
Al)=e"

a(®)=0

Sekil 3.5.6 (Homotetik hareketin yoriingesinin olusturdugu Konikal yiizey)
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3.6 Lineer Vektor Alanlar:

Bu boliimde

x=v(x)=c+yx+Cx=[yl,+C]x+c

e i

vektor alanlarinin yoriingelerinin farkli sekilde incelenmesi ele alinmistir.

3.6.1 E® de lineer vektor alanlar:

Teorem 3.6.1.1

X, E’ de bir lineer vektor alan1 ve E* iin bir {O;u,,u,,u,} ortonormal ¢atisina gore

matrisi
0 -4 0 a
A C A 0 0 b
= ,rank [AC ] =3
0 1 0 0 0 ¢
0 0 01
seklinde yazilabilir.

Bu durumda X lineer vektér alan1 Vp = (x, y,z)€ E” igin

SV oL

yada
0 A 0 allx
-4 0 0 by
10 00 ¢z
0O 0 0 o1

X(P)=(Ay+a,—Ax+b,c)

olarak bulunur. Diger yandan, E°de
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a:IcR—>E
t—a(t) = (1), , (1), 00, (1))

egrisini ele alalim. & nin X vektor alaninin integral egrisi olabilmesi i¢in

‘;—‘f - X ()

diferensiyel denklemini saglamasi gerekir. Bu diferensiyel denkleminin p =(x,y,z)
baslangi¢ sartli integral egrisi (1) =p , X (p)=(Ay+a,—Ax+b,c) i¢in

da
—=X(P
7 (P)

diferensiyel denkleminin ¢6ziim egrisidir. Yani

dx
—=Ay+a
dt Y
Q=—1x+b
dt

dz

_=c

dt

diferensiyel denklem sistemidir. Bu denklem sistemini basitlestirmek amaciyla
A =1almamiz genelligi bozmaz. Bu durumda X in integral egrisi
a(t)=(Asint—Bcost+b,Acost+ Bsint—a,ct+d)

seklinde elde edilir.

o(t) integral egrileri VA, Be R i¢in degisen dairesel helis egrileridir (Abolfazl 1989).
Simdi rank [AC ] =2 durumuna bakalim. Bu durumda ¢ =0 ve 4 #0 olmalidir. Yani X
lineer vektor alani

0 4 0

a
-4 0 0 b
olmalidir.
0O 0 0 O
0O 0 0 O

¢ =0olmak sart1 ile
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L.
dt Y
dy_
dt

dz _

dt

denklem sistemi elde edilir. Ve bu denklem sisteminin ¢oziimii
a(t)=(Asint—Bcost+b,Acost+Bsint—a,d)
olarak elde edilir. «(¢) integral egrileri cemberleri gostermektedir (Abolfazl 1989).

Son olarak rank[AC]:lolsun. Bu sartin saglanabilmesi igin 4=0 olmalidir.Bu

durumda X lineer vektor alaninin matrisi

00
0
0
0

oS O O O
- o & Q

oS O O

olur. Bu durumda

dx
—=q
dt
& _,
dt
dz
—=C
dt

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii
o(t)=(at+d,,bt+d,,ct+d,)
dir.

Bu a(t) integral egrileri paralel dogrular1 gosterir.
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3.6.2 E*™! de lineer vektor alam

Teorem 3.6.2.1

X, E*™!' de bir lineer vektor alam ve X in bir {u,,...,u,,, } ortonormal gatisina gore

2n+l1

A C
matrisi [0 1} olsun. Burada Ae R}"| bir antisimetrik matris, Ce R;"*"" bir kolon

matrisidir.

1. X in integral egrileri, ortak eksenli ayn1 parametreli, dairesel helis egrileridir.
2. rank[AC ] =2k , 1<k <n ise X in integral egrileri, paralel diizlemlere dik olan bir
eksen iizerinde bulunan ¢cemberlerdir.

3. rank [AC ] =1 ise, X in integral egrileri paralel dogrulardir (Abolfazl 1989).

3.7.E’ Oklid Uzayinda Spiral Vektor Alanlary

Tanim 3.7.1
¢ E > E’
x - 9x) = A0)gx + c(t)
doniigiimiine bir parametreli homotetik hareket denir. Burada g()eSO(3),c()eR?  ve

bu doniisiimiin matrisel ifadesi;

o | _ | A0 @) X
1 0 1 1
seklindedir.

Ang(t) ()

A(t) = 0 ! formundaki 1-parametreli matrisler, matris ¢arpimina
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gore bir grup olusurlar. Bu grubu SD(3) ile gosterecegiz. Yani,

Ag ¢
SD3) =< A:A= 0 1 ,86S0(3), AeR, ceR?

dir. SD(3) topolojik yapisiyla ele alindiginda 7-boyutlu topolojik manifolddur.Bu
durumda SD(3) bir matris Lie grubudur. Bu gruba karsilik gelen Lie cebirini de

sd(3) ile gosterelim ve bu sd(3) Lie cebirini bulalm;

L (1)~ (0e)

A7) =
0 ! ve
Alt) = Alt)g(t) J(: A(t) g(t) c(lt)
oldugundan,
zzl(t)Afl(t) _ ;\(t)g(t) + )\(t) ;(t) C(t) ﬁ)gfl(t) _ﬁ)gfl(t)c(t)
0 1 0 1
- % +9(t)g™ (1) —%C(t) — gt~ M B)elt) + C(t)
0 0
elde edilir. Burada, % — ’Y(t),é(t)g_l(t) — (1) ve
o) = E(t) — (t)e(t) + C(t)c(t) denirse,
S e WL +CW) et |woe| N
iparip =" OO D)8

olarak elde ederiz. Burada, C' antisimetrik matris, ®,3x3 tipinde bir matristir.Bu

durumda, SD(3) Lie grubunun sd(3) Lie cebirini
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m@){[l)chﬂach}
0 0

olarak elde ederiz.Burada D =yI,+Cdir. Lie cebirinin elemanlar ile spiral vektor

alanlar birebir eslenirler.

Simdi lineer vektor alanlari ile ani homotetik hareketler arasindaki iligkiyi verelim:
1-parametreli homotetik harekette x noktasinin yoriingesi;

y(t) = A()g()x + c(t) dir. Buradan tiirev alinirsa;

5(t) = ADg(t)r + MB) §(t) + o(t)

= (Mg + 2030

z + c(t)

= (A9 + X0 30)) (597 O 0(0) — 1) + 0
= 300) — (1) + G0 O 010) — (1)) + 00

= 5 - 2ot — 5090+ 2D yt) + g ()

=c (1) +y()y(@0) + C()y (1)

u(t) = (1O + C(0)]u(t) + (1)

olarak elde edilir. Burada, ~(¢) benzerlik oranimi verir ve C' antisimetrik bir matris
oldugundan,

Cy= ?xZ olarak yazilabilir. Burada (g(t),c(t),7(t)) benzerlik hareketinin bir
parametreli alt grubudur. ¢ = 0 anindaki hiz vektorii

y(0) = [1(0)]5 + €(0)]y(0) + ¢(0)

dir. Bu hiz vektoriiniin matris formundaki ifadesi ise;

y0)|  [A(0) +C(0) (0)|[4(0)
0 0 0 1

(3.1) dur.
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3.7.1 E° Oklid uzayinda spiral vektor alanlarimn integral egrileri

Y  bir lineer vektor alani olsun. Yani,

Y(M)| |23 +0@) e)|[M] |D ¢|[M
0 0 0! 0 of 1
seklinde  olsun.  Simdi Y nin  integral  egrilerini  bulalim.

Y /oy = &(t)),D = vI; + C olmak iizere

Y(t) = Dz + ¢ ,sabit katsayil matris diferensiyel denkleminin Y(0) = x baslangic

kosulu altindaki ¢6ziimii:
t

Y(t) = eP'x +j eP9) ¢ ds
0

t
Y(t) = eP'x + et E.[ e Dsds

0

Y(t) = eP'x —eP" ¢ D' (eP" - 1)

Y(t) = eP'x —eP" ¢ D'e P + &P ¢ D!
Y(t) = S(t) + eP'x

olarak elde edilir.

10)I; + C(0) <)

0 0 lineer vektor alanina karsilik gelen integral egrisini bulmak

demek, t = 0 animndaki hiz vektorii (3.5.1) ile ayn1 olan ani harekette y(0) noktasmnin

yoriingesini bulmak demektir. Bu ani hareketi Y1(¢) ile gosterelim ve ;(0) = y(0)

ani homotetik hareketi bulalim. Bu durumda,

n(t) = D (t) + (t)

diferensiyel denklemini Y1(0) = y(0) = x baglangig sart altinda ¢ozersek,
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1
yi(0) = Py (0) +] € ¢ ds

0

yi(t) = eP'y,(0) — eP" ¢ D 'e™" + eP" ¢ D!
olarak elde edilir. Bu bir homotetik hareket tanimlar. Eger v =0 ve C = 0 ise bu

durumda hareket bir spiral hareket olarak adlandirilir. Bu hareketi

Yy
0

Yy
0

D ¢||M
o ol
0
Y1
= exp

egrisidir.

0

seklindedir. Burada y(t) egrisi Y

W
1
}/1 3+C ¢ M
0 0 1
= 0 spiral vektor alaninin integral

wit)

»(0

yu(t)

Ozel olarak

i)rank

ol

Sekil 3.7.1.1 (Ani Homotetik Hareket)

= v = 0 ise, bu durumda hareket bir kati cisim hareketidir.

.
—~

\_/|

t)
G

>

lineer vektor alanimin integral egrisi,

D, c} = 3 ise integral egrileri, ortak eksenli ayn1 parametreli helis egrileridir.
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ii)mnk[D,E} = 2 ise integral egrileri, paralel diizlemlerde kalan ve merkezleri bu

paralel diizlemlere dik olan bir eksen iizerinde bulunan cemberlerdir.

iii)rank[D,c] = 1 ise integral egrileri, paralel dogrulardir (Karger,Novak).

% =7 =0, rank[D,El = J ise integral egrileri spiral egrilerdir.

Ornek 3.7.1.1
0 10
C= -1 00 , C=
0 00 1 _ O
_ A=ce o= 1T 1
1 1 0 0
vI; +C ¢ -1 100 .
olmak tizere, X = 0 0 = 0 0 1 1 spiral vektor alanin ele alalim.
0 0 0 O

X ) 2 3 4
et = nz::o% =1 +tr+L2* + L2 + 52" den dolay,

20 _ 4t 22 _ 28
1+t—?_T+"' —l—?—?—... 0 0
20 4 20 _2r At
o — T+ + 50+ 1+1 o o 0 0
2 3 4 2 3 4
0 0 l+t+ S+ o+ o+ v S+ S+ o+
0 0 0 1
1t it it 1,000t it
gel(e™ +e") gie(e" —e ™) 0 0
1t (it —ity 1 t(,—it it
—gie'(e" —e™) ge(e™ +e") 0 0
0 0 el el —1
0 0 0 1
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i e'cost —e'sint 0 ]
| e'sinr ecost O
- 0 0 el e -1
0 0 0 1

cost —sint 0] O

sint cost 0| O

bulunur. e” ile 1-parametreli homotetik hareket tanimlanabilir. Harekette bir noktanin

yoriingesi spiral egrisidir.

3.7.2 E" Oklid uzaymnda spiral vektor alanlar:

Tamm 3.7.2.1
¢ :E" > E"
x = ¢(x) = AD)g0)x + c(r)
doniigiimiine bir parametreli homotetik hareket denir. Burada ¢(t)eSO(n),c(t)eR"  ve

bu doniisiimiin matrisel ifadesi;

y(t) A)g(t) c(t) x
1 0 1 1

seklindedir. A(t) = formundaki 1-parametreli matrisler, matris

carpimina gore bir
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Ag ¢

GZ{A:A: 0 1

,96S0(n), AeR, ce]R"} grubunu olustururlar. G bir Lie

grubudur. Bu gruba karsilik gelen Lie cebirini de ¢ ile gosterelim. O zaman

|

olarak elde edilir.

w v

0 0 v, +C = WeR" VeRY

Tanim 3.7.2.2
Yy R"—R"
M->YM)=WM+V
seklinde tanimlanan lineer donitisiime spiral vektor alan denir. Burada

~I, + C = WeR?,C antisimetrik ,VeR] dir.

Tanim 3.7.2.3

«, B" de parametrik bir egri
a:l-E"
1= a(r) = (a1(1),a2(0),...an(1))

ve X,E" izerinde bir spiral vektor alan olmak iizere, Vtel igin,

ise, o egrisine X spiral vektor alaninin integral egrisi denir.

1-parametreli homotetik harekette x noktasmin yoriingesi — y(t) = A(t)g(t)x + c(t)

dir. Buradan tiirev alinirsa;

y(t) = [V + C0)]y(t) + e(t)

elde edilir. £ = 0 aninda hiz vektori,
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y(0) = [1(0)]5 + €(0)]y(0) + ¢(0)
dir. Simdi y;(0) = y(0) = M noktasindaki hiz
1 (0) = y(0) = M baslangic sart1 altinda ¢ozersek,

n(t) = Wy (1) + V(1)

n| w VIM
11 |0 of1
olmak iizere;
yi(0) WV M
= exp
1 00 1

W) a@ || M
0 0 1

w v

elde edilir.Burada, ¢;(t)eSO(n),c;(t)eR™ dir.Bulunan y(¢) egrisi Y = 0 0

spiral vektor alaninin integral egrisidir.
Y;E" de bir spiral vektor alan ve Y nin {o;u;,uy,...u, } ortonormal ¢atisina gore

w v

matrisi olsun. Burada, I, + C' = WeR",C antisimetrik ,VeR] dir.

Bu durumda,

rank[W,V] = n,Y nin integral egrileri spirallerdir.

3.8 Bir Hareketin Tiirevi
Bu boliimde Homotetik hareketlerin Lie grubu ve Lie cebiri verilecektir. Bunun i¢in
McCarthy’nin An Intoduction to Theoretical Kinematics adli kitabindan matris gruplart

ve tanjant operatorleri ele alinmistir.
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3.8.1 Matris gruplari

nxn tipinden GL(n)ile gosterilen regiiler matrislerin ciimlesi matrislerde carpma

islemine gore bir cebirsel gruptur (McCarthy 1990).

Tamm 3.8.1.1
Siirekli bir manifold ayn1 zamanda bir cebirsel gruptur ve grup carpim islemi siirekli

ise bir Lie grubu olarak adlandirilir. Bu durumda GL(n) bir Lie grubudur (McCarthy
1990).

Tamm 3.8.1.2
GL(n) nin matris carpimu altinda cebirsel grup olan alt ciimlelerine alt gruplar denir
(McCarthy 1990).

GL(n) nin iki alt grubu, nxn tipinden donme matrislerinin climlesi SO(n)ve nxn
tipinden homojen doniisiimlerinin ciimlesi H (n) dir.

SO(n):[ATA] =[1,] ve det(A)=1 saruim saglayan [A] nxn tipinden matrislerin
climlesi SO(n) bir Lie grubudur (McCarthy 1990).

Bir kat1 cismin siirekli hareketi,

[T(t)] :R — GL(n) olarak belirli doniigiimlerin parametrelendirilmis bir ciimlesidir.
Ozellikle diizlemsel hareket [T(t)] :R — H(3) Kiiresel hareket [T(t)] :R—>S0OQ3)

ve uzay hareketi [T(r)]: R — H(4) ile belli olan hareketlerdir.

Genel olarak,
[T(t)] :R — GL(n)
t>T(6) =[1;t)]

doniigiimleri 7,(r) elemanlarinin her biri reel degiskenli siirekli bir fonksiyondur.

Ve bu matris fonksiyonunun |:T(t)} tirevi, 7,(¢) elemanlarinin her birinin tirevi

alinarak olusturulur (McCarthy 1990).
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3.9 Tanjant Operatorii
[T(H]:R — GL(n) fonksiyonunun F de olusturdugu Y(¢)=[T(t)]y noktalarinin

ciimlesine Y nin yoriingesi denir (McCarthy 1990).

t=t, da Y(t) yoriingesine teget olan dogrultu Y (¢) nin tiirevidir.
Y(1,) = [T(to)} y
Y(t,)= {T T“(to)} y(t)

dir.Burada {TT'IJ matrisi, Y(¢) yoriingesi {izerindeki islemle Y(¢) tiirevini

hesaplar.Ayrica {]."(I)J:[Y:T"l(t)}[T(t)] oldugundan {%T’l} matrisi  [7(7)]

matrisinin tiirevini hesaplar.

Tanm 3.9.1

[T T‘l} matrisine GL(n) iizerindeki tanjant operator denir (McCarthy 1990).

Tanjant operatorler i¢in tanimlanan 6zel bir islem Lie carpimidir. [T] ve [S ] tanjant

operatorler olsunlar. Bu durumda [T]X[S ] =[TS —ST] dir. Burada 7S ,T ile S nin

matris ¢carpinudir.

3.9.1 SO(n) nin Tanjant operatorleri

Donme matrislerinin tanjant operatorleri, GL(n) uzaymin tanjant operatorleri gibi
tanimlanmistir. Bununla birlikte, GL(n) nin her tanjant operatorii SO(n)nin tanjant
operatoril degildir. SO(n) nin tanjant operatorlerini belirleyen ayirict sart, biitiin donme
matrislerinin saglamak zorunda oldugudur.

[AAT (t)] =[1,] bagintisindan elde edilmistir. Her iki tarafin tiirevi alinarak ,
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L] L] T L] L]
[AAT} = —[AAT} elde edilir.Bu durumda {AAT} = —{AAT} =[Q] tanjant operatorii

antisimetriktir.

[Q] matrisi, [A(r)] donme matrisinin agisal hiz matrisi olarak bilinir (McCarthy 1990).

Uc boyutlu manifold olan SO(3) uzay donmelerinde, bir sabit agisal hiz matrisi [Q]
verildiginde [A(t)} =[Q][A(*)] matris diferensiyel denkleminin [A(0)]=[{]

baslangi¢ sart1 altinda ¢oziimii,
A(r) =€

ile donmelerin bir parametreli grubunu elde ederiz (McCarthy 1990).

3.9.2 H(n)nin Tanjant operatorleri
Homojen doniisiimlerin ciimlesi H(n) nin tanjant operatorleri, GL(n) uzayinin tanjant
operatorleri gibi tammlanmistir. Bununla birlikte GL(n) nin her tanjant operatéric H (n)

nin tanjant operatorii degildir. H (n) nin tanjant operatorleri

R L] L] T _ T L] T L] T
{TT_I} A d [A A d}: AAT —AATd
0 o/LO0 1 0 0

L A d|
[liskisini saglamalidir. Burada [T]=[A,d]= 01 dir.

=[]

Simdi H (4)iin
[T(I)} = [S ][T(t)] diferensiyel denkleminden elde edilen bir parametreli alt gruplarini

incelersek [S ]:[Q,v] bir sabit matristir. =0 aninda sabit ve hareketli catilarin
cakistigin1 kabul ederek [T(O)]:[l ] baslangi¢c kosuluyla diferensiyel denkleminin
¢Ozimil [T(t)] = exp(t[S])

dir (McCarthy 1990).
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3.9.3 Tanjant operatoriine karsilik gelen vektorler

SO(3) ve H(3) iin 3x3 tipinden matrislerle tanimlanan tanjant operatorlerindeki 9 tane
elemandan sadece 3 tanesi bagimsizdir. Benzer sekilde H(4) iin 4x4 tipinden
matrislerle tanimli tanjant operatorlerinin 16 elemandan sadece 6 tanesi bagimsizdir.

[Q], SO(3) iin bir tanjant operatorii olsun. Vektor formu 3x3 tipinden [Q] antisimetrik
matrisinden elde edilen @ vektoriidiir. Oyle ki [Q]y = @X y dir.

0 -o v
H (3) icin, [a), y] =lw 0 v, |seklinde verilir. Bu durumda bagimsiz bilesenleri
0 0 O

3-boyutlu (@,v,,v,) vektoriinde , H(4)'iin bir [S]=[Q,v] tanjant operatorii 6-boyutlu

S =(,v) vektoriinde toplayabiliriz (McCarthy 1990).

Tamm 3.9.3.1
H(4) in bir [S ]:[Q,v] tanjant operatorilnden elde edilen operatorii 6-boyutlu
S =(,v) vektoriine screw denir (McCarthy 1990).

[T1X[S]=[TS —ST] ile tammh Lie ¢arpim1 bu tanjant operatorlerin her birine karsilik
gelen vektorler icin bir carpim islemi verir.

SOQ)icin [C]ve [Q] antisimetrik matrislerine karsilik gelen vektorler sirasiyla
cve wise o zaman [C]X[Q]=[CQ—-QC] Lie carpimmin elde edilen antisimetrik

matrisine karsilik gelen vektor cx @ dir. Gercekten,

40



[0 -a, a,
[Cl=| a;, O =—a,|isec=(qaa,,a,)
|—a, a O
[0 -z y
Q=] z 0 —x|isew=(x,y,2)
-y x 0
[C]x[]=[ca-ac]
0 a,x—ay a;x—a,2
[C]x[Q]=| —-a,x+a,y 0 a,y—a,z
—a,x+a,z —a,y+a,z 0

antisimetrik bir matristir. Bu matrise karsilik gelen vektor
(-a,y+a,z,a,x—a,z,—a,x+a,y) olup buise c¢x vektoriidiir. H(n) homojen
doniisiimlerinin genel durumu icin, [R]=[C,r] ve [S]=[€,v] tanjant operatdrlerinin

Lie ¢arpimu [R]X[S]=[CQ-QC,[Clv—[Q]r] dir.

0 -4 0 -o v
Ozel olarak H(3)icin [RI=|A 0 nr|vel[Sl=|l@o O v, ise
0O 0 O 0O 0 O

0 0 —-Av,+wr,

[RIX[S]=|0 O Av,—ar, | Lie carpimina karsilik gelen vektor
00 0

(=Av, + wr,, Av, — or;,0) dir (McCarthy 1990).
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H(4)i¢in [R]=[C,r]

0 —a; d, h
a 0O =—-a r
3 1 N
[R]= ,
—a, a 0 £

0 0 0 O
c=(a,,a,,a,)

r=(n,n,r,)

0 -z vy vy
Z 0O —x v
[S]= ?
-y x 0 v
O 0 0 o0
w=(x,y,2)

v=(v,V,,V;)
[R]x[S] Lie ¢arpimina karsilik gelen vektor,
(ex@,cxv—wxr) dir (McCarthy 1990).

3.10 Sd(3) Uzerinde Lie Carpmm

Sd(3)=1|7L+C c|_|o ¢ z{c_o,é},CTz—C,;:eﬁ
o o] |0 o0

:|:&)9E:|:[S]va_):(0)190)2,0)3),52(6‘]’6296‘3)

z{;,c_z}=[R],1_/=(v1,v2,v3),c_zz(al,az,%)
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[S]x[R]=[SR-RS]

6 -0 o || A —v v, gq A v v, aql| 6 -0 o
a 0 -a o|lv 41 v q v A v oa| @ 6 -q
@ A4 0 c||—vm v 1 q Vv, W A a|l-o g
0 0 0 O O 0 o 0O O 0 of o 0 0

Ab-wy,—wy, —6v,—Alo,+woy, Ov,+oy +iw, ab-a,0+a,0,
Ao, +0v,+ v, -wyv,+A0-wy, @v,-0v,-Aw, a,+a,6-a,0
—Aw,+ov,—6v, oyv,+iy+60v, -ov,-ov,+64 -ao,+a,0 +a0
0 0 0 0

A0—v,0,—v,0, —Aw,—6v,+v,04 Aw,+v,@0+6v, cA-c,v,+cy,
Ov, + Ao, +vo, —v,0,+A0-vo, v,0,—-Aw—-60v, cy,+c,A—cy,
-, +vo,—Aw, v,0,+6v+Aw,  —v,0,—v@+04 —cy,+cy +c A

0 0 0 0
0 Y, —v,0, @y, -V, a,0—-a,0,+a,0,—cA—c,v, +cyv,
| oy, v, 0 Y, —v,0, a,+a,0—a,0 —cyv,+c,A—cy,
WOV, —v,0, @V, —V,0, 0 —a,0, +a,0, +a,0+cv, —c,v, —c;A
0 0 0 0

S (W)Y, —v,0,,v,0, — OV, 0V, —v@,) = |0, @, Of=OXV

v vl vl vl

wxa a  a, a,
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(e —av.en—av,ev,—on)=lg ¢, ¢|=cxvy

v i W
=—vXc

:>e(alaaz’as)_ﬂ'(clacz’c3)+(aswz —a,0,a,0, —a,4,a,0 _al@)'i'(cz‘ﬁ TGV, GV T GY3 GV, _szl)
=(wXxv,Ba—Ac+wxa+cxv)
=(wxv,0a— Ac+wxa—vxc)

= [S]x[R]=[SR-RS]

=(wxv,0a—Ac+wxa—vXxc)

3.11 Sd(3) Lie Cebirinin Yap1 Sabitleri

sd(3) Lie cebirinin standart bazini elde edelim. S € sd(3) olarak alalim. Bu durumda

sd3)=|"E+C | c=cT ceR?
0 0

0 -0 o
S: &) E‘ — w3 9 _a)l CZ
0 0| |mT®& @ 6 ¢

0 0 0 O

00 0 O 0 010 0 -1 00
0 0 -10 0 000 I 0 0O
S=w + @, + @,
01 0 O -1 0 0 0 0 0 0O
00 0 O 0 0 00 0 0 0 0f
0 0 01 0 00O 0 00O 1 0 00
0 00O 0 0 01 0 00O 0100
+¢ +c, +c +6
0 00O 0 00O 0 0 01 0 010
0 00O 0 00O 0 00O 100 0 0
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S=oL+wl +olL,+cL,+c,L,+c,L;+c,L,

olarak yazilabilir.
= sd(3)= Sp{Ll’L27L3’L47L5’L6’L7}

Tamm 3.11.1 sd(3) Lie cebirinin baz vektorlerinin bracket carpimi:

[Li,Lj]:iCika
k=1

Seklinde tanimlanabilir. Burada ki Cl.’;. katsayilarina, Lie cebirinin yap1 sabitleri denir.

Cyk yapi sabitleri arasinda C; = —C;. bagintis1 vardir. (Sattinger , Weaver 1993)

Simdi bu yap1 sabitlerini elde edelim.

Ozel olarak i =1 ve j =1 alalim. Bu durumda;

,
[L.L]=> C}L, Bracketcarpimindan Cy, lar elde ederiz.
k=1

[LI’LI] =LL-LL
=0
= Clll’clzl’Cfl’cfl’clsl’cli’cﬂ =0

Ozel olarak i=3 ve j =4 alalim. Bu durumda ;

7
[L,.L,]=) C;,L, Bracket carpimindan Cy, lari elde ederiz
k=1

[L,.L]=LL - LL,

0 -1 0 0[]0 0 0 1] [0 0 0 1[0 -1 0 ©
|t 0 0 0|0 00O [000O0O|L 000
10 0o 0 ofloooo0l]ooo0o0ll00 00
10 0 0 0J/0 00O O0][00O0O0JO O 00O
[0 0 0 0] [0 0O O] [OO OO
0001}0000[0001L

1o o0 o0]]00O0OTO0 |0O0OO °
10 0 0 0] [00O0 O] [00O0O0
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5 1 2 3 6 T
:>C34—1’ C34’C34’C34’C34’C34’C34_O

Benzer yolla diger yapi sabitleri de bulunabilir. Bu yapi sabitleri asagida

verilmistir.

sz:l ’ q2:q32 :q;:qsz :szchz =0

Gi=-1, G=C=G,=G,=G;=C};=0

S

C114: 14:Cl34: 14:Cls4: 14=G, =0

—

G=1 , G=Gs=C;=C;=C;=C;=0
d() =1, Cf6 :CIQ() :Cf() :Cf6 :C|66 :Cfﬁ =0

q7 :CJ‘27 :CJ67 :q; :CJ‘S7 26167 :q77 =0
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(=G =C=Ci=C=Cy=C,=0
G=-G,

Gl G=G=C=C=C,=C=0
¢=-1, G,=C=C,=C,=C,=C,=0
C= G =G =C=G=C=G=0
Gl . G=G=G=C=C=C,=0
€= G =Gy =C, =G =Cy =Gy =0

______ v
Q3_ BTN VBT OB T V33T 3_0

C= G =G =G=C=C =G0
€= G =G =G, =G, =G, =C, =0
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G, =G,

C,=—C,

-,

Ca

O OF

—Gs

G

G =G

G =G
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C,=—Cy

Gs=G

Ce=Cy
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4. DOGRU ELEMANLARININ PLUCKER KOORDINATLARI
Bu boliimde B.Odehnall, H.Pottmann, J.Wallner in Equiform Kinematics and Line

Elements adli makalesi tanitilmistir.

x=v(x)=2+ yx+C.x ifadesinde Lie doniisiim gruplarindan herhangi (c,c,7)e R’
ticliisii bir tek benzerlik hareketini tamimlar.Bu hareket, benzerlik hareketinin bir

parametreli alt grubudur. Homotetik hareketlerin devami olan ani hareketlerde

karsilagilan dogrularin (l,i, A)e R’ dogru elemanlarina modellenmesini ele alacagiz.

L 3-boyutlu Oklid uzayinda x noktasindan gecen bir dogru olsun. (L,x)e R® dogru

elemanlarimin  koordinatlarin1  diizenlemek icin Pliicker koordinatlarinin benzer

tanimlarini veriyoruz.

Tanim 4.1.

Eger [#0 vell/L,l=xxl ve A=(x,1) ise (I,I,AH)e R iicliisine (L,x)e R® dogru

elemanlarinin Pliicker koordinatlari denir.Burada [ , [ nin vektorel momenti

7. koordinat olarak lz(x,l) y1 x in L lizerindeki yerel noktasini diizenlemek igin

ekliyoruz. Boylece dogru elemanlar1 (I [, )e R olur.

l=xxl

5 A A X

¢ fﬁyfxf
I.

Sekil 4.1. (Dogru elemanlari )
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Acikca bu koordinatlar homojen koordinatlardir ve asagidaki denklemi elde etmek
basittir.

D), (L) = (I

)

4.1) x=pl,D+ A

<Tl>l .......

p(l,1) yi (I) de yerine yazarsak,

x=Ll>< Z+il [ yonlendirilmis (birim paralel ) vektor, <l ,l> =1

R

x=IxI1+ Al
elde edilir.

Burada p(/,/)orijinden L iizerine indirilen dikmenin ayagidir. Eger dogru

yonlendirilmisse dogru elemani da yonlendirilmis olur. Koordinatlarda

(l, Z,ﬂ) ve ,u(l, Z,ﬂ) yi benzer diigiinecegiz < u >0 ya da ||l|| =1 kisitlamasi varsa.

x(t) = A(t)A(?)x, + a(t) Benzerlik doniisimii (l L, /1) dogru elemanlarini

X =aAx+a

[ =Al

~ , denklemleri ile birlikte
| =x xI

A =(x,l >

(l ',l_' ,/1} dogru elemanlarina doniistiiriir.

Bu doniisiimiin blok matris formu;

A 0 0
4.2) [ |=|AA aA 0| 1] (AA=axx)
Al [dA 0 a4

dir.
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[ =xxI =(aAx+a)x(Al)
=a(Ax) A(AD)+a A (AD) 1 = Al

=an(Al)+a(Ax) A(AD)

A=(x1)
=(aAx+a,Al)
= a<Ax, Al> +<a, Al> ,A € O(n) (izometri)
=a(x,l)+a" Al {Ax, Al)=(x,1)
=ad+a' Al (a,Aly=a" Al

dir.

(4.2.) denklemi agikca yonlendirilmis dogru elemanini saglar.

4.1 1,1, A min Geometrik Yorumu

(L,x)=(,1,4) dogru elemanlarinin ciimlesi [/,A(sabit) ile birlikte ,///L. olacak sekilde

tanimlanir ve x noktasi diizlem iginde A= <x, ) > denklemi ile icerilir.

(—/1,1 ) diizlem icin homojen koordinatlardir. Eger (l,i,ﬂj yonlendirilmis olarak
diisiiniiliirse diizlemde yonlendirilmis kabul edilir.
Simdi farz edelim ki I1#0ve A verilsin. Biz dogru elemanlarinin ciimlesine

((L,x):(l,l,l)j Ivel verilmigken bakiyoruz. Pliicker koordinatlari (l,lj olan

1
dogrular, [ verilmisken / diizlemi icinde igerilir.

p= p(l,f) pedal noktas1 ve x noktasi asagidaki iligskiyi saglar.
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i

ve |x—pl==75
7] H’H
dir. Gergekten,
x= p(l,i)+ﬁl ....... ), p(l,i)=ﬁlxi....(ﬂ) idi. Buradan,
1 _
”p”:<z_z> Ix1
Ip|= i) sin90
o
i, N H
||p”=H :Illll—
dir.
Ve
xX— :il
P
A
|| p||=mll ||
A _ Al
= pll =0
2] H,H
= I3
I
dir.
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Tanim 4.1.1 (bundle of lines)

Verilen bir dogruya paralel olan dogrularin ciimlesi yada R’iin bir noktasindan gecen

dogrularin ciimlesine dogrularin bundle’ 1 denir.

Tamm 4.1.2

(L,x)dogru elemanlarinin ciimlesi ‘generalized bundle’ olarak adlandirnlir eger

dogrular bir bundledan olusuyorsa ve koordinatlart R” nin 3-boyutlu lineer alt uzayinda

icerilirse.

4.2 Dogru Elemanlarimin Lineer Kompleksi

(1,1) pliicker koordinatlarimin dogrularinin ciimlesi
<l ,c>+ <l,c> =0 lineer homojen denklemini saglar ve (c,c) koordinatlariyla lineer 151n

kompleksi olarak adlandirilirlar.Biz bu tanimi genelleyecegiz.

Tanim4.2.1

(! ,Z,/i) dogru elemanlarinin ciimlesi

“4.2.1.) <Z,E>+<Z,c>+7/1:0 lineer denklemini saglar ve (c,E, ¥) koordinatlart ile

dogrularin lineer kompleksi olarak adlandirilir.

Eger C kompleksi (4.2.1) ile verilmisse ve y#0ise Oklid uzaymndaki biitiin

L=(.1) dogrulan i¢in (L, x)e C olacak sekilde bir xe L noktasi vardir. ¥ # 0oldugu

durumda (L, x)e C, Ldogrusunu tek olarak belirtir ve (L, x)e C < (4.2.1.) denklemini
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saglayan Lkompleks icinde icerilir.Boylece dogrularin ciimlesi tanim 4.2.1 den
kompleksin dogru elemanlan ile iliskilendirilir. yya bagli olarak 3 yada 4-boyuta

sahiptirler.

Oklid kinematiginde, diizgiin hareketin normal yolu sabit degismez bir lineer 1smn
kompleksinden olusur. Oklidyen hareket ve dogru kompleksleri arasindaki bu iliski
benzerlik hareketi ve dogru elemanlarina genellestirilir. Biz eger L L v(y) ise (L,y)ye

y deki path normal eleman diyoruz. v(y) = cHexXx+ Yy

(path normal element) | (diizgiin homotetik hareketin hiz vektorii)

Teorem 4.2.1

Diizgiin bir parametreli benzerlik hareketin herhangi bir andaki v(y) hiz vektorii (3.5.2)

ile birlikte noktalarin path normal elemanlarinin ctimlesi ile (C,E‘, %) koordinatlan ile

birlikte dogru elemanlarinin lineer kompleksi estir.

Ispat 4.2.1

(I,1,A) dogru elemaninin v(y) hiz vektoriine ortogonal olmast durumunda;

{(v(y).1)=0

<C><y+c+ 7y,l>:0
(ex y,l>+<£,l>+ ¥(y.l) =0elde edilir.

<c,yxl>+<c,l>+ =0

<c,i>+<é,l>+y/izo

55



Acikca dogru elemanlarinin lineer kompleksi bu yolla meydana gelir.Bu nedenle su

teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.2.2

Lineer bir 151n kompleksine bir spiral hareketi, tersine olarak da bir spiral hareketine
lineer bir 151n kompleksi baglidir. Kompleksin ekseni ile spiralin ekseni c¢akisir.
Kompleksin ve spiralin adimlarr aynidir. Lineer bir kompleksin (eo*) sayidaki 1sinlari

R’iin spiral hareketine uyan noktalarindaki yoriinge normallerinin biitiiniinden olusur.

Teorem 4.2.3

Benzerlik esitliginden dogru elemanlarinin lineer kompleksinin homojen koordinatlari;

(42.2) (c,c,7)=(0,0,1,0,0, p;0), pe R
(42.3)  (c,c,7)=(0,0,0;0,0,1;0)
(42.4)  (c,c,)=(0,0,1;0,0,0; p), p 0

(425)  (c,c,7) =(0,0,0;0,0,0;1)
dir.

Ispat 4.2.3

Daha 6nce bu dort durum incelenmisti.
Dogru elemanlarinin  (c,c,¥) lineer kompleksi ¢#0 ve y#0iken spiral harekete

uyar.(boliim 3.5).Spiral hareketin merkezi koordinat doniisiimiinden sonra normal form

(0,0,0)" koordinatina sahiptir. A¢ikca 0 = —(C* + ¥E,)"' ¢ ile verilir.

4.2.6.) t:O:i(}/ch—}/2 E’—<C,E’>C) u=y +<c,c> =y +c’
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Spiralin ekseni ¢ ye paraleldir.Ve dogru elemanlarinin koordinatlarini

“4.2.7) A= (c,0><c,<0,c>) = (c,%((c,c} c—<c,c>c + 7c><c),—%<c,c>)

ile verebiliriz.

7 =0 oldugu durumlarda (4.2.7) esitligi bilinen pliicker koordinatlarda helisin eksenini

olusturur.

A= (c,0><c,<0,c>) = (c,i((c,c} c— <c,c>c + J/CXE))

Ry

(e)

c)

Sekil 4.2.1(Spiral ekseni) Sekil 4.2.2.(Helisel eksen)

Teorem 4.2.4
Diizlem i¢inde bulunan lineer kompleksin dogru elemanlar1 spiral hareket diizleminin

path normal elemanidir.
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Sekil 4.2.3(Dogru elemanlarinin lineer Sekil 4.2.4 (spiral hareketin cizdigi nokta

kompleksinin diizlem parcasi) yoriingeleri)

Ispat 4.2.3

Genelligi bozmadan sadece x; =0 oldugunu diisiinelim. (L,x)dogru elemanlarinin

Pliicker koordinatlari bu diizlem iizerinde, [=x[,—x,, ile (I 1,12,0;0,0,23;/1)

formundadir.

I=xxl=|x, x, 0[=(0,0,x,-x,l)
L 1, O

I=xl,-xl,

Lineer komplekse ait olan dogru elemanlari

(4.2.8) il +c2l,+¢, I3+ yA =0 denklemini saglar. Gergekten,

<1,E>+<Z,c>+7/1:0

dan dolayz;
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<(cl,cZ,c3>,(11,12,0)>+<(cl,c2,c3),(o,o,13)>+7/1=0

£‘1 ll +£‘2 lz +¢ Z3+ ]//120
dir.

(429 v(x)=(c1,c2,0)" +¢y(—x,,x,0)" +¥(x,,x,,0)" seklindedir. Gercekten,

(L, x) dogru eleman1 v(x) e ortogonal oldugundan,

(v(x),1) = <((Cl,02,0)T +y(=2,,%,0) +7(x,, x,,00), (1, ,12,0)>
=c ll+£’z L+c, (=0 +x5L)+y(xl +xl,)=0

=E‘1 ll+£’2 L, +c, Z3+ 7<l,x> =0

=£‘1ll+£’2[2+c3 Z3+7ﬂ=0

(4.2.10) <v(x),l> =ci 11+E2 L+c;(xl, —x,1 )+ 7(l,x) =0 seklinde yazilabilir.

Lemma 4.2.1

Eger C=(c,c,y) dogru elemanlarmin bir lineer kompleksi ise y#0; biitin L

dogrulari iizerinde, (L,x)e C olacak sekilde bir tek x noktasi vardr.

Eger y=0 ise dogrularin lineer kompleksini C =(c,c) olarak diisiinecegiz. Eger
Le C'isebiitin xe L igin (L,x)e C dir. Aksi durumda (L,x)e C olacak sekilde x

yoktur.
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Ispat 4.2.4

<c,2>+<5,l>+ =0
LeC & <c, Z> + <E,l > =0 denklemini ¢dzmeliyiz.
=2 {{e7) (o)

4

dir. Lemma 4.2.1den (4.1) ile birlikte x noktas1

(4.2.11) x:ﬁ(lXZ—%(<c,z>+<l,E>jlj

seklinde elde edilir.

[x= p(z,i)+iz,p(l,2) :lelj

(1.1) (L.L.)
x= <l,ll> IxI— . (E,z) (<c,i>+<z,é>jz
x:ﬁ(1xl—ly(<c,l>+<l,c>m

Lemma 4.2.2

(L, x) olacak sekilde x noktalarmin ciimlesi (c, (_:,}/) kompleksinde icerilir ve L sabit

1 # 0 vektoriine paraleldir. Bu noktalarin ciimlesi bir diizlemdir.

(7=0vel//c oldugu durumlar diginda)
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Ispat 4.2.5

Herhangi x noktast i¢in (L,x) dogru elemani [ ye paraleldir ve (l,xxl,(x,l})

koordinatlaina sahiptir. x noktas1 kompleks i¢inde icerilir.

<(_:,l>+<c,x><l>+}/<x,l> =0
<£~,l>+<x,1xc+ 7)=0

¥#0 yada [Xc#0 ile bu denklem asikar ¢6ziimii olmayan lineer diizlem denklemidir.

=

(1,0 dogrularinin durumundan dolayi, bir ¢ noktasi ile ranki 2 olup lineerdir. Boylece,
lineer denklemi hesaplayarak ¢ge Lolacak sekilde verilen kompleksin dogru

elemanlarinin generalized bundle olusturdugunu goriiriiz (Tanim 4.1.2) den.

Teorem 4.2.5

geR® ve C=(c,c,y),(y#0)nin dogru elemanlarimin lineer kompleksi oldugunu

kabul edelim. Boylece (L,x)e C olacak sekilde x noktalarmin ciimlesi ge L ve

qq’gapl ile bir kiiredir. ¢ =g —lv(q) (3.5.1.)deki hiz vektor sart1 altinda ifade edilir.
/4

Ispat 4.2.6
Genelligi bozmadan ¢ =0alalim. O zaman v(q):z olur. (L,x):(lj,/i) dogru

elemann iizerindeki durumundan dolay1 [ =0 (I=gxl,q=0=1=0) ve

denklemleri saglanir.

<c,£>+<c,l>+ A=0
(4.2.12) <c,l>+ =0 0

= <E,l> +74=0
Ayrica (4.1) esitligi
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()
(4.2.13) x=—21L
* y (L)

x= p(l,2)+iz, p(lj):LZxZ

(1) (1.1)

[ yisaglar. Gergekten,

olur.Acik¢a x noktasi [ dogrusu iizerindeki

noktasinin

Sekil 4.2.5.(pedal noktasi)
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Sonug 4.2.1

Teorem 4.2.5 de C kompleksi ile x noktalarinin climlesi verilen dogrularda icerilen
(L, x)e C olacak sekilde Lile bir dairedir. Ger¢ekten,

Problemdeki daire Teorem 4.2.5. deki kiirenin dogrunun tasiyici diizlemi ile kesistirerek

olusturulur.

4.3 Dogru Kongriiansi ile Kompleksin Kesismesi

Zit iki A, , A, eksenleri ile dogrularin lineer hiperbolik kongriiansi, A, ve A,yi kesen

dogrulan igerir.

g

Sekil 4.3.1.(Komplekslerin kesigimi)

Teorem 4.3.1

y#+0 ve C=(c,c,y) dogru elemanlarinin lineer kompleksi olsun. xe R noktalarinin
climlesinin ¢@oldugunu diisiinelim > (L,x)e Colacak sekildeki L hiperbolik dogru
kongriiansi icinde icerilsin. ¢ 2-tane bir parametreli dairelerin ailesini tasiyan kiibik

yiizeydir.
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Sekil 4.3.2.(Kiibik yiizey)

Ispat 4.3.1

Genelligi bozmadan hiperbolik lineer dogru kongriiansinin A, A, eksenlerini yaklasik

olarak

A(u)=2ku,2u,d)=u(2k,2,0)+(0,0,d)

4.3.1)
A,() = (2kv,<2v,-d) =v(2k,-2,0)+(0,0,—d)  (k.d #0)

seklinde parametrelendirdigimizi farz edelim. Pliicker koordinatlarin kongriiansi

L(u,v) = (u,v),l(u,v)) ile parametrelenir.
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) =%<A2<v)—A1<u)>

%((2kv,—2v,—d)—(2ku,2u,d))
= k((u—v),(u+v),d)

I(u,v) = %((A2 (V) + A ) x1(u,v))
=kw+v),(u—v),0)x(k(u—v),(u+v)d)

=lk(u+v) (wm-v) 0

ku—-v) (m+v) d
= (d(u-v),-dk(u+v).k(u+v)*-k(u-v)*)
= (d(u-v),-dk(u+v),4kuv)

x(u,v) noktalarmin ctimlesi > C kompleksi icinde igerilen (L(u,v),x(u,v)) dogru

elemanlar1 (4.2.1.) ile hesaplanir.

4.3.2) x:L(le—l[<c,Z>+<l,£>JlJ , Lemma 4.1 den xbir tektir. Bu
4

(L)
yizeyden  ky(x] +x; +x;)x,+...,elde edilir. Noktalar alt siradaki terimleri
gostermektedir. k, ¥ # 0 oldugundan ¢ 3.derecedendir. £ O A olan herhangi bir diizlem
icin, ¢ N ekesisimi A, lerden olusur ve 2.dereceden R, egrisini kapsar. Sonug 4.2.1. den
dolayr & da uzanan (L,u)dogrulari, R, la tammmlanan x(u,v)noktalarinin dairesini

olusturur.Sonug olarak x(u,v)noktalarinin parametrizasyonu ¢ nin biitiiniinii kapsar.

¢nin denkleminden ve ¢ nin daireleri tasidig1 gerceginden ¢ nin projektif ve kompleks

uzamast mutlak konikleri icerir.
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4.4 Komplekslerin Kesisimi

Bu kisa paragrafta dogru elemanlarinin iki kompleksinin kesisimini diisiinecegiz.

C=(c,c,y), y=0 olmak iizere yukarida asikar oldugu gibi bir kompleks baz1 6zel

ozelliklere sahiptir.

C =(c[,5,-,7i), @=L2), (7,7 #0) olmak iizere farkli komplekslerin lineer

bagimsiz koordinat vektorleri olsun.
C:(c,c,y)=y,C,—yC, lineer kombinasyonu

(4.4.1) 7, (<c1 : Z> +<£1 : l>j = (<c2, i> + <c_2,l>j denklemi ile bir kompleks

tanimlar. Gergekten,

Ci(epen,7) »  Cileynen,,)
(L,x)e C, (L,x)eC,

ise,

(I)ve (II)den dolay1

Lol oo

72 I

dir. Boylece;
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ol
72<c1,z>+72<cl,z>_71<c2,z>_%<cz,l>:o
<z,72cl>+<z,72cl>+<z,ylc2>+<z,m>:o

D: <l,7/2 ci+7, c2>+<l, %0+ }/1c2> =0

Lineer kombinasyonu elde edilir.Aslinda D lineer komplekstir.Eger L(,l) D de bir

foi}le)
dogru ise (I,I,A)e C,NC, olacak sekilde Avardr.A=——-—"————= (3 #0).Bu

durumda C, N C, kesisimi dogru elemanlarinin ciimlesinden olusur ve dogrularin lineer

kompleksidir.
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